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Resumen: Se contextualiza la nota “A procedure of building up tautologous propo-
sitional formulae from given variable truth-functions” de Juan Nuflo y se demues-
tra un detalle que garantiza su construccion.
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Abstract: Awarded the context article “A procedure of building up tautologous
propositional formulae from given variable truth-functions” of Juan Nufio and
shows a detail which ensures its construction.
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En el afio 1966 el maestro Juan Nufio escribi6é una pequena nota en la
cual proporciona una manera constructiva de obtener una expresiéon general
del conjunto de los conjuntos tautolégicos derivados de las variables dia-

dicas de las funciones de verdad (“A procedure of building up tautologous

! En este volumen.
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propositional formulae from given variable truth-functions” en este volu-
men). El ¢jercicio de légica se concibié como una ponencia presentada en
el Séptimo Congreso Interamericano de Filosofia, celebrado en Quebec,
Canada, del 18 al 23 de Junio de 1969, y tiene, como toda ponencia, varios
presupuestos sobre la especificacion del lenguaje en que se esta trabajando
y también supone algunas definiciones. Estos presupuestos quiza no son
necesarios en una exposicion, pero elimina mucho contexto que puede acla-
rar el panorama y el alcance de la propuesta. En este articulo no se pre-
tende mejorar el método proporcionado por Nufio, solo lo contextualiza y
demuestra un detalle que garantiza su construccion. Para ello se especifica
una de las maneras de establecer la sintaxis del Calculo Proposicional (CP),
una semantica para tal calculo, que se explica de manera genética para, luego,
proceder a sistematizarla. Por ultimo, aprovechando el caracter didactico de
la nota, se recrea el método de demostracién de complecion del sistema y

una de sus principales consecuencias: la consistencia.

L Sintaxcis de CP

El sistema consta en de un conjunto de Variables proposicionales atinsi-
(s, gty s PLP P (los subindices permiten que se usen un nimero
infinito numerable de vatiables de oraciones). Posee un conjunto de Conec-
tivas: ~, V, A, A, T" (en muchas presentaciones formales se reduce el nimero
de conectivas a dos, incluso a una, que son suficientes para definir a las
demas), y dos Simbolos auxiliares: (,) (pocos simbolos auxiliares simplifican
las demostraciones).

De aqui en adelante, a los fines de abreviar la notacién, se conviene en
usar los simbolos de las conectivas y los simbolos auxiliares como nombres
de sf mismos. En lo que sigue, se utilizan A, B, C,..., X, Y, Z,..., A, B,
C,..

posicién atémica o molecular. Una expresion como (A A B) no debe en-

. etc., como variables metalingiifsticas que representan cualquier pro-

tenderse como una mezcolanza de lenguaje objeto y metalenguaje; es una
expresion propia del metalenguaje, porque convenimos que los paréntesis y
las conectivas son nombres de si mismos.

Las Férmulas bien formadas (£b.fs.) pueden ser entendidas como las
formas ldgicas de las oraciones y las reglas para su construcciéon son mucho mas

simples que las de la gramatica espafiola:



JESUS F. BACETA V. / Valuaciones booleanas, conjuntos verdaderos, complecion y consisten-

cia. Notas a “a procedure of building up antologous propositional formulae from given... .

Definicion I.1: Las formulas bien formadas (f.b.f5) de CP son expresiones que
constan de variables proposicionales y conectivas, y se obtie-
nen aplicando las siguientes reglas:

1.1. Todas las variables atomicas proposicionales p, q, 1,... son f.b.fs.
1.2. Si A es una f.b.f., también lo es ~A.
1.3. Si Ay B son f.b.fs.,, también lo son:

i (AAB) A'y B son miembros conjuntivos
i. (AVB) A 'y B son miembros disyuntivos
ii. (AAB)
iv. (AT B)

1.4. Solo son f.b.fs. las expresiones que cumplen las reglas 1.1, 1.2 y 1.3.

Axiomas de CP

En un sistema axiomatico una demostracion se realiza a partir de un
conjunto finito de esquemas de f.b.fs., llamados axzomas, y por medio de la
aplicacion de las reglas de inferencia del sistema. Seran axiomas del sistema
todas las proposiciones que se obtengan mediante la sustitucién de las meta-
variables A, B, C por f.b.fs.:

Ax.1. AABAA)
Ax.2. AABAC)A((AAB)AAAQ))
Ax.3. (~BA~A)A((~BAA)AB)

Regla de CP

La unica regla de inferencia es el Modus ponens, a saber de Ay A A B se
obtiene B.
Modus ponens (MP):

AAB
A

B

La demostraciéon de los metateoremas se construye escribiendo en
filas la sucesion de f.b.fs. que constituyen la demostracion.
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Definicion 1.2: Por deduccion de una f.b.f. C en un sistema axiomdtico CP a
partir de un conjunto de f.b.fs. P, abreviadamente P |C,
entendemos una sucesién de f.b.fs. A ..., A donde cada
A es o bien una premisa o bien es un axioma de CP o bien
una consecuencia de las f.b.fs. precedentes en virtud de
la regla de inferencia. El conjunto de premisas puede ser
vacio.

Definicion I.3: Una f.b.f. C es un zeorema, abreviadamente |C, si existe
una deduccion natural a partir de un conjunto de premisas

vacio cuya ultima f.b.f. es C.

Por ejemplo, demostraremos el siguiente metateorema que nos sera
util en la demostracién de complecién, (a la derecha de cada f.b.f. se escribe

la justificacion):
Metateorema I.1: |[AAA

DIAA(AAA) AA)A((AAAAA))AAAA)
De Ax.2, A por A, B por (A AA) y C por A.

2) | (A A (A AA) A A)) De Ax.1, A por A, B por (A AA).
3)|(AA (AAA) A AAA) MP 1, 2.

H|AAAAA) De Ax.1, Ay B por A.
5)|AAA MP 3, 4.

A continuacién definimos las formas normales conjuntivas y disyunti-

vas que nos seran utiles para las posteriores discusiones.

Definicion I.4: Una fb.f. A es una Disyuncion elemental, si todo término di-
syuntivo es o bien una f.b.f. atdmica o bien una negaciéon de

una f.b.f. atdmica.

Definicion I.5: Una fb.f. A es una Conjuncion elemental, si todo término
conjuntivo es o bien una f.b.f. atémica o bien una negacién

de una f.b.f. atbmica.

Definicion I1.6: Una f.b.f. A se encuentra en Forma normal conjuntiva (f.n.c.)
si todo término conjuntivo es una disyuncién elemental,
es decir, si es una conjuncién de la forma A, A A A ... A

A_(conn?0) donde cada A, es una disyuncion elemental.
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Definicion I.7: Una £.b.f. A se encuentra en Forma normal disynntiva (f-n.d.)
si todo término disyuntivo es una conjuncioén elemental,
es decir, si es una disyuncién de la forma A VAV ...V
A_(conn’0) donde cada A, es una conjuncion elemental.

11. Semantica de CP

La semdntica es la parte de la teorfa interpreta la sintaxis de tal mane-
ra que los signos refieran algo. Interpretar un lenguaje es especificar una
referencia objetiva de las constantes l6gicas (conectivas) y de las variables
(letras proposicionales). Tal referencia objetiva depende del contexto par-
ticular en el que se utilice la férmula. Cada contexto lo denominaremos
interpretacion.

Definicion I1.1: Una snterpretacion I de una f.b.f. A de CP es una asigna-
ci6én de los valores verdadero (1) o falso (0) a cada una de
las letras proposicionales de A. El valor de una propo-
sicién p bajo una interpretacién I se denota como #,(p)
(éase: “valor de verdad de p en la interpretacion I” o “valua-
¢idn de p en la interpretacion I”).

Por ejemplo, si A es la £.b.f. p, A puede ser verdadera o falsa, esto
es, v(p) = 1 (1éase: “/a valnacion de p en I es verdadera”) o v(p) = 0. Si A es
una proposicién molecular con 2 variables proposicionales, por ejemplo p
y q, ocurre que p y q pueden ser ambas verdaderas; que p puede ser ver-
dadera y q falsa; que p puede ser falsa y q verdadera; y, en fin, que ambas
pueden ser falsas; lo cual agota todas las combinaciones de los posibles
valores de verdad para el caso de dos variables de oracién. Tabulamos
los cuatro primeros casos, donde cada linea de la tabla corresponde a una
interpretacion distinta:
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n=111p| »n=2|P|lq|»n=3|plqlr n=4 plqlzr]s

20=2 [T | 2*=4 [T [T |2=8[T[T[1 2'=16 [T T[T][1

0 110 1[1]0 11711110

011 1101 111101

010 1[0]0 1111010

O] 1711 1]10]1]1

O]l 1[0 1101110

0OToT1 TTOJOT1

0O[07]0 110100

El numero de posibles valores de verdad de una fb.f. es O[]l

igual al nimero de variaciones con repeticion de dos ele-[0 [ 1 [ 1] 0

mentos {1, 0}, esto es, 27, donde 7 es el nimero de variables R ERE
de oracién distintas en la f.b.f. Segin esto, el numero de

posibles valores de verdad de una f.b.f. atémica es 2! = 2, OpToro

lo cual codifica la demanda de que una oracién declarativa[ 0 [ 0 | T [ 1

es verdadera o falsa. El nimero de posibles valores de ver- 51175
dad de una f.b.f. molecular que consta de dos variables de

. . L L 07001
oracion, por ejemplo p y q, es 2* = 4; para tres, 2° = 8, etc.

010070

Esto esta reflejado por el numero de filas de cada tabla.

Ahora nos queda establecer cémo se asignan los valores de verdad
a los distintos tipos de f.b.f.s. Estamos interesados por las condiciones de
verdad de las proposiciones considerando que toda oracién declarativa es
verdadera o falsa y no se puede asignar a una misma oracién ambos valores
de verdad; tal requisito es conocido como Principio de bivalencia. Asi, se inter-
preta cada f.b.f. como una oraciéon declarativa a la cual se le asigna uno, y
solamente uno, de los dos valores de verdad: verdadero o falso.

Tales asignaciones de valores de verdad de las f.b.fs, por el principio
de bivalencia, constituyen de suyo una funcion, llamada Funcidn de verdad,
que tiene como argumento a las f.b.fs. y arroja como resultado uno de los

valores de verdad.

Por ejemplo, en la figura I1.1:
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Figura Il.1

la funcién asigna a p y r el valor 1, y a q el valor 0. Si se designa por %’ ala
asignacion de valores de verdad, se puede representar las asignaciones de
la figura I1.1 de la siguiente manera:

vp)=1 o(q =0usr =1

La expresion ‘o(p) = 17 puede leerse como “la valuaciéon de p es
verdad” o “el valor de verdad de p es verdad”.

Ahora bien, nétese que al asignar los valores de verdad a las férmu-
las atémicas, se ha proporcionado la referencia objetiva de las mismas: #na
Jb.f. atdmica refiere a uno de los valores de verdad.

Ya se han interpretado las letras proposicionales; falta interpretar las
constantes 16gicas. Para ello, se considera una extension de la funcion de
verdad con la cual se definira cada una de las conectivas como Operadores
veritativo-funcionales (se denominan gperadores porque son funciones que tie-
nen como argumento otra funcién, en este caso, las funciones de verdad).

A diferencia de las funciones de verdad, los operadores veritati-
vos-funcionales tienen como dominio las funciones de verdad y como
recorrido los valores de verdad. Por ejemplo, la Fig. 11.2 representa un
operador veritativo-funcional que toma como argumento a todas las inter-
pretaciones que puede tener una f.b.f. que consta de dos variables y arroja
como resultado uno de los valores de verdad. ILa idea es codificar lo que
se ha denominado principio de composicion de Frege: “el valor de verdad de
una oracién compuesta es una funcién de verdad de las oraciones simples

componente”.
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Figura Il.2

Si se designan por f” a los operadores veritativos-funcionales, se pue-
bl
den representar las asignaciones de valores de verdad de la anterior figura de

la siguiente manera:

f,D)y=1
f1,0)=1
KO, Dy=1
f0,0)=0

Ahora bien, al asignar los valores de verdad a las f.b.fs. moleculares
por medio de operadores veritativo-funcionales, que son los que definen las
conectivas, se ha proporcionado la referencia objetiva de una f.b.f. molecular:
una f.b.f. molecular refiere uno de los valores de verdad por cada posible
funcion de verdad (Principio de composicion de Frege). Asi, una znterpretacion
de las conectivas, en este caso, corresponde a los posibles operadores veritati-
vo-funcionales que toman como argumento las posibles funciones de verdad
y asigna a una férmula una funcién de verdad; esto es, a cada £.b.f. molecular
le corresponde uno, y sélo uno, de los operadores. ;

El nimero de posibles operadores vetitativo-funcionales es igual a 22,
donde 7 es el numero de variables de oracién distintas en la f.b.f. Segun esto, el
numero de posibles operadores veritativo-funcionales para £.b.fs. moleculares
con una sola variable de oracion es igual a 22 = 4:

Operadores veritativos-funcionales: £/ (v(p))
por ejemplo: f/ (1) =0 f7,(0) =1

A

Funciones de verdad p|f II(V(P)) f IZ(V(P)) f 'g(V(P)) f '4("([)))
1 1 0 1 0
0 1 0 0 1
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Esta tabla define cuatro operadores veritativos monadicos. Los ope-
radores 1,y ', son funciones constantes: su valor es el mismo para cual-
quier valor del argumento (el supraindice se usa para indicar la aridad de la
funcion, en este caso, como es 1, la funcién es monddica). El operador f7 s es
la funcién identidad: arroja los mismos valores del argumento. Y f/, arroja
el valor contrario del que aparece en el argumento. f7, es de utilidad para la
légica y se asocia, como se sabe, a la conectiva negacidn.

Ya se agotaron los casos de los posibles operadores de verdad para f.b.fs.
con una sola variable de oracion. Se considera ahora el caso de las posibles
funciones de verdad para f£.b.fs. moleculares compuestas de dos variables de
orzacién. Segun lo expuesto, se aplica la férmula 2%, con 7 = 2, lo cual arroja

2% =16 operadortes veritativo-funcionales:

Operadores veritativos funcionales: f~ («(p), #(q)»)
por ejemplo: f2(<1,00) =0 20, 1) =0

E]Zr::elz;:: P quleZfZszleS f26 fz fzsfz!lleﬂlellezlejfzulefleli
oy ) = <L, 1> 1111111111 ]loloflo]o]o|lolo]o
wpyq=<,00 tloft[t{tft]oJofojoftft|tftfofofofo
wp, =<, b oft|ft|t{ofoft|[1fo]oft]t]o]of[1]1]o]o0
up, ) =<0,00 ofloft]oft]olt|o]1tlo]t]lo]t|loflt]o]1]o

No todas estas funciones son de uso corriente en la teoria. Como vere-
; 2 2 g2 2 : ; .
mos, se asocian f2, f2, f?,y f?, conlas conectivas de uso mas frecuente: la
disyuncion, el condicional, el bicondicional y la conjuncion respectivamente.
Sistematizamos las anteriores observaciones, para las conectivas mas

frecuentes, en la siguiente definicion.

Definicién II.2: Dada una f.b.f. A y una interpretacion I, 1a valuacion de A bajo
I, denotada por »,(A), es:

i Si A estd formada por una proposicion p, entonces 2,(A) = z,(p).
ii. SiAesdelaforma~Bentonces »(A) =1sivIB=0;0sivIB=1
iii. SiAesdelaformaB A Centonces »(A) =1 si vIB= vIC= 1;0 en

caso contrario

iv. SiAesdelaformaBV Centonces 7(A) = 0 si vIB= vIC= 0;1 en

caso contratio
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v. SiAesdelaformaB A Centonces #7,(A) = 0sivIB=1yvIC= 0;1

en caso contrario

vi. SiAesdelaforma BT Centonces 7(A) = 1 si vIB= vIC;;0 en

caso contrario

En las Tablas de verdad se registran en las primeras columnas (empe-
zando por la izquierda) los posibles valores de las f.b.fs. atomicas de la
férmula que se estudia, de acuerdo, como hemos indicado, a la férmula 2"
donde 7 es el nimero de variables de oracién distintas en la f.b.f; asi, cada
fila de la tabla es una interpretacion y hay tantas interpretaciones como combinaciones

de valores de verdad.

Veamos cada operador consignando en una tabla los valores que

arrojan. Consideremos el conjunto de operadores binarios:

PIQIf N S NN Nl NV P s L s | L
111 1]t {11 1] 1[1]ofo]o 0 0 0 0] o
1lof1 ] 1| 1t {1fo]o]loflo]f1|1]1 1 0 0 o | o
of1[1[ 1] ool 1t [1t]o]lofl1]1]o 0 1 1 o | o
ofof1 o] 1t ol 1ol 1 ]of1]ol1 0 1 0 1 |o

V|pVa|adp | p |PAq | q |PI'q|pAq|pPlq|pla|~q|~(PAY)| ~p |~(qdp)| pPq | F

El profesor Nufio explora, de una manera constructiva, la manera
de obtener una expresion general del conjunto de los conjuntos tautol6-
gicos derivados de las anteriores funciones diadicas de verdad. Construye
los conjuntos verdaderos de cada tipo de funcién proposicional, uno por
uno, y asi obtiene el conjunto de conjunto de verdades de funciones bina-
rias.

Una vez presentada las interpretaciones de las variables de oracién
y de las conectivas, podemos definir cuando una interpretacién hace ver-

dadera una f.b.f., esto es, cuando la satisface.

Definicion II.3: Una interpretacion I es un zodelo de (satisface a) una férmula
A siv(A) = 1. Hscribiremos I L A para indicar que I es
modelo de A.

A partir de la anterior definiciéon es posible establecer una clasifica-
ciéon de las f.b.fs. en funcion de los valores que toman bajo las diferentes
interpretaciones. Decia Wittgenstein:
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“Entre los

161

posibles grupos de condiciones veritativas hay dos casos

extremos. En uno de estos casos la proposicion es verdadera para todas

las posibilidades

veritativas de las proposiciones elementales; decimos

entonces que las condiciones veritativas son Zautoligicas. En el segundo

caso, la proposicién es falsa para todas las posibilidades veritativas: las

condiciones veritativas son contradictorias. En el primer caso llamamos a la

proposicién una fantologia; en el segundo, una contradiccion”. Tractatus 4.46.

Definicién I1.4:

Definicion I1.5:

Definicion I1.6:

Verdad ldgica (tautologia): Una £b.f. A es una verdad ldgica
o una fautologia si, y solo si, todas las interpretaciones
son un modelo (Para toda interpretacién I, »(A) = 1).
Asf una tautologia es una f.b.f. que es verdadera bajo
toda posible asignacién de valores de verdad o, de otra
manera, que es satisfecha por toda interpretacién; esto
es, si toma el valor de verdad 1 bajo toda valuacion.

Falsedad ldgica (inconsistencia o insatisfaccion): Una f.b.f. A es
una falsedad ldgica o una inconsistencia o es insatisfacible si, y
solo si, ninguna interpretacién es un modelo (para toda
interpretacion I, #(A) = 0). Asf una inconsistencia es una
f.b.f. que es falsa bajo toda posible asignacion de valores
de verdad o, de otra manera, que no es satisfecha por
interpretaciéon alguna. Esto es, si toma el valor de verdad

0 bajo toda valoracién.

Contingencia: Una £b.f. A es una contingencia si, y solo
si, algunas interpretaciones son un modelo y otras no.
(existe una interpretacion I, tal que #,(A) = 1y existe una
interpretacion I, tal que »,(A) = 0). Asf una contingencia
es una f.b.f. que toma el valor de verdad 1 para algunas

asignaciones de valores de verdad y 0 para otras.

Se habian distinguido 16 operadores veritativos-funcionales; ahora se

asocia todo el espectro:



162 EPISTEME N8, vol. 32, 2012, pp.151-170

f2, | Tautologia o verdad lggica. v \

f2, | Disyuncion inclusiva. PVq \

f?. | Condicional inverso (Church). (qQAp) \

[, | Afirmacion de p. P

f2. | Condicional. PAg |—

[ | Afirmacion de q. q

f2. | Bicondicional. PTIq

f2. | Conjuncion. (p AQ) .

£ Bﬂrm de S V/?ﬁejj%r, negacion alterna, () j Negacidn
-8 | incompatibilidad o Nand.

[, | Disynncién exclusiva. Plqg

0f? .| Negacion de q. ~q

f? . | Negacion del condicional. ~pAq) —

f?, | Negacién de p. ~p —

[ . | Negacién del condicional inverso. ~(q Ap) __é

f?, | Barra de Peirce, negacion conjunta o conexa, Nor.| (p | q)
f?2, | Contradiccion o falsedad lggica. F

El operador f?, se asocia a las verdades lggicas o tantologias; f*, ala disyunciin
inclusiva; [, al condicional inverso; f?, a la afirmacion de p; f2; se asocia al condi-
cional; f?  se asocia a la afirmacion de q; f?, al bicondicional y 2 a la conjuncion.

El operador f? ; se asocia a la Barra de Sheffer, negacion alternada, incom-
patibilidad o Nand (p | q) y es falso cuando las oraciones componentes son
verdaderas; en cualquier otro caso verdadero. Es la negacién de A y se lee
“p es incompatible con q”. En 1917 Nicod propuso el siguiente axioma: (A |
(B|O)|(A|(A|A)|(E|B)|(A|F)|(A|E)) a partir de él y la regla: de
A|(B|C) y A se sigue C, se derivan todas las verdades de la légica propo-
sicional.

El operador f?  se asocia a la Disyuncion exclusiva (p ® q) y es verdadera
cuando las oraciones componentes difieren en valor de verdad; en cualquier
otro caso, es falso. Es la negacion de I y se lee “p o q pero no ambas”.

El operador f  se asocia a la negacion de q; f* ; ala negacion del condicional;
f? se asocia a la negaciin de p y f? ; ala negaciin del condicional inverso.

El operador ', se asocia a la barra de Peirce, negacion conjunta o conexa,
Nor (pdq)’ y es verdadero cuando las oraciones componentes son falsas; en
cualquier otro caso falso. Es la negacion de V y se lee “ni p ni qQ”.

En fin, f  se asocia a la contradiccion o falsedad ligica.
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La negacién conjunta como la negacion alternada, fueron propuestas
por Sheffer en 1913. Ambas eran conocidas por Peirce, pero sus notas apare-
cieron en 1933.

Uno de los conceptos semanticos mas importantes es la equivalencia.
Intuitivamente este nos dice que dos férmulas son idénticas si refieren los
mismos objetos. Como nuestras formulas refieren valores de verdad, lo ante-
rior se traduce en que dos férmulas son equivalentes si tienen los mismos
valores de verdad.

Definicion II.7: Toda f.b.f. que sea verdadera en alguna posible asignacién
de valores de verdad o, lo que es igual, satisfecha en alguna
interpretacion o, equivalentemente, que tenga un modelo,
se denomina consistente.

De donde, toda tautologfa es consistente y toda contingencia es consis-
tente aunque no verdad légica. Por lo tanto, las tablas de verdad proporcionan
un étodo para decidir caando una f.b.f. es consistente o no.

Definicion I1.8: Dos f.b.fs A y B son /dgicamente equivalentes, abreviadamente
A 4 B, si para toda interpretacion 1, se cumple 2/ (A) = »/(B).

Esto es, dos férmulas son légicamente equivalentes si arrojan los mis-
mos valores de verdad para toda interpretacion. Desde el punto de vista prac-
tico, si sus tablas de verdad arrojan los mismos resultados.

Ahora estamos en capacidad de demostrar y explicar algunas propie-
dades interesantes. La siguiente proposicion es sobre el sistema légico; es un
proposicion o teorema semdntico que reduce la demostracion de equivalencia entre

férmulas a la demostracion de la verdad légica de una férmula.
Proposicion I1.1:A 4 B si, y solo si, la férmula A T' B es una verdad légica.
Demostracion:

Por def. de equivalencia l6gica (Def. 11.8)

A 4 B si para toda interpretacion I, se cample »,(A) = »/(B).

Por def. de valuacion (Def. 11.2.vi)

Para toda interpretacion I »(AI'B) = 1 (El bicondicional es verdadero
si las valuaciones son iguales, como todas las valuaciones, por la premisa ante-
rior, son iguales, entonces para toda interpretacion AI'B es verdadero).

Por def. de verdad légica o tautologia (Def. I1.4)
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Si toda interpretacion [ #(AI'B) = 1, entonces AI'B es una verdad l6gica.

Nos falta probar la otra parte del condicional, a saber, si AT B es una

verdad logica, entonces

A 4 B. Notese que se obtiene siguiendo el camino inverso, esto es:

Por def. de verdad l6gica o tautologia (Def. 11.4)

si AT'B es una verdad logica, toda interpretacion [ »,(AT'B) = 1

Por def. de valuacion (Def. 11.2.vi)

si toda interpretacion [ »(AT'B) = 1, se cumple para toda interpretacion
I, 1,(A) = 1,(B)

Por def. de equivalencia logica (Def. I1.8)

A4B

Hemos demostrado que todo bicondicional corresponde a una equiva-
lencia légica en el caso en que el bicondicional sea verdadero en toda asigna-
cion de valores de verdad; esto es, sea satisfecho por toda interpretacion o, lo

que es lo mismo, sea una verdad lggica.

Proposicion I1.2: Una férmula A es una verdad légica (tautologfa) si, y s6lo

si, su negacion ~A es insatisfacible.
Demostracion:

Por def. de verdad légica o tautologfa (Def. 11.4),

Si A es una verdad légica, toda interpretacion I, #(A) = 1.

Por def. de valuacion (Def. 11.2.ii),

Si toda interpretacion 1, #,(A) = 1, entonces toda interpretacion 1, #(~A) = 0
Por def. de insatisfaccién (Def. I1.5)

Si toda interpretacion I, »(~A) = 0, entonces ~A es insatisfacible.

Mis coloquialmente: Si A es una verdad 16gica, todas las interpreta-
ciones de A son un modelo. Si toda interpretacién de A es un modelo, en-
tonces toda interpretacién de ~A no es un modelo. Como toda interpretacion
de ~A no es un modelo, ~A es insatisfacible.

Ya hemos probado que si una férmula A es una verdad légica (tautolo-
gfa), entonces su negacion ~A es insatisfacible. Nos falta mostrar la otra parte
del bicondicional: si ~A es insatisfacible, entonces A es una verdad logica.

Notese que se obtiene siguiendo el camino inverso, esto es:
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Por Def. 11.5,

si ~A es insatisfacible, toda interpretacion I, »(~A) = 0.

Por Def. 11.2.ii.,

si toda interpretacion I, 7(~A) = 0, entonces toda interpretacion 1, 7,(A) = 1.
Y, por Def. 11.4,

si toda interpretacién I, »(A) = 1, entonces A es una verdad logica.

Coloquialmente: Si ~A es insatisfacible, toda interpretaciéon de ~A no
es un modelo. Si toda interpretacion de ~A no es un modelo, toda interpreta-
cion de A es un modelo. Si toda interpretacién de A es un modelo, entonces

A es una tantologia.

Proposicion I1.3:Si A es una verdad logica (tautologfa) y A4B entonces B es

una verdad légica.
Demostracion:

Por def. de verdad légica o tautologfa (Def. I11.4),

Si A es una verdad légica, toda interpretacion I, #(A) = 1.

Por def. de equivalencia légica (Def. 11.8)

A 4 B si para toda interpretacion 1, se cumple #(A) = »/(B).

Esta claro entonces que si para toda interpretacion I, v(A) = @)y
para toda interpretacion I, »(A) = 1, de aqui se sigue para toda interpretacion
Ly®B) =1

De donde, por def. de verdad légica o tautologia (Def. 11.4)

B es una verdad logica.

La proposicion anterior nos garantiza que se hereda o preserva la ver-

dad a través de férmulas equivalentes.

Definicion I1.9: Sea P un conjunto de férmulas {A, A,,..., A } y seca C una
formula. Se dice que C es una consecuencia ldgica del conjunto
P de premisas (se denotara por PL.C) si toda interpreta-
ci6én que es un modelo de P es también un modelo de C.
Es decir, si para toda interpretacion I se cumple que si 7(A) = 7 (A) =
... = (A= 1 entonces 7(C) = 1.

Definicion II1.10: Una estructura de la forma P L C se denomina argumento.
En ella P es el conjunto de premisas {A, A ,...,A } yCla

conclusion.
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Definicion II.11: Un argumento es vdlido sila conclusion es una consecuencia

légica de las premisas.

Con las anteriores definiciones hemos codificado la nocién presistema-

tica de Argumento y Argumento valido.

Proposicion I1.4:P L C es valido si, y solo si, PAC es una verdad logica,
donde P = {A AAA..AA L

Demostracion:

P L Cesvalido

=(P={AAAA. AAY)

{AANAA . ANA L L Cesvalido

= (Def. I1.9 de consecuencia logica)

Si para toda interpretacion I, (A )=(A)=...=s(A )=1, entonces #(C)=1
= (Def. 11.2.iii de valuacion)

Si para toda interpretacion I, 2(A, A A)A ... A A ) =1, entonces #(C)=1
= (Def. 11.2.v de valuacién)

Para toda interpretacion I, v (A, AAA ... AAAC)=1

= (Def. 11.4 de verdad légica o tautologfa)

A NA A ... ANAAC esuna verdad l6gica.

=(P={AANAA . AAY)

PAC es una verdad légica.

Tenemos pendiente discutir la relacion entre la semantica y sintaxis de
la I6gica considerada. Es decir, el analisis de la relacion que guardan las ver-
dades légicas con las f.b.fs. que se demuestran mediante el calculo. Para ello
notemos que la regla de Modus ponens transforma verdades légicas (tautologfas)

en verdades logicas:
Proposicion I1.5:Si L AA By L A entonces L B.
Demostracion:

Supongamos que B toma el valor de verdad 0. Como LA, entonces A
toma el valor de 1; por lo tanto, A A B es falsa por la hipétesis y por el valor
de A, lo cual es una contradiccion con la hipétesis LA A B. Por lo tanto, B
es verdad, es decir, L B.

Proposicion I1.6: (Correccidn) Si P | A entonces PLA (Toda f.b.f. que es for-

malmente demostrable es una tautologfa).



JESUS F. BACETA V. / Valuaciones booleanas, conjuntos verdaderos, complecion y consisten-

cia. Notas a “a procedure of building up antologous propositional formulae from given... 167

Demostracion:

Si P| A, entonces hay una deduccién, es decir, una secuencia de f.b.fs.
B,,..., B, donde A = B_es el teorema y donde cada B, (i = 1,..., n) es un
axioma o consecuencia de dos linea anteriores por MP. En tales casos los
axiomas Ax.1-3. son tautologias (verifiquese) y, segin la proposicion ante-
rior, modus ponens transforma verdades logicas (tautologias) en verdades logicas
(tautologfas). Por lo tanto, PL_A.

Las anteriores dos proposiciones aseguran que toda f.b.f. que se de-
muestra por deducciéon es valida. Esto quiere decir que ninguna férmula
contradictoria, es decir, de la forma A A ~A| se puede demostrar en el calculo
proposicional. Toca preguntar la reciproca: ¢toda f.b.f. verdadera puede ser
demostrada? Esto es lo que asegura el Teorema de complecion de la 16gica propo-
sicional. Para ello demostremos previamente:

Proposicion I1.7:Para toda £.b.f. A del CP existe una f.b.f. B equivalente a ella
en fn.c.

Demostracion:

Sea A, una f.b.f. equivalente 2 B que no contiene los simbolos de condi-
cional ni de bicondicional y que tiene todos los simbolos de negacién situados
antes de las formulas atémicas de A. Demostraremos el teorema usando la
induccion respecto a la longitud de A,. Si A, es una f.b.f. atdmica o su nega-
cién, A ya pertenece a la f.c. Si A= B, V B,y X, X, son f.b.fs. equivalentes a
B, y B,, respectivamente, que se encuentran en fz.c., entonces la £b.f. X AX,

equivale a A, y se encuentra en la f.c.

Sea A= B, VB, yque X, X seencuentraenlafn. X4 B yX4B,
Sustituyendo idénticos se obtiene: A= X, V X . Demostremos que X, V X es
equivalente a una f.b.f. A enla f7.c. empleando la induccién respecto de 7 = 7,
+ m,, donde 7, es el nimero de los simbolos de conjuncion A en X, i= 1, 2. Si
m, = m, = 0, entonces X, V X, es una disyuncién elemental y se encuentra en
la f.n.c. Por ejemplo, sea que 7, no es igual a cero, entonces X, = X, A X,. Por
la verdad l6gica conocida como Ley distributiva, a saber, (AV (B A C)) 4 (A V

B) A (A V C)), obtenemos:

X, VX, = (X,V (X, A X)) 4 ((X,VX) A (X, VX)).
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Ya que, por suposicion inductiva, X, V X,y X V X, son equivalentes a
A, v A, que se encuentran en la fz.c. Es claro, por lo tanto, que A = A, V A,
satisface las exigencias del teorema.

La demostracion del siguiente teorema es analoga y la omitiremos.

Proposicion I1.8:Para toda £.b.f. A del CP existe una f.b.f. B equivalente a ella
en fn.d.

Proposicion I1.9: (Complecin) Si P LA entonces P | A (Toda tautologia es for-

malmente demostrable).
Demostracion:

Seguimos la demostracion de Post?. Se esboza en tres partes. Para pro-
bar la condicion suficiente, se define por recursion el rango de una fbf: una
fbf atémica se dice de rango 0, la negacion de una fbf # es de rango 7 + 1, 1a

conjuncion de dos fbfs, el maximo de cuyos rangos es 7 es de rango 7 + 1.

i) Post verifica el teorema (AT B) A (f(A) T f(B)), donde la funcién fpuede
involucrar otros argumentos, ademas del indicado y no necesariamente lo
involucra. El teorema es verdadero para las fbfs de rango 0, pues se reduce
o biena (AT B) A (AT B) lo cual se sigue del metateorema 1, o bien a (A
I'B) A (CT C), lo cual se sigue por sustitucion en Ax. 1, por sustitucion
C T C en metateorema 1 y MP.

Asumimos como paso inductivo que el teorema es valido para
funciones de rango 7 a lo sumo. En tal caso, si f es una funcién de rango
m + 1, podemos escribirla como ~ g(A), o como g ,(A) V g,(A), donde g,
g,y &,s0n de rango » a lo sumo. El teorema se sigue, usando (A <> B) —
(~A <+ ~B)yel enunciado (A <> B) - (C <+~ A) - (AVC)«~ (B
V A))), junto con (A — B) — ((B — C) — (A — C)), por sustitucién en
los Ax. y MP.

ii) Consideremos ahora cualquier funcion f(A,, A,, ..., A ). Usando la
instancia de A’ Morgan ~ (AV B) <> (~AA~B)y~~A~ Aconla
ayuda del teorema demostrado en i) y el enunciado (A <> B) — ((B <
C) — (A © Q)), sc obtiene que f(A,, A, ..., A ) es equivalente a una
cierta funcién f°(A,, A,, ..., A ), la cual consta sélo de combinaciones de
A, ~A ylas operaciones V y A . Esto no los garantiza la Proposicion I1.7.

2 Post, Emil. Introduction to a general theory of elementary propositions. En From Frege to
Gadel, ed. Heijenoort, Jan. Harvard U.P, 1967.
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iif) Aplicando la ley distributiva de la conjuncién a f, ésta puede ser redu-
cida a una funcién equivalente formada por sucesivas conjunciones de
disyunciones de los A’s y los ~A’s. Si una de estas conjunciones no tiene
a A o ~A como factor, se puede introducir mediante el enunciado
AV ~Ay el enunciado A — (B — (A A B)). Se pueden aplicar ahora las
leyes conmutativa y asociativa de la disyuncion junto con A A A < A,
de modo que cada conjuncién tiene a lo sumo un A, y un ~A.. De nuevo
usando la ley distributiva, junto con las leyes conmutativa y asociativa de

la disyuncion, se llega a que fes equivalente a:
f, (ApAy s A YAA A~AIV (F, (Ap Ay s A YAANV (Ff, (Ap A,y s A_) A~A)

donde uno o mas de los términos pueden no aparecer.

iv) Se asume ahora que la funcién original es una verdad légica; entonces
su funcién equivalente es también una tautologia. Si en particular es de
orden 1, sélo puede ser el enunciado A V ~A o el enunciado (A A ~A) V
(A V ~A). El primero es una funcién valida en el sistema, de igual ma-
nera el segundo es valido, por medio de A — (B V A). De aqui se sigue
que f(A) es valida, por medio de (A <> B) — (B — A); asi, cada funcién

tautolégica de orden 1 es valida en el sistema.

Asumamos ahora que lo anterior es cierto para todas las funciones de
orden menor o igual a 7y sea funa funcién tautolégica de orden 7 + 7. La
funcién reducida es entonces tautoldgica, tanto f, como f, seran, entonces,
tautolégicas vy, por lo tanto, validas en el sistema. Haciendo uso de A — (B
— (Ao B)),de (AAC)V (AA~C)) & (AA(CV~C)),de A — (A —
(A AA))yde A— (BVA)se muestra que la funcién reducida es valida y
asimismo f. De aqui que cada funcién tautoldgica puede ser tomada como
valida en el sistema y con esto queda demostrado el teorema.

La prueba anterior asegura que el método del Dr. Nufio es correcto:
Es posible encontrar 2° funciones de orden 7, tales que es imposible que
dos de ellas sean equivalentes y tales que cualquier funcién de ordeF 7 sea
equivalente a alguna de ellas. Tales funciones corresponden a las 22 tablas
de valores de orden 7. La equivalencia de cualesquiera dos de ellas no puede
ser una tautologfa y, por lo tanto, no puede ser un teorema del sistema. De

n
otra parte, cualquier funcién debe tener como tabla de valores una de las 22
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tablas posibles y as{ su correspondiente equivalencia sera una verdad logica

y, por tanto, un teorema.
Proposicion I1.9: CP es consistente.
Demostracion:

Si no lo fuera, admitirfa como teoremas alguna proposicion y su nega-
cién. De modo que tanto ese enunciado como su negacion serfan tautologfas,
lo cual contradice la Proposicion II.2.
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