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UN PROCEDIMIENTO PARA CONSTRUIR FORMULAS
PROPOSICIONALES TAUTOLOGICAS DADAS
LAS VARIABLES DE FUNCIONES VERITATIVAS®

En el cilculo proposicional el rango de las funciones veritativas dia-
dicas contiene catorce esquemas de variables correspondiente a las formulas
proposicionales sintéticas (o functores de verdad sintéticos) que muestran la
alternancia de valores (1,0).

Si la funcion veritativa (0000) se le considera como la negacion de
(1111), podemos entonces reducir las catorce variables de funciones veritati-

vas mencionadas a las siete siguientes:

(1110) *1 (1010) *5
(1101) *2 (1001) %6
(1100) *3 (1000) *7
(1011) *4

Esto quiere decir que cada una de las funciones veritativas *1 a *7 de-
termina, a través de su negacion, una y sélo una funcion veritativa especifica.

Es harto conocido en el calculo proposicional que los functores de ver-
dad correspondientes a las funciones veritativas del tipo (1111) determinan el
conjunto de tautologfas. Observemos que de acuerdo con la definicién usual
para functores de verdad (también llamados conectivas, i.e.: conjuncion, di-
syuncion, etc.), no hay una operacion especifica que corresponda a la funcion
veritativa constante. Esto significa que cada férmula tautoldgica debe ser
construida para usos multiples de las conectivas légicas. Ademas, se hace evi-
dente que puede haber dos vias para construir férmulas tautolégicas: (a) por

combinacién de functores de verdad correspondientes a diferentes funciones

! Ponencia presentada en el Séptimo Congreso Interamericano de Filosoffa. Junio

18 al 23 de 1967.
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veritativas (por ejemplo: p — (p [I q) y (b) por la combinacién de functores
de verdad correspondientes a la misma funcién veritativa (por ejemplo: (p
[J q) <= (q U p). El subconjunto de férmulas tautolégicas construidas por el
procedimiento (b) determina a su vez la relacién de equivalencia; sabemos
que una condicién necesaria y suficiente para establecer la equivalencia de dos
o mas functores de verdad es que la funcién veritativa correspondiente debe
ser siempre la misma, i.e. TF, (1110), TF, (1110). Es por lo tanto obvio que
el functor de equivalencia debe, en este caso, ser escogido para determinar

exclusivamente las férmulas tautolégicas del tipo TF, <> TF,

11

Tratemos ahora de encontrar un procedimiento que nos permita, sin
el uso directo del método de la tabla de verdad, obtener la secuencia abierta
de tautologfas (conjuntos tautoldgicos) correspondiente a cada variable de
funcién veritativa ordenada anteriormente de la *1 a la *7.

Se notara que las funciones veritativas *1, *2, *4 y *7 comparten el
mismo rango de valores (3 a 1); sucede lo mismo con las funciones veritativas
*3, %5 y ¥6 que muestran la misma razén (2 a 2). Podemos consecuentemente
clasificarlas como sigue:

Grupo A (rata- 3-1) =

*1 (1110)
*2 (1101)
*4 (1011)
*7 (1000)
Grupo B (rata- 2-2) =
*3 (1100)
*5 (1010)
*6 (1001)

Procedamos ahora a trabajar separadamente cada grupo.

m

Tomemos una de las funciones veritativas del Grupo A, digamos *1
(1110). Por definicién, sabemos que corresponde al functor de verdad de la
disyuncion (p [1 q). Por la relacion de equivalencia, también sabemos que cual-
quier tautologfa que posea el operador de equivalencia se formara de acuerdo
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con el esquema general, indicado anteriormente, i.e. TF, <> TF, En este caso
particular, podemos escribir una férmula con el functor de la disyuncion, sus-
tituyendo el término a la izquierda del esquema general: (p [ q) <> TF,

Ahora bien, el término a la derecha de nuestra nueva expresion es pre-
cisamente la primera incégnita que debemos resolver. De esta forma tene-
mos: (p v q) <> X. donde (X) representa cualquier férmula proposicional
que contenga un functor de verdad relacionado con el mismo conjunto de
variables proposicionales empleadas en el lado izquierdo de nuestra férmula.
Ciertamente, si la funcion veritativa (X) es la misma que la de (p v ), ie.
(1110), entonces la férmula de equivalencia que relaciona a ambos términos
sera, a su vez, valida o tautoldgica; de lo contrario, serd una férmula no-valida.
Nuestro problema se limita, entonces, a encontrar cualquier férmula que sus-
tituida por (X) determine una tautologia en (p v q) <> X.

Asumamos que (X) representa una férmula proposicional que involu-
cra el functor implicacién, tal como (x — y). Se puede facilmente observar
que al introducir las funciones veritativas correspondientes a cada término, el

problema puede ser re-expresado de la siguiente manera:
TF, (pvq) (1110)

Ez x—v) (1110
TF, <& TF, (1111)

Con el objeto de buscar soluciones para las incognitas desconocidas en
TF,, se puede trazar un esquema similat, sefialando el esquema vacio de los

correspondientes valores de verdad de las variables indeterminadas:

<)
y (=)
x —y (1110)

Supongamos que x sea sustituida por p. Podemos, a partir de ello, re-
expresar el esquema precedente de la siguiente manera:

p (1100)

p — vy (1110)

Obviamente, ningun valor de verdad y puede satisfacer la funcion veri-
tativa (p — y) puesto que el valor dltimo de p es 0. Con el objeto de evitar la
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dificultad, reemplazamos los valores positivos de p por valores negativos (-p).

Obtenemos de esta forma:

-p — vy (1110)

Se puede facilmente ver que colocando los valores de verdad de q en el

lugar de y, obtenemos inmediatamente la solucion requerida:
-p — q (1110)

Haciendo la sustitucion en la férmula general (TF, <> TF)) derivamos

la siguiente tautologfa:

Pvy e (p—9
Utilizando un procedimiento similar con cada uno de los otros func-
tores, llegamos a establecer, finalmente, nuestro primer conjunto tautolégico
de formulas proposicionales correspondiente a la funcién veritativa *1 (1110).

Tal conjunto se presenta de la siguiente manera:
Pvegep=geltp—9ePl-9o@potgmpe-(q.p gl pS,

De acuerdo con la definicién de equivalencia, tanto cada par de miem-
bros de S, como todo el conjunto son férmulas tautologicas.

Una vez que se haya establecido el primer conjunto de tautologfas, se
pueden inferir, siguiendo un patrén operativo similar para cada caso, las cor-
respondiente a las funciones veritativas *2, *4 y *7. Podriamos, sin embargo,
usar un método mas directo. Basados en la propiedad comun de que, en tanto
elementos del Grupo A, las funciones veritativas *2, ¥4 y *7 comparten con la
funcioén veritativa *1, la presencia de la rata 3-1, es factible deducir sus corres-
pondientes férmulas tautologicas de S,. Serd suficiente para ello hacer todas
las sustituciones ordenadas para p, q, -p, -q por sus conversas, observando,

cuando sea necesario, la regla de la doble negacion. De esta forma, tenemos:
Pvaetprge-p.9etplgotavpeo@ope(ta-poqlps,
Pvee P29 -P-9pl9eo@vpetgqpe-(a.potqalps,

Pv9e-p2-9ge@.9eo-Plgeo-qvpeo-G=pP @ peo-@lps,
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Los conjuntos de férmulas tautoldgicas S,, S, y S, muestran férmulas

proposicionales correspondientes respectivamente a las funciones veritativas

2 (1101), *4 (1011) y *7 (1000).

n

Estamos ahora en posicion de describir un método para determinar las
tautologfas referidas al Grupo B de las variables de funciones veritativas; este
grupo esta representado por las funciones veritativas *3 (1100), *5 (1010) y
*6 (1001).

En principio, se puede apreciar que la funcién veritativa *3 corres-
ponde a los valores p positivos, hablando en términos del método de la tabla
de verdad. En lo que atafie a la funcién veritativa *5, ésta representa, a su
vez, los valores q positivos; por dltimo, la funcién veritativa *6 ejemplifica
los valores de equivalencia (p <> q). Todo esto significa que ellos no son
esquemas mutuamente relacionados, como puede mostrarse facilmente. En
efecto, si los valores de p son negados en *3, obtenemos, como su funcién
veritativa conversa, los valores (0011) que no corresponden a ninguna de las
otras funciones veritativas pertenecientes al Grupo B. Resultados similares se
obtienen con las funciones veritativas *5 y *6. Debemos entonces tesolver
independientemente cada funcién veritativa sin posibilidad de derivar dos de

ellas del primer conjunto tautolégico que podamos obtener.

%8

Tratamiento de la funcién veritativa *3 (1100).

Como dijimos anteriormente, estos son los valores positivos de p que
nos permiten registrar el primer término de la férmula tautolégica buscada:
p <> X. Como (X) representa alguna forma proposicional correspondiente a
una funcioén veritativa (1100), podemos ver que, por definicién, no hay ningu-
na férmula proposicional del tipo x R y (donde R representa cualquier functor
de verdad, y x; y representan cualquier par de variables proposicionales) que
pueda presentar sus valores ordenados como lo exige la funcién veritativa *3.
Los valores de (X) deberfan, por lo tanto, ser previstos por alguna férmula
proposicional del tipo complejo (x R y) R (x R y), donde x, y representan
cualquier par de variables proposicionales y R podria ser reemplazado por
cualquier functor de verdad.



126 EPISTEME Ns, vol. 32, 2012, pp. 121-131

Por lo tanto, se puede ver que hay tres formas de interpretar R segtn sus
variaciones, a saber: (i) R, R, R”; (i) R, R, R’; (iii) R, R, R. Por ¢jemplo, podemos
usar como functores de verdad: (i) v, <>, —; (ii) |, —, —; (i) —, —, —.

Apliquemos ahora las interpretaciones especificas del problema a cada

caso.
() R, R, R”( = tres functores de verdad diferentes)
Por definicion, tenemos:

TF, (xvy) )
Eﬁ (x—v) (===-)
TF, <> TF,  (1100)

Por hipotesis:

pvq (1110)

X—y (===
(pv g < (x—y) (1100)

En este caso, la funcién veritativa correspondiente a (x — y) sera (1101),

la cual es precisamente la funcion veritativa cuyas formulas tautologicas se obtu-
vieron en el conjunto S, anteriormente. Se puede ver facilmente que (-p — -q)
sustituye las incognitas en (x — y). De esta forma tenemos el segundo elemento
del conjunto tautolégico (aunque no una tautologfa misma):

Pvye(p—-9 @)

Estamos ahora en posicién de o bien continuar con el mismo esquema
adoptado para los functores de verdad (i.e. R, R’, R"), o bien para introducir un
nuevo esquema (por ejemplo, R, R, R’: solamente con dos functotes de vet-
dad diferentes) para resolver el conjunto tautolégico. Escogeremos la segunda
alternativa, puesto que la primera es conspicuamente facil de desarrollar. Bas-
tard, de hecho, con variar en p y/o q valotes para obtener una nueva férmula

en correspondencia con la misma funcién veritativa. Por ejemplo:

(pvage-p—-9 @

(Se podra observar que sélo la equivalencia que se establecera entre las
férmulas (o) y (8) determinara una tautologfa).
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Obtendremos, por lo tanto, los otros elementos del conjunto a partir de
los esquemas formales (i) y (iii), ofreciendo, de esta manera, una ejemplifica-
cién mas completa de las posibilidades de tal procedimiento.

(i) R, R, R’ (= dos functores de verdad diferentes)
En este caso, habra sélo dos operadores distintos, digamos: |, —, —.

Por definicién, podemos escribir:

TE [y ()
TE,(x =) (=)
TF,—TF,  (1100)

Y, por hipétesis:

plq (O111)
X2y (--)

e | 9 — x—y) (1100)

De nuevo aqui tenemos una formulacién vacfa (x — y) cuya funcién
veritativa, debidamente interpretada, debe ser (0100). De acuerdo con S, sabe-

mos que ésta corresponde a la negacion de la implicacion, i.e.
P — 9.
Asi podemos finalmente hacer la siguiente reformulacion:
el9—-FP—9

como un nuevo elemento en el conjunto tautolégico correspondiente a la
funcién veritativa (1100).

Estamos en posiciéon de desplegar el conjunto de tautologias hasta
ahora derivadas:

(Pva e p=-9l(pvy«-G=-9l<[P|9—-0—9]

Para agregar otro término a este conjunto, procedemos a averiguar
la férmula proposicional correspondiente al tercer posible esquema de R.

(i) R, R, R (=tres functores iguales)

Por definicion, tenemos:
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TF &=y ()
TF, (x—y) (=)
TF, — TF, (1100)
De aqui, por hipotesis en TF,:

P—9q (1011)
X—y (====-)

(P —q— x—y) (1100)

La férmula indeterminada (x — y) tendra, en este caso, una funcién
veritativa del tipo (1000), que en relacién con el functor “implicacion” corres-

ponde a la expresion:
©— -9
Entonces, finalmente tenemos:
P—=9—-(p—>-9

Habiendo, de esta forma, seguido el desarrollo del conjunto tautold-
gico construido sobre la funcién veritativa del tipo (1100), estamos en posi-
cién de escribir:
pelpvagep=-9lepvge-p—-9lelPlg—-P—>9]lc
(P— 9 —-—-9]S,

V1

Tratamiento de la funcién veritativa *5 (1010)

Como es conocido, aqui tenemos los valores positivos de q. Siguiendo
con la forma en que hemos elaborado hasta ahora, podemos encontrar el

siguiente conjunto tautologico:
9 P29 vyl P9 vl P-9vip- QI[P [9 [ P | IS
Vi

Tratamiento de la funcién veritativa *6 (1001)

En este caso, debemos prestar atenciéon al hecho de que la funcién

veritativa (1001) corresponde al functor de equivalencia (p <> q) sobre la que
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se ha construido la relacién de equivalencia. Podemos investigar, entonces, un

doble procedimiento:

(1) Comparar las diferentes férmulas proposicionales derivadas de (p
< q) variando en ella los valores de p, q y el propio functor, respec-
tivamente.

(2) Encontrar las férmulas proposicionales complejas del tipo (x R y)
R (x R y) que mostraran una funcién veritativa idéntica a la de la
equivalencia, i.e. (1001).

Se puede verificar facilmente que a través del procedimiento (1) obten-
dremos el siguiente conjunto de tautologfas:

Ppeogeo@eopeotreogoltpogeo-pog

Con el objeto de ampliar el conjunto anterior, consideraremos el pro-
cedimiento (2). Se vera, a partir de la discusiéon empleada anteriormente en el
desarrollo de las funciones veritativas *3 y *5, que somos, en este caso, capaces
de aplicar un proceso totalmente similar, escogiendo ordenadamente tres, dos
y un functor de verdad que, debidamente conectados a sus variables proposi-
cionales, se convertiran en férmulas tautologicas.

Supongamos que desearamos obtener una férmula proposicional se-
gun el esquema R, R, R”. Podemos, entonces, considerar la expresién (x v y)
— (x . y). Por hipdtesis, podemos escribir en una primera aproximaciéon: (p
v q) — (x.y). Esto a su vez nos conduce a la tnica posible funcién verita-
tiva valida para (x . y), i.e. (1000) que corresponde a la formula proposicional

“conjuncién” (p . q). De este modo, tenemos:

(pvq — (p.q) como un nuevo término para conjunto tautologico de

equivalencias precedente.

Tomando ahora el esquema de dos functores diferentes (R, R, R),
digamos, una férmula tal como (x — y) . (x — y), obtenemos finalmente la

siguiente solucion:
P—9-@—p
que podemos agregar al conjunto anteriof.

Por dltimo, un esquema vacio de s6lo un functor, por ejemplo, (x | y) |

(x | y), debidamente interpretado, nos dara la siguiente forma proposicional:
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@]9 | ¢(p| -q). Puesto que todas las férmulas precedentes poseen
la misma funcién veritativa, podemos, en definitiva, establecer nuestro ultimo
conjunto tautologico de la siguiente manera:

Peogeo@eopeopo-ge-(pogeo-epo-9e(Pvy (.9l
(=9 -@=plel@la] -8,

VI

Hemos establecido, de esta forma, como lo pretendiamos, siete conjun-
tos tautolégicos correspondientes a siete variables de funciones veritativas di-
ferentes, previamente seleccionadas de las dieciséis variaciones de valor com-
prensivas del calculo proposicional diddico.

Si consideramos, ahora, los conjuntos S, S, S, S, S, S,y S, que he-
mos obtenido, se puede observar que ellos nos proveen otra forma de inferir
un nuevo conjunto de tautologfas. Basta para ello, de hecho, pensatlos como
miembros de un super-conjunto o conjunto de conjuntos.

En efecto, podemos establecer sus esquemas tautoldgicos de la si-
guiente forma:

S, =P, (1110) <> Q, (1110) <> R, (1110)
S,=P,(1101) > Q, (1101) <> R_ (1101)
S, =P, (1011) > Q, (1011) «> R, (1011)
S, = P, (1000) «> Q, (1000) «> R, (1000)
S. =P, (1100) <> Q. (1100) <> R_ (1100)
S, =P, (1010) & Q, (1010) <> R_(1010)
S, =P (1001) <> Q, (1001) <> R_ (1001)

Estas tautologfas pueden ser reformuladas mostrando, en esta oportu-
nidad, sus referencias a la funcién veritativa tautologica tnica (1111):

P1 > Q1 (1111)

__P] > Q] “— R1
Q1 > R1 (1111)
P2 < Q2 (1111)

EPZH Qz(_) Rz
Q2 < R2 (1111)
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P o Q,(1111)
P7 « Q7 <R,
Q, < R (1111)

Una vez que hemos realizado esta operacion, encontramos que es
perfectamente valido formular un nuevo conjunto de tautologfas:

P, eoQ) e @, o Q) P, e Q) < P,eQ)
T, T, T, T,
Como se puede apreciar, T < T, & T, <o < T, no es sino la

expresion general del conjunto de los conjuntos tautolégicos derivados ante-
riormente de la variable diadica de funciones veritativas.
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