Juan Negrete

INVENCIONES DE LA LOGICA POLACA.
EL CALCULO PROPOSICIONAL EXTENDIDO *

Poco es 1o que se ha divulgado en nuestro ambiente filoséfico
sobre la esplendorosa escuela polaca de logica que se desarrollé en el
perfodo comprendido entre las dos guerras mundiales (1920-1939). Esta
escuela, rica, densa y con muy importantes contribuciones al progreso de
la légica en el Occidente de Europa, estuvo en sus comienzos
lingiiisticamente confinada, porque la mayor parte de sus aportes se
publicaron en polaco, y sélo unos pocos en alemén. Por otro lado, el
fenémeno del nazismo, junto con la invasién de Polonia, diezmé buena
parte del profesorado de filosofia y 16gica de las Universidades de Cracow
y Lwéw, ensafidndose también de manera muy particular con profesores
de filosofia en todo el pafs. No sélo por ser polacos o por judios polacos,
sino también por filésofos, pues, en efecto, es reailmente impresionante
el namero de filésofos asesinados en la Polonia ocupada y en los campos
de concentracion.

Pese a un aislamiento inicial, en Polonia se da un florecimiento
de la tradicién l6gica entre 1920-1939, que coincide con el resurgimiento
de Polonia como Estado independiente (1918), y no tiene, por su
densidad y brillantez, parangén en la Europa de ese periodo. Jan
Lukasiewicz (1878-1956) es el venerado mentor de ese florecimiento; sin

1g presente trabajo es una continuacién de un pequefio esbozo,
gque bajo el titulo de "El CéAlculo Proposicional Extendido" aparecid
en la revista Nueva Expresién, No, 4, Caracas, Mayo de 1974, pp.
21-22, En esa ocasidén nos limitamos brevemente a la parte técnica del
cédlculo proposiciocnal extendido, gque se publicé ademnéis con un exceso
de errores de imprenta. Es por eso que hemos retomado el tema para
afiadirle las explicaciones correspondientes al valor y méritos, a
nuestro modo de ver, que presenta este descubrimiento de la légica
polaca. Existe, ademds, en nuestro medio tal escasez de fuentes sobre
el tema (nos referimos a la bibliograffa de lenqua espafiocla), que
ello nos ha estimulado a ofrecer en esta ocasién una exposicién més
amplia sobre ésta y otras aportaciones de la légica polaca.
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embargo, también entre los fundadores hay que contar a K. Twardowski,
S. Lesniewski y T. Kotarbinski. Un grupo de destacadas figuras crecié
bajo esa generacion como discentes: A. Tarski, K. Ajdukiewicz, M.
Wajberg, I. M. Bochenski, J. Hosiasson, A. Lindenbaum, H. Greniewski,
S. Jaskowski, J. Slupecki, C. Lejewski y B. Sobocinski. A partir de éstos,
merecen citarse como segunda generacibn a A. Mostowski, W.
Benadrowski, H. Hiz, A. Grzegorczyk, R. Suszko, J. Los, H. Rasiowa, y
K. Szaniawski. También una nueva escuela surgié alrededor de .
Slupecki y Maria Kokoszynska, que incluye a L. Borkowski, W.
Pogorzelskiy T. Kubinski.

Desde entonces Polonia no ha dejado de ser un pais de primer
rango en los estudios de esta disciplina, y ha seguido dando importantes
contribuciones tanto en el campo estricto del calculo légico como en la
metateoria, la filosofia de la matematica y la seméntica. De esa variedad
de invenciones hemos escogido para este trabajo un fragmento que lleva
por titulo Célculo Proposicional Extendido (C.P.E.) y que constituye, sin
duda, una ampliacién del Célculo Proposicional ordinario o estindar
(C.P.). Ofrecemos esta versién de C.P.E. por cuanto se le conoce poco,
no aparece en Jos manuales comunes, tiene implicaciones metatedricas
para la l6gica basica y suele creerse, entre los estudiantes y aficionados,
que C.P. es una pieza acabada sin posibilidades de perfeccionamiento.

La ampliacién de C.P. se logra por la introduccién de nuevos
recursos en el lenguaje bésico de la légica, como el de las variables
functoriales (o variables de conectivas) y el de constantes proposicionales
con un valor definido. Esta innovacién, que veremos en detalle, planteé
la cuestion metalogica de saber cuél era el menor grupo de axiomas que
generaba el sistema completo. Pero una vez obtenido éste a partir de un
sblo axioma, se trataba de saber después cudl seria el axioma mas corto
posible capaz de engendrar (o parir) todo el sistema. En otras palabras,
se trataba de buscar el principio supremo de la légica, el méas
fundamental en tanto soportaba todo el edificio de las demostraciones,
rol que los 14gicos tradicionales le asignaron al trio conjunto de principios
de identidad, no contradiccién y tercero excluido. La férmula mAgica de
Meredith es Céé06p, la cual permite derivar C.P. completo, ademés de
C.P.E.
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Habria que recordar que desde 1917 Jean Nicod? logré una
sorprendente economia tedrica al reducir los cinco axiomas de Principia
Mathematica (Russell-Whitehead) a un {inico axioma de veintrés letras
con la barra de Scheffer o functor de incompatibilidad (*|*). Por
supuesto, primero redujo el sistema alli expuesto a un lenguaje con esa
Gnica conectiva y después procedié a una simplificacién axiomatica. El
axioma (nico de Nicod es el siguiente;

{pl@ln | {iejecloiie|o|@lis @]}

En notacién polaca®, que es la que utilizaremos aqui, y donde
‘D’ representa a ‘|, tiene efectivamente veintitrés letras,

DDpDqrDDDttDDsgDDpsDpe

Sin embargo, el manejo de un sistema asi resultaba en extremo
dificil. El uso de * ] * producia férmulas excesivamente largas y la regla
de derivacién (de « y de « | (B]t) se sigue 1) resultaba complicada. Pero
tal reduccién demostraba en todo caso la posibilidad de disponer de un
solo principio, cuya potencia deductiva era suficiente como para obtener
la demostracién de todas las leyes de C.P. La idea del axioma tnico se
habia asentado en la logica.

Veamos a continuacién la ampliacién del cdleulo proposicional de
la l6gica polaca y el desarrollo de la simplificacién axiomética como su

2 =A Reduction in the Number of the Primitive Propositions of
Logic", En Proc. Cambridge Phil. Soc. 19 {(1917); pp. 32-41.

3 sera conveniente indicar en gué consiste esta elegante
notacién polaca, que fuera simplificada por Lukasiewicz hasta un
limite casi insuperable. Se caracteriza por lo siguiente: a) Las
letras de cenectivas (siempre mayisculas) se colocan delante de las
letras enunciativas (siempre las mindsculas p, q, r, &,...) a las
cuales afectan; b) esta notacién no necesita el uso del paréntesis.
Asi la expresidn Cpg corresponde a la férmula p —> ¢, donde C es la
implicacién y las variables p,q sus argumentos. Las otras conectivas
son N (regacidén), K (conjuncién, A (disyuncién), E (equivalencia) y
D {la barra de Sheffer). La férmula, por ejemplo, NENpCqp debe
leerse en la notacién ordinaria ~{—p & (g —> p) y NCCpgANgp " [(p
=) sl {9y W BT
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consecuencia, para lo cual dividiremos el tema en dos secciones.
1.- Constantes légicas

La implicacion material es el functor primordial para la légica de
primer orden asi como para la metalégica; pues, dejando aparte los
functores Gnicos (barra de Scheffer y flecha de Peirce), el de la
implicacién es desde un punto de vista intuitivo el que mejor se
corresponde con la forma natural de la inferencia. Ya Peirce desde el
siglo pasado le habia dado curso al sentimiento, compartido por otros
légicos, de que el ideal seria construir la légica en términos de la
implicacién, pues siendo la légica una teoria de la inferencia ipor qué
habria el logico de considerar relevantes otras férmulas tautolégicas
ademés de las tautologias implicativas?® Pero habia que mostrar
todavia que todas las leyes de C.P. o bien son expresiones implicativas
o bien abreviaciones definicionales de ellas. No obstante, para poder
representarlas a todas resulta indispensable usar la negacién
conjuntamente con la implicacién. Sélo en el caso de que pudiera
definirse la negacion en términos de la implicacién, podriamos construir
C.P. utilizando la implicacion como tnico functor.

Ahora bien, esto que parecia imposible resulté ser un problema
muy senciflo y fue resuelto por Wajsberg® mediante la introduccién del
simbolo * O’ como constante que denota a una proposicién falsa. De este
modo, la negacién N se define como Cpo. En efecto, los valores de Np =
1,0. Asi también los valores de Cpo = 1,0; pues substituyendo los
valores de p tenemos que Coo = 1 y Clo = 0. Del mismo modo, se

puede introducir la constante proposicional verdadera mediante el
simbolo * 1’

4 Collected Papers of Charles Sounders Pelirce, (Vols. I-VI),
edited by Hartshorne and Paul Weiss, Harvard University Press,
1931-5. Véase 3.182-97 y 2.356.

5 »Ein neues Axiom des Aussagenkalkiils in der Symbolik von
Scheffer®. En Monatshefte filr Mathematik und Physik. Vol.39, N. 2
(1932)."
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En 1937 Wajsberg® demostré que los tres axiomas de
Tarski-Bernays, para el segmento implicativo de C.P., (1) CpCqp; (2)
CCpqCCqrCpr; (3) CCCpgpp, més su propio axioma (4) Cop cumplen
suficientemente bien como principios para derivar C.P. completo.

El desenvolvimiento de este nivel de axiomatizacién con la
implicacién y la negacidén reducida, viene precedido por un trabajo arduo
del mismo problema en el calculo proposicional implicativo, que es el que
s6lo contiene férmulas implicativas. La historia de este problema es
grosso modo, y siguiendo a Lukasiewicz’, la siguiente.

The problem of how to construct the Complete
Propositional Calculus as well as the Implicational
Calculus of Propositions on the basis of a single axiom
was raised and solved in 1925 by Tarski, who gave a
method of combining several axioms by applying the rule
of substitution and the rule of detachment.®

Sin embargo, no constituyd una solucion satisfactoria, pues esto
daba lugar a axiomas que eran férmulas compuestas de otras tesis o
axiomas, extremadamente largas (cincuenta y tres letras), y que no
representaban, por tanto, principios originales o basicos del sistema. No
obstante, dicho método tarskiano, modificado por Lukasiewicz, le

6 "Metalogische Beitridge" en Wiadomosci Matematiyczne, 43
{1837), pp. 1-38. Traducido al inglés en Storrs McCall: Polish Logic,
Cap.l4, Wajsberg: "Contributions to Metalogic", (Oxford University
Press, 1967, pp. 285-318).

7 eThe Shortest Axiom of the Implicational Calculus of
Propositions®, Proceedings of The Royal Irish Academy, Vol. 52,
Section A, No.3 (April 1948); pp. 25-33. Reproducidoc en L. Borkowski
(Editor): Jan Lukasiewicz. Selected Works, North Holland Publishing
Company, Amsterdam-London, 1970; pp. 295-305.

8 e aqui su traduccidén: "El problema de cdémo construir el
Céalculo Proposicional Completo asi como el Calculo Implicativo de
Proposiciones sobre la base de un solo axioma fue erigido y resuelto
en 1925 por Tarski, quien proporciond un método de combinacién de
varios axiomas mediante la regla de substitucién y.la regla de

separacién.* (J.N.) Lukasiewicz, op.cit,, [en Borkowski, nota 7)]
p. 29%6.

165



permiti a Wajsberg”? en 1926 obtener el primer axioma orgénico (o
férmula no compuesta de otras tesis del sistema) de veinticinco letras
para el Calculo Proposicional Implicativo, a saber,

CCCpqCCrstCCuCCrstCCpuCst

Esto animé a Lukasiewicz a buscar un axioma orgénico mas
corto, y encontrd en 1980 y 1932 diferentes axiomas de la misma
extension: diecisiete letras, los cuales son CCCpgCrsCtCCspCrp y
CCCpqCrsCCspCtCrp respectivamente. Finalmente, en 1936 obtuvo la
solucién més satisfactoria: el demostrado axioma mas corto de trece
letras:

CCCpqrCCrpCsp

Y aunque ya tenemos aqui una simplificacién notable esto vale
solamente para una parte de C.P., el célculo implicativo (C).

Con la introduccién de la constante proposicional falsa ‘o’ y,
por lo tanto, con la negacién incluida, se puede reducir a un solo axioma
todo C.P. utilizando como tGnico functor la implicacién material. El
primero que parece haberlo logrado fue C. A. Meredith®®, discipulo de
Lukasiewicz en Dublin, quien en un alarde de perfeccionismo légico
redujo en 1958, usando el lenguaje C-o, toda la légica proposicional a la
formula (axioma) de diecinueve letras

CCCCCpqCrostCCtpCrp.

Igual papel podia cumplir CCCpqCCorsCCspCtCup. Sin embargo,
y por lo que se vera a continuacién, estos axiomas resultaban todavia
muy extensos e incitaban a seguir la bisqueda del axioma més corto
posible,

? wajsberg, op. cit. nota 5.

10 ¢. A. Meredith, Journal of Computing Systems, July 1953,
Paper 10.
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2.- La variable functorial &

La introduccién de una variable de conectivas en el C.P. se debe
al también légico polaco Stalinislaw Lesniewski'! en su Prototética
(teoria de los primeros principios), sistema axiomaético que va mucho més
alld de un clésico caleulo proposicional y cuya tinica conectiva no definida
es la equivalencia. Lukasiewicz adopt6 esa variable de conectivas, aun
cuando modificara ligeramente su regla de substitucién. Con estos
artificios se obtiene el Calculo Proposicional Extendido (C.P.E.).

Una variable es un simbolo o letra que rige sobre un
determinado dominio de valores, cada uno de los cuales puede pasar a
substituirla en una formula. Las variables proposicionales p,q,r,s, etc.
rigen sobre cualquier férmula bien formada del C.P., en tanto valor
substituyente. Llamamos & a la variable de functores o conectivas, la cual
consta de un solo argumento. Asf p es una expresioén significativa del
sistema, a condicién de que p lo sea también, Es obvio que por 3 en la
expresion 8p podemos substituir cualquier valor que junto con p
produzea una expresion significativa del sistema. La variable &, entonces,
rige sobre cualquier conectiva, pero no sélo se podra substituir por una
conectiva monddica, tal como la negaciéon N, sino también por
expresiones complejas de una o mas conectivas, que al unirse con p
produzcan una expresion significativa.

En 8p podemos substituir § por Cq (expresién incompleta e
impropia), substituciéon que indicamos por &/Cq, y entonces se obtiene
Cqp, lo cual es una férmula completa y correcta. Luego, segiin la regla
de substitucién que perfecciona Lukasiewicz'?, el uso del apéstrofo ()
sirve para indicar que el argumento que acompana a § debe colocarse en
su lugar. Por ejemplo, si en &p substituimos &/C’r se obtiene Cpr. Los
siguientes ejemplos aclararan mejor la aplicacién de la regla de

11 Grundziige eines neuen Systems der Grundlagen der Mathematik
(Elementos de un nuevo sistema de los Fundamentos de la Matemdtica),
Fundamenta Mathematicae, 14 (1929), pp. 1-81.

12 =on variable functors of propositional arguments®, en
Borkowski: Jan Lukasiewicz. Selected Works, véase nota 6), pp.
314-315.
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substitucion de la variable functorial 3.
En &p, si 8/C’'CN’q, se obtiene CpCNpq
En C8pC&Npdg, si &/C'r, se obtiene CCprCCNprCqr

En este (ltimo caso obsérvese que la primera variable & que
aparece tiene como argumento a p, mientras que la segunda a Np y la
tercera a q. Por lo tanto, estos argumentos deben ocupar el lugar del
apostrofo respectivamente. Cuando se trate de substituir §/C” entonces
se repite el argumento de §. Cuando &/ entonces se elimina la variable
8. Y cuando se trate de 3/8’ la expresién original se mantiene invariable
como resultado. Pasemos a constatarlo en los siguientes ejemplos.

CbpC&Npdq 8/C” se obtiene CCppCCNpNpCqq
Cépp 8/  se obtiene Cpp
CCpqCépdq 3/8” se obtiene CCpqCdpdq

Con la modificacién impuesta por la introduccién de esta variable
functorial en el calculo, la cual es una especie de comodin, se puede
lograr una mayor reduccién del axioma @nico del calculo proposicional
extendido. En 1951 Lukasiewicz descubrid el axioma tnico de nueve
letras para un sistema C.P.E. que cuenta con C-8-0. Se trata de la
formula Cé0oC808p. También Cd0C8Coodp de diez letras cumple la
misma funcién. Pero fue Meredith’?, su discipulo, quien logré la
méaxima reduccién posible al obtener el axioma C3808p que tiene sélo
seis letras. Deducir de esta tesis minima todo el calculo de proposiciones

13 Meredith presentd su cédlculeo en el articule "Cn an Extended
System of the Propositional Calculus®, Proceedings of the Royal Irish
Academy, Publin (1951), 54 A 3. Contiene ademds una prueba de
completitud. Por otro lado, y como datc curicsc, se trata de un
cldlculo con cuantificaderes scobre variables proposicionales vy
functoriales.
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es una hazafia cientifica y, como dice Lukasiewicz, una "masterpiece of
deductive power". Estamos ante uno de los ejemplos que nos permiten
captar el alto grado de exactitud y belleza alcanzado por la logica
contempordnea, y en especial por la escuela de logica polaca, ya que
Meredith contintia su tradicién, superando incluso los niveles de
sistematizacién aicanzados por la matematica.

Hemos visto una superposicion de sistemas de ldgica
proposicional que comienza desde el célculo exclusivamente implicativo,
es decir, C, pasando por C-N, por C-o, hasta el Calculo Proposicional
Extendido C-8-0. Nos ha faltado indicar que en el cdlculo C-N-8 (es decir,
sin constante proposicional falsa y también extendido) el axioma méas
corto posible tiene nueve letras, el cual es CdpCaNpdq. Existe ademas
una prueba de que no puede haber otro més corto. La tesis Cpp o
principio de identidad, de importantes consecuencias deductivas en estos
sistemas, es, por ejemplo, derivable de ese axioma en la siguiente prueba,
que transcribimos en su forma no abreviada para ilustrar el uso de la
variable functorial § y de la regla de substitucion.

(1) CépCéNpaq Axioma (Gnico)

(2) CpCNpp 1, 8/, a/p

(8) CCpCNppCCpCNpNpCpCNpNp 1, 8/CpCNp’, g/Np
(2)

(4) CCpCNpNpCpCNpNp 2,3 Modus Ponens

(8) CpCNpNp 1, 8/, g/Np

(6) CCpCNpNpCNCpCNpNpNCpCNpNp 5, p/CpCNpNp
(5)

(7) CNCpCNpNpNCpCNpNp 5,6, Modus Ponens

(8) CCCpCNpNpCpCNpNpCCNCpCNpNpNCpCNpNpCpp 1, 8/ C”
4) pCPCNpNpg/p
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(9) CCNCpCNpNpNCpCNpNpCpp 4,8 Modus Ponens
@)
(10) Cpp 7,9 Modus Ponens

No hay que olvidar que estas simplificaciones axiométicas
comenzaron en realidad por la axiomatizacion de Lukasiewicz del C.P
presentada en su obra de 1929 Elementy Logiki Matematycznej (Logica
Matematica Elemental)'®, donde, en funcién de la implicacién y
negacifn, expuso un sistema de sélo tres axiomas, a saber, |

(i) CCpqCCqrCpr (ii) CCCpgpp (iii) CpCqp.

Frente al sistema de Frege de seis axiomas, al de
Russell-Whitehead de cinco, y al de Hilbert-Ackerman de quince (con la
excepcin vista del de Nicod: un axioma formulado con el functor de
Scheffer), Lukasiewicz presentd su original sistema de tres axiomas en
que recobraba la perspectiva intuitiva del functor de implicacién como el
mAs genuino para la teoria de la inferencia.

Por otro lado, soluciond el problema del axioma maés corto posible
en el restringido calculo de equivalencia (Sistema E, cuya inica conectiva
es el functor de equivalencia), resultando ser indistintamente cualquiera
de las férmulas siguientes de once letras:

() EEpqEErqEpr, (i) EEpgEEprErq, (iii) EEpqEErpEqr
En el sistema C (cdlculo implicativo), como hemos visto,

Lukasiewicz descubri6 el axioma mis corto posible con la tesis de trece
letras

CCCpqrCCrpCsp

14 Hay una edicion inglesa, preparada por J. Slupecki, de la
editorial Pergamon, 1963 (Oxford), bajo el tftulo de Elements of
Mathematical Logic, En esta obra Lukasiewicz también por primera vez
presenta su notacidén original que prescinde de los paréntesis, y que
luego se hizo estédndar dentro y fuera de Polonia.
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En el C-N logré notables reducciones del Gnico axioma de Tarski
de cincuenta y tres letras hasta alcanzarse la férmula de Meredith de 21
letras:

CCCCCpgCNrNsrtCCtpCsp

Y finalmente, en el C-0-8 Lukasiewicz perfecciond la regla de
substitucién de Lesniewski y, por medio de ella, llegd a la tesis de diez
letras C3CooC803p, que es el principio de bivalencia, como axioma més
corto, si bien Meredith, trabajando sobre esta tesis, demostré en forma
concluyente que el axioma de Lukasiewicz se podia reemplazar por otro
de nueve letras CdpCaNpdq o por el notablemente inferior de seis
letras C8480dp, probando la completitud de su sistema y alcanzando la
maxima simplificacién jamas lograda en un sistema formal.

Muchos descubrimientos de gran importancia se debieron a este
principal inspirador de la légica polaca como fue Lukasiewicz, quien se
distinguié por su elegancia y originalidad como légico y por su
virtuosismo como docente, ya que figuras tan destacadas como Tarski,
Lindenbaun, Jéskowski, Wajsberg, Salamucha, Sobocinski, Slupecki y
Meredith se contaron entre sus deudores bien como discipulos o como
colaboradores.
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