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DEL EQUILIBRIO GENERAL
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RESUMEN

Este ensayo pone en relieve la forma particularmente original en que el modelo de equilibrio
general de Von Neumann resuelive el problema de la “existencia” del equilibrio econémico.
A partir de una reinterpretacion del teorema de minimax, el modelo de Von Neumann permite
verificar la existencia del equilibrio general como resultado de un punto de silla (saddle point)
de una funcién bilineal comun a un juego de dos personas de suma-cero.
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Equilibrio general, acumulacién y un crecimiento sostenido simplificado son
los rasgos intrinsecos del modelo de crecimiento de von Neumann. La nocién
de equilibrio general ha sido un elemento esencial del pensamiento econémico
desde los tiempos de Walras. A Walras se le atribuye el desarrollo del primer
modelo de equilibrio general, que consistié en un sistema de ecuaciones
lineales que describen el modelo de equilibrio general de una economia nacio-
nal, cuya solucion se basa en el conteo de ecuaciones e incdgnitas. No
obstante, este tipo de solucion no es necesaria ni suficiente para garantizar un
unico equilibrio, ademas, aunque esta solucion desde un punto de vista mate-
matico puede ser valedera, ella es capaz de carecer de significado econémico,
es decir, puede ser negativa.

La prueba de existencia de este equilibrio no fue, sin embargo, objeto de la
investigacion de Walras. La primera contribucion a la obtencion del equilibrio
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competitivo se debe a Wald, quien en una serie de articulos usa las modifica-
ciones hechas por Schlesinger del sistema Walras-Cassel, en el cual, por
primera vez, se usaron desigualdades (para detalles, ver Weintraub, 1983, pp.
4-9, o Arrow, 1989, pp. 19-21). Con la idea de iluminar, resolver y hallar
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un equilibrio econo-
mico, independientemente de los resuitados de Wald, von Neumann, uno de los
grandes mateméticos de este siglo, produce un poderoso y nuevo andlisis del
problema del equilibrio, diferente de cualquier otro modelo econdmico anterior
a éste. El viejo método walrasiano de contar ecuaciones e incégnitas como una
manera de establecer un equilibrio econémico, llega asi a su fin.

Von Neumann prob6 que existe un Gnico equilibrio que garantiza la no
negatividad de cantidades y precios, y el factor de crecimiento, el cual es igual
al factor de interés; esto es, él probé que hay una solucién no trivial no negativa.
El obtuvo el més alto factor de crecimiento de toda la economia, haciendo uso
de las mejores técnicas de produccién con los mas bajos precios posibles.
Ademas, el factor de crecimiento es uniforme en todos los sectores, en conse-
cuencia, existe un crecimiento continuo simplificado.

El modelo original de von Neumann intitulado “A Model of General Equili-
brium”, fue presentado por primera vez en la Universidad de Princeton en un
Seminario Matematico en 1932 y publicado en Ergebnisse eines Mathematis-
chen Kolloquium, 8 (Viena, 1937). La versién inglesa fue publicada mas tarde
en Review of Economic Studies (1945-1946). En este articulo von Neumann,
por medio de desigualdades lineales y condiciones de holgura complementa-
rias, presenta un modelo de equilibrio general el cual se formula en tiempo
discreto. El modelo incluye bienes y procesos, donde los bienes son producidos
mediante esos procesos de produccion: al comienzo de cada periodo todas
las mercancias son introducidas simultdneamente dentro del proceso, y al
fina! del periodo todas las mercancfas se producen simulténeamente. E! proce-
so i-ésimo es definido como

P:3a G> Xb G,i=1,.m
i o= dij g =t ] g

donde a2 Oy b,.jz 0 son las cantidades usadas y producidas, respecti-
vamente, de los bienes G, mediante los procesos P,, j=1,...,n; i=1,..,m.

El modelo de von Neumann, en aquellos dias, represento el primer modelo
riguroso y abstracto en las teorias de crecimiento multisectorial y del capital. La
produccién de mercancias se obtiene por medio de mercancias, esto es, las
salidas (outputs) de cada periodo seran las entradas (inputs) del siguiente
periodo. Ef modelo esta restringido al analisis de sus propiedades internas, sin
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tomar en cuenta sus interacciones con cambios econdémicos externos; en
consecuencia el modelo de von Neumann es un modelo multisectorial cerrado
con acumulacién de capital: el proceso i-ésimo convierte una canasta de bienes
en otra canasta de bienes, los cuales son usados de nuevo en la produccion.
Los bienes de capital se incluyen en cada proceso, tanto en la canasta de los
inputs, como en la canasta de los outputs.

El modelo de von Neumann esta fundamentado en algunas suposiciones
especificas, a saber: el nimero de procesos no es menor que el numero de
bienes, y éste es finito; hay retornos constantes a escala; todo el excedente
producido es acumulado; hay procesos conjuntos produciendo diferentes bie-
nes; los factores naturales de produccion, incluyendo el trabajo estan disponi-
bles en cantidades ilimitadas; el consumo es determinado por las necesidades
de vida y es parte del input.

Asi mismo, von Neumann introduce la regla de precios competitivos y la
regla de eficiencia, esto es, si hay exceso de produccion de un bien (sobrepro-
duccién de un bien) éste llega a ser un bien libre y su precio sera cero. Si un
proceso produce una ganancia negativa (funciona con pérdidas), éste no sera
usado, y su intensidad es cero. Ademas, considera que en un periodo dado es
imposible para un consumidor usar mas de un bien de !o que fue producido en
el periodo anterior, y que en situacidn de equilibrio no pueden haber ganancias
por encima del promedio del factor de interés. Todas esas reglas pueden ser
formalmente expresadas como sigue:

ox A <xB (1)
siax x A/ << x B/, entonces p, =0 (2
BApz2Bp (3)
sifA p>>B p entonces x, = 0 (4)

donde Ay B son las matrices de coeficientes de input y output; x es un vec-
tor m-dimensional de intensidad del proceso (o nivel de actividad) y p es un
vector n-dimensional de precios.' Ademas, los vectores xy p son semipositivos;

1. Usaremos la siguiente notacion:
A y A:i-ésimo vector fila y j-ésimo vector columna de la matriz A
x2y :x2y,i=1,2 ., m
X>y X >y, perox #y
X>>y:x.>>y,i=1,2, .., m
R : conjunto de los nimeros reales.
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o (1 + tasa de crecimiento) es el factor de crecimiento de toda la economia y
B (1 + tasa de interés) es el factor de interés. Las relaciones (1)-(4) son llamadas
las ecuaciones econdmicas de von Neumann.

Para asegurar que la economia no se divida en partes inconexas, von
Neumann asume adicionalmente que todo bien aparece en toda actividad, o
bien como un input o bien como un output, es decir,

A+B >> 0

Los datos econdmicos en el modelo de crecimiento de von Neumann estan
representados mediante un par de matrices rectangulares (es decir, las matri-
ces de input y output) derivadas de relaciones de produccién mediante trans-
‘formaciones tecnoldgicas. Una matriz gobierna los costos y los inputs y la otra
gobierna las ganancias y los outputs, lo cual implica que tanto los precios como
los outputs de bienes individuales sean determinados por condiciones técnicas
de produccién.

Teniendo en cuenta lo anterior, nosotros consideramos ‘el par de matrices
(A,B) como una descripcion de la parte tecnoldgica de un sistema econdmico;
de esta forma el modelo de crecimiento de von Neumann puede también
escribirse de la manera siguiente

maximizar { € M : I x>0 x(B-aA)20)}) (P.1)
minignizar{ﬂ€9f:3p>0 (B-BA)p £0} (P2
. P .
donde (P.1) y (P.2) son los denominados problemas de expansién tecnolégica
y expansién econdémica, respectivamente.

Utilizando la nocién de punto de silla, como criterio de optimizacién, von
Neumann resuelve el conjunto dual de desigualdades (P.1) y (P.2). Las
desigualdades determinan los niveles de output y los precios de equilibrio, asi
como también el factor de crecimiento de equilibrio y, por lo tanto, el factor de
interés. Ademas, de las ecuaciones econdmicas de von Neumann, se obtiene
que & = 3. En efecto, de (1) se tiene que

axAp < xBp, para p>0;

analogamente, de (3)

BxAp 2 xBp, para x> 0.
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En consecuencia,

y por lo tanto,

No obstante, para demostrar la existencia de un factor de crecimiento (factor
de expansidén), un vector de intensidad x, y un vector de precios p, se requiere
de un teorema sofisticado de topologia: El Teorema del Punto Fijo Generalizado
de Brouwer (para detalles, ver von Neumann 1945-1946, pp. 5-7).

Es necesario senalar que el concepto de dualidad fue formulado y elabora-
do primeramente por Marx, 1961, basado en relaciones del valor: valor de uso
o valor de cambio (imagenes duales de la divisién social del trabajo) (para
detalles, ver Brody, 1970, pp. 61-67). No obstante, von Neumann fue el primero
que desarrollé una formulacién matematica precisa del principio de dualidad
entre el vector de intensidad x y el factor de crecimiento & por una parte, y el
vector de precios p y el factor de interés f3 por la otra.

En economia, dualidad se refiere a la existencia de funciones duales, las
cuales son tipicamente funciones a valores maximos, ya que usualmente, el
problema primal se considera como un problema de funciones a valores mini-
mos. Mediante la dualidad un sistema lineal o no lineal puede ser examinado
desde dos puntos de vista, la cual envuelve la misma informacién sobre
preferencias o tecnologia como las funciones primales mas familiares. Hay
importantes ejemplos de dualidad en economia tales como dualidad entre tasa
de crecimiento y tasa de interés; los autovalores duales derecho e izquierdo; la
dualidad de intensidad y precios; dualidad entre la teoria de programacién lineal
y la teoria de juegos dos-personas suma-cero.

Los origenes de la dualidad entre intensidad y precios los encontramos en
el modelo de von Neumann, a menudo lamado problema primal y problema
dual, respectivamente, de la programacion lineal, desarrollado por Kantorovi-
chy, 1939, y Dantzig, 1963, y mas tarde llamado modelo de analisis de produc-
cién, desarrollado por Koopmans, 1951.

Por otra parte, es importante sefalar que bajo la influencia de un articulo
sobre teoria de juegos, (V. Von Neumann y Morgenstern, 1944), escrito en
1928, donde se consideran desigualdades para determinar la maximizacién de
cada uno de los jugadores, von Neumann reinterpreta su teorema del minimax
de teoria de juegos (dos-personas suma-cero), probando que, bajo los supues-
tos enumerados anteriormente, una economia puede crecer en un factor de
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crecimiento proporcional y, que en tal situacidn, el factor de crecimiento debe
ser igual al factor de interés.

Por esta razén, la existencia del equilibrio general depende de la existencia
de un punto de silla de la funcion de pago

x B
(I)(x,p)=x—K%

la cual es bilineal en un juego dos-personas suma-cero, donde x y p indican
intensidad de los procesos y precios de los bienes, respectivamente, y ellos son
vectores normalizados o probabilisticos; x B py x A p son los valores del output
total y del input total, respectivamente. Por lo tanto, si la funcién de pago tiene
un punto de silla, entonces existe un punto de equilibrio, y en este punto de
equilibrio el valor comun del juego es el factor de crecimiento, el cual es igual
al factor de interés, es decir

o=B=d(x,p)
donde o es el factor de crecimiento y B es el factor de interés.

La funcién de pago ®( x, p ) es una funcién potencial, cuyos origenes
se encuentran en la termodinamica, y es el cociente de dos formas bilineales.
Von Neumann fue el primero que desarrolié y resolvié el problema de la
existencia de una funcién potencial en economia (para detalles, ver Samuelson,
1992, pp. 377-378).

Ademas, a pesar de que en un juego dos-personas suma-cero la bilinealidad
es aceptada y xy p son las estrategias maximas y minimas respectivamente,
de los jugadores, las cuales son independientes cada una de la otra, en
economia la independencia entre x y p es discutida, incluso no aceptada pues
casi todo depende de casi todo (ver Dore, 1989, pp. 91-92). Parece ser que la
independencia entre x y p del juego dos-personas suma-cero fue la razén por
la cual von Neumann no considero ia funcion de demanda en su modelo. Pero,
como dijo Arrow: jPor qué von Neumann descartd totalmente la funcion de
demanda?; no podemos saberlo (ver Arrow, 1989, p. 25).

Es de hacer notar que el teorema de topologia del punto fijo jugd un rol
basico en la prueba de existencia de un equilibrio en el modelo de von Neu-
mann. Para probar la existencia de una solucién no trivial y no negativa von
Neumann usé una generalizacién del teorema del punto fijo de Brouwer. Pero
tal prueba clasica dada de este teorema no indica ni insinda como puede
hallarse la solucion. Adema4s, la generalizacion del Teorema del punto fijo de
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Brouwer no era necesaria para asegurar la existencia de un equilibrio. Con sélo
argumentos de convexidad y el teorema de soporte de un hiperplano se podia
establecer la existencia de tal equilibrio (ver por ejemplo, Loomis, 1946; Howe,
1960; etc.).

Por otra parte, von Neumann desarrollé un sistema no controlado (libre),
donde si éste no es perturbado debera seguir una trayectoria de expansién
equilibrada. El obtuvo mediante este comportamiento dinamico una expansion
uniforme de toda la economia y como consecuencia de esto su equilibrio puede
llamarse cuasi-estacionario, donde los precios y la tasa de interés son constan-
tes en el tiempo, y la intensidad de produccion crece o decrece a una tasa
constante, es decir sigue un patrén de crecimiento equilibrado. No obstante, €l
no considerd la estabilidad de aquel equilibrio, el cual, por cierto, es dinamica-
mente inestable?. Una pequefa perturbacion aplicada a este sistema, puede
cambiar la trayectoria de expansion equilibrada y el sistema nunca regresa a
esa trayectoria.

Sin lugar a dudas, el famoso modelo de von Neumann resolvié el problema
esencial de la existencia del equilibrio general de una economia, sometida a los
supuestos del modelo, dado por Walras. Es también interesante notar que el
modelo de von Neumann suministré una metodologia para determinar los
vectores de niveles de actividad y precios, asi como también los factores de
crecimiento y de interés, y ellos caracterizan la relacién entre la tasa maxima de
crecimiento del output y la tasa minima de interés por medio de la dualidad.
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