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Introduccién.

La técnica que a continuacion comentamos fue desarrollada por el matematico T.
M. Saaty durante los primeros afios de la década de los ochenta. Su aplicacion es
tan amplia que discurre desde complejos problemas de politica internacional hasta
selecciéon de un software o de una cartera de inversién. Este trabajo es el
resultado de algunas aplicaciones realizadas en Venezuela por el suscrito,
mostrando al final de este punto las dificultades y limitaciones de la herramienta en
diferentes situaciones. El método resulta sencillo cuando hay un solo arbitro y
pocos atributos, pero cuando estos atributos se ramifican en varios niveles y hay
mas de un decisor su aplicacién presenta varios problemas. El caso se divide en
los siguientes puntos, en primer lugar se desarrolla el método, posteriormente se
presenta una propuesta donde se establece la relacion que hay entre la teoria de
la informacion y el problema de consistencia del método, en seguida se plantea
unos comentarios generales productos de la experiencia.

1.- El método.

El proceso de jerarquia analitica (P.J.A) es un método que permite consolidar las
opiniones de uno o varios expertos cuando se esta en la disyuntiva de escoger
entre varias opciones, que no son faciles de evaluar por el gran nimero de
categorias implicitas. Para ello se definen diferentes niveles. En el primer nivel
esta la definicidén del problema, en el segundo estan los atributos en su expresion
mas alta. Cada uno de estos atributos se subdivide en sub-atributos definiendo un
nuevo nivel. Esta operacion de definir niveles se efectla tantas veces como sea
necesario dando origen a lo que Saaty(2001) llama una jerarquia funcional si el
sistema bajo estudio es descompuesto en partes considerando sus relaciones
esenciales o, jerarquia estructural si el sistema se descompone en orden
descendente de acuerdo a sus propiedades estructurales tales como el tamafo,
color etc. El tipo de jerarquia que emplearemos es la funcional. Partiendo de esta
forma jerarquica, si no hay informacién previa de los atributos a un nivel o solo se
tiene de algunos de ellos que permitan hacer comparaciones, se construyen
sucesivas matrices, que permiten realizar comparaciones pareadas y, mediante el
uso de autovectores y autovalores pueden determinarse cual es el orden de
importancia de cada atributo en los diferentes niveles.



El Proceso de Jerarquia Analitica, también conocido como Método Analitico de

Jerarquia, dara lugar a un arbol cuya forma general es:

Objeto general
del proceso de
decision
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Se puede observar que en el Ultimo nivel estan las opciones o alternativas. Los
atributos o cualidades de las alternativas deben coincidir con los atributos o
cualidades del penultimo nivel.

Ahora veremos un ejemplo que servird para explicar el método en cada uno de los
pasos.

Ejemplo 5.

Supongamos, que una empresa desea adquirir una nueva magquinaria tomando en
cuenta tres cualidades o categorias: a) tecnologia b) costo y c) vida util. Hay tres
maquinarias candidatas a ser seleccionadas de acuerdo a estos atributos. El
problema se presenta en forma de un arbol como sigue: el primer nivel,
representado por la primera casilla es el problema que consiste en la seleccién de
una maquinaria de acuerdo a los atributos. Esta casilla esta conectada con las tres
correspondientes al segundo nivel que indica las cualidades y finalmente, cada
una de estas cualidades esta conectada con cada una de las marcas de las
maquinarias.



Nivel 1
Seleccion
Productos

Nivel 2-a Nivel 2-b
Pa=0,75 Pb=0,06

El siguiente paso, consiste en la determinacion de los pesos para clasificar las
alternativas de decision, esto puede hacerse mediante matrices de comparaciones
pareadas.

Si se tiene en forma general n criterios en una jerarquia cualquiera, entonces
necesitamos una matriz de comparacion nxn. Cada uno de estos criterios puede
subdividirse en m, criterios, dando origen a matrices m,xm; y asi sucesivamente.

En cuanto al dltimo nivel la informacién requerida de las opciones debe
corresponder a las que se poseen del nivel inmediatamente anterior.

Supongamos que en un nivel cualquiera se esta comparando tres atributos
independientes entre si que llamaremos A, B y C; la matriz de comparacion
pareada es:

ATRIBUTOS A B C
A 1

B 1

C 1




Una caracteristica de esta matriz cuadrada es que la diagonal principal es una

constante igual a 1 porque la comparacion entre un mismo atributo es indiferente.

Para continuar la comparacion debemos tener presente los siguientes aspectos:

1l.-Hay que estar seguro que por la naturaleza de los atributos estos son

independientes, la presencia de uno no condiciona para nada la del otro.

2.-Los valores que se asigna a las comparaciones deben cumplir con:

2.a Siempre es: A= A. Por tanto el nimero que se le asigna es uno.

2.b Si A-B, esto es, A es preferido a B y se le asigna el valor k, al hacer la

comparacion B con A se cumple B < Ay por tanto el valor asignado es 1/k.

2.c.Si A-B>C, entonces A>C, portantosi A>B seleasigndky B>Csele
asignd g, a A C se le asignara un numero m>max(k, Q).

2 d Si A es indiferente a B, esto es A es igualmente preferido a B:
A= Bentonces, B = A y el valor que se asigna es uno.

2.eSi A>-B y B=C entonces A>C vy el valor que se le asigna a C es el mismo

que el asignadoa A>B.

Sea a; el elemento de la i-ésima fila y la j-€sima columna de la matriz cuadrada

A,, (endonde su lectura por fila 0 por columna se asocia a los n atributos) el cual
puede tomar los valores enteros entre 1y 9, en donde a; =1, indica que tanto el
atributo i como el atributo j son igualmente importantes, a; =3 refleja que el
atributo i es algo importante que el atributo j, a; =5 indica que el atributo i es mas
importante que el atributo j, a;=7 indica que el atributo i es mucho mas
importante que el atributo j, a; =9 es el caso extremo donde el atributo i es

extremadamente mucho mas importante que j. De esto se desprende que si
a; =k a; =1/k . Se puede emplear los numeros 2,46 y 8 como puntos

intermedios entre los descritos.

Una vez asignado los valores de la matriz de comparaciones pareadas, el
problema es encontrar la solucién a la siguiente ecuacion:

AX—Ax=0

En donde A es la matriz de comparaciones pareadas, x es un vector fila, 0 es el
vector nuloy A es un valor real.

Esta ecuacion tiene solucién distinta a la trivial si y solo si el determinante cumple

con: |Ax—Ax|=0. Al resolver el determinante se obtendra un polinomio en A. En

efecto:
|Ax—ix| =f(4)
Como el determinante debe ser nulo, entonces: f(1)=0. Las raices de f(1) se

denominan raices caracteristicas o autovalores y los vectores asociados a estas
raices se llaman vectores caracteristicos o autovectores. Hay diferentes métodos
de célculo que permiten obtener tanto las raices como los vectores.

Si la matriz de comparaciones se ha construido tomando en cuenta lo propuesto
en los puntos 1 y 2 entonces la matriz de comparacion, es perfectamente
consistente. Si este es el caso, entonces se podra construir una nueva matriz P
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partiendo de ésta, tal que la suma de los componentes de cada vector columna
suma uno, esto es:

P :H pij” v Py = /Zn:aij i=12.n; j=12.n
=)

Los componentes del autovector se obtiene como los promedios de cada
columna, esto es: si x.es el componente i-ésimo del autovector x

n
entonces: x, = »_p;/n

j=1
Ejemplo 6.
Considerando el ejemplo anterior, supongamos que la gerencia ha decidido dar la
siguiente ponderacion a cada categoria como construyendo la siguiente matriz de
comparaciones:

MATRIZ
A
Tecnologia Costo Vida Util
Tecnologia 1 9 7
Costo 0,11111111 1 0,2
Vida Util  0,14285714 5 1
SUMA 1,25396825 15 8,2

A continuacién construimos la matriz P que consiste en dividir los elementos de

n
cada columna por la suma correspondiente: g; /Zaij :
i=1

MATRIZ

F)
Tecnologia 0,80 0,60 0,85
Costo 0,09 0,07 0,02
Vida Util 0,11 0,33 0,12
SUMA 1 1 1

Luego calculamos el autovector cuyos elementos son x; = Z p;/n.
j=1
AUTOVECTOR
0,75
0,06
0,19
1

Del vector anterior concluimos que la tecnologia tiene un peso de 0,75; el costo
0,06 y finalmente la vida util 0,19.



Para obtener el autovalor, en primer lugar se multiplica la matriz original A por el
autovector obteniéndose un nuevo vector:

2,61752255
0,18121048
0,59637356

Cada elemento de este vector se divide entre cada elemento del autovalor y luego
se suman y se divide entre el nUmero de sumandos. El resultado es el primer
autovalor de la matriz A esto es: (2,6175/0,75+0,1812/0,06+0,5963/0,19)/3=3,219

Si la matriz A es consistente entonces el primer valor caracteristico es igual al
namero de atributos o criterios que se estan evaluando.

Generalmente, no se puede garantizar la consistencia de una matriz la primera
vez que se trabaja, por tanto hay que estudiar la consistencia de la matriz de
comparacion, que en forma general se plantea asi: se calcula el indice de
consistencia de A dado por: IC=(41-n)/(n-1), el indice de consistencia aleatorio

dado por:ICA=198(n—-1)/n vy la raz6n de consistencia que estd dada por:
n(1-n)/1,98(n-1)(n—-2), si esta razén es menor que 0,1, el nivel de inconsistencia

es, segun Saaty muy aceptable. Para una matriz de comparaciones de orden 3x3
una buena consistencia esté alrededor de 5% , para una tabla 4x4 alrededor del
9%.

Si las matrices son consistentes, se pasa al ordenamiento de las variables o
categorias segun el valor del elemento que le corresponde en el autovalor en cada
nivel.

En nuestro ejemplo, al realizar las operaciones apropiadas para el segundo nivel
se encuentra que el indice de consistencia es 0,1095; el indice de consistencia
aleatorio es 1,32, por tanto la razén de consistencia es 0,083, luego el nivel de
consistencia es aceptable.

En general, este procedimiento se repite en cada nivel siempre que no se posea
datos. Ahora consideremos el tercer nivel donde estdn como opciones las tres
maquinas de las cuales se obtienen las ponderaciones de cada cualidad segun
informacién suministrada por los vendedores.

MAQUINARIAS
1 2 3
Tecnologia 0,3 0,5 0,2
Costo 0,1 0,5 0,4
Vida Util 0,5 0,1 0,4



Este cuadro quiere decir que al comparar la tecnologia entre las tres maquinas la
segunda tiene el mayor peso que es 0,5, la maquina dos tiene un peso en esta
cualidad de 0,3 y finalmente la maquina tres de 0,2. Igual ocurre con las otras dos
categorias.

Para evaluar cada maquinaria, ponderamos el peso que tiene cada una de las
categorias por el peso correspondiente del nivel superior, obteniendo el peso de
cada maquinaria:

M1=0,3x0,75+0,1x0,06+0,5x0,19=0,32597
M2=0,5x0,75+0,5x0,06+0,4x0,19=0,42411
M3=0,2x0,75+0,4x0,06+0,4x0,19=0,24992

En este caso el mejor es la segunda maquinaria.

Cuando se tiene un solo evaluador y un solo nivel de comparacion con pocos
atributos el problema se resuelve sin ninguna dificultad, de hecho se puede
emplear el Excel sin recurrir a algun software especializado. Dificilmente, un
evaluador frente a matrices de orden menor a cuatro tendr& mayores problemas
para obtener matrices consistentes, el problema surge cuando hay varios niveles
con matrices de orden superior a tres.

Cuando existen varios niveles es necesario estudiar la consistencia global, no
solamente la consistencia en cada nivel. Para estudiar la consistencia global
partimos como sigue:

ICG=IC del segundo nivel + (autovector del segundo nivel)x( vector de IC del
tercer nivel)+(autovector del tercer nivel)x(vector de IC del -cuarto
nivel)+....+(autovector del nivel k-1)x( vector de IC del nivel k).

Ahora bien, es frecuente que en una empresa participen varios evaluadores
considerados como expertos. Cuando existen varios evaluadores para un mismo
problema que afecta a una organizacion hay que estudiar la concordancia entre
los evaluadores.

Para ver la concordancia entre todos los expertos o evaluadores, se emplea el
coeficiente de concordancia W de Kendall que viene dado por:

W =12> (R —R)*/n(n* -1)
i=1
Donde:

Ri: es el promedio de los rangos asignados al objeto i.

R : es la media de todos los rangos asignados a todos los objetos
n: es el nimero de factores o atributos evaluados.

n(n*-1)/12: es la suma méaxima posible de los cuadrados de las desviaciones.



n - -_
El maximo valor que puede alcanzar Z(Ri —~R)? es n(n*-1)/12 y el minimo es
i=1
cero. Por tanto 0<W <1, mientras mas cercano se esté de uno, mejor es la
concordancia, puesto que de la forma que esta definido este estadistico, a valor
mayor de correlacion entre el conjunto de rangos, mayor es la concordancia.

Ejemplo 7.

Retomemos el caso de la seleccion dado en el ejemplo 5 y asumamos que existen
diez evaluadores independientes tal que cada uno ha obtenido un autovector tal
cOmo se muestra a continuacion:

atributo Evaluadorl Evaluador2 Evaluador3 Evaluador4 Evaluador5

Tecnologia 0,5 0,7 0,8 0,7 0,6
Costos 0,1 0,01 0,1 0,2 0,1
Vida util 0,4 0,29 0,1 0,1 0,3
SUMA 1 1 1 1 1
atributo Evaluador6é Evaluador7 Evaluador8 Evaluador9 Evaluadorl0
Tecnologia 0,5 0,5 0,6 0,7 0,6
Costos 0,3 0,3 0,2 0,1 0,1
Vida (til 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3
SUMA 1 1 1 1 1

La matriz de rango con su promedio es:

atributo Evaluadorl Evaluador?2 Evaluador3 Evaluador4 Evaluador5

Tecnologia 3 3 3 3 3
Costos 1 1 1,5 2 1
Vida util 2 2 1,5 1 2
atributo Evaluador6 Evaluador7 Evaluador8 Evaluador9 Evaluadorl0
Tecnologia 3 3 3 3 3
Costos 2 2 15 1 1
Vida util 1 1 15 2 2

La medias son Ri=3;R:=14;R:s=16 y R=2, de esto se obtiene el valor
W =0,76.

La interpretacion se deja al lector.

La hipotesis que se establece es H,:W =0, contra la alternativa: H, :W >0. Si el
namero de factores o atributos es mayor que siete (n>7) el estadistico que se
emplea para contrastar la hipétesis nula es:

7 =k(n-1D)W



Donde k es el numero de evaluadores. Este estadistico bajo la hip6tesis nula tiene
una distribucién y* con n—1 grados de libertad.

Si este valor es mayor que el valor del cuantil asociado a un nivel de significacion
preestablecido de una > conn-1 grado de libertad, entonces rechazamos la
hipotesis H, :W =0.

En el caso de que el nimero de evaluadores k esté comprendido entre tres y

veinte y el nUmero de criterios a ordenar sea igual 0 menor a siete se tienen tablas
para realizar el contraste con la distribucion exacta.

Un valor alto de W puede interpretarse como un reflejo de que los k evaluadores
estan aplicando los mismos estandares al asignar rangos a las n categorias o
atributos bajo estudio.

Resumiendo esta metodologia requiere:

1.-Una vez definido el problema y su descomposicion jerarquica se pasa a la
construccion de un instrumento especial que permita recoger las comparaciones
realizadas en cada nivel y por cada uno de los expertos en las diferentes areas.

2.-Estudiar la consistencia de cada una de las matrices mediante la aplicacion del
indice de consistencia y razén de consistencia. Una vez obtenido el autovalor, que
denotamos por 1 se obtiene el indice de consistencia dado por:

(A-n)/(n-1)

Luego obtenemos el indice de consistencia aleatorio dado por: 1,98(n-2)/n,
finalmente calculamos la razén de consistencia que estda dada por:
n(A-n)/1,98(n-1)(n—2) si esta razon no es menor que 0,1, el nivel de
inconsistencia no es aceptable y deberia repetirse la evaluacion.

4.-Estudiar la consistencia global una vez determinada la consistencia de cada
matriz.

5.-Estudiar la concordancia o acuerdo de las opiniones de los expertos mediante
el estadistico W de Kendall, cuando existen mas de dos expertos.

Para contrastar la hipétesis si el nUmero de objetos evaluados es mayor que siete
(n>7) entonces aplicamos:

7 =k(n-1)W

Si este valor es mayor que el valor del cuantil asociado a un nivel de significacion
preestablecido de una y° con n-1 grado de libertad, o calculada la
probabilidad P(y* > %) es menor al nivel de significacion « entoces,
rechazamos la hipétesis nula H,:W =0 .



Para valores n<7 hay tablas de la distribucion exacta bajo la hipétesis nula
disponibles para realizar el contraste.

6.- Si se tiene varios evaluadores y se encuentra que hay consistencia y
concordancia se promedian los autovalores si aquellos cuya inconsistencia es
aceptable, es decir, la razon de consistencia es menor a 0,1.

7.-Si no se logra la concordancia entre los evaluadores, es decir, no se rechaza
H,:W =0 se debe repetir la evaluacion previa la aplicacion de alguna técnica que

busque el consenso.

2.-Informacion y consistencia.

En este punto consideramos la cantidad de informacién contenida en el vector
caracteristico o autovector, para ello consideramos el caso que todos los atributos

son igualmente indiferente esto es: A:|M|, luego el autovector esta formado por n

elementos iguales a: 1/n por tanto A =n.
Ahora consideremos la funcion de entropia dada por:

H= _Z P Iogb Pi
i=1

La funcion de entropia tiene dos interpretaciones, antes de realizar el experimento
es una medida de indeterminacién y después de realizado es una medida de
informacion promedio.

Esta funcion se hace maxima para p, =1/n, Vi y el maximo es log,n , ( si b=2,
se habla de bit y si es de base 10 de nit ) . Llamamos H, a la funcion para
cualquiera otro valor de p, con la condicion que sean diferentes para todo o casi
todo j, entonces:

H —H, es la cantidad de informacion ganada.

Ahora, consideremos una matriz de comparacion n.n con todos sus elementos
iguales a una constante a: A=|a| con a=1,a tal matriz la llamaremos una matriz
de comparacion impropia de primer tipo. Se puede demostrar que esta matriz tiene
maxima entropia y altisima inconsistencia (cuando n tiende a aumentar la
inconsistencia se acerca a: a—1 ), su autovalor mayor es A=na. Si a=1, es una
matriz de comparacion impropia de segundo tipo, ella tendrd maxima entropia e
inconsistencia nula puesto que su auto valor mayor es A =n.

Consideremos una matriz de comparacion cualquiera A siempre tendra mayor
informacion que las matrices de comparacion impropias uno y dos.
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Por otra parte, tendrd menor o igual inconsistencia que la matriz del tipo uno v,
mayor o igual a la matriz del tipo dos. Si IC(.) e Inf(.) son indices de inconsistencia
e informacion, lo anterior se resume como:

Inf(A)=Inf(1)

Inf(A)=Inf(2)

IC(1)2IC(A)2IC(2).

Mientras mayor sea la consistencia (menor inconsistencia) de una matriz de
comparacién, mayor sera su informacién en el sentido que se ha definido como la
diferencia de dos funciones de entropia.

Consideremos ahora que se puede dar un nivel de inconsistencia asociado al
autovector P y que es posible disminuir tal nivel y corregirlo dando lugar a un
nuevo autovector Q. El problema es cuan tan grande ha sido la modificacion del

criterio de ponderaciones. Para responder a este problema tomaremos una
propuesta de H. Theil adaptandola con una nueva interpretacion mas apropiada al
problema que nos ocupa. Usando la misma notacion de H. Theil tenemos:

1(p,0) =D g loga; / p,

i=1
Siendo p, y g, elementos de Py Q respectivamente.

1(p;, ) El/zzqi(pi -q,)*/¢q; zllzzqi(pi -q)*

i=1 i=1
Si este estadistico toma un valor muy grande es de presumir que p,—q; #0, para
al menos algun j. La hipétesis nula es H,:p,—q;=0, Vj y la alternativa

H,:p,—q; #0 para al menos algun j. Este estadistico sigue una ley y?conn-1g.l,

bajo la hipétesis nula. Si la hip6tesis nula no se rechaza no se ha presentado una
mejora en la inconsistencia.

Asumiendo que la matriz de comparacion es consistente, entonces el suceso de
cumplimiento expuesto en el punto 2 , es un suceso casi seguro.

3.-Comentarios generales.

Empezaremos el comentario sobre el método, indicando sus limitaciones en la
aplicacién. Como dijimos anteriormente es fundamental que los atributos en un
nivel sean independientes entre si incluso en su desagregacion a niveles
inferiores. En problemas con un solo arbitro, no es tanto el nimero de niveles sino
el orden de cada matriz de comparacion cuando no hay datos estadisticos que
avalen las preferencias. Es corriente en estos casos, que Se presente
inconsistencias en uno o varios niveles.

Un problema comun es cuando se tienen varios arbitros o jueces pero no existe la
inconsistencia por el orden de las matrices en los diferentes niveles, sino que el
problema es la concordancia.

Hay situaciones que resultan algo mas complejas: los niveles son evaluados por
arbitros distintos y ademas el orden de las matrices es mayor de cuatro. Esto
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ocurre cuando el problema es lo suficientemente complejo que requiere la
participacion de un grupo de expertos distinto para algun nivel o para todos.
Finalmente, se presenta el caso que no exista uno o varios arbitros que tengan
una vision confiable de conjunto y por tanto no se pueda terminar el arbol. A pesar
de lo indicado anteriormente, el método como herramienta para la toma de
decisiones resulta satisfactorio cuando el transcurrir del tiempo muestra que se ha
tomado una buena decision o porque hay estudios similares que asi lo avalan o,
cuando se ha usado el método acompafiado con otra técnica, y es posible
contactar que los resultados no se contradicen.

Para resumir lo anterior daremos el siguiente cuadro:

Causa Problema Solucion.
Complejidad. Falta de consistencia.-|Revision de la
1.-Numero de jueces Falta de concordancia consistencia repeticion
2.- Namero de niveles del experimento,

Aplicar T.G.N
3.-Orden de las matrices |Falta de consistencia idem
Conocimiento. Falta de consistencia Redefinir el conjunto de
1.-Definicion inadecuada categorias y sus
de la jerarquia. divisiones.
2.-Desconocimiento de Induccion sobre el
las reglas de asignacion método
de valores-
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