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Introduccion

Desde que en el siglo XVII Newton y Leibniz pusieron las bases de lo que ahora llamamos
"Calculo Diferencial", las ecuaciones diferenciales ordinarias han sido una herramienta mate-
maética fundamental para modelar sistemas fisicos. Las leyes fisicas que gobiernan un sis-
tema determinan las ecuaciones correspondientes, que después intentamos resolver, es de-
cir, de las cuales intentamos obtener una expresioén del estado del sistema en el instante de
tiempo t como funcién explicita de t. Entre algunos de los innumerables ejemplos de feno-
menos que pueden ser modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias se encuentran: la
interaccién de planetas, flujos de fluidos, reacciones quimicas, dindmicas poblacionales y
econémicas. Pero estas ecuaciones diferenciales ordinarias solo modelan fenémenos en un
sistema ideal es decir sin perturbaciones, pero en una gran cantidad de casos existen fené-
menos aleatorios que nos alteran el sistema con lo que debemos introducir un termino a
nuestra ecuacion diferencial llamado ruido; esta ecuacion diferencial es llamada estocéstica.

En los dltimos afios el estudio de estas ecuaciones diferenciales estocasticas ha tenido
una creciente e importante atencién, en mecanica y en muchas otras 4reas de la fisica tedrica
asi como de la biologia experimental y también en el estudio de finanzas.

Para nuestro estudio consideramos una ecuacién diferencial ordinaria de la siguiente
forma:

dXt = a(t, Xt)dt, X(O) = XQ.

a la cual le introducimos una condicién inicial aleatoria y un termino de ruido aleatorio
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Introduccion 4

adicional:

dX; = a(t, Xy)dt +b(t, X;)dBt, Xo(w) =Y (w), (1)

donde B = (B, t > 0) es un movimiento Browniano, y a(t, x) y b(f, x) son funciones deter-
ministas. La solucién de esta ecuacion, si esta existe, es un proceso estocéstico.

De interpretar esta ecuacién como una integral estocéstica tenemos:
t t
X; = X0+/ a(s,Xs)ds—i—/ b(s, X;)dBs, 0<t<T. @)
0 0

Esta ecuacion es llamada una ecuacién integral estocastica Itd6. Muchos autores han in-
vestigado sobre las ecuaciones diferenciales del tipo (1) y, la existencia y unicidad de las
soluciones de estas ecuaciones se ha demostrado en cada uno de estos estudios y se basa
en la utilizacién de la ecuacién integral estocdstica propuesta en la ecuacién (2). Tanto las
condiciones para obtener la existencia y la unicidad de la solucién de este tipo de ecua-
ciones diferenciales estocdsticas asi como la demostracion se basan en las implementadas en
las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una forma de resolver estas ecuaciones diferenciales estocésticas es considerar una ecuaciéon

diferencial ordinaria de la siguiente forma:

x'(t) = f(t,x(t))  para t € [k, t]

x(to) = &p.

(3)

donde f : [f,t1] x R" — R" es una funcién continua, acotada y satisface la condicién de

Lipshitz siguiente:

f(tx) = f(t,2%)] < Llx' =27,

ara t € [to, t1] v x1, x%2 € R", siendo L una constante positiva.
P y p



Introduccion

Estas ecuaciones tienen solucién tinica. Con lo cual podemos hallar la soluciéon de la
ecuacién diferencial estocdstica planteada en (1). Este tipo de ecuaciones seran empleadas
en el desarrollo de este trabajo.

Para resolver la ecuacién diferencial (1), bajo ciertas hipétesis, fijamos las trayectorias del
movimiento Browniano y resolviendo la ecuacion diferencial deterministica.

Nuestro propésito es desarrollar e implementar esta técnica.



Capitulo 1

Existencia y unicidad de soluciones al
problema de valor inicial de ecuaciones

diferenciales de primer orden.

Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones mateméticas muy usadas para la resolucion
de problemas de todo tipo, interacciones de planetas, flujos de fluidos, reacciones quimi-
cas, dindmicas poblacionales y econdmicas, crecimiento de organismos, son algunos de los
innumerables ejemplos. Las soluciones de estas ecuaciones son curvas regulares x(f) que
representan el estado del sistema en cada instante.

Pocas ecuaciones diferenciales tienen una solucién analitica sencilla, mayormente es
necesario realizar aproximaciones y estudiar el comportamiento del sistema bajo ciertas
condiciones. Asi, en un sistema tan simple como un péndulo, para obtener una solucién sen-
cilla que describa aproximadamente su movimiento periddico, la amplitud de la oscilacién
ha de ser pequenia y el roce ha de ser despreciable.

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién de las ecuaciones diferenciales de



Capitulo 1. Existencia y unicidad de soluciones al problema de valor inicial de ecuaciones diferenciales de primer orden.

primer orden se requieren de algunas definiciones y teoremas.

1.1 Equicontinuidad.

Sean Ay B dos espacios métricos. Denotemos por C(A, B) el espacio vectorial de las fun-
ciones continuas de A en B. Sea F un subconjunto C(A,B) y t,t' € A. Decimos que F es

equicontinuo en t cuando dado ¢ > 0 existe §; > 0 tal que si d4(t,t') < J; entonces

dp(Ty(1), Te(t)) <e,

para toda f € F, donde d 4 y dp son funciones distancias definidas sobre los espacios A y B,

respectivamente.

1.2 Transformacion contractiva.

Se llama transformacion contractiva a la funcién definida T : M — M, con M un espacio
métrico, tal que:

A(T(x),T(y) <a-d(xy) VryeM

donde & es una constante tal que 0 < & < 1y d es la funcién distancia definida en M.

Un ejemplo de una transformacion contractiva se muestra a continuacion:
Sea | = [a,b] CRy T :C(J) — C(]) definido por T(¢)(x) = b+ [ f[t, ¢(t)]dt, donde f

satisface una condicién de Lipschitz de la forma

[f(xy) = f(x,2)] <Ky — 2]
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para todo x € J, todo z,y € Ry K > 0. Designaremos con L(]) la longitud del intervalo J.

Veamos que T es una transformacién contractiva

() () = T = | [ (7Lt o] = £l p(o)) ] <K

[ 1ot = vioia

<Klg-yl| ["a <KL(lg -l vre]

Luego si KL(]) < 1, entonces T es una transformacion contractivo.

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién ecuacién diferencial requerimos
uno de los teoremas de andlisis matemdtico mas importantes, el teorema del punto fijo de
Banach. Este teorema garantiza la existencia y unicidad de puntos fijos de ciertas funciones
definidas sobre espacios métricos y proporciona un método para encontrarlos. Debe su
nombre a Stefan Banach (1892-1945), quien fue el primero en enunciarlo en 1922. A conti-

nuacién el enunciado y la demostracién del mismo.

Teorema 1.2.1 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea A un espacio métrico completo. Toda
transformacion contractiva T : A — A posee sélo un punto invariante y solo uno, es decir, la

ecuacion T (1) = u tiene una tinica solucion.

Demostracion. Sea @o una funcién cualquiera de A y definamos una sucesién de funciones

{®n}n>0 mediante la férmula de recurrencia

Oni1=T(Pn)n>0 para n=20,1,2,..

donde T es una transformacion contractiva. Vamos a demostrar que la sucesion { ¢, } con-

verge a una funcién ¢ de C(A). Escribamos cada ¢, como suma telescopica,

n—1
Pn(x) = @o(x) + I;O{%H(X) — (%)}

Veamos ahora la convergencia de { ¢, }. Para ello se debe probar que la serie

¢aw+§¥wﬂwrwwwk
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converge uniformemente en A. Para ver la convergencia uniforme vamos a compararla con

la serie geométrica convergente
0]
M Z (xk,
k=0
donde M = ||¢o|| + ||¢1]], ¥ « es la constante de contraccién para T. Para establecer la

comparacion, basta probar la siguiente desigualdad
|@rr1(x) = gi(x)] < Mok,
para todo x en Ay todo k > 1. Ahora bien, para todo x € A
|Pr41(x) = @i ()| = |T(9x) (x) = T(pr-1) (¥)| < allpr = prall;

por lo que, basta probar

lpx — prall < Mok~
para k > 1. Demostremos por induccién. Para k = 1 tenemos
lo1 = @oll < llgall + [lgoll = M,

por lo tanto se verifica la hipétesis inductiva. Ahora supongamos cierto para k = n y de-

mostremos para k = n + 1, entonces
|@u+1(2) = @u(x)] < allgn — @uaal| < aMa*"! < Ma,
Como esto es valido para todo x € A entonces

|@ns1 — @nl| < Ma”,

con lo que se demuestra que

l@n — @n1| < Ma™"1.

Por consiguiente la serie

Po(x) + io (@ns1(X) — gu(0)},
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converge uniformemente en A. Es decir la sucesiéon de sumas parciales {¢, } converge uni-

formemente, esto es

¢(x) = lim @, (x) = @o(x) + }_{@rs1(x) — @r(x)}-
k=0

Luego, la funcién ¢ es continua en A ya que es el limite de una sucesién uniformemente

convergente de funciones continuas. Ahora demostremos que ¢ es un punto fijo de T, para

ello debemos a comparar T(¢) con ¢,+1 = T(¢,). Utilizando la propiedad de contraccién

de T tenemos
T(9)(x) = @1 (x)] = [T(@)(x) = T(pr) (x)] < af(x) = pu(x);
por otra parte,

00 n—1
9(x) = @n(x)| = |@o(x) + k_z;,){ﬁokﬂ(x) = ¢(x)} = [po(x) + k;){qvkﬂ(x) — ¢r(x)}]

[o¢]

:=;wmw%wu»s§wwmrmeSM§M-

Por lo tanto,

mmm—%mm§mi¢ﬂ

Cuando n — oo la serie
(0]
Z 0(k+1 -0
k=n
por ser la cola de una serie absolutamente convergente. Luego cuando n — 0, tenemos que
¢nt+1(x) — T(¢@(x)), pero también sabemos que ¢;,11(x) — ¢(x) cuando n — oo, tenemos
¢(x) = T(¢)(x) para cada x en A. Por lo tanto ¢ = T(¢), en consecuencia ¢ es un punto
fijo.
Veamos ahora que este punto fijo ¢ es tinico. Supongamos que existe otra funcién ¢ €

C(A) tal que T(y) = ¢. Entonces

lo =9l =T(e) = T()I| < alle -yl

10
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(1 —-a)lo -9l <0;

como 0 < a < 1 podemos dividir por 1 — a obteniendo la desigualdad ||¢ — ¢|| < 0. Ahora
bien, por definicién de norma sabemos que ||¢ — || > 0 entonces ||¢ — ¢|| = 0, y por lo

tanto ¢ — P = 0, es decir, ¢ = . O

Otra versién del teorema del punto fijo fue introducida por Brouwer en 1910. A conti-

nuacién de presenta dicho resultado.

Figura 1.1: Jan Brouwer (1881-1966)

Teorema 1.2.2 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Sea A C R" un conjunto homeomorfo a
B(0,1). Sea F : A — A una funcién continua. Entonces F admite un punto fijo, es decir, existe

x € A tal que F(x) = x.

Ahora si estamos listos para demostrar la existencia y unicidad de las soluciones al prob-

lema de valor inicial de las ecuaciones diferenciales de primer orden.
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1.3 Ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales son expresiones matemadticas que establecen relaciones en-
tre variables independientes, dependientes y las derivadas de ésta tiltima. Las ecuaciones
diferenciales se clasifican en dos tipos ordinarias y Parciales.

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales son:

a2
k8x2 - at ’

Y 4(W)3 3y =0,

42
dx
{ Y +ytan x) = sec(x),

El tipo de ecuacién diferencial que nos interesa estudiar son las ecuaciones lineales. Una

ecuacion diferencial lineal ordinaria es una ecuacién que tiene la siguiente forma:

An()y™ () 4 o+ A1 (1) (x) + Ao (2)y(x) = f(x),

donde y(")(x) es la derivada n-esima de y.
Mas atin, nos interesan las ecuaciones lineales de primer orden que tienen la siguiente
forma:
y' + P(x)y = Qx),
y(x0) = Yo,

donde P(x) y Q(x) son funciones continuas. La solucién de estas ecuaciones viene dada

y(x):exp(/ (dx> [yo-i—/ exp(/P dx)]

A continuacién enunciaremos y demostraremos el teorema de Picard-Lindelof y el teo-

or:

rema de Cauchy-Peano. Estos resultados son de gran importancia dentro del estudio de
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las ecuaciones diferenciales ordinarias ya que establecen bajo qué condiciones puede asegu-
rarse la existencia y unicidad de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria dado un

problema de Cauchy (problema de valor inicial).

Teorema 1.3.1 (Picard-Lindelof). Consideramos el problema

x'(t) = f(t,x(t)) para t € [to, 1],

x(tg) = €.

Sea f : [to, t1] x R" — R" continua, tal que satisface la siquiente condicién de Lipshitz

f(tx) = f(£,2%)] < Llx' =27,

para t € [to,t1] y x',x* € R", siendo L una constante positiva. Entonces el problema propuesto

tiene una tinica solucion.

Demostracién. En el espacio vectorial X = C([to, t1],IR") definimos la siguiente norma para

x € X,

Ix]| = sup{e ™ ) |x(1)] : t € [to, 1]},

siendo k > L una constante fija. Para demostrar el teorema, primero debemos probar que el

espacio X con esta norma es un espacio de Banach

Sea {x,} una sucesién de Cauchy en (X, ||||). Sea y,,(t) = e K(t=f)x, ().
Por una parte, {y,} € X ya que e ¥(!=0) € C([ty, t1]), x» € X y el producto de funciones

continuas es continua.
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Por otra parte, veamos que {y, } es de Cauchy con la norma infinita, sea n,m € N en-

tonces:
[Yn = Ymlleo = suplyn(t) — ym(t)] = sup(e 10 x, (1) — xm () ]) = |30 — 2.

Asi {yn} es una sucesion de Cauchy en (X, ||||«). Por lo tanto, (X, |||/ ) €s un espacio de

Banach.

Como el espacio (X, ||||«) es de Banach, existe y € C([to,t1]) tal que si n — oo entonces
1y = ylleo — 0.

Sea x(t) = ek(t=10)y(t), x € X ya que ekt=10) € X y y(t) € X.

Veamos ahora que si n — oo entonces ||x;, — X||cc — 0:

s — x| = sup (e |2,y () — x(£)]) = suple™ =10 xy (1) — eTHIT0)x ()|
= suplyn(t) =y(B)] = [yn = yllo-

Asi como ||y, — Y| — 0 cuando n — oo entonces ||x; — X||c — O.

Entonces X es un espacio de Banach.

Ahora, usaremos que el espacio X es de Banach y que la funcién f es de Lipshitz para
demostrar la existencia de la solucién del problema.

Definimos, para x € X:

Te(t) = e + /ttf(s,x(s))ds.

Sixq,x2 € X, usando el hecho de que la funcién f es de Lipshitz tenemos que:

IToy (1) — Ty ()] = [eo + /t:f(s,xl(S))ds e /t:f(Mz(S))dS
- ‘/ £(s,21(3))ds — £(s, xa(s))ds
< / [£(s,%1(s))ds — £ (s, x2(s)) ds

< [ Lhn(s) - xa(s)lds.
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de donde se concluye que

t
£ — T, (1)] < ek<ffo>L/ Ix1(s) — x2(s)|ds

— pk(t—to) . —k(s—to) gk(s—to) |x1(s) — x2(s)lds,
fo
t
- L (ek(s_to)e—k(t—to))e k S tO le( )—XZ(S)|dS
to
t
- L ek(S—t)e kS tO |x1( )—xZ(S)|dS
to

t
< L/ 6= ||y — xo||ds
to
t
= L|xy —x2||/ k5= ds
to
t
= L||x —x2||/ e Ktk ds
to

t
— Ll|x; — xzue—kf/ eds
fo

ks
= L|jx; — xafle ™™ (—) K
k 0

e
= Ly —xa| (e = e0)

okt gkt _ okt okto
k

_ e_k(t_tO)

k
1 L

< Llxy =22l { £ ) = 2llx =22,
k k

= L|lx1 — x2]

= L|lx; — x2|

k(- L
e HITI)| T (1) = Ty (1)) < 2l = xal.

15
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Tomando supremo tenemos

(i L
SUPe(to ) (€ k(t tO)‘Txl(t) — T, (1)]) < supieio ) (Eﬂxl - x2||)

L
Ty = Tyll <l = 2.

Como % < 1 entonces T es una transformacién contractiva y por el Teorema 1.2.1 ten-

emos que existe un punto fijo que es la solucién del problema. O

Teorema 1.3.2 (Cauchy-Peano). Sea el problema de Cauchy

x'(t) = f(t,x(t)) en [t t1],x(t) € R"

X(to) = £p.

(1.1)
siendo f : [to,t1] X R" — IR" continua y acotada. Entonces existe al menos una solucion del
problema.

Demostracién. Consideremos la ecuacién integral asociada

t
x(t) = € —i—/t f(s,x(s))ds.
0
Llamemos B = {x € C([to,t1],R") : |x(t)| < 1,t € [tp,t1]} y para x € B definamos la

transformacion x — Ty,

Te(t) = €0+ /t:f(s,x(s))ds.
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Sea M > 0y |f| < M. Entonces, se tiene

)] = leo+ [ fs,x(6)s] < eal + | [ Fls, ()

t t
< Jeol + | If(s,x(s))lds < leol + [ Mds
0 0

b
< Jeol + M [ ' ds < Jeo| + M(h — to)
0
Supongamos en principio que
leo| + M(t —t9) <1 (1.2)

Entonces, el conjunto de las transformaciones en B denotado TB esta contenido en B.

Por otra parte, six € By t,t' € [ty, t1], entonces

T (t) — T (t)]| = eo-l—/t:f(s,x(s))ds—so— tot f(s,x(s))ds| =

t:f(s,x(s))ds — t: f(s,x(s))ds

Sit >t entonces

T = L) = | [ f5,55)] < Mt =),

Sit < t', entonces

)~ (6] = | | t/f(s,x(S))' < M(F 1),

Por lo tanto,

Ty (t) — Tu ()] < M|t —F|.



Capitulo 1. Existencia y unicidad de soluciones al problema de valor inicial de ecuaciones diferenciales de primer orden. 18

asi TB es una familia equicontinua.
Ademas, si xi, x € By x; converge a x uniformemente en [ty, 1], es decir x; converge x

en la norma del supremo del valor absoluto definida en C([to, 1], R") , entonces

T (1) = Ta(£)| =

so—i—/t:f(s,xk(s))ds—so - /t:f(s,x(s))ds
= | [ Fsmtonds = [ s wlsas] =| [ (s xu06) = 75, (51| =
< [ 16 x1(5) = Fls 09 lds

y asi, por continuidad de f, Ty, — T, uniformemente en [t, t1]. Por tanto, T : B — B es una
transformacion continua respecto de la norma ||||.

Aplicando el Teorema 1.2.2, existe un punto fijo de T, es decir, existe una solucién del
problema de Cauchy planteado.

Si H = |eg] + M(t; —to) > 1, se puede definir

T|S

§(6x) = HfLHY) Y

Por lo tanto el siguiente problema

y'(t) =gt y(t) en [ty t],
y(to) = 1o,

tiene las mismas condiciones (1.2) y asi la ecuacién tiene una solucién y(t). Tomando x(t) =

Hy(t) se obtiene una solucion del problema original (1.1). O
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Procesos estocasticos.

El modelo matemaético basico de la teoria de la probabilidad es el espacio de probabili-
dad, que consta de una terna ordenada (), 7, P) en donde () es un conjunto arbitrario que
puede ser interpretado como el conjunto de todos los posibles resultados de un experimen-
to aleatorio. Al conjunto () se le llama espacio muestral y a un elemento de (2 se le denota
por w. El segundo elemento es una colecciéon no vacia F de subconjuntos de (), llamada
o-algebra. A los elementos de F, subconjuntos de (), se les llama eventos o conjuntos me-
dibles. Finalmente el tercer elemento es una funciéon P : F — [0,1], llamada medida de
probabilidad.

En estadistica, concretamente en la teoria de la probabilidad, un proceso aleatorio o pro-
ceso estocdstico es un concepto matematico que sirve para caracterizar fenémenos como
son las senales sismicas, el numero de manchas solares afo tras afio, La evoluciéon de la
poblacién de un municipio afio tras afio, entre muchas otras. Estas son sucesiones de vari-
ables aleatorias (estocdsticas) que evolucionan en funcién de otra variable, generalmente, el
tiempo. Cada una de las variables aleatorias del proceso tiene su propia funcién de distribu-
cién de probabilidad y, entre ellas, pueden estar correlacionadas o no.

A continuacién se presentan algunas definiciones que debemos conocer para poder in-

19
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troducir formalmente los procesos estocésticos.

2.1 Vector aleatorio.

Definicién 2.1.1 Un vector X = (X3, Xy, ..., X;;) es un vector aleatorio si sus componentes

X1, X5, ..., X;; son variables aleatorias.

Por ejemplo, un vector aleatorio podria medir el estado del tiempo en una determinada
ciudad o lugar a través del tiempo t, en donde las variables podrian ser: X; la temperatura,
X» la presion del aire, X3 la velocidad del tiempo, etc.

Andlogo a una variable aleatoria uno puede definir para un vector aleatorio la funcién

de distribucién, la esperanza, la varianza, la matriz de covarianza, etc.

2.2 Funcion de distribucion.

Al lanzar dos monedas al aire uno considera cuatro pares de posibles situaciones (C,C),
(C,S), (5,C), (S,S) (C=cara, S=sello) como los resultados del experimento. Estas posibili-
dades constituyen los resultados del espacio (). Asignemos 1a Cy 0a S. De esta forma,
obtenemos dos variables aleatorias X; y X, y X = (Xj, X2) es un vector aleatorio. Si la
moneda esta equilibrada entonces asignaremos 0.25 a cada una de los posibles resultados ,

entonces

P({we Q: X(w) = (k1)}) =025  kIe{0,1}.

Consideramos una coleccion F de subconjuntos de w y definimos una medida de probabili-

dad en el mismo, entonces asignamos un nimero P(A) € [0,1] para cada A € F.
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El conjunto de las probabilidades
Fx(x) = P(X1 < x1,.., Xy < xy) = P{w: X3(w) < x1, ..., Xp(w) < xp}),

x = (X1,.., Xy) €RY,

es la funcién de distribucion Fx de X.

2.3 Distribucion.

El conjunto de las probabilidades
Py(B) =P(X € B) =P({w: X(w) € B})

para un subconjunto B C R” constituye la distribucién de X.
Si un vector aleatorio X tiene una densidad fx, entonces la distribuciéon Fx de X puede

ser representada como

X1 Xn
Fx(x1, ..., Xn) :/_ /_ fx (Y1, - Yn)Ayq...dyn,

(x1,..xn) € R",

donde la funcion de densidad satisface

fx(x) >0 para x € R"

/_ /_ fx(Y1, e Yn)dyr...dy, =1
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2.4 Esperanza de un vector aleatorio.

La esperanza o valor medio de un vector aleatorio X esta dado por
ux = E(X) = (E(X1), ..., E(Xn))-

donde E(X;) = px, esla funcién esperanza definida para una variable aleatoria X; para cada

i=1,.., n.

2.5 Matriz de varianza y covarianza.

La matriz de varianza y covarianza de un vector aleatorio X esta definida asf
Yx = (cov(X;, X;);i,j =1,2,..n),

donde
cov(Xj, Xj) = E[(Xi — ux,)(Xj — px;)] = E(XiXj) — px,px,

es la covarianza de X; X;. Note que la cov(X;, X;) = var(X;) = (7)2(1,.

2.6 Vector gaussiano.

Un vector normal X = (x1,.., X,) es una coleccioén de variables aleatorias normales cuya

funcién de densidad conjunta esta dada por
1
) = G172 &P

donde ux es la media del vector y ox es la matriz de covarianza, el vector (X — ux) =

1
-5 (X = p)Z (X = px) L x € RY,

(X1 — My, o Xn — Mx,), (X — px)’ es su traspuesto y detZy es el determinante de la matriz de

covarianza.
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2.7 Proceso estocastico.

Siempre que estudiamos el comportamiento de una variable aleatoria a lo largo del tiempo,
estamos ante un proceso estocastico.

En general, trabajamos con procesos estocdsticos en cualquier caso en que intentemos

ajustar un modelo tedrico que nos permita hacer predicciones sobre el comportamiento fu-

turo de un proceso.

Definicién 2.7.1 Un proceso estocéstico a tiempo continuo X es una colecciéon de variables

aleatorias

(Xp,teT)=(Xe(w):teTCRwe Q)

definido en algtn espacio (), donde T es un intervalo, un conjunto finito o infinito numera-

ble.

Un proceso estocastico es una funcién en dos variables. Para un tiempo fijo t, este es una

variable aleatoria,

Xy =X (w), weQ.

Para un resultado aleatorio fijo w € (), esta es una funcién del tiempo,
Xt:Xt(ZU), teT.

Esta funcién es llamada una trayectoria del proceso X.

En la Figura 1 podemos observar las trayectorias de un proceso estocastico.

Un proceso estocastico X = (X, t € T) puede ser considerado como una coleccién de
vectores aleatorios (X¢,,.., Xy,) para t1,..,t, € T n > 1. Para cada uno de ellos podemos

determinar la esperanza y la matriz de covarianza.
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Figura 2.1: Trayectorias de un proceso estocéstico

2.8 Esperanzay covarianza de un proceso estocastico.

La funcién de esperanza para un proceso estocéstico X viene dada por
ux(t) =pux, = E(X¢), teT.
La funcién de covarianza de X esta dada por
X(t,s) = cov(Xy, Xs) = E[(Xs — ux(1))(Xs — px(s))], tseT.

Un ejemplo de procesos estocdsticos muy conocidos es:

2.9 Proceso estocastico gaussiano.

Definicién 2.9.1 Un proceso estocéstico X; es llamado gaussiano cuando cada uno de sus
distribucién finita-dimensionales son gaussianas multivariadas, es decir para cada seleccién
de0 < t; <. <t el vector aleatorio Z = (Xy,,..., X1, ) € R* tiene una distribucién normal

multivariada. Esto quiere decir que, existe un vector y; € R¥ y una matriz definida no
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negativa £y = (0;;) € R tales que:

1

P[Xy € F1,.. Xy, € Fr| = W /]__1 /}_k exp{—(x — ptk)Zk*l(x — yk)t}dx,

donde

X = (Xx1,..., %) € RF,
es un vector columna y
me = (E[Xt,], ., E[Xy]),

0'1',]' = z“(ti/ t])/ l/] = i,..., k.

Entre una de las caracteristicas de mayor utilidad que presentan algunos procesos es-

tocasticos es la de tener incrementos estacionarios e independientes.

2.10 Incrementos estacionarios e independientes.

Definicién 2.10.1 Sea X = (X;,t € T) un proceso estocasticoy T C R un intervalo.
e X tiene incrementos estacionarios si en distribucién
Xt — Xs = Xpop — Xsan
paratodot,s € Tyhcont+h,s+heT.

¢ X tiene incrementos independientes si para cada coleccionde t; € Tcont; < ... < t,y
n>1,

Xty — Xty oo Xpy — X4,

son variables aleatorias independientes.
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Como los procesos gaussianos estdn determinados por su funcién de media y su funcién
de covarianza entonces se dice que un proceso gaussiano X = (X, t € T, T = [0,0]6T = Z)

es estacionario si
ux(t+h)=ux(t) 'y covx(t,s) =covx(t+h,s+h)

ix es la media del vector y covx es la matriz de covarianza del vector X.

2,11 Movimiento Browniano.

Jan Ingenhousz describi6 el movimiento irregular de particulas de carbén pulverizadas
en la superficie del alcohol en 1785. No obstante, el descubrimiento del movimiento brow-
niano se atribuye tradicionalmente al botanico Robert Brown en 1827. Se cree que Brown
estuvo estudiando al microscopio particulas de polen flotando en el agua. Dentro de las
vacuolas de los granos de polen observé diminutas particulas con movimientos nerviosos.
Al repetir el experimento con particulas de polvo concluy6 que el movimiento no se debia a
que las particulas de polen estaban "vivas’, aunque no explicé el origen del movimiento.

El primero en describir matemdticamente el movimiento browniano fue Thorvald N.
Thiele en 1880, en un documento sobre el método de los minimos cuadrados. Fue seguido
independientemente por Louis Bachelier en 1900 en su tesis doctoral titulada "La teorfa de la
especulacién”, en la que se presenta un analisis estocdstico de accién y opcién de mercados.
Sin embargo, fue el estudio independiente de Albert Einstein en su articulo de 1905 el que
mostré la solucién a los fisicos, como una forma indirecta de confirmar la existencia de
atomos y moléculas.

El movimiento browniano juega un papel importante en la teoria de probabilidad, la

teoria de proceso estocastico, fisica, finanzas, entre otras ramas.
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Figura 2.2: Robert Brown 1773-1858

Un proceso estocéstico B = (B, t € [0,00)) es llamado movimiento browniano si satisface

las siguientes condiciones:
e Este inicia en cero: By = 0.
e Tiene incrementos independientes y estacionarios.
e Para cada t > 0, B; tiene una distribucién normal N (0, f).
e Las trayectorias son continuas.

Otras propiedades del movimiento browniano son:

E(B) = 0.

Var(B:) = E(B?).

COU(Bt, BS) = E(BtBs)

Procesos no estacionarios

cov(By, 4n, - By, +n) 7 cov(By,, ..., By,).
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En la siguiente seccion se introduce la nocién de integral estocdastica It0; primero veremos

su comportamiento en procesos simples para luego extenderla a procesos mds generales.

2.12 Integral estocastica.

Sabemos que las trayectorias de un movimiento browniano no son diferenciables y tienen
variacion no acotada. Esto tiene su mayor consecuencia en la definiciéon de una integral es-
tocdstica con respecto a las trayectorias Brownianas. La integral estocéstica It6 se definirad
como el limite en media cuadrética de sumas de Riemann-Stieltjes. También en esta sec-
cién conoceremos algunas herramientas conocidas como lema de It6 para la comprension y
solucién de la integral estocastica Ito.

Para poder definir la integral estocdstica Itd, requerimos conocer previamente algunos

conceptos importantes:
Definicién 2.12.1 La familia (F;,t > 0) de c—4lgebra de () es llamada una filtracién si
FsCFCF

paratodo0 <s <'t.

De manea intuitiva, una filtracién representa la evolucién de una historia.
Definicion 2.12.2 Sea X = {X; : € R"} un proceso estocéstico.

e Se dice que X es un proceso medible si X : Q) x RT — R es una funcién medible con

respecto a la o-dlgebra producto F @ B(RT). Esto es X ! (B(R)) C F ® B(R™).

e X es adaptado a la filtracion {F; : + € R} si X; es Fy-medible (i.e.,X;l(B(IR)) C Fy),
parat € R"
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e La filtracion definida por F; = 0{X; : s < t} esla 0- dlgebra mas pequefia que contiene
a la familia {X;'(B) : s € [0,t],B € B(R)}. Esta filtraciéon es llamada la filtracion

natural del proceso estocéstico X.

2.13 Integral estocastica Ito.

La integral estocastica surge de la necesidad de resolver determinados problemas, en los
que aparecen implicados ciertos procesos estocdsticos, como el movimiento Browniano, por

ejemplo las integrales del tipo:
t
| £, w)dB.(w).
El hecho de que las trayectorias del Movimiento Browniano no sean diferenciables ni de
variacién acotada impide integrar respecto a este movimiento en el sentido de Riemann-

Stieltjes. Surge por tanto la necesidad de crear una nueva integral, que en casos de regulari-

dad del integrando coincidird como la integral de Riemann-Stieltjes.

Figura 2.3: Kiyoshi It6 1915-2008

29
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2.14 Integral estocastica It6 para procesos simples.

Iniciamos el estudio y construccién de la integral de Itd6 con las funciones simples, las
cuales definimos a continuacién.

Un proceso estocastico C = (Cy, t € [0, T|) es un proceso simple si satisface las siguientes
propiedades:

Existe una particion
Tn:0:t0<t1<...<tn_1<tn:T,
y una sucesion (Z;,i = 1,..,n) de variables aleatorias, tal que

Zy, si t=T

Zi, si ti1<t<t,i=1,.,n.

C =

donde la sucesién (Z;) esta adaptada a Fy, = O'{Bt]. 1t < t;}, por lo que Z; es una funcién
del movimiento Browniano en el tiempo t;_1, y satisface que E[Z?] < oo para todo i.

Un proceso simple es entonces un proceso "constante" a trozos, adaptado a F; y tiene
trayectorias cuadrado integrables. Denotaremos por Ly al espacio vectorial de todos los
procesos estocésticos simples.

Conociendo como son los procesos simples entonces podemos definir la integral estocds-

tica It6 para procesos simples de la siguiente forma:

Definicién 2.14.1 La integral estocastica Itd para procesos simples C en [0, T] viene dada

por

T n n
/ CodBy =Y Ci (B, — By ,) = Y ZiAB.
0 i=1 i=1
La integral estocéstica Itd para procesos simples C en [0, t], tx_1 < t < f;, se define como
k—1

t T
I(C) = /0 CydBs = /0 CilljgdBs = Y. Zi\B + Z4(Bi — By, ),
i=1
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donde Y°¥ | Z;A;B = 0.

Algunas propiedades de la integral estocdstica Itd para procesos simples son:

e La integral estocéstica Itd tiene esperanza cero, esto es E[I;(C)] = 0.

Como Z; y A;B son independientes entonces la E[(Z;A;B)] = E[Z;]E[A;B] = 0 asi la
E[I:(C)] = 0.

e La integral estocdstica Itd es cuadrado integrable y satisface la propiedad de isometria:

/ CodBs)?

/ E[C2ds, te[0,T]

thk 1 Btk Btk—l)]z

n

= Z Z E[Ctk—lctj—l(Btk - Bikq)(Btj - Bt]»_l)]-
k=1j=1

Consideremos ¢j = ¢{By,, t; < t;}.Parai < j se tiene
E{E[kaAijq (Bfk - Btkq)(ij - Bt,‘71)|0—]’]}-
Por independencia,

E((Bt]- - Btj—l))E(Ctk—lctj—l(Btk - Bfkq)) = 0.

Sij > k, el caso es andlogo.

Si j = k, entonces
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t
E (/0 CSdBS) Z E[Ctk 1 Btk - Btk—l)z]
t
— Z E[C2 E[(By — By, ) Z E[CE (b~ teq) = /O E[C2ds].

e La integral estocéstica de It0 es lineal: Para constantes c1, c2 y procesos simples c§1> y

c!? sobre 0, T].
t t t
/O e1CY 4 ,CP)dB, = ¢ /0 cdB, + ¢ /0 c@ 4B,

La integral estocdastica de It0 es lineal sobre intervalos adyacentes. Para0 <t < T.

T t T
/ C.dB, = / CodBs + / C.dB..
0 0 t

e El proceso I(C) tiene trayectorias continuas.

2.15 La integral estocastica Ito.

En la seccién anterior vimos como es la integral de Itd cuando los procesos son simples,
ahora vamos a extender la integral estocastica a procesos mas generales.

Sea L£;[0, T| el espacio de todos los procesos medibles,

® = {C(t,w);t e R",w € O}
= {C(w) } =0,

adaptados a F; = 0{Bs;s < t} tales que,

t
ICIBr = E[ || CRaw)ds] < .
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La métrica asociada a este espacio es
o0
ICl2 =} 27"(ICllzn A D).
n=1

Este espacio es completo respecto a esta norma, es decir, es un espacio de Banach. Por lo
tanto, toda sucesion de Cauchy en este espacio tiene limite en él.

Queremos darle sentido a la definicion de fot C¢(w)dB; para toda C € £;]0, T|. Para esto
recordemos que todo proceso simple es un elemento de £,, entonces tenemos que Ly C Lo,
ademads L es denso en £, respecto a la norma asociada. Esto significa que para cualquier

proceso C € L]0, T] existe una sucesion de procesos simples

1
Cul(t) =} Cillys,_, 1y (1),
i=1

donde C; son procesos simples F;-medibles y cuadrado integrables, tales que C, | C,

tim [ (Calt) — (1))t =0

asi definimos

T T
/ C(t)dB; = lim [ Cy(t)dB..
0

n—oo 0

Esta integral existe ya que
T
0

es una sucesion de Cauchy, puesto que
t T T
El [ Cult)dBi— [ Cu(t)dBi| = [ E[Ca(t) — Cu(t)dt — 0
0 0 0

Notemos que esta integral es una variable aleatoria integrable, tal que E(I(C)) = 0.
Ademéds es cuadrado integrable y se puede ver facilmente, que la definicién no depende
de la sucesion, de esta manera usando la propiedad de isometria para funciones simples y

el teorema de convergencia dominada tenemos que

2
lim E [ /0 TCn(t)dBt] = lim OTE(Cn(t))zdt: /0 "B (1))

33
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Luego, ) ) ;
E[ /0 Cn(t)dBt} - /O E(C(1))dt.

Definicién 2.15.1 Sea C € £;[0, T], entonces la integral estocéstica It I (C) esta definida por

T T
I(C) = /0 C(t)dBy(w) = lim [ Cy(t)dBi(w),

n—oo 0

donde {C,} es una sucesion de funciones simples tales que

L[ 1C() ~ Cy(e)Pat] — 0,

cuando n — oo.

Propiedades de la integral estocastica de Ito.

e Laintegral de It0 satisface la propiedad de isometria:

t t
E(/ csdBS)Zz/ EC2ds, te[o,T].
0 0

e Laintegral estocéstica It6 es lineal: Para constantes c1, c2 y procesos Cs(l) y Cs@ en |0, T],

se satisface que:
t t t
/O e1CY 4 ,CP)dB, = ¢ /0 cdB, + ¢, /0 c® 4B,

También la integral es lineal en intervalos adyacentes:

T t T
/ CodBs — / C.dB, + / C.dBs,
0 0 t

para0 <t <T.

Veamos un ejemplo de la integral estocastica Ito.
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Sea B = (B, t > 0) un movimiento Browniano. Consideremos la suma de Riemann-
Stieltjes
n
Sw=)_ B AB,
i=1
donde

Tn:0:t0<t1<...<tn:t

es una particién de [0, f] y, para cualquier funcién f sobre [0, ¢],

Af : Azf = f(ti) — f(tl',l), i = 1,..., n,
son los correspondientes incrementos de f y
Ai =t —t_1, = 1,..,n.

Notese que S, puede escribirse de la siguiente forma:

1, 1¢ , 1., 1
STZ = EBt — E Z(AZB) = EBt — EQn(t),

i=

[uay

ya que (A;B)? = (B, — By,_,)* = Bg + Bt{_i — 2B..By, .. Luego

E[Qu(1)] = éE[(AZBﬁ - éai .y,

recordando la independencia de los incrementos del movimiento Browniano, se tiene que

2 n
var(Qu(t)) = ;var[(AiB)z] = ;[E(AZB)4 — A,

i=1 i
una variable aleatoria Y que se distribuya N(0, 1) tiene E[Y*] = 3. De aqui,

1

E(By) = E[B;,_;,_,] = E[(A:)2B;]* = 3A7

i

Esto implica que
var(Qu(t)) =2 AZ,

t=i
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Asi, si

max(t,) = max A — 0,

obtenemos que

var(Qyu(t)) < 2max(t,) i A; = 2tmax(t,) — 0.
i=1

Luego var(Q,(t)) = E(Qu(t) — t)? y mostramos que Q,(t) converge a t en el sentido

cuadratico. Podriamos tomar este limite como el valor de la integral fot BsdBs, entonces

t 1
/ BedBs — = (B2 — 1).
0 2

2.16 Ellema de Ito.

De la regla de la cadena y el teorema fundamental del calculo sabemos que

F(&(6) ~ F(50)) = [ £/(5())dg(s)

donde g es derivable en s y f derivable en g(s). La pregunta que nos hacemos es, ;Qué pasa
si sustituimos g(#) por un movimiento Browniano?.
La respuesta a esta pregunta nos da una caracterizacién sencilla de la muy conocida e

importante férmula de Ito.
Lema 2.16.1 (Lema de It6). Sea f una funcion dos veces continuamente diferenciable. Entonces

f(Bt) — f(Bs) = /Stf'(Bx)de + % /Stf”(Bx)dx, s < t.

Esta expresion es conocida como la férmula de Ito.
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Demostracién. Sea f € C?, consideremos sin pérdida de generalidads =0y 0 =ty < f; <
p & y

.. < by = t una particién de [0, t] luego

m—1

f(B) = f(Bo) = }_ [f(Br,,) — f(Br)]- (2.1)

i=0

Como f : [By, Bf] — R es una funcién tal que 'y f” estan definidas en [By, B;]. Sean
a,x € [By, B¢| tal que a # x, entonces haciendo un desarrollo de Taylor de orden dos de f en

torno a el punto a tenemos

2 P2 (0t = )+ Fa) (B - )+ L0 (B, - 0

2 "(a
Zf Jx—a)f = £(0) + /@) By — ) + L2 (B, — )2

k=

o

Luego

f(Bfi+1) _f(Bti) = f/(a)(Bti+1 - Bti) + @[(Bti - ) (Btz+1 - )2]

= f ( )(Btz-H - Bti) + f/lz(a) [(Bti - Bti)(Bti-H + Bti - 2a)],

tomando a = B;; obtenemos
/ L f7(By)
f'(Bt;)(By,y — By) + =———=[(Bt,,; — Bt,) (B, + By, — 2By,)]

2
= f/(Bti)(Bti-H - Bfi) + f”(thi) (Bt

Esta igualdad es al segundo orden, el resto es de orden superior.

o Bti)z‘

i+1

Por otro lado, sea G la c—élgebra generada por (B;, 4; — Bt), entonces
(dBt)* = (Byyar — Br)* = E[((Bryar — B1)?)[G]
= E[B,4|G] — 2E[Br+a:Bt|G] + E[BF|G]
= E[B}, 4] — 2E[BytBt] + E[Bf]
—t4dt —2[(t+dt) A t] + ¢
=t+dt—2t+t=dt, (2.2)
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es decir,
(dB;)? = (By g — By)? = dt.

Luego

f(Bti+1) - f(Bti) = f/(Bti)(Bfi+1 - Bti) + f//(thi) (sz‘+1 - Bti)z'

Entonces la ecuacion 2.1 se convierte en

m—1 ; m—1 f”(Bt- )
f(Bt) _f(BO) = Z f (Bti)(BtiJrl - Bfi) + 2 > : (Bfi+1 - Bti) + .

i=0 i=0

y haciendo (B;,,, — B;;) — 0 tenemos

F(B) — f(Bo) = [ £/(B)aB+ 5 [ f'(B) (@B
t / 1 t 1
= | £(BydBe+ 5 [ 1 (Bs.

2.17 Extension del lema de Ito.

Para resolver las ecuaciones estocasticas presentadas en este trabajo se requiere extender
el lema de It6 visto en la seccién anterior. Comenzaremos con un proceso estocastico f (¢, Bt)
para el lema de Itd. Asumiremos que la funcién f(t, x) tiene derivadas parciales continuas
al menos de segundo orden.

Usando la expansion de segundo orden de Taylor tenemos:

f(t+dt,Berar) — f(t, Br) =f1(t, By)dt + fo(t, Bt)dBi+

+ %[fn(t, B:)(dt)* + 2fa(t, Bt)dtdB; + for(t, B)(dB)?] + ...,
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en donde

fi(t,x) = %f(xl,xz), i=1,2.

i
fii(t, x) = aijq(%jf(xl,xz), i=1,2.

Como en el calculo clésico, los términos de orden mayor pueden ser despreciados, tam-

bién pueden ser despreciados los términos con los factores dtdB; y (dt)?. El factor (dB;)?

puede ser interpretado como dt tal como vimos en la ecuacién (2.1) de la seccién anterior en-

tonces el termino con (dB;)? no puede ser despreciado. Luego, integrando ambos lados en

un sentido formal y reuniendo los términos con dt y dB; conseguimos la siguiente formula:

F(t,B:) — (s, Bs) = /St [fl(x, By) + %fzz(x, Bx)} dx—l—/stfz(x, B.)dBx, s < L

Esta formula es una extension del lema de It6 cuya demostraciéon de manera formal se

puede encontrar en [1].

2.18 Ecuacion diferencial estocastica.

En el Capitulo 1 estudiamos la definicion, existencia y unicidad de las ecuaciones dife-
renciales del tipo lineales de primer orden bajo condiciones iniciales, pero es bien conocido
que este tipo de ecuaciones caracterizan fenémenos dado un ambiente ideal y que no toman
en consideracion efectos producidos por el medio ambiente y otros factores, este tipo de
fenémenos ajenos a estas ecuaciones diferenciables pueden ser agregados mediante compo-
nentes aleatorios.

La forma maés sencilla de introducir una variable aleatoria en esta ecuacién es colocando
una condicién inicial aleatoria. La solucién x(t) se convierte en un proceso estocdstico
(X, t €[0,T]):

dXt = Il(t, Xt)dt, Xo(ZU) = Y(ZU)

39
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Esta ecuacion es llamada ecuacion diferencial aleatoria. Esta ecuacién no requiere de
un calculo estocastico para resolverla, se resuelve por métodos clasicos y luego se ajusta
a la condicién inicial. Para nuestro caso vamos a introducir ademds un termino de ruido

aleatorio adicional:
dX; = a(t, Xy)dt + b(t, X;)dBt, Xo(w) =Y (w),

donde B = (B, t > 0) es un movimiento Browniano, y a(t,x) y b(t, x) son funciones deter-
ministas. La solucién de esta ecuacion, si esta existe, es un proceso estocéstico.

De interpretar esta ecuacién como una integral estocéstica tenemos:
t t
X = Xo + / a(s, Xs)ds + / b(s,X,)dBs, 0<t<T,
0 0

donde la primera integral es una integral de Riemann, y la segunda es una integral estocas-
tica de Ito.

Esta ecuacion es llamada una ecuacion integral estocéstica de Ito.



Capitulo 3

Existencia y unicidad de la solucion de

una ecuacion diferencial estocdastica Ito.

Existen diferentes demostraciones para la existencia y unicidad de la solucién de una
ecuacioén diferencial estocdstica. Por ejemplo, en la tesis de la Lic. Jocelyn Le6n Pastran ,[4],
se usa el lema de Borel-Cantelli para la demostraciéon. Para nuestra demostracién usare-
mos el método propuesto por Halim Doss [1] en el afio de 1977, usando la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria para encontrar la solucién de la ecuacién diferencial estocds-

tica.

Teorema 3.0.1 Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad, B un movimiento Browniano, y { F; } una
o-algebra generada por el movimiento Browniano. Supongamos que o es de clase C*(R) con primera
y sequnda derivada acotada y b una funcién Lipschitz-continua, entonces la ecuacion diferencial

estocdstica unidimencional
dXy = o(Xt)dBt + b(Xy)dt, Xo(w) = Xo, (3.1)
tiene una 1inica solucion, esta puede ser escrita de la forma
Xi(w) := h(Bi(w), Di(w))); 0<t<oo,weEQ,
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para una funcion continua h : R?> — R y un proceso D el cual es la solucién de una ecuacion

diferencial ordinaria para cada w € Q).

Demostracién. Consideremos la ecuacién integral estocdstica asociada a la ecuacién diferen-

cial estocastica (3.1)
t t
X; = Xo + /0 o(Xs)dBs + /0 b(Xs)ds, (3.2)
y sea i(x,y) : R? — R una solucién de la siguiente ecuacién diferencial:

%h(x,y) =o(h(x,y)), h(x,0)=x, (3.3)

donde h existe y es tnica por el teorema Cauchy-Peano y el teorema de Picard-Lindelof.

Luego, derivando tenemos

aZ
Sah(xy) = o(h(x,y))o' (h(x,y)),
y
82 h _ /h a h 3.4
aya () = o (W y) k), G4
d

de donde se puede observar que la ecuacién (3.4) es una ecuacién diferencial exacta cuya

solucién es:
%h(x,y) — exp < /0 ’ a'(h(x,z))dz> . (3.6)

Sea T > 0 una cota de ¢’ y ¢ entonces:
y y
exp (/ U’(h(x,z))dz) < exp (T/ dz) <exp(Ty),
0 0

exp (/Oy a’(h(x,z))dz) > exp <—T/Oy dz) > exp(—Ty). (3.7)

De los resultados (3.7) y (3.6) tenemos que:

|h(x1,y) —h(x2,y)| = < |x1 — x2| exp(Ty).

/xxl eXP(/Oy g’(h(x,z))dz)dx

2

42



Capitulo 3. Existencia y unicidad de la solucién de una ecuacién diferencial estocastica Ito. 43

Ahora, tomemos en cuenta la siguiente desigualdad (teorema de valor medio de La-

grange). Sean f una funcién continua y derivable tenemos
a /
T S MXelnh (f'(x))
En particular, tenemos que

| exp(a) — exp(B)| < max(exp(a), exp(B))|a — B|

luego,

exp( /0 ! o (h(x1, 2))dz) — exp( /O ! o (h(x2,2))d2)

< max (exp (/Oy U’(h(xl,z))dz) exp (/Oy U’(h(xz,z))dz)> /Oy 0 (h(x1,2)) — & (h(x2,2)) |dz

< exp(Ty) [ 10" (h(x1,2)) = o/ (h(x2,2)) iz
< exp(Ty) /y max (") |h(x1,z) — h(xp,z)|dz
0
y
< Texp(Ty)|x1 — x2|/0 exp(Tz)dz
y
< Texp(Ty)|x1 — x2| exp(Ty)/O dz

< Tyexp(2Ty)|x1 — x2|

Asi la funcién g(x,y) = exp(— Oy 0’ (h(x,z))dz)) es Lipschitz-continua y acotada en y.

Por otra parte si L; y L, son las constantes de Lipschitz de o y b respectivamente, entonces
" (h(x1,y))o (h(x1,9)) + b(h(x1,y)) — 0" (h(x2,y))o (h(x2,y)) = b(h(x2,y))]

< [max (o’ (h(x1,y)), o' (h(x2, y)lo(h(x1,y)) = o(h(x2, )| + [b(h(x1,y)) = b(h(x2,y))]

< Lyexp(Ty)|h(x1,y) — h(x2,y)| + L2|x1 — x2
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< (Lyexp(2Ty) + La)|x1 — x2|,
de donde se obtiene que el siguiente producto:

) = ) (=30 () (hGe,) + bk () ), (8)

el cual satisface la condicién de Lipschitz. Fijando w € (), sea D;(w) la solucién de la

ecuacion diferencial ordinaria
{%mwoﬂ&w»mwm,
Dy(w) = Xo(w).

Esta ecuacion tiene una solucién general dado que f satisface la condicién de Lipschitz.

Definamos X;(w) := h(B¢(w), D;(w))), ahora probaremos que la funcién X;(w) satisface
la ecuacién (3.2). Aplicando el lema de It6 visto en el capitulo 2 y usando las ecuaciones
(3.3), (3.5), (3.6) y (3.8) tenemos que:

Xt — Xo = h(Di(w), Bi(w))

t 42
2 Jo dy?

= / h(Ds, Bs))dBs —I—/ {exp (/Bs U’(h(Ds,z))dz>

[exp( /OS ’(h(DS,z))dz) (—%a’(h(DS,BS)a(h(DS, s))) +b(h(Ds, B )))}}ds

+/ 50 (1(Ds, Bo))r((Dy, By) )ds

:/0 O'(Xs)st+/() b(X;)ds

Asi el proceso (X;) es la solucién de la ecuacién (1), continua y {F; }-adaptada.

_/ 2 h(Ds, B, st+/ 4 (D, B)Dlds + [ 1(D., B,)ds

La solucién de esta ecuacion es tinica ya que la funcién f(x, y) es de Lipschitz con lo que
la ecuacion diferencial (3.6) es tinica por el teorema 1.3.1 entonces la solucién propuesta (X;)

también es tinica. O



Capitulo 3. Existencia y unicidad de la solucién de una ecuacién diferencial estocastica Ito.

Veamos un ejemplo de esta aplicacién para una ecuacion diferencial estocastica dada:

Ejemplo: Tomemos la siguiente ecuacién diferencial ordinaria que modela la propa-

gacién de un virus en una poblacion:

B kx(t)y (1)
en donde x(t) es el nimero de personas contagiadas, y(t) es el numero de personas sanas y
k es la constante de crecimiento.

Antes de introducir un termino aleatorio a nuestra ecuacion diferencial para convertirla
en una ecuacién diferencial estocastica vamos a ver como es la solucién de la ecuacién difer-
encial ordinaria y asi compararla con el esquema de la solucién de la estocastica.

Supongamos que en una poblacién de N personas, inicialmente se introduce una persona
contagiada entonces x(t) +y(t) = N+ 1dedonde y(t) = N+1— x(t). Asinuestra ecuaciéon
diferencial queda de la siguiente forma

LZ = kx(t)(N+1—x(t)) = k(N + 1)x(t) — k(x*(t)),

donde la condicién inicial es x(0) = 1. Esta ecuacion diferencial se resuelve por el método

de separacion de variables por medio del cual tenemos que la solucién es:

/(k(N+1 x — kx2) /dt
Ln(x) — Ln(kx — k(N +1))

KNS T) =t+Cq,
Ln(kx —k(N+1)) — Ln(x) = =k(N + 1)t — k(N +1)C4,
kx — k(N +1)

Ln(

Sea C = ¢ FINT1)C1_entonces

N ) = k(N + 1)t — k(N +1)C.

kx — k(N + 1) _ Ce_k(N+1)t'
X
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Como x(0) = 1, tenemos que
C=k—k(N+1)=—kN.

Luego, sustituyendo el valor de C, tenemos que

kx —k(N+1)
x

— —kNe_k(N+1)t,

kx + kNxe *NFDE — (N +1),

x(k + kNe *NFDH — k(N 4-1),

X(f) = N+1
1+ Ne kN+1E

Asi tenemos la solucién de la ecuacion diferencial. En general, la propagacion de virus no

tiene una forma tan sencilla debido a factores aleatorios que no se incluyen en esta ecuacion.
Para generalizar esta ecuaciéon vamos a introducir un termino aleatorio a nuestra ecuacién

diferencial. Asi la ecuacién nos queda de la siguiente forma:
dx = kx(t)y(t)dt + x(t)dBt.
Ahora, veamos la ecuacion diferencial como una ecuacién integral
—k/ s)y(s) ds+/ s)dBs + xj.
Nuevamente, tomando y(t) = N +1 — x(t) y xo = 1, se tiene
_k/ )N +1— x(s) ds+/ s)dBs + 1. (3.9)

Para utilizar el método de Doss tenemos que ver que las condiciones del teorema se

satisfacen. La funcién x es continua y, ademas, satisface la condicién de Lipschitz pues

|x1 — x2| < 1|x1 — x2].
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Asi la constante de Lipschitz es igual a 1. La funcién x tiene primera y segunda derivada
acotada. Entonces, tenemos que la ecuacion (3.9) satisface las condiciones del teorema.

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial

%xy,y) =o(h(x,y)), h(x,0)=x
donde o (x) = x, entonces
dh(x,y) _ _
T = (hxy), hx0) =x

haciendo h(x,y) = xe¥, tenemos

S =,
h(x,0) = xe® = x.

g(x,y) — foyg’/(h(x,z))dz — e foydz — e—y/ (310)

Ahora sea

Fx,y) = 800 y) (50" (1, 1) (h(x, ) + b (x, ). (3.11)

sustituyendo (3.10) en (3.11) tenemos

f(xy) = e ¥(—gxe! + (x (N +1 - xe)))

1
= x(—§+ (N+1—xée"))
1
=x(N+ 5~ xeY).

Llamemos L = N + 3. Ahora fijando w € Qy sea D;(w) la solucién de la siguiente
ecuacion diferencial

D) _ f£(By(w), Di(w)) = LBi(w) — eP @) B (w),
Do(w) = xg(w) = 1.

Y, asi, tenemos que la tinica solucién de la ecuacion (3.9) es

Xi(w) := By(w)ePr®),



Conclusiones

Es importante mencionar que en el presente trabajo de investigaciéon, sobre el vinculo
entre las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales estocésticas, se
pudo observar en el ejemplo de la aplicaciéon del cédlculo estocédstico en el modelaje de la
propagacion de virus que a pesar de que la ecuacién es a simple vista muy sencilla y las fun-
ciones que contiene pueden ser manipuladas con facilidad la ecuacién diferencial estocéstica
asociada al problema, es dificil resolver usando el método planteado en este trabajo. Sin em-
bargo, a partir de estos resultados conseguidos se puede conseguir una solucién numérica
utilizando otros métodos como el expuesto en el trabajo especial de grado realizado por la
lic. Jocelyn Ledn Pastran, [4].

Por otro lado, este método nos brinda una herramienta que vincula una ecuacién diferen-
cial estocéstica, que en principio es muy dificil de resolver sin usar métodos numéricos, con
la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria que, en muchos casos, puede simplificar el
problema y darnos una solucién explicita del mismo.

A pesar de que la solucién mostrada en este trabajo es bastante general e incluye muchos
casos de aplicaciones en los cuales puede ser utilizados, atin se pueden llegar a ampliar
las condiciones del teorema para resolver muchas otras aplicaciones, lo que invita a seguir

estudiando este tipo de ecuaciones.
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