ARTICULOS

Acta Cient, Venezolana 33: 185-192, 1982

USO DE FUNCIONES

DE GREEN EN PROBLEMAS
DE FORMA DE LINEA

EN RESONANCIA
MAGNETICA NUCLEAR

Martin Landrove, M. y Moreno, J. A.
Departamento de Fisica. Facultad de Ciencias
Universidad Central de Venezuela

A.P. 21201. Caracas 1020-A. Ven_ezuela.

RESUMEN

Se presenta un método mediante el cual, con el uso de funciones de
Green de dos tiempos, se puede encontrar la forma de linea en expert-
mentos de RMN, asi como su comportamiento con la temperatura, de
manera directa. Los calculos se realizan sobre un sistema de dos spins
en un rotor unidimensional obteniéndose la dependencia con la tem-
peratura de la forma de linea y del segundo momento de ¢sta.

USE OF GREEN FUNCTIONS IN LINE SHAPE
PROBLEMS IN NUCLEAR MAGNETIC RESONANCE

ABSTRACT

A method bases on the two times Green function formalism 1s pre-
sented. It permits the straightforward determination of the line shape
in Magnetic Resonance experiments together with its temperature be-
havior. Model calculations are made on a two-spin system attached to
- a one-dimensional rotor obtaining the temperature dependence of its
Magnetic Resonance line shape and second moment.

[. INTRODUCCION

El método de las funciones de Green de dos tiempos ha sido
ampliamente utilizado con éxito en muchas aplicaciones (teo-
ria de ferromagnetismo y magnetismo,! calculo de secciones
eficaces de dispersion de neutrones,? superconductividad,?
etcétera). Adicionalmente su uso aparece casi de manera ob-
via en la determinacion de la respuesta de un sistema de spins
nucleares a la excitacion producida por un campo externo de
radiofrecuencia en la suposicion de que €sta es lineal.

En el presente trabajo damos los lineamientos generales
para la determinacion de la forma de linea de absorcion en
sistemas sencillos, como por ejemplo: algunos spins nucleares
contenidos en moléculas de simetria definida, con la posibili-
dad de que éstas roten en presencia de un potencial de interac-
cion molecula-sitio.
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El problema de rotacidn con interaccion molécula-sitio ha
sido tratado y resuelto? para rotores uni-, bi- y tridimensiona-
les. Nosotros por simplicidad sélo trabajaremos con rotores
unidimensionales con spins nucleares I =1/2, aunque el
calculo, por ser general, es susceptible de extenderse con faci-
lidad a rotores de mayor dimension con diferente valor del
spin nuclear, como se mostrara en otros trabajos de esta serie.

En la seccion II de este trabajo se discute como aparecen las
funciones de Green de dos tiempos en RMN, concretamente
en la forma de linea, haciendo uso de la teoria de respuesta li-
neal de Kubo.?

Adicionalmente se plantea el problema fisico y se introduce
una representacion adecuada para escribir la ecuacion de mo-
vimiento de la funcidon de Green que permite obtener la solu-
c10n mediante un calculo perturbativo, obteniéndose ésta has-
ta primer orden en la interaccion entre los spins nucleares.

En la seccion 1II se aplican los resultados al problema de un
rotor unidimensional con dos spins nucleares (I = 1/2) y se de-
termina la forma de linea y su comportamiento con la tempe-
ratura. Se encuentra un estrechamiento de la linea a altas tem-
peraturas obteniéndose a la vez la temperatura a la cual esto
comilenza a suceder. Ademas, en ausencia total de interaccion
molecula-sitio, la linea se mantiene estrecha a cualquier tem-
peratura como es de esperar.

II. RESPUESTA LINEAL EN RMN.
PROBLEMA FISICO Y ECUACION
DE MOVIMIENTO PARA LA FUNCION
DE GREEN

a) Respuesta lineal

En general, al considerar respuesta lineal, la perturbacion
aplicada al sistema es pequefna en comparacidon con las ener-
gias caracteristicas de éste y ademas su encendido se hace
adiabaticamente de manera de no afectar drasticamente las
poblaciones entre los niveles del sistema. Ambas condiciones
se dan en experimentos de RMN de banda ancha y en muchos
experimentos de RMN pulsada, por lo que la aplicacion de la
teoria de respuesta lineal es evidente. Como nos interesa ver
la variacion de la potencia absorbida por el sistema, en pro-
medio y por rango de frecuencia, supondremos una perturba-
c10n periddica con frecuencia o, de la forma:

i 4 ™

H' = R, { H! e&ferfwf} — R ¢ —yhH, et eior ¢ (IL1)

€ €
\

donde vy es la constante giromagnética de los nucleos reso-
nantes, I~ es el operador de momento angular transversal de
spin y H, la intensidad del campo magnetico de radio fre-
cuencia. Ademas, para mantener la adiabaticidad de la pertur-
bacion, se debe cumplir que € > 0, t - — = y se debe tomar
el limite ¢ — 0+ al final de los calculos.

De acuerdo a la teoria de respuesta lineal, la absorcion
media de energia por unidad de tiempo por parte del sistema
excitado es:®

O <H*|H >, (11.2)

dt 2
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Figura 1. Formas de linea para diferentes valores de V, a diferentes tempera-

turas. Obseérvese la estructura de dos lineas a bajas temperaturas [(a) y (c)] v su

colapso al incrementar la temperatura [(b) y (d)] a esencialmente una sola linca

central, produciendo esto una disminucion del segundo momento. Los angulos
se escogieron para hacer mas patente este efecto.

donde < H*|H'> , representa la transformada de Fourier de
la funcion de Green retardada de dos tiempos para ¢l Hamil-
toniano de perturbacidon H!, cuya expresion es:’

< H* () H, (1) > =

H!* (1), H, () | >

= -—"'—e(z-z')"::
f !

0

(I1.3)

donde el corchete que rodea al conmutador representa la tra-
za con el operador matriz densidad de equilibrio térmico del

sistema.

Dada la forma de la perturbacion (II.1) y en base al teorema
de tluctuacion disipacion,® donde se uso =1 ya que la fun-
cién de Green (II.3) supone un conmutador de operadores,

se obtiene:
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T _ 0 ppm, <>, =
dt 2
Wy? #
= 1 Hi (1-e Moy - (- o) (11.4)

En la expresion anterior, J;+- () representa la densidad
espectral que es la transformada de Fourier de la funcion de
correlacion < I+ (1) I () > , de la magnetizacion transver-
sal, conocida como FREE INDUCTION DECAY (FID). Esto
hace que (I1.4) sea particularmente importante ya que esta-
blece la relacion conocida entre la forma de linea y la trans-
formada de Fourier del FID.

Como vemos en (I11.4) la absorcidon de potencia por el sis-
tema puede determinarse conociendo I, < I+ |I > . En casi
todos los experimentos de RMN (banda ancha o pulsada), la
excitacion del sistema se hace en un rango-de frecuencias cer-
cano a w, = yYH,. Esto se logra convenientemente truncando
al Hamiltoniano de interaccion entre los spins? garantizando
en (I1.4) que la funcion de Green solo presente polos en la cer-
cania de , S1 afladimos a esto la consideracion de que
kT > hw, la cual es valida para casi cualquier sistema de
spins nucleares, vemos que (11.4) puede modificarse a:

‘;E ~ — “;” PR <It|F>, =
L
2 2h2
_ "J;*}’(T H? J,+ - (- o) (11.5)

donde la funcidon de Green y su densidad espectral correspon-
diente han sido calculadas con las consideraciones anteriores.

Normalmente el cdlculo de I, < It |I" > es bastante com-
plicado para sistemas con un numero grande de spins, por lo
- cual (IL.5) solo es aplicable en casos muy particulares tales
como los que se presentan en la RMN de moléculas organicas
sencillas. En este trabajo nosotros discutimos un sistema ideal
bastante simple que nos permitira encontrar la funcion de
Green de una manera sencilla y directa.

b)Y Problema fisico. Ecuacion de movimiento para
la funcion de Green

1. Problema fisico

Consideraremos sistemas cuyo Hamiltoniano pueda escri-
birse asi:

L3

H=H, + Hy + H_, = Hy + H;,;, (11.6)

donde H, representa ¢l Hamiltoniano de interaccion de los
spins nucleares con un campo externo intenso y estatico, Hg
representa al Hamiltoniano asociado a la red o ambiente que
rodea a los spins nucleares y H; , representa la interaccion
de los spins entre ellos y con la red. En general se cumple que:

[Hz, H] = 0 _ (11.7)

[87

por lo que podemos esperar una descripcion del sistema me-
diante estados que se obtienen del producto directo de auto-
estados de H, con autoestados de Hg. Trabajaremos en siste-
mas de varias particulas donde es posible describirlos con
autoestados del conjunto, bien sean de H, o Hy. Estos siste-
mas aparecen de forma natural en moléculas donde Hy bien
puede representar al Hamiltoniano de rotaciones (libres o no)
de la molécula o al Hamiltoniano de vibraciones de ésta, o
ambos. Este tipo de enfoque es muy conveniente s1 se conside-
ra al opuesto, o sea el de trabajar con estados de una particu-
la, donde es preciso conocer completamente todas las interac-
ciones entre ellas, lo que complica extremadamente el trata-
miento. | |

Los autoestados de H, se escogen de manera de preservar la
simetria frente al intercambio de particulas, segun los nucleos
constituyentes sean fermiones {antisimétrica) o bosones (simé-
trica). Ademdas como mas adelante se supondrd que en Hy
existen terminos de interaccion molécula-sitio, estos autoesta-
dos también estaran simetrizados de acuerdo al grupo de si-
metria total de Hy.

Lo antes mencionado nos permite escribir cualquier opera-
dor como:

<0l >p ><pl (11.8)

0 =2

’

H H

donde | 1 > es un autoestado de H, escogido como se explico
antes:

Holp > = (BZ + ER)|p > (IL.9)
En particular, el Hamiltoniano H puede escribirse como:

H=73E+EDp><ul+ 3 A, lw> <upl
¥ wop - (11.10)

donde A, , = < p'|Hylp >
También I+ se escribe como:

[T =

Itlp> [p> < pl (I1.11)

> < W

F

T

La conveniencia de esta representacion se verd mas adelan-
te al encontrar la ecuacion de movimiento para la funcion de
Green < I+ | > .

ii. Ecuacién de movimiento para < I+ |I">

El hecho de que It pueda descomponerse como en (IL.11)
dado que (II.3) es lineal en cada uno de los operadores, nos
permite escribir:

<t |I'>, = 3 <wlltle> <> <pllr>,

4

SR
(11.12)

donde hemos reducido el problema de calculara < 1+ |I" >
por ¢l de calcular sus «componentes».

M



188

En general, < A | B >, cumple la siguiente ecuacion de
movimiento:

ho < A|B>, = < AB-1BA >, + < [A,H]|B>,
(I1.13)

donde m se escoge convenientemente. La ecuacion de movi-
miento para una componente €s:

# m@ilu’ > <IJ.HI_$m = < [Il.lr> < IJ.LI"]>{}+

r’ ™

+ 1 Ef-Ef) + EBR-ED) ¢ <> <pll>, +

+ 3 A, <lw><ullr> -2A, <y > <pllb>,
i M
(I1.14)

Notemos que aparecen funciones de Green iguales a la que
origina la cadena y también funciones de Green diferentes
aunque del mismo tipo, lo cual estaba garantizado por la for-
ma en que se representaron a los operadores. Ademas la ca-
dena generada por cualquier otra funcidn de Green es del

mismo tipo que (II.14). Separando los términos que acom-

pafian a funciones de Green iguales se obtiene:

-

) ho- (EE - EE) - (EE" EE) B (Auu B Au’ u’) }

\

€|u"><uH_I->m — «<[\u"> <—:uL.I—]>0 +

+ 2 Aunlélll!><li1HI—>m—
I, 7= |

- 2

Ay <l > <pllr >,
L # M

(IL.15)

Despejando < | W’ > <u || I > de (IL15) y sustituyen-
do repetidas veces en la misma ecuacion obtenemos una solu-
cion gque incluye a la interaccion en forma creciente. En par-
ticular para primer orden en la interaccion:

<[w><plIl>0
{(ho-(EDN-ED)}

<|w><pullb>, =

(I1.16)

donde
Efu” — Eff + Eff + A, (I1.17)

es la energia corregida en primer orden de la interaccidn.
Adicionalmente

<[lp > <pl>,=

= 3 (<ulFly> <lw> <wl>o-
3
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~ <l > <l > < ul>p (111.18)
lo que nos permite escribir:
¢I+|1'>m= > < W I+|u> (I1.19)

LU,

{<plFlp > <lw> <wl>o-<mlFlp > <lwy > < pl>o)

{ho-(EQP-ED);

De acuerdo a lo mostrado en (A.12) en el Apéndice (I1.19),
se puede escribir:

<I*[IF'>, = 3 |<plItip>k
unwou (I1.20)

{<lw > <wl>g-<lu> <pl>,!
{hm—(Eﬁ)—Eﬂl')}

De (I1.20) podemos obtener la parte imaginaria de
< It | I'> _ mediante la relacién formal.

-

: | ] .
hm —= P | — 1 F 11d(y) (I1.21)
c—0t+t x + ig LY
quedando
I, <I*|F»>, = -1 2
T (11.22)
< It p>Pk{<lp > <pise-<lp> <nl>,)

6 (h o - (E) - E{}))
de donde (IL.5) puede escribirse:

dE gy’ #H 1

dt 2 T

(I11.23)
| < w >k {<lpw > <wl>e-<lp> < pl>,}
8 (hw - (EV - E{))

Notemos que debido al término | < ' | I* | p > |2, en la
suma solo existiran términos donde (E{) - E{) = £ oy, Ade-

mas con la suposicion hecha de que AT > # w, impuesta en
(I1.5), junto con la 1gualdad (A.Il) demostrada en el Apéndice:

<|lp> <pl>, = TR (11.24)
Set
I

Podemos escribir la diferencia de valores medios como:

(1)
_BE
e h w,

{<|l«l’> <u’|>g""<‘l.l>’ <“">0}:
V4 kT

(I1.25)
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donde se usé que tanto E}’ como E{) presentan la misma con-
tribucion de E} y ademds que las correcciones en primer
orden en la energia de spin son despreciables frente a la ener-
gia Zeeman.

En consecuencia (I1.23), queda finalmente en la forma:

dE w3 72 73 H? .

dt 2 kT
(I1.26)
"
2 < wilrfu>P 5 [h o - (EQ ~EY]
Tt
Y de aqui:
Jrr@ = 3 |l<wlili+p>P
up
2"
2 - hd[ho + (B - ED)
(I11.27)
de donde la expresién para el FID es simplemente:
<IFPOFM)>, = 2 |l<wiltp>p
uop
B} E() — E(1)
‘ e’ El-ED (t=1)
y4 #
(I1.28)

[II. APLICACION A UN ROTOR UNIDIMENSIONAL
CON DOS SPINS 1 = 1/2

Supongamos, como caso mas sencillo, dos spins 1 =1/2
ubicados en una molécula con simetria C,, de tal forma que el
eje que los une sea siempre perpendicular al eje de rotacion de
ésta v ademas haremos la suposicion de que el potencial de in-
teraccion molécula-sitio es también de simetria C, y lo toma-
remos de la forma:

Vo

(1 —cos?2 @) (I11.1)

V(g =

Bajo estas condiciones, los estados de rotacion-spin se cons-
truyen haciendo el producto directo de estados de spin, que
cargan las representaciones irreducibles de S,, con estados de
rotacion, que cargan las representaciones irreducibles asocia-
das, escogidas en C,, el cual es 1somorfo a S,. Como, ademas
el grupo de simetria puntual de la molécula y del potencial de
interaccion molecula-sitio es C,, entonces estados de rotacion
que reducen a la matriz del Hamiltoniano de rotacion (adap-
tados a la simetria C,) son tambien adecuados para tormar los
estados de rotacion-spin con la propiedad de antisimetria
frente a intercambio de los spins.
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Con estas consideraciones (I1.26) se reduce a:

_pER

e #
Zr
dt kT L Z

dE ntwi y? 73 H?
| (I11.2)

(8 (ho-AEl) + 5 (ho-AEY)

donde la prima en la sumatoria indica que ésta se hace solo
sobre estados donde la parte de rotacion pertenece a la repre-
sentacion totalmente antisimétrica de C, (o S,). Ademas:

e (I11.3)

Para un Hamiltoniano de interaccion dipolar entre los
spins, truncado de forma que conmute con H,, se tiene que:

1 YZ ,hZ
4 r

A = A

THTY plpl —

> C,C,<m’[(1-3cos?0)|m > (I11.4)

mm’

1 v

nopo — .
2

2 C, C,<m’| (1 -3 cos?0)| m>

F'?’ mm

(111.4)

donde los C,, son los coeficientes de la combinacidon lineal
de estados de rotacion libre que produce el potencial de inter-
accion molécula-sitio y para nuestro caso particular son
reales.

El angulo 6 que aparece en (IIl.4) corresponde al angulo
entre el campo magnetico estatico aplicado y la direccion del
eje que une a los dos spins, referido a un sistema coordenado
del laboratorio. S1 los referimos al sistema coordenado im-
puesto por el sitio de rotacidon de la molécula, los elementos
de la matriz de (II1.4) se pueden escribir:

1
2

<m|(1-3cos20|m> = (3cos2B-1)5, . _

j— —

3
2 - 2
- —sen? 3 Opim 2 €77% 4+ 8, € "

(IIL5)
4 _ ’ _

donde «, B representan los angulos de Euler que efectuan la

transformacion de un sistema coordenado a otro. Con esto,

(IT1.3) puede escribirse:

AEYy =yhHg- A, («, B)

(I1IL.6)
A Egy = 'YhHO"'Au (o, B)
donde
' 3 2 f2
A, (0B = !
2 r3
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1 3 “
— (3 cos?B-1) - — sen2Bcos2al’, ¢ (L7)
2 2 ; |
en la cual [, es
I = >2C ., Cm (111.8)
m

La forma de linea normalizada es, para una cierta orienta-
¢idn del sitio de rotacion con respecto al laboratorio:

[ @ = (111.9)
2 - sefy (8lho—yhHo + Ay @) + 6 thoy hHo-A, o B
= :Z:E?*f?_BEif
u

Como podemos apreciar, la forma de linea es simétrica al-
rededor de ¥ H,, obteniéndose las contribuciones mas alejadas
de esta frecuencia para aquellos estados donde I', es lo mayor
posible, lo cual sucede para los estados de mas baja energia.
Para estados de mayor energia I', tiende a cero y sus contribu-
ciones son mds cercanas a Y Hy. Es esto lo que determina el
estrechamiento de la linea a altas temperaturas, como puede
verse en la fig. 1. |

Para una muestra policristalina en polvo, la forma de linea
viene dada por:

I Wi g
[ (®) = do

4TEA J

H 0

(I11.10)

sen BdB e

En general, la determinacién de I () es complicada, sin
embargo, es muy ilustrativo calcular el segundo momento de
ella, lo que se puede hacer facilmente. Se obtiene que

R
P A WYNCN )

. |
0 = (yHyy - - (LIL11)
| n’ z’ {-?'BEE
H
donde
| “ 4 J4 -
Ale® _ O Y 3 (I1L.12)

20 6

representa el valor medio para todas las orientaciones de A2,
Ademas, como ® = 7 H, va que la linea es simétrica, entonces

' ‘ 2 b E&fﬁ
(L o)P =0 - B = 7 v | +3—F
- - 20 o il
0 -
(I11.13)

La dependencia con la temperatura de (II1.13) aparece en la
figura 2 y es patente el estrechamiento que suire la linea al
incrementar la temperatura.
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APENDICE. CALCULODE < |u > < ul >,

Supongamos que el Hamiltoniano puede escribirse:.

H=23 Elu><ul + 3 Ay lw> <yl
j U

(A.1)

calcularemos la func_ién de Green
<lp > < plllu > < ul>;donde|p, >

- puede ser cualquier estado (en particu-
lar usaremos al estado fundamental). La ecuacion para esta
funcion de Green es:

E<lu> <molllpy ><pl>p—<[ln> < pohlie > < ull, >0

+€[\u><u0|,H]Hug><u\>E (A.2)

donde
[lp > < woly Hl = (Epo-Ep)lp > < pd +
+2Auﬂu"u><“’;‘_z Ap"u‘u;><'“’ﬂ| (A'3)

u N
entonces (A.2) queda como:

[E-(Eue~Ew)-(A,, ~A )] <lp > < polllpe > < pul>g =

HoHg

— <[‘H><Hg‘,‘ug><u']n>o +

+ 2 Ag<lp><willp> <ulse -
L # U |

T z Au’ué'ur><“0”‘u0><u‘$l€
Wo# U

(A.4)

Despreciando las ultimas sumas, para no pasar de -primer
orden en la interaccion, se obtiene como solucion: |

<lp> < plllpe > < nlep =

a‘u{)}{ IJ"] >U

<[lp> < u

- : (A.5)
E B (El-ln - EH) - (Au-uu-u - Aj_l,]_j,)
y la densidad espectral correspondiente €s:
J (©) : _ T h
(o> <nD)(ln> < mo) s

<Hp><mllpy> <nll,>8Mho-(E, -E)-
(A.6)

- (Auﬁuﬂ - Auu)]

S1 hacemos A EHU -E, + AMDHO — A .altomar n = = 1

en (A.6) resulta la igualdad:

HH?
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Figura 2. Curvas del segundo momento de la linea en funcion de la tempera-
tura para muestras policristalinas (polvos). Obsérvese aqui también el estrecha-

_ <lp> <ul>or<lie > <ol >y

P

Bpgn — 1

de donde se obtiene:

<lp><pl>e= e <lpg> < pol >0

Plu + 1

(A.7)

(A.8)

y COMO

S<lu><pl> =M <y > < Wyl >p=1

1L

entonces

miento de la linea conforme la temperatura es incrementada.

K

1

<le > < Wl >4

> ePlugu
1

191

(A.9)

(A.10)
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y asi Repitiendo los pasos (A.2) a (A.7) pero esta vez con la fun-
(1) cién de Green <|py > < plllp’ > < pol > se encuentra que:
PP ¢~ BEy
<lp><ul>, = _ = (A.11)
2 A 2 o <lw><ul>=0 (A.12)
ur Kol u; e L |
donde E{l” = E, + Auu para y, i’ diferentes.
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