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Resumen

Perturbaciones de los Solitones Opticos de la
Ecuacién No-Lineal de Schrodinger

Juan Manuel Palacios
Prof. Alberto Bellorin, Tutor

Universidad Central de Venezuela

El presente trabajo realiza un estudio tanto analitico como numérico de las principales
perturbaciones de los solitones temporales-brillantes con orden N = 1 de la Ecuacién No-
Lineal de Schrodinger (ENLS), aplicada al campo de la éptica no-lineal y escrita en forma
escalar, continua y en 1 + 1 dimensiones. Mediante el formalismo Lagrangiano clasico se
desarrolla un andlisis variacional que, junto al teorema de los procesos adiabaticos, resulta
en la dindmica de las coordenadas colectivas del solitén fundamental perturbado, quedando
éstas escritas en funcién de los modelos matematicos de cada perturbacién tratada, i.e.
disipacion energética, auto-escarpado (“self-steepening”) y dispersién intra-pulso de Raman
(“intra-pulse Raman scattering™). Finalmente, el analisis numérico por el método Split-Step
de Fourier Simetrizado es empleado para confirmar las predicciones analiticas de la dinamica
adiabatica ante cada perturbacién individual, mediante la integracion directa de la ENLS
modificada correspondiente y la comparacién de las caracteristicas de la solucién numérica

resultante vs. la analitica respectiva.

Prof. Alberto Bellorin
Tutor
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Introduccion

La capacidad de transmitir altas tasas de informacion de diversa indole a grandes
velocidades ha crecido incesantemente en las tltimas décadas con el advenimiento
de sistemas modernos de comunicacion, generalmente basados en fibras opticas que
transmiten contenido digital en forma de ondas luminicas. No obstante, el también
incesante crecimiento de la complejidad de las comunicaciones actuales ha impulsado
la constante busqueda de tasas de transmision atin mayores, usualmente a través del
uso de pulsos Opticos discretos con anchos temporales cada vez menores, para poder

asi agrupar mayor cantidad de “bits” en un espacio dado.

Las caracteristicas electromagnéticas de los materiales que componen las fibras
6pticas mas eficientes en uso hoy en dia, generalmente construidas a base de vidrios
de silice y derivados, hacen imperativa la comprension de efectos fisicos de naturaleza
no-lineal que emergen cuando el ancho temporal de los pulsos transmitidos se reduce
por debajo de los 10 nano-segundos (10 x 107s), limite este solamente sobrepasado
recientemente [1—3]. La compleja combinacién de estos efectos con otros de naturaleza
lineal puede llegar a dar origen a fenémenos fisicos no vistos fuera de este régimen
combinado, como lo es el solitéon éptico originalmente descubierto teéricamente por A.
Hasegawa et al., reportado en [1], y confirmado posteriormente a modo experimental

por L. F. Mollenauer et al. [5].
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El trabajo de Hasegawa demostro que, dada la combinacién de un conjunto par-
ticular de efectos lineales y no-lineales, i.e. dispersién cromatica de segundo orden y
efecto Kerr 6ptico, respectivamente, la evolucién a través de una fibra de silice del per-
fil temporal de un pulso éptico “ultra~corto” (de ancho menor a los 10 nano-segundos)
y de intensidad no nula (i.e. “brillante”) es gobernada por la conocida Ecuacién No-
Lineal de Schrodinger (ENLS), la cual presenta soluciones soliténicas segtin lo demos-
trado por V. E. Zakharov et al. en sus estudios del comportamiento de ondas luminicas

en medios dieléctricos de respuesta no-lineal, publicados en [(].

El objetivo principal de este Trabajo Especial de Grado es estudiar un grupo
adicional de efectos lineales y no-lineales que originalmente fueron descartados en la
deduccion que condujo a la Ecuacion No-Lineal de Schrodinger para estos pulsos, dadas
sus magnitudes relativas considerablemente pequenas en comparacion a la dispersion

cromatica de segundo orden y al efecto Kerr éptico [1, 7, &]. Estos son:

e La disipacion del pulso, efecto lineal causado primordialmente por la absorcién
de su energia electromagnética por parte de los electrones de los materiales que

componen al medio de propagaciéon [, 2];

e cl auto-escarpado o “self-steepening”, efecto no-lineal de deformacion geométrica
del frente de onda causado por la dependencia inversa entre la intensidad del
pulso y su velocidad de grupo, originalmente descubierto por D. Grischkowsky
et al. en sus investigaciones sobre formaciones de shocks épticos en los frentes

de onda, publicadas en [9];

e la dispersion intra-pulso de Raman o “intra-pulse Raman scattering”, efecto no-
lineal que modifica la frecuencia del pulso como consecuencia de las colisiones
inelasticas entre sus fotones y las moléculas del material, las cuales excitan sus
modos vibracionales a expensas de la energia del pulso, efecto en si conocido

como la dispersion ineldstica de Raman o sencillamente efecto Raman [1, 2].
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La dispersion cromatica de segundo orden es debida a la dependencia del indice
de refraccién del medio sobre la frecuencia del pulso, lo cual causa que distintas com-
ponentes espectrales dentro del paquete de onda se propaguen a velocidades diferentes
[1, 2, 8]. Por otro lado, tanto el efecto Kerr 6ptico como el de auto-escarpado y dis-
persién intra-pulso de Raman son debidos a la polarizaciéon no-lineal del medio ante la
presencia de pulsos Opticos de alta intensidad; en cambio, solamente los tltimos dos
pertenecen al régimen conocido como polarizacion de orden superior, apreciable sélo
cuando el ancho temporal de los pulsos que se propagan en la fibra de silice es inferior

a un pico-segundo (1 x 10712s) [1, 2, 8, 10].

El principal aporte del trabajo de Zakharov a la teoria de la ENLS fue deducir
sus soluciones mediante el método analitico de la transformada de dispersion inversa
(“inverse scattering transform”) [11, 12], tras demostrar la estructura Hamiltoniana
completamente integrable de la dindmica representada por la ENLS [13-15]. La in-
clusiéon en la descripcion de la evolucién del pulso de cualquiera de los tres efectos
a estudiar en este trabajo aparta la dinamica de tal estructura Hamiltoniana, razén
por la cual la ENLS modificada resultante no es integrable analiticamente [16, 17].
No obstante, la pequenia magnitud de estos efectos hace posible considerarlos como
perturbaciones al caso ideal, lo cual en si permite tomarlos en cuenta tinicamente como

pequenas modificaciones a la solucién conocida de la ENLS no perturbada [18, 19].

Esta metodologia comienza por asumir la conservacién de la forma geométrica de
la solucién no perturbada ante cualquier dinamica, i.e. el ansatz secante hiperbdlico
del solitéon temporal-brillante de primer orden, también conocido como “fundamental”,
el cual pasa a estar escrito en términos de un conjunto de coordenadas colectivas que
describen sus caracteristicas primordiales en una situacién particular dada [11]. La
inclusion de las perturbaciones en la ENLS se reduce entonces a la bisqueda especifica
de las formas funcionales de estas coordenadas ante el efecto particular bajo estudio,
esquema conocido como la dindmica adiabatica de las coordenadas colectivas original-

mente propuesto por A. E. Bondeson et al. en [18], a partir del estudio variacional con
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base en el formalismo Lagrangiano clasico aplicado por G. B. Whitham a la ENLS en
[20]. Esto conforma el fundamento de la metodologia empleada en el presente Trabajo
Especial de Grado para estudiar las consecuencias de las perturbaciones mencionadas

sobre el soliton temporal-brillante fundamental.

Seguidamente, siendo la dindamica adiabética de las coordenadas colectivas no
mas que una aproximacion analitica a un problema no integrable, el objetivo final
de este Trabajo Especial de Grado fue buscar la confirmacién de estas predicciones a
través del andlisis de los resultados de un estudio numérico que integre directamente la
ENLS perturbada correspondiente. Si bien estas soluciones también se fundamentan en
aproximaciones, esta vez de indole numérica, la ausencia en ellas de las caracteristicas
y/o limitaciones de un ansatz sirve para validar, o no, los resultados de la dindmica
adiabatica, los cuales estan basados en la suposiciéon de la conservacion del ansatz
secante hiperbolico del soliton temporal-brillante fundamental ante la presencia de las

perturbaciones.

El método numérico escogido para el estudio fue el Split-Step de Fourier, dada
la inherente relacion que guarda con los problemas de naturaleza ondulatoria y la
facilidad con la cual todas las ENLS perturbadas consideradas se re-escriben en la
forma operacional necesaria para su la aplicacion. La variante “simetrizada” de su
técnica fue empleada en bisqueda de la minimizacion del error numérico incurrido en
su modelo matemaético, a cambio de un incremento minimo en el costo de cémputo
de resultados de mayor precisién. Adicionalmente, esta precision fue monitoreada en
funcién de la conservacion de la densidad de energia electromagnética del sistema fisico

modelado, lo cual es definido como el criterio de estabilidad numérica de las soluciones

simuladas de la ENLS [3, 10, 21, 22].

En sintesis, este trabajo se encuentra organizado de la siguiente forma:

e Capitulo 1, Solitones y la Ecuacién No-Lineal de Schrédinger:




Introduccién

— Explora brevemente el concepto de solitén y sus caracteristicas primordiales
como ente dinamico robusto, a través de un recuento resumido de la historia
de las principales investigaciones en las distintas areas de la Fisica en las
cuales ha sido observado, junto a los modelos matematicos de los cuales

emerge;

— seguidamente, presenta la Ecuacion No-Lineal de Schrodinger como un mo-
delo universal que gobierna la evoluciéon de ondas monocromaticas y lenta-
mente moduladas en medios dispersivos y con no-linealidad de tipo Kerr o
relacionadas, en una amplia gama de sistemas fisicos no limitados a los de

ondas electromagnéticas;

— volviendo al campo de la 6ptica no-lineal, detalla el estudio tedrico usado
por Hasegawa para deducir la ENLS como la dindmica de los pulsos épticos

ultra-cortos en las fibras de silice [1];

— finalmente, este primer capitulo estudia el soliton temporal-brillante funda-

mental como solucién de la ENLS ante la condiciéon de dispersion anémala.

e Capitulo 2, Ecuacién No-Lineal de Schrodinger Perturbada:

— Introduce la Ecuaciéon No-Lineal de Schrodinger Perturbada como modelo

para el estudio de dindmicas no integrables en las fibras de silice;

— explora las propiedades Hamiltonianas de la ENLS no perturbada, con el
objetivo de deducir la dinamica adiabatica de las coordenadas colectivas del

solitén temporal-brillante fundamental;
— realiza el estudio de la perturbaciéon disipativa;

— introduce el régimen de polarizacion no-lineal de orden superior, valido para
solitones con anchos temporales menores a un pico-segundo:
x Realiza el estudio de la perturbacion por efecto de auto-escarpado;

x finalmente, realiza el estudio de la perturbacién por efecto de dispersion

intra-pulso de Raman,;
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e Capitulo 3, Estudio Numérico:

— Presenta el método split-step de Fourier simetrizado para el analisis nu-
mérico de la ENLS, haciendo un estudio del error inherente en su modelo
matematico y de las condiciones necesarias para lograr la estabilidad nu-
mérica;

— explica los requisitos fisicos para lograr la inyeccion de pulsos 6pticos que

evolucionen al solitéon temporal-brillante fundamental en las fibras de silice;

— realiza el estudio numérico de la ENLS no perturbada, como punto de par-
tida para la comparacion entre los resultados analiticos de la dindmica adia-

batica y los numéricos de las diversas perturbaciones;

— realiza el estudio numérico de la ENLS perturbada por efecto de disipacién

energética;

— realiza el estudio numérico de la ENLS perturbada por el efecto de orden

superior de auto-escarpado;

— finalmente, realiza el estudio numérico de la ENLS perturbada por el efecto

de orden superior de dispersion intra-pulso de Raman;
e Conclusiones:

— Se presentan las principales conclusiones de este Trabajo Especial de Grado,
haciendo énfasis en la comparacion entre los resultados analiticos aproxima-
dos de la dinamica adiabatica de las coordenadas colectivas para las diversas
perturbaciones y los numéricos correspondientes por analisis de split-step

de Fourier simetrizado.



Capitulo

Solitones y la Ecuacion No-Lineal de
Schrodinger

1.1. Solitones y sus Origenes

El estudio de ondas solitarias como entes altamente localizados y robustos, con
fuertes tendencias a preservar su forma y velocidad de propagacién incluso ante inter-
acciones con el medio de propagacion y/u otras ondas solitarias similares, comienza de
forma indirecta en el ano 1834 a partir de las observaciones del ingeniero escocés John
Scott Russell, quien trabajaba en el “Union Canal” (cercano a Edimburgo) en el drea
de Ingenieria Naval. En un experimento, cuyo propédsito era medir la relaciéon entre la
fuerza de propulsién de una embarcacion y su velocidad resultante, una falla en el me-
canismo que hizo detener abruptamente a la embarcacion dio origen a la propagacion
de una masa de agua que “se desplazé hacia adelante con gran velocidad, asumiendo
la forma de una gran elevacién solitaria, un redondeado, liso y bien definido monticulo
de agua, que continud su curso a lo largo del canal sin cambio de forma ni disminucién

de velocidad” [23].

Scott Russell no ignoro este fendémeno, atribuyéndole en cambio gran importancia

y dedicacion en sus estudios, tras bautizarlo con el nombre “Great Solitary Wave”. En
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varios trabajos en tanques y canales de agua durante la década siguiente, demostré que

la onda solitaria era un ente dinamico independiente con cuatro propiedades béasicas

[23]:

e una forma hsech® [k (z — vt)], donde h era la amplitud de la onda (“height”) por

sobre la superficie del agua en reposo y v su velocidad de desplazamiento.

e una masa inicial de agua lo suficientemente grande podia llegar a producir dos

o mas ondas solitarias independientes.

e distintas ondas solitarias podian cruzarse (colisionar) sin presentar cambio al-

guno en sus propiedades.

e una onda solitaria de amplitud h, en un canal de profundidad d (“depth”), y
con una medicién de gravedad g, se propagaba a una velocidad v = /g (d + h),

sugiriendo que ondas de mayor amplitud se propagarian a mayor velocidad.

Una descripcién matematica de estas observaciones no se descubrié formalmente
sino hasta 1895, cuando D. Korteweg y G. de Vries, basandose principalmente en
estudios previos de J. Boussinesq y Lord Rayleigh en 1871 [24], publicaron una teoria
de ondas de aguas poco profundas que intentaba reducir los descubrimientos de Scott
Russell a sus fundamentos, produciendo la conocida ecuacion de Korteweg-de Vries

(KdV) para un pulso u en un medio de tensién superficial 7'y densidad p [25]:

donde c¢=/gd (velocidad de la propagacién del pulso),

2 T . . :
e=c|l——— (parametro dispersivo),
6 2pg
3
= 2—; (pardmetro no-lineal).
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Figura 1.1: Esquemaética de los tanques de estudio de John Scott Russell.

La cual posee una familia de soluciones en forma de onda viajera:
u(x,t) =u(x —ovt) o sech? [k (z — vt)] ,

donde k = /vh/12e, demostrando asi la relacion inversa entre la amplitud de las
ondas solitarias y su ancho. También quedé demostrado el balance existente entre la
influencia de los efectos dispersivos representados por ¢, que tienden a esparcir el pulso,
y los no-lineales representados por v, que tienden a comprimirlo, lo cual produce como
resultado la preservacion de su forma y demas propiedades a lo largo de la propagacion,

déndole prominencia a su cardcter de entidad dindmica independiente [26, 27].

Estos “pulsos” fueron re-bautizados bajo el término solitones en 1965 por N. Za-

busky y M. Kruskal, tras sus trabajos en simulaciones numéricas sobre la ecuacién de
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KdV en base a la dindmica de un conjunto de muelles ligeramente no-lineales y aco-
plados, los cuales modelaban la conduccién térmica de una red cristalina (problema de
equiparticion de energia de Fermi, Pasta y Ulam) [27]. El comportamiento de las solu-
ciones ondulatorias estables que encontraron, en particular la confirmacion que éstas
preservaban su forma y velocidades después de la colisién entre dos de ellas (colisiones
elasticas), los llevé a sugerir el término “solitén”, enfatizando asi sus similitudes con

particulas reales y calificindolas de “quasi-particulas” [7, 11, 25].

Hoy en dia, el concepto de solitén es ampliamente usado para describir la solucién
de una EDP no-lineal que presenta las caracteristicas previamente descritas de (i)
estabilidad, (ii) robustez, (iii) fuerte localizacién espacial y (iv) tendencia a preservar
su forma y velocidad al interactuar con otras de su tipo y/o el medio de propagacion.
Otra caracteristica basica de los solitones es la interdependencia entre sus propiedades

fundamentales: amplitud, ancho, frecuencia, velocidad, fase, etc.

El primer trabajo en demostrar que la presencia de solitones no se limitaba a
sistemas de ondas de agua fue el de Y. I. Frenkel y T. A. Kontorova en 1939 en el area
de la fisica del estado s6lido, modelando la relaciéon entre las deformaciones plasticas en
cristales y la dinamica de sus dislocaciones, produciendo finalmente como resultado la
conocida ecuacién Seno de Gordon que gobierna las variaciones espaciales y temporales
de un desplazamiento atémico u (x,t) en funcién de la periodicidad en la red cristalina
27):

oxr?  Ot?

=sinu.

A partir de este punto, las areas de la Fisica en las cuales el estudio de solitones ha
cobrado importancia son variadas, extendiéndose desde la hidrodinamica clasica hasta
el electromagnetismo aplicado, la fisica del plasma y una gran cantidad de sistemas
cuanticos y semicldsicos. La caracteristica primordial compartida por todos ellos es
una interaccion entre efectos lineales y no-lineales que no puede ser ignorada en la

descripcion de la evolucién de sus soluciones

10
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Entre los ejemplos més conocidos de EDPs no-lineales que poseen soluciones soli-
tonicas se encuentran: la ya mencionada ecuacién de KdV y relacionadas, e.g. ecuacién
de Kadomtsev-Petviashvili (también conocida como la KdV en dos dimensiones) y las
ecuaciones de Boussinesq y de Burger; la ecuacién Seno de Gordon y otras extensiones
no-lineales de la ecuaciéon de Klein-Gordon, e.g. el modelo ¢* y la ecuacién Doble Seno
de Gordon; y las que se clasifican dentro del grupo tipo Schrédinger, como la ecuacion
de Ginzburg-Landau, la de Ginzburg-Gross-Pitaevskii y la No-Lineal de Schrédinger
[26, 27, 29], esta tltima ampliamente usada en la descripcién de ondas lentamente
moduladas y en el campo de las telecomunicaciones épticas no-lineales [1, (], cuyas

soluciones en este ultimo contexto son objeto central de estudio del presente trabajo.

1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrodinger

1.2.1. Universalidad

La Ecuacién No-Lineal de Schrodinger (ENLS) es una EDP compleja que emer-
ge en una gran cantidad de ambitos de la naturaleza, al describir de forma genérica
la evolucion espacio-temporal de un paquete de onda plano, lentamente modulado y
cuasi-monocromatico que se propaga uni-direccionalmente en un medio dispersivo, no
disipativo (conservativo) y débilmente no-lineal [26, 30]. Por esta razén se le considera
una ecuacioén universal, con areas de aplicacion tan variadas como el estudio de on-
das de aguas profundas en el océano, la actstica no-lineal, teorias macroscopicas de
superconductividad, teorias de superfluidez en condensados de Bose-Einstein de bajas
temperaturas, auto-enfoque y colapso de ondas Langmuir en plasmas y propagacion

de pulsos 6pticos en fibras no-lineales [11, 12, 16, 17, 27, 30, 31], entre otras.

Su forma prototipica para un frente de onda escalar y continuo es:

0
i£+ﬁv2w+v(|w|2)¢=o, (1.1)

11
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donde 9 es el frente que se propaga a un tiempo ¢ y en una direccién espacial (e.g.
z), con posibles modos de oscilacion en las direcciones transversales y bajo los efectos
de una funciéon V, andloga a un potencial en el contexto de la mecanica cuédntica.
La no-linealidad del medio que da origen a los efectos de compresion del frente se
encuentran descritos por esta funcién, que es generalmente dependiente del cuadrado
del médulo de la onda en estudio [8, 17]. El pardmetro  a su vez representa los
efectos de dispersion que el medio de propagacién genera sobre el frente, dando lugar
en una gran cantidad de casos a una relaciéon de dispersion 2 que depende también

del cuadrado del médulo de la onda y del nimero de onda  [17]:

Q=0 (ﬁ, y¢|2).

La ecuacién (1.1) fue originalmente estudiada en contextos distintos a la mecanica
cuantica y en 2+ 1 dimensiones por V. E. Zakharov en 1961, en sus estudios de modula-
ciones lentas de grupos de ondas de agua a partir de las ecuaciones de Euler-Bernoulli
de la dindmica de un fluido ideal (i.e. incompresible, irrotacional y de viscosidad cero).
Para estas ondas, y bajo la suposiciéon de una propagacion cuasi-monocromatica, la
amplitud de la modulacion satisface una ENLS bajo ciertas condiciones de profundidad

vs. longitud de onda [32, 33].

En el ambito de la Optica no-lineal, el area de la Fisica que se ocupa primordial-
mente del estudio del comportamiento de ondas electromagnéticas en medios 6pticos
de respuesta no-lineal, la ENLS cobra especial importancia tras el trabajo de V. L.
Talanov [31] y por el de R. Y. Chiao, E. Garmire y C. H. Townes [35], los cuales de-
mostraron la conexién de la ENLS con los fenémenos de auto-enfoque (“self-focusing”)
de ondas electromagnéticas bajo condiciones particulares del medio y con el de propa-
gacion de “paquetes” que preservan su forma a manera de una envolvente o modulacion

lenta.

No obstante, el interés en ecuaciones similares a (1.1) en sus contextos mas tradi-

cionales mecanico-cuanticos queda enfatizado por ejemplo en los trabajos sobre teoria

12
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macroscopica de superconductividad de V. Ginzburg y L. Landau, que dieron origen
a la conocida ecuacion de “Ginzburg-Landau Compleja”; escrita en su forma normali-

zada [30]:

%?_AJr(lJrz’a)VQA—(lJrW) AP A,

donde A es una funciéon compleja del tiempo t y espacio 7, de la cual depende la
densidad de corriente de superconduccion J. Los parametros reales o y y caracterizan

los coeficientes lineales y no-lineales de dispersion [30].

También resaltan los estudios de L. Pitaevskii y E. P. Gross a principios de los afios
60, quienes trabajaron en teorias de superfluidez en condensados de Bose-Einstein de
muy baja temperatura, para los cuales el sistema entero de bosones, bajo ciertas apro-
ximaciones, puede ser descrito por una sola funcién de onda v, (7, ) por encontrarse

todos en el mismo estado cudntico base [37]:

Ny (7, h’ - 7 7
Zﬁwa(trt) == —%VQIDO (7"775) + {V (F) + Uo |wo (Tu t)|2} 1/)0 (T’t) ’

donde la funcién V (7) es el potencial debido a un campo magnético externo, y U, =
dmhas/m y as representan respectivamente el potencial y distancia caracteristica de
la aproximacion de un condensado lo suficientemente diluido, en el cual el potencial
de dispersion a larga distancia es reemplazado por el de interaccion entre particulas
a corta distancia como dindmica principal, dando asi origen a la no-linealidad de la

ecuacion [37].

Este vasto rango de aplicaciones de la ENLS o ecuaciones relacionadas que preser-
van la forma prototipica de (1.1), como la de Ginzburg-Landau y la Gross-Pitaevskii,
enfatiza su caracter universal en la descripcion de paquetes de onda lentamente mo-

dulados en medios dispersivos y débilmente no-lineales.

13



1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

1.2.2. Optica No-Lineal

En el ambito de la 6ptica no-lineal, la ENLS es usada para describir la propaga-
cién de ondas electromagnéticas a través de fibras opticas dispersivas y no homogéneas
que, ante el estimulo del campo eléctrico de la onda misma, manifiestan una respuesta
no-lineal en su constante dieléctrica ¢, lo cual puede llegar a modificar considerable-
mente la evolucion del perfil de onda. Un material muy comtn en la construccion
de estas fibras es el silicio, dadas sus propiedades electromagnéticas éptimas para la

transferencia de pulsos luminicos dentro de rangos especificos de longitudes de onda.

Para una onda luminica monocromatica y con longitud de onda A en el rango
(0,5 —2) um, que se propaga a través de una fibra éptica con densidad de cargas
libres py, densidad de corriente J y polarizacion magnética M nulas (ie. py =0y
J=M = 6), y que ademas preserva la polarizacién del frente de onda, su campo
eléctrico E (7, t) queda descrito por la ecuacién de Maxwell resultante [1]:

. 10%E 0Py 9%Pur,
= Ho + Mo 3
2 Ot2 o2 o2

(1.2)

donde los términos f’L y f’NL son las componentes lineal y no-lineal de polarizacion
eléctrica del medio isotrépico, relacionadas con el campo eléctrico a través de las sus-
ceptibilidades eléctricas de primer y tercer orden, YV y x(®) respectivamente, bajo las
aproximaciones de respuesta local al campo eléctrico aplicado [7] y debilidad relativa
de los efectos no-lineales. Esto permite tratar a ﬁNL como una pequena perturbacion

a Pp, quedando expresada como el producto tensorial [, 7, 17]:

Pae = X IE (70 E (7 8) E (7,1) . (1.3)

La solucién para la ecuacién (1.2), en el caso de una fibra en forma de guia de onda
plana y bajo la aproximacion de modulaciones lentas, es un campo con polarizacién

fija en una direccién transversal a la de propagacion 2, e.g. Z [7, &]:

B (7 ) = ;’ [B(7,t) e + cd] (1.4)



1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

Esta tultima condicién hace posible el tratamiento escalar del campo que se des-
plaza a una frecuencia central w,, la frecuencia portadora, en torno a la cual el espectro
de frecuencias presentes en el paquete se encuentra altamente concentrado debido a la
condiciéon de monocromaticidad, es decir, w, > Aw. Esto, junto al caracter perturba-
tivo de F_”NL sobre f’L [1], permite pasar al espectro de frecuencias y trabajar con un
campo & (7,w — w,) que se define como la transformada de Fourier de E (7, ¢) centrada
en wpy:

£(Fw—w)= [ B at,
—o0

De aqui se encuentra que & (7,w — w,) satisface la ecuacién de Helmholtz homo-

génea para la propagacion de la onda en el medio descrito [1]:
2
V26 + ¢ (w) %g:o. (1.5)

El factor € (w) en (1.5) es la constante dieléctrica que encapsula la respuesta
no-lineal del medio ante la presencia de campos de altas intensidades. Se caracteriza
por ser compleja y dependiente del espectro de frecuencias presentes, i.e. presenta
dispersion cromdtica, con su parte real relacionada al indice de refraccién modificado

n y la imaginaria al de absorcion &, a través de la definicién [1, 7, 38, 39]:

e =[n)+ zg‘j , (1.6)
donde
i (w0, [E]) = 10 () + 12 [B” (1.7)

La relacién (1.7) viene de la definicién del Efecto Kerr Optico, en el cual el indice
de refraccion total del medio n experimenta una variacién neta por sobre el indice
natural y lineal n, (w) debido a las oscilaciones no armonicas de los electrones ligados

del material, lo cual constituye la respuesta no-lineal y adiabatica (instantanea) del
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medio a la intensidad del campo aplicado (i.e. proporcional al cuadrado de su médulo)
[16, 17, 29, 38]. El coeficiente ny es conocido como el coeficiente de Kerr, determinado

a partir de la susceptibilidad eléctrica de tercer orden del medio [7].

En los medios 6pticos que son de interés para el estudio de la ENLS en el area de
la 6ptica no-lineal, descritos aceptablemente por una respuesta del tipo (1.7) y gene-
ralmente conocidos como medios con no-linealidad de Kerr, o simplemente medios de
Kerr [7], las pérdidas por los efectos de absorcién descritos por & son considerablemen-
te bajas, hasta el punto de poder ser ignoradas en comparacion a la parte real de € (w)
e incorporadas posteriormente como una perturbaciéon a la evolucion conservativa del
frente de onda. En base a esto, la ecuacién de Helmholtz (1.5) puede ser aproximada

a una forma simplificada que contiene sélo el término de interés:
2

V28 + i (w) Ccd—é” ~0. (1.8)

Cuando el frente de onda que se propaga por la fibra se puede describir inicial-
mente como un pulso “ultra-corto”, con un ancho inicial T, que puede ir desde los 10
ns (10 x 107%s) hasta los 10 fs (10 x 107%5s) [5], la solucién general de la ecuacién (1.8)
se puede expresar como una onda portadora, con nimero de onda (5, = n,w,/c, que se
compone de una distribucién de modos transversales soportados por la guia, F (z,y),
y una envolvente ¥ de lenta variaciéon que modula en amplitud a los modos a lo largo

de la propagacién del pulso por la fibra [1]:

& (Fyw—w,) =F (z,9) U (2,w — w,) €% | (1.9)

Al insertar este resultado en la expresion (1.4) para el campo eléctrico del perfil

de onda, se ve que éste adopta la forma:
E (7 t) = g [F (2,y) ¢ (2,1) Pt 4 ] (1.10)
con

1 |
() =g [T e —w) e .

27Too
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La funcién v (z,t) representa la transformada de Fourier de ¥ en base a la fre-
cuencia central w,, y es conocida como la envolvente temporal que modula lentamente
y confina en el tiempo al pulso E (7,t) que se encuentra confinado de por si en las
direcciones transversales a la de propagacion z debido a las restricciones impuestas

por la guia de onda [7, 8], descritas por la distribucién F (z,y).

Por tanto, la evolucion de ¥ (z,t) a lo largo de la fibra es lo que determina el
comportamiento de estos pulsos “auto-confinados” que dan origen a los solitones mo-
dulados en medios de Kerr, del tipo temporal cuando se comienza con pulsos ultra-
cortos, en comparacion a los solitones espaciales que se obtienen cuando el frente de
onda que entra en una fibra de caracteristicas apropiadas es en la forma de ondas
continuas [7]. Se puede demostrar que la evolucion de ¢ (z,t), bajo las aproximaciones
ya descritas de (i) monocromaticidad del frente, (i) modulaciones espaciales lentas y
(77i) no-linealidad débil de Kerr, obedece una ENLS en 1 + 1 dimensiones, escalar y

continua.

Volviendo sobre la ecuacién de Helmholtz (1.5) y aplicandola a la forma del pulso

(1.9), se encuentra que V¥ (z,w — w,) satisface la ecuacién diferencial [1]:
e 2 2
26,5~ = = 8% (w) - B2 W, (1.11)

con

2

K2 (W) = B2 (w) = & (w) =

= (1.12)

En la cual se defini6 la relacién de dispersion no-lineal g (w) para un medio iso-
trépico, todavia desconocida, y se ignor6 el término de segundo orden sobre W por su
pequena magnitud en comparaciéon a la variaciéon de primer orden, dada la aproxima-
cién de variacion lenta de la envolvente [7]:

)
022 |

ov
Boaz| >
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Debido a la condicién de monocromaticidad, w, > Aw, es posible expandir 3 (w)
en una serie de Taylor en torno a la frecuencia central w,, con los términos de tercer
orden y superiores aceptablemente condensados en un término 3, que agrupa los
efectos de no-linealidad y pérdidas en la fibra (disipacién), los cuales quedan incluidos

en la expansion de f (w) a través de la relacion de dispersion (1.12) y la definicién de

e (w) (1.6) [1, &]:

2
B(w) =B+ (w—wo) 51+(w_2w0)52+6n1, (1.13)
donde
_d"B(w)
Bm = “aom )

Por su parte, la debilidad relativa de los efectos no-lineales del medio de Kerr
permite tratar a los términos de primer orden y superiores en la expansién de [ (w)

como pequenas perturbaciones AfS al nimero de onda natural y no dispersivo 3,

[, 7, 8
B(w) =P+ AB(w)

y por lo tanto:
B2 (w) = B5 = [B(w) = Bol [B(w) + Bo] = 28,48 (w)  puesto que |5, > |AS (w)] .

En conjunto, todas estas consideraciones llevan la EDP (1.11), que gobierna la
evolucion de la envolvente W en la fibra, a una forma que ilustra claramente una de
las caracteristicas primordiales del comportamiento del pulso durante su propagacién:
un cambio de fase en cada una de sus componentes espectrales que depende de la
frecuencia y de la intensidad del pulso [1], lo cual resulta en primera instancia en su

dispersion espectral:

?;IJ = 1AL (w) ¥ — U (w) x B
z
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Nuevamente, la caracteristicas del medio de Kerr permiten encontrar una expre-
sién para el término 3, en la expansién de 3 (w), en a base una aproximaciéon sobre
la definicion de la constante dieléctrica € (w) (1.6) que separa los efectos no-lineales y

disipativos del indice natural de refraccién n,, siendo este iltimo el que predomina [1]:
£ (w) = n?(w) + 2n, (w) An,

por lo tanto:

2
w
B = 2n, (W) C—QAn,

donde

An = ny |E|* + i
2w

Pasando nuevamente al dominio del tiempo para describir la dindmica de v (z, t),

y reemplazando los factores (w — w,) por el operador i (0/0t) equivalente en la trans-

formada de Fourier, el factor AS queda finalmente expresado como:

Aﬁ:z‘ﬁlgt - %S;HW\ZH;“,
y por lo tanto:
zgf :—wl%er%%?f—ﬂw\W—ig% (1.14)
con
WoTo 27mno
L W W (149)

El factor A.g, conocido como el drea efectiva del nicleo, es un parametro caracte-
ristico de la fibra que se adapta artificialmente para producir la intensidad promedio
del pulso apropiada para la formacién de los solitones temporales, cuando su potencia
de entrada P, es dividida entre él. Depende de caracteristicas fisicas del medio, prin-

cipalmente del radio de la fibra y la diferencia de indices de refraccion entre el centro
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y su revestimiento (“core-cladding index difference”) y por tanto de la distribucion de
modos F (x,y) soportada la fibra [1, &]. De esta forma, el coeficiente de no-linealidad
de Kerr del medio, v, queda definido como la relacién entre su indice de refraccién

no-lineal ny y el producto entre la longitud de onda A\, del pulso y el area efectiva.

Dos simplificaciones importantes de la dindmica de la envolvente descrita por la
ecuaciéon (1.14) se consiguen, primero, al tomar en consideracién el caso de disipacion
despreciable durante la propagacion del pulso, como se considerd en la ecuacion de
Helmholtz reducida (1.8) donde € (w) ~ 7 (w); y segundo al trasladar las mediciones
de la evolucién temporal desde la variable de laboratorio ¢ a un sistema que se mueve
con el pulso a la velocidad de grupo V, correspondiente a la frecuencia central w,,
el conocido sistema retardado, el cual mantiene al pulso siempre en vista y por ende
permite describir directamente los cambios que experimenta en su propagacion. En el
primer caso, el factor de disipacién & es igual a cero y para el segundo se introduce

una nueva variable temporal:

T=t— . (1.16)

Estos tltimos cambios finalmente demuestran que la dinamica de la envolvente
1 obedece una ENLS continua, escalar y en 1 + 1 dimensiones, la cual describe su
evolucion a medida que se propaga en el eje axial z de una fibra de Kerr con coeficiente

de no-linealidad v y a un tiempo retardado T

2
ia@ﬁ_&w+7|¢|2¢: , (1.17)

La ecuacion (1.17) es formalmente conocida como de tipo No-Lineal de Schrodin-
ger, por presentar invertidos los roles de las variables temporal y espacial con respecto
a la forma méas comin de la ENLS (1.1). No posee ninguna relacién con fenémenos
cuanticos en su descripcion de la evolucion de la envolvente v; no obstante, la analogia

con este campo de la Fisica es util, puesto que el término no-lineal es equivalente a
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un pozo potencial que da lugar a soluciones ligadas de “quasi-particulas” con masa

equivalente m = [35/2, los solitones en si [3, 13].

Los coeficientes 31 y (2, altamente dependientes de las caracteristicas del medio,
son de gran importancia en la evolucién del pulso, dada la relaciéon que ellos guar-
dan con los efectos de dispersion lineal que el medio ejerce sobre él. Partiendo de la

expansion de Taylor (1.13) y de la forma de la relacion de dispersion [ (w):

- i [n () +w€hz£:")]w:wo - % (1.18)

donde ng, representa el indice de refraccion de grupo [1] y por ende, de la definicién

W=wop

general de velocidad de una onda en un medio v = ¢/n, 1 queda definida como el

inverso de la velocidad de grupo del pulso:

y por lo tanto:

T:t—ﬁlz.

Analogamente por la expansién de Taylor, 5 se relaciona con las variaciones en
esta velocidad con respecto a las diferentes componentes espectrales presentes en el
no nulo ancho de banda Aw, dada la dependencia sobre la frecuencia del indice de

refraccion de la fibra [1]:

2 dw? | dw|
y por lo tanto:
1[.dn(w) d*n (w)
=—12 . 1.1
b c [ dw T dw? (1.19)
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Esto conlleva a la dispersion temporal del pulso ya que las diferentes componentes
espectrales se propagan a diferentes velocidades de grupo (efecto de dispersién cromé-
tica). Por esta razén [2 es conocido como el pardmetro de Dispersion de Velocidad
de Grupo o “GVD” por sus siglas en Inglés, fendmeno que de actuar por si solo ten-
dria la tendencia a esparcir o contraer el pulso en el tiempo, modificando asi el perfil
de intensidad de la envolvente |¢)| durante su propagacién, pero dejando intacto el
espectro de frecuencias Aw excepto por un cambio de fase en cada componente espec-

tral, dependiente de la frecuencia en si de la componente y de la distancia propagada

[, 7 8l

El signo positivo o negativo de [y determina el tipo de dispersion presente en
el medio, normal o anémala respectivamente. Para un Ap caracteristico a una fibra
particular, conocido como su longitud de onda de dispersion cero, el parametro [
correspondiente es igual a cero, pasando a ser positivo para longitudes de onda A < Ap

y negativo cuando A > Ap.

El régimen de dispersion andmala, 52 < 0, es de primordial importancia en la
formacion de los solitones temporales en el medio de Kerr, ya que es bajo esta condicién
particular que el pulso experimenta el conocido fenémeno de auto-modulacion de fase
(o “self-phase modulation” en Inglés), el cual se debe a la dependencia del indice de
refraccién del medio sobre la intensidad (1.7). De actuar por si solo sobre la envolvente,
la auto-modulacion de fase tenderia a dispersar su espectro de frecuencias Aw ante
la creacion de nuevas componentes espectrales durante la propagacion junto con la
alteracion de la fase de éstas, mas sin modificar el perfil de intensidad [¢| en el dominio

temporal [1, 7, 8].

Es el balance delicado entre los fendmenos de dispersién de velocidad de grupo y
auto-modulacién de fase, al actuar en conjunto sobre el pulso 6ptico, lo que hace posible
la formacién del soliton temporal dentro del medio de Kerr, debido a la cancelaciéon

mutua e instantanea de sus efectos sobre la envolvente ¢, dejandola solamente con un
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

cambio de fase neto y comin a los dos fenémenos, dependiente de la distancia recorrida

[, 78l

Visto desde el dominio temporal, el esparcimiento de la envolvente como con-
secuencia de las distintas velocidades de cada componente espectral es exactamente
balanceado de forma instanténea (i. e. punto a punto en intervalos dz) por la alteracion
del espectro de frecuencias causado por la auto-modulacién de fase, lo cual genera nue-
vas velocidades tales que mantienen al pulso propagandose sin distorsionarse ni alterar

su forma a través de la fibra [3].

El primer trabajo que sugiri6 la existencia de estos solitones temporales en fibras
de Kerr con una distribucion F (z,y) uni-modal y en el régimen de dispersion andémala
fue el de A. Hasegawa et al., como resultado de sus investigaciones en el campo de las
telecomunicaciones y la éptica no lineal [, 8]. Hasegawa se baso en las investigaciones
de V. E. Zakharov et al. que trataron sobre las propiedades matematicas de la ENLS

relacionada [0]:

2
i?f+g;§i|¢]2w:0. (1.20)

Zakharov resolvio esta ecuacion por el método analitico de la transformada de
dispersion inversa, conocido como el “inverse scattering transform” en Inglés y comun-
mente descrito como un analogo no-lineal de la transformada de Fourier, determinando
que para el signo positivo del término no-lineal, equivalente a la dispersiéon anémala
en medios de Kerr, sus soluciones se manifestaban como paquetes robustos de ondas
que modulan a un grupo de modos de oscilacién [1, 8, 11, 15-17, 26, 33]. Estas so-
luciones son los “solitones brillantes” (“bright solitons”) de la fibra, llamados de esta
forma debido al perfil de intensidad |¢)| no nulo que se propaga de forma altamente
localizada y tiende a cero rapidamente en el infinito, y cuyas perturbaciones es objeto

de estudio en el presente trabajo.
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

El caso antagoénico, los “solitones oscuros” (“dark solitons”), se forman en el
régimen de dispersién normal (i.e. S5 > 0) o ante el signo negativo del término no-
lineal en la ENLS equivalente (1.20), y se manifiestan como huecos de intensidad que
se propagan sin distorsion ante un fondo continuo de radiacién electromagnética que

no tiende a cero en el infinito [I, 7, 8, 11, 20].

1.2.3. Solitones Brillantes de la ENLS Normalizada

La ENLS (1.20), que se encuentra escrita en forma adimensional y normalizada,
es integrable por el método de la transformada de dispersion inversa, segin fue de-
mostrado por Zakharov [6]. El proceso andlogo para la ENLS (1.17) que gobierna la
evolucion de la envolvente v en el medio de Kerr comienza por definir un nuevo grupo

de variables que la normalizan equivalentemente.

Se introducen los factores T, y Lp, definidos como el ancho temporal inicial del
pulso y la longitud de dispersion, respectivamente. El primero es caracteristico al pul-
so en si, mientras que el segundo es dependiente de un parametro de dispersion de
velocidad de grupo (o dado y por ende caracteristico a la fibra correspondiente. Se
entiende como la longitud a la cual los efectos de la dispersion pasan a ser prominentes
en la evolucion del pulso y no pueden ser ignorados, e.g. la distancia a la cual un perfil
Gaussiano de entrada se esparcirfa por un factor de v/2 por sobre su ancho inicial al
ignorarse los efectos de auto-modulacién de fase [1, 8, 10]. Matematicamente, Lp se
define como:

_ T
EA

Lp . (1.21)

La adimensionalidad de la ENLS (1.17) se consigue en primera instancia al definir

variables 7 y £ que normalizan a T y 2z respectivamente contra estos nuevos factores:
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

Seguidamente, teniendo ahora una envolvente ¢ (£, 7) en funcién de las nuevas va-

riables, se pasa a una nueva envolvente U (£, 7) que se define normalizada con respecto

a la potencia de entrada del pulso, P,:

Py = [v (& 1)

£=0

y por lo tanto:

U, )= w\(/fl;_T) )

La definiciéon de esta nueva envolvente facilita apreciar la transformacion de la

ecuacion (1.14) al sistema retardado definido en (1.16), dada las dependencias de las

variables normalizadas con respecto a las fisicas:

oU QUOE dUOr 19U B AU

9 060z T 0ro: Lpof T,or’

U _oUdE oUor 10U
o ocot or ot  T,or’

ot T2 o]

PU_ 0 (Uor\or _ 1 oU
o2 or \ or Ot

Incorporar todos estos cambios en la ecuacién (1.14) lleva al sistema a ser go-
bernado por una ENLS que contiene un par de cambios adicionales, uno de ellos
subrayando las consecuencias fundamentales que la “magnitud del balance” entre los

efectos dispersivos y los no-lineales tiene sobre las soluciones de la ecuacion:

OU  sgn(Be) PU oo
5 g TNUPU=0.
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

El factor N es conocido como el orden del soliton. Matematicamente, su cuadrado
se define como el cociente entre la longitud de dispersion y la longitud no-lineal Ly,
[1, &)

o_ Lo _ PTG
L1, |Ba|

(1.22)

donde

1
VP,

Lap = (1.23)

Equivalente a Lp, la longitud no-lineal describe la escala de distancia a la cual
los efectos de auto-modulacién de fase pasan a ser prominentes en la evolucién del
pulso y no pueden ser ignorados a través de aproximaciones, e.g la distancia a la cual
el cambio de fase del pulso es igual a un radian al ignorarse los efectos de dispersion

de velocidad de grupo debidos a 3.

El valor numérico de N no solo es de crucial importancia al momento de determinar
la forma de la solucién de la ENLS por el rol que juega dentro del método de la
transformada de dispersién inversa [1, &, 11, 17], sino que también ofrece una visiéon

aproximada de los tres posibles regimenes de evolucion del pulso dentro de la fibra:

e si N <« 1, los efectos de dispersion debidos a (5 cobran importancia considera-
blemente mas temprano que los efectos de auto-modulacion de fase debidos a 7,
puesto que Lp < Ly, v la evolucién del pulso se puede describir como netamente

dispersiva.

e si por el contrario N > 1, los efectos no-lineales de v dominaran la evolucion
yva que Lyp, < Lp, y el pulso tendera a esparcirse constantemente en el dominio
de frecuencias considerablemente antes que la dispersién de velocidad de grupo

entre en efecto.
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

e finalmente, si N &~ 1 los efectos debido a (3, y v alternaran la evolucién del pulso
aproximadamente al mismo tiempo, puesto que Lyy, & Lp, dandose asi el balance
necesario entre los dos fenémenos para la formacién del solitén brillante que se

propaga en la fibra sin distorsién temporal ni espectral.

El orden del solitén puede ser abstraido del tratamiento de la ENLS a través de
un ultimo cambio de variables que define una envolvente u (£, 7), la cual absorbe a N y
por ende representa una solucion genérica de una ecuacién adimensional y generalizada

para cualquier orden de solitén [1]:

Ou  10%u 9
con
sgn (y) = —1 (dispersién anémala) .

La ecuacién (1.24), central al presente estudio, es integrable a través del método
de la transformada de dispersion inversa por medio del par de Lax L y 1\71, operadores
estos que gobiernan la evolucién lineal de un vector de onda ® que es dispersada por el
potencial de dispersion w. L y M vienen dados por el operador de Schrodinger matricial
llevado a las coordenadas del problema Optico presente, junto a las condiciones de

evolucién del problema de Lax [1, 3, 11, 41]:

OL PN
875 = [L7M:| ’
con
el
R ZE u
L=
* el
—U —’LE
y
e} i 2 e} 1 0u
g Talul” ug + 35
) 10u* 0%  il,,2
u or 2 97 287'2 2 |U‘



1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

El problema inverso que finalmente intenta determinar u se resuelve después de

calcular el problema directo que determina la evolucion de @, es decir, la data de

dispersion:
Lo = (P
y
oL
— = Mo
0& ’

con d¢/d¢ = 0. Los autovalores ¢ son generalmente complejos, escritos (; = (J; + in;) /2
[1], donde j = 1...N da cuenta de la cantidad de autovalores para una solucién ligada
u (&, T) particular, siendo este niimero la parte entera del coeficiente Lp /Ly, es decir,

el orden del solitén [12, 41].

1.2.4. El Soliton Fundamental

El caso de 7 = N =1, i.e. un solo autovalor para el operador L de Lax, producido
cuando Lp y Lyp, v los factores relacionados tienen los valores adecuados, es conocido
como el soliton fundamental, una solucién u (£, 7) para la ENLS (1.24) que consiste
de una sola onda solitaria que se propaga sin distorsion de algin tipo en el medio de

Kerr con dispersiéon anémala. Matematicamente, se escribe de la forma general:

u(¢, 1) =A0[B(),Q ()],

donde Ay ¢ (&, 7) son la amplitud y fase del solitén, respectivamente, y la funcién ©
es la envolvente que modula la distribucién de modos F (z, y) soportados por la fibra,
con dependencias funcionales sobre el ancho B (§) del solitén y su posicion Q (€, 7) [16].
El desarrollo detallado del método de la transformada de dispersion inversa revela que

el soliton fundamental se puede escribir como un paquete de onda plano hiperbélico

[77 ) ]:

u (&, 7) =nsech[n(r —71,+ 68)] iR =08=0o) (1.25)
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

Los términos 7, y ¢, son las condiciones iniciales temporales y de fase, respectiva-
mente, que pueden ser anuladas facilmente mediante reajustes apropiados del sistema,

ie. 7, = ¢, =0.

La reinsercion de este perfil (1.25) en la ecuacion (1.24) permite investigar cier-
tas relaciones que deberian existir entre los parametros de fase del pulso, kK y Q, y
los de la envolvente, 1 y 4, estos ultimos representando en términos adimensionales,
respectivamente, la amplitud del soliton y su corrimiento de frecuencia con respecto a

la portadora w,, en funcién del ancho inicial T, [1]:
W), = wo+0/ T,
por lo cual:
0= AwT,;

a su vez, el inverso del parametro 7 representa el ancho T, del solitén a lo largo de su

propagacion, en funcion también de T,:

T,
T, =—.
n

De la forma general del soliton fundamental, escrito en funcion de la amplitud 7,

la envolvente hiperbdlica © y una fase plana ¢, se ve facilmente que:

aﬂu = 776“15 a#(") + iu@l@, donde n = {57 T} )

0¢© = —dntanh [n (7 + 6£)] © Ocp = —2
con N

0,0 = —ntanh[n (7 4 0¢)] © 06 =K
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

—  Oeu = —ontanh [ (7 + 68| u — iQu,
— 8fu:7)2{1—QSechQ[n(T+5£)]}u—ﬁ2u—i2ﬁntanh[n(7+5£)]u,

— Jul* =P sech? [n (7 + 6¢)] |

Finalmente, re-introduciendo todos estos resultados en la ecuacion principal (1.24),
se obtiene una ecuacion algebraica compleja escrita en términos de los parametros 7,
0, k' y € que revela las relaciones entre ellos, al requerir que las partes real e imaginaria

se anulen independientemente en cumplimiento de la igualdad con cero en (1.24):

Q—;<K2—n2> — i (k+d) tanh [n (7 +6£)] =0,

por lo tanto:

K= =0
y
2 _ 2
g1
2
encontrando finalmente que:
u (&, 1) = nsech[n (7 + d&)] exp [@ <n2 — 52) g — iéT] : (1.26)

Una forma convencional de escribir el soliton fundamental es en términos de sus
coordenadas colectivas, el conjunto 7, q, § y ¢, que generalizan la representacion (1.26)
[1, 3], en donde ¢ = ¢ (§) es una funcién que representa el movimiento del centroide de
la envolvente con respecto al sistema retardado (que se mueve a velocidad de grupo
Vo) v ¢ = ¢(£) es una funcién que describe la variaciéon de la fase a través de la
propagacién. Con este formalismo, el solitéon fundamental de la ENLS (1.24) queda

escrito como:

u (1) =mnsech[n(r —q)]expli (¢ —67)], (1.27)
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

donde

6(&) = (" = 0°)

DO |y

Diversas combinaciones de estas cuatro coordenadas que mantienen la condicién
N = 1 del solitén fundamental pueden ser construidas. Una muy 1til es la conocida
como la forma candnica del solitén, en la cual la frecuencia de la onda portadora es
escogida cuidadosamente con el objetivo de eliminar el corrimiento del pulso, 6 =0, y

la amplitud inicial « (0,0) es unitaria, de modo que n = 1:

w(€,7) = sech (1) ¢’/ (1.28)

por lo que:

leTo-

La utilidad de la forma candnica es resaltar algunas de las propiedades principales

del solitén, tales como:

e su caracter netamente no dispersivo, al estar su fase definida solamente en tér-

minos del desplazamiento £ mas no del tiempo 7.

e ¢l cambio de fase neto /2 que el pulso experimenta con respecto a la frecuencia

portadora a medida que se propaga.

e la invariancia de la forma del pulso durante la propagacion, al ser su envolvente ©
dependiente solamente de la variable temporal 7 mas no de la de desplazamiento

&, v al ser su ancho Ty siempre igual al inicial T,.
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1.2. Ecuacion No-Lineal de Schrédinger

Cuando § # 0, la definicién de la frecuencia w! del solitén también implica una
velocidad de grupo V' para éste, debido a la alteracion del factor 8; en el argumento
de la envolvente © como consecuencia de la dispersién en la fibra [1]:

e g (- B

por lo que:

-1
vV, = (51 - 5|TB?|> . (1.29)

La estabilidad de las soluciones de la ENLS (1.24) queda de manifiesto, entre
otros fendmenos, como la tendencia que muestran a evolucionar y adaptarse hasta
convertirse en solitones de 6rdenes N especificos, cuando sus perfiles iniciales difieren
de ellos, por ejemplo, debido a parametros de entrada T, y P, inadecuados para el
N buscado. En el caso del solitén fundamental, el perfil « inicial de la solucién puede
auto-adaptarse a la condicion N = 1 cuando el N inicial se encuentra en el rango
0,5 < N < 1,5, por medio de la dispersion de parte de su energia en forma de radiacion

continua a medida que se propaga en la fibra de Kerr [1].
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Capitulo

Ecuacion No-Lineal de Schrodinger
Perturbada

La evolucion de la envolvente 1 en el pulso (1.10) a través de una fibra éptica
de Kerr no ideal, i.e. aquella en la cual efectos como los de disipacién de energia y/u
otros no son ignorados en el estudio de la propagacion, es gobernada por una ENLS
que se diferencia de la forma (1.17) en la inclusién de términos adicionales que dan

cuenta de estos efectos.

Esto invalida la integrabilidad de la ecuacion resultante y por ende no la hace
apta para el tratamiento por el método de la transformada de dispersion inversa |14,
, 19]. No obstante, la naturaleza del medio de Kerr limita estos efectos a magnitudes
pequenas en comparacion a la evolucion ideal de la envolvente, razén por la cual estas
“ampliaciones” a la ENLS pueden ser agrupadas en un término general R que se asume
de cardcter levemente perturbativo al caso ideal (1.17), dependiendo posiblemente de la
solucién modificada 1, de su compleja conjugada ¥* y de las derivadas respectivas. En
su forma normalizada y en el régimen de dispersiéon anémala, la Fcuacion No-Lineal
de Schridinger Perturbada que gobierna la evolucion de « en la fibra de Kerr no ideal

queda escrita como [3, 16, 20]:
ou  10*u
z'az+2a;;+|a|2a:¢53 (@), (2.1)
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donde ¢ es conocida como el pardmetro de la perturbacion en el contexto presente,
definido numéricamente como || < 1, para controlar asi el cardcter levemente pertur-

bativo de R [10].

Este enfoque permite asumir que, en el caso de un sistema acondicionado para
producir un solitén fundamental (Lp = Ly ), el perfil general de la solucién @ de (2.1)
preserva la forma de (1.27) del caso de la ENLS no perturbada (1.24) (R = 0), lo
cual es conocido como el principio de optimizacion de Rayleigh-Ritz [17]. La diferencia
primordial cuando R # 0 radica en que la evolucién del solitén a lo largo de la fibra
va a ser gobernada por el comportamiento del conjunto de sus coordenadas colectivas
n, ¢, 0 y ¢, las cuales pasan a ser funciones atin por determinar de la variable de

propagacion & [1, 3, 16, 18]. Esto permite escribir a @ (£, 7) de la forma generalizada:

(&) =n (&) sech {n (&) [r — q ()]} OO (2.2)

En otras palabras, el estudio perturbativo asume que los efectos de la perturbacién
R pueden ser satisfactoriamente descritos solamente a través del comportamiento de
las coordenadas colectivas, cuyas formas funcionales seran univocamente determinadas

por la forma de la perturbacién en si.

2.1. Andlisis Variacional

El objetivo principal del anélisis variacional para la ENLS perturbada (2.1) es la
busqueda de un conjunto de ecuaciones diferenciales que determinen la evolucién en &
de cada una de las coordenadas colectivas del soliton fundamental, en funcién de una
perturbacion R particular. El método se centra en el formalismo Lagrangiano clasico,
a través de la bisqueda de una densidad Lagrangiana .Z,, que reproduzca la ENLS en
estudio y dé lugar asi a las ecuaciones buscadas, partiendo del principio de minima

accion de Hamilton:

55
—0
oyt (&)
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2.1. Andlisis Variacional

donde S es la accion del sistema, con derivadas de Frechet calculadas independien-
temente para cada coordenada colectiva y* (£) = {n(§),q(&),0(§),¢(§)}, también
conocidas como las variables de accion del problema [13]. Dada la forma de la ENLS
(1.24), con la variable £ gobernando la evolucién de la solucién, y por ende de las
coordenadas colectivas en si, las variaciones totales de éstas (derivadas punto) se en-
cuentran definidas en términos de & [1, 3, 13], en comparacién a la definicién temporal
que es comun para estas derivadas en otros contextos fisicos:

_ v

P = e s=[ Lac.

Zakharov demostrd que las soluciones de la ecuacién (1.20) pertenecen a la familia
de los solitones integrables, aquellos que cumplen estrictamente con la cuarta propiedad
de elasticidad en sus colisiones con otros solitones, como resultado de la estructura
Hamiltoniana completamente integrable de la dindmica descrita por la ENLS [3, 13, 12,

|. Al poseer este tipo de integrabilidad, la ENLS (1.20) posee también un conjunto
infinito de cantidades conservadas, lo cual la hace apta para el tratamiento por el

método de la transformada de dispersion inversa [12, 13, 16, 17].

La extensién inmediata de esta conclusion a la ENSL (1.24) hace posible su estudio
por medio del andlisis variacional, estando su caracter Hamiltoniano garantizado por
la existencia de la .Z} necesaria, escrita en términos de v y u* como variables canénicas
conjugadas [1, 11, 16, 17]. El promedio en 7 de tal densidad arroja el Lagrangiano L
apropiado para el estudio de las coordenadas colectivas, al quedar escrito en términos

de éstas y sus variaciones [1]:
y o * * *
L (y*, 9") :/ Z, (u,ug,uT,u ,ug,u7> dr,
—00

con

_ Ou
= %
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_ Ou
or

Uy

Por el primer teorema de Noether y la invariancia de la accién de la ENLS (1.24)
ante translaciones temporales y espaciales, las cantidades conservadas de momentum

lineal y Hamiltoniano, respectivamente, quedan determinadas por [3, 11, 13, 14, 17, 38]:

M:/OO MdT:/oo %(UU:—U*UT)dT,

H:/_O:OJ{dT:/_O:O;(\u7]2—|u]4)d7'.

Estas simetrias son opuestas al caso mas comin de la ENSL de Zakharov (1.20),
dado los roles invertidos de las variables £ y 7 en la ENLS (1.24). Para esta tltima, la
densidad H verifica su cardcter Hamiltoniano a través de las ecuaciones de Hamilton
para las variables candnicas y la definicién de los corchetes de Poisson de la mecanica

clasica, los cuales reproducen la ENLS como las derivadas de Frechet de 3 con respecto

awyu*[l1, 13,16, 38]:
ou oK
7’875 {g{?u} (SU*
y
Ou” o 0K
i o€ {H,u"} 5

La densidad Lagrangiana . a su vez es calculada a partir de la definicién formal

del Hamiltoniano, haciendo uso también del valor de JH particular al sistema en estudio:
H=> pig— %
J
y por lo tanto:

2y = & (g~ wrue) + 5 (furl* — Jul?) (2.3)

N | .
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2.1.1. Ecuacion de Euler-Lagrange para Campos

El principio de minima accién de Hamilton conduce a la conocida ecuacién de
Euler-Lagrange para un sistema con Lagrangiano L, el cual en el caso de la ENLS y
el solitén fundamental se encuentra escrito en término de las coordenadas colectivas
y* (£). Por tanto:

oL d /0L
oy e (ay) =0 24)

Una simplificacion importante del estudio variacional se consigue al expresar esta
ecuaciéon como la variacién de la densidad Lagrangiana .7}, en términos de sus depen-
dencias naturales, i.e. el soliton u, su complejo conjugado u* y las derivadas parciales
& y 7 correspondientes. A este efecto, cada término de la ecuacién de Euler-Lagrange
es insertado en la integral de £}, y expandido en términos de las derivadas implicitas

entre las dependencias de L y las de su densidad .Z}.

Para el primer término de la ecuacién de Euler-Lagrange:

dr + cc.

oL [ 0%, dr — /00 0%, Ou 0.2, Oug N 0%, Ou,
OyH —00 OYH o0 | Ou Oy*  Oue Oy Ou, Oy*

El dltimo término de esta integral se puede expandir a su vez en una integracion
por partes, con su primera componente evaluandose a cero por la definiciéon de la
soluciéon u como un paquete de onda altamente localizado que tiene rapidamente a

cero cuando &, 7 — £oo [20].

~ 0L 0u, . [0udZL]™ > 9 (04 du
o, oy T L‘?y“ auT]_oo /_oo or <8u7> oyl
con
Ou L™
oyt du, -
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por lo cual:

oL _/00 [(9.}2”9 ou +8.,§fg dug 0 (élfg) ou
Ay

Oyt Jooo | Ou Oyr Jug Oy* or \ ou, 1 dr ce. (2:5)

Para el segundo término de la ecuaciéon de Euler-Lagrange:

d <8L> _/oo ) (agg>dT:/oo ) lazg Ou | 0L, 0u¢ | 0L, 0u,

de Oyt 0 OE | Ou Oyt Oug Dgr | Ou, Oyt

o) oo €

]dr—l—cc.

Provisto que la envolvente y fase del solitén u se encuentran definidas en términos
de las coordenadas colectivas, pero no de sus derivadas y*, y también que estas coor-
denadas dependen a su vez de la variable de desplazamiento & mas no de la temporal
7, el primer y 1ltimo término de esta expansién se anulan por definicién [26]:

0L, Ou 0L, 0u,
ou Oyt Ou, Oyn

=0,

por lo que:

d (OL\ [~ 0 [02 du

Similarmente, el término restante de la expansion se puede re-expresar en términos
de la variacion del soliton con respecto a las coordenadas colectivas, en base a las
provisiones previas:

Oug 0 (Oudy'\ 0 [ 0Ou ,#+(9u8y“_ ou
agr oy \oyr 9e )~ age \ayr )Y T ayroge ~ oy

ya que:

o (o),
ogr \oyr ]
por lo cual:

/OO 0 |94, 0u dT—l—cc—/oo 0 (024 Ou —iragg2 Ou dr + cc
—o0 O& | Oug Oy* S |0\ Oug ) Oy Oue OE \ Oyn '
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2.1. Andlisis Variacional

Finalmente, por la continuidad de la soluciéon soliténica u con respecto a las

coordenadas colectivas y* y la variable &:
O (Ou) _ Ou
oE \ oy ) oyr’

por lo tanto:

d /oL ~ [0 (02, ou 0%, 0u
d (oL _ 9 . 9.
e (ayu> /,oo [ag (a%) oy Oue ayu] d7 + cc (2:6)

Al juntar los resultados (2.5) y (2.6) se ve la forma final que adopta la expansién
de la ecuacion de Euler-Lagrange (2.4) en términos de las dependencias de la densidad

Lagrangiana £
OL d (OLY e 102y, 0 (0Z;\ 0 [0Z;)\] Ou B
Oy d¢ (aw) B [w [ ou  O¢ (a%) or (aufﬂ Dy dr+cc=0. (27)

La independencia de los complejos conjugados en este tltimo resultado esta ga-

rantizada, en primera instancia, por la relacién algebraica entre un niimero complejo
a = a, +1a; y su conjugado a* cuando la suma de éstos se anula, i.e. a +a* = 2a, = 0,
lo que implica que a, = 0. Adicionalmente, la naturaleza fisica de la ecuacion de
Euler-Lagrange garantiza que el resultado final de la expansién (2.7) sea una cantidad
real, independientemente del principio de minima accién de Hamilton, puesto que ésta

expresa las variaciones arbitrarias sobre la accién S del sistema, una cantidad real de

por si:
i = o (age )  <®
por lo cual:
a; =0,
donde

< [2% 0 (0% 0 (0] ou
“_/m[au ag(a@%) aT<auT>]ayud7_0'
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2.1. Andlisis Variacional

Dado que este tltimo resultado se debe cumplir para cualquier densidad Lagran-
giana con las dependencias descritas, £, = %, (u, Ug, Ur, US, U, uj), se deduce que el
integrando se anula por definicién. Esto finalmente nos lleva a la ecuacion de Fuler-
Lagrange para campos y medios continuos [11, 15]:

0 (02 0 (02, 02,
8f<8u§>+(97‘<3u7> ou (2:8)

De la misma forma como el Lagrangiano L. de un sistema reproduce su dindmica
cuando se le aplica el principio de minima accién de Hamilton, la densidad Lagrangiana
Z, (2.3) reproduce la ENLS (1.24), i.e. la dindmica de la solucién u, cuando se le aplica

el complejo conjugado de la ecuacién de Euler-Lagrange (2.8):

+|ufu=0.

0 (02, 0 (04 0%, 0w 10
08 \ Oug or \ Juz our  9& 2072

Otra forma de expresar este importante resultado es a través de la anulacién de
la derivada de Frechet de ., con respecto a u*, lo cual subraya el cumplimiento del

principio de Hamilton en la dindmica de u [3]:

62 _

= (2.9)

2.1.2. Dinamica Adiabatica de las Coordenadas Colectivas

Ante la presencia de una perturbaciéon R # 0 en la ENLS (2.1), la bisqueda de
las ecuaciones diferenciales que gobiernan la evolucion de las coordenadas colectivas se
fundamenta en el caracter adiabdtico de las variaciones en el Lagrangiano del sistema,
dada la pequena magnitud de las perturbaciones en comparacion a la dinamica ideal.
Esto se traduce en una evolucién lenta en & de las y* (£), en comparacién a la evolucion
de la solucion @ sobre un periodo completo, lo cual segin el teorema de procesos
adiabdticos permite al sistema re-adaptarse a lo largo de la propagacién para preservar

el perfil (1.27) de w [15, 10]. Por tanto, la evolucién de las coordenadas colectivas es
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2.1. Andlisis Variacional

conocida como la dindmica adiabdtica del solitén, precisa hasta un orden O (¢) de

aproximacién [16, 26, 17].

La aplicacion de la ecuacién de Euler-Lagrange (2.4) a la ENLS (2.1) revela que,
ante la presencia de las perturbaciones, la densidad Lagrangiana (2.3) no preserva el
principio de minima accién de Hamilton para el nuevo sistema, quedando la variacion

de su accién definida en términos de Ry R* [3, 15, 20]:

oL d (oL o (0n 10% | _, \ 0u Lo
(9y“_d§<8g)“>_/—oo<28§+2(972+‘u| u)8yﬂdT+cc_Z€/_ooR8y“dT+cc’
por lo que:
oS 00 oo ou* ot
=1 —R*— | drd€. 2.1
Sy (€) “/_oo/_oo (Rayu R 8y“> T (2.10)

Este resultado se puede expresar en forma compacta como la derivada de Frechet
de la densidad Lagrangiana .Z; en si, similar al caso del sistema no perturbado (2.9)
[3]:

5,

No obstante, la introducciéon de una densidad Lagrangiana perturbada .5%, que
incluye los factores perturbativos dentro de la dindmica del solitén, re-establece el
cumplimiento del principio de Hamilton, necesario para la busqueda de la dindmica

de las coordenadas colectivas a partir de la ecuacién de Euler-Lagrangre [1]:

- j 1
Z, = % (aa; — ae) + 5 (|a]* — |af*) +ie [Ra" — R™ ], (211)
por lo que:
0.7,
=0
ou*
y

o fony_,
oy dg\agr)
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2.1. Andlisis Variacional

La integraciéon de (2.11) es posible al usar el perfil de solucion (2.2), asi el término
R y por ende las y* (§) sean aun desconocidas, puesto que éstas se mantienen fijas
durante el proceso de integraciéon en 7 de la densidad Lagrangiana [26]. El resultado de
este procedimiento sera finalmente la dinamica adiabatica de las coordenadas colectivas

del solitéon fundamental, en términos de la perturbacién R [1, 3, 38]:

dn ok
df—s‘ﬁe/ooRu dr
jg:—ejm/ooRﬂ*tanh[n(T—Q)]dT,
(2.12)
dq € o0 .
dg_—5+7]29‘ie/_oo(T—Q)Ru dr,
dgb_ - o (1 ~x L/, 2 do
dg_EJm/—oo{n (1 —q) tanh [n (7 q)]}Ru dT+2(77 5)+qd§'

Estas formulas revelan que, dependiendo de la forma funcional de las perturbacio-
nes, las caracteristicas de las coordenadas colectivas del perfil del soliton no perturbado
(1.26) se pueden perder, como por ejemplo la invariancia del corrimiento de frecuen-
cia ¢, de la amplitud n y del ancho Ty = T,/n. Efectos adicionales también pueden
emerger, tales como fluctuaciones en la posicién del soliton debido a la dependencia

en la evolucion del centroide ¢ sobre el 6 modificado.

En términos generales, solitones con estas caracteristicas, como por ejemplo uno
con amplitud 7n variable debido a efectos de disipacion, son conocidos como solitones
no integrables, por emerger de dindmicas que generalmente no son completamente in-
tegrables y/o no Hamiltonianas y por no cumplir con la cuarta propiedad de colisiones
elasticas [13, 16, 12, 43]. No obstante, ciertos tipos de perturbaciones no disipativas,
como algunas debidas a efectos conocidos como de orden superior, pueden preservar
el cardcter Hamiltoniano del nuevo sistema, al mantener un conjunto no nulo de can-

tidades conservadas [3, 10].
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2.1. Andlisis Variacional

Un ejemplo ttil de la dindmica (2.12) es la reproduccién del solitén fundamental
no perturbado (1.26), tras realizar las integraciones necesarias sobre las ecuaciones que

resultan de imponer la condicion R = 0:

dn _

dg—o — 77(5):770;

do

digzo = 5(5):507

; (2.13)
dg — 5, = q(€) = —0,,

d 1

10 -2 — 0©=(2-2)5.

Esta dindamica podria obtenerse también a través de la aplicacion de la ecuacién
de Euler-Lagrange (2.4) al lagrangiano L que se calcula por integracion directa de la
densidad % (2.3) [3, 38

3
_ g2 40 e
L—3 2n<d§+d§> no~.

En cualquiera de los casos, ambos enfoques verifican una vez més el caracter
Hamiltoniano de la ENLS (1.24), dado que el solitéon fundamental es ahora obtenido

a través del principio de minima acciéon de Hamilton:

u (&, 1) = nysech [0, (T + d,€)] exp lfz (ng — 53) g — iéoT] .

A continuacién se procede a estudiar las principales perturbaciones a la propa-
gacion ideal del solitén fundamental en el medio de Kerr, tratando tanto sus origenes
fisicos como los modelos matematicos correspondientes que las describen y modifican
la ENLS (1.24). Tales perturbaciones son la disipacion energética debido a la absorcion
electromagnética del medio, la distorsion del perfil temporal del solitén por el efecto de
auto-escarpado y la alteracion de su espectro de frecuencias por el efecto de dispersion

intra-pulso de Raman, siendo estos ultimos dos pertenecientes al régimen conocido
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2.2. Perturbacion Disipativa

como de orden superior. La dindmica adiabatica de las coordenadas colectivas (2.12)
es empleada para investigar las diversas consecuencias que estas perturbaciones tiene

sobre la evolucién del solitéon fundamental (1.27).

2.2. Perturbacién Disipativa

El principal efecto que puede alterar considerablemente la estabilidad del solitén
6ptico brillante como ente dindmico robusto es la pérdida de energia del pulso a me-
dida que se propaga en el medio de Kerr, lo cual elimina el caracter Hamiltoniano
de la dindmica del solitén [13, 42, 43]. La disipacién es debida principalmente a la
absorcién de energia electromagnética por parte del material que compone al medio
(con contribuciones ligeras de otros factores como la dispersién del pulso en la in-
terface nicleo-revestimiento de la fibra), y afecta la estabilidad del solitén ya que su
existencia se debe al balance entre los efectos de dispersion de velocidad de grupo
y auto-modulacién de fase experimentados por el pulso en el régimen de dispersion
anomala. Siendo la auto-modulacién de fase dependiente de la intensidad, y por ende
de la energia del pulso, una reduccion de ésta afectaria dicho balance, poniendo en

peligro asi la integridad del solitén a medida que se propaga.

Matematicamente, los efectos de disipacion se incluyen en la descripcion de la
respuesta eléctrica del medio a través de la definicién (1.6) de su constante dieléctrica,
con & = o+ ay |E|2 dando cuenta tanto de la disipacién lineal o como la no-lineal ao,
esta tltima dependiente de la intensidad del campo eléctrico del pulso. No obstante,
para los medios de interés como las fibras opticas de silice, el factor oy es generalmente
muy pequeno en comparacion a la constante de disipacién «, razoén por la cual es
ignorado en el tratamiento perturbativo [I, 10]. El término restante engloba todas
las causas de pérdidas en la fibra y queda definido en términos de la relaciéon entre
la potencia de entrada al medio P, y la transmitida Pt al final de su longitud L,

asumiendo un comportamiento exponencial y uniforme de las pérdidas a través de
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2.2. Perturbacion Disipativa

toda la fibra [1, 7, 47]:
Pr=Pye ",

por lo cual:

1 Pr
= —E In (1:)0> . (214)

Volviendo sobre la ecuacion diferencial (1.14) que describe en primera instancia
la evolucion de la envolvente ¢ en el medio de Kerr, se puede apreciar que para el
caso disipativo, con ayuda del proceso de normalizacion descrito en la Seccién 1.2.3 en
términos de las distancias Lp y Ly, el término perturbativo normalizado R definido

en la ENLS perturbada (2.1) adopta la forma:

r
eR(a,a") = —=u,
2
resultando en:
ou  10%u 9. I
con
I'= OéLD,
por lo cual:
I'é¢ =az.

Al insertar esta perturbacién en el conjunto de ecuaciones (2.12), la dindmica

adiabatica de las coordenadas colectivas resulta en:

Re (R ") = —5772 sech? [ (1 — q)],



2.2. Perturbacion Disipativa

finalmente quedando la dindmica como:

d r o0
=5 [ sech?® [y(r —q))dr = T,

d¢

do

ag ="

d r

6= 5 ) el —al(—q)dr =3,

Estos resultados ilustran claramente que las tinicas dos coordenadas del soliton
que sufren cambios ante la presencia de disipacion en el medio de propagaciéon son la
amplitud 7 y la fase ¢, esta ultima dependiente de la amplitud modificada 7 (£); tanto
el corrimiento de frecuencia d como el centroide ¢ permanecen inalterados con respecto
a la dindmica no perturbada (2.13). Tomando las condiciones iniciales ¢, = ¢, = 0,
las coordenadas colectivas que describen la evolucion del soliton fundamental disipado

quedan descritas por:

n(€) =noe ',
5(5) = 50a

(2.16)
Q(g) = _5057

1 p2e 2

86 = ol — %o,

Recordando la forma generalizada del solitén fundamental perturbado (2.2) defi-

nido en funcién de las coordenadas colectivas:

(&, 1) =n(&)sech {n (&) [r — ¢ (¢} PO2ET
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2.2. Perturbacion Disipativa

se ve la forma que éste adopta ante los efectos de disipacion:

1 — n2e—20¢ 2
0(€.7) = e sech [, e (7 + 5,6)] exp [z (Z; - 25) - w] ,

y en forma canonica, donde n, =1y d, = 0, esto se reduce a:

(6,7) = e sech () exp (i 7 (2.17)
u =€ sec € ex 1— . .
, T T P AT

De aqui se observa claramente que el principal efecto que sufrira el solitén en un
medio de Kerr disipativo es la pérdida de amplitud a medida que se propaga en &,
dado el factor exponencial de atenuacion que multiplica a la amplitud inicial. Es facil
concluir que esta evolucion eventualmente conllevaria a la desintegracion del solitén,
debido al esparcimiento temporal progresivo resultante de la relacién inversa entre su

amplitud y ancho [7]:

T
Tl =
n
por lo que:
Ty (¢) =T, . (2.18)

Por esta razon, solamente se puede esperar que el solitén mantenga su estabilidad
como ente dindmico robusto en la medida que I'é < 1, bien sea por medio de la
acotacion de la distancia de propagacion £ para un I' dado o a través de la reduccion
de este ultimo parametro con la construccién de medios de transmisién mas eficientes.
En general, variaciones de energia de unos pocos puntos porcentuales o menos por
cada longitud de dispersiéon Lp recorrida permitird que las coordenadas colectivas
del solitén disipado evolucionen adiabaticamente [17], lo cual es consistente con la
condicién ¢ < 1 de la ENLS perturbada general (2.1) que conduce a la dindmica

adiabatica (2.12).

El resultado (2.17) también revela el cambio de fase neto que sufre el solitén
canénico disipado, tendiendo a un limite ¢,,,, = 1/4I" para distancias de propagacion

E> 1.
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2.3. Efectos de Orden Superior

2.3. Efectos de Orden Superior

Al considerar pulsos 6pticos cuyos anchos iniciales T, < 1ps, la ecuacién dife-
rencial (1.14) de la envolvente ¢ pierde validez en la descripcion de su propagacién a
través de los medios de interés, ya que para estas magnitudes de T, el ancho espectral
resultante de la senal 6ptica induce una respuesta eléctrica en el medio de Kerr distinta
a la descrita por la polarizacién no-lineal Pyy, (1.3) [1, 2, 18], la cual fue usada como
base para las variadas aproximaciones que condujeron a la dindmica (1.14) a partir de

la ecuacién de Maxwell inicial (1.2).

Un tratamiento més detallado de la susceptibilidad eléctrica de tercer orden x
da origen a una polarizaciéon no-lineal que da cuenta no solo del efecto Kerr éptico,
sino también de otros efectos generalmente conocidos como de orden superior, a través
de la expresion [1, 2, 7, 17]:

t

= — — 2
PNL:gox(3)E(F,t)/ R(t—t) [E (70| dby .

—o0

El factor R (t —t1) es la funcién de respuesta no-lineal que incluye las contribu-
ciones eléctricas y vibracionales del medio a la susceptibilidad eléctrica x®, integrado
junto a la intensidad del campo eléctrico hasta el limite superior ¢ para asegurar la
causalidad de la polarizacion en funcién del campo eléctrico. Un anélisis de Helmholtz
del campo eléctrico resultante, andlogo a aquel aplicado a la ecuacién (1.5) para el
caso del efecto Kerr como tnico fenémeno no-lineal presente, y un estudio numérico
sobre R (t — t1) (consultar referencias principales [1, 7, &, 10], entre otras) conducen a
una nueva dindamica no-lineal de la evolucién de la envolvente 1 en el régimen de orden
superior. No obstante, al usar longitudes de onda alejadas de la longitud de dispersién
cero, Ap, las componentes lineales de la dindmica permanecen inalteradas con respecto
a los estudios anteriores, ya que los efectos dispersivos pueden seguir siendo descritos

satisfactoriamente sélo con el parametro de dispersién de velocidad de grupo Ss, sin
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2.3. Efectos de Orden Superior

requerir la inclusién de términos superiores de la expansién de Taylor (1.13) sobre la
relacion de dispersion f§ (w). La ENLS resultante queda escrita como:

o B2 0%

-+ w+ Doz =1 (2.19)

0

[Ww L2 (o) - o 2L ]
Esta dindmica, conocida como la Fcuacion No-Lineal de Schridinger Generaliza-

da por incluir dentro de si a los principales efectos que experimenta el pulso ¢ durante
su propagacion en el medio de Kerr, incluye en el lado derecho de la ecuacion a un
segundo término no-lineal que da cuenta del efecto de auto-escarpado, conocido como
“self-steepening” en Inglés, y un tercero que describe al efecto de dispersion intra-pulso
de Raman, conocido como el “intra-pulse Raman scattering”. Ambos seran estudiados
proximamente por separado y a modo perturbativo a través la dinamica de las coorde-
nadas colectivas (2.12), dada la prominencia del efecto Kerr incluso en el régimen de

orden superior. Adicionalmente, por simplicidad del estudio, los efectos de disipacién

seran ignorados en cada caso, es decir a = 0 en cada analisis.

2.3.1. Perturbacién por Efecto de Auto-Escarpado

El efecto de auto-escarpado o “self-steepening” es una perturbacion Hamiltoniana
que resulta de la dependencia de la velocidad de grupo V, del pulso sobre la intensidad
de su campo eléctrico E [1,2,29,39], através de la definicion (1.18) del coeficiente /31 en
términos del indice de refraccion 7 (1.7). Inicialmente reportado por D. Grischkowsky
et al. en [9], el nombre del efecto proviene de la alteracién del perfil de la envolvente v
como resultado de la dependencia inversa entre la velocidad de grupo y la intensidad,
causando que el pico del pulso se propague més lentamente que sus bordes, en donde

la intensidad es menor.

En ausencia de los efectos de dispersion de velocidad de grupo de (3., el pico se
inclinaria hacia el borde posterior del pulso de manera progresiva con la propagacion,

produciendo un perfil asimétrico cada vez mas escarpado que eventualmente daria lugar
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2.3. Efectos de Orden Superior

a un shock optico. No obstante, la dispersién temporal debida a [y tiene el efecto
de suavizar la deformacién creada al dispersar el borde afectado, de forma analoga
al balance establecido con el fenémeno de auto-modulacién de fase para producir el
solitén brillante en si. El efecto resultante es un desplazamiento neto progresivo (i.e.
dependiente de la propagacién) del centro temporal del pulso con respecto al caso no

perturbado [1, 2].

Esta compensacion entre los efectos de 35 y auto-escarpado también tiene el efecto
de mantener practicamente inalterado el espectro de frecuencias del pulso, similar al
caso de la ENLS no perturbada, manifestando solamente una leve asimetria del espec-
tro en favor de las frecuencias més bajas (“red-shifted”), dado que éstas se propagan
mas lentamente en el régimen de dispersién anémala (5y < 0) y por ende se encuentran

en el borde posterior del pulso.

Matematicamente, el efecto de auto-escarpado queda representado como un gra-
diente temporal del término de Kerr, inversamente proporcional a la frecuencia w, de
la onda portadora y por ende dependiente en magnitud de la longitud de onda A, del

pulso [1, 9]:

Volviendo a la definicién generalizada (2.1) de la ENLS perturbada, y nuevamente
con ayuda del proceso de normalizacion en base a las longitudes de dispersion y no-
lineal, Lp y Ly, el término perturbativo normalizado R para el caso del efecto de

auto-escarpado adopta la forma:

resultando en:

i = —z’saT (laf*a) , (2.20)
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con

Al insertar esta perturbacién en el conjunto de ecuaciones (2.12), la dindmica

adiabatica de las coordenadas colectivas resulta en:

;i(MHQQ)-———{3ntanh[n(7-—QH-+i5}hﬂ2&7
por lo cual:
eR@* = s {3ntanh [y (7 — ¢)] + 0} |a|* ,
Re (R @) = 3s1” sech’ [ (1 — g)] tanh [ (7 — )],

Jm (R @*) = sdn*sech® [ (1 — q)],

finalmente quedando la dinamica como:

d 00

dZ = 3s1)° [m sech® [ (T — ¢)]tanh [ (T — ¢)]dT =0,
dd %

€ = —s0m? [00 sech® [ (1 — ¢)]tanh [ (T — ¢)]dT =0,
dq

dg——(5—1—33773/_0:0860}14[77(7'—Q)]tanh[n(T—q)] (1—q)dr = =6+ sn,

T =i [ sech(r = q))ar — sdy* [ sech (7 = ) e [ (7~ )] (7 = ) +

N —

+ (ﬁ—y):wﬁ+;of—ﬁ)

Esta dinamica revela que el efecto de auto-escarpado no afecta la amplitud n ni

el corrimiento de frecuencia 0 del solitén perturbado, puesto que estos se mantienen
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inalterados con respecto a la dindmica no perturbada (2.13). En cambio, el centroide
q v la fase ¢ si presentan alteraciones linealmente dependientes del parametro pertur-
bativo s, en funcién de las coordenadas constantes 7, y d,. Tomando las condiciones
iniciales g, = ¢, = 0, las coordenadas colectivas que describen la evolucién del soliton

fundamental con efecto de auto-escarpado quedan finalmente descritas por:

n (&) =1,

0 <§> =0, )
(2.21)
q (5) = (8770 - 50) £,

6(6) = (i~ 52) S + some.

Recordando la forma generalizada del solitén fundamental perturbado (2.2) defi-

nido en funcién de las coordenadas colectivas:
@ (¢,7) =1 (&) sech {n (&) [r — q ()]} 0O0E)]

se ve la forma que éste adopta ante los efectos de auto-escarpado:

(&, 7) = nesech [n, (T + 5, — sm,8)] exp [Z (nz — 53) g + i86,m2E — i0,7|
y en forma canonica, donde 1, =1y d, = 0, esto se reduce a:

@ (€,7) = sech (1 — s&) /2. (2.22)

Este resultado demuestra el efecto neto que el balance entre la dispersién de ve-
locidad de grupo y el fenémeno de auto-escarpado tienen sobre el solitén brillante
fundamental, dado el desplazamiento del cero del argumento de la envolvente O, li-
nealmente proporcional a la magnitud del parametro perturbativo s y a la propagaciéon

en &, conocido como el tiempo de retraso 74 [1]:

Ty = SE. (2.23)
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2.3. Efectos de Orden Superior

Este retraso implica un cambio en la velocidad de grupo V, del pulso, similar
al cambio (1.29) que experimenta el solitén fundamental no perturbado cuando su
corrimiento de frecuencia inicial d, # 0. La principal consecuencia de este efecto es el
incremento del ancho temporal T, del solitén con efectos de auto-escarpado (2.22),

en comparacion al caso no perturbado (1.28):

T—s&=17 <71,

con
T
T=—
T,’
por lo cual:
T, > T,

Esto causa una reduccion acorde en el pico de intensidad del pulso durante su
propagacion en el medio de Kerr, dada la conservacion de su energia en un medio para

el cual los efectos de disipacién han sido ignorados (o = 0).

Finalmente, se puede observar claramente también céomo, para el caso candnico,
la fase del solitéon perturbado no sufre modificaciéon alguna con respecto al perfil no

perturbado (1.28), dada la anulacién del corrimiento de frecuencia inicial d,,.

2.3.2. Perturbacion por Efecto de Dispersion Intra-Pulso de
Raman

El segundo pero mas importante de los efectos de orden superior que pueden per-
turbar la evolucion ideal del soliton brillante es la dispersiéon intra-pulso de Raman
(“intra-pulse Raman scattering”), proveniente de las interacciones ineldsticas entre los
fotones de la senal electromagnética que se propaga en el medio y los modos vibra-

cionales de las moléculas que lo componen, lo cual es conocido como la dispersion de
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2.3. Efectos de Orden Superior

Raman o simplemente el efecto Raman. Originalmente descubierto por C.V. Raman
en 1928, este efecto supone una contribuciéon vibracional a la susceptibilidad eléctrica
x®) a una escala temporal considerablemente més larga que las contribuciones elec-
trénicas (responsables del efecto Kerr), con respuestas en el orden de los 100 fs vs. 1fs,
razén por la cual la dispersion intra-pulso de Raman es generalmente ignorada por su

relativa debilidad en comparacion a los efectos de auto-modulacién de fase [2, 10].

La dispersion de Raman puede ser un proceso tanto espontaneo como estimulado,
comprendiendo en ambos casos la emisiéon por parte de las moléculas del medio de
fotones de menor frecuencia a los incidentes sobre él, i.e. colisiones inelasticas fotones-
moléculas cuyos diferenciales de energia son absorbidas por estas ultimas para excitar

sus modos vibracionales, los conocidos fonones dpticos.

La “faceta” estimulada de este proceso, generalmente desencadenada por una
potencia del pulso entrante mayor al nivel umbral del material, tiene la capacidad de
fortalecer progresivamente con la propagacion a sus componentes de menor frecuencia
(las conocidas ondas de Stokes), induciendo asi una redistribucién de la energia del
pulso entre las componentes de su espectro, con las de mayor frecuencia haciendo
las veces de fuentes energéticas. El resultado acumulado de este proceso para pulsos
Opticos ultra-cortos propagandose en un medio de Kerr es un auto-corrimiento neto
de su frecuencia central, efecto conocido como la dispersién intra-pulso de Raman
y expresado matemdaticamente como una perturbacién no Hamiltoniana a través del
tltimo término no-lineal en el lado derecho de la ENLS Generalizada (2.19) [1, 7]:

oly|”

—T
’YRaT

b .

El factor Tg es conocido como el primer momento de la funcién de respuesta
no-lineal R (t), fisicamente relacionado a la pendiente de la curva de ganancia del
espectro de Raman para un material dado, la cual en si representa la redistribucién

de la energia en el espectro del solitén debido al efecto de dispersién intra-pulso de
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2.3. Efectos de Orden Superior

Raman [1, 10], en funcién de la frecuencia central w,. Matematicamente, Tg se define

como [1]:

Tg = /oo tR(t)dt. (2.24)

—0o0

Volviendo a la definicién (2.1) de la ENLS perturbada, el factor eR (@, @*) por

efecto de dispersion intra-pulso de Raman queda dado por:

R — o A
u,u") = —iT,——1u,
’ or
resultando en:
ou 10 > dlal®
S alfa=r, i 2.25
by R L mal (2.25)
con
Tgr
T, = )
T,

Para estudiar el efecto de esta perturbacién sobre el solitéon fundamental (2.2)

se vuelve a la dindmica adiabética de las coordenadas colectivas (2.12), produciendo

como resultado:
olal”

or

= —2ntanh [y ( — )] |@* ,
por lo cual:
eR@* = i2r,mtanh [n (7 — q)] |ﬂ|4 ,

Jm (R @) = 27,1 sech” [1 (7 — g)] tanh [n (7 — q)],
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finalmente quedando la dindmica como:

dn
a
do 5 [ A 9 8t
=2 [ sec In(7 = q)] tamb? iy (7 — ] dr =~
dg
€
do Y e 4 - -
df_QTrn /_Oosech (T —q)]tanh [ (T — q)] d7 +
5 [ 4 2 Lo o 871"
=25 [ sech [y (v — )] tank? [ (7 — )] (7 — @) d7 + 5 (2 = %) — g2 =

87.nt
(772—52>—q -

DN | —

Esta dinamica ilustra claramente como la principal coordenada afectada es el
corrimiento de frecuencia d del soliton, mientras que ¢ y ¢ se modifican a su vez con
respecto a la dindmica no perturbada por sus dependencias respectivas sobre 6. Tomar
condiciones iniciales ¢, = ¢, = 0 llevan finalmente a las coordenadas colectivas que

describen la evolucion del soliton fundamental con efecto de dispersion intra-pulso de

Raman a:
n (&) = 1o,
B 87,15
5 (5) - 50 - 15 57
. (2.26)
_ Trno 2
a(§) = 2 — 5,6,
o 2 & 47,.6,m 9 3278 3
(b(é)_(no_éo)i—i_ 15 5 - 675 f .

Recordando la forma generalizada del solitén fundamental perturbado (2.2) defi-

nido en funcién de las coordenadas colectivas:

(&, 1) =n(&)sech {n (&) [r — q(&]}PO2ET
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se ve para la perturbacion bajo estudio éste adopta la forma:

@ (&, ) =n,sech [770 <T + 8,6 — 47;;73 52)]

. 9 oo & AT o 32T 3. 87k
xexplz(no—5o)2+z Ir & —1 75 & —i0,T +1i 15 &ty

y en forma canonica, donde n, =1y d, = 0, esto se reduce a:

w (&, 1) = sech (7’ - 417;52) exp (zg — i?;;gg + i817;§7'> . (2.27)

Este resultado revela el auto-corrimiento de frecuencia del solitén perturbado y

el desplazamiento del centro de la envolvente, lineal en el parametro perturbativo 7,
pero cuadratico en la distancia de propagacion &, lo cual lo hace méas pronunciado que
el desplazamiento por efecto de auto-escarpado. El signo negativo de la coordenada §
resultante resalta el proceso de ampliacion de las ondas Stokes, dado que tal expresion

se traduce en una reduccién neta de la frecuencia del soliton perturbado.

Importante también es el cambio inducido en la fase del solitén, la cual crece en
el tiempo 7, a diferencia de todos los casos anteriores, pero se retrasa con respecto al
caso no perturbado £/2 a razén cubica de la propagacion, debido a la naturaleza de

respuesta lenta vibracional del efecto Raman.
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Capitulo

Estudio Numeérico

La inclusién de términos perturbativos en la descripcion de la evolucion del solitén
@ en el medio de Kerr apartan la ENLS (2.1) de la dindmica completamente integrable
que la hace apta para el tratamiento analitico por el método de la transformada de
dispersion inversa, correspondiente al caso R = 0, asi algunas perturbaciones como el

efecto de auto-escarpado preserven el caracter Hamiltoniano del sistema.

Aproximaciones analiticas como la dinamica adiabatica de las coordenadas co-
lectivas ofrecen una primera vision del comportamiento de las soluciones de la ENLS
perturbada, al asumir la preservacion de una forma funcional de @ a través de su
propagacién por la fibra cuando el pardmetro de perturbacion € < 1, segiin el princi-
pio de optimizacién de Rayleigh-Ritz. Para el solitén temporal-brillante fundamental,
el ansatz preservado es la envolvente secante hiperbdlica (2.2), cuyas perturbaciones

fueron estudiadas adiabaticamente en el Capitulo 2.

El objetivo principal del estudio numérico es resolver la ENLS (2.1) directamen-
te para una perturbacion R dada a través de aproximaciones numéricas progresivas,
lo cual permite estudiar la evolucién de % independientemente de las caracteristicas
y/o limitaciones impuestas por cualquier ansatz. Esto permite comprobar el rango de

validez de las predicciones hechas por aproximaciones analiticas como la adiabatica.
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3.1. Método Split-Step de Fourier

3.1. Meétodo Split-Step de Fourier

La técnica conocida como split-step de Fourier fue el método de analisis numérico
escogido en este trabajo para el estudio de las distintas formas tratadas de la ENLS
perturbada, dada la amplia gama de antecedentes que tiene no solo en el area de las
simulaciones de problemas de la 6ptica no-lineal sino también en el estudio de diversos

problemas de naturaleza ondulatorios en otros campos de la Fisica [1-3, 10, 21, 22,

) Y Y Y ]'

Esa técnica, conocida también como “SFM” por sus siglas en Inglés, es un método
pseudoespectral que realiza parte del analisis de la evolucion del problema en el dominio
temporal y otra en el dominio de frecuencias correspondiente, razén por la cual es
uno de los métodos preferidos para el estudio numérico de fenémenos gobernados por
ecuaciones de tipo No-Lineal de Schrédinger y afines, dada la naturaleza ondulatoria de
los sistemas en los cuales éstas emergen. Este tipo de andlisis espectral, con la ayuda de
algoritmos altamente eficientes como el de la Transformada Rapida de Fourier (“FFT”
por sus siglas en Inglés), hacen que, para érdenes comparables de precisién, métodos
como el split-step de Fourier sea més rapido hasta por un orden de magnitud que los
implicitos que operan solamente en el dominio temporal, como el de diferencias finitas

y afines [1, 7, 10, 21, 48].

Otra diferencia importante entre métodos implicitos y el split-step de Fourier es
el cardcter explicito de este ultimo, al expresar la soluciéon del problema en estudio
al tiempo t + At como una funcién explicita y conocida de la solucién en el tiempo

anterior ¢:

y(t+AL) = f(y())

Para el caso de la ENLS perturbada (2.1) de la 6ptica no-lineal, llevada a su forma
no normalizada y escrita sin la notacién tilde de las perturbaciones, la evolucion de

la solucion ¢ ocurre en la variable de propagaciéon z en intervalos espaciales pequenos
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3.1. Método Split-Step de Fourier

h = Az, en vez de en el tiempo, mientras que para esta ultima variable el presente
trabajo asume el uso del mismo tiempo retardado T introducido en la transformacion
(1.16). Con este formalismo, el andlisis por split-step de Fourier expresa la evolucién
de la solucion v de la ENLS como el resultado de la accién combinada sobre ella misma
de dos operadores L y N desacoplados, con L comprendiendo los efectos lineales que el
pulso experimenta a medida que se propaga por el medio de Kerr y N los no-lineales:

oY (z,7T)

= (L+N)v(zT), (3.1)

por lo cual:

¥ (z+h,T) =) (2, T) (b < 1). (3.2)

Tomando como referencia la Ecuacién No-Lineal de Schrodinger Generalizada y
no normalizada (2.19), es facil ver que el operador lineal L engloba los efectos de
disipacion y dispersion de segundo orden, mientras que N da cuenta de los efectos de

auto-modulacion de fase de Kerr, auto-escarpado y dispersion intra-pulso de Raman

[T, 10):

L N e ) RS
de donde:
[ Yoy (3.3)
2~ "2 012
y
N =iy [wﬁﬂ'wiw% (D —TRagfﬂ. (3.4)

La naturaleza compleja de estos operadores sugiere que la solucién 1 en el resul-
tado (3.2) lo es también, conteniendo informacion de la evolucién de la intensidad y

fase del pulso a medida que se propaga por el medio de Kerr.
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El método split-step de Fourier intenta conseguir una soluciéon aproximada de
la ENLS escrita en su forma operacional (3.1) al asumir que en cada intervalo de
propagacién h = Az, los efectos lineales actiian sobre el pulso 1) independientemente
de los no-lineales. Esto implica una expansion del termino exponencial de la solucién

(3.2):

b (2 4+ h,T) ~ elhE) o(hN) 4 (2 T) | (3.5)

Esta suposicién incurre en un término dominante de error de orden O (h?) en
cada intervalo recorrido, dada la naturaleza no conmutativa de los operadores L y N
(atribuible a la accién inherentemente acoplada de los efectos lineales y no-lineales del
medio sobre el pulso) y el resultado de la serie de Baker-Campbell-Hausdorf para dos

operadores a y b tales [1, 3, 10, 22]:

exp (d + IS) = exp (a) exp (Z;) exp (; [&, BD exp (1 [d —, [&, BH) exp (—112 [13 —a, [15,

12
donde
a=hL
y
b=hN,
por lo cual:

0.8 =2 1, ¥].

Dado que el ntmero total de intervalos h necesarios para recorrer la longitud
entera del medio es inversamente proporcional al tamano de cada intervalo en si, el
error global acumulado en la solucién aproximada (3.5) tras un recorrido completo
es de orden O (h) [3, 22]. Esto impulsa la bisqueda de mejoras en la precisiéon de la
soluciéon numeérica, sin necesariamente incurrir en el potencialmente elevado costo de

computo que significaria la reduccion del tamafio de h.
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3.1.1. Simetrizacion

La técnica més comun en la mejora de la precision numérica del método split-step
de Fourier es conocida como simetrizacion, y consta de dos modificaciones importantes

al esquema matematico de la primera aproximacién ofrecida por el resultado (3.5).

El primer cambio, que en si da origen al nombre de la técnica split-step de Fourier
simetrizado (“SSFM” por sus siglas en Inglés), consta de la division del intervalo h en
dos subintervalos h/2 individuales, dentro de los cuales se considera la accién solitaria

del operador lineal L sobre el pulso [1, 3, 10]:

Y (z+h,T)=exp <Zf)> exp (hN) exp (gﬁ) ¥ (z,T).

Este esquema efectivamente confina la accién del operador no-lineal N a exac-
tamente la mitad del intervalo, al estilo de una delta de Dirac en el punto especifico
h/2. El segundo cambio aplicado a la aproximacion (3.5) consta de una descripcién
de la accién de N maés apropiada que ésta, al dar cuenta de su dependencia sobre z
por ser éste un operador que no sélo actiia sobre el pulso sino que también depende
de él, segun su definicién (3.4). Esta descripcién se logra a través de la integracién de
N (2') desde z hasta z + h, con el empleo de la regla trapezoidal para la aproximacién

numérica de la integral [1, 3]:

h ~ z+h h
¥ (z+4 h,T) =~ exp <2L> exp [/ N (Z) dz'] exp <2L> v (z,T), (3.6)
donde

z+h h
/ N (2)d7 ~ B

{]\Af(z)%—]v(z%—h)}

Dado que el valor de N (z + h) no es conocido la hora en aplicar esta aproximacion
en el calculo de ¢ (z 4+ h), una metodologia al estilo predictor-corrector de dos pasos

se puede emplear para preservar el esquema mejorado (3.6). En primera instancia, y

62



3.1. Método Split-Step de Fourier

partiendo de un ¢ (z, T) ya conocido (e.g. la condicién de frontera ¢ (0, T)), una acciéon
no-lineal aproximada por exp [hN (z)] es insertada en (3.6) para predecir el valor de
Y (z+h,T), el cual a su vez es usado para estimar el N (z+ h) correspondiente;
seguidamente, la regla trapezoidal para la integral del operador N (2') es usada para
corregir el valor final de ¥ (z + h, T'), en base al mismo ¢ (2, T) usado en la prediccion

inicial y mediante el uso del valor estimado de N (z + h) [1, 18].

El esquema (3.6) para la implementacién del método split-step de Fourier sime-
trizado significa una mejora de un orden de magnitud en la precision de las aproxi-
maciones numéricas, al compararlas con aquellas del esquema (3.5) para un intervalo
h de igual magnitud, siendo que ahora el término dominante de error se debe a los

dobles conmutadores en la serie de Baker-Campbell-Hausdorf y por ende de orden

O (h%) [1, 3, 10, 22]:
[a—b,[a,0]] = [n(L-N),n?[L,N]| =n* |L- N, |L,N]|.
Consecuentemente, se ve que el error global acumulado al recorrer toda la longitud
del medio es ahora de orden O (h?) [22].

El paso final en la implementacién del esquema (3.6) es la transformaciéon del
operador lineal L (T) a su representacion espectral .2 (w), en busqueda de ahorro

de tiempo de cémputo gracias a la forma matematica simplificada del dominio de

frecuencias [10]:
R a m—1 am a 7 m—1 . m
26 =7{-5-5,(5) g} =5-5(5) smter.
por lo tanto:
P)=—5+ @522 2 (3.7)

donde .Z representa la operacién transformada de Fourier. Este cambio implica la

conversion numérica del valor del pulso ¥ (z, T') del dominio temporal al de frecuencias,
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y de vuelta al temporal por medio de la transformada inversa .# ~!, a medida que los
operadores 2 y N intercalan su accién sobre el pulso a través del recorrido del intervalo
h. El resultado es una regla de cuatro operaciones progresivas para el calculo predictor
de ¢ (z + h,T) segtn el esquema (3.6) del método split-step de Fourier simetrizado, y
cuatro analogas para el calculo corrector, llevando asi a 1 paso a paso en intervalos h
hasta cubrir toda la longitud del medio de propagacion:

w o (52) 7 (=),

z4+h

by = exp [/ N (2" dz'] F a,},
ho.

0 = exp (23) 7).

V(z+hT)=F " {e},

por lo cual:

Y (z+hT)=F! {exp (Z.z) F {eXp Vz”h N () dz’] F! {exp (Z.z) F (o (z,T)}}}} .

(3.8)

3.1.2. Estabilidad Numeérica

La no conmutatividad de los operadores < y N 1o es la tnica fuente de error
numérico en el andalisis por split-step de Fourier simetrizado, si bien es la de mayor
peso. Un aspecto muy importante en la discusién de la precision de la predicciones de
este método es el relativo a su estabilidad numérica, la cual depende criticamente de

un apropiado acondicionamiento del problema a estudiar [3, 10].

En el caso de simulaciones de los problemas que emergen de las variadas formas de

la ENLS, el acondicionamiento apropiado de un problema dado se basa principalmente
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en el uso de valores numéricos de las cantidades fisicas involucradas lo mas precisos
posible con respecto a sus valores tedricos correspondientes, como por ejemplo para
los cuatro parametros basicos del soliton brillante: la potencia de entrada P, su ancho
temporal inicial T,, el coeficiente de dispersion de velocidad de grupo s del medio y el
coeficiente no-lineal de Kerr ~. Estos parametros definen las magnitudes de las longi-
tudes caracteristicas Lp (dispersién) y Ly, (no-lineal) del solitén, segtin las ecuaciones
(1.21) y (1.23), y el conocimiento preciso de éstas es indispensable para la estimacion

apropiada del intervalo espacial h.

Para valores de h aproximados a cualquiera de estas dos longitudes caracteristicas
(que en el caso del solitén fundamental son iguales entre si, segin la relacién (1.22)),
las predicciones del este analisis numérico son tales que, de intervalo h en intervalo, la
energia del pulso no se conserva para de un valor de tolerancia numérica predefinido,
incluso en el caso de simulaciones sobre la ENLS no perturbada (1.17). Esto acusa
un proceso de ampliacion progresiva del error introducido por la no conmutatividad
de & y N , por lo cual se concluye que la estabilidad numérica del método depende

muy sensiblemente sobre la escogencia adecuada de h, tal que h < Lp y/o h < Ly,

[10, 22, 49].

Definiendo la energia del pulso en el punto z + h como E,,, y en z como E,,
la condiciéon de estabilidad numérica del método split-step de Fourier simetrizado se

puede definir como [3, 11, 19]:

Bl (3.9)
donde
AE=E. ., —E.,
con
B = 1im [ 4 (2, T')]? T’ (3.10)
2 T—oo J_T ’ '
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T
E.pp = lim [ | (z+h, T)dT’. (3.11)

T—oo J_T
Para simulaciones de efectos como la dispersion intra-pulso de Raman, el cual
de por si no conserva la energia debido a la excitacion de los fonones 6pticos del
medio, la cantidad que se busca monitorear para asegurar la estabilidad numérica de

la simulacién es el nimero clésico de fotones [10].

La reduccién del tamano de h no es arbitraria, sin embargo, puesto que este
parametro tiene una cota inferior natural en la longitud de onda A, del pulso, dado
que informacién espacial a una escala menor que ésta no tendria significado fisico;
por lo tanto, la condiciéon h > A, siempre se deberia cumplir. No obstante, para los
valores tipicos de A\, que logran la condicién de dispersion anémala en los medios de
Kerr, A, &~ 1,55 um [1=3, &], un valor de h cercano a este limite incurriria en un costo
de computo sumamente elevado para las longitudes tipicas de propagaciéon en la gran

mayoria de las simulaciones.

Otra metodologia para el célculo del intervalo h, comtn en las simulaciones de
sistemas de comunicacién basados en la transferencia de solitones como bits de infor-
macion, se centra en la minimizacion del cambio de fase que sufre el solitén en cada

paso h tomado, ignorando los efectos de dispersion de velocidad de grupo del factor

Ba [1]:

dy 2 , 2
=l = v ()= ¢ 0)exp [~iv v (0)] ).

Diversos estudios muestran que, para un valor pico de potencia del pulso P = |¢p|2,
un h apropiado que mantenga al cambio de fase menor a la cota ®, .0 = 7 |¢p|2 h =

0,05 rad produce resultados numéricos dentro de un rango de precision y estabilidad

aceptable [15].
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Finalmente, otra fuente de error en el andlisis numérico por el método split-
step de Fourier simetrizado es debido al muestreo temporal posiblemente inadecuado
del pulso ¥ (z,T) durante su transformacién a la representaciéon espectral ¥ (z,w),
necesaria para la accion del operador % (w). La ventana temporal escogida para este
muestreo debe ser lo suficientemente amplia como para que el calculo de la energia
ilustrado en las definiciones (3.10) y (3.11) produzca un valor aceptable dentro del
rango de tolerancia escogido. En la practica, esto quiere decir que el valor limite de

T en la integral de la energia, T,,, debe ser entre 10 y 20 veces mayor que el ancho

temporal T, del pulso [1], de modo que:

|Tp| = NT,, (3.12)
con

5< N <10.

Una vez determinada la ventana de muestreo, el nimero de puntos n = 2™ dentro
de ella en los cuales se toma el valor numérico de 1 (z, T) debe ser tal que el algoritmo
de FFT no produzca efectos de aliasing en el espectro de frecuencias al producir el
valor de W (z,w), i.e. la creacion de componentes espectrales espurias debido a una
frecuencia de muestreo inadecuada. Esto ocurre cuando esta frecuencia es menor a
la proscrita por el teorema de Nyquist—Shannon, segin el cual la ventana temporal
se debe muestrear minimo a una tasa dos veces mayor que la frecuencia mas alta
de amplitud significativa en el espectro del pulso [10]. En otras palabras, dada una
frecuencia maxima v, en el espectro de v para la cual su energia todavia no se
considera despreciable, el espaciado mayor posible AT entre las medidas de 9 (z, T)
que evita los efectos de aliasing en la ventana escogida viene dado por:

1
AT =

2Vmax

En la practica, una frecuencia de muestreo tal que produzca un ntimero n = 1024
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3.1. Método Split-Step de Fourier

puntos en la ventana temporal cumple con el requisito del teorema de Nyquist-Shannon

[50].

3.1.3. Perfil de Entrada

La simulacién de cualquier ENLS por el método split-step de Fourier simetrizado
comienza con la definicién de una condicién de frontera 1 (0, T), conocida como la
condicién inicial del problema o perfil de entrada, a partir del cual se inicia el proceso
descrito por el esquema (3.8) para obtener el valor de ¢ (h,T) en funcién de él, da-
da cualquier forma particular que adopten los operadores 2 y N para el problema

especifico bajo estudio.

El presente trabajo se centra en el estudio de la propagacion en un medio de Kerr
del solitén fundamental (2.2) bajo los efectos de diversos tipos de perturbaciones, asu-
miéndolo como el ansatz de la dindmica adiabatica (2.12) que ofrece una aproximacion
analitica de su evolucion para cada perturbacion individual. Por esta razon, para todos
los andlisis numéricos realizados el perfil de entrada del problema se definié como la
evaluacién correspondiente de la forma canénica (1.28) en el extremo z = 0 del medio,
dado que siempre es posible imponer las condiciones iniciales necesarias {1, G, 00, Po }
al sistema [1, 10, 22, 18]. Devolviendo el proceso de normalizacién que transforma el
pulso ¥ en el solitén candnico (1.28), descrito en la Seccién 1.2.3; se ve que en sus

unidades fisicas naturales éste adopta la forma:

u = jPi = \/1% = ¢ (z,T)= \/Pi)sech <g> e#/2n (3.13)

con

por lo cual:
t
¥ (0,t) = /P, sech <T) , (3.14)
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3.2. Simulacion No Perturbada

donde

T = (t — p12) =1.
2=0 2=0
Una de las condiciones necesarias para que este perfil evolucione como un solitén
fundamental en el medio de Kerr es el cumplimiento del valor unitario del orden N en
la relacion (1.22), para un conjunto de parametros (s, v, Ty v P, usados. Quedando
los valores de B3 y v determinados por la longitud de onda A\, empleada en el perfil de
entrada, segin las relaciones (1.19) y (1.15) respectivamente, el ancho temporal inicial

T, y la potencia de entrada P, pasan a estar univocamente relacionadas por:

E3
N=1 = P,="=. 3.15
T3 (319)
Respetar esta regla en la selecciéon de la potencia de entrada, para un T, dado, es
lo que garantiza que el pulso (3.14) evolucione al solitéon fundamental canénico (1.28)
en el caso de la ENLS no perturbada (1.24), y por ende se propague en el medio de

Kerr como un ente dindmico robusto que no sufre alteraciones de tipo temporal ni

espectral.

3.2. Simulaciéon No Perturbada

Como un primer paso en el estudio numérico de las perturbaciones a la ENLS, se
procedio a simular por medio del método split-step de Fourier simetrizado la solucién
de la ENLS no perturbada y no normalizada (1.17), el solitén fundamental canénico
escrito en unidades fisicas (3.13), con el propésito de confirmar la predicciéon analitica
de la transformada de dispersién inversa cuando se cumple la condicién (3.15) para el
orden N del solitén. Siendo que esta solucion es un caso particular del ansatz (2.2) de la
dindmica adiabética (2.12) de las coordenadas colectivas, la confirmacion numérica de

sus diversas caracteristicas puede aportar un primer indicio de validez a las predicciones
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3.2. Simulacion No Perturbada

hechas por esta aproximacion tedrica sobre el comportamiento del sistema ante las

distintas perturbaciones.

Para esta ENLS, los operadores <z y N adoptan una forma simplificada, en base

a sus definiciones iniciales (3.7) y (3.4):

0 By 07 .
A L R (3.16)
por lo cual:
P B2 G 2
=iy w y N =iy || . (3.17)

La primera simulacion realizada es la reproduccion numérica del primer experi-
mento que confirmé la existencia del soliton éptico brillante en si, conducido por L.
F. Mollenauer et al. y reportado en [5], tras el descubrimiento tedrico de Hasegawa et
al. [1]. El trabajo de Mollenauer documenté los resultados observados sobre la propa-
gacion bajo diversas condiciones de pulsos ultra-cortos en lo que fue una las primeras
fibras 6pticas a base de silice con polarizacién fija, distribucion F (x,y) uni-modal —
ver ecuacién (1.9) — y tasas muy bajas de pérdida energética al usar longitudes de
onda cercanas a los 1,55 um, haciendo posible asi modelar la dindmica de pulsos en

este rango de A con la ENLS no perturbada (3.16).

Para una longitud de onda del perfil de entrada (3.14) A\, = 1,55 um = 1,55 X
10~%m, esta fibra exhibié un pardmetro de dispersién de velocidad de grupo [, un
indice de refraccién no-lineal ny y un coeficiente de no-linealidad de Kerr + tales [1, 8]:

2
By~ —18 x 107272
m

2
m
ns &~ 2,6 x 1072 W (3.18)

v~ 1,36 x 107 (W —m) " .
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3.2. Simulacion No Perturbada

El valor de v viene dado también en funcién de un area efectiva tipica para esta
fibra A = 80 um = 80 x 1072 m? [3]. Con un l4ser de alto vacio como la tinica fuente
disponible al momento de pulsos épticos ultra-cortos, con T, = 4ps = 4 x 107125, la
potencia de entrada P, requerida para inyectar el soliton fundamental canénico dentro

de la fibra fue, segtn la relacién (3.15):

T, =4 x107"%s = P,~0,82TW. (3.19)

En base a estos parametros, y partiendo de las ecuaciones (1.21), (1.23) y (1.22),
obtenemos Lp = 889 m, Ly, = 889m y por ende N = 1.

En su experimento, Mollenauer y su equipo pudieron propagar el pulso a través
de una distancia solamente de 700 m, puesto que ésta era la longitud maxima de la
tnica fibra no disipativa con los pardmetros (3.18) que posefan al momento. La Figura
3.1 muestra la superposicién del perfil temporal de intensidad |¢ (T)|* de la entrada
(3.14) y de la solucién numérica de la ENLS (3.16), con operadores £ y N (3.17),
tras una propagaciéon L = 3556 m (£ = z/Lp = 4) cubierta en su totalidad en pasos de
tamano fijo h = 0,1m < Lp, los cuales en todo momento conservaron la energia del
pulso. La practicamente perfecta coincidencia de los dos perfiles confirma la propiedad
principal del soliton fundamental predicha por la solucién analitica, i.e. su capacidad
de propagarse grandes distancias, virtualmente ilimitadas en el caso no perturbado,

sin sufrir distorsién alguna, subrayando asi su caracter de entidad dinamica robusta.

La Figura 3.2 muestra la superposicion equivalente para los espectros de frecuencia
|1 (w)[* del perfil de entrada y de la solucién numérica de la ENLS (3.16) bajo las
mismas condiciones, revelando nuevamente la ausencia de distorsiones en el pulso
propagado y ademés el cumplimiento de la condicién de monocromaticidad w, > Aw

en ambos perfiles, puesto que claramente 0 (0) = ¢ (L) = 0, ~ 0 en la figura.

La segunda y tercera simulacién hacen uso de los parametros de las fibras cono-

cidas como “dispersion-shifted”, es decir, aquellas para las cuales la longitud de onda
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Figura 3.1: Simulacién conservativa con pardmetros de fibra regular (3.18) y de solitén (3.19). Dominio
temporal.

de dispersion cero A\p ha sido desplazada hacia las cercanias de A = 1,55 um, general-
mente a través del ajuste cuidadoso de propiedades como el radio del ntcleo y/o la
diferencia de indices de refraccion en la interface nicleo-revestimiento (“core-cladding
interface”), ya que en este régimen las pérdidas energéticas por disipacién son atin
menores [, 7, 47]. Para estas fibras, el pardmetro de dispersién de velocidad de grupo
(o se ve substancialmente reducido en valor absoluto con respecto al de las fibras re-
gulares, pero no lo suficiente como para hacer necesaria la inclusion del parametro de
dispersion de tercer orden (3 en la descripcién de la dinamica del pulso. Los valores

experimentales son, en funcién de un 4rea efectiva Aoz &~ 34 um? [1]:

2
By —1x10727 2
m

2
ng ~ 2,5 x 102 mW (3.20)
ya3x107 (W —m) " .

Haciendo uso nuevamente de la relacién (3.15) para conocer la potencia de entrada
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Figura 3.2: Simulacién conservativa con pardmetros de fibra regular (3.18) y de solitén (3.19). Dominio
de frecuencias.

necesaria para la estabilidad del solitéon fundamental, en base a un ancho temporal
dado, se obtienen los valores respectivos para la segunda y tercera simulacion, junto a

las longitudes caracteristicas de los solitones correspondientes:

2. o =1x10""s — P,~0,333W, (3.21)
LD:IKm, LNL:]_KTI] y N=1.

3. T,=10x10""s — P, ~0,00333W, (3.22)
LD:].OOKIH, LNL:100Km y N=1.

Las Figuras 3.3 y 3.4 muestran nuevamente la superposicién del perfil temporal
de intensidad | (T)|* de la entrada (3.14) junto a las soluciones numéricas de la ENLS
(3.16) para cada grupo de pardmetros, (3.21) y (3.22) respectivamente, con el proposi-
to de demostrar la formacion exitosa del soliton fundamental en dos casos distintos que

comparten dentro de la misma fibra la caracteristica de respetar la condicion N = 1
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3.2. Simulacion No Perturbada

del orden del soliton. En la segunda simulacién el pulso fue propagado una distancia
L =4000m (£ = 4) en pasos fijos de h = 0,1 m, y en la tercera los valores correspon-
dientes fueron solamente de L = 8000m (¢ = 0,08) y h = 0,2m debido al alto costo
computacional de los cdlculos para un £ = 4 equivalente (L. = 400000 m). No obstante,
en ambos casos se puede apreciar por igual el casi perfecto solapamiento de los perfiles
de entrada y salida, demostrando nuevamente la ausencia de distorsiones durante la

propagacion y asi la robustez del solitén fundamental.
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Figura 3.3: Simulacién conservativa con pardmetros de fibra “dispersion-shifted” (3.20) y de solit6n
(3.21). Dominio temporal.

La tltima simulacién de la ENLS no perturbada (3.16) consta de la verificacién
de una las propiedades mas importantes de estabilidad del solitén fundamental, i.e.
su capacidad de tolerar cierto rango de desviaciones en los valores 6ptimos de los
parametros de entrada, de modo que su orden N # 1, y aun asi sobrevivir durante la
propagacion como ente dindmico robusto después de un proceso de adaptacion que lo
lleva a dispersar una parte de su energia en forma de radiacion continua. El resultado
es su transformacién asintotica en el soliton fundamental correspondiente a un nuevo

grupo equivalente de parametros de entrada adecuados [1].
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Figura 3.4: Simulacién conservativa con pardmetros de fibra “dispersion-shifted” (3.20) y de solitén
(3.22). Dominio temporal.

Para la demostracién se tomaron como referencia los parametros (3.20) de la
fibra “dispersion-shifted” y el T, = 1 ps, pero el valor de la potencia inicial se modificd
levemente a P, = 0,4 W para producir asi un orden modificado del soliton, tal que:

- P, T
N=Too _ g9,
|52

Este orden se puede escribir como la combinacion de una perturbacion € que se
suma al orden N entero mas cercano, al cual el solitéon evoluciona asintéticamente

mediante su proceso de adaptacion a medida que se propaga. Para el caso presente:

N=N+4¢e=1,2;

por lo cual:
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3.2. Simulacion No Perturbada

Buscando volver a cumplir con la condicion N = 1, el soliton readapta su geometria
a un ancho temporal Ty < Ty, reduccién que segin la teoria ocurre siempre y cuando
la perturbacién € > 0 [1]. Esto se puede observar claramente en la Figura 3.5, la cual
muestra la comparacién de los perfiles de intensidad [¢) (T)|*> del pulso de entrada
(3.14) vs. el de la solucién numérica correspondiente al solitén de N = 1,2, despusés de
ser propagado una distancia L = 4000m (§ = 4) por medio del split-step de Fourier

simetrizado en pasos h = 0,1 m.
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Figura 3.5: Simulacién conservativa con pardmetros de fibra “dispersion-shifted” (3.20) y orden de
soliton N = 1,2. Dominio temporal.

El pico de potencia P > P, puede ser explicado en base a la nueva familia de
parametros que producen el nuevo orden N = 1, y por medio de la conservacion de la
energia del soliton fundamental emergente, el cual corresponde a un perfil equivalente
de entrada:

¥ (0,t) = (N + 2¢) VP sech Kl + ?\?) ;J = 14VPsech <1’4Tt> ’

[¢]

por lo tanto:

1,4
p="= |522| ~ 0,467 W .

7T,
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Con esta potencia, y cumpliendo con la condicién N = 1 de la familia de pardame-

tros de la geometria limite, se obtiene el ancho T; del nuevo soliton:

Nt = mo B
~vP

resultando en:

T, = 0,844 ps.

3.3. Simulacién Disipativa

El préximo paso en el estudio numérico de las perturbaciones a la ENLS es la
simulacion de los efectos de disipacién que sufre el soliton fundamental en un medio
no conservativo, estudiados adiabaticamente en la Seccién 2.2 en base a la ENSL
perturbada (2.15). Llevada a unidades fisicas, esta ENLS y los operadores Ly N

correspondientes adoptan la forma:

o o) B 07 .
0 —§¢ - Z;ﬁ +iy [, (3.23)
por lo que:
f7 a P2 o, R 2
=3 + 5w y N =iv|y|” . (3.24)

Del resultado teérico (2.17) de la dindmica de las coordenadas colectivas para la
perturbaciéon disipativa, y recordando que I' = al.p, se ve que el solitén fundamental

canonico con efectos de disipacion se puede escribir en unidades fisicas como:

7 —az T —az 11— I
¥ (2, T) =1/P,e”**sech <Te ) exp [2%1 : (3.25)

o

por lo cual:
~ t
T)=4/P h{—).
¥ (0, T) = /P, sec <T0)
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3.8. Simulacion Disipativa

Este tltimo resultado revela que el perfil de entrada (3.14) coincide con la forma
del soliton disipado en la frontera de entrada de la fibra, z = 0, por lo cual se le
considera apropiado como condicién inicial de la simulacion al igual que en el caso del

sistema no perturbado simulado en la Secciéon 3.2.

Una forma muy comun de escribir los factores de disipacion es en decibeles por
unidad de distancia recorrida, i.e. dB/m, lo que junto a la definicién (2.14) de la
constante de disipacion « revela que la relacién entre ésta y agp es [1]:

10 | Pr
« = —— 10 _
dB L g p, )"

por lo que:

4B
4,343 ’

~

Un valor tipico de disipacién en fibras con parametros standards (3.18), dentro del
mismo rango de longitudes de onda en torno a A = 1,55 um, es agg = 2 X 1074 dB/m,
dada la poca absorcion electromagnética que presenta el vidrio de silice en este rango

[1]. Por lo tanto:

a=4,605x10"°"m". (3.26)

La Figura 3.6 muestra la superposicién de los perfiles de intensidad |1 (T)|* del
perfil de entrada (3.14) vs. el de la solucién numérica de la ENLS (3.23), después
de haber sido propagada una distancia L. = 3556m (£ = 4) en pasos h = 0,1 m,
nuevamente haciendo uso de los pardmetros de fibra (3.18) y los valores (3.19) para
los parametros de entrada del perfil, ademas de la constante de disipacién « (3.26).
La predicciéon adiabatica plasmada en la solucién (3.25) queda confirmada por esta
simulacion, al observarse claramente la preservacion de la geometria de la envolvente
secante hiperbodlica del soliton pero con una reduccion progresiva de su amplitud,

lo cual a su vez conlleva al incremento de su ancho temporal T; en comparacién al
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3.8. Simulacion Disipativa

inicial Ty, efecto predicho en el resultado (2.18). Por su parte, la ausencia de cambios
en el corrimiento de frecuencia § del solitén disipado, segin el resultado (2.16) de
su dinamica adiabatica, queda evidenciado en la Figura 3.7, mostrando la solucién
numérica del perfil de intensidad | (w)|* correspondiente a la simulacién plasmada en

la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Simulacién disipativa con pardmetros de fibra regular (3.18) y de solitén (3.19). Dominio
temporal.

Usando los mismos valores de T,, P, y «, la Figura 3.8 muestra la grafica del
perfil de intensidad | (T)|* de la solucién adiabética (3.25), evaluada en una distancia
L = 3556 m y dentro de una ventana temporal 7 = T/T, = [=5; 5], con el propésito de
compararla directamente al resultado numérico mostrado en la Figura 3.6. La marcada
congruencia entre las escalas temporales y los picos de intensidad de estas dos graficas
confirma la validez del modelo adiabatico en la descripcion de los efectos disipativos
sobre las coordenadas colectivas del solitén fundamental (2.2), dada la magnitud de la

disipacion modelada y la distancia L recorrida. Estos valores cumplen con la condicién
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Figura 3.7: Simulacién disipativa con pardmetros de fibra regular (3.18) y de solitén (3.19). Dominio
de frecuencias.

de estabilidad del soliton fundamental con efectos de disipacion, deducida en el andlisis

de los resultados (2.17) y (2.18) en la Seccion 2.2:

I& =al~ 0,164 < 1.

Tomando una distancia z,, como la propagacion maxima para la cual el resultado
adiabatico (3.25) es aun aceptado como valido, de modo que az,, ~ 1 [1], se ve que

en base al valor (3.26) de « esta distancia es:

Zm = 21714,724m 6 &~ 24,426.

Una forma de confirmar la condicién de validez de la prediccién adiabatica es
mediante la construccién de una constante de disipacién artificial o/ para la cual la

distancia maxima equivalente z/, esté dentro del rango de la simulacién numérica de

80



3.8. Simulacion Disipativa

Intensity (W)

-5 -4 -3 ~2 -1 ] 1 2

N w-

T
Fime |
L

)

Figura 3.8: Solucién analitica (3.25) de la dindmica adiabética de la ENLS (3.23), con pardmetros de
solitén (3.19) y « (3.26).

la Figura 3.6, i.e. L = 4Lp, con el Lp = 889m calculado en base a los parametros
(3.18) de la fibra y (3.19) del perfil de entrada. Imponiendo manualmente la condicion
o'zl ~ 1 para un z/, = 3Lp, se ve que esta constante de disipacién artificial tiene un

valor:

o =— = a=3750x10"m". (3.27)

La Figura 3.9 muestra la superposicién del perfil de intensidad [¢ (T)|* de la
entrada (3.14) vs. el de la solucion numérica de la ENLS (3.23), tras ser propagada
nuevamente una distancia L = 3556m (£ = 4) en intervalos h = 0,1m, con los
parametros (3.18) de la fibra y (3.19) del perfil de entrada, mas con la constante de
disipacién o (3.27) calculada previamente. En comparacion, la Figura 3.10 muestra la
grafica del perfil de intensidad de la solucién adiabatica (3.25) para el mismo grupo de
valores P,, T, y o, dentro de la ventana temporal 7 = T/T, = [-7,5 7,5]. Es clara la
discrepancia entre los picos de intensidad de ambos perfiles de salida, demostrando asi

la limitacién de la prediccién adiabatica al describir la evolucién del solitén disipado
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una vez recorrida distancias z > 2/ a la tasa de pérdida energética o/, dado que en

este caso o’z > 1.
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Figura 3.9: Simulacién disipativa con pardmetros de fibra regular (3.18), de solitén (3.19) y o’ (3.27).
Dominio temporal.

3.4. Simulacion de Auto-Escarpado

El efecto de orden superior de auto-escarpado fue estudiado adiabaticamente en
la Seccién 2.3.1 en base a la ENLS perturbada y normalizada (2.20), ignorando la
disipacion del medio y demas efectos de orden superior. Escrita en unidades fisicas,

esta ENLS y los operadores % y N correspondientes adoptan la forma:

oY [ 0% v 0
5, = 15 gme T - on (WP ) (3.28)
por lo que:
> _ & 2 T 2 . 1 i 2
Z=iw’ y  N=iy l|¢| i aT (Il M . (3.29)
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Figura 3.10: Solucién analitica (3.25) de la dindmica adiabatica de la ENLS (3.23), con pardametros
de solitén (3.19) y o/ (3.27).

El estudio de la dindamica de las coordenadas colectivas para la perturbaciéon
de auto-escarpado arroja como resultado el solitén fundamental modificado (2.22),
que a su vez escrito en unidades fisicas, y recordando que el factor de perturbacion

. —1 .
normalizado s = (w,T,)™ ", queda escrito como:

. T .
Y (2, T) = /P, sech (T — wTZLD> e'*/2o (3.30)

por lo cual:

¥ (0,T) = \/ESGCh (;) )

o

La evaluacion de esta solucién en la frontera z = 0 del medio revela nuevamente
que el perfil de entrada (3.14) es una condicién de frontera apropiada para el anélisis
numérico actual, en este caso en base a la ENLS (3.28) para el estudio de los efectos

de auto-escarpado sobre el soliton fundamental que el perfil (3.14) inyecta en la fibra.

En funcién de la definicién (3.29) del operador no-lineal N , el parametro de per-

turbacion S = sT, = 1/w, queda definido tnicamente en términos de la frecuencia
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portadora del pulso de entrada, y por ende es determinado univocamente por su lon-
gitud de onda. Tomando nuevamente el valor tipico de A\, para medios de Kerr con
pardametros B2 y 7y (3.18) y tasas ignorables de pérdidas energéticas, se ve que la

perturbacién de auto-escarpado adopta el valor:

1 A
S = — = ° s
W, 2mc
con
Ao = 1,55 x10"%m,
por lo que:

S =8,223 x 1071%s. (3.31)

Perteneciendo al régimen de orden superior, el auto-escarpado se transforma en
un efecto importante y no descartable en la descripcion de la evolucién del soliton
fundamental cuando su ancho temporal inicial T, < 1ps. Un valor tipico del factor
perturbativo normalizado es s = 0,2 para diversos sistemas de fibras épticas [1, 2, 10],
lo cual implica un T, especifico del pulso y, consecuentemente, una potencia P, segin

la relacion (3.15), tales que:

T, = f =4,111 x 1075 — P, =178314x 10"W. (3.32)

Estos valores producen, segun las relaciones (1.21) y (1.23), unas longitudes ca-
racteristicas de dispersién y no-lineal Lp = Lyp, = 9,389 x 10~*m, considerablemente
menores a las tratadas hasta ahora en los casos de los solitones de las ENLS no pertur-
bada y disipada. Esto sugiere que, si bien los efectos de orden superior son solo apre-
ciables ante el uso de pulsos ultra-cortos en el orden de los femto-segundos (1071 s),

sus consecuencias sobre la evolucion del soliton se hacen manifiestas considerablemente

mas rapido en comparacion.
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3.4. Simulacion de Auto-Escarpado

La Figura 3.11 muestra la superposicién de los perfiles [¢) (T)|* de la entrada (3.14)
vs. el de la solucion numérica de la ENLS (3.28), tras ser propagada una distancia L =
4Lp = 0,00375m, en pasos conservativos h = 3,329 x 107°m > \,. En comparacién, la
Figura 3.12 muestra la grafica del mismo perfil [¢) (T)|* de la solucién adiabética (3.30),
evaluada por igual a la misma distancia L y con el conjunto de pardmetros (3.18) de
la fibra y (3.32) del solitén, dentro de la ventana temporal 7 = T/T, = [-7,3; 7,3].
Las concordancias entre los picos de intensidad y anchos temporales ilustrados por
las dos graficas son claras, verificando nuevamente la validez de las predicciones de la
dindmica adiabatica de las coordenadas colectivas (2.12) en su descripcién del soliton
fundamental canénico perturbado. En ambos casos se puede apreciar también el tiempo
de retraso neto 74 (2.23) resultante del balance entre auto-escarpado y la dispersion de
velocidad de grupo, junto al reajuste acorde del pico de intensidad del pulso propagado
debido a la conservaciéon de la energia en un medio sin disipaciéon. En unidades fisicas,

el factor 75 queda expresado como:

L
To=Tora = oLn (3.33)
por lo que:
L
Tg=95—
d LD )

resultando en:

T, =3,284 x 1075

El corrimiento de frecuencias 6 nulo, anticipado por el resultado de la dindmica
adiabatica (2.21) del solitén perturbado por efecto de auto-escarpado, queda eviden-
ciado en la Figura 3.13, la cual muestra la solucién numérica del perfil de intensidad
espectral [ (w)|2 correspondiente a la simulacién ilustrada en la Figura 3.11, con igua-
les pardmetros de fibra (3.18), de solitén (3.32) y perturbativo (3.31), tras la misma
propagacion L = 0,00375 m.
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Figura 3.11: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.32) y con efecto de auto-escarpado, con S
(3.31), en una fibra regular de pardmetros (3.18). Dominio temporal.

Finalmente, para tener una apreciacion de la magnitud de la influencia del efecto
de auto-escarpado sobre un solitéon fundamental que se define alejado del régimen de
orden superior, con T, > 1ps, la Figura 3.14 muestra la superposicién de los perfiles
de intensidad del perfil de entrada (3.14) vs. el de la solucién numérica de la ENLS
(3.28), haciendo uso del grupo de pardmetros (3.18) de la fibra y (3.19) del solitén
fundamental, propagandolo una distancia L = 3556 m (£ = 4) en intervalos h = 0,1 m.
La practicamente completa coincidencia entre los dos perfiles revela claramente la
debilidad del efecto de auto-escarpado fuera del régimen de orden superior, al ser
la evolucion de la solucién virtualmente indistinguible de aquellas de la ENLS no

perturbada.

3.5. Simulacion de Dispersion Intra-Pulso de Raman

La ultima perturbacion del soliton fundamental candnico a estudiar numérica-

mente es la debida a la dispersién intra-pulso de Raman, el mas importante de los
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Figura 3.12: Solucién analitica (3.30) de la dindmica adiabatica de la ENLS (3.28), con pardmetros
de solitén (3.32) y s = 0,2.

efectos de orden superior gracias a la gran magnitud de su impacto sobre el espectro
de frecuencias de pulsos épticos cuyos anchos temporales T, < 1ps. Este efecto fue
estudiado adiabaticamente en la Seccion 2.3.2 en base a la ENLS perturbada y norma-
lizada (2.25), que llevada a unidades fisicas queda escrita como, junto a los operadores

& y N correspondientes:

0 By 0? 0
L N R e (';g' (3.34)
por lo que:
j—z%wQ y W — Tr agf’f' ] (3.35)

La dindmica de las coordenadas colectivas para esta perturbacion producen el
solitén fundamental modificado (2.27), llevado a coordenadas fisicas a través de las re-

laciones de normalizacién de &, T y del parametro perturbativo 7, = Tr /T, quedando
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Figura 3.13: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.32) y con efecto de auto-escarpado, con S
(3.31), en una fibra regular de pardmetros (3.18). Dominio de frecuencias.

finalmente como:

~ T ATR 2> .2 . 64TR23 C8TRrT2
) = /Posech [ o — B2 - " |
(=T sec (TO 15TOLD2>eXp [ZZLD "675T, Ly 15T, Ly

(3.36)

por lo cual:
. t
T)=4/P h{—]).
¥ (0, T) = /Pysec <To)

Nuevamente, el perfil de entrada (3.14) coincide en la frontera z = 0 con la forma
del soliton perturbado, por lo que se le considera como condicién inicial apropiada
para el estudio numérico por split-step de Fourier simetrizado de la ENLS (3.34) en

cuestion.

El parametro perturbativo no normalizado Ty se define como la pendiente de
la curva del espectro de ganancia de Raman para un material dado, en funcién de

la frecuencia del pulso bajo estudio, segin la ecuaciéon (2.24). Para fibras standard
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Figura 3.14: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.19) y con efecto de auto-escarpado, con S
(3.31), en una fibra regular de pardmetros (3.18). Dominio temporal.

de silice con las caracteristicas (3.18), y ante la inyeccién de solitones fundamentales
(3.14) con longitudes de onda standard A, = 1,55 um y ancho temporal T, = 0,57 ps,

este pardmetro ha sido determinado experimentalmente a un valor de [1, 2, &, 10]:

Tr =3 x 10" "s. (3.37)

Haciendo uso de la relaciéon (3.15) para conocer la potencia P, necesaria para la
estabilidad del solitén fundamental, se ve que sus pardmetros y longitudes caracteris-

ticas ante el T, dado quedan siendo:
T, = 0,57 x 107*%s — P, =40,736 W, (3.38)
de donde:

LD = LNL = 18,05 m.

Ante una distancia caracteristica de dispersién de esta magnitud es facil llevar

la simulacién numérica de la ENLS (3.34) a distancias £ considerablemente mayo-

89



3.5. Simulacion de Dispersion Intra-Pulso de Raman

res hasta las ahora tratadas, para asi observar claramente el efecto acumulado de
auto-corrimiento de la frecuencia del solitén por dispersiéon de Raman y ampliacion
resultante de las ondas Stokes, dependiente entre otras variables de la distancia re-
corrida. La Figura 3.15 muestra la superposicién de los perfiles |1 (T)|2 del perfil de
entrada (3.14) vs. el de la solucién numérica propagada un L = 902,5m (£ = 50) en

intervalos h = 0,1 m, usando los pardmetros de fibra (3.18) y (3.38) del solit6n.

4277
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Figura 3.15: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.38) y con efecto de dispersién intra-pulso de
Raman, con Tg (3.37), en una fibra regular de pardmetros (3.18). Dominio temporal.

A su vez, la Figura 3.16 muestra la grafica del perfil |1 (T)|> de la prediccién
adiabatica (3.36) del solitén fundamental modificado por la perturbacién, evaluada
apropiadamente para los valores P,, Ty, Tgr, Lp y L dados, dentro de la ventana
temporal 7 = T/T, = [-8,5; 8,5]. La concordancia entre los picos de intensidad y
desplazamientos temporales de los perfiles propagados por estos dos métodos confirma
nuevamente la precisiéon de la dinamica de las coordenadas colectivas (2.12) en su
descripcion de los efectos de la perturbacion, en este caso atin para distancias £ > 1,

quedando veirficados los comportamientos de las coordenadas 7 y ¢ segtin los resultados

(2.26).
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Figura 3.16: Solucién analitica (3.36) de la dindmica adiabatica de la ENLS (3.34), con pardmetros
de solitén (3.38) y Tr (3.37).

Para el efecto de dispersion intra-pulso de Raman, esta dinamica revela un co-
rrimiento de frecuencia modificado § (§) = —87,.£/15, segun el resultado (2.26) de las
coordenadas colectivas correspondientes. Recordando las relaciones de normalizacién
para Lp v € = |B2] 2/T,? expuestas en la Seccién 1.2.3, y la definicién del corrimiento
de frecuencia normalizado 6 = AwT, expuesto en la Seccion 1.2.4, es facil ver que el

desplazamiento por efecto Raman Awg para la distancia propagada adopta el valor:

816 Tw

(3.39)

por lo que:

d
Awg (L) ~ —24622,960 x 107 <.

Esto revela que para una distancia propagada de menos de 1Km, el solitén
perturbado por la dispersiéon intra-pulso de Raman, con un tiempo de respuesta
Tr = 3fs, puede llegar a modificar su propia frecuencia en un corrimiento neto

Av ~ —39,188 GHz, hacia las componentes rojas del espectro (ondas Stokes). Tal
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3.5. Simulacion de Dispersion Intra-Pulso de Raman

magnitud de cambio, originalmente documentado como su “auto-corrimiento de fre-
cuencia” y hoy en dia origen del nombre de la perturbacion en si [I-3, &, 10], hace
a esta perturbacion no ignorable cuando el ancho inicial del soliton T, < 1ps. La
Figura 3.17 muestra la solucién numérica del perfil de intensidad espectral |1 (w)]?
correspondiente a la simulacién en la Figura 3.15, con pardmetros de fibra (3.18) y
(3.38) del solitén, propagado la misma distancia L = 902,5m ante la perturbacién
(3.37) de Raman. La aparentemente pequena variacién en el espectro corresponde a

las unidades reportadas:

9 A~ 2,233 x 1072.
T

- oToz
(=) To = ;
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Figura 3.17: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.38) y con efecto de dispersién intra-pulso de
Raman, con Ty (3.37), en una fibra regular de pardmetros (3.18). Dominio de frecuencias.

En contraste, para resaltar la debilidad del efecto Raman sobre pulsos fuera del
régimen de orden superior, con T, > 1 ps, las Figuras 3.18 y 3.19 muestran las super-
posiciones de los perfiles |1 (T)|* v |1 (w)|?, respectivamente, para el perfil de entrada

(3.14) y la solucién numérica de la ENLS (3.34), haciendo uso de los pardmetros (3.18)
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de la fibra y (3.19) del solitén fundamental, propagandolo una distancia L = 3556 m
(€ =4) en intervalos h = 0,1 m. Nuevamente, la practicamente completa coincidencia
entre los dos perfiles temporales y el practicamente nulo corrimiento ¢ a una distancia
L > 1 Km, en comparacion a las Figuras 3.15 y 3.17, revela que fuera del régimen de
orden superior la perturbacion por dispersién intra-pulso de Raman puede ser igno-

rada en la descripcién del solitén fundamental, considerando asi su propagacion como

no perturbada y conservativa.
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Figura 3.18: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.19) y con efecto de dispersién intra-pulso de
Raman, con Tr (3.37), en una fibra regular de parametros (3.18). Dominio temporal.
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Figura 3.19: Simulacién de un solitén de pardmetros (3.19) y con efecto de dispersién intra-pulso de
Raman, con Ty (3.37), en una fibra regular de pardmetros (3.18). Dominio de frecuencias.
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El estudio del comportamiento de las soluciones solitonicas de la Ecuacién No-
Lineal de Schrodinger comienza en este trabajo por la identificacion de esta EDP como
un modelo matematico universal que emerge en una muy variada gama de sistemas
fisicos ondulatorios, gobernando la evolucion de paquetes de onda planos y lentamen-
te modulados cuando el medio de propagacion posee caracteristicas dispersivas y al
mismo tiempo da origen a interacciones débilmente no-lineales. Dado este conjunto
de caracteristicas, todos estos sistemas, cualesquiera su naturaleza, son capaces de

soportar solitones.

En el campo de la 6ptica no-lineal se demostré que la ENLS emerge para gobernar
la propagacion de pulsos 6pticos ultra-cortos en fibras de silice, cuando los fenémenos
de dispersion de velocidad de grupo y auto-modulacién de fase se combinan dentro de
ellas para balancear sus efectos individuales sobre el pulso. Este proceso da origen a

los solitones temporales-brillantes que fueron objeto de estudio en este trabajo.

El analisis de las perturbaciones de estos solitones, en su faceta fundamental con
orden N = 1, se comenzo6 con la demostracion de la estructura Hamiltoniana comple-
tamente integrable que posee la ENLS (1.24), con el objetivo inicial de encontrar una
densidad Lagrangiana que reprodujera su dindmica no perturbada. En base a esto, se
consigui6 la dindmica adiabatica de las coordenadas colectivas (2.12) del solitén funda-

mental, escritas en funcion de los modelos matematicos de las diversas perturbaciones
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tratadas y bajo el supuesto de la preservacion del ansatz secante hiperbélico (2.2) en
las dindmicas no integrables, resultantes de la ENLS (2.1) (principio de optimizacion

de Rayleigh-Ritz).

La validez de la dinamica adiabatica para describir la evolucién del soliton fun-
damental ante las diversas perturbaciones quedé demostrada, entre otras formas, por
la reproduccion de su modelo matemético a través de la dindmica (2.13), a la cual se
le impuso la condicién R = 0 correspondiente a la ausencia de perturbaciones. Sobre
este fundamento, solitones fundamentales modificados fueron determinados como so-
luciones aproximadas a distintas ENLS, perturbadas individualmente por efectos de

disipacion, auto-escarpado y dispersion intra-pulso de Raman.

A su vez, la verificacion de la validez de estas aproximaciones analiticas se llevo
a cabo mediante el estudio numérico de sus distintas ENLS por medio del método
split-step de Fourier, habiendo hecho un previo analisis del error numérico incurrido
por su modelo matematico y de los requisitos que presenta para cumplir con criterios
basicos de estabilidad numérica. En el caso de la variante simetrizada del método, se
demostré que el error incurrido tras recorrer la longitud completa de la fibra en pasos

de tamafno h es de orden O (h?).

La estabilidad numérica del analisis fue garantizada a través del monitoreo de
la conservacién de la energia del solitén en cada paso h tomado. Ante este criterio,
expresado matematicamente como la condiciéon (3.9), el método split-step de Fourier
demostré ser particularmente sensible a la escogencia de la magnitud de A, en compa-
racion a las longitudes caracteristicas de dispersion y no-lineal del solitén fundamental
bajo estudio. El uso de intervalos que no cumplieran con la condiciéon h < Lp siempre
conllevé a la pérdida de energia y a la produccion de resultados esptreos, e.g. llegando

a producir un perfil de ruido blanco como solucién de la ENLS no perturbada (3.16).

Otro factor que demostré ser de primordial importancia en la estabilidad numé-

rica del analisis y conservaciéon de la energia del soliton fue el tamano de la ventana
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temporal empleada en su calculo, segtin las definiciones (3.10) y (3.11). Nuevamente,
ventanas que no cumplieran con la condicién (3.12) para ser entre 10 y 20 veces mayor
que el ancho T, del soliton bajo estudio produjeron resultados esptuireos, al no preservar

la energia.

Las simulaciones sobre la ENLS no perturbada (3.16) comprobaron las principales
caracteristicas del soliton fundamental, al comparar las soluciones numéricas contra la
analitica (3.13) predicha por el método de la transformada de dispersién inversa. Se
comprobd la caracteristica primordial de ente dinamico robusto del soliton, al propa-
garlo exitosamente distancias virtualmente ilimitadas sin que sufriera distorsiones de

tipo temporal ni espectral, segin lo revelado en las Figuras 3.1, 3.3 y 3.4.

Estas tltimas dos graficas demostraron también la capacidad por parte del medio
de propagacion de soportar al solitéon fundamental ante distintos grupos de parametros
Ba, v, To vy P, que en conjunto cumplieran con la condicién N = 1, segtin la definicion
(1.22) del orden del solitén. Ademaés, la relacién cuadrética inversa entre los valores
de potencia y ancho temporal necesarios para su estabilidad quedé demostrada en
estas simulaciones, ante los grupos de pardmetros T, y P, (3.21) y (3.22) empleados,

respectivamente.

La condicién de monocromaticidad w, > Aw también qued6 demostrada para
el caso del soliton presentado en la Figura 3.1, segtin lo revelado en el espectro de
frecuencias correspondiente en la Figura 3.2, en donde se puede apreciar un corrimiento

de frecuencia § ~ 0.

Finalmente para el caso no perturbado, la estabilidad del solitén fundamental se
comprobé mediante la demostraciéon de su habilidad para sobrevivir como ente diné-
mico robusto ante el suministro de parametros T, y P, subéptimos, produciendo un
orden N # 1. La Figura 3.5 de un solitén bajo estas condiciones muestra el proceso

de readaptacion que éste emprende para lograr una nueva geometria asintotica, co-
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rrespondiente a un grupo de parametros equivalente que cumplan con la condicién

N=1

El estudio numérico de los efectos disipativos sobre el solitén fundamental, re-
presentados por la ENLS perturbada (3.23), confirm6 las predicciones adiabaticas de
las coordenadas colectivas (2.16). Las Figuras 3.6 y 3.8, mostrando las soluciones nu-
méricas y analiticas de esta ENLS para el factor disipativo a (3.26) tal que ol < 1,
mostraron congruentemente la reduccion de la amplitud del solitén y el consecuente
incremento de su ancho temporal Ty, segtn la relacion (2.18). En contraparte, las Fi-
guras 3.9 y 3.10, soluciones numéricas y analiticas para el factor disipativo o/ (3.27),
discreparon sobre la amplitud y ancho del soliton propagado, dado que en este caso
el criterio o/ < 1 de la dindmica adiabatica no fue cumplido. En otras palabras, el
estudio numérico comprobo6 que la dindmica adiabatica no es precisa para describir
los efectos de disipacién sobre el soliton fundamental ante tasas de pérdida energética

y/o propagaciones tales que az > 1.

Adicionalmente, el estudio numérico de la disipacion confirmé la preservacion de
la condicién de monocromaticidad del soliton, segiin el corrimiento d &~ 0 observado

en la Figura 3.7, analogo al caso del soliton no perturbado.

Pasando al andlisis del régimen de orden superior, los efectos de auto-escarpado
y dispersion intra-pulso de Raman demostraron ser completamente ignorables en la
evolucion del soliton fundamental cuando su ancho inicial Ty, > 1 ps, segiin lo observado
en las Figuras 3.14 y 3.18 para las soluciones numéricas con ancho T, = 4 ps de las
ENLS (3.28) y (3.34), correspondientes a las perturbaciones por auto-escarpado y
dispersion de Raman, respectivamente. Fuera del régimen de orden superior, el efecto
Kerr 6ptico siempre predomina como fenémeno no-lineal principal en la fibras de silice,

dada la escala temporal corta de la respuesta electronica del medio vs. la vibracional.

Ante anchos temporales T, < 1ps, las longitudes caracteristicas de dispersién

resultantes para solitones dentro de este régimen son considerablemente mas pequenas
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que sus contrapartes fuera de él, dada las pequenas magnitudes de T, y la dependen-
cia cuadrética sobre ellos en la definicién (1.21) de Lp. La consecuencia principal de
esto es que las consecuencias de las perturbaciones por efectos de auto-escarpado y
dispersiéon intra-pulso de Raman se manifiestan sobre el solitéon fundamental a escalas
espaciales absolutas (i.e. medidas por la variable z) mucho menores que en el caso de

la perturbacion disipativa.

En el caso especifico de la perturbacion por efecto de auto-escarpado, la magnitud
de la longitud de dispersiéon resulté tan pequena que el intervalo h necesario para
conservar la energia en el analisis por split-step de Fourier dificult6 propagar la solucion
numérica a distancias £ tan grandes como las usadas en el caso de dispersion intra-pulso
de Raman. Con un Lp = 9,389 x 10~%m, el intervalo resulté en h = 3,329 x 10~ %m,
cercano a la longitud de onda A, = 1,55 x 107%m. Ante este h, el costo de computo
de cualquier simulacién con un L en el orden de tan sdlo unos cuantos metros es
prohibitivo, mientras que intervalos mayores no conservaron la energia del solitén en

el andlisis numérico.

En su defecto, el analisis numérico de esta perturbacion a una distancia maxima
L = 4Lp nuevamente comprobd los resultados de la dinamica adiabatica correspon-
diente, plasmados en las coordenadas colectivas (2.21). La solucién por split-step de
Fourier vs. el analitico (3.30) de la ENLS (3.28) se compararon en las Figuras 3.11 y
3.12, respectivamente, ambas mostrando el efecto neto sobre el soliton resultante del
balance entre los efectos de dispersion de velocidad de grupo y deformacion del frente
por auto-escarpado, expresados como el tiempo de retraso T, de su centro (3.33). La
Figura 3.11 muestra también la reducciéon de la amplitud del solitén propagado, con-
secuencia del tiempo de retardo, dada la necesidad de compensar el ancho Ty > T,
por la conservacion de su energia en el medio no disipativo. Esta reduccién es de na-
turaleza opuesta a la experimentada por el solitén ante la perturbacion disipativa, en

donde el causal es precisamente la pérdida energética.

En cuanto al espectro de frecuencias, el anélisis por split-step de Fourier confirmé
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en la Figura 3.13 su invariancia ante el efecto de auto-escarpado, mostrando un d ~ 0

andlogo al corrimiento del solitén fundamental y del solitén disipado.

En comparacion al auto-escarpado, la longitud de dispersién del soliton funda-
mental perturbado por efecto de dispersiéon intra-pulso de Raman, gobernado por la
ENLS (3.34) y con pardmetros T, y P, (3.38), permiti6 llevar el estudio numérico
hasta una distancia considerablemente mayor L = 50Lp. Las Figuras 3.15 y 3.16 para
la solucién numérica y analitica (3.36), respectivamente, demuestran que el andlisis
por split-step de Fourier una vez més validé las predicciones de la dindmica adiaba-
tica, plasmadas en este caso en las coordenadas colectivas (2.26). Son evidentes en la
solucién numérica tanto el desplazamiento del centro temporal del solitén perturba-
do (mayor al experimentado el el caso de auto-escarpado) como la invariancia de su
amplitud, independientemente de la no conservacion de su energia ante la excitacion
de los fonones 6pticos del medio, efecto que no obstante preserva el niimero clasico de

fotones.

No obstante, el efecto mas importante de esta perturbacion, en si la mas importan-
te del régimen de orden superior, es el gran corrimiento de frecuencia que experimenta
el solitén durante su propagacion, ampliando la intensidad de las ondas Stokes de
su espectro (“red-shift”). Dado el signo de la coordenada colectiva § en el resultado
analitico (2.26), y la dependencia como T, * sobre el ancho inicial en el Aw corres-
pondiente, segin la relaciéon (3.39), el solitéon fundamental con T, (3.38) y Tr (3.37)
experimenta una gran reduccién de su frecuencia en Av ~ —39,188 GHz, ain a dis-
tancias de propagacién tan pequenias como L < 1 Km. Este efecto es apreciado en la

Figura 3.17 para el espectro de frecuencias del soliton perturbado.

La debilidad del efecto Raman fuera del régimen de orden superior queda nueva-
mente evidenciado en la Figura 3.19, mostrando el practicamente nulo corrimiento de

frecuencia que experimenta el soliton perturbado cuando su ancho inicial T, = 4 ps.
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