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SOLIDOS SOLICITADOS A CARGA AXIAL.

1.- Definicion.

Se define como Soélido Solicitado a Carga Axial, a un sé6lido de eje recto, el cual se denomina eje
longitudinal o eje axial, y en el que dicha dimension longitudinal es grande en comparacion con
cualquier otra dimension medida en una direccion perpendicular y en el que cada una de las
resultantes de las cargas externas tiene por recta soporte el referido eje axial.
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Figura N° 1. Definicion de Solido Cargado Axialmente.

2.- Comportamiento.

Considérese una barra homogénea BC de longitud L y seccion transversal uniforme A4, bajo la
accion de una carga externa P en la seccion C, perpendicular a dicha seccidon y cuya linea de accion
coincide con el centroide de la seccion transversal (figura 2). La figura muestra que por la
solicitacion de la fuerza externa el s6lido cambia su geometria, en este caso aumenta de longitud
debido a la traccion que ejerce dicha solicitacion. Para efectos de los andlisis correspondientes a
este capitulo, se despreciaran todos los efectos que puedan existir en direcciones perpendiculares a
la linea de accion de la carga, es decir, cualquier cambio de longitud en direcciones perpendiculares
al eje axial del sdlido.
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Figura N° 2. Barra solicitada axialmente.

Para el estudio de los efectos que se producen internamente, se dibuja una reticula en la superficie
exterior del sélido antes de la aplicacion de la carga y se observa que forma adquiere dicha reticula
con la deformacion que sufre el solido por la aplicacion de la carga. Esto es lo que se muestra en la
figura N° 3, (exagerando la deformacion para poder visualizarla). De la observacion de esta figura
se concluye que todos los cuadrados iguales de la reticula se han transformado en rectangulos
iguales. Esta transformacion de cada elemento, es la que se observa en la parte inferior izquierda de
la figura N° 3. Si ésta es la deformacion, se concluye que cada uno de los elementos de la reticula
tiene que estar solicitado por la misma carga.
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Figura N° 3. Deformacion de sélido de prismatico y detalle.

Por ello cuando la barra se secciona con un plano transversal imaginario, como el plano c-c de la
figura N° 4b, el equilibrio del diagrama de cuerpo libre de esta parte de la barra se obtiene con una
distribucion de vectores esfuerzos iguales que solo tienen componente normal y que se desarrollan
en la seccion transversal. Esta distribucion tiene una resultante N que es normal a la superficie
expuesta, es igual a P en magnitud y tiene una linea de accidon que es colineal con la linea de accién
de P. Se supondra que la distribucion de esfuerzos normales en un elemento cargado axialmente es
uniforme, excepto en la inmediata vecindad de los puntos de aplicacion de las fuerzas (ver figura N°
4ay 4c). Del equilibrio de fuerzas verticales se tiene GA = N y el valor g del esfuerzo se sera:

Ox i
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Figura N° 4. Distribucion del esfuerzo normal en diferentes secciones de la barra.

Si se desea encontrar el cambio de longitud de la barra, causado por la fuerza aplicada (para este
tipo de problema no se considerara el cambio de las dimensiones transversales), puede dividirse la
barra en elementos de longitud infinitesimal dx, la cantidad por determinar serd la suma de los
alargamientos que ocurren en cada elemento que componen la barra (ver figura N° 5).
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Figura N° 5. Estudio del alargamiento de una barra solicitada axialmente.
Si el esfuerzo axial 0 X - % no excede el limite de proporcionalidad del material, puede

aplicarse la ley de Hooke y escribir:

0,.= Elt,
de la cual se halla que:
Y.
e 0. /4
X
E E
Recordando que la deformacion longitudinal unitaria & se definié como € x = d%x , Se tiene:
i N
dx FEA

Puesto que se conoce la elongacion del elemento individual, la elongacion total de la barra BC sera
la suma, es decir,

B} ¢t N
6—Id5 —Joadx
(6]
b2 2l

Expresion que permite determinar la elongacion de una barra de longitud L, con la condicion de que
en esa longitud L sean constantes el resto de la variables, es decir, sean constantes el modulo
elastico, la seccion transversal y la carga axial interna.
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Si se despeja de la ecuacion la variable correspondiente a la fuerza interna, quedando en funcion del
desplazamiento, se obtiene:

n= s
L

lo que demuestra que el comportamiento de una barra solicitada axialmente es analogo al de un
resorte, es decir,
F=Kx

Por ello, la expresion EA/L se la conoce como rigidez axial.

Si la barra tiene otras cargas, si no es prismatica (la seccion transversal no es constante), o esta
constituida por diversos materiales, debe dividirse en fracciones que satisfagan individualmente las
condiciones para usar la ecuacion, es decir, para dicha fraccion de longitud, denotada como L;, la
carga axial, la seccion transversal y el modulo elastico del material deben permanecer constantes.
Llamando respectivamente N;, A,y E;, a la fuerza interna, al area de la seccion transversal y modulo
de elasticidad que corresponde a la parte i, el alargamiento de esta fraccion se obtiene mediante:

5 . ML

" EA

y el alargamiento de la barra completa sera:

N.L
6 = [
Z— E 4
3.- Ejemplo.
Considérese el problema de la figura N° 6. Corresponde a un sélido con cambio de seccion

transversal, tres cargas axiales y modulo elastico constante. Se requiere determinar el cambio de
longitud del solido.



UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA. FACULTAD DE INGENIERIA. ESCUELA DE
INGENIERIA MECANICA. MECANICA DE SOLIDOS. Prof. Jorge David Cruz Moreno.

— 2
4= 450 mm 4= 200 mm2
200 kM 430 L n
" l 200 kN
§— - * ¥ I -

|‘jl 2?0m|_]f2?omm.lf zsﬂm__‘D

Figura N° 6. So6lido no prismatico cargado axialmente.

La figura N° 7 muestra el diagrama de cuerpo libre. Notese que la reaccion desconocida se ha
indicado en el sentido que ejerce traccion. La aplicacion de la tinica ecuacion de equilibrio permite
determinar el valor de la reacciéon R = 650 kN.

F00 kN 450 kN
R | 200 kN

A B C D

X

Figura N° 7. Diagrama de cuerpo libre del problema de la figura N° 6.

Al observar la figura N° 7, se concluye que es necesario hacer un estudio por fracciones en las
cuales se cumplan las condiciones indicadas anteriormente. Del diagrama de cuerpo libre debe
entenderse que entre las secciones comprendidas entre 4 y B, hay un valor de fuerza axial interna
constante. Lo mismo ocurre entre las secciones comprendidas entre B y C, y entre las secciones
entre C'y D. En los mismo intervalos anteriores se mantienen constantes las areas de las secciones
transversales. De acuerdo a esta explicacion se han construido los respectivos diagramas de cuerpo
libre de las figuras N° 8, N°9, N° 10 y N° 11.
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Figura N° 8. Corte genérico del s6lido en una seccion transversal entre 4 y B.

Lhibiid

La figura N° 8 presenta un corte del solido en una seccion transversal genérica entre 4 y B. La
figura muestra que es una vez seleccionada la seccion que desea estudiarse, puede utilizarse el corte
izquierdo o el corte derecha para determinar la magnitud de los esfuerzos normales y/o el valor de
la fuerza axial interna. El corte izquierdo representa cualquier seccion comprendida en el intervalo 0
< x < 270. La determinacion correcta del intervalo es importante puesto que este establece el rango
donde son validas las ecuaciones que se aplican al diagrama de cuerpo libre y los valores de las
variables correspondientes. De este corte izquierdo se concluye, una vez considerado su equilibrio
que N; =R =650 kN.

La figura N° 9, representa un corte exactamente antes de la seccion B. El analisis de esta figura
establece que si el corte se realiza justo antes de la seccion B, siendo esta seccion donde estd
aplicada la fuerza externa de 800 kN, esta fuerza estaria contenida en el diagrama de cuerpo libre de
la derecha.

La figura N° 10 presenta un corte del s6lido en una seccion transversal genérica entre By C. La
figura tiene el mismo fin indicado en la figura N° 8, es decir, muestra que es una vez seleccionada la
seccion que desea estudiarse, puede utilizarse el corte izquierdo o el corte derecho para determinar
la magnitud de los esfuerzos normales y/o el valor de la fuerza axial interna. El corte izquierdo
representa cualquier seccion comprendida en el intervalo 270 < x < 540, y del equilibrio N, = - 150
kN. La figura N° 11 corresponde al corte genérico entre las secciones C 'y D, y el corte izquierdo
esta comprendido en el intervalo 540 < x <900, y del equilibrio se obtiene N;= 300 kN.
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Una vez establecida el valor de la fuerza axial interna en todas las secciones transversales, conocida
la seccion transversal, el mddulo elastico del material del s6lido y longitud, se esta en capacidad de
determinar el cambio de longitud mediante

5= NiLi _ 650kNX270mm_  —150kN X270mm 300 kN X360 mm
i E;A; 200 GPaxX400 mm® 200 GPaX400mm®> 200 GPa X 200 mm’

i

2,19—0,514+2,70=4,38 mm
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Figura N° 9. Corte justo antes de la seccion B.
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Figura N° 10. Corte genérico del solido en una seccion transversal entre By C.
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Figura N° 11. Corte genérico del sdlido en una seccidn transversal entre C'y D.

Z00 kN

4.- Casos Estaticamente Indeterminados.

En la situacion anterior las reacciones producidas por los vinculos pueden determinarse utilizando
exclusivamente las ecuaciones de equilibrio estatico.

Sin embargo, hay situaciones donde lo anterior no es posible debido a que el nimero de reacciones
es superior al numero de ecuaciones de equilibrio aplicables al problema planteado. Cuando esta
situacion ocurre, el problema se denomina estdticamente indeterminado. Esta denominacion se debe
a que al establecer las ecuaciones de equilibrio del problema a resolver, el sistema de ecuaciones es

9
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indeterminado puesto que el nimero de incdgnitas es superior al nimero de ecuaciones. Para poder
obtener una soluciéon tUnica del problema, es necesario obtener un sistema de ecuaciones
determinado. Esto se logra adicionando a las ecuaciones de equilibrio un numero de ecuaciones que
haga al sistema de ecuaciones determinado. Estas ecuaciones adicionales se denominan ecuaciones
de compatibilidad de desplazamientos. Este nombre se debe a que esas ecuaciones adicionales
provienen de las condiciones cinematicas que imponen la vinculacion al sélido. Notese también que
el nimero de ecuaciones de compatibilidad es igual a la diferencia entre el nimero de reacciones
del problema y el nimero de ecuaciones de equilibrio. A esta diferencia de la denomina grado
hiperéstatico.

El procedimiento a aplicar es el siguiente: 1) Elaborar el diagrama de cuerpo libre del problema. 2)
Se determina el grado hiperestatico restando al nimero de reacciones, el nimero de ecuaciones de
equilibrio. 3) Se plantean las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones de compatibilidad. 4) Se
resuelve el sistema de ecuaciones.

5.- Ejemplo: Solido prismatico confinado en sus dos extremos

Supoéngase una barra de longitud L con seccidn transversal constante A, con ambos extremos fijos
(ver figura N° 12a). Si se le aplica a la barra la carga axial externa P indicada, se produciran las
reacciones R1 y R2 (ver diagrama de cuerpo libre en la figura N° 12b) porque la vinculacion impide
los desplazamientos de los extremos de la barra (la direccion correcta de las reacciones se sabra a
través del signo de los resultados, tal como en estatica). (Recomendacion: Colocar las reacciones
induciendo traccion en el solido).

7 \

R1 P R2

(b)

Figura N° 12. Sistema hiperestatico.

Al escribir la tinica ecuacion de equilibrio, se obtiene:

10
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ZFH: 0
-R1+ P+ R2:=0

Notese que el numero de incognitas es mayor que el nimero de ecuaciones. Por ello este es un
problema hiperestatico (grado de hiperestaticidad = nimero de incognitas — nimero de ecuaciones
de equilibrio). Las reacciones que producen la situacion hiperestitica se denominan reacciones
redundantes. Por ello el nimero de reacciones redundantes de un sistema es igual al grado
hiperestatico.

x1 x2
R1 P R2
x1 x2
- a - b=
L

Figura N° 13. Analisis de la carga axial interna del so6lido de la figura N° 12.

La figura N° 13 indica que en las secciones transversales genéricas x1 comprendidas en el intervalo
0 <x < a, la fuerza axial interna es diferente a la que ocurre en las secciones transversales genéricas
x2 en el intervalo a < x <L, tal como se muestran en las figuras N° 14 y N° 15

x1
1 N1
B —— —
0<x<a
xl

Figura N° 14. Diagrama de cuerpo libre entre 0 < x < a.

11
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Figura N° 15. Diagrama de cuerpo libre entre a <x <L.

En este problema se requiere un sola ecuacion de compatibilidad, puesto que le grado hiperestatico
es uno, debido a que la diferencia entre el numero de incdgnitas (2) y el numero de ecuaciones de
equilibrio (1) es uno. La ecuacion de compatibilidad en este caso proviene de la imposibilidad del
solido de cambiar de longitud por el tipo de vinculacion. Por lo tanto se escribe la ecuacion con la
cual se calcula dicho cambio de longitud y se iguala a cero.

N1a+N2b
EA  EA

0= =0

puesto que N; y N» son las fuerzas internas a lo largo del solido. Los diagramas de cuerpo libre de
las figuras N° 14 y N° 15 permiten expresar los valores de la fuerzas internas en funcion de la
reaccion R y de la fuerza externa P, mediante la aplicacion de la ecuacion de equilibrio.

Lo que permite expresar el cambio de longitud en funcion de R1 y P. La expresion contendra como
unica incdgnita a la reaccion R1.

Ra (R—P)b Pb
d=——+— R="—
EA " E4 0

y sustituyendo en la ecuacion de equilibrio del s6lido completo, se obtiene

12
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6.- Ejemplo: Sélido no prismatico confinado en sus dos extremos.

Considérese el problema de la figura N° 16. Se pide elaborar: 1) Diagrama de fuerza axial interna,
2) diagrama de esfuerzo normal; 3) diagrama de deformacion longitudinal unitaria, y 4) diagrama
de desplazamiento.

/1'1'1 r/EJ'i'L /1‘3;
¥
¥ b e— r —§
}4 : 2 e Y PR a»‘
E i K E E 3 H

Figura N° 16. Ejemplo de caso hiperestatico.

En este s6lido se presentan variaciones de la fuerza axial interna a lo largo del mismo por la
presencia de las cargas externas y variaciones de la seccion transversal.

Las figuras siguientes presentan en color amarillo las secciones transversales donde son constantes
las fuerzas internas.

— | e

< e Ll

B C D E F G H

Figura N° 17. Fuerza axial interna constante entre las secciones transversales By C.
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R1 r P F R2
4 4+ >
< Ll Ll Lan >4
B C D E F G H
Figura N° 18. Fuerza axial interna constante entre las secciones transversales C y E.
R1 P E R2
- — - (P >
* > >« L L >4
B C D E F G H
Figura N° 19. Fuerza axial interna constante entre las secciones transversales E y G.
R 3 p 2| R2
4 4— e
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Figura N° 20. Fuerza axial interna constante entre las secciones transversales G y H.

Las figuras anteriores conducen a los diagramas de cuerpo libre de la figura N° 21.

E1 HN1=E1l 0<g<a
Rlg e a<x<2a
k1 : P | N3=E1-F da<=x<3a
B — LN ﬁim Ja<z<da
Rl.‘_ P S P o :. a da<z<5a
E1l P D ———p—N6=E1-F

l— > | g —_— Sa<x<ba

Figura N° 21. Diagramas de cuerpo libre del problema de la figura n° 16.

Las figuras a continuacion presentan en color rojo las secciones transversales donde son constantes
los esfuerzos normales.

15
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R1 P y 5
- >
P‘( + g g
B C D E F G
Figura N° 22. Esfuerzo normal constante entre las secciones B y C.
R1 P P
b IEm— A — R
lﬂ L + > < L)
B C D E F G
Figura N° 23. Esfuerzo normal constante entre las secciones C y D.
R1
« B

A

C

Figura N° 24. Esfuerzo normal constante entre las secciones D y E.

D E
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R1 T R2
E s
B C D E F G H
Figura N° 25. Esfuerzo normal constante entre las secciones E y F.

R1 R2
-« — | — b
T + + "I ’}

B C D E F G H

Figura N° 26. Esfuerzo normal constante entre las secciones F y G.

Pl —f‘ «—F -J_ =

e

B C
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Figura N° 27. Esfuerzo normal constante entre las secciones G y H.

La comparacion de las figuras N° 18, N° 23 y N°® 24 permiten explicar que desde la seccion
transversal C hasta la E, la fuerza axial interna es constante, pero debido al cambio de geometria
entre las mencionadas secciones transversales el esfuerzo normal no es el mismo entre Cy D, y
entre D y E. Andlisis similar entre las secciones E y G conforme a las figuras N° 19, N° 25 y N° 26.
Explicado lo anterior, se plantea el problema. La aplicacion de la ecuacion de equilibrio al diagrama
de cuepo libre del s6lido completo se obtiene

y Fx= 0
-RI+P-P+P+R2:=0
-RI+P+R2=0

Dos incognitas y una sola ecuacion. Problema hiperestatico de grado uno. Se requiere de una sola
ecuacion de compatibilidad. Como en el ejemplo anterior, aqui también el solido no puede cambiar
de longitud. Se escribe la ecuacion del cambio de longitud del s6lido en funcidn de las fuerzas que
actuan en ¢€l. (Tanto en funcion de las cargas externas conocidas y de las reacciones desconocidas.)
Este desarrollo se muestra en la figura N° 28.

= Rl-a (RI-P)a (RI-P}a Rl-a Rl-a (RI-P)a
+ + + =0

l_‘ll{ = + + -
E-A E-A E.-2A E-2A E-A E-A
A 2A A
R1 T | > R2
« — | —F > —
a a a a a a
L >
B C D E F G H

Figura N° 28. Expresion del cambio de longitud del sélido de la figura N° 16.

Las fuerzas axiales internas indicadas en la figura N° 28 puede comprobarse que corresponden a los
diagramas de cuerpo libre presentados en la figura N° 21. También puede verse que la fuerza axial
interna en cada seccion transversal es la suma algebraica de todas las fuerzas actuantes a la
izquierda de esa seccion. Las fuerzas con sentido hacia la izquierda producen traccion en la seccion
transversal. De manera anéloga, la fuerza axial interna en cada seccion transversal es la suma

18
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algebraica de todas las fuerzas actuantes a la derecha de esa seccion. Las fuerzas con sentido hacia
la derecha producen traccion en la seccion transversal. Esta segunda opcion se le deja al lector su
comprobacion. En la expresion de la figura N° 28, la tinica incognita es la reaccion R1 y permite
obtener su valor

P
R ==
)
Del equilibrio del solido completo se encuentra
P
R,=——
: 2

A continuacion pueden construirse los diagramas del problema. El diagrama de carga axial interna
es una grafica en la cual el eje de abscisas representa la coordenada de ubicacion de la seccion
transversal mientras que en el eje de las ordenadas se representa el valor de la fuerza axial interna.

En el problema planteado, ya determinada el valor de la reaccion R1, si se observan los diagramas
de cuerpo libre de la figura N° 21, puede comprobarse que pueden calcularse los valores de la
fuerzas axiales internas en todas las secciones del solido. Este calculo se resume en la figura N° 29
que muestra el diagrama de fuerza axial interna pedido.

MF] &

Fiz Fi2
) ()

iz /o

Figura N° 29. Diagrama de fuerza axial interna.

El diagrama de esfuerzo normal puede elaborarse a partir del diagrama de carga axial, aplicando la
definicion o=N/A. Por lo tanto en este diagrama el eje de abscisas representa la coordenada de

la seccion transversal y el eje de ordenadas el valor del esfuerzo normal. Este diagrama se muestra
en la figura N° 30.
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Figura N° 30. Diagrama de esfuerzo normal.

Se comprueba que entre las secciones C y E la fuerza axial interna es constante, pero el cambio de
seccion transversal en D produce el cambio de esfuerzo normal entre Cy D, y entre D y E.

Mientras no existan efectos térmicos (se estudiaran posteriormente), la deformacion longitudinal
unitaria puede calcularse mediante la expresion €=co/E. El diagrama de deformacion
longitudinal unitaria mostrara en el eje de las ordenadas los valores de la referida deformacion. En
el caso de problemas sin efectos térmicos, el diagrama es el mismo diagrama de esfuerzo normal
pero dividiendo cada ordenada entre el modulo eléstico. La figura N° 31 muestra este diagrama.

PI2EA PHEL | poEs
() ) )

(-) (- (-)
D2EA [PMEX PI2EA

Figura N° 31. Diagrama de deformacion longitudinal unitaria.
Por ultimo, en el diagrama de desplazamiento el eje de las abscisas representa la coordenada de las

secciones transversales, mientras que las ordenadas indican el valor del desplazamiento de la
seccion trasnversal respesto a su ubicacion original. Para su deduccion requiere el siguiente
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desarrollo. Por definicion €=08/L. Si en lugar de considerar una longitud finita L, se considera
una longitud infinitesimal dx, la deformacion longitudinal unitaria se expresaria como

e=ddldx.

Esta expresion puede escribirse

i+1 i+1 i+1 i+1

do=edx — [ do=[ edx — 8.,-0=[ edx — b.=0+] edx
1 1 1 1

expresion que indica que el desplazamiento de una seccion denominada i+/, es igual al

desplazamiento de una seccion denominada i mas el area del diagrama de deformacion longitudinal

unitaria comprendido entre esa dos secciones trasnversales.

Para que esta expresion tenga utilidad, se requiere que el desplazamiento de una seccion transversal
sea conocido. En el caso del problema planteado, se conoce el desplazamiento de la seccion B, el
cual es cero. Por ello el desplazamiento de la seccion C (seccion i+1/), es el valor del
desplazamiento de la seccion B (seccion i) mas el area del diagrama de deformacion longitudinal
unitaria entre las secciones By C. En este caso el area es Pa/2EA. En forma sucesiva pueden
obtenerse los valores de los desplazamientos de las secciones D, E, F; G y H. Estos valores se
presentan en la grafica de la figura N° 32.

8, ~Fa2E4 8;"PREA

fp=-PaidE A&

Figura N° 32. Valores de los desplazamiento de seciones transversales

Para terminar de construir el diagrama es necesario unir los puntos de la grafica encontrados. Para
ello se recurre a la ecuacion €=d d/dx, la cual expresa que la pendiente del diagrama de
desplazamiento es el valor de la deformacion longitudinal unitaria. La figura N° 31 indica que el
valor de la referida deformacion es constante en cada fraccion del sélido, por lo que la curva que
une los puntos de la figura N° 32 deben ser lineas rectas. El diagrama final se muestra en la figura
N° 33.
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8, ~PalE4 8 ~PREA

I

el

Sg=-PaEA

Figura N° 33. Diagrama de desplazamiento.

Es conveniente destacar que los valores de desplazamiento positivos corresponden en este caso a
desplazamientos de las secciones hacia la derecha de su ubicacion original. Los desplazamientos
negativos, por lo tanto corresponden a desplazamientos hacia la izaquierda. Notese también que las
secciones transversales entre C y D estan solicitadas a compresion, por lo que su deformaciéon
corresponde a un acortamiento, pero su desplazamiento es hacia la derecha motivado al
acumulamiento de desplazamiento hacia la derecha de las secciones comprendidas entre B yC.

7.- Barra solicitada por su propio peso.

Considérese el problema mostrado en la figura N° 34 que corresponde a una barra soportada en su
seccion superior y solicitada exclusivamente por su propio peso.

) TR=YAL
I I )
L""_ . i J lmu--y:l

“-—-_\*

El peso especifico de labarra FUBr_z:a illter}n_a 8N una
s& modela cormo una carga SECCION ZENENICA
distribmida a 1o loarga su eje adal

YA(L-y]

~d
=
g

— >
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Figura N° 34. Barra solicitada por su propio peso.

Se requiere determinar el desplazamiento del extremo libre la cual tiene un peso especifico Yy, un
area transversal constante A y un modulo eléstico E.

El peso propio de la barra puede ser considerado como una fuerza distribuida a lo largo de la barra.
Para los efectos de este problema, esta fuerza de volumen se sustituye por una fuerza distribuida
equivalente aplicada en el centroide de cada seccion transversal, que representa el peso de dicha
seccion. Esto es lo que se muestra en la figura N° 34, el cual es el diagrama de carga externa.
Aplicando sumatoria de fuerzas verticales, la reaccion que ocurre en el extremo B de la barra
debido a su peso puede ser determinado como:

Yy Fy=0
R-yAL=0
R = yAL

Luego, cortando la barra a una distancia y del extremo B, la fuerza interna N; necesaria para el
equilibrio del diagrama de cuerpo libre inferior sera:

N;i = yA(L-y)

y por efecto de accion y reaccion este valor serd el mismo para el diagrama de cuerpo libre superior.
Notese que esta serd una cantidad variable que dependera de la distancia y a la cual se tome dicha
seccion. Por tal motivo, al aplicar la ecuacion para determinar el desplazamiento del extremo libre
de la barra, se tendra:

Obtenido el valor de la fuerza axial interna, se puede elaborar el diagrama de fuerza axial interna,
como ésta es funcion lineal de la coordenada, se obtiene una grafica lineal. La fuerza axial interna
en la seccidn inferior es cero, ya que esta seccion no estd soportando ninguna carga por debajo de
ella. En la seccion superior la fuerza axial es maxima, porque dicha seccion soporta el peso total de
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la barra. Puede verse que la ecuacion de fuerza axial indica que cada seccion soporta el peso de la
cantidad de barra que hay por debajo de ella. Luego, dividiendo entre el area A de la seccion
transversal, se obtiene el diagrama de esfuerzo axial. Como la tnica carga es el peso, el diagrama de
deformacion se obtiene dividiendo las ordenadas del diagrama de esfuerzo, entre el mddulo elastico
del material de la barra. Para el diagrama de desplazamiento, se tiene:

2
L
Se-0p=dc-0= 12
C B C E
o 1L
€ 2K
La figura N° 35 muestra estos diagramas.
Diagrama de Diagrama de Diagrama de Diagrama de
Fuerza Esfuerzo Deformaciones Desplazamiento
yAL o=N/A=yL e=o/E=7LE
B \\‘\ Punto de
mayor
pendiente
FE=7L/E
C =o/E=

¥ L J Y L4 /

Punto de pendiente nula

Figura N° 35. Diagramas de fuerza axial, esfuerzo normal, deformacion longitudinal unitaria y desplazamiento del
problema de la figura N° 34.

Notese que el desplazamiento de la seccidon B (donde estd fija la barra) sufre la deformacion
maxima, esto se debe a que esta seccion es la que esté sintiendo la mayor fuerza axial interna, o sea,
soporta el peso de todas las secciones que estan por debajo de ella, sin embargo la seccion B por
estar fija no sufre desplazamiento. Para el caso de la seccion C, ndtese que ésta no experimenta
ninguna deformacion, ya que no soporta peso pero si experimenta el desplazamiento maximo por
causa de las deformaciones que experimentan las secciones que se encuentra sobre ella.

8.- Efectos térmicos.

Considérese una barra homogénea AB, de seccidon constante, que descansa libremente sobre una
superficie lisa. Si la temperatura de la barra se eleva en AT, se observa que la barra se alarga una
cantidad &r que es proporcional al cambio de temperatura AT y a la longitud L de la barra.
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T1—=T2 =AT

A B

|
:B’
q—L—paTL—

Figura N° 36. Barra sujeta a un cambio de temperatura.

Se tiene:

0,0 (0T)L
introduciendo la constante de proporcionalidad o
Sp=a(AT)L

donde O es una constante caracteristica del material, llamada coeficiente de expansion térmica. &r y
L estan expresados en unidades de longitud, o representa una cantidad cuyas unidades son 1 / °C ¢
1 / °F dependiendo de si la temperatura esta expresada en Celsius o Fahrenheit. En este caso no
existe ninguna restriccion para que se produzca el cambio de longitud de la barra.

En forma general, una fracciéon de un solido de longitud L; y de seccion transversal constante

solicitado axialmente por una fuerza interna de traccidén constante N y un cambio de temperatura
uniforme A7, experimentard un cambio de longitud dado por la expresion

6—NL+ LAT
“Ea T

y por su definicidn, la deformacion longitudinal unitaria es

Esta es la expresion genérica que se utiliza para elaborar el diagrama de deformacion.

Supongase ahora que la misma barra AB, de longitud L, se coloca entre dos soportes fijos a una
distancia L el uno del otro. De nuevo, no hay esfuerzo ni deformacion en esta condicion inicial. Si
se eleva la temperatura en AT, la barra no puede alargarse debido a las restricciones impuestas en
los extremos, el alargamiento &r no se produce, y en consecuencia aparecen fuerzas sobre la barra
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generadas por los soportes.

AT, E, A, O

.

Figura N° 37. Barra doblemente fija sometida a un cambio de temperatura.

Esta condicion corresponde al diagrama de cuerpo libre de la figura N° 38.

AT

Figura N° 38. Diagrama de cuerpo libre de la barra de la figura N° 37

Notese que la reacciones desconocidas se han dibujado saliendo de las secciones transversales
respectivas, lo cual supone traccion en ambos extremos.

La tnica ecuacion de equilibrio aplicable a este problema es la sumatoria de fuerzas horizontales, la
cual establece que R;=R,. Ambas reacciones son iguales pero la ecuacién no permite cuantificar
su valor. Por ello, este problema es estaticamente indeterminado. Se establece el grado hiperestatico
restandole al nimero de incognitas (2) el numero de ecuaciones de equilibrio (1). Por lo tanto, el
problema es de grado hiperestatico uno (1) y se requiere una ecuaciéon de compatibilidad de
desplazamientos. En este caso esa ecuacion corresponde a la condicion de que la barra no puede
cambiar de longitud.

Puede elaborarse un diagrama de cuerpo libre de una seccion genérica de la barra, como el
mostrado en la figura N° 39. A partir de este pueden estimarse en forma sucesiva los diagramas de
carga axial, esfuerzo normal y deformacion longitudinal unitaria, los cuales estan representados en
las figuras N° 40, N° 41 y N° 42, respectivamente.

El diagrama de deformacion longitudinal unitaria se ha construido aplicando la ecuacion

e=0 -0 LgAT
L, E

i
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D<x<=L

Figura N° 39. Diagrama de cuerpo libre genérico del problema de la figuta N° 38.

N 4 Rl

v

Figura N° 40. Diagrama de carga axial interna.

o=N/Af R1/A

.
:

Figura N° 41. Diagrama de esfuerzo nomal.

&= G/E+ oL AT =RI/(EA) + 0AT

.

Figura N° 42. Diagrama de deformacion longituainal unitaria.

. .y i+1 . . . .
Aplicando la ecuacion 9§, +1=6i+f, edx y estableciendo como las secciones i e i+/ las
1

. . i+1
secciones extremas de la barra, se obtiene 9,=0,; 9,,,=0, lo que conduce a f edx=0.
1

Esta ultima expresion puede interpretarse diciendo que el area del diagrama de deformacion
longitudinal unitaria es cero. Esta area puede evaluarse a partir de la figura N° 42. Esto es

°0 0.0 _ _ _
E_E+OLAT_O_}E__O(AT_)O__GEAT_’Rl__aEAAT en la que los esfuerzos axiales

presentes por el cambio de temperatura, se denominan esfuerzos térmicos. Una vez calculada la
reaccion R;, pueden elaborarse los diagramas reales, los cuales se muestran en la figura N° 43.
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Noétese que en este caso, los diagramas de deformacion y desplazamiento son nulos. Esto ocurre en
este problema particular que corresponde a una barra fija en sus dos extremos y solicitada
exclusivamente por el cambio de temperatura (no hay cargas axiales externas).

N A
)
O=N/Ab o EAAT
)
a EAT
e=0 %
5=0
£z ——
- L
o=0 ¢

Figura N° 43. Diagramas de fuerza axial, esfuerzo normal, deformacion longitudinal unitaria y desplazamiento de la
barra de la figura N° 37.

Este problema puede resolverse también mediante el método de superposicion como se indica en la
figura N° 44.

Como el sistema es hiperestatico de grado 1, se sustituye una de las restricciones por la fuerza que
ella ejerce en el sistema. Hecho esto, se observa que la combinacion de los efectos del cambio de
temperatura y la fuerza P deben ser tales que satisfagan las condiciones de contorno del problema
real.

Esto es lo que se indica en la ecuacion

B TOL- 2= = 0

ElA4

por lo tanto
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P=0EAAT »0=—0EAT

R
A B
A B 0 —»
P
‘—

Figura N° 44. Estructura primaria del problema de la figura N° 37,

solicitada por el cambio de temperatura y la reaccién redundante
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