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Numeros Complejos

En este tema se introducen algunas propiedades del conjunto de los
numeros complejos. Tal conjunto de nimeros es ampliamente utilizado en
el desarrollo de las ideas tedricas de la Ingenieria, en especial, de

Ingenieria Eléctrica.

Definicion
Se dice que z es un numero complejo si se expresa como
z2=x+ 1y

0, de manera equivalente,
z2=x+ 1y,
donde x € R e y € R.
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Se conoce a i como la unidad imaginaria, ademss, i = —1.

Se denotara con

xr = Rez

la parte real del nimero complejo z, y con
y=Imz

la parte imaginaria del ntimero complejo z.

Los numero complejos de la forma x + 70 se denominan reales puros

o, simplemente, reales.

Los nimero complejos de la forma 0 + 7y se denominan imaginarios

puros.
El cero de los niimeros complejos, denotado 0, es 0 = 0 + 2 0.

El uno de los niimeros complejos, denotado 1, es 1 =1 + 0.
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e Se dice que dos nimeros son iguales si y sb6lo si sus partes reales son

iguales y sus partes imaginarias son iguales. En otras palabras, si
z2=x+ 1y y w=u-+1v,
entonces z = w si y sblo si

T =1u e Yy = 0.

En particular,

z2=0 <& xz=y=0.

e Denotaremos con C al conjunto de los niimeros complejos.

Observacion:

e No existe relacion de orden en los nimeros complejos. En los nimeros
reales, por ejemplo, se tiene que 5 > 3, pero no tiene sentido afirmar,

por ejemplo, que 1 +17 < 2+ 1 3.
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Operaciones Algebraicas

Seguidamente se mostraran las definiciones de las operaciones algebraicas:

suma, resta, multiplicacion y division, de numeros complejos.

Definicion 1 (Suma). La suma de los nimeros complejos z1 = x1 + 1 y1,

Y 29 = X9 + 1Y Se define como

21+ 29 = (IE1 —I—ZEQ)—I—i(yl +y2).

Definicion 2 (Resta). La resta de los niumeros complejos z1 = x1 + i y1,

Y 29 = X9 + 1Y2 Se define como

21 — 22 = (21 — x2) + i (Y1 — y2).
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Definicion 3 (Multiplicacion). La multiplicacion de los numeros

complejos z1 = x1 +1Y1, Yy 20 = T2 + 1y2 Sse define como
Rl R2 = 21%2 = (5’71562 — y1y2) + 2 ($1y2 =+ CCle)-

Definicion 4 (Divisién). La division de los nimeros complejos

21 =x1+1Y1, Yy 20 =29+ 1y2 #* 0 se define como

, 21 T1T2 + Y1Y2 [ T2Y1 — T1Y2
2] ~ 29 = — = 5 5 +1 5 5 :
) 5 + Y3 T + Y5

Propiedades

Para todo z,w, s € C se cumplen las siguientes propiedades:

1. Conmutativa
® 2 +w=w-+ 2
o ZW = W2
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. Asociativa

e 2+ (w+s)=(z+w)+s

o z(ws) = (zw)s

. Elemento Neutro

o 2+ 0=1z

o 1l -z2=1z:

. Elemento Inverso

e Para todo z € C, existe —z € C tal que z + (—z) = 0.

e Para todo z # 0, existe 2= € C tal que zz=! = 1.

. Distributiva

o z(w—+s)=zw+ zs.
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Proposicion 1. Sean z,w € C. 57 w # 0, entonces — = zw
w

Representacion Geométrica

Cada nuiimero complejo z = x + 7y se le puede asignar un y sélo un par
ordenado (x,y). De esta forma, el nimero complejo z se puede

representar geométricamente como un punto en el plano cartesiano.

Eje Imaginario

Eje real
Plano Z
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Un ntmero complejo z = x + ¢y también se puede representar como un

vector, que comienza en el origen y termina en el punto (z,y).

A

Valor Absoluto y Conjugado

Definicion 5 (Valor absoluto). El valor absoluto del nimero complejo

z =x + 1y, denotado por |z|, se define como

2] = Va2 + g2
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Propiedades

Sean z1 y 2o, numeros complejos. Las siguientes propiedades se cumplen:

|z1[*
8. |z1] > |Rez1| > Re z;.
9. |z1| > [Im 21| > Im 2.
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Coordenadas Polares

De la representaciéon grafica del nimero complejo z = x + 7y como vector,
se deriva la representacién en coordenadas polares (r,0) de z, donde

r = |z| y 0 es el argumento de z.

Definicion 7 (Argumento de z). El argumento del nimero complejo
2z # 0, denotado por arg z, es cualquiera de los angulos orientados

formados por el vector z € C con la parte positiva del eje real.

z=x 11
gl y
r=\z|
(1A 0 : :
N\ X
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Observaciones:

e r v 0 =argz definen de manera unica a z.
e 2 caracteriza de manera unica a r, pero no # = arg z.

e Se tiene que £ = rcosf e y = rsenf. Asi pues,
2z =1(cosf + i senf)

es la forma polar de z.

e Los valores de 8 = arg z se pueden encontrar a partir de la ecuacion

tan @ = g.

X

e Para que el valor de 6 sea tnico, se debe tomar una determinacion, es
decir, escoger un intervalo de longitud 27, por ejemplo, 6 € [0, 27), 6
0 € |—m, ), etc.
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Ejemplo

Para el nimero complejo z = 1, se tiene que

0 € {0, 27, +4m, ..

Niumeros Complejos
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Ejemplo

Utilizando el argumento principal, represente en forma polar los siguientes

numeros complejos.

a) z1=1+1
b) zo =—1+1
c) zg3=—1—1
d) z4=1—1
Solucion.

a (cos(m/4) + i sen(w/4))
(cos(3m/4) 4+ i sen(37/4))

C (cos(3m/4) — i sen(37/4))

(cos(

) V2
b) 22 =2
) V2
d) V2

cos(m/4) — i sen(w/4))
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Formula de Euler

Sea z = x + ¢y un numero complejo con moédulo r =1y 0 = arg z.

Escribiendo

et — cos@ + 1 send

se tliene que

que se conoce como formula de Euler.

Ahora, para cualquier niimero complejo z = r(cosf + 7 sen ), con r > 0,

se puede utilizar la férmula de Euler para reescribir a z como:

Z = Te
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Para los niimeros complejos z1 = it y 29 = 7“267’92, se satisfacen las

siguientes identidades:

1. 2129 = (rirg)e!01102),

o L_ Loyt e

<1 1 1
g 2L _ (L) i(6i—6a)
<2 T2

Potencias y Raices

Definicién 9 (Potencia n-ésima). Sean z =re', y n un entero. La

potencia n-ésima de z, denotada por z", se define como

2" =r"e™ =r"(cosnf + i sennbh).
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Definicién 10 (Raices n-ésimas). Sean z = re'’, y n un entero. Las

1/n

raices n-ésimas de z, denotadas por z*'™, se definen como

O0+2km

A = YrelTa

2 2
_ {"/F(cos (9+n/<37r) + 7 sen (9+ kﬂ)),
n

para k =0,1,...,n— 1, donde {/r denota la raiz n-ésima positiva del

numero real r.

Observacion:

El valor de 6 de las Definiciones 9 y 10 es cualquiera, no es necesariamente

el argumento principal de z.

Ejemplo

Sea z = 1+ i. Calcular 23 y 21/°.
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Solucion.

2 ; 3T
P = V23e'
10 ,%4—2]67’[‘
A5 = N2 5, k=0,1,...,4.

Regiones en el Plano Complejo

Definiciéon 11 (Vecindad).

El conjunto de puntos
B(zp,e) ={2€C: |z — 2| <€}

para cada zg € C y cada € > 0, se denomina

vecindad de zj.
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Definiciéon 12 (Conjunto abierto).
Se dice que un conjunto de numeros complejos S es abierto, si para

cada z € S existe existe una vecindad de z, B(z,¢€), tal que B(z,e) C S.

S

| > | D] Numeros Complejos WiLLiam LA Cruz (UCV)

22



<

Definiciéon 13 (Frontera de un conjunto).

Sea S un conjunto de numeros complejos. La frontera de S es el

conjunto formado por los puntos z tales que todas las vecindades de z

contienen puntos de S y puntos que no estan en S.

| > | D] Numeros Complejos WiLLiam LA Cruz (UCV)

23



Definiciéon 14 (Punto de acumulacién).

Sea S un conjunto de numeros complejos. Se dice que zy es un punto

de acumulacion si toda vecindad de zy contiene por lo menos un punto
de S diferente de zy.

S

| > | D] Numeros Complejos WiLLiam LA Cruz (UCV)

24



Definicion 15 (Conjunto cerrado).

Se dice que un conjunto de numeros complejos S es cerrado, si todos

sus puntos de acumulacion pertenecen a él. De forma equivalente, S es

cerrado si contiene a su frontera.

S1 Y
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Definiciéon 16 (Conjunto conexo).

Se dice que un conjunto de numeros complejos S es conexo, si dados
puntos cualesquiera de S, existe una trayectoria formada por segmentos

de recta que los une y cuyos puntos pertenecen todos a S.

S1 S
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Definiciéon 17 (Dominio).
Se dice que un conjunto de numeros complejos S es un dominio, si S es

abierto y conezxo.

S1 \Y.
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Definiciéon 18 (Conjuntos acotado y no acotado).

Se dice que un conjunto de numeros complejos S es acotado, si existe
un numero real R > 0 tal que todo punto de S queda dentro de la
circunferencia |z| = R. Por el contrario, |z| > R para todo R > 0 y

algun z € S, se dice que S es no acotado.

S1
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Funciones de Variable Compleja

Las funciones de variable compleja poseen muchas aplicaciones en

distintas areas de la Ingenieria, por ejemplo, en la teoria de corrientes
alternas, el movimiento de fluidos o el procesamiento de senales. Este
tema esta dedicado al desarrollo y a la compresion de los fundamentos

matematicos de las funciones de variable compleja.

Definicion
Una funcion f de variable compleja es una regla de asignaciéon que le
hace corresponder a un numero complejo z = x 4+ ¢y uno o varios nmeros

complejos w = u + 7 v. El nimero w se llama valor o imagen de f en z y

se designa por f(z); es decir,

w = f(2)

0, equivalentemente,

u+iv=f(r+1iy).
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w = f(2)

Funcitones monovaluadas

w = f(2)

Funciones multivaluadas
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Definicion 1 (Dominio y Rango). El conjunto de numeros complejos z
donde la funcion f esta bien definida se denomina dominio de f.

El conjunto de todas las imdgenes w = f(z) es llamado rango de f.

Definiciéon 2 (Polinomio complejo). Sean n > 0 un entero. Sean

ag, @i, ...,a, constantes complejas. La funcion
p(2) =ag+ a1z + a2’ + -+ + anz”, (an # 0)

se denomina polinomio complejo o, simplemente, polinomio de

grado n.

;. Cual es el dominio y el rango de un polinomio
complejo?
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Definicion 3 (Funcion racional). Sean p(z) y q(z) polinomios. La

funcion r(z) definida por

se denomina funcion racitonal y esta definida en todo numero

complejo z, excepto donde q(z) = 0.

., Como se determinan el dominio y el rango de
una funcion racional?

Ejemplo

El dominio y rango de la funcién

estan dados respectivamente por

{z € C:2z+#1}, {fweC:w#1}.

I R Continuidad y Diferenciacién WiLLiam La Cruz (UCV)




Funciones Componentes

Sea f(z) una funcién de variable compleja. Entonces, existen funciones
w:R? = Ryov:R? =5 R, denominadas funciones componentes,

tales que f(z) se puede expresar como

f(z) =u(z,y) +iv(z,y),

donde z = x + 1.

Ejemplo

1
Encuentre las funciones componentes de f(z) = 2z + —.
2

Solucion. Las funciones componentes de f(z) son

y(z* +y* — 1)
332 _I_yQ

r(x? +y* + 1)
T2 _|_y2

u(z, y) = o v(z,y) =
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Limite y Continuidad

Definiciéon 4 (Limite).
Sea f una funcion definida en todos los puntos de cierta vecindad
de zp, excepto, posiblemente en el mismo zy. Se dice que wy es un
limite de f(z), si para cada numero positivo €, existe un numero
positivo 0 tal que

| f(2) —wp| < e siempre que 0 < |z — 29| <.
Se denota con

lim f(z) = wo
Z—r20

cuando wq es un limite de f(z) cuando z tiende a zp.

’ ~ s @ S
1N
/, Z ) ’ f(Z) £
;o /\\ f) ) '
| 1
| \ )4%
\\ ZO ! \ 0 ,I
\ ! R R
S ~ - Y a N - -
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Ejemplo

Estudie la continuidad de la funcion

y

22—1
Y < 17
fy={ = 77
\1, z = 1.

Continuidad y Diferenciacion
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Teorema 3. Sean f(z) y g(2) dos funciones definidas en un dominio
D c C. Entonces:

1. la funcion f(z) + g(z) es continua en D;
2. la funcion f(z)g(z) es continua en D;
3. la funcion f(2)/g(z) es continua en D\ {z : g(z) = 0}.

Teorema 4. Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas respectivamente
en los dominios D C C y E C C, tales que f(D) C E.
Si f es continua en zg € D y g es continua en f(z9) € E, entonces

la funcion h(z) = g(f(2)) es continua en z.

Teorema 5. Sea f(z) = u(zx,y) +iv(x,y). Entonces, f es continua
en zo = Tg + 1Yo Si, y solo si u(x,y) y v(x,y) son continuas en el

puntO (':E()a yO)
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Ejemplo

Estudie la continuidad de la funcion

Diferenciacion

Continuidad y Diferenciacion
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Formulas o Reglas de Diferenciacion
Sean f, fi, fa,..., fn funciones derivables en z. Entonces:

1. Si f(z) = ¢, entonces f'(z) = 0, donde ¢ € C.

2. Si h(z) = c f(2), entonces h'(z) = c f'(z), donde ¢ € C.

3. Si f(2) = 2, entonces f'(z) = 1.

4. [f1(2) + fo(2) + -+ fu(2)] = fi(2) + f5(2) + - + fr(2).
5. [f1(2)f2(2)]" = fi(2)f2(2) + f2(2) f1(2).

6. [(f(2)™ =m (f(2))™ ! f'(2), donde m es un entero.

7. Si f(2) = 2™, entonces f'(z) = mz™"!, donde m es un entero.

8. Si f(2) =ap+ a1z + asz? + -+ + a,,2™, entonces

f/(Z) = a1 + 2&22 + 3(137;2 + ... _|_mamzm—1.
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9. [fl(z)] = f1(2)/2(2) = fé(z)fl(z)’ siempre y cuando fa(z) # 0.

f2(2) (f2(2))?

10. Regla de la Cadena. Sean f(z) derivable en zy y g(w) derivable en
f(z0). Entonces la funcién h(z) = g(f(z)) es derivable en zg, y

W (20) = ¢'(f(20)) f'(20)
Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Teorema 6. Sea f(z) = u(x,y) +1v(z,y) una funcion derivable en
20 = g+ 1yo. Entonces, u(x,y) y v(x,y) satisfacen las

Ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto (xo,yo), esto es:

e, 0
a_;b<x07y0) — 8_Z(x07y0)
\
o, o,
| a_r:(x()ay()) — _8_:;(5607%))
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Ejemplo

Las funciones componentes de f(z) = e”cosy + ie” seny satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo (z,y) € R?.

Condiciones Necesarias y Suficientes para la
Existencia de la Derivada

Teorema 7. Sean f(z) = u(x,y) +iv(x,y) y 20 = xo + i Yo-
Siu(x,y) yv(zx,y) tienen primeras derivadas parciales continuas,
en (xo,Y0), y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en

(x0,Y0), entonces f'(zg) existe y estd dada por

ou - Ov
f(z0) = %(x()ay()) + 1 %(ﬂi‘o, Y0)
o
ov Ou

f'(20) = 6—y($0,y0) — Za—y(fﬂo,yo)
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Ejemplo
Determine la derivada de f(z) = e*cosy +ie®seny en todo z € C.

Funciones Analiticas y Armodnicas

Funciones Analiticas

Se dice que una funcién f(z) es analitica en zy, si f'(z) existe en zy y en

todo punto z de alguna vecindad de zj.

f'(z) existe

I R Continuidad y Diferenciacién WiLLiam La Cruz (UCV)
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Ejemplo

Determine los puntos z = = + iy donde la funcién f(2) = z® +iy? es

analitica.

Solucién. La funcién f(z) = % + i y? solamente es derivable en todo z

que pertenece a la recta y = x, como se muestra en la siguiente figura.

y y=x

Por tanto, en ningtin 2z € C, la funcién f(z) es analitica.
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Ejemplo

Determine los puntos z = x 4+ 7y donde la funcién

r(@® +y*+1) oy’ +yt 1)

f(z) = 22 + 12 22 + 12

es analitica.

Solucion. La funcién f(z) es analitica en todo C excepto en z = 0.

Definicion 7 (Punto singular). Se dice que zp € C es un punto
singular de una funcion f(z), si f(2) es analitica en al menos un punto

z de toda vecindad de zy excepto en el mismo zy.

Definicion 8 (Funcion entera). Una funcion f(z) que es analitica en

todo punto z del plano complejo se denomina entera.
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Ejemplo

Determine los puntos z € C donde la funcién

o) = 2t

<z

es analitica.

Solucion. La funcién f(z) es analitica en todo C excepto en z = 0.

Continuidad y Diferenciacién WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Funciones Armadnicas Conjugadas

Definicién 9 (Funcién arménica). Se dice que una funcion h : R* — R
es armonica en un dominio D C R?, si en todo punto (x,y) € D tiene

derivadas parciales, primera y sequnda, continuas y satisface la ecuacion
en derivadas parciales

O%h O%h
V2h(z,y) = o5 (T,9) + o5 (2,y) =0,

conocida como ecuacion de Laplace.
Ejemplo

La funciéon
h(ﬂ?,y) — xz o y2

es armoénica en todo R2.
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Definicion 10 (Armoénica Conjugada). Si dos funciones dadas
w:R? =R yv:R? = R son armdnicas en un dominio D C R? y sus

primeras derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann para todo punto (x,y) € D, se dice que v es armonica

conjugada de u.

Teorema 8. Una funcion f(z) = u(z,y) + iv(x,y) es analitica en un

dominito D si, y solo st v es armonica conjugada de u.

Ejemplo
Determine la funcién armonica conjugada de u(z,y) = x + v.

Solucion. La funcién armoénica conjugada de u(x,y) = x + y es
U($,y> :y—$—|—C,

donde ¢ es una constante real.
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Funciones Elementales

Funcion Exponencial

Para cada z = x + 1y, la funciéon exponencial se define como

e =e"cosy+1e’seny

Propiedades

e La funcion exponencial es entera, ademas,
/
(e*) = e”.

o Il rango de la funcion exponencial es todo el plano complejo excepto
z = 0.

e La funcion exponencial es periodica con un pertodo imaginario de 2mi.
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e Propiedades algebraicas. Sean z1 = x1+1y1 y 22 = 2 + 1y2. Las
siguientes identidades son ciertas:
i) e?l e#2 = e?l1t22

<1

i) — = er12
e~2
iii) eV =
1
iv) — =e &
e~1
v) (e*)" = e paran=1,2,.
Ejemplo

Resuelva la ecuacion e* = 1.

Solucion. El conjunto de niimeros complejos que resuelven la ecuacion

e =1 es

{z:x+iy:x20, y:(2k+1)g, k:O,iQ,i4,i6,...}
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Funciones Trigonométricas

Para cada z = x + 1y, la funcién seno se define como

12 —1Zz

e'” —e
sen z = ,
21
y la funcién coseno como
622 + e—ZZ
COS 2 =
2

Propiedades

e Las funciones sen z y cos z son enteras, ademas,
/
(senz)’ = cosz,

(cosz)’ = —senz.
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Se satisfacen las identidades trigonométricas, por ejemplo,

Las funciones sen z y cos z son periddicas con un periodo de 2.

Las funciones sen z y cos z se pueden expresar equivalentemente como:

2

sen” z + COS2

z = 1.

senz = senxcoshy+ 7 coszsenhy,

cosz = cosxcoshy — 1 senxsenhy.

Los ceros de sen z y cos z son:

senz = 0

cosz = 0

paran = 0,=£1,£2,....

>

>

Continuidad y Diferenciacién
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Otras funciones trigonométricas

Las demas funciones trigonométricas se definen como:

sen z COS 2
tanz = : cotz = ;
COS 2 sen z
1 1
secz = : cscz = :
COS 2 sen z

Para los valores de z donde no se anule el denominador de las funciones

anteriores, su derivada existe y es, respectivamente,

(tan z)! = sec?z, (cotz) = —csc?z,

(secz)) = tanz secz, (cscz)) = —cotz cscz.
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Funciones Hiperbolicas

Para cada z = x + 1y, la funcién seno hiperbdlico se define como

e —e
senh z =
2
y la funciéon coseno hiperbolico como
62 _1_ e—Z

cosh z =

Propiedades

e Las funciones senh z y cosh z son enteras, ademas,

(senh 2)" = cosh z,

(coshz)' = senh z.
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Se satisfacen las identidades hiperbolicas, por ejemplo,
cosh? z — senh? z = 1.
Las funciones senh z y cosh z también se pueden expresar como:
senhz = senhxcosy+ ¢ coshxseny,

coshz = coshxcosy + 7 senhxseny.

Las funciones senh z y cosh z son periodicas con un periodo de 2m1.

Los ceros de senh z y cosh z son:

senhz = 0 si, y solo si 2z = nmi,

coshz = 0 si, y sélo si z=(2n + 1)% i,

paran = 0,=£1,£2,....
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Otras funciones hiperbdlicas

Las demas funciones trigonométricas se definen como:

senh z cosh z
tanhz = —, cothz = ———,
cosh z senh z
1 1
sechz = cschz = ——.
cosh z’ senh 2

Para los valores de 2z donde no se anule el denominador de las funciones

anteriores, su derivada existe y es, respectivamente,

(tanh z) = sech?z, (cothz) = —csch?z,

(sechz)’ = —tanh z sech z, (cschz) = —cothz cschz.
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Funcién Logaritmo

Para todo z # 0, la funcién logaritmo se define como
logz =1In|z| + 1 arg z, (1)

donde In - denota el logaritmo natural.

e La funcidén logaritmo es multivaluada.

e El valor principal del logaritmo, denotado por Log z, es el valor
de log z que se obtiene cuando se utiliza el argumento principal de z

en (1), esto es

Logz =In|z| + i Arg z, (|z] >0, —m < Argz <)

Ejemplo

Calcular los valores de log(1 + 7).
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Solucion. Los valores de log(1 + ¢

<

log(1 + 1) = (
i

> | >

N——"

NN

+ 2n7r> :
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e El valor principal del logaritmo, Log z, es una funcién analitica en el
dominio

(|z] >0, —m < Argz < 7)

Ramas del Logaritmo

Definicién 11 (Rama de una funcién multivaluada). Una rama de una
funcion multivaluada f es una funcion monovaluada F que es analitica
en cierto dominio D y que coincide con f en D, es decir, F(z) = f(2)

para todo z € D.

Definicién 12 (Corte ramal y punto ramal). Un corte ramal es una
linea o curva de puntos singulares que se introducen al definir una rama
de una funcion multivaluada.

El punto comun a todos los cortes ramales de una funcion multiva-

valuada se denomina punto ramal.
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Definicion 13 (Rama del logaritmo). Una rama del logaritmo es

una funcion logaritmo monovaluada definida como
logz=1Inl|z|+iargz (|z| >0, a<argz < a+ 27),

donde o es un numero real fijo.

yA

Corte
ramal
@87
v
\ X
Punto
ramal
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Ejemplo
Dada la rama del logaritmo
logz =1In|z| 4+ arg 2 (|z]| >0, —m/4 < argz < Tr/4),

calcule log(—7). Ademas, calcule Log(—1).

Solucion. Se tiene que

3
log(—1i) = g i, Log(—i) = — gz

I R Continuidad y Diferenciacién WiLLiam La Cruz (UCV)

34



Funcion Exponente Complejo

Para cada z € C diferente de cero, se define la funcién exponente

complejo como

€ — oF logz7

donde c es una constante compleja.

Observaciones:

o ['n general, la funcion exponente complejo es multivaluada.

Ejemplo
Dada f(z) = z'. Entonces, el valor de f(i) estd dado por

it = e~ Ant /2 para n =0,+1,+2, ...

2

Por el contrario, si f(z) = z*, entonces el valor de f() es

2= 1.
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e Las ramas de la funcion exponente complejo se definen sequn la rama

del logaritmo que se esté utilizando.

e La deriwada de cada rama de la funcion exponente estd dada por
(ZC)/ _ CZc—l
Funcion Exponencial de base c

Para z € C, la funcion exponencial de base c € C, se define como

F = e* log c

Observaciones:

e Las ramas de la funcion exponencial de base c se definen sequn la

rama del logaritmo que se esté utilizando.

e La derivada de la exponencial de base c estd dada por

(c*) = ¢* logc
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Funciones Trigonométricas Inversas

Las funciones inversas de sen z, cos z y tan z, se definen, respectivamente,

Como
sen 'z = —ilog (zz + (1 — z2)1/2> :
cos 'z = —ilog (z + (1 — z2)1/2) :
tan"lz = : log <Z+Z> :

2 1 — 2

Ejercicio

Deducir las expresiones de las funciones cot=! z y csc™! 2.
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Observaciones:

e Las funciones trigonométricas tnversas son multivaluadas.

e Las ramas de las funciones trigonométricas inversas se definen sequn
la rama del logaritmo y el valor de la raiz cuadra que se estén

utilizando.

e La deriwada de cada rama de las funciones trigonométricas inversas
—1 1 1

sen” "z, cos” -z y tan” 2z estd dada, respectivamente, por
(sen~tz) = i 22)1/2,
(cos™!z) = a __212)1/2,
(tan~!z2) = ﬁ
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Ejemplo
Resuelva la ecuacion

sen22—|—2i senz — 1 =0.

Solucion. El conjunto solucién, S, de la ecuacion dada esté definido por
S =51U959,
donde

S, = {zeC:z:2kw—1n(1+\@) i k=0,+1,42 ...}

Sy — {zEC:z:(2n+1)ﬂ—ln‘1—\@i,n:O,il,iZ,...}
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Funciones Hiperbdlicas Inversas

Las funciones inversas de senh z, cosh z y tanh z, se definen,

respectivamente, como

senh™'z = log (z + (2% + 1)1/2) :

cosh ™'z = log (z + (2% — 1)1/2) :
1 1

tanh™tz = 5 log(li—i) :

Ejercicio

Deducir las expresiones de las funciones coth™ z v csch™! 2.
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Observaciones:

e Las funciones hiperbolicas inversas son multivaluadas.

e Las ramas de las funciones hiperbolicas inversas se definen segun la

rama del logaritmo y el valor de la raiz cuadra que se estén utilizando.

e La derivada de cada rama de las funciones hiperbolicas inversas

senh™! 2, cosh™! 2 Y tanh™! z estd dada, respectivamente, por

1
-1 N
(senh™" 2)" = RN
—1
-1 N
(cosh™ z)" = (2 1)
1
tanh ' 2) = —s.
(tanh™ " 2) e
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Mapeos

En esta parte a una funcion f(z) de variable compleja la denominaremos
mapeo o transformacion. Denotaremos con w = f(z) la imagen de z

bajo f,donde z = x4+ 1y, y w =u+ 0.

NS w=fe)

Mapeo o
Transformacion

J(S)

Plano z Plano w

Definicion 1 (Mapeo inyectivo). Sean z1, 20 € C. Se dice que el mapeo

w = f(z) es inyectivo, si z1 # zo implica que f(z1) # f(z2).
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Mapeos Lineales
Mapeo w =z + ¢

Consideremos el mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacion
w =z + c, (1)

donde c es una constante compleja.

VA VA
Z,
0 w=z+c
m —> @
WOZZo‘I'C
X u
C
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Observaciones:

e Kl mapeo (1) es una traslacion en la direccion del vector c.

e El mapeo (1) es inyectivo; por tanto, posee mapeo inverso definido

CO1Mo

fHw)=w-c
e El mapeo (1) transforma rectas en el plano z a rectas en el plano w.

e Kl mapeo (1) transforma circunferencias en el plano z a

circunferencias en el plano w.
Ejercicio

Demuestre que el mapeo w = z + ¢ transforma rectas a rectas y

circunferencias a circunferencias.
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Ejemplo

Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la siguiente

figura.

Determine el transformado del conjunto S bajo el mapeo

w=4z—1.
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Solucion. El transformado de S bajo el mapeo w = z — 7 se expresa

analiticamente como

)
2u—v < 2
S 2u+v < 6
v > 0

X

y su grafica es
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Mapeo w = bz
Consideremos el mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacién

w = bz, (2)

donde b es un numero complejo distinto de cero.

Tomando b = le'® y z = re’?, entonces w = (Ir)e' 5+,
yl\ VI\
w = (Ir)el(F*9)
w = bz g
z =re'®
g b= le'” P
+
ﬁ > >
X u
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Observaciones:

e Kl mapeo (2) es una rotacion en el angulo § y una expansion 6

contraccion segun sea el valor de [.

e El mapeo (2) es inyectivo; por tanto, posee mapeo inverso definido

COo1Mo

fHw) = — b # 0.
e Kl mapeo (2) transforma rectas en el plano z a rectas en el plano w.

e Kl mapeo (2) transforma circunferencias en el plano z a

circunferencias en el plano w.
Ejercicio

Demuestre que el mapeo w = bz transforma rectas a rectas y

circunferencias a circunferencias.
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Ejemplo

Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la siguiente

figura.

27T Iz-(1+0)|<1

Determine el transformado del conjunto S bajo el mapeo
w=(1—1)z.
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Solucion. El transformado de S bajo el mapeo w = z — 7 se expresa

analiticamente como

|w_2‘§\/§7

y su grafica es

1/2
AS) (w-2| <2
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Mapeo w =0z + ¢
Consideremos el mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacién
w = bz + c, (3)

donde b y ¢ son niumeros complejos.

Observaciones:

e El mapeo (3) es una rotacion y una expansion 6 contraccion,
seguida con una traslacion. En efecto, el mapeo (3) se puede

expresar como la siguiente sucesion de mapeos:

z / = bz w=/Z+c

Rotacion y Traslacion

Expansion 6
Contraccion
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e El mapeo (3) es inyectivo; por tanto, posee mapeo inverso definido

CcOo1mno

b+ 0.

e El mapeo (3) transforma rectas en el plano z a rectas en el plano w.

e El mapeo (3) transforma circunferencias en el plano z a

circunferencias en el plano w.

Ejercicio

Demuestre que el mapeo w = bz + ¢ transforma rectas a rectas y

circunferencias a circunferencias.
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Ejemplo

Sea S el conjunto de niimeros complejos que se muestra en la siguiente

figura.

Determine el transformado del conjunto S bajo el mapeo
w=1z+3 —1.
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Solucion. El transformado de S bajo el mapeo w = 12 + 3 — 7 se expresa

graficamente como

Ejercicio

Determine la expresién analitica de f(S).
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Inversion

Consideremos el mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacion

1
w = —, para todo z # 0, (4)
2

denominado rnversion.

Como (4) se puede escribir equivalentemente como

z

entonces, el mapeo (4) se puede expresar como la siguiente sucesién de

mapeos:
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Observaciones:

e Para todo z # 0, el mapeo (4) es inyectivo; por tanto, posee mapeo

rnverso definido como

1
f_l(w):_v w#o
w
®
2] = =
®
2] <1 —y jw| > 1
®
2] > 1 — lw| < 1
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Transformacion de rectas y circunferencias
Para o, 8,7v,0 € R, la ecuacion

a(z® +y°) + fr+yy+6 =0 (5)
determina una recta o una circunferencia en el plano z.

Si z = x + 1y satisface (5), entonces w = u + iv = — satisface
2

S(u® +v%) + fu—~yv +a =0. (6)

e Circunferencia que no pasa por el origen (a # 0y d§ # 0)
VA

D ®
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e Circunferencia que pasa por el origen (aw# 0y d = 0)
VA

1
w=1/z /
/

/

Sy

=y

e Recta que no pasa por el origen (a« =0y § # 0)
yl

w=1/z

/.
VA

Sy

/
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e Recta que pasa por el origen (¢ =0y é§ = 0)
y\

w=1/z

Sy

=y

Ejemplo

Determine el transformado, bajo el mapeo w = 1/z, del conjunto S que se

muestra en la siguiente figura.
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Solucion. El transformado de S bajo el mapeo w = 1/z se expresa

graficamente como

-—
- ~ -~

—————

Ejercicio

Determine la expresién analitica de f(.5).
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Mapeos Bilineales

El mapeo del plano z en el plano w definido por la ecuacién

az + b
cz+d’

w =

(7)

donde a, b, ¢ y d son nimeros complejos, se denomina mapeo bilineal o

transformacion de Mobius.

Observaciones:

e El mapeo (7) es inyectivo para todo z € C tal que cz + d # 0; por

tanto, en ese conjunto de puntos posee mapeo tnverso definido como

L) = —dw + b

cw—a
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zZ

<

e Cuando ¢ = 0, el mapeo (7) adquiere la forma

a b
w=—=2+ -

d d’

lo cual indica que el mapeo (7) es lineal.

e Cuando ¢ # 0, el mapeo (7) se puede escribir como
a bc — ad 1
T\
c c cz+d
donde el nimero ad — bc se denomina determinante del mapeo.

Por lo tanto, el mapeo (7) se puede expresar como la siguiente

sucesion de mapeos:

Rotacién con Z = C* —I_ d Inversién W - % Rotacién con W= % - (bc Cad) W
Expansién 6 Expansién 6

Contraccion, y Contraccién, y
Traslacién Traslacién
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e Kl mapeo (7) transforma circunferencias o rectas en el plano z a

circunferencias o rectas en el plano w.

e Cuando el determinante del mapeo es cero, ad — bc = 0, el mapeo (7)
adquiere la forma

a
w = —
c

Ejemplo

Sea S el conjunto de puntos que se muestra en la siguiente figura.
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Determine el transformado de S bajo el mapeo bilineal

Solucion. El transformado de S bajo el mapeo w =

1z + 1+

w = : :
12 + 1

graficamente como

< |

>

>

______

Funciones de Variable Compleja

1z+1+1
1241
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Serie de Numeros Complejos

Definicion 1 (Sucesion de niumeros complejos). El conjunto de
numeros {zo, 21, 23, ...+ C C, se denomina sucesion de nimeros

complejos, y se denota por {zp}>2 .

Definiciéon 2 (Sucesion convergente). La sucesion de numeros
complejos {z,}°°  tiene limite o converge a un nimero complejo z,

st para todo € > 0 existe un numero entero positivo N tal que
1z, — 2| < e siempre que n > N.
Cuando el limite de {z,}°° , existe, se escribe
lim z, = z.

n—oo
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Observacion:

(0. @)

o2 0, €xisten sucesiones

e Para cada sucesién de niimeros complejos {z,, }

de ntimeros reales {z,}°° o v {yn o2, tales que

Zn = Ty + 1 Yn, paran =20,1,2,...
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Ejemplo

Sea {z,}°° ; una sucesién definida por

1 —1)"
Zn = —+1 (1+u), n=123,...
n n

Entonces, el limite de {z,}>° es

lim z,, = .
n—oo
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Serie de Potencias

Definicién 5 (Serie de potencias). Dada una sucesion {a,}°° , de

numeros complejos y zog € C, a la serie

Zan(z — Zo)n (1)
n=0

se le [lama serie de potencias, donde z € C.

Observaciones:

e Los numeros a,, se denominan coeficientes de la serie y zg se

denomina centro de la serie.

e Para toda serie de potencias (1) convergente, existe un circulo,
denominado circulo de convergencia, con radio R > 0 llamado
radio de convergencia, tal que para todo z en el circulo

|z — 20| < R la serie (1) converge.
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Teorema 3 (Teorema de Cauchy-Hadamard). Consideremos la serie de

potencias (1). Sea a = limy,_, oo /|ay|. Entonces:
> st = 00, la serie es convergente en el unico punto z = zg;

» 510 < a< oo, la serie es absolutamente convergente en el circulo

|2 — 20| < 1/ y es divergente en el exterior de este circulo;

» si o =0, la serie es absolutamente convergente en todo el plano.

Ejemplo
Como lim ¢ 7;‘1—7 = e, el circulo y el radio de convergencia de la serie
n—oo ’
x n
n
>
— nl
son
1 1
2| < — y R=-.
e €
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Ejemplo

Determine el circulo de convergencia de la serie de potencias

@)

Zz”.

n=0

También determine a qué converge esta serie.

Solucion. El circulo de convergencia de la serie dada es
2| <1,

y la misma converge a 1/(1 — z), es decir,

< | > | < Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Serie de Taylor

Teorema 4 (Teorema de Taylor).

Yy T .
Si f(z) es una funcion analitica en todo e
punto del disco |z — zp| < ro, entonces f(z)
se expresa como / ./FO
00 l‘\ 20 :’
f(n) ZO “‘ /
oy =3 LB \
n. " /
n=0 \\\ ,'/' >
para todo |z — zo| <ro. | e
Observaciones:
: : (n)
e El Teorema de Taylor garantiza que la serie > >~ ngzo) (z — 2zp)"
converge a f(z) para todo |z — zg| < 70.

e La serie de potencias del Teorema de Taylor se denomina desarrollo

en serie de Taylor o, simplemente, desarrollo de Taylor de f(z)
centrado en el punto zg.

| _> | >4
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e Si zg = 0, entonces el desarrollo de Taylor adquiere la forma
)
n=0
y se denomina desarrollo de Maclaurin de f(z).

Ejemplo

A continuacién se muestran algunos desarrollos de Taylor.

— 1
.eZ:E — 2" 2] < 0.
n!
n=0

e senz = f: (=1)" 22"z < oo
— ’ ,

2|2 < 0.

< | > | < Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WiLLiaMm LA Cruz (UCV) 11
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1
senh z = 2ntl 2] < o
T; (2n 4+ 1)! &
= 1
cosh z = 2 |z2] < oo
2 )
1 00
1 =Y 2" |zl <1
< n=0
1 00
=D el <
=0
1 00
—=>) (-D"(z=-1" |z-1] <1
o n=0
1 — 1 n —(n+1) n
=7 PO (VA R NEES VAN ER S IR
n=0
> | ><J | Series de Potencias y Sigularidades Aisladas
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Serie de Laurent

Teorema 5 (Teorema de Laurent).
Si f(z) es una funcion analitica en el )

anillo r1 < |z — 20| < 1o, centrado en 2z,

/

entonces f(z) se expresa como
\
\\

——————
~~~~~~~
-
- S
4 ~
~

f(z) = Zan (z—zo)n+zbn (2 = 20)7",
n=0 n=1

para todo r < |z — 2o| < ra.

Observaciones:

e [l Teorema de Laurent garantiza que la serie

~
\\ ’¢
\~ -
~ -
~ -
---—-—__—

> oo gan (2 —20)" + > .21 bn (2 — 20)”" converge a f(z) para todo

T1 <:‘Z-—-Z0‘<< 9.

< | > | > <] | Series de Potencias y Sigularidades Aisladas
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e La serie de potencias del Teorema de Laurent se denomina
desarrollo de Laurent de f(z) centrado en el punto zg, valido en el

anillo 71 < |z — 29| < ro.

e Si f(z) es analitica en todos los puntos del disco |z — 29| < 72,
entonces el desarrollo de Laurent de f(z) se convierte en el desarrollo

de Taylor de f(z) centrado en z.

e Si f(z) es analitica en todos los puntos de la regién |z — zp| < ro
excepto en el punto zgp, entonces el desarrollo de Laurent de f(z) es

véalido en la region 0 < |z — 29| < 2.

Ejemplo

El desarrollo de Laurent de f(z) = e/* centrado en zy = 0 es

1
el/Z:Z—z_”, 0 < |z| < 0.
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Ejemplo

La funcién
1

&)= o=

posee los siguientes desarrollos de Laurent centrados en zg = 1.

oo

& f(z) — Z [(1 _ ’i)_(”+1) _ (2 _ Z’)—(n+l)} (Z . i)n, ‘Z B ’L‘ < \/§
n=0
¢ f2)==) (1=i)"(z—i) "D =Y (2—i)" "D (z — i),
n=>0 n=0
V2 < |z—1i| <5
¢ f(2)=> [2-0)" = (1=0)"] (z =)~ ", z—i| >/5
n=0

< | > | < Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Puntos Singulares Aislados

Definiciéon 6 (Punto singular aislado). Se dice que zy € C es un punto
singular aislado de una funcion f(z), si zg es un punto singular de

f(2) y, ademds, existe una vecindad de zg en todo punto de la cual f(z)
es analitica excepto en z.

Ejemplo
El punto zp indicado es un punto singular aislado de la funcién dada.
1
o f(2)=-, z0 =0
Z

z+1 | ,
20 — Z1 = 1
z—)(z—-1)

o f(2) =

o f(z)=cotz, 2n=nm,n=0,x1, 2, ...
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Ejercicio
Compruebe que zg = 0 no es un punto singular aislado de la funcién

fz) = —

sen(1/z)

Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WirLiam LA Cruz (UCV)
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Polo de Orden m

Sea zp un punto singular aislado de f(z). Se dice que zy es un polo
de orden m de f(z), si la parte principal de f(z) en zg tiene un

numero finito de términos, esto es, el desarrollo de Laurent centrado

en zg, valido en el anillo 0 < |z — 29| < 7, tiene la forma

- N by b Dom
zZ) = an (2 —20) + + + o+ :
fE)= 2 amle =20+ o5 (2= z0)
donde b,, # 0y bypa1 = byyio = --- = 0. Los polos de orden m = 1 se

llaman polos simples.

Ejemplo

La funciéon
senh z

4

fz) =

tiene un polo de orden m = 3 en zg = 0.

Z

< | > | < Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WiLLiaMm LA Cruz (UCV) 18
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Ejemplo

Para las siguientes funciones se pueden utilizar los Teoremas 6 y 7, para

verificar la existencia de polos.

1
1. La funcion f(z) = tiene un polo de orden m = 2 en zy = 0.
z(e? — 1)
., (z+1) . . . .
2. La funcién f(z) = (224 9) tiene dos polos simples zg = 31 y 21 = —3¢.
2
22— 2243
3. La funcién f(z) = 2 tiene un polo simple en zy = 2.
Z P
., senh z .
4. La funcién f(z) = —;— tiene un polo de orden m = 3 en 2y = 0.

Z

< | > | < Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WiLLiaMm LA Cruz (UCV) 20




Punto Singular Esencial

Sea 2y un punto singular aislado de f(z). Se dice que 2y es un punto
singular esencial de f(z), si la parte principal de f(z) en 2 tiene

un numero infinito de términos diferentes de cero.

Teorema 8. Si 2y es un punto singular esencial de f(z), entonces el

limite lim f(z) no existe.
Z—20

Ejemplo
Las siguientes funciones poseen puntos singulares esenciales.

1. f(2) =el7, 2o = 0.

2. f(z) =sen(1/z), 2o = 0.
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Punto Singular Removible

Sea 2y un punto singular aislado de f(z). Se dice que 2y es un punto

singular remowvible de f(z), si todos los coeficientes de la parte

principal de f(z) en zp son cero.

Teorema 9. Si zy es un punto singular removible de f(z), entonces el

limite lim f(z) existe y es finito.

Z— 2
Ejemplo

Las siguientes funciones poseen puntos singulares removibles.
L=

2. f(z)zsejz, 2o = 0.

< | > | < Series de Potencias y Sigularidades Aisladas WiLLiaMm LA Cruz (UCV)

22



Integracion

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE INGENIERIA " O
ESCUELA DE INGENIERIA ELECTRICA 7 )

Departamento de Electronica, Computacion y Control
Variable Compleja y Calculo Operacional

Marzo, 2013

><| Integracion WiLLiaM LA Cruz (UCV)




Contenido

Integral Definida

Integracion de Linea

Contornos . . . . . . . . . . . ...

Integral de Linea . . . . . . .. ..

Teorema de Cauchy-Goursat
Integral Indefinida
Formula Integral de Cauchy

Residuo

Calculo del Residuo . . . . . . ..

Teorema de los Residuos . . . . . .

Expansion en Fracciones Parciales

< | > | ><]| Integracion

WiLLiam LA Cruz (UCV)

14

18

21



Integral Definida

Sea F'(t) una funcién de variable real con valores complejos definida como
Fit)=U(t)+:V(),

donde U : |a,b] = Ry V : [a,b] — R son funciones continuas a trozos

definidas en el intervalo acotado y cerrado a <t < b.

La integral definida de F(t) en el intervalo a <t < b, se define como

/CLbF(t)dt:LbU(t)dt+i/abV(t)dt,

y se dice que F'(t) es integrable en |a,b].
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Ejemplo

El valor de la integral fow/ et dt es

Propiedades

Sean F(t) = U(t) +i V(t), Fi(t) = Up(t) +i Vi(t) y Fa(t) = Us(t) + i Va(t),

integrables en |a, b]. Las siguientes propiedades son ciertas.

i) Re [/abF(t) dt] = /abRe [F(t)] dt.

i) Im [ / P dt] _ / I [F(0)] dt.
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iii) /ch(t) dt = ¢ /b F(t) dt, para todo ¢ € C.
iv) /b[Fl(t) LRy dt = /b Fy(t)dt + /b Fy(t) dt.

v) /abF(t)dt' §/abF(t)|dt-

Ejercicio

Demostrar las Propiedades de la integral definida.
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Integracion de Linea

Contornos

Definiciéon 1 (Curva). Una curva C' es un conjunto de puntos

z=x+ 1y en el plano complejo tales que
z=uz(), y=y), (a<t<D),

donde x(t) y y(t) son funciones continuas en el intervalo |a, b).

Los puntos de C' se pueden describir mediante la ecuacion

2t) =2(t) +iylt) (a<t<b)

y se dice que z(t) es continua.
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()

Q@
S e

Observaciones
e La ecuacién z(t) = x(t) + i y(t) se denomina parametrizacion de C.

e El valor o = z(a) se denomina extremo inicial de C'y g = z(b) extremo

final de C.

e Sixz(t) y y(t) son funciones diferenciables, entonces la funcion
2(t) = x(t) + 1 y(t) es diferenciable y, ademads, su derivada es

Z(t) =2 (t) +iy'(t) (a <t <D).
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Definicién 2 (Curva suave). Una curva C se llama curva suave, si
Z'(t) existe y es continua en el intervalo a <t < b y si 2'(t) nunca se

hace cero en tal intervalo.

Y A1 Ci ){A C
-l X 1 [ x
\ 7
-1
) (
z(t)=et, 0<t<2r —t+i(l+t), —1<t<0

<t< oalt) = < <
—t+i(l-t), 0<t<1.
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Definicién 3 (Contorno). Un contorno o curva suave a tramos, es
una curva que consta de un numero finito de curvas suaves unidas por

sus extremos.
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Definicion 4 (Contorno cerrado simple). Se dice que una curva C' es

un contorno cerrado simple, si C' es un contorno y z(a) = z(b) y
z(t1) # z(t2) para todo t1 # to € (a,b).

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Integral de Linea

Sean f(z) una funcién y C' un contorno representado por la ecuacion
z(t) =) +iy(t) (e <t<D),

con extremo inicial a = z(a) y extremo final § = 2(b).
Supongamos que f(z) = u(x,y) +v(x,y) es continua a trozos en C.

Se define la integral de linea de f(z) a lo largo de C' como

/Cf(z) dz = /abf(z(t)) 2 (t) dt,

donde 2/'(t) = 2/'(t) + iy (¢).

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Propiedades

Sean f(z) y g(z) funciones continuas a trozos sobre un contorno C
descrito por la ecuacién z(t) = x(t) + i y(t) (a <t <b).

n[fﬁ@mnzk/f@m%;mmkec

iD/UH+g m—/f @+/()w
i) [ @de= [ peensena=- [ e

iv) Si C consta de una curva C; desde a7 hasta 81 y de la curva Cy desde as
hasta (09, donde ay = (51, se cumple:

/ fyde= | f)dz+ [ f(2)az
C C1 Cs

/ F(2(8) 2/ ()] dt.

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Ejemplo

Se tiene que

1
/ —dz = 2m.
z|=1 <

Ejemplo

Se tiene que

/C(z—i)dz:%,

donde C' es el contorno descrito por la ecuacion

2

—t+i(1+t), —1<t<0,

z(t) = «
—t+i(1—t), 0<t<1.

\

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Teorema de Cauchy-Goursat

Teorema 1 (Teorema de Cauchy-Goursat).
Sea C' un contorno cerrado simple. Sea f(z) una funcion analitica

sobre y en el interior de C'. Entonces

/Cf(z) dz = 0.
Z
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Extension del Teorema de Cauchy-Goursat

Definicién 5 (Dominio simplemente conexo). Un dominio D se dice
stmplemente conexo si todo contorno cerrado simple dentro del

mismo encierra solo puntos de D.

Definicién 6 (Dominio multiplemente conexo). Un dominio D se dice

multiplemente conexo si no es simplemente conexo.

Di D>
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Teorema 2 (Extensién del Teorema de Cauchy-Goursat).

Si f(2) es analitica en un dominio simplemente conexo D, entonces

para todo contorno cerrado simple C, dentro de D, se cumple

/Of(z) dz = 0.

D f(2)
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Ejemplo

Pruebe que

/ 2"dz =0,
C

donde n es un entero positivo y C es la circunferencia |z| = r, con r > 0.

Ejemplo

Pruebe que

dz
/B 21

donde B consta de la circunferencia |z| = 2 descrita en la direccion
positiva, y de las circunferencias |z + 1| =1/2, |z2| =1/2y |z — 1| = 1/2,

descritas en la direccién negativa.

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Integral Indefinida
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Definicion 7 (Integral indefinida). Sea f(z) una funcion analitica en
un dominio simplemente conexo D. Sea zy € D. La funcion F(z)

definida en D por
()= [ fls)ds e
20

donde ¢ € C, se denomina integral indefinida o primitiva de f(z).

Observaciones

e Se usa el simbolo | f(z)dz para indicar todas las primitivas de f(z),

ademas, tales primitivas difieren en valores constantes.

e Cada primitiva F'(z) es una funcién analitica en D.

e La derivada de F'(z) es

e El valor de la integral | f f(2)dz estd dado por

B
| 1G)az=F®) - Fl@).
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Ejemplo
a) Encuentre las primitivas de f(z) = z sen z.

b) Encuentre la primitiva necesaria para calcular la integral

| : /2, sen 2 dz y halle el valor de la integral.

Solucion.

a) /s sen s ds = —z cos z + sen z + ¢, c e C.

<
b) / ssensds =—zcosz+senz —m,y
T

/2
/ zsenzdz =1 —.
TT

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Formula Integral de Cauchy

Teorema 4 (Formula integral de Cauchy).

Sea f(z) una funcion analitica en un dominio simplemente conexo

D. Sea C un contorno cerrado stmple C dentro de D. Sea zy € D
interior a C. Entonces

f(20) = L/C ( /2) dz.

z— 20)

Ejemplo

Utilizando la férmula integral de Cauchy se puede verificar que

1 7
dz = —.
/ 22 4+ 4 T

|z—i|=2
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Extension de la Formula Integral de Cauchy

Teorema 5 (Extension de la formula integral de Cauchy).
Sea f(z) una funcion analitica en un dominio simplemente conexo
D. Sea C un contorno cerrado stmple C dentro de D. Sea zy € D

interior a C. Entonces f(z) es infinitamente diferenciable en D y

f(n)(ZO)_L!/C f(2) 1

27 (z — zo)t1

Ademds, f™(z) es analitica en D para cada n.

Ejemplo

Utilizando la extension de la féormula integral de Cauchy se puede verificar

que

[ e
2142 " 16

|z—i|=2
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Residuo

Sea f(z) una funcién analitica sobre un contorno cerrado simple C' y en

todo punto interior a C', salvo en zy. El residuo de f(z) en zg, se

define como

Res [£(2)] = —— /C 1) d=.

z2=20 271

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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o IZ{:eg 2% sen(1/z)| = =
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Calculo del Residuo
e Si 2y es un punto singular removible de f(z), entonces

Res [f(2)] = 0.
Z=Z
e Si 2y es un punto singular esencial de f(z), entonces la inica manera
de calcular el residuo de f(z) en zg es obtener el desarrollo de Laurent

centrado en zg y valido en el anillo 0 < |z — zg| < r, y luego tomar

Res [f(2)] = b1
Ejemplo
o Ros Sen(z)] _4
z=0 | Z

B 2 . 0. @)
2 —2iz+1 9 1
R = e”'
e _exp( z— 21 )] ‘ Zn! (n 4+ 1)!

n=0
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Calculo del Residuo en un Polo
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Ejemplo

Utilizando el Teorema 7 se pueden obtener los siguientes residuos.

ez
* E{:eg [z2(z2 + 1)] =1

S1/2

1
2(z — 2)2} B m

Log 2
+ R | o2 o

e Res
z=2

(Utilizando la rama principal de 21/ 2)

7

e Res [SGHZZ] 7, paran=0,%£1,+£2,...
z=nmi | 2 senh z

< | > | >4 Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Teorema de los Residuos

Teorema 8 (Teorema de los residuos).
Sea C un contorno cerrado simple, dentro y sobre el cual una funcion

f(2) es analitica excepto en un numero finito de puntos z1,22,...,2n

interiores a C'. Entonces,

/ f(z)dz =2mi > Res [f(2)].
¢ k=1

2=z

Ejemplo

Utilizando el Teorema de los Residuos se obtiene que
/ (14 2+ 22) (/7 4 /D 4 ME2) gz — 327,
C

donde C es un contorno cerrado simple que contiene en su interior a los

puntos 0, 1 y 2.
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Expansion en Fracciones Parciales

Sea f(z) una funcién racional propia dada por

byt bzt byt
- agtarz+o+ 2N

f(z)

Y

donde M < N. Sean pj los polos de f(z) y ri sus multiplicidades

respectivas, para k= 1,2,...,71, donde 1" es un entero positivo tal que
N = Zgzl ri. Entonces:

<

(i) Si todos los polos de f(z) son simples, la expansién en fracciones

parciales de f(z) es:

— Al A2 AN
Sl ey B pops I e e |

donde los nimeros complejos Aj, denominados coeficientes, se

calculan como

A = Res [f(2)], para k=1,2,...,N.

Z=Pk
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(ii) Si todos los polos de f(z) son simples, excepto el polo p, que es de

orden ry, la expansién en fracciones parciales de f(z) es:

Ay Ay Apq
z) = + + +
fz) (z—p1)  (2—p2) (2 — pe—-1)
Agq Ay o Oy
+ Fo R e
(z—=pe) (2 —pe)? (z — po)"
A A A
n s N 2 T
(z —pet1) (2 — peto) (= —pr)
donde
A = Res [f(2)], parak=1,2,....T, v k #£¢;
2=pj
Y
1 d(r—=2)
- _ Ty
AE,] — (7“ . ])' dz(r—) [(Z pﬁ) f(Z)]:| )
2=py

para 7 =1,2,...,7y.

| > | D] Integracién WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Ejemplo

La expansion en fracciones parciales de la funciéon

144 2% + 144 7 + 144

fz) = (z —3)2(2 —2)%2(z+ 1)
esta dada por
1 800 336 801 468
= e 22 -9 T osr
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Funcion Delta de Dirac

Sea C'(R) el conjunto de todas las funciones continuas definidas de R en

R. La ftuncién Delta de Dirac o Impulso Unitario, es una funcion

generalizada, denotada con §(t), que satisface

0 ;

Representacion Grafica de §(t)
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Propiedades

e limd(t) =00y d(t) = 0 para todo t # 0.

t—0

./mawmpzy

— 0

e Desplazamiento. Si ¢(t) es continua en tg € R, entonces

/OO p(t)o(t —to) dt = (to)-

— 00

e Muestreo. Si (t) es continua en ty € R, entonces
p(t) o(t —to) = w(to) 6( — o).

e Escalado. Para a € R se cumple

Slat) = = 5(1).

al
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e Para a,ty € R se cumple

5(at—to)—15(t—tO>.

-~ la] a

e Derivada. Si ¢(t) es continuamente diferenciable en ¢y € R, entonces

/ T o )8 (t — to) dt = — (to).

— 00

e Derivada n-ésima. Si ¢(t) es n veces continuamente diferenciable

en tg € R, entonces

/_ T o8 (¢ — to) dt = (—1)" o™ (to).
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Derivada Generalizada

e Sea f(t) una funcién que en los fo)\
puntos ti,...,t, € R tiene

saltos hi,...,h, € R, j
respectivamente. / / )\»

e Supongamos que f(t) es tl’ [ I3 14

diferenciable en R excepto en oo ——

cada tg, para k =1,2,...,n.

Entonces, la derivada generalizada de f(t) se define como

+ ) he 0t —tr).
t#le k=1
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Ejemplo

Sea f(t) una funcién definida por

et —1<t<0;
fA) =<t  0<t<2
3, 2 <t <3;

(0, t< -1 J?
- 3

"

1, t>3

Entonces, la derivada de f(t) estd dada por

fft)y=g(t)+edt+1)—=68(t)+6(t—2)—25(t—3),

donde r
—e . —1<t<0;
g(t) = q 1, 0<t<?2;
\O, en otros casos.
I R Introduccién al Calculo Operacional WiLLIAM LA Cruz (UCV)
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Funciones de Dominio Continuo

Definicion 1. Una funcion que depende de una variable t se dice de
domanio continuo, si la variable t toma valores en el conjunto de los

numeros reales.

Ejemplo
o f(t) = ¢!, para todo t € R.
= §(t), para todo t € R.

)
) = sen(t), para todo t € R.
)

2

0, t<O0;
1, t>0.

\
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Funciones de Dominio Continuo de Uso Comun

Escalon unitario continuo

El escalén unitario, denotado por u(t), se define como

Au(t)
( 1
0, ¢<0;

1, ¢+>0.

u(t) = <

\

~Y

Pulso rectangular

El pulso rectangular, denotado por p..(t), se define, para T" > 0, como
A pr(?)

) 1
1, |t <T;

0, |t|>T.
\ -T 0O T

Dr (t) = S

~Y
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Pulso triangular

El pulso triangular, denotado por ¢, (t), se define, para T > 0, como

4 qn(?)
1
( t
qT(t) = 4 T
0, it| > T. .
-T 0O T t

Funcion signo

La funcién signo, denotada por sgn(t), se define como
Asgn(?)
1

—1, t<O0;
sgn(t) = < 0
1, t>0

~Y
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Pulso exponencial

El pulso exponencial, denotado por Exp(t), se define, para A > 0y a > 0,

COMo
A Exp(?)
A

Exp(t) = <

Y

Funcion rampa

La funcién rampa, denotada por r(t), se define como

0

)
0, t<O0; 1

t, t>0.

r(t) = <

\

>
l

0 1
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Relacién entre u(t) y 0(%)

De las definiciones de u(t) y d(t) se puede deducir que

t
u(t) = / o(7)dr, para t € R.

— 00

La ultima ecuacién se puede expresar inversamente como

o(t) = %u(t) = u'(t), para t € R.

Igualmente, se puede deducir que

— d —
o(t—a)= dtu(t—a) =u(t—a),
y
t—a
u(t—a):/ o(7)dr,
para t € R.

< | D> | > Introduccién al Calculo Operacional WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Convolucion en el Dominio Continuo

Definicion 2. Sean f(t) y g(t) dos funciones de dominio continuo. La
convolucion entre f(t) y g(t) es una funcion de dominio continuo

definida como

frgl(t / f(r)g(t —7)dr

Propiedades

Para funciones f, g y h de dominio continuo se satisface:

1. Conmutativa
frg(t)=gx*f(t)

2. Distributiva con respecto a la suma

frlg+h)(t)=fxg@)+ fxh(t)
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Ejemplo
Determinar la convolucién f x g (t), donde f(t) = p1(t) y g(t) = u(t).

Solucion. Se tiene que

ht) = frg(t) — /Oof<f>g<t—7>d7

e Parat < —1,

h(t) =0

Y
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e Para —1 <t <1,

A u(t-7)
1._
h(t) =t +1
1 t o 1 T
e Parat > 1,
A u(t-7)
|
h(t) =2
1 0 | ¢ T

 h(7)
0, t < —1; 2

ht)=<t+1, -1<t<l1 %
2, t>1. /
\ - . o
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Funciones de Dominio Discreto

Definicion 3. Una funcion que depende de una variable n se dice de
domanio discreto, si la variable n toma valores en el conjunto de los

numeros enteros.
Ejemplo
e f(n)=-e¢", para todo n € Z.

e f(n)=sen(n), para todo n € Z.

e f(n)=cos(n), para todo n € Z.

I, n=0;

o f(n) =1
\O, n # 0.
(O 0
, < U

o f(n) =1
\1, n > 0.
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Funciones de Dominio Discreto de Uso Comun
Impulso unitario discreto

El impulso unitario discreto, denotado por d(n), se define como

Ao(n)
)
1, n=0; le
6(n) = « 0 n0
n . — —
7 4 3 2 -1 |01 2 3 4 n
Escalon unitario discreto
El escalén unitario discreto, denotado por u(n), se define como
Au(n)
)
0, n<O0; ® o o o o
u(n) = <
1, n>0. — : : | —
\ 4 3 2 -1 (01 2 3 407
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Funcion rampa discreta

La funcién rampa discreta, denotada por r(n), se define como

Ar(n)
3+ °
,
0, n<O0: 27 ¢
r(n) = 1
W n > 0.
—_— - - - : >
3 2 -1 (01 2 31"

Relacion entre u(n) y 6(n)

De las definiciones de u(n) y §(n) se puede deducir que

un)= 30 6(k), vy 8(n)=u(n) —u(n— 1)

k=—00

para t € R.
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Convolucion en el Dominio Discreto

Definicion 4. Sean f(n) y g(n) dos funciones de dominio discreto. La
convolucion entre f(n) y g(n) es una funcion de dominio discreto

definida como

frg(m)= > f(k)gln—Fk).

k=—o0

Propiedades

Para funciones f, g y h de dominio discreto se satistace:

1. Conmutativa
fxg(n)=g=*f(n)
2. Distributiva con respecto a la suma

fx(g+h)(n)=fxg(n)+fxh(n)
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Ejemplo

Determinar la convolucién f x g (n), donde

)
r 0, n < —4;
I, n=-1,0,1;
f(n) =« y gn)=<n+3 -3<n<O0;
0, |n|>1,
. k1, n > 1.

Solucion. Se tiene que

h(n)=fxgn) = > f(k)gln—k)

k=—00
= > gn—k
k=—1

= gn+1)+g(n)+gn-—1), para cada n € Z.
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Asi,

L2, n > 2
A h(n)
o o6
15 o
14
o T3
12 o o o
L 11
—— o+ — >
S5 4 -3 -2 -1 |01 2 3 40n
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Transformada Integral Lineal

Sea f(t) una funcién de dominio continuo. Se define la transformada

integral lineal de f(t) como

b
F(s) = Z[f(t)] = / f(ON(s,t)dt  Vse D,

donde:

» D C C es el dominio en el cual se garantiza la convergencia de la

integral;

» N(s,t) es el llamado nicleo de la transformada, que satisface las

siguientes condiciones:

dn

® dt—nN<S’t) = s"N(s,1).

® 4 N(s,t) =t"N(s,t)
—N(s,t) = .
dSn Y Y
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® N(s,t+a)= N(s,t) - N(s,a) Va € R.
® N(s+ z,t) = N(s,t)- N(z,t) Vz € C.
® N(s,t) = N(st).

Ejemplos de Transformadas Integrales Lineales

a) Transformada de Laplace

F(s) = / TR et dt
b) Transformada de Fourier

Flw) = / T ) eIt ar
c) Transformada de Mellin

M{(s) = /_ T e de
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d) Transformada Coseno de Fourier

C(A) = 2 /O () cos(2mAt) dt

Propiedades

Transfromada de Fourier WiLLiam LA Cruz (UCV)



Teorema 2 (Traslacion en t). Sea f(t) una funcion con transformada

integral lineal dada por F(s) = 7 |f(t)], para todo s € D C C. Sea
to € R. Entonces,

Tf(t —to)] = N(s,t0) F(s),

para todo s € D.

Teorema 3 (Cambio de escala). Sea f(t) una funcion con
transformada integral lineal dada por F(s) = T [f(t)], para todo
se D CC. Sea a € R. Entonces,

1
al

T | f(at), F(s/a),

para todo (s/a) € D.
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Teorema 4 (Traslacion en s). Sea f(t) una funcion con transformada

integral lineal dada por F(s) = 7 |f(t)], para todo s € D C C. Sea
z € C. Entonces,

TN (z, 1) f(t)] = F(s + 2),
para todo (s + z) € D.

Teorema 5 (Convolucion). Sean f(t) y g(t) dos funciones con

transformadas integrales lineales dadas respectivamente por

F(s) = 7|f(t)], para todo s € Dy C C, y G(s) = T |g(t)], para todo
se€ D, C C. Entonces,

Tf g @) = F(s) G(s),

para todo s € Dy N Dy.
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Teorema 6 (Diferenciacion en t). Sea f(t) una funcion con
transformada integral lineal dada por F(s) = 7 |f(t)], para todo
se D cCC. Sif(t) es derivable, entonces

d

7| 5 10| = N0 - sFe)

para todo s € D.

Teorema 7 (Diferenciacién en s). Sea f(t) una funcion con
transformada integral lineal dada por F(s) = 7 [f(t)|, para todo
s € D C C. Entonces,

FItF(0)] = < F(s),

para todo s € D.
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Transformada de Fourier
Definicion

Sea f(t) una funcién de dominio continuo. La transformada de Fourier de

f(t) es una transformada integral lineal dada por

Fw) = F{f0) = [ fye s
para w € R.

Observaciones:

e La transformada de Fourier toma valores complejos, y si f() es una
funciéon generalizada, entonces F(w) se denomina transformada de

Fourier generalizada.

e Para que la transformada de Fourier de una funcién f(¢) exista en
forma ordinaria, f(t) debe satisfacer las siguientes propiedades

denominadas condiciones de Dirichlet:
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oo

— f(t) es absolutamente integrable, esto es, / | f(t)|dt < oo;

— OO
— f(t) posee un nimero finito de discontinuidades en cualquier

intervalo de longitud finita.

Ejemplo
Sea f(t) dada por

)
1, |t| <1,

f(t) =< =2u(—t—1)F+u(t+1)+u(t—1)

2, |t| > 1.

\

Entonces, la transformada de Fourier generalizada de f(t) es

Plw) = 4 8(w) - S U - —J).

pero no existe su transformada de Fourier ordinaria.

< | > | > Transfromada de Fourier WirLiaMm LA Cruz (UCV)
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Propiedades

Sean f(t) y g(t) dos funciones de dominio continuo con transformada de
Fourier F(w) y G(w), respectivamente. Las siguientes propiedades se
cumplen:

» Linealidad

af(t)+bg(t) Z, aF(w)+bG(w), para a,be R.
» Desplazamiento en tiempo
F

f(t—to) — e /¥ P(w), para ty € R.

» Desplazamiento en frecuencia

/W0t £(t) 7, F(w—wp), para wg € R.
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>

>

>

<

Escalamiento en tiempo

7 1
flat) =X  —F
|al
Dualidad
Fet) 5
Conjugacion
5
Convolucion
fxg(t) Z
Multiplicacion
F
f(t)g(t) —
> | > <] | Transfromada de Fourier
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» Diferenciacion en tiempo
d F .
pr f(t) — jw F(w).

» Diferenciacion en frecuencia

7 d
ti o Fw).
» Integracion
/¢ frydr D j%fwwy+wFanawy

» Teorema de Parseval

f”mm%hrl mwmeh

—00 — 00
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Ejemplo

A continuacién se muestran algunas funciones y la transformada de

Fourier de las mismas.

L) D=

T 1
2 wu(t N LS
) u(t) — o
3) sgn(t) s~
n —_—
g jw

5) elwot o 27 §(w — wp)

7 1
6) e *u(t), a >0 =, ,

o+ Jw
F T

7) senwot e — [0(w — wp) — 6(w + wp)]

J
8) coswpt Z, 7 [6(w — wp) + 0(w + wo)]
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Transformada Inversa de Fourier

Sea f(t) una funcién de dominio continuo cuya transformada de Fourier
es F(w). La transformada inversa de Fourier es el proceso de obtener f(t)

a través de F'(w) y se define como:

F(t) = = / 7 F(w)e duw

Ejemplo
Determine la transformada inversa de Fourier de F(w) = d(w).

Solucion. Por definicién de la transformada inversa de Fourier podemos

escribir:

f(t) = i /OO F(w)e’t dw = L[ 6 (w)e’™ dw

2T ) _ oo 2T ) _ oo
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Ahora, como e/“* = coswt + j senwt, entonces se obtiene que

1 oo
f(t) = gy d(w)(coswt + j senwt) dw
T —O0
= L s coswtdw+ = [ 6(w)senwtd
= o) w) coswt dw + j o N w) sen wt dw

— %(COS(O) + jsen(0))

1

2

Observacién

e En general, para el calculo de la transformada inversa de Fourier se
utiliza el procedimiento Inversion por Tablas, estudiado en el tema

Transformada de Laplace.
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Magnitud y Fase de una Funcion

Sea f(t) una funcién de dominio continuo cuya transformada de Fourier
es F(w).
Como, para cada w € R, F(w) es un numero complejo, entonces podemos

escribir:
F(w) = |F(w)| e/ 28l

la cual es la representacion en coordenadas polares de F'(w).

Definicion 1 (Magnitud de una funcién). Sea F(w) la transformada de
Fourier de f(t). La magnitud de f(t) se define como el valor absoluto

de su transformada de Fourier, esto es,

Alw) = |F(w)], para cada w € R.

La funcion A(w) se denomina espectro de magnitud de f(t).

< | > | > Transfromada de Fourier WirLiaMm LA Cruz (UCV)




Transfromada de Fourier

WirLiam LA Cruz (UCV)

18



Ejemplo
Determine los espectros de magnitud y fase de la funcién f(t) = e 2 u(t).

Solucidén. Se tiene que la transformada de Fourier de f(t) = e ?!u(t) est4

dada por
1
F(w) = T W
Luego,
1 1
Alw) = =
) 2+ jw] V44 w?

y

e

1 ) arctan(w/2), w < 0,
—arctan(w/2), w > 0.

\
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Ejemplo

Determine los espectros de magnitud y fase de la funcion f(t) = u(t).

Solucion. Se tiene que la transformada de Fourier de f(t) = u(t) esta

dada por
1
Flw)=— o(w).
@) = - +75)
Asi,
1 1
Aw)=|—+7dé(w)| = —, para w # 0
Jjw wl
y
[ /2 <0
1 T/ 4, W ’
o) = Arg (- +780)) = <
Jw \—77/2, w > 0.
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Ejemplo

Determine los espectros de magnitud y fase de la funciéon f(t) = sgn(t).

Solucion. Se tiene que la transformada de Fourier de f(t) = sgn(t) esta

dada por
2
Jw
Entonces,
2 2
Alw)=|—| = —, para w # 0
jw| - |w]
y
[ /2 <0
2 7T 9 W 9
¢(w) = Arg () = S
JW \—7’(’/2, w > 0.

< | > | > Transfromada de Fourier WirLiaMm LA Cruz (UCV)
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Ejemplo

Determine los espectros de magnitud y fase de la funcién f(t) = d(¢).

Solucion. Se tiene que la transformada de Fourier de f(t) = d(¢) esta dada

por
F(w)=1.
Entonces,
Alw) =1, para w € R.
y
d(w) =0, para w € R.
Ejercicio

Determine los espectros de magnitud y fase de la funcion

f(t)=e"

< | > | > Transfromada de Fourier WirLiaMm LA Cruz (UCV)
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Definicion
Definicion 1 (Transformada de Laplace Bilateral). Se define la

transformada de Laplace bilateral de una funcion f(t) de dominio

continuo como
F(s) =210 = [ et
— OO
para todo s € D C C, donde D se denomina region de convergencia.
Definicién 2 (Transformada de Laplace Unilateral). Se define la

transformada de Laplace unilateral de una funcion f(t) de dominio

continuo como
Zy(s) = [ et
0

para todo s € D C C.
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Observaciones:

e La transformada de Laplace es una funciéon analitica en todo s € C

perteneciente a su region de convergencia.

e En general, la expresion matematica de la transformada de Laplace se

calcula utilizando la teoria de integracion compleja.

e La regién de convergencia de la transformada de Laplace de f(t) es el
conjunto de nimeros complejos s donde F'(s) existe, en otras

palabras, que se cumpla |F(s)| < oo.

Existencia

Para que exista la transformada de Laplace de la funcién f(t) se debe

satisfacer
@)
Fol=| [ el <o, (1)
—O0
para todo s € C perteneciente a la region de convergencia D.
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Ahora, colocando s = 0 4 jw, entonces (1) adquiere la forma

s)| = |/ f(t) —(o+jw) dt| / f(t)] e 7t dt < 0. (2)

— 00

Por lo tanto, los valores de 0 = Re s que satisfacen la ecuacién (2),

determinan explicitamente la regién de convergencia de F(s).

Propiedades

Proposiciéon 1 (Linealidad).
Sea fr(t) una funcion de dominio continuo con transformada de Laplace
dada por Fy(s) = Z|fx(t)], para todo s € D, CC, yk=1,2,...,n

Sean ay,as,...,a, € R. Entonces,
Z {Z akfk(t)} = Zak«i”[fk(t)] = Zaka(S) Vs € ﬂ Dy.
k=1 k=1 k=1 k=1
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Proposicién 2 (Desplazamiento en tiempo).

Sea f(t) una funcion de dominio continuo con transformada de Laplace
dada por F(s) = Z|f(t)], para todo s € D C C. Sea ty € R. Entonces,

ZLf(t —to)] = e % F(s) Vs e D.

Proposiciéon 3 (Desplazamiento en el dominio de s).

Sea f(t) una funcion de dominio continuo con transformada de Laplace
dada por F(s) = Z|f(t)], para todo s € D C C. Sea sqg € C. Entonces,

Z [e* f(t)] = F(s — s0),

para todo s € C tal que (s — sg) € D.
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Proposiciéon 4 (Escalamiento en tiempo).

Sea f(t) una funcion de dominio continuo con transformada de Laplace
dada por F(s) = Z|f(t)], para todo s € D C C. Sea a € R. Entonces,

Z[f(at)] = — F(s/a),

-~ a]

para todo s € C tal que (s/a) € D.

Proposiciéon 5 (Conjugacion).
Sea f(t) una funcion de dominio continuo con transformada de Laplace
dada por F(s) = Z|f(t)], para todo s € D C C. Entonces,

k% [m] —FE)  VseD.
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Proposicion 6 (Convolucion).

Sean f(t) y g(t) dos funciones de dominio continuo con transformadas
de Laplace dadas respectivamente por F(s) = Z|f(t)] para todo

se€ Dy CC, yG(s) =2ZLg(t)] para todo s € D, C C. Entonces,

L\ fxg(t)] = F(s)G(s) Vs € D¢ N Dy.

Proposicién 7 (Diferenciacion en el dominio del tiempo). Sea
f(t) una funcion de dominio continuo con transformada de Laplace dada

por F(s) = Z|f(t)], para todo s € D C C. §i f(t) es derivable, entonces

d

k% [dt f(t)] —sF(s) VseD.
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Proposicion 8 (Diferenciacion en el dominio de s). Sea f(t) una

funcion de dominio continuo con transformada de Laplace dada por
F(s)=2Z|f(t)], para todo s € D C C. Entonces,

Lt f(t)] = % F(s) VseD.

Proposicion 9 (Integracion). Sea f(t) una funcion de dominio
continuo con transformada de Laplace dada por F(s) = Z|f(t)], para
todo s € D C C. Entonces,

% U; () dT] _ %F(s) Vs € D.
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Proposicién 10 (Teorema del Valor Inicial). Sea f(t) una funcion
de dominio continuo con transformada de Laplace dada por
F(s) =Z[f(t)], para todo s € D C C. Supongamos que f(t) =0 para
t <0y f(t) es continua a trozos para t > 0. Entonces,
f(0T) = lim s F(s).

S— 0O

Proposicion 11 (Teorema del Valor Final). Sea f(t) una funcion de

dominio continuo con transformada de Laplace dada por
F(s)=2Z|f(t)], para todo s € D C C. Supongamos que f(t) =0 para
t <0y f(t) es continua a trozos para t > 0. Entonces,

lim f(t) = lim s F'(s).

t—o0 s—0
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Ejemplo

A continuacién se muestran algunas funciones y la transformada de

Laplace de las mismas.

1) f(t)=6(t) 5  F(s)=1, scC.

) f)=ut) L F(s) = é Res > 0.

3) f(t) = —u(—t) L F(s) = % Res < 0.

0 fH)=etult) acC L F(s)=- +1 ~, Res>—Rea.
5) f(t) = —tu(t) 2 F(s)= 5_12 Res > 0.

6) f(t) =sentu(t) L F(s) = 321+1’ Res > 0.

7) f(t) =costult) L F(s) = 5211’ Res > 0.
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Transformada Inversa de Laplace

Definicion 3. Sea f(t) una funcion de dominio continuo con
transformada de Laplace dada por F(s) = Z[f(t)|, para todo s € D C C.
La transformada inversa de Laplace es el proceso de obtener f(t) a
través de F'(s) y se define como

1 o+700

f(t) F(s)e® ds. (3)

; 27T] g—J00

Observaciones:

e La integral de la Ecuacién (3) se evalta en la recta del plano complejo
0 + jw desde 0 — joo hasta o + joo, siendo ¢ un numero real fijo que

cumpla que Re s = o esté en el interior de D.

e Se utilizaran dos métodos para calcular la transformada inversa de

Laplace: Integracion de Contornos, e Inversion por Tablas.
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Integracion de Contornos

Expliquemos este método mediante un ejemplo.

Ejemplo

Determine la transformada inversa de Laplace de

1
F(s) = Res > —2.
()= —5  Res

Solucion. Consideremos el contorno cerrado simple C' formado por el

contorno (', el arco de la circunferencia
() = Re’',  7w/2<t<3n1/2,
y el contorno (' dado por el segmento de recta
2(t) = jt, —R<t<R,
con R > 0.
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Se tiene que

1 1 1
—— | eF(s)ds = — e F(s)ds + — e F(s) ds
217 Jo 27 C 27 C
1 st 1 c+I1R st
— — c dS —|— — ¢ dS
27'('] 018+2 271'] o—jiR S—|—2
Se deja como ejercicio para el lector verificar que, para t > 0,
st
lim ¢ _ds=0.
R—o0 C1 S —|— 2
Ahora, tomando limite cuando R — 0o, obtenemos
1 o+700 st 1 st st
o ‘ ds = — c ds = Res ‘ — e 2
2] Jo—joo S+ 2 2] Jo s+ 2 s=—2 |85+ 2
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De esta forma,
flt) =e %, para t > 0.

Como un ejercicio interesante se deja al lector demostrar la siguiente

proposicion.

Proposiciéon 12. Sea F'(s) la transformada de Laplace de f(t), con
region de convergencia dada por Res > —a, donde a > 0. 51

|F'(s)] < b|ls|™™ para b > 0, un entero m > 0, y Ry > 0 tal que |s| > Ry,
entonces f(t) =0, para t < 0.

Ayuda: El razonamiento es similar al que usamos anteriormente. Utilice

un contorno cerrado simple C' apropiado y el hecho que |F(s)| < 1/|s]|.

Como |F(s)| = 1/|s + 2| < |s|™! para |s| > 2, entonces por la

Proposicién 12, la transformada inversa de Laplace de F'(s) es

f(t) = e Hu(t).
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Proposicion 13. Sea F(s) la transformada de Laplace de f(t) con
region de convergencia dada por a < Res < b, donde a,b € R. Sean

pé los polos ubicados a la z’zquie'rda de la region de convergencia,

para k=1,...,n7, y sean plC los polos ubicados a la derecha de la

region de convergencia, para k =1,...,n,. Entonces, la transfor-

mada tnversa de Laplace estd dada por

ZReS e* F (s ZRGS [e* F(s)] u(—t).

k—1" =pj, s=py,
A
D
n i
([
plD
I o
A
® >
a b o
] D
.]93 ‘pz
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Inversion por Tablas

Sea F'(s), para s € D C C, la transformada de Laplace de f(t).

El método de inversion por tablas consiste en expresar a F'(s) como la

F(S) :F1(8)+F2(8)—|—'°°—|—FR(S), (4)

donde Fi(s), Fa(s),..., Fr(s) son funciones tales que se les conoce su

transformada inversa de Laplace fi(t), fa(t),..., fr(t).

Entonces, la transformada inversa de Laplace de F'(s) viene dada por
f(t) = f1(8) + fa(t) + -+ + fr(?).

Observacion

e Con mucha frecuencia se consigue con transformadas de Laplace F'(s)
racionales. A este tipo de transformadas le prestaremos una mayor

atencion.
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Sea F'(s) una funcion racional propia, esto es,

bo + biys+ -+ + b,,s™
F(S): 9
ap + a1s+ -+ ans™

donde a,, # 0y m < n.

Cuando F(s) es racional, la expansion (4) se denomina expansion en

fracciones parciales.

Ejemplo

Determine la transformada inversa de Laplace de

14452 + 144s + 144
F(s) = , 2 < Res < 3.
(s) (s —3)2(s —2)%(s+1) ©o
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Solucion. La expansion en fracciones parciales de F'(s) es de la forma

Aq Az As o Az 1 Az o
F(s) = ’ ’ ’ ’
PR IR PE) R P E PR R PR )
donde
A = Iiesl [F(s)] =1,
Ay = [(s—2)°F(s)] _, = 336,
[ d
Asn = | l(s— Q)QF(S)]] = 800,
| ds 59
A372 = (S — 3)2F(S)} =3 = 468,
[ d
As1 = |—[(s— 3)2F(s)]] — —801.
| ds <3
Asi,

f(t) = (e7" + 800 e* + 336 te*) u(t) + (801 €™ — 468te®) u(—t).
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La transformada inversa de Laplace de F'(s) también se puede obtener

utilizando la expresion:

£(t) = (Res e F(s)] + Res [eStF(s)D u(t) — (Res [eStF(s)]) u(—1),

s=—1 s=2 s=3
donde
Sfie_sl e F(s)] = e,
E{:eQS e F(s)] = e*(336¢+ 800),
PS{:eg e F(s)] = e’ (468t — 801).
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Definicidn
Definicion 1 (Transformada z bilateral). Sea f(n) una funcion de

dominio discreto. La transformada z bilateral de f(n) se define como

F(z)=Z[f(m]= ) f(n)z""

n—=——aoo

para z € D C C, donde D se denomina region de convergencia.

Definicion 2 (Transformada z unilateral). Sea f(n) una funcion de

dominio discreto. La transformada z unilateral de f(n) se define
como

F(z)= Z,[f(n)] = ) _ f(n)z™",
n=0

para z € D C C.
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Observaciones

< |

La transformada z es analitica en su regiéon de convergencia.

La regién de convergencia de la transformada z, F'(z), es el conjunto

de todos los nimeros complejos z para los que F'(z) es finita, esto es,

D={2z€C:|F(z) < oo}.

De la definicién de la transformada z se infiere que f(n) son los
coeficientes del desarrollo en serie de Laurent de F'(z) centrado en

20 = 0, valido en D. Ademas, F(z) es la suma de la serie

D om0 /()27

La regiéon de convergencia de la transformada z es un anillo centrado

en el origen.
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Ejemplo
Calcular las transformadas z bilateral y unilateral de la funcién

f(n) =a"u(n+1), a €R, a#0.

Solucion. La transformada z bilateral de f(n) es

oo

F(z) = Z a"u(n+1)z7"

n——~=oo

= >
>l

y la transformada z unilateral es

SfM(z) = Y atu(n+1)27"

= 2l > al.
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Propiedades

Sean f(n) y g(n) dos funciones de dominio discreto con transformada z
F(z) para z € D y G(z) para z € D, respectivamente. Las siguientes

propiedades se cumplen:

» Linealidad

af(n)+bgn) S aF(z) +bG(2), z€ DN D,

» Desplazamiento en tiempo

f(n —ngp) o z " F(z), z € Dy

» I[nversion en el tiempo

fen) = F(zY),{zeC:z'eDs}
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» FEscalamiento en el dominio de z

/WO f(n) 2, F(e7*2), 2z € Dy
2y f(n) Z, F(z/z0),{z € C:z/20 € D¢}
a" f(n) 2, F(a'2),{z€C:z/la| € Dy}

» Conjugacion

fn) = F(z),z€ Dy

» Convolucion
f*g(n) . F(2)G(z), z€ Dy N D,

» Primera diferencia

z—1
2z

fn)—f(n—1) — < )F(z),zEDfﬂ{zeC:z|>O}
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» Acumulacion

NI (Zfl

k=—0o0

» Diferenciacion en el dominio de z
nfln)  —

» Teorema del valor inicial

Si f(n) =0, para n < 0, entonces

F(0) =

< | > | ><]| Transfromada 2
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Ejemplo

A continuacién se muestran algunas funciones y la transformada z de las

mismas.
74
1) 6(n) o 1,z C
7 z
2 — : > 1
) u(n) |4
3) —u(-n—1) = © el <1
z—1
1) aMu(n) T 2] > of
Z—
5) —a"u(—n —1) Z, : , 2| < af
Z—
) natuin) S 2l > ol
7) —na"u(—n—1) 2, (262)2, 2| < |af
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Transformada 2z Inversa

Sea f(n) una funcién de dominio discreto cuya transformada z es F'(2)
para 11 < |z| < ro. La transformada z inversa es el proceso de obtener

f(n) a través de F'(z) y se define como:

1

f(n) = 2—/ F(2)2" 'dz, para cada n,
) JC

donde C es un contorno cerrado simple contenido en el anillo r| < |z| < 79

y que confina la circunferencia |z| = ;.

C

AN
.y
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Nos centraremos en tres métodos alternativos para calcular la
transformada z inversa: Integracién Compleja, Inversion con Tablas y

Expansion en Serie de Potencias.

Integracion Compleja

Aqui se utiliza la definicién de la transformada z inversa. Para ello se

emplea la férmula integral de Cauchy o el Teorema de los Residuos.

Ejemplo

Calcular la transformada z inversa de

<
F(z) = 2l >l

<z —

Solucion. Sea C' la circunferencia |z| = r > |a|. Asi,

1
27y

1 Ak

/C F(2) 2" ds = ——

: dz
27) Jo 2 —a

f(n)
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Supongamos que n > 0. Aplicando el Teorema de los Residuos obtenemos

z=a |2 —a

f(n) —Res[ i ] — a".

Cuando n < 0, entonces aplicamos nuevamente el Teorema de los Residuos

f(n) = es[ < ]—I—Res[ i ]:—a”+a":O.

z=0 | 2 — @ z=a | 2 — @

Por lo tanto, la transformada z inversa de F'(z) es

f(n) = a"u(n).
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Expansion en Serie de Potencias

Sea f(n) una funcién de dominio discreto cuya transformada z es F'(z),
a < |z| < b. El procedimiento expansion en serie de potencias

consiste en encontrar el desarrollo de Laurent de F'(z) centrado en

20 = 0, luego definir a f(n) como los coeficientes de esta serie de

potencias.

Ejemplo

Determinar la transformada z inversa de

1
Fz) = (1+21)(1— 2 1)

2| > 1.

Solucion. Escribiendo F(z) en potencias positivas se obtiene

23

(z+1)(z—1)%

F(z) =
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F( ) 1 1 3 1 1 1 | | o1
=z |- — — z .
N 4z+1) " 4z-1) 2 -102|
Ahora,
P .9 o0
— _1 n —Nn — _1 n —nNn
=Y SIEED IR
~ - —n - —n
T = Zz = Z u(n)z™",
n=0 n——0o0

© 5 = oonz_n: N nu(n)z ",
EES Y 2

n=—oo

Por lo tanto, la transformada z inversa de F'(z) es
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Inversion con Tablas

Este método consiste en expresar a F(z) como una suma de la forma
F(z) = F1(2) + Fa(2) + -+ + Fr(2), (1)

donde Fi(z), F2(2),..., Fr(2), son funciones tales que se les conoce su

transformada z inversa fi(n), fo(n),..., fr(n).

De esta forma, la transformada z inversa de F'(z) estd dada por

f(n) = fi(n) + fa(n) +--- + fr(n).

Observacion

e Cuando F'(z) es una funcién racional se emplea la expansion en

fracciones parciales para obtener la descomposicion (1).
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Ejemplo

Determinar la transformada z inversa de

1

1.
(1+2z71)(1—271)2 2| >

F(z) =

Solucion. Escribiendo F(z) en potencias positivas se obtiene

23

Fz) = (z+1)(z—1)%

Ahora, aplicando la expansiéon en fracciones parciales a

F(z) 22

2 (z+1)(z —1)?

se tliene que
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donde

F(z) 1
A = 1 = _
1 [(Z—I_ ) » ] e 1’
d F(z) 3
A1 = — |(z—=1)? ==
o dz [(Z ) < ] z=1 4’
F(z) 1
Asg = —1)? = _.
»2 [(Z ) < ] z=1 2
De esta forma,
1 =z 3 =z 1 2
F(z)=- — — 1.
=1y ticoy e PP
Por lo tanto, la transformada z inversa de F(z) es
1, 3 1
Fn) = & (~1)u(n) + > un) + 7 nu(n).
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