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A continuacién se fija algo de la notacion que se utilizara en el desarrollo de
éste trabajo.

Como esusual N, Z, Q, Q_, R, R., C representan el conjunto de los niimeros
naturales, enteros, racionales, racionales positivos, reales, reales positivos y

complejos, respectivamente.

En lo que sigue:

H sera un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario supondremos
que H es complejo) con producto interno (, Yg¢ y norma |||

L(H) ={T : H — H tal que T es un operador lineal continuo }.

A denotara un subgrupo de los nimeros reales y

A+:AHR+



1. SEMIGRUPOS DE OPERADORES.

Definicién. Un semigrupo de operadores con parametro en A, es una

familia de operadores (Uy)yea, C L(J) que satisface:

(&) Uy 4w, = U,y Uy, para todo wy,we € Ay
(b) Uy = I

Se dice que el semigrupo de operadores es de contraccion si U, es una

contraccion para todo w € A,

Definicién. Un grupo de operadores con parametro en A, es una familia de

operadores (U, )wea C L(H) que satisface:
(&) Uy 4w, = U, Uy, para todo wy,wy € A
(b) Uy = I.

Se dice que el grupo de operadores es unitario si U,, es un operador unitario

para todo w € A. En este caso,

U, =U_, para todo w € A.



Definicién. Sea (U,),ea C L(H) un grupo de operadores. Se dice que
(Uy)wen es:
(a) Fuertemente continuo si, para cada h € H, la aplicacion w —— U,h
de A en H es continua.
(b) Débilmente continuo si, para cada h,h’ € H, la aplicacion
wr— (Uyh, h')gc de A en C es continua.
(¢) Uniformemente fuertemente continuo si, para cada h € H, la apli-

cacion w — Uyh de A en H uniformemente continua.

Si el grupo de operadores es unitario, las condiciones anteriores son equiva-

lentes.



2. DILATACION UNITARIA DE UN SEMIGRUPO DE CONTRACCIONES.

Definicion. Sean H,§ dos espacios de Hilbert tales que § contiene a H
como subespacio cerrado. Sean (1},),ea, C L(H) un semigrupo de operadores
v (Uy)wen C L(F) un grupo de operadores. Se dice que (U,)yea €s una

dilatacion de (1),),en, s
T, = PfCUw, para todo w € A_.

donde Pfc es la proyeccion ortogonal de § sobre JH.

La version continua del teorema de dilatacion de Sz.-Nagy establece que todo
semigrupo de contracciones en un espacio de Hilbert, con parametro en R,

tiene una unica dilatacion unitaria minimal. En detalle

Teorema ( Sz.-Nagy). Sea (1),),cp, C L(H) un semigrupo fuertemente
continuo de contracciones, entonces existe un espacio de Hilbert § que
contiene a H como subespacio cerrado y un grupo fuertemente continuo

(Uy)wer C L(§), de operadores unitarios tales que

T, = PfClefH, para todo w € R.



Si se pide la condicion de minimalidad

3 — \/ wa_o

weR

entonces, (U, ),er €s Unico salvo isomorfismos.

3. FUNCIONES DEFINIDAS POSITIVAS A VALORES OPERADORES.

Definicién. Sea F' : A — L(H) una funcion. Se dice que F' es definida

positiva sl

S" (Fla — y)hla), hiy) = 0.

AN TISTAN
para toda funcién h : A — H de soporte finito.

Proposicién (1). Sean G y H dos espacios de Hilbert tales que G con-
tiene a H como subespacio cerrado. Si (U,)uen C L(G) es un grupo de

operadores unitarios, entonces la funcion F : A — L(H), definida por
F(w) — P%Uwh{

es definida positiva.



El Teorema de Naimark establece que toda funcion definida positiva en A a

valores operadores es de la forma anterior. En detalle,

Teorema (Naimark). Sean H un espacio de Hilbert y F' : A — L(H)
una funcion definida positiva tal que F'(0) = I3. Entonces
(a) Fxisten un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio

cerrado y un grupo unitario (U,)uea C L(G) tal que
F(w) = PJU,lsc  para todo w € A.

(b) Si adicionalmente se supone que

9 — \/ wa{)a

weA

entonces el grupo unitario (U,)uea €$ unico salvo isomorfismos. (En
este caso se dice que (U,)yen es la dilatacion unitaria minimal de
(c) Si A es un espacio topolégico y F' es débilmente continua, entonces

su dilatacion unitaria minimal es fuertemente continua..



Lema (1). Sean H un espacio de Hilbert y T : H — H una contraccion.
Entonces la funcion F : Z — L(H), definida por
" ,n >0
p = {2
T " st n<0
es definida positiva.

Observacion. Combinando el lema anterior con el Teorema de Naimark se

puede probar la existencia de la dilatacion unitaria de una contraccion.



4. DILATACION UNITARIA DE SEMIGRUPOS LOCALES DE
CONTRACCIONES.

En lo que sigue D representara el conjunto de los racionales diadicos, es decir

D:{;n ; keZ,neN}.

k

ysean DY ={seD :s>0} v DI ={seD, :s>0}

Para cada m € N sea

En lo que sigue ) denotara R 6 D.
Dado a € R, a > 0, sea X = [0,a) N .
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La siguiente definicion generaliza la definicién de semigrupo de contracciones.

Definicién. Un semigrupo local de contracciones en H es una familia
(T3, Fo)res: tal que

(a) Para cada t € ¥ se tiene que H; es un subespacio cerrado de H y Hy = K.

(b) Para cada t € X se tiene que T} : Hy — H es una contraccion lineal y
Ty = Ig¢.

(c)Siz,y € ¥y z <y entonces H, C H,.

(d)Siz,y e ¥y xz+y € X entonces T,H,., C H, y Tyyyh =T, T,h para
todo h € H,4y.

(e) St x € X entonces |Jyeyn(, o) F €s denso en F(,.

Se dice que el semigrupo local de contracciones (T3, Hy)iex, s fuertemente
continuo si para tg € Xy h € 3y, la funcion ¢ — Tih de ¥ N[0, 2] en I es

continua.
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Definicion. Sean H un espacio de Hilbert y (T3, H;)iey, un semigrupo local
de contracciones en H. Sean § un espacio de Hilbert y (Us)ieq C L(§) un
grupo de operadores unitarios. Se dice que (Uy)eq es una dilatacion unitaria

del semigrupo (T3, H;)iex si § contiene a H como subespacio cerrado y
Ty = P3Uls, paratodo t € ¥,

donde Pfc es la proyeccion ortogonal de § sobre .

De ahora en adelante se considerara ¢ = 1. Es importante destacar que
suponer a = 1 no es ninguna restriccion. Veremos mas adelante que con un

simple cambio de variable se puede pasar del caso a = 1 al caso general a > 0.

Sean H es un espacio de Hilbert y (T, }CS>5€®+H[O,1) un semigrupo local de

contracciones en H.

Para s € DTN 10,1) se define V; : H — H por
V, = T,P;(.
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Lema (2). Sim,k € N y k < 2™ entonces

Demostracion.
Se procedera por induccion. Para k = 2.
Sea h € H 2 . Entoncesh € H 1, ycomoH 2 =FH 1, 1 entoncesT'1 h €

gm tom om

G{L,porlotantopj_}((lhzhyP%fszimh:T%mh luego

21 om om

(v%m) h_( Pg“) <T2%P%2%)h

—TlTlh T2h

2mr. 2m

Para m € N se define V(™ = (Vs(m)> por
seD;h



Se tiene que (Vs(m)) , €5 Ul Semigrupo de contracciones.
seD,,

Proposicién (2). La funcién F") : D,, — L(H) definida por
V9<m) s s > 0,

N (V(?))* si s < 0,

es definida positiva.

Demostracion.

13

Considerando el isomorfismo natural entre el grupo D,, y el grupo de los

enteros Z el resultado se obtiene a partir del Lema (1).

]
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Proposicion (3). Sean H un espacio de Hilbert separable y {T,}°°, C
L(H) una sucesion de operadores uniformemente acotada. Sea {hy}7>, C
H denso. Si {T,hi}>2 converge débilmente para todo k, entonces {T,,h}>°

converge débilmente para todo h € JH.

Proposicion (4). Sean I' un espacio topolégico y A un conjunto nu-
merable de indices. Sea {X.(n)}>X 1, € A una familia de sucesiones
en I' tal que para cada o € A toda subsucesion de {X,(n)}>%, con-
tiene una subsucesion convergente. Entonces existe una sucesion cre-
ciente {b(n)}>2, C N tal que la sucesion {X,(b(n))}>°, converge para
todo o € A.

Combinando la Proposicién (3) y (4) obtenemos el siguiente resultado, para

H un espacio de Hilbert separable.
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Lema (3). Existe una sucesion creciente de mimeros naturales {n;}32,

tal que para todo k,m € N, la sucesion

(o
2m j=1

converge débilmente para todo h € H.

Teorema (1). Sean H un espacio de Hilbert separable y (Ts, Hs) scp+no1)
un semigrupo local de contracciones en JH, entonces existe un espacio
de Hilbert G que contiene a J{ como subespacio cerrado y un grupo de

operadores unitarios (Ws)sep C L(9) tal que
Ts = P%WS\%S, para todo s € DTN [0,1).
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Demostracion.
Para s € D, y h € H se define VS(O)h como el limite débil de la sucesion

{Vs% )h} - dada en el lema anterior. Por lo tanto
]:

7AQND g> = lim <V3(nj)h g> 1
< AT j—>1 00 . (1)
para todo s € D,y h,g € H.

Se tiene que VS(O) . H — H es una contraccion lineal para todo s € D
Sea F': D — L(H) definida por

De la ecuacién (1) se obtiene que

( F(s)h, g)ge = lim <F(”J)(3)h,g>}c

J—>00
paratodo s € Dy h, g € K, donde F") es la funcién definida en la Proposi-

cion (2), la cual es definida positiva.
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Por lo tanto, F' es una funcién definida positiva, ya que es limite débil de
funciones definidas positivas.
Por el teorema de dilatacion de Naimark se tiene que existe un espacio de

Hilbert § que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo unitario
(Wy)sep C L(G) tal que

Vo) = PIW, |y (2)

para todo s € DT.
Ademas, del Lema (2) se deduce que

‘/S(O)b{s — TS <3>

para todo s € DT N0, 1).

Luego, de la ecuaciones (2) y (3) se obtiene que
T, = PjWis,

para todo s € DT N0, 1).
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Observacion. El resultado anterior es original. Es importante destacar que en
el mismo no es necesario suponer la continuidad fuerte del semigrupo local
de contracciones y que no fue necesario usar la condicion (e) de densidad que

aparece en la definicion de semigrupo local de contracciones.

El siguiente Teorema representa el resultado principal de este Trabajo. El
mismo es una generalizacion del Teorema de Sz-Nagy:.
En este trabajo se da una nueva demostracion en la cual no se requiere pasar

por la construccion del generador infinitesimal del semigrupo.

Teorema (2). Sean 3 un espacio de Hilbert separable y (Ts, Hs) 11y un
semigrupo local de contracciones en H fuertemente continuo, entonces
existe un espacio de Hilbert § que contiene a H como subespacio cerrado
y un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios (Us)ser C L(F)
tal que

Ty = PSU,|5,, para todo s € [0,1).
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Demostracion.
Sea F el subespacio cerrado generado por {Wsh : s € D, h € H} y Us la
restriccion de Wy a F, entonces (Us)sep es una representacion unitaria de D

en F tal que
1 = P%US‘U'CS (4>

para todo s € DT N[0, 1).

El conjunto
+00
{Ush :se€D, he }CQ%}

n=1
es denso en §.

De este tiltimo hecho, de la continuidad fuerte de (13, Hy)1ejo,0) se deduce que
(Us)sep es fuertemente continua en 0 y por lo tanto uniformemente fuerte-
mente continua en todo R.

De la condicién de continuidad que satisface (Us)sep se deduce que (Us) se
puede extender a una representacion unitaria fuertemente continua de R en

F, que se denotard por (Us)se(—oo +o0)-
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De la continuidad del semigrupo local se deduce
7—;5 — P%Utb‘ft

para t € [0,1).

Observacion. Trabajar en el intervalo [0, 1) no es ninguna restriccién, ya que
el caso general [0, a), con a > 0, se obtiene haciendo un cambio de variable,
como sigue:

Sean H un espacio de Hilbert separable y (T, H;) un semigrupo local

s€(0,a)
de contracciones, fuertemente continuo en H.

Para t € [0,1), sean
Rt = Tat y 8t — g_cat-

Se tiene que (R, gt)te[o ) €S UN Semigrupo local de contracciones, fuertemente

continuo en H.



21

Por el Teorema (2) existe un espacio de Hilbert § que contiene a H como

subespacio cerrado y un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios
(Ut)ier C L(F) tal que

R, = P%Ut|gt, para todo t € [0, 1).

Sea s € [0,a). Si tomamos ¢ = 2 obtenemos que

= PUile,
=P, :}SCU§|8%
= PyUsx,,
donde (Us)ser C L(§) es un grupo fuertemente continuo de operadores

unitarios.
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