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A continuación se fija algo de la notación que se utilizará en el desarrollo de

éste trabajo.

Como es usual N,Z,Q,Q+,R,R+,C representan el conjunto de los números

naturales, enteros, racionales, racionales positivos, reales, reales positivos y

complejos, respectivamente.

En lo que sigue:

H será un espacio de Hilbert (salvo que se indique lo contrario supondremos

que H es complejo) con producto interno 〈, 〉H y norma ‖‖H.
L(H) = {T : H −→ H tal que T es un operador lineal continuo }.
∆ denotará un subgrupo de los números reales y

∆+ = ∆ ∩ R+
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1. Semigrupos de operadores.

Definición. Un semigrupo de operadores con parámetro en ∆+, es una

familia de operadores (Uω)ω∈∆+ ⊂ L(H) que satisface:

(a) Uω1+ω2 = Uω1Uω2 para todo ω1, ω2 ∈ ∆+.

(b) U0 = IH.

Se dice que el semigrupo de operadores es de contracción si Uω es una

contracción para todo ω ∈ ∆+.

Definición. Un grupo de operadores con parámetro en ∆, es una familia de

operadores (Uω)ω∈∆ ⊂ L(H) que satisface:

(a) Uω1+ω2 = Uω1Uω2 para todo ω1, ω2 ∈ ∆

(b) U0 = IH.

Se dice que el grupo de operadores es unitario si Uω es un operador unitario

para todo ω ∈ ∆. En este caso,

U ∗ω = U−ω para todo ω ∈ ∆.
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Definición. Sea (Uω)ω∈∆ ⊂ L(H) un grupo de operadores. Se dice que

(Uω)ω∈∆ es:

(a) Fuertemente continuo si, para cada h ∈ H, la aplicación ω 7−→ Uωh

de ∆ en H es continua.

(b) Débilmente continuo si, para cada h, h′ ∈ H, la aplicación

ω 7−→ 〈Uωh, h′〉H de ∆ en C es continua.

(c) Uniformemente fuertemente continuo si, para cada h ∈ H, la apli-

cación ω 7−→ Uωh de ∆ en H uniformemente continua.

Si el grupo de operadores es unitario, las condiciones anteriores son equiva-

lentes.
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2. Dilatación unitaria de un semigrupo de contracciones.

Definición. Sean H,F dos espacios de Hilbert tales que F contiene a H

como subespacio cerrado. Sean (Tω)ω∈∆+ ⊂ L(H) un semigrupo de operadores

y (Uω)ω∈∆ ⊂ L(F) un grupo de operadores. Se dice que (Uω)ω∈∆ es una

dilatación de (Tω)ω∈∆+ si

Tω = P F
HUω, para todo ω ∈ ∆+.

donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

La versión continua del teorema de dilatación de Sz.-Nagy establece que todo

semigrupo de contracciones en un espacio de Hilbert, con parámetro en R+,

tiene una única dilatación unitaria minimal. En detalle

Teorema ( Sz.-Nagy). Sea (Tω)ω∈R+
⊂ L(H) un semigrupo fuertemente

continuo de contracciones, entonces existe un espacio de Hilbert F que

contiene a H como subespacio cerrado y un grupo fuertemente continuo

(Uω)ω∈R ⊂ L(F), de operadores unitarios tales que

Tω = P F
HUω|H, para todo ω ∈ R+.
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Si se pide la condición de minimalidad

F =
∨
ω∈R

Uω(H)

entonces, (Uω)ω∈R es único salvo isomorfismos.

3. Funciones definidas positivas a valores operadores.

Definición. Sea F : ∆ −→ L(H) una función. Se dice que F es definida

positiva si ∑
x,y∈∆

〈F (x− y)h(x), h(y)〉 ≥ 0,

para toda función h : ∆ −→ H de soporte finito.

Proposición (1). Sean G y H dos espacios de Hilbert tales que G con-

tiene a H como subespacio cerrado. Si (Uω)ω∈∆ ⊂ L(G) es un grupo de

operadores unitarios, entonces la función F : ∆ −→ L(H), definida por

F (ω) = P G
HUω|H

es definida positiva.
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El Teorema de Naimark establece que toda función definida positiva en ∆ a

valores operadores es de la forma anterior. En detalle,

Teorema (Naimark). Sean H un espacio de Hilbert y F : ∆ −→ L(H)

una función definida positiva tal que F (0) = IH. Entonces

(a) Existen un espacio de Hilbert G que contiene a H como subespacio

cerrado y un grupo unitario (Uω)ω∈∆ ⊂ L(G) tal que

F (ω) = P G
HUω|H para todo ω ∈ ∆.

(b) Si adicionalmente se supone que

G =
∨
ω∈∆

Uω(H),

entonces el grupo unitario (Uω)ω∈∆ es único salvo isomorfismos. (En

este caso se dice que (Uω)ω∈∆ es la dilatación unitaria minimal de

F ).

(c) Si ∆ es un espacio topológico y F es débilmente continua, entonces

su dilatación unitaria minimal es fuertemente continua..
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Lema (1). Sean H un espacio de Hilbert y T : H −→ H una contracción.

Entonces la función F : Z −→ L(H), definida por

F (n) =

{
T n si n ≥ 0

T ∗−n si n < 0

es definida positiva.

Observación. Combinando el lema anterior con el Teorema de Naimark se

puede probar la existencia de la dilatación unitaria de una contracción.
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4. Dilatación unitaria de semigrupos locales de

contracciones.

En lo que sigue D representará el conjunto de los racionales diádicos, es decir

D =

{
k

2n
: k ∈ Z, n ∈ N

}
.

Para cada m ∈ N sea

Dm =

{
k

2m
: k ∈ Z

}
y sean D+ = {s ∈ D : s ≥ 0} y D+

m = {s ∈ Dm : s ≥ 0}.

En lo que sigue Ω denotará R ó D.

Dado a ∈ R, a > 0, sea Σ = [0, a) ∩ Ω.
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La siguiente definición generaliza la definición de semigrupo de contracciones.

Definición. Un semigrupo local de contracciones en H es una familia

(Tt,Ht)t∈Σ tal que:

(a) Para cada t ∈ Σ se tiene que Ht es un subespacio cerrado de H y H0 = H.

(b) Para cada t ∈ Σ se tiene que Tt : Ht → H es una contracción lineal y

T0 = IH.

(c) Si x, y ∈ Σ y x < y entonces Hy ⊂ Hx.

(d) Si x, y ∈ Σ y x + y ∈ Σ entonces TyHx+y ⊂ Hx y Tx+yh = TxTyh para

todo h ∈ Hx+y.

(e) Si x ∈ Σ entonces
⋃
t∈Σ∩(x,a) Ht es denso en Hx.

Se dice que el semigrupo local de contracciones (Tt,Ht)t∈Σ es fuertemente

continuo si para t0 ∈ Σ y h ∈ Ht0 la función t 7→ Tth de Σ ∩ [0, t0] en H es

continua.
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Definición. Sean H un espacio de Hilbert y (Tt,Ht)t∈Σ un semigrupo local

de contracciones en H. Sean F un espacio de Hilbert y (Ut)t∈Ω ⊂ L(F) un

grupo de operadores unitarios. Se dice que (Ut)t∈Ω es una dilatación unitaria

del semigrupo (Tt,Ht)t∈Σ si F contiene a H como subespacio cerrado y

Tt = P F
HUt|Ht para todo t ∈ Σ,

donde P F
H es la proyección ortogonal de F sobre H.

De ahora en adelante se considerará a = 1. Es importante destacar que

suponer a = 1 no es ninguna restricción. Veremos más adelante que con un

simple cambio de variable se puede pasar del caso a = 1 al caso general a > 0.

Sean H es un espacio de Hilbert y (Ts,Hs)s∈D+∩[0,1) un semigrupo local de

contracciones en H.

Para s ∈ D+ ∩ [0, 1) se define Vs : H→ H por

Vs = TsP
H
Hs
.
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Lema (2). Si m, k ∈ N y k < 2m entonces(
V 1

2m

)k ∣∣∣∣H k
2m

= T k
2m
.

Demostración.

Se procederá por inducción. Para k = 2.

Sea h ∈ H 2
2m

. Entonces h ∈ H 1
2m
, y como H 2

2m
= H 1

2m+ 1
2m

entonces T 1
2m
h ∈

H 1
2m

, por lo tanto PH
H 1

2m

h = h y PH
H 1

2m

T 1
2m
h = T 1

2m
h, luego

(
V 1

2m

)2

h =

(
T 1

2m
PH
H 1

2m

) (
T 1

2m
PH
H 1

2m

)
h

= T 1
2m
T 1

2m
h = T 2

2m
h.

�

Para m ∈ N se define V (m) =
(
V

(m)
s

)
s∈D+

m

por

V
(m)
k

2m
=
(
V 1

2m

)k
.
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Se tiene que
(
V

(m)
s

)
s∈D+

m

es un semigrupo de contracciones.

Proposición (2). La función F (m) : Dm → L(H) definida por

F (m)(s) =

V
(m)
s si s ≥ 0,(
V

(m)
−s

)∗
si s < 0,

es definida positiva.

Demostración.

Considerando el isomorfismo natural entre el grupo Dm y el grupo de los

enteros Z el resultado se obtiene a partir del Lema (1).

�
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Proposición (3). Sean H un espacio de Hilbert separable y {Tn}∞n=1 ⊂
L(H) una sucesión de operadores uniformemente acotada. Sea {hk}∞k=1 ⊂
H denso. Si {Tnhk}∞n=1 converge débilmente para todo k, entonces {Tnh}∞n=1

converge débilmente para todo h ∈ H.

Proposición (4). Sean Γ un espacio topológico y Λ un conjunto nu-

merable de ı́ndices. Sea {Xα(n)}∞n=1, α ∈ Λ una familia de sucesiones

en Γ tal que para cada α ∈ Λ toda subsucesión de {Xα(n)}∞n=1 con-

tiene una subsucesión convergente. Entonces existe una sucesión cre-

ciente {b(n)}∞n=1 ⊂ N tal que la sucesión {Xα(b(n))}∞n=1 converge para

todo α ∈ Λ.

Combinando la Proposición (3) y (4) obtenemos el siguiente resultado, para

H un espacio de Hilbert separable.
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Lema (3). Existe una sucesión creciente de números naturales {nj}∞j=1

tal que para todo k,m ∈ N, la sucesión{
V

(nj)
k

2m
h

}∞
j=1

converge débilmente para todo h ∈ H.

Teorema (1). Sean H un espacio de Hilbert separable y (Ts,Hs)s∈D+∩ [0,1)

un semigrupo local de contracciones en H, entonces existe un espacio

de Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo de

operadores unitarios (Ws)s∈D ⊂ L(G) tal que

Ts = P G
HWs|Hs, para todo s ∈ D+ ∩ [0, 1).
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Demostración.

Para s ∈ D+ y h ∈ H se define V
(o)
s h como el ĺımite débil de la sucesión{

V
(nj)
s h

}∞
j=1

dada en el lema anterior. Por lo tanto

〈
V (o)
s h, g

〉
H

= ĺım
j−→∞

〈
V

(nj)
s h, g

〉
H
, (1)

para todo s ∈ D+ y h, g ∈ H.

Se tiene que V
(o)
s : H −→ H es una contracción lineal para todo s ∈ D+.

Sea F : D→ L(H) definida por

F (s) =

V
(o)
s si s ≥ 0,(
V

(o)
−s

)∗
si s < 0,

De la ecuación (1) se obtiene que

〈F (s)h, g〉H = ĺım
j−→∞

〈
F (nj)(s)h, g

〉
H

para todo s ∈ D y h, g ∈ H, donde F (nj) es la función definida en la Proposi-

ción (2), la cual es definida positiva.
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Por lo tanto, F es una función definida positiva, ya que es ĺımite débil de

funciones definidas positivas.

Por el teorema de dilatación de Naimark se tiene que existe un espacio de

Hilbert G que contiene a H como subespacio cerrado y un grupo unitario

(Ws)s∈D ⊂ L(G) tal que

V (o)
s = P G

HWs|H (2)

para todo s ∈ D+.

Además, del Lema (2) se deduce que

V (o)
s |Hs = Ts (3)

para todo s ∈ D+ ∩ [0, 1).

Luego, de la ecuaciones (2) y (3) se obtiene que

Ts = P G
HWs|Hs

para todo s ∈ D+ ∩ [0, 1).

�
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Observación. El resultado anterior es original. Es importante destacar que en

el mismo no es necesario suponer la continuidad fuerte del semigrupo local

de contracciones y que no fue necesario usar la condición (e) de densidad que

aparece en la definición de semigrupo local de contracciones.

El siguiente Teorema representa el resultado principal de este Trabajo. El

mismo es una generalización del Teorema de Sz-Nagy.

En este trabajo se da una nueva demostración en la cual no se requiere pasar

por la construcción del generador infinitesimal del semigrupo.

Teorema (2). Sean H un espacio de Hilbert separable y (Ts,Hs)s∈[0,1) un

semigrupo local de contracciones en H fuertemente continuo, entonces

existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como subespacio cerrado

y un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios (Us)s∈R ⊂ L(F)

tal que

Ts = P F
HUs|Hs, para todo s ∈ [0, 1).
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Demostración.

Sea F el subespacio cerrado generado por {Wsh : s ∈ D, h ∈ H} y Us la

restricción de Ws a F, entonces (Us)s∈D es una representación unitaria de D

en F tal que

Ts = P F
HUs|Hs (4)

para todo s ∈ D+ ∩ [0, 1).

El conjunto {
Ush : s ∈ D, h ∈

+∞⋃
n=1

H 1
2n

}
es denso en G.

De este último hecho, de la continuidad fuerte de (Tt,Ht)t∈[0,a) se deduce que

(Us)s∈D es fuertemente continua en 0 y por lo tanto uniformemente fuerte-

mente continua en todo R.

De la condición de continuidad que satisface (Us)s∈D se deduce que (Us) se

puede extender a una representación unitaria fuertemente continua de R en

F, que se denotará por (Us)s∈(−∞,+∞).
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De la continuidad del semigrupo local se deduce

Tt = P F
HUt|Ht

para t ∈ [0, 1).

�

Observación. Trabajar en el intervalo [0, 1) no es ninguna restricción, ya que

el caso general [0, a), con a > 0, se obtiene haciendo un cambio de variable,

como sigue:

Sean H un espacio de Hilbert separable y (Ts,Hs)s∈[0,a) un semigrupo local

de contracciones, fuertemente continuo en H.

Para t ∈ [0, 1), sean

Rt = Tat y Et = Hat.

Se tiene que (Rt,Et)t∈[0,1) es un semigrupo local de contracciones, fuertemente

continuo en H.
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Por el Teorema (2) existe un espacio de Hilbert F que contiene a H como

subespacio cerrado y un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios

(Ut)t∈R ⊂ L(F) tal que

Rt = P F
HUt|Et, para todo t ∈ [0, 1).

Sea s ∈ [0, a). Si tomamos t = s
a obtenemos que

Ts = Rt

= P F
HUt|Et

= P F
HUs

a
|Es

a

= P F
HUs

a
|Hs,

donde (Us
a
)s∈R ⊂ L(F) es un grupo fuertemente continuo de operadores

unitarios.
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