UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE AGRONOMIA
COMISION DE ESTUDIOS DE POSTGRADO
POSTGRADO EN ESTADISTICA

ESTIMACION DE PARAMETROS EN EL MODELO ESTADISTICO LINEAL DE
RANGO INCOMPLETO A TRAVES DE LA INVERSA GENERALIZADA:
VENTAJAS, DESVENTAJAS Y ANALISIS.

Lic. Felvir Rivas.
Tutor: Dr. Miguel Balza.

TRABAJO DE GRADO PRESENTADO ANTE LOS MIEMBROS DEL COMITE ACADEMICO DEL
POSTGRADO EN ESTADISTICA DE LA FACULTAD DE AGRONOMIA DE LA UNIVERSIDAD

CENTRAL DE VENEZUELA COMO ULTIMO REQUISITO PARA OPTAR AL TITULO DE
MAGISTER SCIENTIARUM EN ESTADISTICA.



Indice general.

INEFOTUCCION ...ttt et et et st et s saeeessbesenatesessessssessnesessasaensresennseen 1
(=T 1 o 1= o 4
1Y 013 1 - Y1 R RPRPRSPRR 6

1. Planteamiento del Problema

1.0, ODJELIVOS oottt ettt et ettt st saeeae et sreeaeeae e e sae s 9
1.1.1. ODbjJetiVo ENETAl c..couieeeeieceece et 9
1.1.2. Objetivos @SPECIfiCOS ..cccovivrieiiieicirir e s e 10

1.2, JUSTIFICACION ettt e st et e st st en e s 10

1.3, ANEECERABNTES ...ttt ettt st bt e e st ebe s 12

2. Conceptos basicos

2.1. Sistema de eCUACIONES [INCAIES ..coooe ettt et ee s e veeseateseaeaeen 17
2.2. Inversa generalizada de MatriCeS .....uuicvereie ettt et e b v 22
2.3. Inversa condiCioNal d@ MATIICES ...veieviieee ettt eseesstbes st e s sreeessresenas 45

3. Modelo lineal
3.1. Planteamiento del modelo [N al ..........ouevevieeeericiceieerce e 57
3.2. Modelo lineal general de rango COMPIELO .....cccoveeireieieiveeericeee e, 62

3.3. Modelo lineal general de rango iNCOMPIETLO ...cveceeveeericriieieceeeeereeeeee e, 73



4. Coeficiente de Determinacion

4.1, DEfiNICIONES DASICAS .oeeeeeeie ettt ettt eee et tee s et teeee et aesseee s anee essaentesesesneeeeesneaes 85

5. Resultados

5.1, Problema .. e e s b e 90
5.2. MOEIO redUCIAO ...ceevieieceere et st s e s s en e 95
5.3, IMPONIENAO FESEIHICCIONES ...ocuveieieiirreee ettt cree e e eette s sbe e s erveesaeesbeserbeesbesvaennes 101
5.3.1. Funciones estimables ..........ocoeevicinennec s 107

5.4. Inversa generalizada e Inversa condicional ..........cocvvveveciecene e 114
Ventajas y desventajas del uso de la inversa generalizada y/o condicional ................ 127
CONCIUSTONES ...ttt e et st e e s e n e s st e s e eaen e s 129

BIiBHIOZIafia ....c.eooeeeecie e e b b e sn e r e ne sre et s 130



Introduccion.

El problema de estimacion en un modelo lineal de rango incompleto puede ser abordado
mediante el concepto de estimabilidad de R. C. Bose (1959), concepto que es discutido
con cierto detalle por F. Graybill (1976). En este modelo estadistico, se presta menor
atencidn a la presentacion y desarrollo de la hipodtesis lineal general; concretamente al
problema de las condiciones que deben cumplir las funciones que componen dicha
hipdtesis. Cuando se trata el problema se suele suponer la condicion de estimabilidad de
las funciones componentes (Searle, 1997) ya que el numerador del test F que se espera,
por analogia al caso de rango completo, seria invariante frente a las infinitas soluciones de

las ecuaciones normales.

La estimacion de parametros se realiza mediante el de Andlisis de Varianza, y este a su vez
es una consecuencia de los métodos de minimos cuadrados o maxima verosimilitud, los
cuales garantizan estimaciones insesgadas. El problema radica cuando la matriz de disefio
es de rango incompleto, ya que el nUmero de pardmetros a estimar es superior al nUmero
de ecuaciones distintas no colineales que pueden ser planteadas. Existen y se estudiaran
tres formas de solucionar el problema:

i Reparametrizar.



ii. Imponer restricciones a las soluciones para aumentar el rango columna de X.
Serdn tantas restricciones como p —rang(X).

iii.  Utilizar la inversa generalizada o la inversa condicional.

Aunque cualquiera de estas alternativas funciona, en el sentido que se obtienen “buenas”
estimaciones de los parametros, la ultima forma permite un tratamiento tedrico mas
consistente y general, debido a que considera todas las ecuaciones del sistema de
ecuaciones normales y no usa funciones lineales de los pardmetros no estimables, por lo
gue se hara especial énfasis en este caso, y comparar con los otros, desde el punto de

vista del coeficiente de determinacién y la longitud de los intervalos de confianza.

El siguiente trabajo esta dividido en capitulos, estructurados de la siguiente manera:

El Capitulo 1 de este trabajo estd dedicado a los preliminares como: objetivos, justificacion
y antecedentes.

El Capitulo 2 se trata todo lo relacionado con sistemas de ecuaciones lineales, inversa
generalizada e inversa condicional, que seran de gran utilidad para la comprensién del
trabajo.

El Capitulo 3 se define el modelo lineal, tanto de rango completo como de rango

incompleto, tratando el proceso de estimacion de parametros.



El Capitulo 4 la teoria necesaria para obtener el coeficiente de determinacién del modelo.

El Capitulo 5 la aplicacion y los resultados con un conjunto de datos reales.



Resumen.

En un modelo de rango incompleto la matriz XX del sistema de ecuaciones normales no
tiene inversa ordinaria y por lo tanto se origina un problema para encontrar los
estimadores del pardmetro f, ya que, a pesar de ser un sistema de ecuaciones
consistente, admite infinitas soluciones. Para dar solucion a dicho problema se recurre a
ciertas técnicas, las mas comunes son aquellas donde se hacen restricciones sobre los
parametros, a pesar de que al utilizar estas restricciones se pueden obtener diferentes
resultados. Por tal razén, cuando se trabaja con un modelo de rango incompleto deben de
considerarse solo pardmetros o funciones de parametros que tengan estimadores
idénticos. La inversa generalizada o condicional es una alternativa para dar solucion al
sistema de ecuaciones normales en un modelo de disefio de rango incompleto sin realizar
restricciones sobre los parametros. En este trabajo se comparan los parametros estimados
en el modelo estadistico lineal de rango incompleto a través de la inversa generalizada (o
condicional) con los estimados por via minimos cuadrados y maxima verosimilitud, por
medio del coeficiente de determinacion y los intervalos de confianza. Se encontré que los
métodos de estimaciéon empleados estan uniformes en cuanto a resultados, ya que el
vector de respuesta es el mismo a pesar de que el vector de parametros estimado ﬁ es
diferente por cada via. El método de estimacidon por inversa generalizada da un

coeficiente de determinacion del modelo similar a los otros métodos de estimacion



utilizados, sin embargo fue en éste donde se obtuvo la longitud mas pequefia de los
intervalos de confianza de los parametros, y el método mas deficiente fue el modelo

reducido.

Palabras claves: Modelo estadistico lineal de rango incompleto, inversa generalizada,

método de minimos cuadrados, método de maxima verosimilitud, funciones estimables.



Abstract.

In an incomplete model range the X‘X matrix of normal equations system has no ordinary
inverse and therefore it causes a problem to find the estimators of the parameter B, since,
although being a consistent equations system, admits infinite solutions. To solve this problem
resorts to certain techniques, the most common are those where restrictions are made about
parameters, although using these restrictions can get different results. For this reason, when
working with an incomplete model range should be considered only parameters or functions of
parameters having identical estimators. The generalized inverse or conditional is an alternative to
solve the system of normal equations in a model of incomplete design range without making
restrictions on the parameters. In this work compares the estimated parameters in the statistical
model range line incomplete through the generalized inverse (or conditional) with estimated
minimal squares route and maximal likelihood, using the coefficient of determination and
confidence intervals. It found that the estimation methods used are uniforms in terms of results,
as the response vector is the same even though the estimated parameter ﬁ vector is different for
each route. The estimation method for generalized inverse gives a determination coefficient of
the similar model to the others estimation methods used, however this was where it got the
shorter length of the confidence intervals of the parameters, and the most deficient method was

the reduced model.



Key words: Statistical lineal model of incomplete range, generalized inverse, minimal square

method, maximal likelihood method, estimable functions.



Capitulo 1.

Planteamiento del problema.

En las diferentes areas de investigacidn, muchas veces surge la necesidad de hacer un
estudio conjunto de varias caracteristicas de una poblacion, con el fin de intentar explicar
el comportamiento de una de ellas en funcion de las otras. Este tipo de andlisis
generalmente se hace utilizando los modelos estadisticos lineales y en particular los

modelos de regresion y de andlisis de varianza.

Los modelos estadisticos lineales pueden clasificarse en dos tipos: modelos de rango
completo y de rango incompleto o de rango deficiente (Kirk, 1982). En los modelos de
rango completo las columnas de la matriz de coeficientes o de disefio son linealmente

independientes y en los modelos de rango incompleto son linealmente dependientes.

Los modelos de rango completo, incluyen a los modelos formalizados en términos de
medias, en éstos se asume que el valor esperado de la perturbacién del i-ésimo sujeto en
el j-ésimo tratamiento coincide con la media de su grupo. Es bien sabido, que la
formalizacion de los disefios experimentales en términos de medias parece ser su

representacion mads natural, sin embargo, la formalizacion mas corriente la constituyen los



modelos de rango incompleto (Dunn & Clark, 1987), (Milliken& Johnson, 1984), (Searle,

1997), (Timm, 1975).

En los modelos de rango incompleto el nUmero de parametros a estimar es superior al
numero de ecuaciones distintas no colineales que pueden ser planteadas, es decir el
modelo contiene mas parametros que los que pueden ser Unicamente estimados a partir
de los datos registrados. Esto se deriva a la falta de independencia lineal entre las
columnas de la matriz de disefio. Técnicamente una inversa generalizada puede ser
utilizada para resolver este problema, (Graybill, 1976). Pero el método mas empleado es
reparametrizar el modelo, agregando al sistema nuevas ecuaciones lineales de los
parametros, obteniéndose un modelo lineal de rango completo, sin embargo en este

modelo las ecuaciones que se agregan tienen la particularidad de no ser estimables.

1.1. OBIJETIVOS.

1.1.1. Objetivo general.
Comparar los parametros estimados en el modelo estadistico lineal de rango incompleto
por medio de la inversa generalizada con los estimados por via minimos cuadrados y

maxima verosimilitud.
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1.1.2. Objetivos especificos.
i.  Analizar la resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales consistentes, via inversa
generalizada.
ii.  Estudiar las ventajas y desventajas de la estimacidon de los parametros en el
modelo estadistico lineal de rango incompleto a través de la inversa generalizada.
iii. Comparar las soluciones obtenidas via inversa generalizada con los métodos de
estimacion clasicos: método de minimos cuadrados y método de maxima
verosimilitud.

iv.  Analizar las inferencias estadisticas resultantes por ambas vias de estimacion.

1.2. JUSTIFICACION.

Los modelos lineales han constituido durante décadas la herramienta usada en
identificacion para control, validacién y prediccién. La aplicacidn de su éxito es doble: por
un lado, existe una teoria matematica bien establecida que ha permitido el avance en la
solucion de los problemas practicos y por otro lado, la aplicacidn a sistemas reales ha dado
buenos resultados pues en muchos casos tienen un ajuste adecuado a estos modelos.
Constituyen una de las metodologias estadisticas mds ampliamente utilizadas en Ia

modelizacion y el andlisis de datos de todo tipo. Se introducen en campos tan diversos
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como la experimentacion industrial, la construccion y validacion de tests psicolégicos o el

analisis de datos de chips de ADN de la moderna era post-gendmica.

Cuando el modelo lineal corresponde al analisis de los datos a través de un Modelo de
Disefio Experimental, la matriz de coeficientes X en el modelo, esta formada por los
valores 0 6 1, representando el O la ausencia de un factor o su respectivo nivel y 1 la
presencia, y sus columnas suelen ser linealmente dependientes. Se sabe que en este caso
es posible hallar el estimador minimo cuadratico de B, pero hay multiples estimaciones
de los parametros f que mas bien podemos considerar como soluciones ﬁ de las
ecuaciones normales XtXﬁ = X'Y, debido a que la matriz XX es de rango incompleto,

en general.

Para dar solucién a dicho problema se recurre a ciertas técnicas, las mas comunes son
aquellas donde se restringen ciertos parametros o suma de pardmetros del sistema
XtXﬁ = X'Y y se igualan a cero. Para ello, se agregan un conjunto de ecuaciones lineales
de los parametros “no estimables” para formar un sistema de ecuaciones con matriz de
coeficientes de rango completo y asi producir soluciones Unicas. Por ejemplo, en el caso
de modelos de disefio se agregan ecuaciones como 74 + 7, + -+ 7, =0 y a;+a, +
~++ a, = 0, en el caso de un modelo de disefio con dos factores y estas ecuaciones no

son estimables ya que no son contrastes.
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Es por ello que esta investigacion persigue encontrar la estimacidén de parametros en el
modelo estadistico lineal de rango incompleto agregando dichas ecuaciones, también
utilizando la inversa generalizada e inversa condicional para luego estudiar las ventajas y

desventajas al comparar con los casos indicados arriba.

1.3. ANTECEDENTES.

Los modelos lineales de rango incompleto son muy comunes en econometria. En algunos
modelos los parametros de rango incompleto es una parte natural del modelo, en otros
modelos se restringe el rango con el fin de reducir el nUmero de parametros. Es facil
convertir un modelo de rango incompleto en un modelo de rango completo, expresandolo
como producto de dos matrices, pues en éste la estimacidn de los pardmetros es un
problema de lo que se conoce como regresidon de rango reducido. La regresion de rango
reducido esta estrechamente relacionada con el analisis de covariables y las correlaciones
candnicas de Hostelling (1935) y Anderson (1951, 1984). Los modelos de rango reducidos
para variables fijas han sido analizados por Velu, Reinsel y Wichern (1986) y Velu y Reinsel
(1987). Gudmundsson (1977) utilizd regresién de rango reducido para seleccionar las
combinaciones lineales que mejor describen la variacion media de un vector de variables

dependientes.
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La regresion de rango reducido tiene un impacto importante en el andlisis de regresion
lineal multiple multivariante. Anderson (1951), estimd los coeficientes de regresién con
restricciones lineales para matrices de rango menor, dando paso a la regresidon
multivariante con rango reducido, la cual ha sido aplicada en muchas disciplinas. Pero no
fue sino hasta 1975 que Izenman (1975), discutido este método, regresion multivariante,
para conjuntos de variables aleatorias, demostrando su relacién con el analisis de
componentes principales y dando los primeros pasos en la relacion con el analisis de
correlacién candnica. También estudid, bajo el supuesto de normalidad, la distribucion
asintotica de varias matrices de coeficientes para la regresidon con rango reducido. Davies
y Tso (1982), describieron el procedimiento para el ajuste del modelo de regresion con

rango reducido.

Anderson (1999), compard la distribucién asintdtica de la matriz de coeficientes con rango
completo y la matriz de coeficientes con rango reducido, concluyendo que en general, la
estimacion del modelo con rango reducido es mejor que la del modelo de rango completo.
No obstante, el mismo autor tres afios mas tarde (2002) determina la influencia de la
especificacion del rango en ambos modelos, encontrando que el estimador del modelo

con rango reducido es mas eficiente cuando dicho rango es pequefio.
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Alvarez Willin (2009), propone un procedimiento alternativo de estimacién para los
coeficientes en un modelo de regresién multivariante con rango reducido bajo Ia
existencia de multicolinealidad, aprovechando las bondades del método de minimos
cuadrados parciales y la descomposicién en valores singulares para la prediccién de las

variables dependientes

Por otro lado, cuando se trabaja con un modelo lineal de rango incompleto, se sabe que la
inversa generalizada puede ser utilizada para resolver las ecuaciones normales y asi
reducir al minimo la suma de cuadrados del error. Este concepto fue introducido por
primera vez por Moore (1920). Extensiones de estas ideas las realizd Tseng (1949, 1956),
pero ningun estudio sistematico del tema se hizo hasta 1955, cuando Penrose (1955), sin
darse cuenta de la labor anterior, redefinié la inversa de Moore en una forma ligeramente

diferente.

En el mismo afio Rao (1955), dio un método de calculo de lo que se conoce como
pseudoinversa de la matriz singular, y lo aplicé para resolver las ecuaciones normales de
una matriz singular en la teoria de minimos cuadrados y para expresar las varianzas de los
estimadores. La pseudoinversa definida por Rao no satisface todas las restricciones
impuestas por Moore (1920) y Penrose (1955). Por lo tanto, difiere de la inversa de

Moore-Penrose,
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pero ha sido uatil para proporcionar una teoria general de estimacién de minimos
cuadrados sin cualquier restriccidon sobre el rango de la matriz de datos. En un articulo
posterior, Rao (1962) mostré que una inversa con una definicién mucho mas débil que la
de Moore y Penrose es suficiente para hacer frente a problemas de ecuaciones lineales.
Desde 1955 se realizaron numerosos aportes en cuanto al tema, entre ellos Greville
(1959), Bjerhammer (1958), Ben-Israel y Charnes (1963). Bose (1959) menciona el uso de

la inversa generalizada en sus notas, "Analisis de la Varianza".

La inversa generalizada satisface la definicion mas débil propuesta por Rao vy no es la
Unica. Por lo tanto presenta un interesante estudio en el algebra matricial. En una
publicacidon en 1967, Rao (1967), mostrd una gran variedad de inversas generalizadas, las
cuales podrian adaptarse a diferentes propdsitos y presentar una clasificacién de inversas

generalizadas.

Marquardt (1970), discute una clase de estimadores lineales sesgados, empleando inversa
generalizada. Ademds muestra una parte de propiedades tedricas de estimadores por
inversa generalizada, regresion ridge y procedimientos correspondientes a estimacion no

lineal.
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Navarro, Youngquis y Compton (1992), estimaron las varianzas genéticas de maiz a partir
de lineas S1y S2, en dos localidades de E.E.U.U, utilizando el método de la matriz inversa
generalizada, cuando las covarianzas usadas daban una matriz cuadrada no singular.
Concluyeron que el uso de la matriz inversa generalizada de Moore-Penrose puede
representar un método adecuado para la estimacién de los parametros de variabilidad
genética, al menos de las varianzas aditivas y de dominancia, cuando se dispone de un

juego de covarianzas de valores consistentes entre ellos mismos.



Capitulo 2.

Conceptos Basicos.

2.1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de ecuaciones relaciona varias variables desconocidas denominadas incégnitas
mediante una serie de condiciones expresadas por igualdades. Cada una de esas
igualdades recibe el nombre de ecuacion y el conjunto de todas ellas se conoce con el
nombre de sistemas de ecuaciones. Cuando la ecuacion es un polinomio de primer grado
en sus incognitas, se dice que la ecuacidn es lineal. Si todas las ecuaciones de un sistema

son lineales, éste recibe el nombre de sistema de ecuaciones lineales.

Los sistemas de ecuaciones con solucién se denominan consistentes o compatibles; los
gue no la tienen son inconsistentes o incompatibles. Un sistema consistente con un
numero finito de soluciones es un sistema determinado; si posee infinitas soluciones, el

sistema es indeterminado.

En esta seccidn se estudian los sistemas de ecuaciones lineales desde la perspectiva del

calculo matricial (Graybill, 1976).
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Planteamiento del problema

Supdngase que se tiene un sistema de ecuaciones lineales dado por:

a11x1+a12x2+ cee A1pnXn = b1

a21X1+a22x2+ cee AornXn = bz

A1 X1+ X+ -+ A Xy = by

donde, los a;; y b; son elementos conocidos con algin b; # 0 . Los elementos a;; se
llaman los coeficientes del sistema y los elementos b; se llaman términos independientes
de las ecuaciones del sistema. La condicidn b; # 0, establece un sistema de ecuaciones

lineales no homogéneo.

Hallar la solucion al sistema es determinar los valores de xq,x,,:+,Xx, que satisfacen

simultaneamente las m ecuaciones, estos valores pueden ser Unicos o infinitos y para que

exista tal o tales soluciones, el sistema debe ser consistente en el sentido que si existe
m

alguna relacion lineal entre las expresiones j=1@;jx; para 1 <i<n, esa misma

relacidn debe existir entre los términos b; paral < i < n.
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Si se hace
a11 Ay - Qg b, X1
Qz1 Az **° Qap b X2
A= : S : , b= ;2 ) X =
Am1 Amz " Amn bm Xn

Se puede escribir entonces el sistema anterior en forma matricial

Ax=b, (2.1.2)

donde, A es una matrizreal m X n, b es un vector real m X 1y x es un vectorn X 1. El

objetivo es:

1. Saber cuando el sistema tiene solucion y cuando no. Dicho de otra manera: para
una matriz A,,xn, Y un vector b,,»; , existe un vector Xx,y; que satisfaga la
ecuacion (2.1.1)?

2. Si tiene solucién, saber cuantas soluciones tiene. Dicho de otra manera: écudntas

soluciones tiene el vector x y cuantas de ellas dependende A y b?

Para resolver cada una de estas interrogantes se discutiran en la siguiente seccidn algunos
teoremas concernientes a la existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones

lineales.
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Soluciones de ecuaciones lineales

En esta seccidon, como se menciond anteriormente, se discutirdn algunos teoremas

relacionados a la existencia de una solucion del sistema Ax = b.

Teorema 2.1.1.
Si Apxn es una matriz no singular, entonces el sistema Ax = b tiene una unica solucion.

Demostracion.

Si A,,x, €s una matriz no singular, entonces existe A~1. Asi, de la ecuacién (2.1.1) se

tiene
A 1Ax=4""p
Ix=A"1b
x=A"1h

Es solucion del sistema Ax = b.

En el sistema de ecuaciones Ax = b, la matriz A es llamada matriz de coeficientes y la
matriz B = [A, b] es llamada matriz aumentada, donde B es la matriz que se forma de

afiadir a la matriz A el vector columna b. La matriz aumentada y de coeficiente pueden
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ser usadas para determinar si existe solucién en un sistema de ecuaciones lineales, tal

como lo sefiala el siguiente teorema.

Teorema 2.1.2.

El sistema Ax = b tiene solucion si, y solo si, el rango de A es igual al rango de
B = [A, b].

Demostracion.

Llamemos A; ala columna j-ésima de la matriz de coeficientes, es decir,

aiq ai» Ain

az, a; arn
Al = ’ AZ = H ’ ’ An =

Am1 Am2 Amn

El sistema lineal puede expresarse como

A1x1 + Azxz + Anxn = b,

Se expresa el vector de términos como una combinacidn lineal de las n columnas de

matriz A, cuyos coeficientes son las incdgnitas. Asi, se tiene que el sistema s6lo admitira

solucién cuando y sélo cuando b sea combinacién lineal de las columnas de A.
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Sea r el rango de la matriz de coeficientes A. Si el sistema tiene solucién, entonces b
puede escribirse como combinacidn lineal de A4, A4,,:--,A,. Por lo tanto, el rango de B

es r,asi elrango de A esigual alrangode B = [A, b].

Reciprocamente, si el rango de B, igual al rango de A, es r se tiene que b podra
escribirse como combinacion lineal de las r columnas A; linealmente independientes.
Supdngase que sean A, A,, -+, A,, luego existen (s;, S,,***, Sy, 0,:-,0) soluciones
tales que A;s; +A;s, + -+ A,s, +A,,,0+ -+ A,0=Db, y por lo tanto, el sistema

tiene solucion.

2.2. INVERSA GENERALIZADA DE MATRICES.

El concepto de inversa generalizada tiene sus principios en la teoria de ecuaciones
lineales. Un conjunto de ecuaciones lineales consistente Ax = b puede ser de solucién
Unica, si el rango de la matriz A es r = m = n. Sin embrago, cuando la matriz A es una
matriz rectangular o singular, una representacion simple de una solucidon en términos de
A es mdas complicado. En esta seccion se tratan esos sistemas de ecuaciones usando las

inversas generalizadas de matrices.
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Definicion 2.2.1.
Sea A una matriz de orden m X n, se dice que A~ es una inversa generalizada de A, si
satisface las siguientes condiciones:
i. AATA=A,
i. ATAA” =A4",
iii. AA™ essimétrica y

iv. A"A essimétrica.

Si A es una matriz no singular se tiene que A™! satisface las condiciones de la definicién
anterior. Ademads, para cada matriz A existe A~ vy es Unica. Estos resultados se
probardn mas adelante primero se veran algunas propiedades de la matriz inversa

generalizada.

Teorema 2.2.1.

Si la inversa generalizada de una matriz A, «,, existe, entonces A~ es de orden n X m.
Demostracion.

Si A™ existe, entonces A~ satisface las condiciones de la definicion 2.2.1. Luego AA™ es

una matriz cuadrada, pues es simétrica. Asi A~ es de orden n X m.
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Teorema 2.2.2.
Si A es una matriz nula, entonces A~ es una matriz nula.

Demostracion.
Si A=0, de orden m X n, es facil ver que A~ =0, de orden n X m, satisface las

condiciones de la definicion 2.2.1.

Teorema 2.2.3.

Para cada matriz A existe una matriz A~ que satisface las condiciones de la definicion
2.2.1. Esto es, cada matriz tiene una inversa generalizada.

Demostracion.

Si A = 0, entonces por el teorema 2.2.2, se tiene que A~ existe yademas A~ = 0.

Supdngase ahora que A # 0 y que tiene rango r > 0. Luego existen K y L de tamafio
mXr y r Xmn,respectivamente, ambas de rango r tales que
A =KL (2.2.1)
Como K K y LL™ son matrices cuadradas de rango r se tiene que ambas son no
singular, asi se puede definir
A” =LY (LLY) Y(K'K) K" (2.2.2)

La cual es una inversa generalizada de A, ya que
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a. AA~A=KLL'(LLY) " '(K'K)"'K‘'KL =KL = A
b. A"AA~ = LY(LLY)"'(K'K)*K'KLL'(LLY) " (K'K)'K® =
LE(LLY) Y(K'K)'K' = A~
c. AA~ =KLL'(LLY) Y(K'K) 'K' = K(K'K) K", es simétrica, pues
(K(K'K)'KY)t = K(K~1(KY)"D)!K' = KK~1(K")"'K' = K(K'K)"'K"
d A A=LY(LLY) Y (K'K) 'K'KL = L*(LL*)"'L, es simétrica, pues

(Lt(LLt)—lL)t — Lt((Lt)—lL—l)tL — Lt(Lt)—lL—lL — Lt(LLt)—lL

Asi siempre existe una inversa generalizada de una matriz A.

Teorema 2.2.4.
Para cada matriz A existe una unica matriz A~ que satisface las condiciones de la
definicion 2.2.1. Esto es, cada matriz tiene una unica inversa generalizada.
Demostracion.
Supdngase que A; y A, son dos matrices inversas generalizadas de la matriz A. Se
probarda que A;” = A, . Cada una satisface las condiciones de la definicion 2.2.1.
Por ser A; inversa generalizada de A se tiene que
AA, A=A (2.2.3)
AA, AA, = AA,

Yaque AA, vy AA; son simétricas, se tiene que
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AA;” = (AAy7) = [(AA;7)(AA; )] = (A4;7)5(AA ) = A4, AA,

= AA,” (2.2.4)
Ahora se multiplica la ecuacion (2.2.3) por A, alaizquierda,

A, AA; A=A, A

Dada la simetriade A, A y A; A, se tiene
A,7A= (A7 A =4, A)(A, )] = (Al_A)t(Az_A)t =4, A4; A

— 4,4 (2.2.5)
Por ultimo, multiplicando la ecuacién (2.2.4) por A, alaizquierda, resulta

A, AA, = A, AA,

Asi, de acuerdo con la ecuacion (2.2.5) y la definicidn 2.2.1 se obtiene

Al_ = Al—AAl_ = (AI—A)Al_ = (AZ_A)AI— = AZ—AAZ_ = Az_.

Por lo tanto, A~ es Unica.

Teorema 2.2.5.

La matriz inversa generalizada de una matriz transpuesta es la transpuesta de la matriz
inversa generalizada, es decir, (AY)™ = (A7)t.

Demostracion.

Se Probard que (A7)" es la matriz inversa generalizada de A' y como ésta es Unica se

tiene que (49~ = (A7)~



Llamese A=KL como en la ecuacioén (2.2.1)

A™ = LY (LLY) Y (K*K) 1K' ya definidaen (2.2.2). Luego,

(45" = (KOTR (KO AL A = KKK ™ (LL) 7L
pues, At = L'K¢,

Por otra parte, de la ecuacidn (2.2.2) resulta

(A7) = [LELLY T (KA RS = (KPR [(LLYT] 7 (19

= K(K'K)"Y(LL)"'L

Asi, de las ecuaciones (2.2.6)y (2.2.7) se tiene que (4Y)~ = (47)%.

Teorema 2.2.6.

La matriz inversa generalizada de A~ es igual a A, es decir, (A7)~ = A.

Demostracion.
Sea (A7)~ la matrizinversa generalizada de A~, luego ésta satisface
. A (A7) A =4
i. (A7) A @A)y =A)
i. AT(A)"=[A"(A)7]

iv. (A7) A =[(A)A]

27

sea

(2.2.6)

(2.2.7)
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Ahora sustituyendo A por (A7)7, se tiene que las ecuaciones anteriores son iguales a
las de la definicién 2.2.1, y como la inversa generalizada de una matriz es Unica (teorema

2.2.4),se cumple que (A7) = A.

]
Teorema 2.2.7.
El rango de una matriz inversa generalizada de A es igual al rango de A.
Demostracion.
Sea A~ lainversa generalizada de la matriz A. Luego AA"A = A4, asi
rang(A) = rang(AA~A) <rang(A™) (2.2.8)
Por otra parte, yaque A"AA™ = A7, se tiene
rang(A~) = rang(A~AA~) < rang(A4) (2.2.9)
Por lo tanto, de las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.9) se obtiene que rang(A4) = rang(4™).
[

Corolario 2.2.1.

Si el rango de una matriz A es r, entonces el rango de cada una de las matrices A=, AA™,

A"A, AA"Ay A AA" es .
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Demostracion.
Sea A una matriz de rango ry A~ la inversa generalizada de A. Luego,
i. Delteorema 2.2.7 se tiene que rang(4A~) =rang(4) =r
i. rang(AA7)< rang(A")=r y r = rang(4) = rang(AA~A) < rang(447).
Asi, r <rang(AA") <r . rang(AA”) =r.
iii. rang(A"A)<rang(A")=r y 1r=rang(4A”) = rang(A"AA7) < rang(4A”A).
Asi, r <rang(A"A) <r . rang(A"A)=r.
iv. rang(AA~A) =rang(A) = r, por definicién de A~.

v. rang(A~AA~) =rang(A™) = r, por definicion de A~.

[]
Teorema 2.2.8.
Si A es una matriz simétrica, entonces A~ también es una matriz simétrica.
Demostracion.
Sea A una matriz simétrica, luego A = A'. Del teorema 2.2.5 se sabe que (4%Y) =
(A7) Porlotanto, (A7)f= (A" =4".

(]

Teorema 2.2.9.

Si A es una matriz no singular, entonces A~ = AL
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Demostracion.
Supdngase que A es una matriz no singular, entonces existe A~ la cual cumple con

AA™l = A71A =1, donde I, es la matriz identidad.

Sea A™ la matriz generalizada de A, luego de la parte i. de la definicidon 2.2.1 se tiene:
AATA=A
A 144" A=A"4A=1,

A A=1, (2.2.10)

También se tiene que,
AAAA™1 = A471

AA- =1, (2.2.112)

Por otra parte, como AA™1 =1, se tiene que AA™'A=A,yde A'A=1,; que
A TAA™ T = A7 1. Ademass,
(A—lA)t — At(A—l)t — At(At)—l — Idt — (A—lA)t

(AA™H)t = (A™HA = (A9 714 = 1, = (447

Por lo tanto, A~! satisface las condiciones de la definicidon 2.2.1, asi A~! es una inversa

generalizada de la matriz A.
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Luego de las ecuaciones (2.2.10) y (2.2.11) se tieneque A~ = A7 1.

Teorema 2.2.10.

Si A es una matriz simétrica e idempotente, entonces A~ = A.

Demostracion.

Sea A es una matriz simétrica idempotente, luego 4 = A* y A = A%. Si A” eslainversa
generalizada de la matriz A, se sabe que ésta cumple con las condiciones de la definicién

2.2.1.

Por otra parte, se tiene que A también satisface las condiciones, pues
a. AAA = AA = A (condiciéni vy ii)
b. AA = A essimétrica (condicidniii y iv)

Asi, del teorema 2.2.4 se obtiene que A~ = A.

Teorema 2.2.11.
Sea D una matriz diagonal, cuyos elementos en la diagonal vienen dados por dj;,

i=1,2,---,n. La inversa generalizada D~ de D es una matriz diagonal cuyos elementos

-1 . .
son dy ~,si dy # 0 ysoncerossi dj = 0.
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Demostracion.

Supodngase que D sea una matriz diagonal y sea D™ una matriz diagonal cuyos elementos
-1 . . / — . .

son d;; ,si d; #0 ysoncerossi d; =0.Se vera que D~ es la inversa generalizada

de D.

Si D= diag(dyy dyp, =, dpn) vy D™ = diag(dll_l, dzz_l,--- ,dnn_l), se tiene que
D™D = diag(ay1,a22,**, ann) Y DD~ = diag(by1, b22,**, bpy) son matrices diagonales
cuyos elementos son unos y ceros. Si d; =0 se tiene que d;; =a;; =b;; =0 vy si
dy #0, dyd;”" =dy; " 'd;; = a; = by = 1. Por lo tanto se cumple que:

a. DD D=D

b. D"DD™ =D~

c. D™D seasimétrica, pues es una matriz diagonal

d. DD~ sea simétrica, pues es una matriz diagonal

Asi D™ eslainversa generalizada de D.

Teorema 2.2.12.

Si A es una matriz m X n de rango m, entonces A~ = A'(AA)"t y AA" =1,. Si A

es de rango n, entonces A~ = (A'A)71A' y A=A =1,.
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Demostracion.
Supdngase que A es de rango m. Se vera que A~ = A'(AAY)™! cumple con las

condiciones dadas en la definicion 2.2.1.

a. AA"A=AA'(AA") 1A =4A'AYH1A71A=4A

b. ATAA™ = A'(AAY)"1AA'(AAY) 1 = AT (AAY) "1 (AAY)(AAY)™T = A (AAH) !
= A"

c. (AA)E=(A")At =[A'(AAY)1]PAY = [(AAD)1]H(AH At = (AAYH)1AAt
= I4, pues AA' es una matriz cuadrada de rango completo m

d. (A7A)"=A'(A7)" = A[A'(AAY)71]E = A (AAY) 718 (AY)t = AT (AAY) 1A

= A" A, es simétrica

Luego se cumple que AY(AA%)™! es una inversa generalizada de A sitiene rangom vy

ademds AA'(AAH 1 =1,.

Ahorasi A es de rango n se probard que A~ = (A'A) 1At verifica con las condiciones

dadas en la definicién 2.2.1.

a. AA~A = A(A'A)"1A'A = A(A*A)~1(AtA) = A
b. A~AA~ = (A'A)"1AtA(ATA)"1At = (AtA)"1(A'A)(ATA)~1At = (AtA)~1At

= A
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c. (AA)E=(A")A" =[(ATA)71ATAY = (AH(A'A)1]tAt = A(AtA) 1At
= AA~, es simétrica
d. (A~A)' = AL(A7)t = AL[(A'A)~1At]t = AT(AD)L[(ATA)"1]t = ATA(AAY)™!
= (A'4)(AAY) 1 =1, pues A'A es una matriz cuadrada de rango

completo n

Asi, (A'A)"'A! es una inversa generalizada de A si tiene rango n y también

(ATA)1AtA =1,

Teorema 2.2.13.

Las matrices AA~, A"A, 1, — AA™ y 1; — A™ A son todas simétricas e idempotentes.
Demostracion.

Si A~ eslainversa generalizada de la matriz 4 es claro que AA™ y A~ A son simétricas.
Se probara que son idempotentes,

(AA7)(AA7) = AA~ AA~ = AA™

(A"A)(A"A) =A"AA " A=A"A

Por otra parte,

(I;—AA ) =1, — (A4t =1, —AA~
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(I —AA )y —AA) =1, —AA"—AA" + (AA)? =1, — AA~— AA™ + AA-
=1,—AA"

(I —A A =1"- (A A =I,—A"A

Iy —A AUy —A A =1,-A"A-A A+ (A A’ =1,—-A"A-A"A+AA

=I,—AA

Asi, AA,A7A, I, — AA™ y I; — A A son todas simétricas e idempotentes.

Teorema 2.2.14.

Sea B una matriz mXr de rango v (r >0),y C una matriz r Xm de rango T1;
entonces (BC)” = C B™.

Demostracion.

Si B esunamatriz mXr derango r y € una matriz r X m de rango r del teorema
2.2.12 se tiene que:

B~ = (B'B)"'B!, ¢~ =cCt(CCH)!

Asi, € B~ =C'(CC") Y(B'B)"Bt. Ahora se verificarda que C”"B~ es la inversa
generalizada de BC.
a. (BC)C-B~(BC) = (BC)C'(CCY)~'(B'B)~'B' (BC)

= B(CCH(CCY)*(B'B)"}(B'B)C = BC
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b. C"B~(BC)C B~ = C'(CC")"*(B'B) 'B*(BC)C'(CC")"*(B'B) B!
= ct(cCcH)"*(B'B) ' (B'B)(CC)(CC') ' (B'B)'B*
= C'(CC")"*(B'B)'B' = C" B~
c. (BC)C"B™ = (BC)C'(CCH)™*(B'B)™*B' = B(CCY)(CCY)™*(B'B) 'B" =
B(B'B)™'B!
[B(B'B)~'B']* = (B")'[(B'B)"']'B* = B[(B'B)']"'B‘ = B(B'B)"'B!,  es
simétrica.
d. €C"B~(BC) = C'(CC")"*(B'B)"'B'(BC) = C'(CC")"'(B'B)"*(B'B)C
= ct(cchH)ic
[ct(ccH)™C]t = ct[(CeCt) 1]E(Ch)t = ct(cech)t]c = ct(cch) 2, es

simétrica.

Por lo tanto, C~ B~ satisface las condiciones de la definicién 2.2.1, luego (BC)” = C B™.

[

Teorema 2.2.15.

Sea A una matriz dada, luego (A*A)~ = A~ (AY)".

Demostracion.

Sea (A'A)” lainversa generalizada de la matriz A*A. Se probard que A~ (A%~ también

es una inversa generalizada de A'A yporende (A*4)” = A~ (4")".
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Ahora, se verificard que A~ (A")~ satisfaga las condiciones:
a. (A'A) A (AH) (A'A) =A'AA (A" A'A=A'AA (A4 ) A
= A'AA"AAA=A"AA A= A*A

b. A7(AY)™ (A'A)A~(AH) " =A"(AY)” A'AA~ (A" = A" (AA )'AA~ (AYH)~

=A"AA AA (AY) = A AA (AY)" = A" (4H”
c. (A'A)A~(AH =AAA)(AH = A'(AA)H(AYH~

=A'(AH"A'AYH) = AT (AH = (A"A) =474,
es simétrica

d A (A (A'4) =A7[(A) " A'IA=AT[AA]'A=A"AA"A= A4,

es simétrica

Por lo tanto, A~ (A")~ también es una inversa generalizada de A*A y como ésta es Unica

se tiene que (A'A)”" =A~(4Y)".

Teorema 2.2.16.

Sea P una matriz ortogonal de orden m X m, Q una matriz ortogonal de orden n X n,y
A una matriz de orden m X n. Entonces (PAQ)™ = Q*A™P*.

Demostracion.

Se probard que Q'A™P! es la inversa generalizada de PAQ, donde P es una matriz

ortogonal de m x m, PP = PP* =1,;, Q es una matriz ortogonal de n xn, Q'Q =
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QQt =1,y A esuna matriz de m X n. Para ello se verificard si Q*A~ P’ satisface las
condiciones de la definicién 2.2.1,
a. PAQ(PAQ)~ PAQ = PAQQ'A~P'PAQ = PAA-AQ = PAQ
b. (PAQ)~PAQ(PAQ)~ = QA~P'PAQQ'A~P! = Q'A-AA~P! = Q' A~ P!
c. PAQ(PAQ)” = PAQQ'A P! = PAA P! = P(AA")PY, es simétrica pues
AA~ essimétricay [P(AA7)P']* = P(AA™)'Pt = P(AA")P!
d. (PAQ)” PAQ = Q'A"P'PAQ = Q'A"AQ = Q'(A"A)Q, es simétrica ya que

A~ A es simétrica y también [Q'(A"4)Q]t = Q' (A" A)'Q = Q'(A"A)Q

Asi, setiene que (PAQ)” = Q'A"Pt.

Teorema 2.2.17.

Sea A una matriz de orden m X n, entonces AB = AA™ si, y solo si, B es tal que
ABA = A y AB es simétrica.

Demostracion.

Sea A~ lainversa generalizada de A.

Supdngase que AB = AA™. Luego:

ABA=AA"A=A4
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AB = AA™ essimétrica pues AA™ es simétrica.

Ahora supdngase qué ABA = A y AB es simétrica. Asi,
AB = AA"AB = (AA™)'(AB)! = (A7)'A'B'At = (A7) (ABA)! = (A){(A)t = (447 )¢

= AA™

Entre las multiples aplicaciones que tiene el concepto de inversa generalizada cabe
sefialar el papel que desempena en el analisis y solucién de sistemas de ecuaciones
lineales. En el caso de sistemas consistentes, permiten caracterizarlas y para sistemas
inconsistentes posibilitan hallar soluciones aproximadas. Se analizard con ayuda de la
inversa generalizada a determinar cuando existe una solucién al sistema de ecuaciones

lineales consistente Ax = b.

Teorema 2.2.18.

El sistema de ecuaciones lineales Ax = b es consistente si, y solo si, se verifica que
AA™b = b.

Demostracion.

Supdngase que el sistema Ax =b es consistente. Luego existe x, € R" tal que

Ax, = b. Como A~ siempre existe, se tiene que
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A Ax, = A"b
AA~Ax, = AA"b
Ax, = AA"b

b=AA"b

Ahora bien, si AA™b = b se probard que el sistema Ax =b es consistente. Sea
Xxg =A™ b, entonces Axy, = AA™b = b. Por lo tanto el sistema es consistente, puesto

que al menos xy = A~ b es solucién del mismo.

Teorema 2.2.19.

Si A es una matriz m X n de rango m, entonces el sistema Ax = b tiene una solucion.
Demostracion.

Sea A una matriz mXn de rango m, luego por el teorema 2.2.12 se tiene que
AA™ = 1,. Asi, se tiene AA™b = b, y por el teorema anterior se concluye que el sistema

Ax = b es consistente, por lo tanto, tiene una solucion.

Teorema 2.2.20.
Si A es una matriz m X n. El sistema lineal homogéneo Ax = 0 tiene una solucion que

no sea x = 0 si, y solo si, rang(4) < n.
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Demostracion.

Si x # 0 es una solucidn, se probarad que el rang(A) < n. Supdngase que no es asi, que
el rango de A no es menor que n. Luego, si Ax =0 se tiene que A“TAx=A4"0=0,
pero A"A =1, por el teorema 2.2.12, asi, x = A~ 0 = 0 lo cual es una contradiccion. Por

lo tanto rang(4) < n.

Ahora si rang(4A) < n se tiene que las columnas de A son linealmente dependientes.
Denotando a; las columnas, se tiene que A =[ay,a,, -, a,], donde cada a; son
linealmente dependientes, asi existen constantes x;,x,,+:*,x, no todas ceros tales que

n — -
i=1 AiX; = Ax = 0.

Teorema 2.2.21.
Si A es una matriz de orden m X n, A~ la inversa generalizada de A, y supongase que el
sistema Ax = b tiene solucion. Para cada vector h € R" de orden n X 1, el vector x,

es una solucion, donde:

xo=A"b+ (I, — A" Ah (2.2.12)

También, si x, es una solucion cualquiera del sistema, existe h € R"™ tal que x, puede

expresarse en la forma dada en la ecuacion (2.2.12).
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Demostracion.
Supodngase que el sistema tiene solucidén y se probara que el x, dado en la ecuacidn
(2.2.12) es una solucién del sistema, es decir, Axy, = b.

Por el teorema 2.2.19, se tiene AA™b = b. Asi,

Ax, = AA"b + A(I; — A" A)h
Ax, = AA"b + (A— AA"A)h
Ax, =AA"b+ (A— Ah
Ax, = AA"b

Ax():b

Por lo tanto, x, = A"b+ (I; — A"A)h es una solucion.

Ahora supdngase que X, es una solucion cualquiera del sistema y se probara que existe
h € R™ tal que x, puede expresarse en la forma dada en la ecuacion (2.2.12). Si x, es
una solucion del sistema se tiene,

A Ax,=A"b

oo A_b _A_Axo = 0

Sumando x, en ambos lados, se tiene:

xO = A_b + xO - A_Axo
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xo == A_b + (Id - A_A)xo

Luego, tomando h = x, se obtiene lo deseado.

Corolario 2.2.2.

Si el sistema Ax = b es consistente, el vector xy = A~b es solucion del sistema.
Demostracion.

Si el sistema Ax = b es consistente, por el teorema anterior, se tiene que xo =A™ b +

(I; — A~ A)h essolucion. Asi, haciendo h = 0 se tiene que x, = A~ b también lo es.

Corolario 2.2.3.

Si el sistema Ax = b es consistente, entonces la solucion x, = A™b es unica si, y solo si,
A A=1,

Demostracion.

Supdngase que el sistema es consistente. Luego por el teorema 2.2.22, se tiene que
xo=A"b+ (I; —A A)h es solucién, para cada vector h. Y desde luego, x, =A"b

para cada vector h, si, ysélosi, I; —A"A =0,asi, A A= 1,.
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Corolario 2.2.4.

Si el sistema Ax = b es consistente, donde A es una matriz m X n, entonces el sistema
tiene una solucion unica si, y solo si, el rango de A es n.

Demostracion.

Si el sistema Ax = b es consistente, del corolario anterior se tiene que el sistema tiene
solucién unicasi, y solosi, A“A = I;, yaque A esuna matrizde m X n, se tiene que el

rangode A"A yde I; es n.

Ahora bien, por propiedades del rango de una matriz se tiene que

rang(A) + rang(A~) — n < rang(4A~A) < min(rang(A4), rang(47))

Supdngase que el rangode A esr > 0, asi

2r —n < n <r, puesrang(4) =rang(47)

Por lo tanto, el rango de A es n, ya que de la ecuacidn anterior se concluye que r = n.

Por otro lado, si el rango de A es n, del teorema 2.2.12 se tiene que A~ A = I , luego

AAb =b y por el teorema 2.2.19 el sistema de ecuaciones lineales Ax =b es

consistente.
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2.3. INVERSA CONDICIONAL DE MATRICES.

Al igual que el concepto de inversa generalizada de una matriz, el concepto de inversa
condicional es de gran utilidad en los cursos de modelos lineales y en la caracterizacion del

conjunto solucion de sistemas lineales de ecuaciones.

Como se sabe, toda matriz A tiene una Unica inversa generalizada A~ y como se vera mas
adelante ésta, a su vez, por definicidn, es una inversa condicional A€. Asi que, toda matriz
A tiene al menos una inversa condicional, mas aun, una matriz A puede tener varias
(incluso infinitas) inversas condicionales, salvo cuando la matriz A es invertible, en cuyo

caso A~ ! es la Unica inversa condicional.

Existen diferentes métodos para calcular la inversa condicional, uno de ellos es el
siguiente:

i.  Tomar una submatriz de (XtX) de rango completo y orden igual al rango de XX
(submatriz no singular). Lldmese a esa submatriz B de orden k X k donde k =
rang(X).

ii. Invertir B.

iii.  Transponer B.
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iv.  Reemplazar con los elementos de B los elementos homélogos en (X*X) y sustituir
con ceros el resto para obtener la matriz € de orden p X p.

v.  Transponer C para obtener una inversa condicional de (X*X).

Para facilitar la comprensién de este procedimiento, se ilustrara aplicando los pasos a una

matriz A, de orden 5 X 5y de rango 4, dada por:

_
)
N

IS
O O O b
co b o
O OO D
oS o4

Se toma una submatriz de rango completo y de orden igual al rango de A (sub matriz no

singular). El rango de esta matriz A es 4, por lo tanto el orden de la sub matriz serd de

4 x4,
4 0 0 O
0 4 0 O
0 0 4 0
0O 0 0 4

Se invierte esta sub matriz para encontrar B



o ARk
o B»lRk o

S BHlRr O

BlR O

Se transpone B. En este caso B = Bfy B! = B (simétrica)

o AR

Bt

o Rk O

o Bl O
-Flr—k o

Se reemplaza en Ay se completa con ceros para encontrar C

0 0 0 01
010 0
4
ooloo

C = 4
ooolo

4

00001

4]
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Se vuelve a trasponer C para obtener una inversa condicional A€, por ser simétrica A, este
ultimo paso se puede obviar, ya que la traspuesta de una inversa condicional de una
matriz simétrica, es también una inversa condicional de esa matriz. Luego, A es una

inversa generalizada de A.

0 0 O 07
0 ! 0 0
4
0 0 ! 0 0
AC = 4
0 0 O ! 0
4
0 0 0 O !
i 4.

Definicion 2.3.1.
Sea A es una matriz de orden m X n, se dice que A€ es una inversa condicional de A si,

y solo si, satisface que AA°A = A.

Note que de la definicidon anterior se tiene que si A~ es una inversa generalizada de una
matriz A, también se tiene que A~ es una inversa condicional de A, es decir, toda inversa
generalizada es una inversa condicional de una matriz cualquiera, ya que la condicién de
que AA°A = A es la condicién i de la inversa generalizada. Pero no se cumple que toda

inversa condicional sea una inversa generalizada ya que necesariamente no se cumplen
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las otras tres condiciones de la definicién 2.2.1. Lo cual se expresa en el siguiente

teorema.

Teorema 2.3.1.

La inversa generalizada de una matriz A es también una inversa condicional de A, pero no

toda inversa condicional es necesariamente una inversa generalizada.

Los siguientes teoremas son una consecuencia de los teoremas 2.2.1 y 2.2.3 de inversas

generalizadas respectivamente.

Teorema 2.3.2.

Si la inversa condicional de una matriz A,y existe, entonces A€ es de orden n X m.

Teorema 2.3.3.

Cada matriz A tiene una inversa condicional pero puede no ser unica.

Dado que toda inversa generalizada es una inversa condicional de una matriz A
cualquiera se tiene que todos los teoremas expuestos en la seccidén anterior son aplicables

en esta seccion.
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Teorema 2.3.4.

Sea A una matriz de orden m X n de rango r > 0, entonces se cumple que:

Vi.

El rango de A€ no es menor quer, es decir, rang(A°) = rang(A4).

A°A y AA€ son matrices idempotentes.

rang(A°A) =rang(4A°) =r.

A€A = 1, si, y solo si, el rango de A es n.

AA° = 1, si, y solo si, el rango de A es m.

Si A€ es una inversa generalizada de A, entonces (A°)t es la inversa condicional

de At.

Demostracion.

Sea A€ lainversa generalizada de la matriz A. Luego AA°A = A, asi

rang(A4) = rang(AA°A) < rang(A°).

(ASA)(A°A) = AAA°A = A°A

(AA°)( AAS) = AA° AA° = AA°

Por una parte se tiene que rang(A°A) < rang(4) y rang(4A°) < rang(4).
Ademas ya que AA°A = A se tiene

rang(A) = rang(AA°A) <rang[A(A°A)] <rang(A°A) vy

rang(A) = rang(AA°A) < rang[(AA°)A] < rang(AA°)

Asi, rang(A°A) =rang(A4A°) =rang(4A) =r
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Dado que A una matriz de orden m X n entonces A°A4 es una matriz de orden
nxn.

Si A°A = I, entonces rang(A°A) = rang(I;), pero I; también es una matriz de
ordenn X n yasi rang(I;) = n, por lo tanto rang(A°4A) = n. Por otra parte se
tiene que rang(A°A) =rang(A), luego rang(4) = n.

Si el rango de A es n, entonces A°A es invertible, pues el rang(4°A) =
rang(A) =n, asi (A°A)° = (A°A)”L. Pero (A°A)° = A°A (teorema 2.2.14).
Luego (A°A)‘A°A=1,; -~ A°AA°A=1; - A°A=1,.

Dado que A una matriz de orden m X n entonces AA¢ es una matriz de orden
mXxXm.

Si AA° = I, entonces rang(AA€) = rang(I;), pero I, es una matriz de orden
m X m vyasi rang(I;) = m, por lo tanto rang(AA¢ ) = m. Por otra parte se tiene
que rang(AA€) =rang(A), luego rang(4) = m.

Si el rango de A es m, entonces AA° es invertible, pues el rang(4A°) =
rang(A) =m, asi (AA°)° = (AA°)~L. Pero (AA°)¢ = AAC (teorema 2.2.14).
Luego (AA°)CAA° =1, - AAAA =1, - AA° =1,.

Si  AA°A = A, se tiene que [AA°A]' = A%, pero [AA°A]' = [(AA°)A]t =
AY(AA)E = AT (A°)PAL. Luego A'(A°)'A' = A%, es decir, (A°)! es la inversa

condicional de At.
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Teorema 2.3.5.

Para una matriz A de orden m X n de rango r, se define K por K = A(A'A)°A".
Entonces K es invariante para una inversa condicional de A*A.

Demostracion.

Sean B y C dos inversas condicionales de A'A. Luego A'ABA'A = A'ACA'A v se
tomarda A = A;Ag, donde A; es de orden m X1, A g de orden r X n y ambas son de

rango r (la descomposicion de rango completo de la matriz A), asi

(ALAR)'ALARB(ALAR) A AR = (ALAR)'ALARC(ALAR) AL AR

AR'A; A ARBART A PA Ar = ARTA T AL ARCART AP A A (2.3.1)

Multiplicando la ecuacién anterior por (Ag")€ por la izquierda y por la derecha por (Ag)€

y dado que (AR")°AR" =1, y Ar(AR)€ = I, (teorema 2.3.4) se tiene

A 'A ARBARTAPA, = APAARCAREA A, (2.3.2)
Ya que A, es de orden completo por columnas se tiene que existe (A,A;)~" asi
multiplicando la ecuacién 2.3.2 por (ALtAL)‘1 a la derecha e izquierda se tiene
ARBAR" = ARCAR"
A ARBARA, " = A ARCAR'A, Y

ABA' = ACA*
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Como B y C son inversas condicionales de A'A se obtiene que K es invariante para

una inversa condicional de A'A.

Teorema 2.3.6.

A(A'A)At = AA™, donde (A'A) es la inversa condicional de AtA.

Demostracion.

Del teorema anterior se tiene que A(AYA) A’ es invariante para una inversa condicional

de A'A.Como (A'A)~ esunainversa condicional de A'A se tiene

A(ATA)At = A(A'A)"AF = AA~(AY)"A' = AA~(A7)'AT = AA(AA™) = AA-AA™

A(AtA)°At = AA™.

Teorema 2.3.7.

Definamos K por K = A(A*A)°A" igual que en el teorema 2.3.5, entonces
i. K essimétrica e idempotente.
i. rang(K) =rang(4) =r.

ii. KA=A, A')K=A"
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(A'A)C At es una inversa condicional de A para cualquier inversa condicional de
AtA.
A(A'A)C es una inversa condicional de A' para cualquier inversa condicional de

AtA.

Demostracion.

Sea K = A(A*A)°A’. Luego del teorema 2.3.6 se tiene que K = AA™. Asi,

Se probaraque K = Kt y K = K?2.

Kt =[AA7]t = AA~, yaque AA™ es simétrica.

K> =[AA"][AA"] = AA"AA~ = AA- = K

rang(K) = rang (AA™) pero rang(A) =r vy por el corolario 2.5.7 se tiene que
rang (AA™) = r asi, rang(K) =rang(4) =r.

KA=AA A=Ay A'K = A'K® = AT(AA")! = At (A7)A = AL(AD)-A* = A
Sea (A'A)° una inversa condicional de AYA. Luego A[(A'A)°A']A = KA =
AA~A = A, asi (A'A) A’ esuna inversa condicional de A.

Sea (A'A)° una inversa condicional de  AYA. Luego A'[A(A'A)°]At =
A'Kt = A'(AA) = A (A7)EAT = AL (AH)" At = A%, asi A(AYA)C es una inversa

condicional de At.
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El siguiente resultado es una consecuencia de los Teoremas 2.3.1 y 2.2.22

respectivamente.

Corolario 2.3.1.
Suponga que el sistema de ecuaciones Ax = b, Auna matriz de orden m Xn, tiene
solucion. Entonces para cada vector h € R™ de orden n X1, el vector x, es una
solucion, donde:

xXg=Ab+ (I; — A°A)h (2.3.3)
También, si x, es una solucion cualquiera del sistema, existe h € R™ tal que x, puede

expresarse en la forma dada en la ecuacion (2.3.3).



Capitulo 3.

Modelo Lineal.

El planteamiento y resolucion de ecuaciones matemadticas tienen como objeto relacionar
el comportamiento de una variable respuesta con el de una o varias variables explicativas.
Se puede distinguir entre diversos tipos de ecuaciones: lineales, no lineales, diferenciales,
etc. Se estudiara fundamentalmente las primeras, es decir, se considerard basicamente

relaciones de tipo lineal entre la variable respuesta y las variables explicativas.

Este tipo de relacidn se observa con relativa frecuencia en la naturaleza, que su principal
virtud es su facil manejo, su excelente y natural comportamiento desde el punto de vista
formal, la cual se puede considerar como relaciones lineales, asumiendo en consecuencia
cierto error como tributo a la sencillez del modelo. Cuando este error resulta excesivo se
buscan cambios apropiados en las variables que permitan establecer relaciones
aproximadamente lineales entre las variables transformadas. Se admite una variacién o
error de caracter aleatorio, lo cual conduce a considerar un modelo de tipo probabilistico.
Dado que las distribuciones de probabilidad no estan especificadas por completo, se

podria considerar un modelo estadistico, que se denomina Modelo Lineal.
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Los modelos lineales es una herramienta muy utilizada para el andlisis de datos que
presentan una relacién causa-efecto. El punto de partida en un modelo lineal son
conjuntos de datos que se presentan simultdaneamente, y que a priori pueden explicar el
comportamiento de la variable que se quiere analizar (la que se denomina la variable

respuesta o dependiente) a partir del resto.

Graybill (1976), define cuatro modelos que pueden ser utilizados para representar las

situaciones en el mundo real. Estos modelos los clasifica como cuantitativos y cualitativos:

I.  Modelos cuantitativos: Modelo Lineal General y Modelo de Regresidn lineal.

II.  Modelos cualitativos: Modelos de Disefios y Modelo de Componentes de Varianza.

Estos modelos estan estrechamente relacionados y los procedimiento para la elaboracién
de las inferencias revelan una gran similiud entre ellos. Los modelos expuestos

anteriormente pueden ser vistos como variaciones del Modelo Lineal General.

Basado en una revisién de Graybill (1976), se presentan a continuacidn algunos conceptos

basicos de Modelo Lineal.
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3.1. PLANTEAMIENTO DEL MODELO LINEAL.

Un Modelo Lineal consiste en expresar un variable Y como funcion de p variables
X1,X5, -+, Xp de la forma:

Y = ,31X1 + ﬁzXz + -+ ﬂpo + &,

donde, Y es aleatoria debido a que &, conocido como el término de error, es
considerado aleatorio, las X; no aleatorias, en general, y los f; son pardmetros

desconocidos. Estas consideraciones pueden ser detalladas en la siguiente definicion.

Definicion 3.1.1

Considere las n ecuaciones

Y, =XP_ XiiBi + &
i Z]-l l]lB] l} [ = 1, 2’...,n (311)

E(g) =0
donde,
1. Y; son variables aleatorias observables,
2. Xij, 1 < j < p son variables no aleatorias (en general) observables en un dominio
D:

3. pBj son parametros desconocidos definidos en un espacio Q;
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4. &; son variables aleatorias no observables, tales que E(g) =0, V(g) =0?%y
cov[si, sj] = 0;j para L # j.

Con estas especificaciones, el sistema (3.1.1) es definido como Modelo Estadistico Lineal.

Definicion 3.1.2
Considere la ecuacion matricial
Yix1 = XnxpBpx1 + Enx1s (3.1.2)
donde,
1. Y,«1 esunvector aleatorio observable;
2. Xuxp es una matriz de datos observables en un dominio D, no aleatorio, en
general;
3. Bpx1 esunvector de parametros desconocidos definidos en un espacio Q;
4. &£,y es un vector aleatorio no observable, tal que E(&,1) = 0, V(g,51) = 021y
y covlenxi] = Epxn.
Con estas especificaciones, el sistema (3.1.2) es definido como Modelo Estadistico Lineal

General.

Cuando se establece el supuesto de normalidad en la distribucion de los errores, esto es,
cada £,~N(0,02) y que son estocasticamente independientes, entonces se dice que el

modelo definido es un modelo lineal normal. Asi se tendra que
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Y~N(XB,0%l,),
es decir, Y sigue la distribucidn normal multiple multivariante de vector de medias Xf8 y
la matriz de covarianzas ¢2I,. Pues si, e~N(0,02%I;) se tiene que el vector de medias

de Y viene dado por:

E(Yyx1) = E(anpﬁpxl + &nx1)
E(Yyx1) = E(anpﬁpxl) + E(&nx1)

E(Yyx1) = anpﬁpxl

Y la matriz de varianza y covarianzas por I;(c?I1,)I,;" = oI,

Se encontrara la estimacion puntual del vector de parametros desconocido x4, el cual
se denotard por ﬁle y del pardmetro o2 denotado por 2, y también estimacién de
estos parametros a través de intervalos de confianza y las respectivas pruebas de
hipdtesis. Al hallar ﬁle, se estaria estimando el vector respuesta Y4, es decir, ¥4

donde:

Vi1 = XnXpom (3.1.3)

La estimacion del vector de parametros f,x; puede hacerse por via de maxima

verosimilitud, bajo el supuesto que se conozca la distribucion de los errores, maximizando
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la respectiva funcidn de verosimilitud siguiendo ésta la misma expresién de los errores,
pero considerada como funciéon dependiente de los parametros involucrados en el

modelo, es decir, B,x1, y 0%. Por esta via se logra estimara B,x1, y 0.

Cuando la distribucion de los errores en el modelo es desconocida, se puede obtener la
estimacion de f,1, por via de los minimos cuadrados, minimizando la correspondiente

suma de cuadros de los errores.

El proceso de estimacién de parametros, bien sea por via de maxima verosimilitud o por

minimos cuadrados, conduce al sistema de ecuaciones normales

XtXB = Xty (3.1.4)

Notese que este es un sistema de ecuaciones lineales, no homogéneo.

Todo esto, teniendo en cuenta lo que se conoce como rango de disefio al rango de la

matriz X, rang(X) = r. El valor de r es el nUmero efectivo de parametros del disefio, en

el sentido de que si v < p es posible reparametrizar el modelo para que r sea igual al

numero de parametros. En muchos casos el disefio verifica directamente que r = p. Es
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por ello que los modelos lineales pueden clasificarse en dos tipos: modelos de rango

completo, (r = p), y de rango incompleto o de rango deficiente, (r < p), (Kirk, 1982).

3.2. MODELO LINEAL DE RANGO COMPLETO: ESTIMACION DE PARAMETROS.

Considerando el modelo expresado en (3.1.2) con las caracteristicas dadas y que el rango
de la matriz X,4, es p, el modelo se denomina Modelo Estadistico Lineal de Rango
Completo, ya que Xy, es de rango completo por columnas, es decir, los p vectores
columnas de X son linealmente independientes. Sila matriz X es de rango completo, se
tiene que XtX también lo es, por lo tanto, el sistema expresado en (3.1.4) tiene solucidn

Unica.

Estimacion de los parametros.

(a) Método de minimos cuadrados ordinarios (MCO).

En el contexto habitual de trabajo e investigacion de los cientificos e ingenieros se puede

utilizar las diferentes herramientas que nos facilitan los métodos matematicos de ajuste.

Entre estos procedimientos, uno de los mas interesantes por la extensidn de su aplicacién

y por su flexibilidad, es el conocido como ajuste por el método de minimos cuadrados
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ordinarios, un método de ajustes de curvas que a principios del siglo XIX, en 1805, lo
publicé el matematico francés Adrien Legendre y Gauss lo utilizd en 1795 y lo publicé en

1809 (Stigler, 1999).

Bajo ciertos supuestos, el método tiene algunas propiedades estadisticas muy
interesantes que lo han convertido en uno de los mas eficaces y populares del analisis de
regresion. Los supuestos para su aplicacion son:
i. El modelo es lineal en los parametros.
ii. Losvalores de X son fijos en muestreo repetido.
iii.  Elvalor medio del error es cero, E(g) = 0.
iv.  Lavarianza de lo errores es constante, V(&) = d2.

V. No existe autocorrelacion entre los errores.

vi. Lacovarianza entre £ y X es cero, Cov (g,X) = 0.
vii.  El numero de observaciones debe ser mayor al nUmero de parametros a estimar.
viii.  Variabilidad en los valores de X.

ix. El modelo esta correctamente especificado tanto en la forma funcional como en

las variables que estan en el modelo.

El método de minimos cuadrados ordinarios permite ajustar un conjunto de datos

presentados en un diagrama de dispersion. El ejemplo mas simple de una aproximacién
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por minimos cuadrados es el ajuste a través del modelo y = 8, + f1x + &, a un conjunto
de parejas de datos observados. Una estrategia que obtiene la “mejor” linea a través de

los puntos es minimizar la suma de los errores residuales.

Se trata de hallar el conjunto de valores de los parametros B = (8, ---,,[?p) que

minimicen la suma de cuadrados S(B),

S(ﬁlrﬁzl ""ﬁp) =Ygt =Y (Y — BiXy — - ,épXip)zi (3.2.1)

Derivando respecto a los parametros B4, ,,*+, B, € igualando a cero, se tiene lo que se
conoce como sistema de ecuaciones normales (para mas detalles ver Graybill, 1976);

expresado ya en (3.1.4)

(X X)B = Xty (3.2.2)

Las cuales pueden resolverse mediante cualquier método apropiado para resolver
sistemas de ecuaciones lineales, para obtener de esta manera la estimaciéon del modelo.
La solucién unica de f es dada por:

B = (X'X)7'X'y (3.2.3)
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Ya que, en este caso, (X‘X)™! existe.

Asi, el vector estimado Y viene dado por ¥ = XB = X(X*X)"'X'Y = XX"Y, el cual es
el vector proyeccion de Y sobre el espacio ® generado por los vectores columnas de la

matriz X.

Figura 1. Proyeccién de Y sobre el espacio ® generado por los vectores columnas de la

matriz X. Fuente propia.

Como & = Y —Y esortogonal a 0, se verifica que €'Y = Yt0Y = 0.

La estimacion MCO es equivalente hallar la proyeccion ortogonal Y de Y sobre O, es

decir, que la norma euclidea de & sea minima, ya que la norma del vector estimado &

representa la distancia del vector Y sobre el espacio 0,
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2|l = &t& = [(Y -7 (- 17)] = [¥ — X(XtX)“IXY]IY — X(XtX)~1XtY]
2112 = [¥Y* — YEX(XEX)~1XE][Y — X(XX)~1XtY]
2112 = V[T — X(XEX) 1 XE][T — X(XEX) "1 XE]Y

1]l = Y*[I — X(X* X)Xty

Dividiendo ||€||? por n se obtiene el estimador del pardmetro o?;

62 = %Yt[l — X(XtX)—lxt]Y = %@t@' (3.2.4)

(b) Método de maxima verosimilitud.

Hasta ahora se ha visto el método de estimacién de minimos cuadrados ordinarios, que
consiste en asignar los parametros desconocidos de manera que la suma cuadrada del
error sea lo menos posible y que la Unica hipdtesis necesaria para garantizar la existencia
de los estimadores sea que la matriz X!X debe ser invertible. A continuacién se
presentara el método de maxima verosimilitud. Es un método de estimacién que propone
como estimador del pardmetro, el valor que maximiza la probabilidad de obtener las
observaciones muestrales disponibles. Fue recomendado, analizado y popularizado por R.
A. Fisher entre 1912 y 1922 (Ferguson, 1996), aunque habia sido utilizado antes por Gauss,

Laplace, Thiele y F. Y. Edgeworth (Hald, 1998).
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La diferencia con el método de estimacion minimos cuadrados ordinarios es que la

estimacion por maxima verosimilitud se basa en la hipdtesis que se establecen para la

distribucién de las variables aleatorias que aparecen en el modelo. El modelo que se

utilizara es el expresado en (3.1.2), bajo las hipdtesis expresadas anteriormente se tiene:
Yox1~N(XB,0%1,)

Por lo tanto, la funcién de densidad de probabilidad conjunta del vector aleatorio ¥ ,,; es:

N(Xﬁ,o‘zld) = e—%(Y—Xﬁ)t(JZId)_l(y_Xﬁ)

n n
(2m)2(0?)2
_ 1 v wpity—
N(XB,o2l,;) = —a—e L (-Xp)(V-Xp)
(2m)2(a2)2

Asi que, la funcién de verosimilitud correspondiente, denotada por L(B,5?2) es:

1
—W(Y—Xﬁ)t(Y—Xﬁ)

L(B,o?) =

— 7w =uf
(2m)2(0?)2

Luego se determinan las expresiones de By, Y o? que optimizan en el maximo de
L(B,c?). Para facilitar el proceso de derivacién y resolucién del sistema homogéneo que
se ha de plantear, se optimiza al logaritmo neperiano de L(f, %) (Ec. 3.2.5), la cual es una
funcion mondtona, continua y derivable y se optimiza en los mismos puntos de donde se

ha de optimizar L(B,5?),
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In(L) = —ZIn(2m) — ZIn(c?) — % (Y = XB)'(Y — XB) (3.2.5)
Luego derivando e igualando a cero la expresion anterior con respecto al vector B4, se

obtiene (para mas detalles ver Graybill, 1976):

(X'X)B = X'y
El mismo sistema de ecuaciones expresado en (3.1.4).

La solucién de este sistema nos conduce al estimador de f3,

B = (X'X)"'X'Y (3.2.6)

Ahora derivando (3.2.5) con respecto a 2 e igualando a cero y despejando, se obtiene el

estimador para g2,

6% = ~[¥'y — 2B*X‘Y + B*X'XB]

(3.2.7)

2 — _gtyg

S|r

o

De las ecuaciones 3.2.3, 3.2.4, 3.2.6 y 3.2.7, se puede concluir que bajo el supuesto de
normalidad la solucion al sistema de ecuaciones (XtX)ﬁ = X'Y, bien sea utilizando la

inversa generalizada o la inversa condicional, va a coincidir con las soluciones via minimos
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cuadrados y maxima verosimilitud, debido a que éstas son la misma inversa ordinaria de

(XtX), ya que esta es una matriz de rango completo, el cual es uno de los objetivos.

(c) Otro método.

Si la matriz XX es de rango completo, el sistema (3.1.4) tiene solucién Unica. Se tomara

S=X'Xvy s=X',asi (3.1.4) puede ser denotado como:

SB=s, (3.2.8)

donde, § es una matriz definida positiva. El método para resolverlo es el siguiente,

(Graybill, 1976):

Se factoriza § como producto de dos matrices § = AB, donde A es una matriz triangular
inferior y B es una matriz triangular superior (lo que se conoce como descomposicion LU),
por lo tanto el sistema (3.2.8) puede ser escrito como:

(AB)B =s, loqueesiguala

ABB) =s
Haciendo z = Bf se tiene

Az

Il
“»

(3.2.9)
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Como A estd en la forma triangular inferior, (3.2.9) se resuelve directamente para z y
como B es triangular superior se resuelve el siguiente sistema

BB =z (3.2.10)
Claramente la resolucion de ambos sistemas (3.2.9) y (3.2.10) es sencilla por tratarse de
sistemas triangulares y requiere menos operaciones que resolver X!XB = X'Y cuya

soluciones B = (X'X)~'X'Y.

Distribucion de los estimadores.

De acuerdo a que el modelo estd correctamente especificado la expresion f =

(X*X)~1X'Y puede escribirse como:

B = (XX)7IXY = (XIX) ' XE(XB + &) = B+ (XIX)'X'e (3.2.11)

El cual cumple con:
i. La distribucion del estimador es normal, ya que ﬁ es una funcion lineal normal
determinista de una variable aleatoria normal.
ii. El estimador es insesgado. Aplicando el operador de esperanza a ambos lados en

(3.2.11) se obtiene E(ﬁ) =B+ (X'X)"X'E(e) = B
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Por tanto, f# es un vector determinista, pero su estimador por MCO es un vector de
variables aleatorias normales, centradas en el valor que se quiere estimar. Para
caracterizar completamente la distribucién del estimador, es necesario obtener su matriz

de covarianzas. A partir de (3.2.11) se tiene:

cov(B) =E|(B - B)(B - B)'| = E(X*X) ' Xtee X (X' X))
= (X'X) "' X'E(e&)) X (X X) !

— O.Z(xtx)—l
Asi la matriz de covarianzas del estimador ﬁ puede estimarse usando la expresion:
cov(B) = 62(X' X)L,
ysi, E(6%) =a? ylosvalores de X son fijos, esta estimacién serd insesgada.

Asi,

BpxlNN(Bpxlr 62(th)_1)

Con respecto al estimador &2 =%Yt[I—X(XtX)‘1Xt]Y, se tiene que sigue una
distribucién Ji-cuadrada siempre que %[l — X(XtX)"1X%](0?%I,;) sea idempotente, de

acuerdo con Graybill (1976), pero:
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211 = XXX X (0210) | [ [1a — X(XX) 7 X (021)
=2 (09)?[1g - X(X'X)7'X'], ya que [I;— X(XX)'X‘] es una

matriz idempotente. Es decir, no cumple la condicion.

=2
Sin embargo, la variable % sigue una distribucién Ji-cuadrada con grados de libertad

rang[I; — X(X*X)"1X'] = n — p y pardmetro de centralidad dado por:

A= T;E(Yt)[ld — X(X*X)T'X']E(Y) = 2%2 X[, — X(X'X)T'X1XB

1 tyt t - t _L tyt _ —
A= B'X'[XB — X(X'X)"'X'XB) = o— B'X'[Xp — XB] = 0

Asi,

né?

2 2(n_
Por otra parte, ya que E %] =n —p, se tiene que E(6?%) = %p), lo que dice que el

2 = -28'¢ essesgado. Por lo tanto, para estimar la varianza del término de

3In

estimador &

error puede usarse la expresion:

n gte 1
= S = EE
(n—-p) n n-p

QD
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—~ A2

La cual produce estimaciones insesgadas. Ademas se tiene que f y & son
independientes, pues:
cov(B,6%) = E(62B) — E(B)E(6?) = 62E(B) — E(B)6? = 0, ya que la no correlacién

entre normales multivariantes implica su independencia.

Con todo esto, se ha probado el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1
Sea Y, ~N(XB,c%1,) con rang(X) = p. Entonces se tiene:

1. B = (X'X)"'XY es el estimador insesgado del vector de pardmetros f.

2 1
n-p

2 es el estimador insesgado del vector de parametro c?.

N
SN

3. Bpxl"'N(ﬂpxl: 632(th)_1)

4, @D
o

~X(n-p),0

5. B y 6% son independientes.

3.3. MODELO LINEAL DE RANGO INCOMPLETO

El modelo lineal de rango incompleto corresponde al modelo expuesto en (3.1.2), con las
mismas caracteristicas, donde el rango de la matriz X,,»,, es k, conn > p > k. En este

caso los p vectores columnas de X son linealmente dependientes.
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Cuando la matriz X no es de rango maximo, se tiene que X*X es singular y no es posible
obtener una inversa ordinaria. Ya se sabe que la solucidon puede ser la utilizacién de Ila
inversa generalizada, cuya solucidon no es uUnica debido a que la matriz de coeficientes es
de rango incompleto. En el caso de la regresién multiple es dificil, aunque no imposible,
gue alguna columna sea linealmente dependiente de las demas. Si ocurriera esto se dice
gue existe colinealidad entre las columnas de X. Sin embargo, el término colinealidad o
multicolinealidad se refiere al caso, mucho mas frecuente, de que la dependencia entre
las columnas no es exacta sino aproximada, es decir, a la quasi-dependencia lineal entre

las variables regresoras.

La multicolinealidad es una condicion intrinseca de los datos y esta puede provocar
problemas de computacidon de los pardametros y en el cdlculo de la precisién de los
mismos, entre ellos, los estimadores por minimos cuadrados son indeterminados y sus
varianzas tienden a ser grandes (Gujarati, 1992). Debido al gran tamafo de los errores
estandar, los intervalos de confianza para los parametros tienden a ser imprecisos. Para
casos con severa multicolinealidad, las cifras muéstrales pueden ser compatibles con un
conjunto de diversas hipotesis, por lo que la probabilidad de aceptar una hipdtesis falsa
aumenta. Por lo tanto, los estimadores de los coeficientes y sus errores estandar se
vuelven muy sensibles incluso a pequefios cambios en los datos, (Mansfield & Helms,

1982).
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Azocar, R (1986), estudié el problema de la multicolinealidad en casos de las
investigaciones agricolas. Encontré que los estimadores minimos cuadraticos presentaron
altas varianzas y una baja precision en comparacién con los estimadores obtenidos por
medio del analisis de componentes principales. El analisis de componentes principales
redujo la multicolinealidad presente en los datos y permitié una mejor interpretacion de
los resultados al hacer explicitas las dependencias lineales existentes entre las variables

regresoras.

Flores, J (2001), aplico el procedimiento de seleccion de variables Press-Ridge en la
estimacion de una variable repuesta en funcidn de tres variables regresoras colineales. Las
estimaciones de los pardmetros por minimos cuadrados ordinarios resultaron en valores
enormemente alejados de los valores verdaderos, con errores estdndar mdas de veinte
veces mayor que la varianza del error y en todos los casos, para el modelo con todas las
regresoras, los signos de las estimaciones resultaron contrarios a los correspondientes a
los parametros. Concluyd que el modelo seleccionado por el Press-Ridge tiene una suma
de cuadrados de prediccién inferior incluso al mejor de los modelos obtenidos mediante el
método minimos cuadrados ordinarios y sus coeficientes estdan menos alejados de los

valores verdaderos.

Entre las multiples formas de deteccion de la multicolinealidad se puede sefialar:



76

1.- Examen de la matriz de correlacion, si las variables regresoras X; y X; estan
correlacionadas entonces los elementos r;; de la matriz X'X en forma de correlacién
estan proximos a la unidad. También se ha planteado que si alguno de los coeficientes de
correlacion simples es mayor que el coeficiente de determinaciéon del modelo, entonces

existen razones para pensar que la multicolinealidad esta presente.

2.- Factores infladores de la varianza, se estudian los elementos rl-j‘l de la diagonal
principal de la matriz (X*X)™!, que son los factores infladores de la varianza, (VIF).
Algunos autores sefialan que si dos o mas VFI son mayores o iguales a 10, entonces se

evidencia la existencia de multicolinealidad entre las variables regresoras.

3.- Valores propios de la matriz XX, si existen dependencias lineales entre las variables

regresoras, entonces los autovalores de XtX estardn muy préximos a cero. También se

. . A . . .
puede estudiar la razén K(x) = max/l ~, que no es mas que el valor propio maximo
min

entre el valor propio minimo. Se han propuestos rangos que permiten aproximar la
severidad de la multicolinealidad: si 0 < K(x) < 100 no existen problemas serios de
multicolinealidad, si 100 < K(x) < 1000 se considera de moderada a fuerte y si

K(x) > 1000 existe severa multicolinealidad, (Montgomery & Peck, 1982).
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Por lo tanto, en presencia de multicolinealidad se tiene que el proceso de estimacion de
parametros, conduce al sistema de ecuaciones consistente XtXﬁ = X'Y, del cual se tiene
que la matriz XX es de rango k < p, pues X es de rango k < p, e infinitas soluciones
para el vector de parametros B,;. Si denotamos por ﬁ a la estimacion del parametro 8
se tiene que la solucion general al sistema de ecuaciones consistente sefalado arriba,
segun el Teorema 2.2.22, viene dada por:

B=XX)XY+[I,— (X*X)"(X'X)]b, b € E, (3.3.1)

O también (Corolario 2.3.1),
B = (X'X)°X'Y + [I; — (X*X)°(X'X)]b, b € E,, (3.3.2)
Bien sea considerando la inversa generalizada de Penrose (X‘X)~ o la inversa condicional

(X*X)€ de la matriz (XtX).

Siendo el estimador de g2 :
6% = (Y'y — B'X'y)

Sustituyendo B por las soluciones sefialadas arriba, se tiene que:

6% =~ (Y'Y — Y X(X'X)"X'Y) = = (Y'Y — B'X‘Y) (3.3.3)
O también:

67 =~ (Y'Y -V X(X'X)XY)==Y*[I - X(X'X)°X']Y  (3.3.4)
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Asi, se tienen infinitas soluciones de f y cada solucion maximiza la funciéon de
verosimilitud, lo cual implica que no hay un Unico estimador de maxima verosimilitud para

los pardmetros de B y o2 en el modelo.

Este es el proceso de estimacidn que se va a realizar en este trabajo para el Modelo Lineal
estadistico de Rango Incompleto, comparandolo con otros tres enfoques descritos abajo,
a través del coeficiente de determinacién y los intervalos de confianza obtenidos en cada

Caso.

a. Método del Modelo reducido.
Sea X; lamatriz n X k con las k =rang(X) columnas linealmente independientes de la
matriz de disefio X, entonces X = (X;|X,), donde X, = X;V, ya que las columnas de
X, son linealmente dependientes de las de X, por lo que existe una matriz V que hace

esto posible y por lo tanto, X = X;(I4|V). Asi,si B = (B1B2)" se tiene

XB = X1+ X2B8, = X1(B1+VB,) = X1B°

El modelo puede ser reescrito como: Y =X +&=X,8"+ & que es un modelo de
rango completo sobre X; equivalente sobre el modelo de rango incompleto
B =B +VB, = (X' X)'X,'Y

E(B*) = E((X:"X)'X,"Y) = E[(X,"X)) ' X,"(X,B* + &)] =E(B"+&)=p"
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cov(B) =E|(B = B)(B - B)| = E((X2" X)X, ‘et X, (X, X))
cov(B*) = (X,°X1) 7 X, E(ge) X, (X" X,) 7!

cov(ﬁ*) =o?(X," X))t

b. Método de Funciones estimables.
Cuando el rango de X es estrictamente menor que p, el sistema de ecuaciones lineales
X'XB = X'Y admite una infinidad de soluciones. Es este caso no todo es estimable, es
decir, hay ciertas funciones paramétricas lineales para los cuales no es posible construir
un estimador lineal insesgado. Tal observacién condujo, de acuerdo con Scheffé (1959), al

matematico hindu R. C. Bose, a la siguiente definicién:

Definicion 3.3.1.

En el modelo de rango incompleto Y = X + €, una funcion lineal del vector de
parametros 101+ €20, + -+ €pP, = PtB, se dice que es estimable si, y solo si, existe
una funcion lineal del vector aleatorio Y, c;Y; + c;,Y, + ++++ ¢, Y, = ¢'Y, el cual es un
estimador insesgado de €*B; es decir, E(c'Y) = €'B. Si tal vector ¢ no existe, entonces se

dice que €*B es linealmente no estimable.

Con esta definicion, se tiene entonces que todas y cada una de las ecuaciones lineales de

los parametros que intervienen en la parte izquierda del sistema de ecuaciones
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(X*X)B = X'Y, son todas “estimables”. Observe, (X*X)B contiene p ecuaciones lineales
de los parametros B's, si se le coloca a cada pardmetro la “tilde” de “estimacién”, esto es:

“B”, seria igual a una funcién lineal del vector aleatorio Y, ya que (X*X)B = X'Y.

Se probaran a continuacion algunas condiciones para que £B sea estimable, los detalles

referentes a las demostraciones ver Graybill (Graybill, 1976).

Teorema 3.3.1.
Considere el modelo de rango incompleto Y = X + €. Entonces una funcion lineal de f3,

LB, es estimable si, y sélo si, existe un vector ¢ de orden n X 1 tal que € = X'c.

Teorema 3.3.2.
Considere el modelo de rango incompleto Y = X + €. Entonces una funcion lineal de f3,
LB, es estimable si, y sélo si, se cumplen las siguientes condiciones:
i. € esunacombinacion lineal de las columnas de X°.
i. rang(X% #) =rang(X"
ii. rang(X'X, ) =rang(X‘X)
iv. €'X"X = €' para una inversa generalizada de X

v.  XY(XY)"€ = € para una inversa generalizada de X*
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Definicion 3.3.2.
Un conjunto m de funciones lineales de [; sea {t’ltﬂ, 2,8, ..., {’mtﬁ} se define como un
conjunto de m funciones lineales de [ estimables linealmente independientes si, y solo si,
se satisface que:

i t’itﬂ son estimables para cada i = 1,2, ---,m

ii. {flt, 2,5 ..., {’mt} son vectores p X 1 linealmente independientes

Teorema 3.3.3.
El numero de funciones estimables linealmente independientes de [ es igual al rango de

X, el cual es k.

Definicién 3.3.3.
El conjunto {31 ‘B, £,'B, ..., fmtﬁ} conforma un conjunto base de funciones lineales de [8
estimables si, y solo si, se satisface que:

i.  £;'B son linealmente independientes para cada i = 1,2, -+, m

i. rangX)=k=m

Se sabe que cuando la matriz de disefio es de rango incompleto la estimacién MC de los

parametros no es Unica pero la estimacidon de cualquier funcidon paramétrica estimable
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utilizando cualquiera de los estimadores MC si es Unica como lo formaliza el siguiente

teorema.

Teorema 3.3.4.
Considere el modelo de rango incompleto Y = X + € tal que E(€,41) =0, V(€yx1) =
021y y el sistema de ecuaciones X*XB = X'Y. Entonces:
i. Si LB es estimable entonces LB es invariante para alguna solucion B de las
ecuaciones dadas y €' = £'X"Y.
ii. Si €'B es estimable entonces LB es el mejor estimador de €.
i. 6%2= ﬁ (YLY — BX'Y) es invariante para alguna solucion B de las ecuaciones
dadas.

iv. 62 es un estimador insesgado de o*

Entonces, a partir del sistema de ecuaciones (XtX)ﬁ = X'Y, se tienen p ecuaciones
lineales de los pardmetros B's estimables, pero todas ellas en conjunto no son
linealmente independientes, se debe determinar un conjunto base de funciones lineales
estimables, conjunto que debe tener exactamente k funciones lineales estimables, ya que

el rango de X es k. A partir de aqui, hallar una solucidn al sistema.
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c. Método de Imposicion de restricciones.
Este método consiste en imponer un conjunto de restricciones sobre el vector de
parametros B del tipo VB = 0, agregando al sistema de ecuaciones original y asi obtener
un nuevo sistema de ecuaciones “ampliado” cuya matriz de coeficiente es de rango
completo. Las restricciones apropiadas, llamadas identificables, son aquellas que, para
cada X'Y, existe un tnico B que satisface (X'X)B =X'Y y VB =0, es decir, que

satisface:
[XfX Vt] [B] _ [XtY]
v 0110 0
La solucidn es simple. Se debe elegir como filas de V un conjunto de p — k vectores v;

de dimension p X 1 linealmente independientes que sean también linealmente

Xtx vt

v 0 ]de orden (2p — k) X

independientes de las filas de X. Asi, la matriz H = [

(2p — k) tendrd rango (2p —k) por lo tanto tiene inversa ordinaria y produce

soluciones unicas.

Dichas soluciones vienen dadas por:

8 =0 T
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Este método es muy util en los modelos de analisis de la varianza para los que V se halla
con mucha facilidad. La situacién acd es que se imponen restricciones sobre los

parametros que no son funciones lineales estimables.

Ahora bien, se va a plantear un modelo de rango incompleto, en el cual las soluciones al

2 se van a realizar

sistema de ecuaciones normales (X!X)B = XY y al pardmetro o
utilizando el método de modelo reducido, imponiendo restricciones, método de funciones
estimables, la inversa generalizada y la inversa condicional. Dichos métodos se van a
comparar entre si por medio del coeficiente de determinacién del modelo estimado

(Capitulo 4) y por medio de los intervalos de confianza para cada f; con un nivel de

confianza del 95% (a = 0,05) mediante la férmula:

18); = (/?]- — 2 /V(Bj), B+t /V(@)), donde, t5/% = t99%5 = 1,9886.



Capitulo 4.

Coeficiente de Determinacion.

4.1. DEFINICIONES BASICAS.

La varianza de los términos de perturbacién, o2, es una medida de la importancia que
tienen los factores no considerados en el modelo, en las variaciones de la variable
dependiente. Un valor alto de la varianza indicaria que los valores poblacionales de la
variable dependiente estan alejados de los valores tedricos que supuestamente deberia
tener, como consecuencia de la influencia de las variables explicativas incluidas en el
modelo. Esta situacidn se refleja en los valores muestrales lo que ocasiona que los datos
muestrales no se ajusten bien al modelo tedrico, los residuos seran grandes y s?
(estimados de 02) también serd grande.

Lla magnitud de o?

como medida de habilidad del modelo para explicar el
comportamiento de la variable dependiente, y por ende, la de s?> como medida de la
“bondad del ajuste” no son completamente adecuadas. Cuando se califica s? como grande

o pequefia, cabria preguntarse con respecto a que es grande o pequefia. Los valores de ¢

y s? estan afectados por la unidad de medida de la variable dependiente. Ademas, si se
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quiere comparar el grado de variacidon o la bondad del ajuste en distintos modelos se
necesita tener una medida standard que pueda usarse como indicador relativo de

comparacion.

Esta medida, para los datos poblacionales, la constituye el coeficiente de correlaciéon
multiple o su cuadrado, el coeficiente de determinacién multiple. Esta definido como el
porcentaje de variacion de la variable dependiente explicado por la influencia lineal de las
variables independientes. Este coeficiente es un parametro poblacional desconocido. Para
determinar la bondad del ajuste a partir de los datos muestrales se utiliza un estimador
del coeficiente, al considerar el modelo ajustado como un estimador de la verdadera
influencia que las variables explicativas tienen en la variable dependiente, el estimador

que se usa es R?, conocido como coeficiente de determinacién multiple muestral,

donde,
SCE = Suma de los cuadrados del error o suma de los cuadrados no explicada por el

modelo,

SCT = Suma de cuadrados total,
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n
ScT=> -7y
i=1

R? es un nimero comprendido entre cero y uno, un R? igual a uno, es decir, SCE = 0 si
y; = ¥;, implicaria un ajuste perfecto de los datos al modelo, mientras que, en el extremo
opuesto, un R? igual a cero, es decir, SCE = SCT, mostraria que no hay ninguna relacién
aparente entre la variable dependiente y las variables independientes, valores
intermedios de R? indican una mayor o menor relacién aparente entre la variable

explicada y las variables explicativas.

Ahora bien, dado que SCT = SCR + SCE, donde SCR es la suma explicada de los
cuadrados por el modelo o suma de cuadrados de regresidn, se tiene que (para mas

detalles ver Lépez, 2006):

P S WG S WRCAS 0%

n 2
SCT = Gi=¥V)? =YY - o rllyl) =YY —ny?
i=1
" 2
SCR = (9; — V)% = BtXty — (O 7113’1) _ BUXY — nP?
i=1
n
SCE= Y  (y;—9)=SCT —SCR =YY — B'X'Y
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Luego, si
. SCE _ SCR
- SCT  SCT
Se tiene que:
2 = BX'Y —n¥?
YtY — nY?

Dado que R? mide el porcentaje de variacidon de la variable dependiente atribuible a las
variables explicativas, su interpretacion debe hacerse con precaucion. Un coeficiente de
determinacidn alto, incluso igual a uno, no implica necesariamente que exista una relacion
tedrica intima entre las variables, si la alta correlacidn se debe a que exista una relacién
tedrica o a la casualidad debe determinarse a priori desde el punto de vista tedrico; esto
implica que antes de intentar medir la relacion entre las variables se debe analizar,
comprender y racionalizar las hipotesis tedricas sobre estas relaciones, no se debe hacer
analisis estadisticos de medicion de relaciones entre variables sin que exista una base

tedrica légica que justifique esa medicion.

Un coeficiente de determinacion muy pequefio, no implica necesariamente la inexistencia
de relacion entre la variable dependiente e independientes. Un R? cercano a cero, indica

que la funcion utilizada se ajusta mal a los datos reales de las variables, lo cual podria
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deberse a que las variables explicativas utilizadas son deficientes en el sentido de que sus
variaciones no afectan a la variable que se trata de explicar.
En el proximo capitulo se calculard el coeficiente de determinacién para cada uno de los

enfoques sefialados en los capitulos anteriores.



Capitulo 5.

Aplicacion y Resultados.

5.1. PROBLEMA.

Los datos que se van a analizar corresponden a un Trabajo Especial de Grado titulado
“Cambios en la actividad bioldgica del suelo e influencia del tipo de uso de la tierra sobre
la fertilidad del suelo en la escuela técnica San Luis, estado Falcén”, para optar al titulo de

Ingeniero Agrénomo de la Universidad Nacional Experimental Francisco de Miranda que

tiene como autor Vanessa Ruiz. Los datos son los siguientes:

b, b, b,
0,0073 2,4503 1,3119
0,6959 2,7643 0,9909
0,1522 0,7254 1,5114
0,1934 1,257 1,1112
0,1175 0,7909 0,84
0,1483 2,2933 0,9157
0,0086 0,4089 0,8955

a 0,1341 0,5828 0,8289
0,7628 1,2047 1,4583
0,0786 0,1754 0,4243
0,2682 1,5321 0,4364
0,6905 3,5568 0,7118
0,1419 0,5689 0,8104
0,2615 2,6797 1,313
0,169 2,8261 0,5736
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by b, b,
1,4972 1,4972 0,4713
1,6496 1,6496 1,9746
1,8567 1,8567 1,1794
0,944 0,944 1,315
1,7569 1,7569 0,6114
1,1508 1,1508 1,0597
1,6514 1,6514 0,6378
a, 1,7064 1,7064 1,0885
1,4995 1,4995 1,6085
1,2134 1,2134 1,7516
1,7455 1,7455 1,2016
1,4052 1,4052 3,1487
1,047 1,047 0,113
1,1548 1,1548 1,7728
1,5669 1,5669 0,4695
Tabla 1. Datos para el modelo factorial 2 X 3.

Se plantea un disefio factorial 2 X 3 con efectos fijos e interaccién, es decir, un disefio con
dos factores Ay B, con dos niveles el primer factor a; y a,, tres niveles para el segundo
factor by, by y bs.
El modelo viene dado por:

Y=XB+¢e, e¢~N(0,0%1,), (5.1)
donde,
p=1[ul, Bf=ptt a @) ]t =[r;7] a" =l[a;a; as],

(ta)t = [(ta); (ta)1, (ta) 3 (Ta),; (ta),, (Ta),3], X esla matriz de disefio.

El modelo también puede ser escrito como:
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Yijk = B+ T+ a5 + (Ta); + €
i=12;j=123;k=1,--,15
donde,
Yijk = Cambio de la actividad biologica del suelo e influencia del tipo de uso de la tierra
sobre la fertilidad del suelo en la escuela técnica San Luis, estado Falcon.
u = Media global del modelo.
T; = Efecto del i — ésimo implante la media global.
a; = Efecto del j — ésimo balance de nitrégeno sobre la media global.
(ta);; = Efecto combinado del i — ésimo implante y el j — ésimo balance de nitrégeno
sobre la media global.
&;jx = Error experimental aleatorio asociado al i — ésimo implante, el j — ésimo balance

de nitrégeno en la k — ésima réplica.

La informacién de los datos suele resumirse en la siguiente tabla:

Niveles del Niveles del Factor B
Factor A Media
1 2 3
Y111 V121 Y131
Y112 V122 Y132
1 Y1115 Y1215 Y1315 V1.
Y11, Yi2. Vi3,




Y211 Y221 Y231
YZ.12 y 222 Y2.3 2

2 YZ.115 }’2;15 YZ;,15 V2.
Y21, Va2 Y23,

Media Vi Vo Vs y

Tabla 2. Datos para el disefio factorial 2 X 3, con interaccién.

Asi, utilizando los valores de la tabla 1, se tiene:

Niveles del Niveles del Factor B
Factor A Media
1 2 3

0,0073 | 2,4503 | 1,3119
0,6959 | 2,7643 | 0,9909

1 0,169 | 2,8261 | 0,5736 | 092843

0,25532 | 1,58777 | 0,94222

1,4972 | 1,4972 | 0,4713
1,6496 | 1,6496 | 1,9746

2 1,5669 | 1,5669 | 0,4695 | 137986

1,45635 | 1,45635 | 1,22689

Media 0,85583 | 1,52206 | 1,08455 | 1,15415

Tabla 3. Medias para los datos de la Tabla 1.

La matriz de disefio es:
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La matriz de disefio, es una matriz de orden (90 X 12) de rango 6, por lo tanto se tiene

un modelo de disefio de rango incompleto por columnas.

Se sabe que el método minimos cuadrados y el método de maxima verosimilitud (bajo el
supuesto de normalidad) conducen al mismo sistema de ecuaciones (X!X)B = X'Y.

Ahora bien, como se estd trabajando con un modelo de rango incompleto (X‘X)™! no



95

existe, es por ello que para resolver el problema se analizaran los enfoques sefialados en
este trabajo que son: mediante un modelo reducido, a partir de funciones estimables o
mediante restricciones identificables sobre los coeficientes del modelo. También se
analizara utilizando la inversa generalizada y condicional para asi comparar dichos

métodos por medio del coeficiente de determinacion vy los intervalos de confianza de cada

B.

5.2. MODELO REDUCIDO.

Se tomard X, la matriz de orden (90 X 6) con las 6 = rang(X) columnas linealmente
independientes de la matriz de disefio X y X, la matriz de orden (90 X 6) formada con las

demas columnas de X, es decir,

X, = [Xi Xip Xia Xis Xi7 Xig], parai=1,2,---,90.

X, = [Xis Xie Xio Xi1o Xi11 Xi12], parai=1,2,--+,90.
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“90X%x6

(e} - O o o o
[e) - O o o O O (=]
— Sl O O [e)
o n
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-

et

X,V viene dada

Luego, la matriz V de orden (6 X 6), que cumpla con la condicién X,

por:
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orden (6 X 1).

Por lo tanto, el modelo ¥ = X;B* + € es de rango completo por columnas y podemos

estimar B*, donde B* = (X;"X,)"'X,'Y.

Las matrices (X;°X;) y (X,'Y) vienen dadas por:

45 45 15 15 15 15

tv 130 15 30 0 15 0
Xi'Xi=130 15 0 30 0 15

15 15 15 0 15 0
|-15 15 0 15 0 15J

90 45 30 30 15 15}

[103,8737]
| 49,4917

o | 25,6751 |

XY =| 35,9786 |

3.8298 |

| 21,8453 |

Donde,
0,0667 —0,0667 —0,0667 —0,0667 0,0667 0,0667]
|—0,0667 0,1333 0,0667 0,0667 —0,1333 —0,1333|
X ty )_1 _ | -0,0667 0,0667 0,1333 0,0667 —0,1333 —0,0667|
1 1 -

—0,0667 0,0667 0,0667 0,1333 -0,0667 —0,1333
0,0667 —-0,1333 -0,1333 —0,0667 0,2667 0,1333
l 0,0667 —0,1333 —0,0667 —0,0667 0,1333 0,2667J
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Asi, el vector de parametros estimado para el modelo de rango completo reducido es:

1,2269 |
0,3609 |

*

)

1,5619

[
o,
| 02847
| 01533 |

Y la respuesta estimada ¥* = X, B* es

10,2553

0,2553
1,4564

1,4564
1,5878

1,5878
1,4564

~
Il

1,4564
0,9422

0,9422
1,2269

11,2269150 41,

Enlacual, y*,, =y", ==y, =02553, y* , =y" ==y, = 14564,

Y01 =Y 321 = =Y 451 = L5878, ¥ =V = =Y g0 = 14564,

Vi1 =Y e = =Y 55, = 09422, Y =y, = =Yg = 1,2269



El coeficiente de determinacion viene dado por:

_(B)X:'Y —n(¥)?

R? YtY — n(Y)?2
Donde,
(B)X,'Y = 138,3178
Y'Y = 167,6120
n =90
Y =1,1542
Luego,

_138,3178 — 90(1,1542) _ 18,4218

2 —
167,6120 —90(1,1542)? 47,7160

0,3860

Y para los intervalos de confianza se tiene

Q
I

R 1 -
2 m(yty — (B)X,'Y)

2

6 (167,6120 — 138,3178)

90 -6

6% = 0,348740.
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Ahora se necesitan las varianzas de cada (ﬁ*)j, j=1,2, ---,6. Para ello se calculara la

covarianza de B, la cual viene dada por:
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Cov(B*) = 62(X,"X) !

Donde,

- 0,0667 —0,0667 —0,0667 —0,0667 0,0667 0,06671
—0,0667 0,1333 0,0667 0,0667 -0,1333 -0,1333
(X&tXi)_l _ —0,0667 0,0667 0,1333 0,0667 —0,1333 —0,0667
—0,0667 0,0667 0,0667 0,1333 —-0,0667 —0,1333

0,0667 -0,1333 -0,1333 —0,0667 0,2667 0,1333
L 0,0667 —0,1333 —-0,0667 —0,0667 0,1333 0,26674

Asi,

[ 00232 -0,0232 -00232 —0,0232 00232 0,0232
—0,0232 0,0465 0,0232 0,0232 —0,0465 —0,0465
Cov(B') = | —0,0232 0,0232 0,0465 0,0232 —0,0465 —0,0232
[ —0,0232 0,0232 0,0232 0,0465 —0,0232 —0,0465 |
| 0,0232 —00465 —0,0465 —00232 0,0930  0,0465 |
| 00232 —00465 —00232 —00465 00465  0,0930]

Luego:

1(8%): = (1,2269 — (1,9886),/0,0232 ; 1,2269 + (1,9886)4/0,0232)
1(8), = (0,9240; 1,5297), L(I(8*);) = 0,6057

1872 = (0,3609 — (1,9886),/0,0465 ; 0,3609 + (1,9886),/0,0465)
1(B"), = (=0,0679; 0,7897), L(I(B*),) = 0,8576

1875 = (0,2295 — (1,9886)/0,0465 ; 0,2295 + (1,9886),/0,0465)
1(8)s = (=0,1993; 0,6583), L(I(8*)s) = 0,8576

1(B"), = (—0,2847 — (1,9886)+/0,0465 ; —0,2847 + (1,9886),/0,0465)
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I(B"), = (=0,7135; 0,1441),  L(I(B*),) = 0,8576

1(8%)s = (~1,5619 — (1,9886)/0,0930 ; —1,5619 + (1,9886),/0,0930)

I(B")s = (=2,1683; —0,9554),  L(I(B")s) =1,2129

1(8%)¢ = (0,1533 — (1,9886),/0,0930 ; 0,1533 + (1,9886),/0,0930)

1(B")s = (=0,4531; 0,7597),  L((B*)s) = 1,2128

5.3. IMPONIENDO RESTRICCIONES.
Se debe encontrar un conjunto de 12 —6 =6 vectores v; de dimensiéon 12 X 1
linealmente independientes que sean también linealmente independientes de las filas de

X. Se tomara:

011000000000
000111000000
V:|000000111000|
looooooo0o0o011 1|
00000011000 o0
loooooooo11o0 ol
t t
Asi,H=[XVX (:/]dadapor:
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90 45 45 30 30 30 15 15 15 15 15 15
45 45 o0 15 15 15 15 15 15 0 0 0
45 0 45 15 15 15 0 O 0 15 15 15
30 15 15 30 0o O 15 0O 0 15 0 o0
30 15 15 0 30 0 0 15 0 0 15 0
30 15 15 o0 o0 30 0 0 15 0 0 15
15 15 ¢ 15 0 0 15 0 0 o0 0 0
15 15 o o 15 0 o 15 0 0 0 o
H=|15 15 0 o o0 15 0 0 15 0 0 o
15 0 15 15 o O o O 0 15 0 o
15 0 15 o0 15 0 0 O O o0 15 0
15 0 15 0 o0 15 0 0 0 0 0 15
o 1 1 o o O 0 O O o0 0 o
0O o o 1 1 1 0 o0 0 0 0 o
o 0 o0 O 0 o0 1 1 1 0 0 o
0o o o O O o O o o 1 1 1
o 0 o O o0 o 1 1 0 o0 o0 O
lo o O O O 0o O o 1 1 o0 O

0 0 o0 o0 0 O

1 0 o0 0 0 O

1 0 o0 0 0 O

0 1 0 o o0 O

0 1 o0 o0 o0 O

01 o0 o0 o0 O

0 0 1. 0 1 0

0 0 1 o0 1 O

0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 o 1

0 0 o 1 0 O

0 0 0 1 0 O

0 0 0o o o0 O

0 0 0 00O

0 0 0 0 0 o

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0o 0 0 0 ol

Es una matriz cuadrada de orden (18 X 18), de rango completo por columnas y por ende
invertible. Luego,

Bl=px Y

Donde,



Asi,

Es decir,

0

o]-

[X*Y]= 5454/229

9868/95
8958/181
4840/89
6085/237
6728/187
2111/50
6323/1651
3954/181

3954/181
28309/2003
3239/176
0

(el N NN

1,1542
—0,0543
0,0543
0,2479
—0,7358
0,4880
—1,0924
1,0924
1,1370 x 10716
—1,1370 x 10716
0,4696
—0,4696
0
—1,0658 x 10714
0
—1,7764 x 10715
3,5527 x 10715

0

103
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1,1542

—0,0543

0,0543

0,2479

—0,7358

_ 0,4880

Br = _10924
10924

1,1370 x 10-16

—1,1370 x 10-16
0,4696
—0,4696

Luego,
r0,25537

0,2553
1,4564

1,4564
1,5878

1,5878
1,4564

1,4564
0,9422

0,9422
1,2269

-1,2269. 90x12

Enlacual, yi1 =Yy21 = = Y151 = 0,2553, Y161 = Y171 = *** = Y301 = 1,4564,

Y311 = Y321 = = Yas1 = 1,5878, Y461 = Vaz1 = =+ = Yeo1 = 1,4564,

Ye11 = Ye21 =+ = Y751 = 0,9422, y,61 = Y771 =+ = Ygo1 = 1,2269
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El coeficiente de determinacion es:

_138,3178 —90(1,1542)* 18,4218
~167,6120 — 90(1,1542)2 47,7160

2 = 0,3860

Donde,
(B,)EX'Y = 138,3178

Y'Y = 167,6120

Por otro lado,

QD

1 t n \tyt
2=m(y Y — (B,)'X'Y)

6’2

(167,6120 — 138,3178)

90 -6

6% = 0,348740.

Por lo tanto,

e ) -

En este caso la matriz de covarianza es una matriz de orden (18 X 18), en la cual las
varianzas de los (Br)j, j=12, ---,12 son:
V(:ér)l = V(:ér)z = V(:ér)3 = 0,0039, V(:ér)ll = 0,0155, V(:ér)S = 0,0310,

V(B = 0,0155  V(B,), =V(B)g = 0,0310, V(B,)e = 53732 x 10734,
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V(:ér)lo =0, V(Br)ll = V(,ér)u = 0,0310

Asi los intervalos de confianza son:

1(8): = (1,1542 — (1,9886),/0,0039 ; 1,1542 + (1,9886),/0,0039)
1(8,), = (1,0300; 1,2783),  L(I(B,);) = 0,2483

1(8,); = (—0,0543 — (1,9886),/0,0039 ; —0,0543 + (1,9886),/0,0039)

1(B,), = (—0,1784 ; 0,0698),  L(I(B,);) = 0,2482

1(8,)s = (0,0543 — (1,9886),/0,0039 ; 0,0543 + (1,9886),/0,0039)
1(B;)s = (—0,0698 ; 0,1784),  L(I(B,)3) = 0,2482

1(8)s = (02479 — (1,9886)/0,0155 ; 0,2479 + (1,9886),/0,0155 )
1(B,)s = (—3,2129 x 107* ; 0,4954),  L(I(B,),) = 0,4961

1(8,)s = (—0,7358 — (1,9886),/0,0310 ; —0,7358 + (1,9886),/0,0310)
1(B;)s = (—1,0859 ; —0,3856),  L(I(B,)s) = 0,7002

1(8)s = (04880 — (1,9886)/0,0155 ; 0,4880 + (1,9886),/0,0155 )
1(B,)¢ = (0,2404 ; 0,7355),  L(I(B,)s) = 0,4951

1(8,); = (=1,0924 — (1,9886),/0,0310 ; —1,0924 + (1,9886),/0,0310)
1(B,); = (—1,4425 ; —0,7422),  L(I(B,);) = 0,7002

1(8)s = (1,0924 — (1,9886),/0,0310 ; 1,0924 + (1,9886)/0,0310)

1(B,)s = (0,7422 ; 1,4425),  L(I(B,)s) = 0,7003
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1(8)s = (1,1370 x 10716 — (1,9886)/5,37 X 10-3# ; 1,1370 x 10716
+ (1,9886)y/5,37 x 10-34)

1(B,)s = (6,7617 x 10717 ; 1,5978 x 1071¢),  L(I(B,)s) = 9,2165 x 10~17
1(B)10 = (1,137 x 10716 — (1,9886)V0 ; —1,137 x 1071° + (1,9886)v/0) = 0

1(8)11 = (0,4696 — (1,9886),/0,0310 ; 0,4696 + (1,9886),/0,0310)

1(B)1, = (0,1194 ; 0,8197),  L(I(B,)1,) = 0,7003

1(B)12 = (—0,4696 — (1,9886),/0,0310 ; —0,4696 + (1,9886),/0,0310)

1(By)1, = (—0,8197 ; —0,1194),  L(I(B,)12) = 0,7002

Este método, presenta el siguiente inconveniente: “las ecuaciones lineales de los
parametros que se agregan tienen la particularidad de no ser estimables ya que no son
contrastes”. Es por ello, que un problema interesante para el investigador es establecer si

las funciones de interés son o no estimables.

5.3.1. FUNCIONES ESTIMABLES.
Para encontrar dichas funciones se utilizaran las ecuaciones normales las cuales vienen

dadas por:

2 3 3
904 + 45 z Z 415 Z(fa)ij —y
i=1 j=1 j=1
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3 3
450 + 45, + 152 & + 15 Z(fa)i,- _—

j=1 J=1
2 2
304 + 152%i +30a; + 15 Z(fa)ij =y
i=1 i=1
154 + 15%; + 15&; + 15(7a);j = y;j.

De donde se tiene que, u + 7; + a; + (ta);; para i =1,2 y j=1,2,3 forma un conjunto

base de funciones estimables que corresponde a las expresiones:

U+t +a;+ (ta)y (5.2)
U+t +a,+ (ta), (5.3)
U+t +as+ (ta)s (5.4)
U+t +a;+ (ta),; (5.5)
U+ T, +a, + (ta),, (5.6)
U+ T, +as+ (Ta),; (5.7)

Y ademas se tiene, que el mejor estimador de 7; es ¥; —y_ vy el mejor estimador de q;

es yj—Jy.

Asi, utilizando los valores de la tabla 3, se tiene:
ty=y.—y. =~ 3 =-0,22572

T, =Y. =Y. w1, =0,22571
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@ =y1.-y @, = —0,29832
&2 = }_/_2_ - :)_7 &2 = 0,36791
s =y3 —y az = —0,0696

Ademas, de las ecuaciones (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) y (5.7) se tiene que

)=y —A—-t1— & (Ta),;; = —0,37479
(T@)12 = Y12. — A — 11 — @y (Ta)i2 = 0,29143
(T@)13 = Y13. — i — T — @3 (Ta),3 = 0,08339
(T@)z1 =Y21. —A— T — @y (Ta),; = 0,37481
(TQ)z2 =Yoo —A— T2 — @, (Ta)z, = —0,29142
(TQ)z3 = Yo3. — A — T2 — @3 (Ta),; = —0,08337

Por lo tanto, el vector de pardmetros utilizando funciones estimables es:

r1,15415 1
—0,22572
0,22571
—0,29832
0,36791
~ | —0,0696
Be=1_0,37470
0,29143
0,08339
0,37481
—0,29142
[—0,083371

Y la respuesta estimada:
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10,25537

0,2553
1,4564

1,4564
1,5878

1,5878
1,4564

1,4564
0,9422

0,9422
1,2269

11,2269154, 1,

Enlacual, y1; =y21 =+ =y151 = 0,2554, Y161 = Y171 = *** = Y301 = 1,5878,

Y311 = Y321 = =+ = Yas1 = 0,9422, Yie1 = Ya71 = - = Y751 = 1,4564,

Y761 = Y771 = *** = Y901 = 1,2269

El coeficiente de determinacion es:

B. XY, = 133,0803
Y'Y = 167,6120
n =90
Y = 1,1542

~133,0803 — 90(1,1542)2 13,1843

2 = = =
167,6120 —90(1,1542)2 47,7160

0,2763



En este caso, los intervalos de confianza vienen dados por:

a: y;—y itab(m—n pr , j=1,2,3.
2(a—1)(b—1)
— a/2
(T®)ij: Vij. = V.. T tapm 1)\/ b
donde,
1 2 3 15
A2 _ txty
7 T 6+15-6) ZZ (v uk) B XY
i=1 j=1 k=1
2 3 15
A 1 t t
6= D () - Borxty
i=1 j=1 k=1
o1
6? = 27 [167,612003 — 133,0803]
52 = 0,411091
Asi,
0,411091
ey +t® —5g = L15415 % (1,9886)/0,004567 = (1,0197; 1,2885)

L(I(w)) = 0,2688
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0,411091(2 — 1
T Vo — V. o j 90( ) _ —0,22572 + (1,9886),/0,00456

I(t;) = (—0,3599; —0,0914) L(I(ry)) = 0,2685

= 0,22571 + (1,9886),/0,00456

L 0,411091(2 — 1)
Tyt Yo~y % tgfzs\/ 90

I(t,) = (0,0914 ; 0,3599) L(I(zy)) = 0,2685

0,411091(3 — 1
a;: yq —ymitgfzs\/ 90( ) _ —0,29832 + (1,9886),/0,00913

I(e;) = (—0,4883; —0,1083)  L(I(ay)) = 0,3800

= 0,36791 + (1,9886),/0,00913

0,411091(3 -1
az Yo =Y. Etgy J G-

90
I(a;) = (0,1778;0,5579) L(I(a3)) = 0,3800
0,411091(3 — 1
Azt Y3 — Y.+t \/ 90( ) _ —0,0696 + (1,9886),/0,00913
I(a3) = (—0,2596;0,1204) L(I(a3)) = 0,3800

0,411091(2-1)(3—-1
(t)11: Qi —fA—T1— ) £ tgfzs\/ (90 it )

(ta)1,: = —0,37479 + (1,9886)/0,00913

I((ta)11) = (—0,5647 ; —0,1846) L(I((za),1)) = 0,3800
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0,411091(2—-1)(3—1
(Ta)12: V2. — -1 — @) tgfzs\/ (90 X )

(ta)y,: 0,29143 + (1,9886),/0,00913

I((ta)12) = (0,1014;0,4814) L(I((tra)1z)) = 0,3800

0,411091(2—-1)(3—-1
(ta)iz: (13— A— 11 —d3) % tglxozs\/ (90 . )

(ta),3: 0,08339 + (1,9886),/0,00913

I((ta)13) = (—0,1066;0,2734) L(I((za)3)) = 0,3800

0,411091(2—-1)(3—1
(ta)z1: (Vo1 —fAi—1T,— @) % tgfzs\/ (90 X )

(ta),y: 0,37481 + (1,9886),/0,00913

I((ta);1) = (0,1847;0,5648) L(I((za)21)) = 0,3800

0,411091(2-1)(3 -1
(ta)zz: (V2. —A—T,— @z ) % tgéozs\/ (90 . )

(ta)z,: —0,29142 + (1,9886),/0,00913

I((ta)37) = (—0,4814; —0,1014) L(I((za)2z)) = 0,3800

0,411091(2—-1)(3—-1
(Ta)23: Vo3, —A—1,—d3) t tgfzs\/ (90 X )

(ta),3: — 0,08337 + (1,9886),/0,00913

I((ta)23) = (—0,2733; 0,1066) L(I((ta),3)) = 0,3800
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5.4. ESTIMACION A TRAVES DE LA INVERSA GENERALIZA E INVERSA CONDICIONAL.

Se debe encontrar una estimacion de B, haciendo uso de las ecuaciones 3.3.1 y 3.3.2,

tomando el caso particular que b = 0,4, bien sea utilizando la inversa generalizada,

B = (X!X)"X'Y 6 lainversa condicional, B = (X!X)°X'Y de (X‘X), donde,

9868/95
8958,/181
484089
6085237
6728/187
| 2111750
XY =1 6323/1651
3954/181
5454/229
3954/181
28309/2003
| 3239/176 |

Primero se calcula la inversa generalizada de la matriz (XX). Para ello se utiliza la funcién

“pinv” del software matematico MATLAB 7.5.0, la cual retorna la inversa generalizada de

Moore-Penrose de una matriz dada. Asi,



Xtx)~ =

1/360
1/720
1/720
1/1080
1/1080
1/1080
1/2160
1/2160
1/2160
1/2160
1/2160
[ 1/2160

1/2160
1/432
—1/540

11/2160
—1/432
—1/432
11/432
—5/432
—5/432

—11/540

Luego,

Asi,

1/108
1/108

1/720
1/144
-1/180

1/2160
1/2160
1/2160

1/432
1/432
1/432
—1/540
—1/540
—1/540

1/2160

1/432
—1/540
—1/432

11/2160

—1/432
—5/432
11/432
—5/432
1/108
—11/540
1/108

1/720 1/1080
~1/180 1/2160
1/144 1/2160
1/2160 1171080
1/2160 —1/216
1/2160 —1/216
~1/540  11/2160
—1/540  —1/432
—1/540  —1/432
1/432  11/2160
1/432 —1/432
1/432 —1/432

1/2160  1/2160
1/432 —1/540
—1/540 1/432
—-1/432  11/2160
—-1/432  —1/432
11/2160  —1/432
-5/432  —11/540
—5/432 1/108
11/432 1/108
1/108 11/432
1/108  —5/432
—11/540  —5/432
F0,5771 7
0,2478
0,3293
—0,0065
0,2224
~ | 03611
Bs=|_0,5630
0,4090
0,4018
0,5565
—0,1866
[—0,0406.

1/1080

1/2160

1/2160
-1/216
11/1080
-1/216
—1/432
11/2160
—1/432
—1/432
11/2160
—1/432

1/2160
—1/540
1/432
—1/432

11/2160
—1/432
1/108
—11/540
1/108
—5/432
11/432
—5/432
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1/1080
1/2160
1/2160
-1/216
-1/216
11/1080
—1/432
—1/432
11/2160
—1/432
—1/432
11/2160

1/2160
—1/540
1/432
—1/432
—1/432
11/2160
1/108
1/108
—11/540
—5/432
—5/432

11/432 |




10,2553

0,2553
1,4564

1,4564
1,5878

1,5878
9 = 11,4564

=)
I

1,4564
0,9422

0,9422
1,2269

F1,2269490417

Enlacual, yi1 =Y21 = =Y151 = 0,2553, Y161 = Y171 = *** = Y301 = 1,4564,

Y311 = Y321 = =+ = Yas1 = 1,5878, Yie1 = Yaz1 = - = Yeo1 = 1,4564,

Yo11 = Ye21 = ** = Y751 = 0,9422, Y,61 = Y771 = *** = Y901 = 1,2269

El coeficiente de determinacién viene dado por:

_138,3178 — 90(1,1542)? 18,4218
~ 167,6120 — 90(1,1542)2 47,7160

2

= 0,3860,

donde,
(By)'X'Y = 138,3178
Y'Y = 167,6120

n =90

116



Ahora se calcularén las varianzas de cada (fg);, j =

Luego,

Cov(ﬁg) =

0,0005
0,0005
0,0003

0,0003
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002
0,0002

L 0,0002

10,0010

n—=k

90 -6

6% = 0,348740.

Y = 1,1542
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1,2, :-+,12; paraello se tiene que:

(Yty — (B,)tXtY)

(167,6120 — 138,3178)

Cov(B,) = 62(X*X)~

0,0005

0,0024

—0,0019
0,0002
0,0002
0,0002
0,0008
0,0008
0,0008

—0,0006

—0,0006

—0,0006

0,0005
—0,0019

0,0024

0,0002
0,0002
0,0002
—0,0006
—0,0006
—0,0006
0,0008
0,0008
0,0008

0,0003
0,0002
0,0002

0,0036

—0,0016
—0,0016

0,0018
—0,0008
—0,0008

0,0018
—0,0008
—0,0008

0,0003
0,0002
0,0002
—0,0016
0,0036
—0,0016
—0,0008
0,0018
—0,0008
—0,0008
0,0018
—0,0008

0,0003
0,0002
0,0002
—0,0016
—0,0016
0,0036
—0,0008
—0,0008
0,0018
—0,0008
—0,0008
0,0018
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0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 1
0,0008 0,0008 0,0008 —0,0006 —0,0006 —0,0006
—0,0006 —0,0006 —0,0006 0,0008 0,0008 0,0008
0,0018 —0,0008 —0,0008 0,0018 —-0,0008 —0,0008
—0,0008 0,0018 —0,0008 —0,0008 0,0018 —0,0008
—0,0008 —0,0008 0,0018 —-0,0008 —0,0008 0,0018
0,0089 —0,0040 —0,0040 —0,0071 0,0032 0,0032
—0,0040 0,0089 —0,0040 0,0032 —-0,0071 0,0032
—0,0040 —0,0040 0,0089 0,0032 0,0032 —0,0071
—0,0071 0,0032 0,0032 0,0089 —0,0040 —0,0040
0,0032 —0,0071 0,0032 —0,0040 0,0089 —0,0040
0,0032 0,0032 —0,0071 —-0,0040 —0,0040 0,0089.

Por lo tanto, los intervalos de confianza vienen dados por:

1(85): = (0,5771 — (1,9886),/0,0010 ; 0,5771 + (1,9886)+/0,0010)
1(By): = (0,5142; 0,6399),  L(I(By)1) = 0,1257

1(8)2 = (0,2478 — (1,9886)/0,0024 ; 0,2478 + (1,9886),/0,0024)
1(B,). = (0,1503 ; 0,3452),  L(I(B,)2) = 10,1949

1(8,)s = (0,3293 — (1,9886)/0,0024 ; 0,3293 + (1,9886),/0,0024)
1(B,)s = (0,2318 ; 0,4267),  L(I(B,)3) = 10,1949

1(B5)s = (—0,0065 — (1,9886),/0,0036 ; —0,0065 + (1,9886),/0,0036)
1(B)s =(—0,1258 ; 0,1128),  L(I(B,)+) =0,2386

1(8,)s = (0,2224 — (1,9886)/0,0036 ; 0,2224 + (1,9886),/0,0036)
1(B,)s =(0,1030 ; 0,3417),  L(I(B,)s) = 0,2387

I1(B,)s = (0,3611 — (1,9886),/0,0036 ; 0,3611 + (1,9886)/0,0036)
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1(By)e = (0,2417 ; 0,4804),  L(I(By)e) = 0,2387

1(By); = (—0,5630 — (1,9886),/0,0089 ; —0,5630 + (1,9886),/0,0089)

1(By)7 = (—0,7506 ; —0,3753),  L(I(By);) = 0,3752

I1(B4)s = (0,4090 — (1,9886),/0,0089 ; 0,4090 + (1,9886)/0,0089)

1(B)s =(0,2213 ; 0,5966),  L(I(By)s) = 0,3753

I1(B4)s = (0,4018 — (1,9886),/0,0089 ; 0,4018 + (1,9886),/0,0089)

1(By)e = (0,2141 ; 0,5894),  L(I(By)9) = 0,3753

1(B5)10 = (0,5565 — (1,9886),/0,0089 ; 0,5565 + (1,9886),/0,0089)
1(By)10 = (0,3688 ; 0,7441),  L(I(By)10) = 0,3753

1(85)11 = (—0,1866 — (1,9886),/0,0089 ; —0,1866 + (1,9886),/0,0089)
1(By)11 = (—0,3742 ; 0,001004),  L(I(By)11) = 0,3752

I1(By)12 = (—0,0406 — (1,9886),/0,0089 ; —0,0406 + (1,9886),/0,0089)

1(By)12 = (—0,2282 ; 0,1470),  L(I(By)12) = 0,3752

Ahora bien, se calculara B utilizando la inversa condicional de (X*X). El método para

encontrar esta inversa es el siguiente:
i.  Tome una submatriz de (X¢X) de rango completo y orden igual al rango de (X*X)
(sub matriz no singular). Llame a esa submatriz B de orden (6 X 6) donde 6 =

rang (X).
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[90 45 30 30 15 15]
|45 45 15 15 15 15|

p=[30 15 30 0 15 0|
30 15 0 30 0 15

[15 15 15 0 15 oJ
15 15 0 15 0 15

ii. Invierta B
r 1/15 -1/15 -1/15 -—-1/15 1/15 1/157
-1/15 2/15 1/15 1/15 -2/15 -2/15
1= —-1/15 1/15 2/15 1/15 -2/15 -1/15

-1/15  1/15  1/15  2/15 -1/15 =2/15
1/15 -2/15 -2/15 -1/15 4/15 2/15
| 115 —2/15 -1/15 —2/15 2/15  4/15]

iii. Transponga B~!

- 1/15  -1/15 -1/15 -1/15 1715  1/15]
~1/15  2/15  1/15  1/15 -2/15 =-2/15
-1/15  1/15  2/15  1/15 -2/15 -1/15
-1/15  1/15  1/15  2/15 -1/15 -2/15
1/15 -2/15 -2/15 —1/15 4/15 2/15
| 115 -2/15 -1/15 -2/15 2/15  4/15]

B =

iv.  Reemplace con los elementos de B~! los elementos homdlogos en (X'X) y
sustituir con ceros el resto para obtener la matriz C de orden (12 x 12).

v.  Trasponer C para obtener la inversa condicional (X*X)¢ de (X*X).



(XX)° =

Por lo tanto,

En este caso,

1/15
~1/15

~-1/15
-1/15

1/15
1/15

o O o

~1/15
2/15

1/15
1/15

—2/15
—2/15

o
(=N NN o N No N Yo NN o)

o O o

~1/15
1/15

2/15
1/15

—2/15
~1/15

(=l N e]

11,2269 1
0,3609

0,2295
—0,2847

-1,5619
0,1533

(=N e ]

-1/15
1/15

1/15
2/15

~-1/15
—2/15

o O o

(=N NN NoNoNoNo Yo NN o)

1/15
—2/15

—2/15
-1/15

4/15
2/15

o O o

1/15
—2/15

~1/15
—2/15

2/15
4/15

o O o

(=N NN NoNoNoNo Yo Ne N o)

SO OO OO OO OO OO

S OO OO OO OoOOCO OO
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(=N NN NoNoNoNo Yo Ne N o)



10,25537

0,2553
1,4564

1,4564
15878

1,5878
1,4564

~
a
I

1,4564
0,9422

0,9422
1,2269

11,226949012

Enlacual, yi1 =Y21 = =Y151 = 0,2553, Y161 = Y171 = *** = Y301 = 1,4564,

Y311 = Y321 = =+ = Yas1 = 1,5878, Yie1 = Yaz1 = - = Yeo1 = 1,4564,

Yo11 = Ye21 = ** = Y751 = 0,9422, Y,61 = Y771 = *** = Y901 = 1,2269

En este caso coeficiente de determinacion viene dado por:

_138,3178 — 90(1,1542)? 18,4218
~ 167,6120 — 90(1,1542)2 47,7160

2

= 0,3860,

donde,
(BEXtY = 138,3178

Y'Y = 167,6120
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Por otro lado,

Q

1 t n \tyt
sz(y Y — (B.)'XY)

1
A2 _
0° = 90_6(167,6120 138,3178)

6% = 0,348740.
Asi,

Cov(B.) = 62(XtX)°

- 0,0232 —0,0232 0 —-00232 —0,0232 0

~0,0232 0,0465 0 0,0232 00232 0

0 0 0 0 0 0

—0,0232 0,0232 0 0,0465 00232 0

—0,0232 0,0232 0 0,0232 0,0465 0

_ 0 0 0 0 0 0

Cov(B.) = 0,0232  —0,0465 0 —0,0465 —00232 0

0,0232  —0,0465 0 —0,0232 —0,0465 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

L 0 0 0 0 0 0
0,0232 0,0232 0 0 0 0
—0,0465  —0,0465 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
—0,0465  —0,0232 0 0 0 0
—0,0232  —0,0465 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0,0930 0,0465 0 0 0 0
0,0465 0,0930 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Por lo tanto los intervalos de confianza son:

1(B)1 = (1,2269 — (1,9886),/0,0232 ; 1,2269 + (1,9886),/0,0232)
1(B.): = (0,9240; 1,5297),  L(I(B.)1) = 0,6057

1(Be); = (0,3609 — (1,9886),/0,0465 ; 0,3609 + (1,9886)/0,0465)
1(B.), = (—0,0679 ; 0,7897),  L(I(B.);) = 0,8576

1(B)s = (0—(1,9886)v0 ; 0+ (1,9886)V0) =0

1(Bo)s = (0,2295 — (1,9886),/0,0465 ; 0,2295 + (1,9886),/0,0465)
1(B.)s = (—0,1993 ; 0,6583),  L(I(B.).) = 0,8576

1(Bo)s = (—0,2847 — (1,9886),/0,0465 ; —0,2847 + (1,9886)/0,0465)
1(B.)s = (—0,7135 ; 0,1441),  L(I(B.)s) = 0,8576

1(B)e = (0 —(1,9886)V0 ; 0+ (1,9886)V0) =0

1(8.); = (-1,5619 — (1,9886),/0,0930 ; —1,5619 + (1,9886),/0,0930)
1(B.); = (—2,1683 ; —0,9554),  L(I(B.),) = 1,2128

1(8.)s = (0,1533 — (1,9886),/0,0930 ; 0,1533 + (1,9886),/0,0930)

1(B)s = (—0,4531 ; 0,7597),  L(I(B.)s) = 1,2128
1(B:)o = (0 —(1,9886)V0 ; 0+ (1,9886)V0) =0
1(B)10 = (0—(1,9886)V0 ; 0+ (1,9886)v0) =0
1(B)11 = (0—(1,9886)V0 ; 0+ (1,9886)v/0) =0

1(B)12 = (0—(1,9886)V0 ; 0+ (1,9886)V0) =0
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En resumen, los resultados de los métodos empleados se pueden expresar en la siguiente

tabla.
Métodos Modelo Reducido Imposicidén de Funciones
restricciones estimables
1,1542 T - 1,15415 1
—0,0543 —0,22572
0,0543 0,22571
[ 1,2269 ] 0,2479 —0,29832
| 0,3609 | —0,7358 0,36791
= ~. | 0,2295 | = 0,4880 = | —0,0696
B B —|_o,zg47 Br =] —1,0924 Be =|_0,37470
-1,5619 1,0924 0,29143
| 01533 | 1,1370 x 1016 0,08339
—1,1370 x 10716 0,37481
0,4696 —0,29142
—0,4696 i [—0,083374
r0,25537 r0,25537 r0,25537
1,4564 1,4564 1,4564
1,5878 1,5878 1,5878
Y Y"=114564 Y =114564 Ye =|14564
0,9422 0,9422 0,9422
1,2269 1,2269 1,2269
-1 J90x12 -1 J9ox12 -1 -J9ox12
R? R? = 0,3860 R? = 10,3860 R? = 10,2763
Longitud de los 5,6042 5,2371 4,2258
intervalos de
confianza
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Métodos Inversa Generalizada Inversa Condicional
r 0,5771 1 r 1,2269 1
0,2478 0,3609
0,3293 0
—0,0065 0,2295
0,2224 —0,2847
5 -~ 0,3611 = 0
B B =|_05630 Be=|_15619
0,4090 0,1533
0,4018 0
0,5565 0
—0,1866 0
| —0,0406. 0
r0,25537 r0,25537
1,4564 1,4564
1,5878 1,5878
Y Y9 =11,4564 Ye=114564
0,9422 0,9422
1,2269 1,2269
- Joox12 - Joox12
R? R? = 10,3860 R? = 0,3860
Longitud de los intervalos 3,483 5,6041
de confianza

Tabla 4. Resumen de los resultados obtenidos de los métodos empleados.
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Ventajas y desventajas del uso de la inversa

generalizada y/o condicional.

Las ventajas que se pueden sefalar a lo largo del trabajo son las siguientes:
1. Los métodos minimos cuadrados y mdxima verosimilitud no garantizan estimaciones
insesgadas para el estimador ¢2.

2. Consideran todas las ecuaciones del sistema de ecuaciones normales y no usa
funciones lineales de los pardmetros no estimables.

3. Se pueden utilizar para dar solucién al sistema de ecuaciones normales de un
modelo de disefo de experimentos sin realizar restricciones sobre los parametros,
ya que al utilizar restricciones sobre los parametros se pueden obtener diferentes
resultados, es decir, si dos investigadores aplican técnicas diferentes de restriccién
de parametros para un mismo problema, estos pueden llegar a diferentes
conclusiones.

4. Reducen al minimo la suma de cuadrados del error.

5. Permiten caracterizar las soluciones de los sistemas consistentes y en los sistemas
inconsistentes permite hallar soluciones aproximadas.

6. La longitud de los intervalos de confianza de los parametros estimados es mas

pequefia, es decir, permite una estimacién mas precisa.
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Como desventaja del uso de la inversa generalizada y/o condicional se puede mencionar
en el caso de la condicional que no es Unica y en el caso de la generalizada seria mas que
todo el calculo que fue su problema original, sin embargo hoy en dia con ayuda de los

software Matlab, NumPy y SciPy se puede resolver este problema.
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Conclusiones.

Los métodos de estimacion empleados estan uniformes en cuanto a resultados, ya que el
vector de respuesta es el mismo a pesar de que los vectores del pardmetro estimado ﬁ
son diferentes. Asi como también, las varianzas de los errores obtenidos fueron iguales
excepto en el método de funciones estimables, el cudl arrojé una varianza de error mas
alta y por lo tanto, el coeficiente de determinacion fue mas bajo y diferente con respecto

a los otros métodos estudiados.

Se puede decir, gracias a los intervalos de confianza que el método mas eficiente es el del
uso de la inversa generalizada, pues fue en este donde se obtuvo la longitud mas pequefia

de los intervalos y el método mas deficiente fue el del uso del modelo reducido.

De acuerdo a los resultados, el empleo del coeficiente de determinacion usual no es el
adecuado para comparar el ajuste de modelos con criterios de estimacion diferentes, ya
gue para todos los métodos empleados este fue relativamente el mismo, excepto en el

método de funciones estimables donde fue mas bajo.
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