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Introduccion a la teoria de conjuntos

Con el fin de discutir los conceptos basicos del modelo probabilistico que
deseamos desarrollar, sera muy conveniente tener presente algunas ideas y

conceptos de la teoria matematica de conjuntos.

Definicién 1 (Conjunto). Una serie o coleccion de objetos cualesquiera
que posean una caracteristica o propiedad en comun bien definida se
denominard conjunto. Comunmente los conjuntos se designan con

letras mayusculas A, B, etc.

Ejemplo

A continuacién damos algunos ejemplos de conjuntos
(a) V ={a,e,i,0,u}

(b) Zy ={neZ:n=1,2,3,...}

(c) D=1{1,3,9} = {n € Z : n es divisor de 9}
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(d) N=14{0,1,2,...} (Numeros naturales)
() R = {Conjunto de los ntimeros reales}

(f) B={(z,y) : 2° +y* = 1, y x,y son nimeros reales}

Definicion 2 (Elemento de un conjunto). Los objetos que conforman la
coleccion del conjunto se llaman elementos del conjunto. Cuando “a” es
un elemento de un conjunto A escribimos a € A y cuando “a” no es un

elemento de un conjunto A escribimos a & A.

Definicion 3 (Conjunto universal). Se define el conjunto universal
como el conjunto de todos los objetos que se pueden considerar.

Corrientemente este conjunto se denota por U.
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Definicién 4 (Conjunto vacio). Se define el conjunto vacio como el

conjunto que no contiene elementos. Normalmente este conjunto se

denota por ().

Definicion 5 (Subconjunto). Se dice que un conjunto A es subconjunto
del conjunto B si todo elemento de A es elemento de B y se escribe
A C B. En otras palabras,

ACB&eVr(zre A=z € B).

B v
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Algebra de conjuntos

<

Definicion 8 (Unién).

AUB:={xe€eU:x € AVx € B}.

U
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Propiedades

1. Leyes Asociativas
e (AUB)UC =AU(BUC)
e (ANB)NC=AN(BNC)

2. Leyes Conmutativas
e AUB=BUA
e ANB=BnNA

3. Leyes de Idempotencia
e AUA=A
e ANA=A

4. Inclusién respecto a una unién e interseccion

e ACAUBOBCAUB
e ANBCASANBCRB
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5. Conjuntos vacio y universal

e AUD=A

e ANN=10
o AUU =U
o ANU=A

6. Leyes de absorcion
o AU (A M B) — A
e AN(AUB)=A

7. Diferencia y Complemento

e AUA=U
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8. Leyes de Morgan
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Producto cartesiano

Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera. Se denomina producto cartesiano

de X por Y, denotado por X x Y, al conjunto de pares ordenados

definido como:
XxY={(z,y):x € XNyeY}
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Experimentos, espacio muestral y eventos

Experimentos deterministas y aleatorios

En todos los experimentos tiene que pasar algo y se ha de observar
algin hecho, proceso o sistema que esta funcionando, y hay que
observar una parte de él. La “cosa hecha” o “la parte observada”,
junto con la observacién que se obtiene, es el experimento.

La observacion misma es un resultado del experimento.

Ejemplo

A continuacién mostramos un enunciado de un experimento y un

resultado del mismo.

E1 = {observar el nimero que sale en la cara superior de un dado}

« = {sale 1 en la cara superior del dado}
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Definicién 14 (Experimento aleatorio).
Se dice que un experimento es aleatorio, si no se puede predecir,
en el sentido ordinario, el resultado antes de llevar a cabo el

experimento.
Ejemplos

FE1 = {observar el nimero que sale en la cara superior de un dado}
FEs = {observar el tiempo de una persona en una cola de autobus}

FEs = {observar la sucesién de caras y sellos al lanzar una moneda

tres veces}

FE, = {medir la resistencia a la tensiéon de una barra de acero}
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Definicién 15 (Experimento determinista).
Se dice que un experimento es determainaista, si se puede predecir el

resultado antes de llevar a cabo el experimento.

Espacio muestral y eventos

Definiciéon 16 (Espacio muestral).

El conjunto de todos los posibles resultados de un expertmento E

se llama espacio muestral y se denota por S.

Definicién 17 (Espacio muestral discreto).

Un espacio muestral de un experimento aleatorio es discreto, st sus
posibles resultados pueden ser enumerados.

S1 el numero total de posibles resultados de un experimento es finito,

se dice que el espacio muestral es finito, de lo contrario se dice

que es infinito.
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Definicién 18 (Espacio muestral continuo).
Un espacio muestral de un experimento aleatorio es continuo, si

posee un numero infinito de resultados que no pueden ser ordenados

en una Sucesion.

Ejemplo
E1 = {observar el nimero que sale en la cara superior de un dado}
FEs = {observar el tiempo de una persona en una cola de autobus}
FEs = {observar la sucesién de caras y sellos al lanzar una moneda

tres veces}
FE, = {medir la resistencia a la tensiéon de una barra de acero}
FEs = {contar el nimero de lanzamientos de una moneda legal hasta

obtener una cara por primera vez}
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Definiciéon 19 (Eventos).
Un evento o suceso es un subconjunto del espacio muestral S.

Designaremos con letras mayusculas A, B, C, etc., a los eventos.

Definiciéon 20 (Evento atémico o elemental).
Un evento atomico o elemental es un evento que contiene un solo
punto del espacio muestral S. En otras palabras, A = {a} es un

evento atomaico, donde o es un resultado de FE.

Ejemplo
Consideremos el experimento

FEs = {observar la sucesién de caras y sellos al lanzar una moneda

tres veces}
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Los eventos atémicos o elementales de F'3 son:

cce, ccs, csSc, ¢SS, SSS, SSc, Scc, SCS

A continuacién mostramos algunos eventos de FEjs.

e A = {en la sucesion hay al menos dos caras}

A ={ccc, ces, cse, scc}

e B = {se obtuvo cara en el primer lanzamiento}

B = {ccc, ces, csc, css}

e (' = {se obtuvo sello en el primer lanzamiento}

C' = {sss, ssc, scc, scs}

e D = {en la sucesién se observa al menos una cara o un sello}
D=5
e /' = {en la sucesién no se observan ni caras ni sellos}
F=10
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Definiciéon 21 (Evento imposible). Cualquier evento que sea igual al

conjunto vacio se llama evento imposible.

Definiciéon 22 (Evento seguro). Cualquier evento que sea igual al

espacio muestral se llama evento sequro.

Definicion 23 (Eventos excluyentes). Se dice que los eventos A y B

son eventos excluyentes, si y sélo si AN B = ().

Ejemplo

Para los eventos B, C, D y F' definidos en el ejemplo anterior, las

siguientes propiedades son ciertas:
e D es el evento seguro.
e [ es el evento imposible.

e B vy (C son excluyentes.
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Definiciones y propiedades de la probabilidad

Si A es un evento asociado a un experimento, no se puede indicar con
certeza si A ocurrird o no. La manera de como se asigna una medida
a la ocurrencia de un evento, depende de cémo se define probabilidad.
A continuacion se describiran tres definiciones de probabilidad:

ariomadatica, frecuentista y cldsica.

Definicion axiomatica de la probabilidad

Sean F un experimento y S su espacio muestral asociado. A cada evento
A C S se le asocia un ntmero real, denotado por P(A) y llamado probabi-

lidad de A, que satisface los siguientes axiomas:
[. 0<P(A) <.
II. P(S)=1.
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III. Si A y B son eventos excluyentes, entonces
P(AUB) = P(A)+ P(B).

IV. Si Aq,..., A, ... son eventos mutuamente excluyentes, es decir,

A;NA; =() para i # j, entonces

(04) - S

A continuacién se presentan algunos teoremas que se deducen de los
axiomas de la probabilidad.

Teorema 1. P(()) = 0.

Teorema 2. St A es un evento, entonces

P(A) =1— P(A).
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En los siguientes ejemplos se muestra la aplicacién de los axiomas y

teoremas de la probabilidad.

Ejemplo

Sean A, B y C tres eventos no vacios tales que: P(A) =1/2,
P(B)=1/3,y P(C) = 1/4. Por otra parte, si consideramos
unicamente los eventos A, B y C a los efectos de enunciar las
siguientes afirmaciones, se tiene que: la probabilidad de que ocurra
exclusivamente el evento ' es cero, y que sélo ocurra B también es
cero. Mientras, la probabilidad de que ocurra unicamente el evento A
es 1/6. Ademas, la probabilidad de que se dé a lugar el evento C'y
no se produzca el evento B es cero. Determinar la probabilidad de

que ocurran los eventos B o C.
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Solucion. Se debe calcular la probabilidad P(B U C).

La disposicion de los eventos A, B y C' se muestra en el siguiente

diagrama de Venn.

on

Asi, la probabilidad de que ocurran los eventos B o C' es

P(BUC) = P(B) =1/3.
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Ejemplo

Sean A, B y C tres eventos no vacios todos subconjuntos del espacio

muestral S. Se sabe que
P(AUBUC) = P(5),
P(ANB)=PANC)=1/8,
P(BU(C)=1/2,
(AUB)U(AUC) =5.

Determinar la probabilidad de que ocurra el evento A.

Solucion. Como S = (), entonces aplicando las leyes de Morgan se

obtiene:

O=8S=[(AUB)U(AUC)|] =(AUB)N(AUC)
=(ANB)N(ANC).
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Como AN(BUC)=(ANB)U(ANC), entonces se tiene:

1=PAUBUC)
= P(A)+ P(BUC)—-P(An(BUC())
= P(A)+ P(BUC)—P((ANB)U(ANC))

= P(A)+ P(BUC)—P(ANnB)—PANCQC).

Utilizando los valores P(ANB)=P(ANC)=1/8y P(BUC) =1/2,
y luego despejando P(A) se obtiene:

P(A) = 3/4.
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Definicion frecuentista de la probabilidad
Sean F un experimento y A un evento asociado a F.
Suponga que E se realiza N veces.

Suponga también que en las N veces que se realizo FE, el evento A

ocurrié ny(A) veces.

Entonces, la definiciéon frecuentista de la probabilidad de A esta dada

por:

P(4) = lim ”N]\([A)
—00

)

donde se supone la existencia del limite.
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Definicion clasica de la probabilidad

Sea F un experimento que tiene n resultados posibles.

Definicién 24 (Eventos igualmente verosimiles).

Dos eventos A y B se dicen igualmente verosimiles si tienen la

misma probabilidad de ocurrencia.

Supongamos que los resultados de £ son igualmente verosimiles.

En estas condiciones el espacio muestral de F es:

S = {al,ag,...,an},

COo1

1
P{a;}) = —, para i=1,...,n.
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Sea A un evento asociado a F definido como

A p— {O(l1704l2, . .. 7Oélm},

donde [; € {1,2,...,n} tal que l; # [, para i # j.

La definicién clasica de la probabilidad de A es:

m  #A  numero de casos favorables

P(A) =2

Ejemplo
Se lanza un dado normal. Sea A el evento definido como

A = {obtener un niimero mayor que 4}.

El evento A se puede escribir como

A= {5,6}.
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Como
S =11,2,3,4,5,6},

entonces
P(A) =2/6.
Ejemplo
Consideremos el experimento
FEs = {observar la sucesién de caras y sellos al lanzar una moneda

tres veces}

Sean los siguientes eventos asociados a Ej:

A = {en la sucesion hay al menos dos caras} = {ccc, ccs, csc, scc}

B = {se obtuvo cara en el primer lanzamiento} = {ccc, ccs, csc, css}
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C' = {se obtuvo sello en el primer lanzamiento} = {sss, ssc, scc, scs}
D = {en la sucesion se observa al menos una cara o un sello} = S3

F' = {en la sucesion no se observan ni caras ni sellos} = ()

La probabilidad de cada uno de estos eventos estéa dada por:
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Calculo de la probabilidad

Sea I un experimento que tiene n resultados diferentes.

Sea S el espacio muestral de £ dado por:

S = {Oq,Ozg,...,Ckn}.

Casos no igualmente verosimiles

A cada uno de los eventos elementales {«;} se le asigna un nimero p;,

llamado probabilidad de {«;}, que satisface las siguientes condiciones:

) Py ) =p; >0,i=1,2,...,n,

i) pr+p2+ -+ pp =1
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Sea A un evento asociado a F definido como

A = {ozll,oqQ, “ . ,Ozlm},

donde l; € {1,2,...,n} tal que l; # 1}, si ¢ # J.

La probabilidad del evento A es

P(A) =py, +pi, +- -+ i, (1)

Observaciones:

e Puesto que {q;} es un evento, las condiciones i) y ii) deben estar de

acuerdo con los axiomas de probabilidades.

e Eis bueno aclarar que todos los niimeros p; no son necesariamente

iguales.
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e La asignacion de la probabilidad p; a cada uno de los eventos
elementales {«;}, sujeto a las condiciones i) y ii), determina de un
modo tnico P(A) para cada uno de los sucesos A C 5, en donde P(A)

estd dado por la ecuacién (1).
Ejemplo
Suponga que un experimento FE tiene asociado el espacio muestral

S = {ala a2, ()53}.

Ademsds, suponga que P({a1}) = p1, P{ag}) = p2, vy P({as}) = ps,
satisfacen las siguientes ecuaciones:

(

< p1 = 2p2 + p3,

(P2 =DP1— 2p3.
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Sea A un evento definido por A = {a1, as}.
Determinar la probabilidad de A.

Solucion. Utilizando la ecuacion (1) la probabilidad de A

viene dada por
P(A) = p1 + po.

Considerando las ecuaciones

p1=2p2+p3 y p2=p1—2p3,
conjuntamente con la ecuacion

p1+p2+p3 =1,
se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

e

p1—2p2 —p3 =10

N\

p1—p2—2p3 =0

P +pas+p3=1
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Resolviendo el sistema anterior se obtiene que:

3 1

P1— =, P2 — =, P3 =

1
D 3 5

Utilizando convenientemente estos valores en la expresion de P(A) dada

en (2) se tiene

P(A) = %

Casos igualmente verosimiles

Supongamos que un experimento £ tiene n eventos elementales igual-
mente verosimiles. Supongamos también que la probabilidad de cada

evento elemental es p;, = p. Entonces de la condicion
1ot =1

se deduce que p = 1/n.

< | > | > Espacio Probabilistico WiLLiaM LA Cruz (UCV)

39



De esta forma, para cualquier evento A que conste de m eventos

elementales, se tiene que

P(A) =

m
n

Este método de evaluar P(A) a menudo se indica como sigue:

numero de maneras en que A puede ocurrir

P(A) =
(4) ntimero total de maneras en que £ puede ocurrir
~ numero de casos favorables
~ numero de casos posibles
Ejemplo

Se lanzan dos dados normales. Encontrar la probabilidad de cada uno de

los siguientes eventos.
a) La suma de los niimeros obtenidos en los dados es igual a 7.

b) La suma de los nimeros obtenidos en los dados es igual a 7 0 a 11.
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¢) El nimero obtenido en uno de los dados es mayor que el obtenido en el

otro dado.

d) En ambos dados se obtiene un ntimero par.

Solucion. Inicialmente se debe encontrar el espacio muestral asociado al

experimento. Luego, se calculan las probabilidades de cada uno de los
eventos.

El espacio muestral asociado al experimento es:

S =1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3), (2, 4),
(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6), (4,1), (4,2),
(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,5), (5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.
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Eleccion al azar de uno o mas objetos

Suponga que se tienen N objetos, digamos aj,as,...,ay.

i) Escoger al azar un objeto de los N objetos, significa que cada uno de

los objetos tiene la misma probabilidad de ser escogido. Esto es,

Prob(elegir a;) =1/N, i=1,2,...,N.

Ejemplo
Se tiene una caja con 2 esferas azules y 3 rojas. Se escoge una esfera

al azar. ;Cuadl es la probabilidad de que la esfera escogida sea azul?

Solucion.
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ii) Fscoger al azar dos objetos entre N objetos, significa que cada uno

de los pares de objetos (sin considerar el orden) tienen la misma
probabilidad de ser escogido que cualquier otro par. Esta afirmacion
nos lleva inmediatamente a la cuestion de cuantos pares diferentes
hay. Suponga que hay K de tales pares. Entonces, la probabilidad

de elegir cada par esta dada por

Prob(elegir (a;,a;)) =1/K.

Ejemplo
Se tiene una caja con 2 esferas azules y 3 rojas. Se escogen dos
esferas al azar. ;Cudl es la probabilidad de que una esfera sea azul y

la otra sea roja?

Solucion.
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iii) Escoger al azar n objetos (n < N) entre N objetos, significa que cada

n-upla
(ai17ai27 S a’in)7

tiene la misma probabilidad de ser escogida como cualquier otra

n-upla. ;jCuantas n-uplas diferentes hay?

Ejemplo
Se tiene una caja con 5 esferas azules y 4 rojas. Se escogen 4 esferas
al azar. ;Cuadl es la probabilidad de que la muestra tenga

exactamente 3 esferas azules?

Solucion.

En consecuencia, para calcular la probabilidad de seleccionar al azar uno
o mas objetos de una colecciéon dada, es necesario saber contar las
maneras posibles de que ocurra tal seleccion. Se deja al lector investigar

acerca de los métodos de enumeracion.
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Probabilidad condicional e independencia

Probabilidad condicional

Sean A vy B dos eventos asociados con un experimento £. Se indica con

B|A al evento condicional B dado que A ha ocurrido.

La probabilidad condicional de B habiéndose presentado A, denotada por
P(B|A), es la probabilidad del evento B|A, que se define por

'~ P(ANB) P(AB)
P(B|A) = P4~ PA)

siempre que P(A) > 0.

Observaciones:

e En general los eventos B|A y A|B son diferentes. Por ello,

generalmente, se cumple que

P(B|A) # P(A|B).
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e Cada vez que se calcula P(B|A) se esta esencialmente calculando
P(B) con respecto al espacio espacio muestral reducido de A en vez

del espacio muestral original S. Considere el siguiente diagrama de

Venn.
A ATTTTD B |3
f ,ﬁ "
/| ATTS N
; Y
] Y !
|
'| ] ]
H\.,h Npd 7
' H“Gﬂ/
Ejemplo

Se lanzan dos dados normales y se anotan los resultados (z1,z2), donde x;

es el resultado del i-ésimo dado, para ¢+ = 1, 2.
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El espacio muestral S es

S =1(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),

(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6), (4, 1), (4, 2),
(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (5,5), (5,6),

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.

Considere los siguientes dos eventos:

{(x1,22) : 1 > x2}.

{($1,$2)2$1—|—$2:10} y B

Asi,

(5,3),(5,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)}.
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Por tanto,

Como

entonces

15
36

ANB=1{(6,4)},

pBlA) = £ (;1(2)3)

pAB) = L <];4<;)B)

15

;Por qué, en este caso, P(B|A) > P(A|B)?

o N
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Ley multiplicativa

Una consecuencia importante de la definicién de probabilidad condicional

se obtiene escribiéndola de la manera siguiente:
P(ANB)= P(B|A)P(A)

0, equivalentemente,
P(ANB)= P(A|B)P(B).

Esto a veces se conoce como ley multiplicativa o teorema de

multiplicacion de probabilidades.

Esta ley se puede generalizar a mas de dos eventos de la siguiente manera:

P(AjAs - Ay,) = P(A)P(Az| A1) P(A3|A1 Ag) -+ P(An|A1Ag - Ap_1).
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Ejemplo

Sea una caja que contiene cuatro esferas azules, tres rojas y dos verdes.
Se toman aleatoriamente tres esferas una a una.

Determinar la probabilidad que:

a) la primera esfera es azul, la segunda roja y la tercera esfera es verde;

b) las tres esferas escogidas son de distinto color.

Solucion. Definamos los siguientes eventos

A = {escoger una esfera azul},
R = {escoger una esfera roja},
V= {escoger una esfera verde}.
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a) Debemos determinar la probabilidad
P(ANRNYV).

Aplicando la ley multiplicativa se obtiene

P(ANRNV)=PWV|ANR)P(ANR)

= P(V|ANR) P(R|A) P(A).
Como ; )
P(A)=5, PRIA)=% v P(VIANR) ==,
entonces
4 3 2
_ 1
21
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b) Definamos el evento:
D = {las tres esferas escogidas son de distinto color}.

Calculemos la probabilidad P (D) utilizando dos procedimientos.

b.1) Los resultados deseados son de la forma

La probabilidad de cada uno de estos resultados se calcul6 en la parte a),

la cual es igual a 1/21.

Por lo tanto,
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b.2) Este procedimiento consiste en contar los casos favorables y los casos

posibles, luego calcular la probabilidad pedida como

P(D) = # casos favorables

# casos posibles

Se tiene que

# casos favorables = 4-3:-2=24

# casos posibles

|
N\
LW ©
N~

|
=2
e
w

De esta forma,
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Probabilidad total

Se utilizara el concepto de probabilidad condicional para calcular la

probabilidad de un evento cualquiera B.

Observacion:

Cuando se efectia el experimento £, ocurre uno y sélo uno de los eventos

A;.

Espacio Probabilistico WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Proposiciéon 1 (Principio de probabilidad total).
Sean E un experimento y S su espacio muestral. Sea B un evento
asociado con el experimento E. Suponga que los eventos

A1, Ao, ... A, representan una particion del espacio muestral S.

Entonces,

P(B) = ZP(B\Ai)P(Az‘)-

g7
Adf Ag

As
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Teorema de Bayes

Sean A, Ao, ..., A, una particiéon del espacio muestral S, y B un
evento. Aplicando la definicion de probabilidad condicional, la ley

multiplicativa, y el principio de probabilidad total, se obtiene:

P(A;|B) = Z?Pfi‘(%\)igéz()flz)’ parat=1,2,...,n. (4)

Este resultado se conoce como teorema de Bayes. También se le llama

férmula para la probabilidad de las “causas”.

Observacion:

Puesto que los A; son una particiéon del espacio muestral, uno y sélo uno
de los eventos A; ocurre. Por lo tanto, la férmula (4) nos da la
probabilidad de un A; particular (esto es, una “causa”), dado que el

evento B ha ocurrido.
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Ejemplo

Un canal binario y stmétrico esta caracterizado por:

<

un alfabeto de entrada X = {x1,x2};
un alfabeto de salida Y = {y1,y2};
probabilidades de transicion p;; definidas como
pij = P(y;|zi) = P(recibir simbolo y;| simbolo x; fue transmitido)
P(z;) que denota la probabilidad que x; fue transmitido;
P(y;) denota la probabilidad que y; fue recibido;

P, probabilidad de error. En un canal binario, un error ocurre si 15 es
recibido cuando x; es transmitido o 7, es recibido cuando x9 es

transmitido.

> | ><| Espacio Probabilistico WiLLiaM LA Cruz (UCV) 57




Considere el siguiente canal binario y simétrico.

p11 = Plin|z1) = 2/3

Plr1) =3/5 | r " W
maz = Plyz|z1) = 1/3

- __ Py = Py |x) = 1/3
Plra) =2/5 | X2 iz

Pag = Pip|x2) = 2/3

Calcular:

a) la probabilidad que y; fue recibido;

b) la probabilidad que ys fue recibido;

c) la probabilidad que x; fue transmitido dado que y; fue recibido;

e) la probabilidad que x5 fue transmitido dado que y; fue recibido;

f

)
)
)

d) la probabilidad que x; fue transmitido dado que yo fue recibido;
)
) la probabilidad que x2 fue transmitido dado que ys fue recibido;
)

g) la probabilidad de error.
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Eventos independientes

Definicion 26. Se dice que los eventos A y B son independientes si
P(ANB)= P(A)P(B).

En el siguiente teorema se muestra otra definicién equivalente de eventos

independientes.

Teorema 6. Los eventos A y B son independientes si y solo si

P(A|B) = P(A)

=N

P(B|A) = P(B).

El siguiente ejemplo nos permitira entender la importancia de extender la

nocion de independencia a mas de dos eventos.
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Ejemplo

Supongamos que se lanzan dos dados. Definamos los eventos A, By C,

CcOmo sigue:

A = el primer dado muestra un nimero par},
B = {el segundo dado muestra un nimero impar},
C' = {ambos dados muestran nimeros pares o nimeros impares}.

Se tiene que

A = {(2,1),(22),(23),(2,4),(2,5),(2,6),(4,1),(4,2),(4,3),
(4,4), (4,5), (4,6), (6,1), (

B = {(171)7(271)7(371)7(4,1)7(5,1)7(671)7(173),(273),(3,3)7
(4,3),(5,3),(6,3),(1,5),(2,5),(3,5), (4,5),(5,5),(6,5)},

C = 1(22),(24),(26),(4,2),(
(1,1),(3,1),(5,1),(1,3),(3,3),(5,3),(1,5),(3,5),(5,5) } .
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Asi,

Aun mas,
1
PmnBy:ﬂAmcy;mBmcy:Z

Por lo tanto, los tres eventos son independientes dos a dos.

Ahora, como

ANBNC =10

entonces

P(ANBNC) # P(A)P(B)P(O).

Este ejemplo motiva la siguiente definicién.
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Definicion 27. Se dice que los tres eventos A, B y C' son mutuamente

independientes si y solo si todas las condiciones siquientes se cumplen:
(i) P(AN B) = P(A)P(B),

(ii) P(ANC) = P(A)P(C),

(iii) P(BNC) = P(B)P(C),

(iv) PIANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Definicion 28. Se dice que los n eventos A, Ao, ... A, son

mutuamente independientes si y solo si se tiene, para k = 2,3,...,n,
P<A’i1 M AiQ ARRRS Aik) — P(Ai1)P(Ai2) O P(A’ik>°

Se deja al lector verificar que hay 2™ —n — 1 condiciones juntas
(Se dej J J

anotadas. )
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Experimentos compuestos

Se dice que un experimento es compuesto si se obtiene como una
sucesion de experimentos independientes.
Ejemplo

Si considera el lanzamiento de una moneda legal seguido con el
lanzamiento de un dado perfecto, el experimento resultante es un

experimento compuesto.

Espacio de probabilidades de un experimento

compuesto

Asociado a un experimento compuesto esta su espacio muestral S y la
manera de como se debe asignar la probabilidad a un evento contenido en
S. A continuacion se presenta la definicion de espacio muestral y

probabilidad para un experimento compuesto.
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Definicion 29. Sean E| y Fo dos experimentos independientes con
espactos muestrales S1 y Sa, respectivamente. Sea I el experimento
compuesto conformado por la sucesion de los experimentos F1 y E>.

Entonces, el espacio muestral de E estd definido por

S251XSQ.

Definicion 30. Sean {a} un evento elemental de E con probabilidad
Pa Y {8} un evento elemental de Eo con probabilidad ps. Entonces, la
probabilidad del evento elemental {(c, )} C S se define como

P({(a,8)}) = pa - ps-

Observacion:

Las definiciones de espacio muestral y probabilidad para un experimento
compuesto se pueden extender facilmente para la sucesiéon de n

experimentos independientes.
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Experimento binomial

Sea I/ un experimento con espacio muestral S. Suponga que se desea

observar la ocurrencia de un evento A. Sea p la probabilidad de A. Asi,

P(A)=1—p.

Supongamos que se realizan n repeticiones independientes de £/ donde en

cada repeticion no se cambian las probabilidades P(A) y P(A).

En estas condiciones, tenemos un experimento compuesto de tipo

binomial
EF'=FFE --- FE

\

N
n VEeCeES

con espacio muestral

S”z§><S><---><S.

J/

n VeCeS
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Observaciones:

<

En un experimento binomial se tiene interés en el nimero de veces que

ocurre A en esas n repeticiones del experimento E.

A una ocurrencia de A se le denominara éxito y la ocurrencia de A se le
llamara fracaso. Emn otras palabras, en un experimento binomial es
importante contar el nimero de éxitos y el nimero de fracasos en las n

repeticiones del experimento F.

La probabilidad de que en n repeticiones de E hallan k éxitos esta dada

por

P(Ag) = (Z)pk(l —p)" % parak=0,1,2,...,n,

donde A; es el evento definido por
Ay, = {k éxitos en n ensayos del experimento E'}
para k=0,1,...,n.
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Ejemplo

Una caja contiene 6 tornillos con tuerca y 4 sin tuerca. Se extraen
aleatoriamente y con reposicion 4 tornillos de la caja. ;Cual es la

probabilidad que se extraigan 3 tornillos con tuerca?

Solucion. Como los tornillos se toman con reposicién y la probabilidad de
obtener un tornillo con tuerca no cambia en cada extraccion, este

experimento es binomial.

De esta forma, un éxito es sacar un tornillo con tuerca. Sea p la

probabilidad de sacar un tornillo con tuerca de un total de 10 tornillos, es

decir,

6 3

Por lo tanto, la probabilidad que se extraigan 3 tornillos con tuerca es
4\ (3\° [2\ 216
P(A3) = = — | = —.
3 5 5 625
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Ejemplo
Si se lanza una moneda normal 10 veces, ;jcual es la probabilidad de
obtener 6 caras?

Solucion. Un éxito es obtener una cara. Sea p la probabilidad de obtener

cara en una moneda normal, es decir,

p:§°

Por lo tanto, la probabilidad de obtener 6 caras es

ro0 = () (3)
21
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Experimento geométrico

Las siguientes condiciones describen un experimento de tipo geomeétrico:

e Se efectia un experimento £ y estamos interesados solo en la

ocurrencia o no de algtin evento A.

e Repetidamente se efectia F, las repeticiones son independientes, y en

cada una de las repeticiones P(A) =py P(A) =1 — p permanecen

constantes.

e El experimento F se repite hasta que A ocurra por primera vez.
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Observaciones:

e En un experimento geométrico se tiene interés en el nimero de veces
que debe repetirse el experimento £ hasta que ocurra A por vez

primera.

e A una ocurrencia de A se le denominara éxito y la ocurrencia de A se le

llamara fracaso.

e Los eventos elementales de un experimento geométrico son de la forma

A N e
oo
SN S

N
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e La probabilidad que ocurra A por primera vez en la k-ésima repeticion

de E esta dada por
P(Ap)=(1—-p)*'p, parak=0,1,2,...,
donde Ay, es el evento definido por

A = {ocurre A en la k-ésima repeticién de E'},
para k=0,1,...,n.

Ejemplo

Si se lanza un dado normal repetidamente hasta obtener un tres, ;jcudl es

la, probabilidad que en el cuarto lanzamiento se obtenga un tres?

Solucion. Un éxito es obtener un tres. Sea p = 1/6 la probabilidad de

obtener un tres en un dado normal.
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Por lo tanto, la probabilidad que en el cuarto lanzamiento se obtenga un

5\° /1 53
P(Ay) = (6) (6) =g~ 0.096451

tres es

Ejemplo

Sea una caja con cuatro esferas azules y seis rojas. Si se toma con
reposiciéon una estera de la caja hasta obtener una esfera azul, ;cual es la

probabilidad que en la sexta extraccion se obtenga una esfera azul?

Solucion. La probabilidad que en la sexta extraccion se obtenga una

3\° /2 5.9
P(Ag) = (5) <5> — 356 — 0.031104

esfera azul es
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Experimento hipergeométrico

Describamos un experimento hipergeométrico a través de un ejemplo.

e Suponga que se tiene un lote de /N articulos, de los cuales r son

defectuosos y (N — r) no son defectuosos.

e Suponga que se escogen al azar y sin reposicion n articulos del lote
(n < N).

e Sea D el evento definido como

Dj. = {k articulos defectuosos encontrados entre los n},
para k=0,1,...,7.

La ocurrencia de D;. indica que en la muestra de tamano n hay

exactamente £ articulos defectuosos y (n — k) articulos no defectuosos.
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De esta forma, la probabilidad de encontrar &k articulos defectuosos entre

() Gioi)
P(Dy) = ML TR k= 0.1,2,... 1

()

Sea una caja con cuatro esferas azules y ocho verdes. Si se toman al azar

los n es

Ejemplo

y sin reposicion seis esferas de la caja, entonces:
a) jcudl es la probabilidad que la muestra tenga dos esferas azules?

b) jcual es la probabilidad que la muestra tenga cinco esferas azules?
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Solucion. a) La probabilidad que la muestra tenga dos esferas azules

P(Dy) — (3)(1;2)(2)

b) La probabilidad que la muestra tenga cinco esferas azules

P(Ds) = ?
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Problemas propuestos

En esta secciéon se dan algunos problemas que contemplan los conceptos

basicos de probabilidades, experimentos aleatorios y eventos.

Problema 1. Sean dos cajas numeradas 1 y 2 tales que la caja 1 tiene 2
esferas azules y 3 rojas, y la caja 2 tiene 3 esferas azules y 2 rojas. Sean
dos jugadores A y B que realizan el siquiente juego. El jugador A toma
con reposicion diez esferas de la caja 1. Simultaneamente, el jugador B
escoge con reposicion diez esferas de la caja 2. El jugador A gana el
Juego cuando €l obtiene al menos 3 esferas azules y el jugador B escoge a
lo sumo 2 esferas rojas. En cambio el jugador B gana el juego cuando él
toma al menos 3 esferas rojas y el jugador A toma a lo sumo 2 esferas

azules. Determinar la probabilidad de que el jugador A gane el juego.
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Problema 2. Sean seis cajas numeradas 1,2,...,6 tales que la caja j
tiene 7 — j esferas azules y j esferas rojas, para j = 1,2,...,6. Suponga
que usted lanza una moneda normal sobre una superficie plana. St en la
moneda se obtiene cara, usted toma una esfera de la caja 6 y la coloca en
la caja 1. Por el contrario, si en la moneda sale sello usted no altera el
contenido de las cajas. Finalmente como ultima etapa del experimento,
usted toma una esfera de cada una de las cajas. Determinar la

probabilidad de extraer sendas esferas azules.
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Problema 3. Se tienen dos cajas que contienen esferas de igual tamano
y peso, pero de distintos colores. La primera caja contiene 4 esferas
blancas, 3 rojas y 4 negras. En cambio, la sequnda caja contiene 3
esferas blancas, 4 azules y 4 negras. Si se extraen con reposicion 3
esferas de cada caja, entonces determinar la probabilidad de que se
extraigan al menos 2 esferas negras. (Tenga presente que debe considerar

el total de esferas extraidas, es decir, las tres esferas de la primera caja

mads las otras tres de la sequnda caja.)
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Problema 4. Cuatro amigos (Alberto, Beatriz, Carmen y Luis) se
sientan alrededor de una mesa a jugar, apostando cierta cantidad de
dinero. El juego consiste en que cada uno de ellos lanzard un dado
corriente, por turnos; el primero de ellos que saque el numero 1 ganard
y recibird de cada uno de sus companeros 10 Bs.F. Ahora bien, Alberto
toma el dado y decide lanzar de primero. Luego de Alberto, se acordo
que seria el turno de Beatriz, luego Carmen vy, por ultimo, Luis. Este

orden se repite hasta lograr un ganador. Determinar la probabilidad de

que Alberto gane.
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Problema 5. En un galpon se encuentran 4 componentes tipo A y 6
componentes tipo B. La probabilidad de que un componente tipo A dure
mas de 6 meses es 0.9. Mientras que dicha probabilidad para un
componente tipo B es 4/5. Para ensamblar un aparato se necesitan dos
componentes, no importa de que tipo, los cuales pueden conectarse en
serie o en paralelo. Un dia el técnico encargado del ensamblaje
selecciona dos componentes al azar de los que estan en el galpon. Se
tiene que la probabilidad de que el técnico ensamble los componentes en

paralelo es de 2/3.

a) Determinar la probabilidad de que el equipo ensamblado por el técnico

dure mas de 6 meses.

b) Si se sabe que los componentes han sido conectados en serie, entonces
determinar la probabilidad de que el equipo esté conformado por los

dos tipos de componentes.
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Definicion de variable aleatoria

En muchos experimentos se presenta la necesidad de asignar un niimero
real r a cada uno de los elementos o del espacio muestral asociado al
experimento. Es decir, + = X («) es el valor de una funcién X definida del

espacio muestral a los numeros reales.

Definicion 1. Sea E un experimento y S su espacto muestral. Una
funcion X que asigna a cada uno de los elementos oo € S, un numero

real X (), se llama variable aleatoria.

Para ilustrar esta definicién veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo

Consideremos el experimento:

E = {lanzar una moneda normal repetidamente hasta obtener cara}
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El espacio muestral de este experimento se puede expresar como

S = {c¢, sc, ssc, sssc, ssssc, SSSSSC, SSSSSSC, . . .
Y Y Y Y Y Y Y Y
donde la posicién de los simbolos “s” y “c” en cada cadena de caracteres,
indica el nimero del lanzamiento de la moneda donde se obtuvo un sello o

una cara, respectivamente.

Sea X : S — R una funciéon definida como

X(ic}
({SC}

X ({ssssc}

X ({sssssc}

N e O L O Ol

)

)

)
({sssc}) =

)

)

)

X ({ssssssc}
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0, equivalentemente,
X = numero del lanzamiento de la moneda donde se obtuvo cara,

que es la manera mas comun de definir una variable aleatoria.

Ahora bien, X = k es una forma simplificada de denotar

X({ss...sc}) =k,
k—1

ademas, X = k significa, para nuestro experimento, que en el k-ésimo

lanzamiento se obtuvo cara.

Eventos definidos por una variable aleatoria

A continuacion describimos los eventos que pueden ser definidos
utilizando una variable aleatoria. Sean X una variable aleatoria y x un

numero real fijo.
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Sea A, C S un evento que contiene todos los eventos elementales « tales

que la variable aleatoria X le asigna el numero x. Esto es,

Ay, ={a e S: X(a) =2} = (X =2x).

Como A, es un evento, tiene una probabilidad la cual viene dada por

Uno puede definir otros tipos de eventos en funcién de una variable

aleatoria. Por ejemplo, para ntimeros reales fijos x, a y b, podemos definir

los siguientes eventos:

(X <z) = {aeS:X(a) <z},
(X >2) = {aef: X(a) >z},
(a< X <b) = {aeS:a<X(a) b}
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Estos eventos tienen probabilidades denotadas como:

e P(X < x) es la probabilidad de que X tome valores menores o iguales

a x;
e P(X > x) es la probabilidad de que X tome valores mayores que ;

e P(a < X <) es la probabilidad de que X tome valores mayores que

a y menores o iguales a b.
Ejemplo
Consideremos el experimento
E = {lanzar una moneda normal repetidamente hasta obtener cara}
y la variable aleatoria X definida como

X = numero del lanzamiento de la moneda donde se obtuvo cara.
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Sea A el evento definido como

A={{ae§: X(a) <15} = (X <15).

De esta forma, el evento A se puede escribir equivalentemente como

A ={c, sc, ssc, $§S¢, SSSSC, . . ., SSSSSSSSSSSSSSC}.

Por lo tanto, la probabilidad de (X < 15) estd dada por

P(X <15) = P(A)

= P({c}) + P({sc}) + -+ P({ssssssssssssssc})
1 1 1 1

Tttt OE
B 1

; Cuél es el valor de P(X < 1/2)7
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Tipos de variables aleatorias

Dependiendo de la naturaleza de los experimentos a los cuales esta
asociada una variable aleatoria, se pueden distinguir tres tipos de

variables aleatorias: discretas, continuas y mixtas.

Variable aleatoria discreta

Definicion 2. Sea X una variable aleatoria. Si el numero de valores de
X con probabilidad positiva es finito o infinito numerable, llamamos a X
variable aleatoria discreta. Esto es, se pueden anotar los valores de
X con probabilidad positiva como x1,x9,...,%,,... En el caso finito la
lista termina y en el caso infinito numerable la lista continia

indefintdamente.
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Distribucion de probabilidades

Definicion 3. Sea X una variable aleatoria discreta. Asumamos que

X1, .., Tp,... SON los unicos valores de X con probabilidad positiva.
Sea p; = P(X = x;) la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
el valor x;. La coleccion de pares (x;,p;), 1 = 1,2,..., se llama

distribucion de probabilidades de X.

Observacion:

Los numeros p; satisfacen las siguientes condiciones:

a) pj>0parai=1,2,...,

0
b) > pi=1
1=1
< | > | < Una Variable Aleatoria WiLLiaM La Cruz (UCV)
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La funcién de probabilidades de X satisface:

y

px(x) =

\

Por lo tanto, 0 < p, () < 1, para todo x € R.

Ademas,

pr (z;) = 1.

Una Variable Aleatoria

P, Slx=ux;,1=12...

0, six#ux;,i=12...

WiLLiaMm LA Cruz (UCV)
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Ejemplo

Sea Z la variable aleatoria definida como el niimero de caras en tres

lanzamientos de una moneda. Determinar la funcién de probabilidades de
Z.

Solucion. El espacio muestral del experimento es
S = {cce, ces, csc, sce, 58, $Sc, Scs, ¢SS}

Ademas los ocho eventos elementales son igualmente probables.

Los eventos definidos por la variable aleatoria Z cuyo probabilidad es

distinta de cero son:

N
I

) {sss}

) = {ssc,scs,css}
)

)

= {ccs, csc, sce}

N N NN
[
w N = O

{cce}
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Por lo tanto, la funcién de probabilidades de Z es

( 1/8, z=0,
3/8, z=1,
pZ(Z):<3/87 2227
1/8, z=3,
L0, en otros casos.
p(z)
1__
7/8-+
6/8-
5/8-+
1/8-+
381 e "
mr
/8% | l ©
0o 1 5 3§ =
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Variable aleatoria continua

Definicion 5. Sea X una variable aleatoria. Si el conjunto de valores
de X con probabilidad positiva es un conjunto no numerable de niumeros

reales, llamamos a X wvariable aleatoria continua.

Ejemplo

Supongamos que se escoge aleatoriamente un punto del intervalo (0, 1).
Definamos la variable aleatoria X como la coordenada = del punto

escogido. Efectivamente, X es una variable aleatoria continua.

Observacion:

Para calcular la probabilidad de un evento A descrito a través de una
variable aleatoria continua, es necesario definir una funcién real fx(z) a
valores reales, llamada funcion de densidad de probabilidades. Mas

adelante trataremos con mayor atencién esta funcion.

< | > | > Una Variable Aleatoria WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Variable aleatoria mixta

Hay situaciones donde podemos encontrar variables del tipo mizto, es
decir, variables aleatorias con la particularidad de ser continuas y

discretas al mismo tiempo.

Definicion 6. Sea X una variable aleatoria. Si el numero de valores de
X con probabilidad positiva es finito o infinito numerable, x1,...,x,,...,
y también comprende algun intervalo a < x < b, llamamos a X wariable

aleatoria maixta.

Ejemplo

Supongamos que estamos probando un equipo y medimos su tiempo de
funcionamiento. Supongamos también que el equipo puede fallar en el

tiempo ¢t = 0.
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Sea X la variable aleatoria definida como

X = tiempo de funcionamiento del equipo.

Es claro que el conjunto de valores de X con probabilidad positiva es

{r eR:x>0}.

Por otra parte, como el equipo puede fallar en el tiempo ¢t = 0, entonces

Por lo tanto, la variable aleatoria X es mixta.

Observacion:
Para calcular la probabilidades de un evento A descrito a través de una
variable aleatoria mixta, se emplea la funcién de densidad de

probabilidades.

< | > | > Una Variable Aleatoria WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Funcion de densidad de probabilidades

En esta seccion no haremos una distincion entre los tipos de variables

aleatorias. Todos los conceptos que aqui aparecen se extienden a cualquier

tipo de variable aleatoria.

Definicion 7. Sea X wuna vartable aleatoria cualquiera. La funcion de
densidad de probabilidades de la variable aleatoria X, denotada por

I+, es una funcion real tal que satisface las siguientes condiciones:

a) f(x) >0, para todo © € R;

b) /_Z fo(a)de = 1;

b
c) Pla< X <b) = / fy () dx, para todo a,b € R.
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Ejemplo
Considere el siguiente experimento.
E = {lanzar un dado normal repetidamente hasta obtener un seis}.

Hallar la funcion de densidad de probabilidades de la variable aleatoria X

definida como

X = numero de lanzamientos necesarios para obtener un seis.

Solucion. Se tiene que el conjunto de valores de X con probabilidad

positiva es
{1,2,3,4,...}.

Ademas,

5\ /1
P(X—k)—<6> (6)’ parak=1,2,3,...
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Asi, la funcién de probabilidades de X es

) <'(5/6)w—1(1/6), Sr=12 ...,

0, en otro caso.
\

Por tanto, la funcién de densidad de X es

= ipx(k)é(x = (1/6) i (5/6)*"16(x — k).
k=1 k=1

< | > | > Una Variable Aleatoria WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Funcion de distribucion acumulativa de

probabilidades

Definicion 9. Sea X wuna vartable aleatoria cualquiera. La funcion de
distribucion acumulativa de probabilidades, o simplemente,
funcion de distribucion de la variable aleatoria X, denotada por F,

se define como
(r)=P(X <x), parazxeR.

Teorema 1. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion

F.. Entonces se cumple:

(i) La funcion F, no es decreciente. Esto es,
T < T9 = FX(ZCl) < FX(LIZQ).
(i) F, es continua por la derecha y

lim F (z)=0 y lim F, (x)=1.

r—r—00 r—r00
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El siguiente teorema muestra las relaciones entre la funciéon de densidad y

la funcién de distribuciéon acumulativa de probabilidades.

Teorema 2. Sea X una variable aleatoria cuyas funciones de densidad

y distribucion son respectivamente f, y F . Entonces se cumple:

(Z)fx()—di() F! ();

(ii) Fy / Frls

Ejemplo
Considere el siguiente experimento.

E = {lanzar un dado normal repetidamente hasta obtener un seis}.
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Hallar la funcion de densidad de probabilidades de la variable aleatoria

X = numero de lanzamientos necesarios para obtener un seis.

Solucion. Utilizaremos dos procedimientos para hallar a F',, a saber: (i)

definicién de F',, y (ii) relacién de F'y con f,.

(i) En este procedimiento debemos construir la funcién F, (z) para cada
r € R.

e Supongamos que x < 0.

Por la definiciéon de la variable aleatoria X podemos escribir:

F

X

() =P(X <z)=0.
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<

Supongamos que x > 0.

Asi,
(r) = P(X <)

— P(X<0)4+P0<X <2x)

= ) P(X=k)

1<k<z

= >, (1/6)(5/6) "

1<k<zx

Por lo tanto, la funcién de distribucién acumulativa de probabilidades

de la variable aleatoria X es

oo
k—
Fy(z) = (1/6)(5/6)" " u(z — k).
k=1
> | > Una Variable Aleatoria WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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(ii) Como la funcién de densidad de X es

i (1/6)(5/6)*16(x — k).
k=1

:/_:fx<s>ds

F (z) = / > (1/6)(5/6)"16(s — k) ds

entonces

© k=1

(e T[]

&
I
[

< | > | ><]| Una Variable Aleatoria

(1/6)(5/6)"~

T

(1/6)(5/6)F1 / 5(s — k) ds

— 00

Lulz — k).

WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Distribuciones de probabilidad especiales

Distribucion degenerada Jx(®)

La variable aleatoria X tiene una
distribucién degenerada concen-

trada en a € R, si X tiene

e funcién de densidad a Py

fX(x) — 5(3j - CL),

e funcion de distribucion

Fy(x)

F

x () = u(z —a).

QO
o
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Distribucion de Bernoulli

La variable aleatoria X tiene
una distribucién de Bernoulli de
parametro p (0 <p <1),s1 X

tiene

e funcion de densidad

fx () = (1=p)o(z)+po(z—1),

e funcién de distribucion

Fy(r) = (1=p) u(z)+pu(r—1).

< | > | ><]| Una Variable Aleatoria

Jx(®)

1 b 4
Fx(x)
1
I-p O
1 b 4
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Distribucion binomial

La variable aleatoria X tiene una distribucién binomial de parametros n,
p(0<p<l,n>1), si X tiene

e funcion de densidad

< | > | > Una Variable Aleatoria WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Distribucion geométrica

La variable aleatoria X tiene una distribucion geométrica de parametro p
(0 <p<1),siX tiene

e funcion de densidad
fo(x) =) p(L—p)to(x — k),
k=1

e funcion de distribucion

Fo(x) =Y p(l—p) " tu(z—k).
k=1
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Distribucion de Poisson

La variable aleatoria X tiene una distribucién de Poisson de parametro A
(A > 0), si X tiene

e funcion de densidad
felz)=>" e 0z — k),
k=0

e funcion de distribucion

F (x) = Fe_ u(r — k).
k=0
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Distribucion

uniforme

La variable aleatoria X tiene

una distribucid

intervalo (a, b)

e funcidon de

’

fX (37) = 9
\
e funcidon de
)
FX (I) = 9

\

o N

n uniforme en el
(a < b), si X tiene

densidad

1
) TE€ (a,b),
0, r ¢ (a,b),
distribucion
0, r < a,
Tr—a

, a<x<b,

b—a
1, x > b.

Una Variable Aleatoria

1/(b-a)

Jx(®)

Fx(x)

WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Distribucién exponencial

La variable aleatoria X tiene
una, distribucién exponencial de

parametro A (A > 0), si X tiene

e funcion de densidad

)
Ae ™M x>0,

0, x < 0,

\

e funcion de distribucion

)
0, r < 0,

\1—6_)@, x > 0.

< | > | ><]| Una Variable Aleatoria

Jx(®)

Fx(x)
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Distribucion triangular

La variable aleatoria X tiene
una distribucion triangular con
minimo a, moda b y maximo c,

si X tiene funcion de densidad

dada por
f(), r < a,
2(x —a) , a<x<b,
() = ¢ (c—a)(b—a)
2x —¢) b<z<c
(c—a)(b—2c)’ -
L0, T > C.

< | > | ><]| Una Variable Aleatoria
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2/(c-a)
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Distribucion normal o gaussiana

La variable aleatoria X tiene una distribucién normal de media pu y

varianza o2 (o > 0), si X tiene funcién de densidad dada por

fol) = —= 3 (52

o\ 2T

1/(c(2m)""?)
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Ejercicios
1. Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo
(—2,3). Calcular la probabilidad del evento (X < —1) U (X > 0).

2. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién triangular con

minimo —1, moda 1 y maximo 3. Calcular la probabilidad de cada uno

de los siguientes eventos:

a) (X >0);
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Funciones de distribucion y densidad

condicionadas

Sea X una variable aleatoria cuya funciéon de distribucion es Iy y su

funcién de densidad es f,. Sea A un evento no imposible.

Definicion 10. La funcion de distribucion de X condicionada al

evento A, denotada por F(x]|A), se define como

F.(z]4) = P(X < 2|4) = = ((XPS(X; N4)  arazeR

Consideremos la siguiente definicion.

Definicion 11. Sean X una variable aleatoria, A un evento y x un

numero real fijo. Escribiremos x € A si (X = z) C A.
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Las funciones de distribucién y densidad condicionales satisfacen:

i) fx(z|lA) > 0;

i) Sy (e]4) = =Py (2]4);

i) F (z]A) = / " fe(sl4) ds;

iv) lim F (z|A)=0,y leIEO F (z]A) =1;

Tr—r— 00

v) Pla< X <84) = e (blA) = P(ald) = [ fo(ala)da,

Una Variable Aleatoria WiLLiaMm LA Cruz (UCV)

38



Ejemplo

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion triangular con
minimo —1, moda 1 y maximo 3. Sea A={X € R:|X -1/ <1} un
evento. Determinar las funciones de densidad y distribuciéon

condicionadas al evento A.

Solucion. Determinemos primero f, (z|A).

La funciéon de densidad de X es

~

0, r < —1;

l(x—kl), —1l<ax<I1;
fx<x) = 4 ;l

1B—2), 1<x<s3;

0, T > 3.

Ve

Ahora pasemos a calcular la probabilidad del evento
A={XeR:|X -1 <1}
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Se tiene que

Ahora, por la definicién de f, (z|A) podemos escribir:

(fxlr)
fo(z]4) = { P(A)’ =4
\O, x & A.

s(z+1), 0<z<1;
= ¢3(3—2), 1<z<2
0

en otros casos.
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En la siguiente figura podemos observar las graficas de f, (z) y f, (z|A).

< | > | < Una Variable Aleatoria WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Ahora calculemos la funcién de distribucion de X condicionada al evento

A. Para ello emplearemos la identidad

F (x]A) = / fy(s|]A)ds, paraxzeR.

Como
)
%(w—kl), 0<z<1;
fx(z|A) = %(3—33), 1 <az<2;
0, en otros casos;
\
entonces
((), r < 0;
1
Zx (x4 2), 0<x<l;
Fo(aja) = {57072
Ltl@-1)GB-2), 1<2<2;
1, T > 2.
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Valor esperado y varianza

Valor esperado

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f, ().

Definicion 13. FEl valor esperado de X, denotado por E(X), estd
definido por

E(X)=7= /O;:cfx(:c)da:.

Definicion 14. Sea g : R — R una funcion. Entonces el valor esperado
de g(X) esta dado por

B(g(X)) = / " ) £ ()

— 00
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Ejemplo

El valor esperado de una variable aleatoria X distribuida uniformemente

en el intervalo (a,b) estd dado por
00 b

x a-+0b

E(X) :/_Ooa:fx(a:)da::/a b_ada:: S

Propiedades del valor esperado

Para esta parte consideramos una variable aleatoria X cualquiera. A

continuacion damos una lista de algunas propiedades del valor esperado.
E(a) = a, para todo a € R.
E(aX)=aFE(X), para todo a € R.

E(aX 4+b) =a FE(X) + b, para todo a,b € R.
E

(ag(X)+bh(X)) =aFE(g(X))+bE(h(X)), para todo a,b € R y las
funciones g : R - Ry h: R — R.
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v) Si X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad de

probabilidades es una funcién par, entonces F(X) = 0.

vi) Si X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad de
probabilidades f, satisface que f, (m + x) = f, (m — x) para cierto
m € R, entonces E(X) = m.

Varianza de una variable aleatoria

Definicion 15. Sea X una varitable aleatoria cualquiera. La varianza de

una variable aleatoria X, denotada por V(X), se define como

V(X)=E((X - E(X))*).
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Observacion:

Como
(X —EB(X))?=X?-2XE(X)+ E(X)?,

entonces por la Propiedad (iv) del valor esperado, la varianza de X se

puede escribir equivalentemente como

V(X)=E(X? - E(X)

Propiedades de la varianza
i) V(a) =0, para todo a € R.
ii) V(aX) = a*V(X), para todo a € R.
iii) V(aX +b) = a?V(X), para todo a,b € R.
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Ejemplo

La varianza de una variable aleatoria X distribuida uniformemente en el

intervalo (a,b) estd dada por

V(X) = B(X®)-EX)

— /_Za:2fx(a:)d:c— (/fox(w)dx)2

|
@\
(@)
o~
Q
Q.
8
|
N\
@\
(@)
o>~
| | 8
Q
ol
S8
~__

Valor esperado y varianza condicionados

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f,. Sea g : R — R

una funcion. Consideremos un evento A asociado a la variable aleatoria X.
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Definiciéon 16 (Valor esperado condicionado). FEl valor esperado de X

condicionado al evento A, denotado por E(X|A), se define como

©.@)

E(X|A) :/ 2 f. (z|A) da.

— OO0

Definicion 17 (Valor esperado de una funcién condicionado). El valor

esperado de g(x) condicionado al evento A, denotado por E(g(X)|A), se

define como
© @)

B0 = [ g@)f(el4)do.

— 0

Definicién 18 (Varianza condicionada). La varianza de X

condicionada al evento A, denotado por V(X|A), se define como

V(X|A) = B(X?|A) — E(X|A).
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Observacion:

Como la funcién de densidad de X condicionada al evento A es

(fxlz)
fo(z]d) =< P(A)’ =4
\O, x & A.

entonces el valor esperado de X condicionado al evento A esta dado por

E(X\A):ﬁ /Aa:fX(a:) da.

y el valor esperado de una funcién g(X) condicionado al evento A se

expresa CcoI1no

B(9(X)\4) = 5 /A 9(x) fx () da.
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Ejemplo

Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidades

€S:

)
tcosz, si—m/2<z< T2

fX(ZE) =

0, si x| > /2.

\

Determinar el valor esperado y la varianza de X condicionados al evento
M={XeR: —n/4< X <7w/4}.

Solucion. Se tiene que la funcién de densidad de probabilidades de X

condicionada al evento M es

)
@ cosxt, si—n/4<ux<m/4

fx(@|M) = S
0, si |z > 7/4.

\
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Por lo tanto, podemos escribir:

<

> | >

E(X|M) = /OO xf, (x|M)dx,

= 0

—00
9 /4

— T cosxdx

2 —7/4

V(X|M) = BE(X*IM)-E(X|M)*

2
1

1

Una Variable Aleatoria

Q /4 )

T cosx dx
—m/4

(7% + 8m — 32)..

WiLLiaM LA Cruz (UCV)
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Una funcion de una variable aleatoria

Entrada Salida

X 5 Sistema S Y

fy () fy(y)

 Qué relacion tiene f (y) con f, ()7
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Sea, X uniformemente distribuida en el intervalo (a, D)
< S
a b
_ 1 L _a
Y = b—a X A a—>b
< S
0 1

Y estd uniformemente distribuida en el intervalo (0, 1)
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Sean I un experimento y S su espacio muestral. Sea X una variable

aleatoria definida en S, cuya funcion de distribucion es F', y su funcion de

densidad es f,.

Sea g : R — R una funcién cualesquiera, podria ser continua,

diferenciable, etc.

Definamos la variable aleatoria Y como
Y = g(X).
Para cualquier evento C' C R asociado con la variable aleatoria Y,
definimos P(C') como
P(C)=P{X eR:g(X)eC}).

Los eventos
C 'y {XeR:g(X)eC}

se denominan eventos equivalentes.
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e La probabilidad P ({X € R: g(X) € C}) se calcula utilizando la
funcion de densidad de X.

e Nuestro propésito es encontrar las expresiones analiticas de F,, (y) y

f, (v). Para ello utilizaremos el siguiente procedimiento:

i) Obtener F, (y) a través de la expresion
PY <y)=P(A,), paracadaye€R,

donde el evento A, = {X € R: g(X) <y} es equivalente al evento
(Y <)

ii) Diferenciar a F, (y) con respecto a y para obtener f, (vy).

Pasemos ahora ha encontrar las expresiones analiticas de F, y f, para

tres casos generales de la funcién g.

<
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g es continua y monotona creciente

Como g es continua y mondtona creciente, entonces g posee inversa.

Ademds, el evento A, = {X € R: X < g !(y)} es equivalente al evento
(Y <y).
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Por la definicién de F,, podemos escribir:

FY(?J) — P(ng)
= P(g(X) <vy)
= P(X<g ')

— FX(g_l(y)), para y € R.

Ahora derivando F), (y) con respecto a y obtenemos la expresion analitica

de la funcién de densidad f, , esto es:

fyy) = dfy (v)
Y
|

Y
du [FX (g_l(y))}
f

g

ol
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g es continua y mondtona decreciente

Como g es continua y mondétona decreciente, entonces g posee inversa.

Ademds, el evento A, = {X € R: X > g !(y)} es equivalente al evento
(Y <y).
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Por la definicién de F,, podemos escribir:

Fy(y) = P(Y <y)

Ahora derivando F), (y) con respecto a y obtenemos la expresion analitica

de la funcién de densidad f, , esto es:

fx () ]

9 ()]

,  para y € R.
=g~ 1(y)

o = |
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g es continua y no-monotona

Supongamos que g es como se muestra en la siguiente figura.

Luego, el evento A, = {X € R: X <z; 6 220 < X < 23} es equivalente al
evento (Y < y).
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Por la definicion de Fj podemos escribir:

Fy(y) = P <vy)
= P((X <z1)U (22 <X < 13))
= P(X <z1)+ P(xa < X < x3)
= P(X<z1)+Plra < X <z3)+ P(X = x9)
= Fx(x1)+ Fx(z3) — Fx(z2) + P(X =13), paray€R,

Ahora derivando F), (y) con respecto a y obtenemos la expresion analitica

de la funcién de densidad f, , esto es:

_ Ix(m) | fx(m2) | fx(x3)
KW = ig@)] gt T g s)

,  paray € R.

Observacion:

Los numeros x1, x2, y x3 dependen de cada .
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Ejemplo (¢ continua a trozos)

Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo

(—2,3). Sean las variables aleatorias Y y Z definidas respectivamente

COMmo:
Y =méax(1 — | X|, w(X +1) —u(X —1)),
Z =min(1 —|X|, u(X +1) —u(X —1)).
Entonces,
(2, 1<o<u
3 2 .
fr)=gdy)+zoly—1).  f,(5) =135 -2<z<-1
\O, en otro caso.
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Definicion de variables aleatorias conjuntas

A lo largo del tema consideraremos un experimento E al cual se le asocia
un par de variables aleatorias X e Y. Los eventos elementales de este
experimento pueden visualizarse como un par ordenado (x,y). Bajo estas
condiciones, diremos que X e Y son wartables aleatorias conjuntas o,
equivalentemente, el simbolo (X,Y) denotard una variable aleatoria

bidimensional.

Ejemplos

FEi: lanzar una moneda y un dado simultaneamente;

E3: medir la corriente que circula por un circuito y simultaneamente

medir la temperatura de la habitacion.
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Funciones de densidad y distribucion de
probabilidades

Funcion de densidad de probabilidades

La funcion de densidad de probabilidades de las variables aleatorias

conjuntas X e Y, es una funcién f,, : R* — R que satisface las siguientes

propiedades:

()

fxv (2,y) >0, para todo (x,y) € RZ.

/_Z /_(:fxy(%y)dyd;c: 1
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Ejemplo

Sea f., : R? — R una funcién como

)
o (ry) = 4 6e 23 six >0,y >0;
XY ) T

0, en otros casos.
\

Verifiquemos que esta funcion es efectivamente una funcién de densidad.
e Es claro que f., (z,y) > 0, para todo (z,y) € RZ.

e Por la definicién de f,,, podemos escribir:

/_ Z /_ Z foy (7, 1) dydx / / 6 e 2" dyda
= o ) (f )

= 1.

DO | —
|

< | D> | > Dos Variables Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)




Funcion de probabilidades

La funcién de probabilidades de las variables aleatorias discretas

conjuntas X e Y, es una funcién p,.,. : R* — R definida como

pXY(x7y) — P(X =x,Y = y)7

y que satisface las siguientes propiedades:

()

0 < pyy(z,y) <1, paratodo (z,7) € R

Z pry(xvy) = L.
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Ejemplo

Sea p.., : R? — R una funcién definida como

(
B2r+y), v=1,2, y=12
Dy (T,y) = 4

\ 0, en otros casos.

Hallemos el valor de £ > 0 para que p,, sea una funcion de

probabilidades de las variables aleatorias conjuntas X e Y.

Se tiene que

Zszy(xvy> — Zszy(xay)

x r=1y=1

— pXY(17 1) +pXY(172) +pXY(27 1) +pXY(272)
= k[3+4+5+6] = 18k =1,

de donde se deduce que k = 1/18.
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Probabilidad de un evento

Sea A C R? un evento asociado a las variables aleatorias conjuntas X e Y.

e Si X e Y son variables aleatorias continuas, la probabilidad del evento

A se define como:

:/ fxy(xay) dydx
A

e Si X e Y son variables aleatorias discretas, la probabilidad del evento

Z Dy (T,7).

z,y)EA

A se define como:

La suma anterior se hace sobre todos los puntos (x,y) pertenecientes

al evento A.
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Ejemplo
Sea A C R?2 un evento definido como
A={(X,Y)eER?: 21 < X <19, y1 <Y <},

donde x1, x2,y1,y2 € R. Una posible representacion grafica del evento A

se puede apreciar en la siguiente figura.

Y A
/
Y2 b---- //

N

Y1 p----

Y
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Segun sea la naturaleza de las variables aleatorias conjuntas X e Y, la

probabilidad del evento A se calcula por la siguiente expresion:

P(A) = Px1 <X <x9,y1 <Y <)

(T2 Y2
/ / fyvy (x,y)dydr, si X eY son continuas;
x1 Jy

1 1

Z Z Pyy (2,y), si X eY son discretas.

L T1<z<z2 Y1 <y<yo

Nota: Si X es discreta y Y es continua o viceversa, la expresion de P(A)

contiene integrales y sumatorias,
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Funcion de distribucion acumulativa de probabilidades

La funcién de distribucion acumulativa de probabilidades de las

variables aleatorias conjuntas X e Y, denotada por F

v Se define como

Fyy(z,y) =P(X <z, Y <y). (1)

Y
(X

h<

7

7

(z,

Y)

N

.
__
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Ejemplo

Sea,
)

o (ry) = 4 6e 273 six >0,y >0;
XY ) T

0, en otros casos,

\

una funcién de densidad de X e Y. Hallemos F, ., (z,v).

e Supongamos primero que x > 0 e y > 0.
Asi,

F

X

y(@y) = P(X<ax,Y <y)

_ /x /y for (7, 5) dsdr
= / / 6" dsdr
- o{[ e ([

= (1—e™)(1-e™), paraw>0,y=0.
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e Supongamos que x < 0 6 y < 0.

Asi, por las definiciones de F',, y f.,, podemos escribir:

F., (x,y) =0, paraz <06y <O.

De esta forma,

(1— 6_2”3)(1 — 6_39), sixz >0,y >0;
FXY(x7y) = 4

0, en otros casos.
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Ejemplo

Sea,
)

Dy (T,y) =4

\

kQx+vy), =12, y=1,2;

0, en otros casos.

la funcién de probabilidades de X e Y. Hallemos F , (x,y).

Se tiene:

e para x < 1, —oo <y < o0,

® para —oco < r <00, Y <

< | > | ><]| Dos Variables
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FXY (CL‘, y) =0,
Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)

15



<

e parax =1, y=1,

F. . (1,1) = PX<LY <1
= P X<LY<1)+PX=1Y=1)
= p.,(1,1) = 3k,

e parax =1, 1 <y <2,

ny(ajay) — P(X < 17Y§y)

= P(X<LY<1)+PX<1,1<Y <y)
— pXY(17 1) — Bk,

e parax =1, y > 2,

> | >

F..(1,2) = P(X<1,Y <2)
— pXY(]‘7 1) +pXY(]‘72) — 7k’

Dos Variables Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)
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para 1 <z <2, y=1,

Foy(,y) = pyy(1,1) = 3E,

para x > 2, y =1,

FXY(x7y) — pXY(]‘71) +pXY(27]‘) — 8k7

para 1l < x <2, 1 <y <2,

FXY(xay) — pXY(l,l):Sk',

para 1 <z <2, y > 2,

> | >

FXY('CC7y) — pXY(171) _|_pXY(172) — 7k7
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e parar > 2, 1 <y <2,

FXY(aj?y) — pXY(]‘7]‘) +pXY(27]‘) — 8k7

e para x > 2, y > 2,

Asi,

< |

Fyy(2,9)

> | >

— pXY(17 1) + Dxy (27 1) _|_pXY(17 2) T Dxy (27 2) = 1.

(O, r <1, —o0o <y < o0,
0, —oco<zr<oo,y<l,
3k, 1<zr<2,1<y<2,

FXY (x,y) —
Tk, 1<x<2 y>2,
8k, ©r>2,1<y<2,
L, r>=2,y=2.

Dos Variables Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Funciones de densidad y probabilidades

marginales

Sean X e Y variables aleatorias conjuntas, con f,. (z,y) su funcién de
densidad de probabilidades o p,., (x,y) su funcién de probabilidades ,

segun sea la naturaleza de las variables aleatorias.

e Si X e Y son variables aleatorias continuas, tendremos las siguientes

funciones de densidad marginales:

— Funcion de densidad de probabilidades marginal de X, definida

CcCOo1mo

fx(m) — /_OO fXY(xay) dy.
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<

— Funcion de densidad de probabilidades marginal de Y, definida

COo1mo

£y () = / S F (ey)de.

e Si X e Y son variables aleatorias discretas, las funciones de

probabilidades marginales son:

— Funcion de probabilidades marginal de X, definida por

px () = pry (z,v).

— Funcion de probabilidades marginal de Y, definida por

py (y) = pry (z,y).
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Ejemplo

Sea .., (x,y) la funcién de densidad de probabilidades de las variables

aleatorias conjuntas X e Y definida por

,
k, 0<xz<y<l1,
Fry (@) = 4

0, en otros casos.
\

Las funciones de densidad de probabilidades marginales son:

0, r <0,
fx(x):/ fxy(ajay)dy:</€(1—$), 0<x <,
\O, x > 1.
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0, y=0,
fY(y):/ fxy(xay)d$:<ky, O<y<1,
0, y=>1L1

Ejemplo

Sea p, (z,y) la funcién de probabilidades de las variables aleatorias
conjuntas X e Y definida por

)
E(le| +vy), =-2,—-1,...,2, y=|z|, ||+ 1,
Py (2,7) =4

0, en otros casos.
\

Las funciones de probabilidades marginales son:
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px (z) = ZpXY(x7y) = 4

’

5k,
14k,
10k,
0,

Py (1) = Py (2,y) =3

\

< | > | ><]| Dos Variables Aleatorias

‘x| = 2,
‘SIZ‘ =1,
x =0,

en otros casos.

y =1,
Yy = 2,
y =3,

en otros casos.
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Funciones de distribucion y densidad

condicionadas

Sean X e Y dos variables aleatorias conjuntas con F' ., su funcién de

distribucién y f,, su funcién de densidad (o p,, su funcién de
probabilidades). Sea A un evento cualquiera relacionado con las variables

aleatorias conjuntas X e Y.

e La funcion de distribucion acumulativa de probabilidades

condicionada al evento A, denotada por F, ., (z,y|A), se define

Cco1mo
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e Si las variables aleatorias conjuntas X e Y son continuas, la funcion

de densidad de probabilidades condicionada al evento A se

define como

fXY (377 y‘A) = 3

( fxv (7, )
P(4)

0,

st (z,y) € A

si (w,y) ¢ A.

\

e Si las variables aleatorias conjuntas X e Y son discretas, la funcion

de probabilidades condicionada al evento A se define como

Pxvy (377 y‘A) = 4

( Pxy (7, )
P(A)

si (z,y) € A

| > | >4
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0, si (x,y) € A.

\
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Funciones de densidad y distribuciéon de

probabilidades marginales condicionadas

e Si X e Y son variables aleatorias continuas, entonces se tienen las

siguientes funciones de densidad marginales condicionadas:

— Funcion de densidad marginal de X condicionada al

evento A

fy(x|A) = / fyy (z,y|A)dy, paratodo x € R.

— Funcion de densidad marginal de Y condicionada al

evento A

fy (y|A) = / fvy (z,y|A)dx, paratodo y € R.
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<

e S5i X e Y son variables aleatorias discretas, entonces tenemos las

siguientes funciones de probabilidades marginales condicionadas:

— Funcion de probabilidades marginal de X condicionada al

evento A

L (x]A) = pry r,y|A), para todo x € R.

— Funcién de probabilidades marginal de Y condicionada al

evento A

S (YlA) = pry x,y|A), para todo y € R.

> | D> Dos Variables Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Ahora, bien consideremos los casos:

A={XeR: X =zx}=(X =2x)

A={Y eR:Y =y} =(Y =y).

Para cada uno de estos casos se tienen las siguientes funciones de

densidad o probabilidades:

e Si X e Y son variables aleatorias continuas:

— Funcion de densidad marginal de X condicionada al

evento (Y =y)

fxy (T,9)
fy(y)

para (x,y) donde se esté bien definida.

fx(x‘y) —
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— Funcion de densidad marginal de Y condicionada al

evento (X = )

fxy (T,9)
fy(z)

e Si X e Y son variables aleatorias discretas:

fy (ylr) =

para (x,y) donde se esté bien definida.

— Funcion de probabilidades marginal de X condicionada al

evento (Y =y)

Dyy (7,9)
py (y)

P (z]y) = , para (z,y) donde se esté bien definida.

— Funcién de probabilidades marginal de Y condicionada al

evento (X =)

py (ylr) = Py (T y)’ para (x,y) donde se esté bien definida.
px(2)
| > | B> Dos Variables Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)
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Ejemplo

Sean X e Y variables aleatorias conjuntas con funcién de densidad

)
k(x+ly), si0<z<|yl <1
fXY(:Cay) = <

0, en otros casos;
\

Sea el evento A = {(X,Y)€R?:0< X <1/2, |Y]| <1/2}, con
P(A) =k/8.

Entonces:
o
)
07 Tr < 0,
fo(@) =< k(1422 —322), 0<z<1;
\O, x > 1.
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> | >

)
8 (x4 1yl), si0<az< |yl <1/2;
fxy(xvy’A) = 4
\O, en otros casos;
,
0, x < 0;
fe(@A) =324 8r—2422, 0<x<1/2;
\O; x> 1/2.

Dos Variables Aleatorias
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’

0, y < —1/2;
fy(WA) = <1242, —1/2<y<1/2;
\O; y>1/2.
o
)
2
2 (af+2\y\)7 S0<a <y <1
fx(x|y) = 3 3 Y
\O, en otros casos;
o
)
(z + [yl) L si0<r<|y<L;
fy(ylz) = ¢ 1422 —3x
0, en otros casos;
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Ejemplo
Sean X e Y variables aleatorias conjuntas con funcién de probabilidades

(
kleyl, ==-3,-2,-1,1,2,3, y = sgn(x);
Pxy (2, y) = Q K, r=0,y=-101

0, en otros casos.
\

Sea el evento A = {(X,Y) € R?:Y = X}, con P(A) = 3k.
Entonces:

)
klz|, »=-3,-2,—-1,1,2,3;

0, en otros casos.

\
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Tk,
py () = 1 k,
\07
(1
Doy (2, y]A) = g
0,

!
py(x]A) =<3
\O’

Dos Variables Aleatorias

ly| = 1;
y = 0;

en otros casos.

x:—l,O,l, Yy =,

en otros casos.

r=—1,0,1;

en otros casos.
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y

p—d

Yy = _170717
py(y|A) = <

§7
\O, en otros casos.

o
)
Tla|, siz=-3,-2,-1;
Px(z]Y = —1) =« %, st x = 0;
\O, en otros casos;
[

siy=—1,0,1;
Py (Y| X =0) = <

SO Wl

~

en otros casos;
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Variables aleatorias independientes

Sean X e Y dos variables aleatorias conjuntas con f,, su funcién de
densidad de probabilidades. Se dice que las variables aleatorias X e

Y son independientes si

fX(CC‘y) — fX($)7

0, equivalentemente, si

fy lz) = 1y (y).

Teorema 1. Las variables aleatorias X e Y son independientes si, y

solo s1

ny(ZE,y) — fx(x) fy(y)v
para todo (x,1) € R2.
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Ejemplo

Sea

)
o () = < ab e_(ax+by), six >0,y >0;
XY ) T

0, en otros casos;
\

donde a > 0 y b > 0, la funcién de densidad de probabilidades de las

variables aleatorias conjuntas X e Y.

Como
r (
0, six <0; 0, siy < 0;

fx(x>:< fy(y):<

ae”*, six >0, \be‘by, siy > 0,

fXY(aj7y) — fx(x) fY(y)7

entonces, las variables aleatorias X e Y son independientes.
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Valor esperado conjunto

e Sean X e Y variables aleatorias conjuntas con f,, su funcion de
densidad de probabilidades.

e Sea / una variable aleatoria relacionada con las variables aleatorias

conjuntas X e Y a través de la funcion
Z =g(X,Y),

donde g(z,y) es una funcién definida de R? en R.

El valor esperado de Z o, equivalentemente, el valor esperado de la

funcion g(X,Y) se define como

B(2) = B Y) = [ [ gw9) fi oy dyds.
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e Valor esperado de X

E(X):/_Z/_Za;fxy(x,y)dydx:/_fox(x)dx.

e Valor esperado de Y

E(Y) = Y [y (T,y) dydz = y Iy (y)dy.
[.]. /.

e Valor esperado de X?

B(X?) = /_ Z /_ ZxQ o (@ y) dydz = / :ﬁ £ (@) dz.

e Valor esperado de Y?

E(Y2)=/_Z /_Z?f fv (@,9) dydw:/i;yz fy (y) dy.
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Varianza de X

Varianza de Y

Valor esperado de XY

El valor esperado

E(XY) = /_Z /_Z zy [y (@, y) dydz,

se denomina correlacion de las variables aleatorias X e Y.

Covarianza de X e Y

La cantidad
Cov(X,Y)=FEXY)—- EX)E(Y),

se denomina covarianza de las variables aleatorias X e Y.

> | ><J | Dos Variables Aleatorias
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e Valor esperado de X + Y

B+ = [ [ @) fo o) dyde = BOO + B,

e Varianza de X + Y

V(X +Y)=V(X)+V(Y)—=2Cov(X,Y).

Dos Variables Aleatorias WiLLiam LA Cruz (UCV)

41



Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion de las variables aleatorias conjuntas X e Y se

define como
Cov(X,Y)

P T V(YY)

Notas:
e —1<p,, <1

e [l coeficiente de correlacion mide la relacidn lineal entre las variables

aleatorias X e Y.

e Sip,, = =*1, entonces las variables aleatorias X e Y estan

relacionadas linealmente.

e 51 X e Y son variables aleatorias independientes, entonces p,, = 0.
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Ejemplo

Sean X e Y variables aleatorias conjuntas con funcién de densidad

)
(x4 ), si0<z<|y <1;
fv (@,9) = 4
\0, en otros casos;
Entonces:
D 7 43
E(X)=—, E(X?)=— V(X)=—
(X) =15, BX7) =5, (X) = =5
5 3 3
E(Y) =0, E(Y ): 57 V(Y) — 57
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Ejemplo

Sean X e Y variables aleatorias conjuntas con funcién de probabilidades

(

r=-3,-2,-1,1,2,3, y = sgn(x);

1= |yl
pXY(x7y):< 1_157 r=0,y=-10,1;
\O, en otros casos.
Entonces:
72
E(X) =0, B(X?) =—,
15
14
E(Y)=0, E(YQ) = —,
15
27 27
E(XY —, Cov(X,Y
(XY) ==, Cov(X,Y) =,
< | > | ><]| Dos Variables Aleatorias
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V(X o
( ) 15 Y
14
V(Y -
( ) 15 Y
P, = 0.85042
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Una funcion de dos variables aleatorias

e Sean X e Y dos variables aleatorias conjuntas con f,, y F ., sus

funciones de densidad y distribucién, respectivamente.

e Sea Z una variable aleatoria relacionada con las variables aleatorias

conjuntas X e Y a través de la funciéon
Z =g(X,Y),
donde g(x,7) es una funcién definida de R? en R.

e A continuacion se presenta un método general para calcular la funcién

de distribucion de la variable aleatoria ~Z.

— Para cada z € R, se determina la expresion matematica de la

funcién de distribucion, F,(2), la cual esta definida por

F

Z

() = P(Z < ) = P(9(X,Y) < 2).
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— La funcién de densidad de probabilidades de la variable aleatoria

Z se puede determinar a través de la ecuacion

Ejemplo

£ =C2()

Sean X e Y dos variables aleatorias conjuntas con funcién de densidad de

probabilidades dada por

fry (@,y) = 4

(

\

1/4, si0<zr<2, 0<y<2;

0, en otros casos.

Sea Z otra variable aleatoria relacionada con las variables aleatorias X e
Y a través de la funcion Z = g(X,Y) = XY.

Entonces, las funciones de distribucién y densidad de la variable aleatoria

Z son, respectivamente:
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’

0, si z < 0;
F,(z) = 2Uf2m2=nz) 0 - - < 4.

4 9
1, si z > 4.
\
y

)

0, si z < 0;
fr(z)=¢2mn2nz " o 0 < 2 < 4

0, sl z > 4.

\

Las siguientes proposiciones presentan un procedimiento alternativo para
calcular las funciones de distribucién y densidad de la variable aleatoria
Z, cuando las variables aleatorias X e Y son independientes y la funcién

g(X,Y) tiene una forma muy particular.
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Dos funciones de dos variables aleatorias

e Sean X e Y dos variables aleatorias conjuntas con f,, vy F, sus

funciones de densidad y distribucién, respectivamente.

e Sean Z y W dos variables aleatorias relacionadas con las variables

aleatorias conjuntas X e Y a través de las funciones
Z:gl(va) y W:.QQ(Xay))

donde g1 : R? = R, y g2 : R? = R.

e Se debe hallar la funcion de densidad de probabilidades, f,,, , de las

variables aleatorias conjuntas Z y W.
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e Supongamos que las funciones g; v g2 son diferenciables en R?.

e Sea GG : R? — R? una funcién definida por

g1(z,y)

G(x,y) =
(z,y) 1ol 1)

Supongamos que G(z,y) es inyectiva en R2.

Entonces, la funcién de densidad de probabilidades de las variables

aleatorias conjuntas Z y W se define como

1
\det G’(CB,y)‘ 'fXY(may)]

fZW(Z7w) —

Y

(z,y)=G~1(z,w)

donde G~ es la funcién inversa de G(z,y) y G'(z,y) su Jacobiano.
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Ejemplo

Sean X e Y variables aleatorias conjuntas con funcién de densidad f,., .

Sean Z y W dos variables aleatorias definidas por

Z7=2X+Y y W=X+2Y.

Entonces, la funcién de densidad de probabilidades de las variables

aleatorias conjuntas Z y W es

1 22 —w 4w — 2z
fZW(Z7w):§fXY < 3 ) 6 )7

para todo (z,w) € R?
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