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Abstract

It is shown that the non-abelian vectorial model, proposed by
C.R.Hagen is obtained using the self-interaction mechanism. The
equivalence between this model and the non-abelian topologically mas-
sive one is studied showing that the existing equivalence in the abelian
models is not sustained.
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Se muestra que el modelo masivo vectorial no-abeliano, propuesto por
C.R.Hagen, se obtiene usando el mecanismo de autointeraccién. Se estudia
la equivalencia de este modelo con el modelo topolégico masivo no-abeliano
y se obtiene que la equivalencia existente a nivel abeliano no se mantiene.
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La teoria de campos en 2+1 dimensiones constituye un excelente escenario
para el entendimiento y estudio de teorias fisicas en dimensién 3+1. Esto
por su sencillez y ademas por haber provisto nuevas ideas al estudio de la
fisica en 341 dimensiones. Es asi como los modelos en 241 dimensiones han
estado motivados por sus posibles aplicaciones en el efecto Hall fraccionario,
la superconductividad a altas temperaturas y los procesos en presencia de
cuerdas césmicas.
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La estructura de las teorias no-abelianas puede obtenerse fisicamente bajo
el requerimiento de que se acople consistentemente a fuentes dinamicas sigu-
iendo el mecanismo de autointeraccion. Para esto comenzamos con una
teoria vectorial o tensorial la cual posee alguna invarancia de calibre que
asegure la no propagacion de los campos asociados a los spines menores al
que se quiere describir. La identidad de Biachi asociada a esta invariancia
requiere que las fuentes del campo sean conservadas. Esta conservacion se
pierde al acoplar dinamicamente al campo, a menos que esté autoacoplado.
El auto acoplamineto requerido es determinado a partir de la corriente de
Noether asociada con la invariancia global interna presente en estos mode-
los. Aplicando este mecanismo se obtiene de forma natural la acciones de
Yang-Mills, de Einstein y de supeergravedad[l], 2], asi como las acciones de
la teoria topoldgica masiva no-abelianal3], la de Chapline-Manton[], la de
Freedman-Townsend[5] y la del modelo masivo autodual no-abeliano en 2+1
dimensiones[6], entre otros.

En este trabajo mostraremos como el modelo de Hagen para una particula
de spin 1 masivo en 2+1 dimensiones[7] estd conectado con su versién no-
abeliana[8] usando el mecanismo de autointeraccién antes expuesto. El mod-
elo a considerar es equivalente a los modelos autodual y topolégico masivo a
nivel abeliano[9]. Sin ambargo, resulta ser no equivalente a nivel no-abeliano
dado que los términos de autointeraccion proporcionanan correcciones adi-
cionales en el analisis cudntico perturbativo[§].

En 241 dimensiones existen distintas descripciones para una particula
masiva con spin 1. El modelo mas sencillo es el modelo autodual[T0)] descrito
por la accién

Sap =13 [ dx (¢ a,0,0, + maya"). M)

donde €”% = 1y 7,, = (= + +). Este modelo no posee invariancias lo-
cales y puede mostrarse que constituye una version del modelo topoldgico
masivo luego de fijar convenientemente el calibre[IT, T2, 13, T4]. El modelo
topoldgico masivo viene descrito por la accién[T5]
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con F,, = d,a, — 0,a,, donde el primer término corresponde al conocido
término de Maxwell y el segundo se conoce como el término de Chern-Simons
vectorial. Las ecuaciones de movimiento de este modelo poseen la misma



invariancia que la electrodinamica usual. Este hecho resulta interesante pues
presenta el ejemplo de una teoria masiva que posee invariancia de calibre. Tal
como apuntamos anteriormente los modelos autodual y topoldgico masivo
estan conectados por una fijacién de calibre. Sin embargo, puede verse que
los espacios de soluciones difieren en soluciones de caracter topoldgico y que
estan conectados por una transformacién de dualidad |16, 17, T8, M9, 20, 21].

Otra descripcién para una particula masiva con spin 1 la proporciona la
acciéon propuesta por C.R.Hagen|[T]

1 A
S =3 [ @a(=f"fu+ 2 fudyr + me 0,00 + S L0, (3)

Esta accion se convierte en la de la topolégima masiva, a primer orden,
si tomamos A = 0. Ademds puede mostrarse que cuando A = 1 no tiene
dindmica local. La masa de las excitaciones es |m/(1 — \)|. Para ver esto y
su equivalencia con los modelos autodual y topolégico masivo analicemos las
ecuaciones de movimiento de (B)

- f‘u + 5““8,,(@ + %f)\) = 0, (4)
"0, (fr 4+ may) = 0. (5)

En este sistema es claro que si A = 0 el sitema se transforma en el de la
teoria topologica masiva. Por otro lado en la segunda de estas ecuaciones
observamos que localmente f\ + may, = Oyp, si fijamos calibre de tal forma
que fy+may =0y vamos a la primera ecuacion el sistema corresponderia al
de la teoria autodual con masa m/(1 — \). Si A = 1 el sistema sélo describe
estados globales que corresponden a F),, = 0.

Para completar de analizar la cinemética de Sy pasamos a obtener la
accion reducida. Para esto tomamos

@0 =0 s q>z = 5,~j0j(I>T + &a(l)L, (6)

donde ®,, = (ay, fu), 1,J = 1,2 y €12 = 1. Al sustituir esta descomposicién
en Sy observaremos que a y f son multiplicadores de Lagrange asociados a
los vinculos fT' =ma’ y f = (1 — A)Aa’. Teniendo esto en cuenta llegamos
a

Sio= 5 [ (=N A+ )
~(1=A?(=A)d" (-A)a" = m*a” (=A)a"),  (7)
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con A = 0;0;. A este nivel notamos que si A = 1 no hay propagaeién
alguna de los campos, ademds si sustituimos (1 — N)a? — o' y ﬁ —m
la accién corresponderia a la que hubiésemos obtenido si partieramos de la
accion topolégica masiva.

Si sustituimos Q = (1 — A)(=A)"%aT, I1 = (=A)2fL en (@) llegamos a

la accién reducida

gred /ds Q‘%HH_%Q<_A+((1TA))2>Q]’ (8)

donde queda claro que la teoria describe una excitacion de masa |[m/(1— \)|
con energia definida positiva.

Pasamos ahora a aplicar el mecanismo de autointeraccién a partir de Sy
en [B)[1, 2]. La conexién con el modelo topolégico masivo se obtiene tomando
A = 0. Partimos con un conjunto de campos ay, y f, con a = 1, 2,3, pensando
en una invariancia bajo rotaciones rigidas (a la SU(2)). Este proceder permite
adoptar una notacién vectorial que resultard mas simple. La generalizacién a
otro tipo de grupos de invariancia se realizaria de manera andloga. La accion
de partida es

= % / dx(—fP f+2em ﬁ-8V6A+m5“”A£M-0V£A+%5””A fu0ufs), (9)
la cual es invariante bajo los cambios globales
3, — O, + T x D, (10)
y sus ecuaciones de movimiento poseen la invariancia de calibre
i, = O,Nx) ,  &fF=0. (11)

La corriente de Noether asociada a la inavariancia global es

gt = etA l(fu ay) X dy + —fu X fA] (12)

la cual se conserva si usamos las ecuaciones de movimiento que surgen de

Ahora sumamos a Sy un término de autointeracciéon de forma tal que al
hacer variaciones en éste respecto a @, se reobtenga j*. Este término de
autointeraccion es

Sim g/d3 8“11)\( (fu —ay)xa,\—l—iau fuxf)\)_l'F[.fu” ( )
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donde g es un pardmetro de acoplamiento con unidades L~'/? y ademés hemos
indicado la posibilidad de adicionar términos que dependan solamente de las
fs, ya que lo que requerimos es que 65" /dd,, = f“. Un término posible,
no cuadrético, covariante, invariante de calibre y bajo () serfa de la forma
~ g f,; . f,; X f,; Asi la accién que resulta de sumar a Sy el término de
autointeraccion, con el término de las fs propuesto, tendra la forma

]' Y g r — — — —
S =5 [ @[T fu+ e (0,3 — 033, — g, x @)
+metN(@,0, @ — %@ LTy X )

A wni a7 ow Ly 9F anF 7o
+ A (Duf = 9, ) = o= e fx ] (1)

donde k es un constante adimensionada. En ([d) los tres primeros términos
corresponden a la acciéon topolégica masiva no-abeliana. Los dos ultimos
términos corresponderian a la contribucién adicional en la teoria de Hagen
no-abeliana tal como la propuso en la referencial§] . Para establecer conexién
con la formulacién usual de teorias no-abelianas, pensamos en generadores
T® antihermiticos que satisfacen tr7eT? = —%5“1’, los cuales actuian en la
representacion adjunta del grupo. Para estos [T%,T% = f®¢T¢, donde fab
son las constantes de estructura del grupo (es el caso de SU(2) éstas son £%¢))
y los campos los representamos matricialmente como @, = g7“®}. Con esta
notacién ([dl) se escribe de forma compacta como

1 2
Sna — — /d3x tr [f“fu — 5“”’\f“Fy,\(a) — mé“")‘(au&,a,\ — gaua,,a,\)
g

A 2K
—Ec":‘“y}\fu,p,,f)\ + wé‘“y)\fufuf)\}u (15>

donde F,y(a) = 0,a) — Oray, — [ay, a)] y Dy fr = 0, fr — [au, fo] es la derivada
covariante de f) bajo las transformaciones de calibre

da, = Dyw(z) . of" =[wlz), ", (16)

con w(z) = gT*(x), las cuales dejan invariantes las ecuaciones de movimiento
de ([H). Estas tltimas, en caso de existir algtin acoplamiento externo, resul-
tan ser

A
fﬂ_*fu(a)_Eguw\p”f’\—i_ginﬂguw\[f”’f’\] _—
m () £ OD,f— S ] = T (1)



donde *f#(a) = 1e*F,\(a). Las ecuaciones de movimiento de la teorfa
topologica masiva corresponden al caso A = k = 0. Es importante resaltar

que J/;, sobre las ecuaciones de movimiento, satisface D, Jk,; = 0. Veamos

Y A
Dl = " NDuDufs ~ ~[Dufo fi))

= [P~ 2D £
— 0,

donde hemos usado la identidad [D,,D,|f\ = —[F(a), f,], la primera de
las ecuaciones de ([I7) y las identidades de Jacobi para los conmutadores.
Si pensaramos en algun tipo de acoplamiento con los fs la correspondiente
fuente externa no se conserva. Sin embargo el papel de f# es mas como un
campo auxiliar.

Manipulando convenientemente las ecuaciones de movimiento, cuando no
hay fuentes externas, se llega al sistema (A # 1)

n m n (’% — >\) n _
€ )\,Duf)\—i_mf +2m(1_>\)8 )\[fllvf)\] =0,
- (=2 )+ e, =0 (19

En el caso que k = A? tendremos que f* = (1 — \)*f#(a), lo que nos lleva a
la ecuacién de segundo orden para a,

D fyla) £ ) = P ffa), @] (9)

donde m = m/(1 — \).

En (M) se muestra la contribucién adicional al caso de la topoldgica
masiva (que corresponde a A = 0) y queda expresa la diferencia entre los
dos modelos. Una ecuacién igual a esta se obtiene en el modelo no-abeliano
autodual el cual fué formulado indepoendientemente por McKeon[22] y por
Arias, et. al.[23].

Para el caso A = 1, al igual que en el caso abeliano, implica que *f*(a) =
f* = 0. El caracter masivo de las excitaciones se hace explicito si tomamos
otra derivada covariante sobre el dual de (), lo que nos lleva a
(-0, ¢ ) i) = O B o). @] ¢ DL (@), ),

(20)



corroborando que la masa de las excitaciones es |m/(1 — A)| como en el caso
abeliano.

Hemos, entonces mostrado como se conectan los modelos vectoriales prop-
uestos por Hagen por la via del mecanismo de autointeracciéon. Tambien
quedd explicita la no equivalencia entre los modelos no-abelianos de Hagen y
de la teoria topoldgica masiva para un caso particular. En el caso que A =1
(k = 1) la teoria de Hagen sélo describe estados globales (F},,(a) = 0) los
cuales son sensibles a la topologia del espacio base.

Este trabajo estda enmarcado dentro del Proyecto de Grupo G-2001000712
del FONACIT.
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