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RESUMEN

Las ecuaciones de Heaviside fueron desarrolladas para modelar cables y lineas de
transmisién eléctricas. Como los electrodos de puesta a tierra son por lo general conductores
de forma cilindrica, algunos investigadores emplean dichas ecuaciones para modelar
electrodos de puesta a tierra. Sin embargo, las ecuaciones de Heaviside, como no fueron
desarrolladas para electrodos de puesta a tierra, no toman en cuenta algunos fendmenos
electromagnéticos presentes en el suelo; por este motivo, en este trabajo se tiene como
objetivo obtener un par de ecuaciones diferenciales, con la misma topologia a las obtenidas
por Heaviside, pero que sean aplicables a barras para puesta a tierra. Las nuevas
ecuaciones se obtienen teniendo como punto de partida las ecuaciones de Maxwell. Estas
ecuaciones toman en cuenta todos los modos de propagacién que pueden ocurrir en la
tierra, a diferencia de las ecuaciones obtenidas por Heaviside, donde sélo considera un
modo de propagacion, particularmente el modo transversal electromagnético TEM, que es el
modo dominante en lineas de transmision. Para el desarrollo de las nuevas ecuaciones, se
considera que el medio es semi-infinito, formado por dos estratos (tierra — aire) y en cuanto a
la dinamica del campo electromagnético, se asume que en el suelo ocurre un fenémeno de
propagaciéon y radiacion del campo electromagnético. Las ecuaciones también toman en
cuenta la influencia de otros campos electromagnéticos que irradian la barra, producidos por
otras fuentes, como el campo generado por otros electrodos vecinos, o el campo generado
por una fuente cualquiera o por cualquier equipo eléctrico. De las nuevas ecuaciones se
extraen tanto los parametros eléctricos como son: conductancias, inductancias, resistencias
y capacitancias, asi como la red eléctrica equivalente, con parametros distribuidos, que
resultdé mucho mas compleja en comparacion con el modelo eléctrico, con parametros
distribuidos que se emplea en lineas de transmisién. Las nuevas ecuaciones fueron
empleadas para calcular las impedancias de puesta a tierra en barras, para luego ser
comparadas con valores medidos, obteniéndose buenos resultados hasta una frecuencia de
1MHz.
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SIMBOLOGIA

Vector potencial magnético en el dominio del tiempo
Vector potencial magnético en el dominio de la frecuencia
Vector unitario en direccidn del eje x en coordenadas cartesianas

Vector unitario en direccidn del eje y en coordenadas cartesianas
Vector unitario en direccion del eje z en coordenadas cartesianas o cilindricas
Vector unitario en direccién de p en coordenadas cilindricas

Vector unitario en direccién de ¢en coordenadas cilindricas o esféricas

Vector unitario en direccidon de r en coordenadas esféricas

Vector unitario en direccidon de #en coordenadas esféricas

Vector induccién magnética o densidad de flujo en el dominio del tiempo
Vector induccidon magnética o densidad de flujo en el dominio del tiempo
Capacitancia

Vector desplazamiento eléctrico en el dominio del tiempo

Vector desplazamiento eléctrico en el dominio de la frecuencia

Vector campo eléctrico en el dominio del tiempo

Vector campo eléctrico en el dominio de la frecuencia

Funcion de Green

Conductancia

Vector campo magnético en el dominio del tiempo

Vector campo magnético en el dominio de la frecuencia

Altura, longitud

Corriente en el dominio del tiempo

Corriente inyectada por el electrodo de tierra en el dominio del tiempo
Fasor corriente o corriente en el dominio de la frecuencia

Fasor corriente que se inyecta en la tierra, en el dominio de la frecuencia
Densidad de corriente en el dominio del tiempo

Densidad de corriente fuente, en el dominio del tiempo

Densidad de corriente fuente en el dominio de la frecuencia

Funcion de Bessel de primer tipo y orden n

NUmero imaginario igual a J-1

Inductancia

Inductancia mutual

Vector unitario normal a la superficie
Resistencia

Resistencia de puesta a tierra de la barra

Vector de posicién

Magnitud del vector posicion o componente relacionado con las coordenadas esféricas
Radio del conductor

Radio de la zona de influencia del electrodo

Superficie
Tiempo



U Potencial sobre la superficie de la tierra en un punto a

a

vV Potencial escalar eléctrico en el dominio del tiempo
Vyarra TeNsion en la barra en el dominio del tiempo
%4 Potencial escalar eléctrico en el dominio de la frecuencia

Vyarra Tension de la barra en el dominio de la frecuencia

Y, Funcién de Bessel de segundo tipo y orden n
171) Admitancia paralelo por unidad de longitud

ZO Impedancia caracteristica

Z,.... Impedanciade tierra del sistema de electrodos
ZY Impedancia serie por unidad de longitud

V- Operador diferencial divergencia

\% Operador diferencial gradiente

V x Operador diferencial rotor

v? Operador diferencial Laplaciano

I Constante de propagacion

o) Posicion en coordenadas cilindricas

ol Densidad volumétrica de cargas libre en el dominio del tiempo

Densidad volumétrica de cargas fuentes en el dominio del tiempo

@»

Densidad volumétrica de cargas fuentes, en el dominio de la frecuencia

@»

Angulo polar o dngulo de latitud en coordenadas esféricas
Permitividad
Constante de propagacion

Longitud de onda, densidad lineal de carga eléctrica
Permeabilidad
Frecuencia angular

Angulo azimutal en coordenadas esféricas
Conductividad
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1 Introduccién y motivacion del trabajo.

Inicio esta introduccion recordando los tiempo cuando comenzaba mis estudios de
Doctorado en Portugal, me encontraba en la etapa de investigacion bibliografica de mi
tesis, cuyo tema fue también sobre sistemas de puesta a tierra; para ese entonces, la
principal barrera que tenia era la dificultad para entender muchos de los articulos de la
abundante bibliografia que disponia; pues, requeria alcanzar profundos conocimientos de
electrodinamica y mucha destreza en el célculo vectorial, que para la época carecia de
ellos.

Para entonces, tenia un gran interés en el calculo de los parametros eléctricos de los
electrodos de puesta a tierra, como puede ser una barra, que es el electrodo de puesta a
tierra enterrado verticalmente; o la contra-antena, que es el electrodo enterrado
horizontalmente.

El calculo de los parametros eléctricos de los electrodos, a los que me refiero son: la
resistencia, la capacitancia, la inductancia y la conductancia, ya que los sistemas de
puesta a tierra se modelan, en el campo de la Ing. Eléctrica, por una red eléctrica
equivalente que esta formada ya sea por una sola resistencia, que es el modelo mas
simple, porque no se necesite tomar en cuenta la dinamica del campo electromagnético; y
en el caso de que se requiera un modelo mas complejo, ya sea porque se necesite tomar
en cuenta la dinamica del campo electromagnético, es necesario incluir también en el
modelo las capacitancias y las inductancias de los electrodos.

Hoy en dia, las herramientas de computaciéon que existen, permiten de manera rapida y
precisa el calculo del campo electromagnético y los parametros eléctricos de un sistema
de puesta a tierra; pero en el pasado, cuando no existian las computadoras, resulta
admirable la habilidad que tenian muchos investigadores, como Sommerfeld [1949]" (el
fisico), Carlson [1926], Heaviside [1894]?, Sunde [1968], Dwight [1936] y muchos otros,
que realizaron extraordinarios trabajos de investigacién, algunos sobre puesta a tierra y
otros sobre el efecto que tiene el suelo o la tierra en las lineas de transmision aéreas y en
las antenas; donde el Investigador requeria, no solamente de profundos conocimientos de
electrodinamica, sino también de mucha habilidad matematica, ya que los trabajos eran
en esencia del tipo analitico.

Con ese estimulo, aunque no tengo la intencion de compararme con alguno de estos
extraordinarios Investigadores, este trabajo tiene un enfoque analitico, que exige de
mucha destreza y conocimiento por parte del investigador para generar nuevos
conocimientos, sobre todo cuando se trabaja con un tema que se puede considerar
agotado como son los “sistemas de puesta a tierra”.

Otra aspecto importante que debia considerar para esta investigacion es el hecho de que
las longitudes de los electrodos pudieran ser comparables con algunas de las longitudes
de ondas de los campos electromagnéticos presentes en el suelo, bajo esta hipodtesis, los

1
2

Las referencias se presentan, por el apellido del primer autor y el afio de la publicacion.
Todo el trabajo de Oliver Heaviside se encuentran recopilados en dos tomos titulados “Electrical Papers”
de la Editorial Macmillan and Co.
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modelos de redes eléctricas a utilizar para modelar los electrodos debian ser aquellos que
emplean parametros distribuidos, como los usados para modelar lineas de transmision.

Continuando pues con la historia que motivé este trabajo, llamé mi atencién que algunos
Investigadores [Devgan, 1973] [Velazquez, 1984] [Grcev, 2005, 2009], [Almeida, 2002,
1999], [Bourg, 1995], [Gao, 2002], [Juric, 2008], [Liu, 2001, 2005], [Yu, 2003], [Mazzetti,
1983], [Meliopoulus, 1983], [Menter, 1994], [Mishra, 2007], [Verma, 1980], [Lorentzou,
2003] utilizaban las ecuaciones de la linea de transmision de Heaviside® para modelar
electrodos de puesta a tierra; para aquel momento en el que iniciaba mi tesis de
doctorado, consideraba muy apropiado emplear esta aproximacion, para modelar
electrodos, por lo simple del modelo y para ser honesto con el lector, era lo Unico que
entendia.

Las ecuaciones de Heaviside, para lineas de transmisién eléctrica o cables, se
fundamentan o son validas si la direccion tanto del campo eléctrico como del campo
magnético son normales al eje de la linea de transmision, efecto que es conocido en la
literatura como el modo de propagacion “transversal eléctrico y magnético” (TEM) [Javid,
1963]*.

Ahora bien, al utilizar una herramienta computacional para calcular y visualizar el campo
electromagnético de un electrodo de puesta a tierra, se puede comprobar que el campo
electromagnético, en la tierra, tiene otras formas de propagarse, adicionales al modo
TEM.

Entonces, a pesar de la excelente idea de algunos Investigadores de utilizar las
ecuaciones de Heaviside para modelar electrodos de puesta a tierra, tenia la hipotesis de
que el modelo estaba incompleto, ya que no consideraba otros modos de propagacion,
como el “transversal eléctrico” (TE) y el “transversal magnético” (TM) [Lorrain, 2000]°.

Al final, culminé mi tesis sobre puesta a tierra [Malpica, 2011], dejando a un lado las
ecuaciones de Heaviside, pues mi trabajo consistido en modelar los electrodos de puesta a
tierra como si fueran dipolos, tratamiento que es tipico cuando se modelan antenas
[Marshall, 1997]° [Burke, 1984] [Grecev, 1990], quedandome desde entonces la curiosidad
por las ecuaciones de Heaviside y los modos de propagacion, pero aplicados a sistemas
de puesta atierra, que es el topico que se aborda en esta investigacion.

El trabajo esta organizado en varios capitulos, el primer capitulo, que es éste, aborda la
introduccion y la motivacion que originé este trabajo. El segundo capitulo trata sobre los
antecedentes y sobre el planteamiento del problema. El tercer capitulo, esta dedicado a
las ecuaciones de Maxwell, ya que es a través de ellas que se logran obtener los
parametros eléctricos de los electrodos y el modelo o la topologia de la red eléctrica
equivalente y ademas se deducen las ecuaciones diferenciales de propagacion del campo
electromagnético.

3 Consultar la pagina 76 del tomo II del libro de Heaviside [1894].

4 Consultar la pagina 333 del libro para el modo de propagacion TEM.

3 Consultar la pagina 667 del libro para los modos de propagacion TEy TM .
¢ Consultar la pagina 636 del libro para el dipolo elemental en antenas.



El cuarto capitulo fue adicionado en consideracion a aquel lector que, sin tener
conocimientos sobre puesta a tierra, muestre interés en el tema, en él se abordan
conceptos basicos sobre puesta a tierra, y se describe el célculo de la resistencia de
puesta a tierra para electrodos sencillos, tanto para una barra como para una contra-
antena; también se incluye el calculo de la resistencia para un sistema de puesta a tierra
formado por mas de un electrodo, asumiendo siempre un régimen estacionario del campo
electromagnético.

El quinto capitulo trata sobre el problema de propagacion de ondas en cables, primero se
resuelven las ecuaciones diferenciales de propagacién y se explica como se generan los
diversos modos de propagacion como son el TE, TM, y TEM. También, se deducen las
ecuaciones de Heaviside, ecuaciones que son validas unicamente para el modo TEM y se
obtienen adicionalmente los parametros eléctricos, para el caso de cables. Por ultimo, se
demuestra que las ecuaciones de Heaviside, para lineas de transmisién, presentan ciertos
inconvenientes si las mismas se emplean para modelar electrodos de puesta a tierra

En el sexto capitulo se obtienen unas nuevas ecuaciones, similares a las obtenidas por
Heaviside, pero para ser aplicadas a barras de puesta a tierra. Estas nuevas ecuaciones
se consideran como el principal aporte de este trabajo, ya que tienen la particularidad de
incluir todos los modos de propagaciéon de ondas. Las mismas se obtienen resolviendo la
ecuacién de propagacion para el vector potencial magnético, teniendo como fuente del
campo, la corriente del electrodo. Particularmente se resuelven las ecuaciones de
propagacioén, aplicando un método de integracion con base a la segunda identidad de
Green [Pipes, 1958]" y el empleo de una funcion de Green [Stinson, 1976]® [Sommerfeld,
19491° para un medio infinito formado por dos estratos.

En el séptimo capitulo, con las nuevas ecuaciones obtenidas, similares a las de
Heaviside, se deduce la red eléctrica equivalente, para una barra, considerando que todos
los parametros son dependientes de la frecuencia y con parametros distribuidos, este
capitulo representa otro aporte del trabajo de investigacion.

Finalmente, se presentan otros capitulos relacionados con la contribucion al conocimiento,
resultados, conclusiones y finalmente se presentan propuestas para nuevas
investigaciones relacionadas con el tema.

" Consultar la pagina 388 para las identidades de Green.
8 Consultar la pagina 30 del libro para las funciones de Green.
% Consultar la pagina 236 del libro de Sommerfeld.
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2 Planteamiento del problema y antecedentes

Se plantea como problema encontrar un par de ecuaciones, similares a las obtenidas por
Heaviside [1894] (ver las ecuaciones de Heaviside en (2-3) y (2-4) ), pero destinadas para
modelar barras para puesta a tierra. Las nuevas ecuaciones deben considerar ademas
todos los modos de propagacion de ondas (TE, TM y TEM), que seria la diferencia que
tendria con las ecuaciones desarrolladas por Heaviside, las cuales sélo consideran el
modo TEM.

Otra particularidad de este trabajo, es que a partir de las nuevas ecuaciones, se plantea
extraer la topologia de la red eléctrica equivalente, con parametros distribuidos y el
calculo de cada uno de los parametros eléctricos, teniendo en cuenta la dependencia de
los parametros con la frecuencia.

Las nuevas ecuaciones deben ser obtenidas asumiendo que en la tierra ocurre un
fendmeno de propagacion del campo electromagnético y que el medio tiene dimensiones
infinitas, formado por dos estratos o capas: aire y tierra.

Como antecedente, la Fig. 2-1a muestra un simple electrodo enterrado verticalmente
denominado comunmente en el lenguaje técnico como “barra”’®, y que se utiliza para
inyectar, por el extremo superior del electrodo, una corriente en la tierra I+, que se
dispersa por el suelo; también se muestra un eje de coordenadas, para indicar la posicion
z de cualquier punto del electrodo. En la figura, I(z) es la corriente que fluye axialmente
por el electrodo y que es funcion de la coordenada z; V(z) es la tensién que adquiere el
electrodo con respecto al infinito, que también depende de la posicion z; es conveniente
afirmar que en todo este trabajo se considera que el potencial en el infinito es nulo y por
este motivo se toma como referencia de tierra o de potencial cero; por ultimo, se muestra
una parte del electrodo de longitud 4z.

La Fig. 2-1 b) muestra la red equivalente para el pedazo o trozo de electrodo de longitud
Az, el modelo mostrado es el mismo que se emplea para modelar lineas de transmision
desarrollado por Heaviside [Marshall, 1997] [Simonyi, 1963]".

De acuerdo a la Fig. 2-1 b), R es la resistencia serie del electrodo por unidad de longitud,
esta resistencia depende del material del cual se encuentra hecho el electrodo y que
puede ser de cobre o de hierro recubierto de cobre como se consigue comercialmente, L
es la inductancia por unidad de longitud del electrodo. Otro parametro a considerar es la
capacitancia C por unidad de longitud que existe entre el electrodo y el infinito, esta
capacitancia toma en cuenta las corrientes de desplazamiento que pudieran existir en la
tierra y por ultimo, G es la conductancia por unidad de longitud que existe entre el
electrodo y el infinito, esta conductancia es el parametro mas importante del sistema de
puesta a tierra ya que es el que toma en cuenta que el suelo es conductor de corriente.
También se muestra en la Fig. 2-1 b) las tensiones V(z) y V(z + Az) correspondientes a

10" Definicion tomada de la norma IEEE 80-2000 Guide for Safety in AC Substation Grounding
11 Consultar la pag. 523 del libro de Simonyi y la pagina 528 del libro de Marshall para el modelo eléctrico
de la linea de transmision.
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los extremos (z) y (z+4z) respectivamente, al igual se muestran las corrientes para ambos
extremos.

Al aplicar las leyes de Kirchoff al circuito mostrado en la Fig. 2-1 b); una para la suma de
las tensiones y otra para la suma de las corrientes, en el dominio de la frecuencia, se
obtienen el par de ecuaciones siguientes:

V(z+Az) —V(z) = (R+ jwL) Az I(2) (2-1)
[(z+Az) —1(z) = (G + jwC) Az V(z + Az) (2-2)

Si en ambas ecuaciones, Az tiende a cero, se obtienen las ecuaciones acopladas del
telegrafista o de Heaviside, pero en este caso aplicadas al electrodo para puesta a tierra
que se muestra en la Fig. 2-1 a) y que se pretende modelar como si fuera una linea de
transmision:

~V(2) - R+ jwl)(z) =0 (2-3)
~I(2) - (G +jwC)V(z) =0 (2-4)

Si las condiciones de borde son conocidas, al resolver el par de ecuaciones diferenciales
acopladas, se obtiene, tanto la tension V(z) como la corriente I(z), en funcion de la
posicioén z del electrodo.

Esta forma de modelar los electrodos como si fueran lineas de transmision, es usada por
muchos investigadores [Grcev, 2005, 2009], [Almeida, 2002, 1999], [Bourg, 1995], [Gao,
2002], [Juric, 2008], [Liu, 2005], [Yu, 2003], [Velazquez , 1984]. La bondad que tiene este
modelo es que el investigador, en lugar de trabajar con complicadas ecuaciones
diferenciales vectoriales para el campo electromagnético, trabaja con ecuaciones de
redes eléctricas, que en esencia son mas simples de resolver

Para utilizar el par de ecuaciones diferenciales (2-3) y (2-4), se deben conocer los cuatro
parametros eléctricos, R, L, C'y G. Para calcular las conductancias y las capacitancias se
emplean las contribuciones de Dwight [1936], Sunde [1967], Howe [1914], Schwarz
[1954], Rudenberg [1945], Takahashi [1991] y Tagg [1964]; para calcular las inductancias
se emplean las formulaciones de Rosa [1908, 1912] y Grover [1946]; la resistencia R de
los electrodos por lo general no se considera en el modelo por ser muy pequefia (algunos
micro ohmios por metro de electrodo), pero en el caso de que se requiera un modelo muy
elaborado, se emplean trabajos como el de Perry [1985], que presenta férmulas que
permiten calcular la impedancia interna o superficial del electrodo.

12
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! Eje z Aire lltierra B
Viz+ AZ). I(z + Az)
tierra barra o
electrodo
lnz)
_ LAz
V(z)
jzAz G AZ
—/VVY
= L C Az
Referencia de tierra - :
situada en el infinito 1(2)
V(z)
a) Electrodo enterrado verticalmente b) Circuito equivalente

para un elemento de longitud Az
del electrodo

Fig. 2-1Barra para puesta a tierra y su circuito eléctrico equivalente
para un elemento de longitud 4z

Pero el modelo de la linea que desarrollé Heaviside presenta unas caracteristicas que no
se adaptan completamente para ser usado en electrodos de puesta a tierra, a saber:

En las ecuaciones del telegrafista de Heaviside, la direccién tanto del campo
magnético como el campo eléctrico son normales al eje de la linea de transmision
(eje z de la figura Fig. 2-1), esta forma de propagacion se denomina normalmente
en la literatura como TEM (campo transversal eléctrico y magnético). Ahora bien,
en los electrodos de puesta a tierra, el campo muy cercano a la superficie de los
electrodos, tiende a comportarse como un campo TEM, con simetria cilindrica,
pero a medida que nos alejamos de la superficie del mismo, el campo deja de ser
TEM y pasa a tener una simetria esférica; por lo tanto, en los electrodos de puesta
a tierra existen otros modos de propagacion que no se incluyen en las ecuaciones
de Heaviside.

Las lineas de transmisién son dispositivos destinados a conducir o transportar
campos electromagnéticos en la direccién axial de la linea; y los electrodos de
puesta a tierra no se destinan para esa funcion. Por otra parte, la corriente en las
lineas de transmision viaja en direccion axial; y en los electrodos de puesta a
tierra, lo ideal es que la corriente, que viaja en direccién axial, cambie su direccion
y se desvie normal al eje, para que la corriente finalmente drene a la tierra.

En las lineas de transmision, los parametros eléctricos como son las inductancias
y las capacitancias se pueden calcular asumiendo un régimen estacionario del
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campo electromagnético [Javid, 1963]'?, en otras palabras estos parametros no
son dependientes de la frecuencia; pero en los electrodos de puesta a tierra, los
parametros eléctricos pueden resultar dependientes de la frecuencia.

En vista de lo anterior, se llevo a cabo una investigacion, teniendo como punto de partida
las ecuaciones de Maxwell, donde se pretende obtener un par de ecuaciones, cuya
topologia fuera similar a la de Heaviside, como las presentadas en (2-3) y (2-4), pero con
las siguientes caracteristicas:

e No se impone en la formulacién de las ecuaciones del campo electromagnético,
una direccidon en particular tanto para el campo eléctrico como para el campo
magnético. De esta forma pueden estar presentes, en la tierra, cualquier modo de
propagacién del campo como el modo TE (transversal eléctrico), el modo TM
(transversal magnético) y por supuesto, el modo TEM que es el unico modo que
se considera en las ecuaciones de Heaviside.

o Al obtener las nuevas ecuaciones, se extraen de las mismas los parametros
eléctricos como son: resistencias, conductancias, capacitancias e inductancias;
pero en este caso, los parametros obtenidos incluyen la dependencia de los
parametros con la frecuencia.

e Del par de ecuaciones obtenidas también se extrae la topologia de la red eléctrica
equivalente, que resultd mucho mas compleja que la obtenida por Heaviside (ver
la Fig. 2-1b para el modelo obtenido por Heaviside).

e Para tomar en cuenta que el medio esta formado por dos estratos semi infinitos
(aire - tierra); el campo electromagnético fue calculado usando un método de
integraciéon con base a la segunda identidad de Green [Morse,1953]"
[Maxwell,1891]'* y empleando la contribucion de Sommerfeld [1949]', que
consistid en obtener la funcion de Green para un medio infinito, formado por dos
estratos y asumiendo que ocurre un fendbmeno de propagaciéon de ondas del
campo electromagnético.

12 Consultar la pagina 333 del libro de Javid.

13 Consultar la pagina 791 del libro de Morse.

14 Consultar la pagina 127 del volumen 1 del libro de Clerk Maxwell.
15 Consultar la pagina 236 del libro de Sommerfeld.
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3 Ecuaciones de Maxwell y ecuaciones de propagacion
de ondas para un medio con pérdidas

Se consideré oportuno incluir este capitulo sobre las ecuaciones de Maxwell, en vista que
dichas ecuaciones son utilizadas, en este trabajo, para calcular los parametros eléctricos
de los electrodos y también para deducir las nuevas ecuaciones del tipo Heaviside para
barras de puesta a tierra. Por otra parte, como se quieren calcular parametros eléctricos,
considerando la dinamica del campo electromagnético, se deducen también las
ecuaciones diferenciales de propagacion para el campo eléctrico, para el campo
magnético y para los potenciales escalar eléctrico y vectorial magnético. Todas estas
ecuaciones de propagacion seran utilizadas en capitulos posteriores.

3.1 Ecuaciones de Maxwell

Son las siguientes [Maxwell, 1891] [Jackson, 1975]'€:

V-D=p'+p, (3-1)
V-B=0 (3-2)
0
VxE=——8B (3-3)
ot
0
VxH:J+Js+5D (3-4)

donde p'es la densidad volumétrica de carga inducida o libre en el medio, p,es la
densidad volumétrica de carga fuente, J es la densidad de corriente inducida en el medio,
Jes la densidad de corriente fuente, B es el vector de induccion magnética o el vector
de densidad de flujo magnético, E es el vector campo eléctrico, H es el vector campo
magnético, D es el vector desplazamiento eléctrico y ¢ es la variable tiempo.

Algunas cantidades vectoriales estan relacionadas entre si, por las propiedades del
medio:

D=¢ E (3-5)
B=u H (3-6)
J=cE (3-7)

donde ¢, x4 y o son la permitividad, la permeabilidad y la conductividad del medio

respectivamente; en este trabajo se considera que estos tres parametros son lineales",
isotrépicos y homogéneos.

16 Consultar la pagina 218 del libro de Jackson.
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Es posible demostrar que la densidad volumétrica de carga p’ (carga libre) que se indica

en la ecuacion (3-1), se puede considerar nula, si el medio es conductor. Para demostrar
lo anterior, si se considera algun punto del medio que no tenga fuentes, al tomar la
divergencia de (3-4) y considerando (3-1), se obtiene la siguiente ecuacion:

o , -
V-J——Ep (3-8)

Sustituyendo (3-1), (3-5) y (3-7) en (3-8) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

0

Zp+Zp'=0 (3-9)
ot &
cuya solucién es:
, , - Xe-1,)
p(rt)= py(rity) e ° (3-10)

donde r es el vector de posicion donde se encuentra la densidad volumétrica de carga p,
p, es la densidad volumétrica de carga que existe inicialmente para el instante inicial ¢, y ¢

es el tiempo.

De acuerdo con (3-10), si el medio es conductor, la densidad de carga libre se desvanece
al transcurrir el tiempo, por tal motivo, en medios conductores no se considerara la
existencia de cargas libres.

Como las ecuaciones de Heaviside representan fendémenos de propagacion, a
continuacion se deducen las ecuaciones de propagacion, para el campo eléctrico, para el
campo magnético, para el potencial escalar eléctrico V y para el potencial vectorial
magnético A4; todas estas ecuaciones de propagacién seran utilizadas en los capitulos
siguientes.

3.2 Ecuacion de propagacion para el campo eléctrico.
Si la ecuacién (3-4) se deriva nuevamente con respecto al tiempo, teniendo en cuenta

(3-5), (3-6) y (3-7) , se obtiene lo siguiente:

2
vx| 1B |-e LEre S g+ 2, (3-11)
u ot ot ot’ ot

Reemplazando (3-3) en (3-11) y considerando la propiedad vectorial mostrada en (3-12) ,
se obtiene la ecuacioén vectorial (3-13):

VxVxM=V(V-M)-V*M (3-12)

2
V’E -0 u%E—e ,u;?E =V(V-E)+ ﬂng (3-13)

Y remplazando (3-1) y (3-5) en (3-13) , se obtiene:

17 Existen ciertos fenomenos no lineales, por ejemplo, la ionizacién del suelo, por inyeccion de altas

corrientes por el sistema de puesta a tierra, pero que no son considerados en este trabajo.
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2
V’E -0 ,u%E —¢ ,u@—E = les +,ui.]

Py . o (3-14)

.
Como la ultima ecuacion posee, con relaciéon a las derivadas de orden superior, una
derivada segunda en el tiempo y derivadas segundas en cuanto a la posicion,
representadas en el operador laplaciano, la topologia de la ecuacién resulta tipica en
fendmenos de propagaciéon de ondas, que para este caso corresponde al campo eléctrico.
Noétese ademas que la ecuacion es no homogénea, teniendo como fuentes la densidad de
carga p, y a la densidad de corriente J.

Muchas veces resulta util trabajar las ecuaciones de propagaciéon en el dominio de la
frecuencia, en lugar del dominio del tiempo, ya que la solucién de la respectiva ecuacion,
en el dominio de la frecuencia, resulta mas sencilla, porque se elimina una variable
independiente como es el tiempo. Esta conversion de pasar del dominio del tiempo a
frecuencia o viceversa [Sommerfeld, 1949]'®, se realiza usando la transformada
exponencial de Fourier que se indica a continuacion:

F(p, @z, t) = ﬁ J.F(p, P, z,m)ej“’t do (3-15)

Flp.¢.z.0)= J_

donde F(p, 0, z,t) es la funcién en el dominio del tiempo y de otras variables de posicion

jF p. b, z,t)e " dt (3-16)

y17(p,¢,z,a)) es la funcion en el dominio de la frecuencia w y de la posicion.

Al usar (3-15) en la ecuacion (3-14) se obtiene la siguiente igualdad:

1 Flore = =\ 1 T(1__ — ;
—_— I(VzE — jooc pnE +0’e uE)e"‘”da)z—J‘(—Vps +ja)quJ e’"dw
N2 2, 2w T\ &
(3-17)
Que se simplifica en la ecuacion no homogénea de Helmholtz:
V’E - jou(c+ joe )E = lV,BS +joud, (3-18)
€

donde j =+/—1, E es el vector campo eléctrico en el dominio de la frecuencia, p, es el

fasor de densidad de carga fuente y J; es el vector densidad de corriente fuente, en el
dominio de la frecuencia.

A continuacion se presenta una formulacion de propagacién para el campo magnético.

18 Consultar la pagina 17 del libro, para las integrales de Fourier.
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3.3 Ecuacion de propagacion para el campo magnético

Se puede obtener una formulacion de propagacion para el campo magnético si se calcula
nuevamente el rotor de la ecuacioén (3-4):

VXVXH—VXJ—%(VXD)=V><JS (3-19)

Usando (3-3), (3-2), (3-5), (3-6), (3-7) y (3-12) en la ultima ecuacién, se obtiene lo
siguiente:
2

VH -0 ,%H—g ,1;7;1 — Vi, (3-20)

Esta ultima ecuacién representa la ecuacién no homogénea de propagacion para el
campo magneético, teniendo como fuente el vector densidad de corriente fuenteJ, en el

dominio del tiempo.

Al usar la transformada de Fourier dada en (3-15) en la ecuacién anterior, se obtiene la
ecuacién no homogénea de Helmholtz en el dominio de la frecuencia:

Vzﬁ—ja),u(a+ng)ﬁ:—Vx.7S (3-21)

donde H es el vector campo magnético en el dominio de la frecuencia.

3.4 Ecuaciones de propagacion para los potenciales escalar
eléctrico y vectorial magnético.

Otra forma de describir el campo electromagnético es mediante el uso de dos funciones
auxiliares conocidas como funciones de potencial.

La ecuacién (3-2), define la densidad de flujo magnéticoB como un campo con
divergencia nula, entonces este vector posee de hecho un comportamiento solenoidal.
Bajo esta condicion, el vector B puede ser definido como el rotor de un vector auxiliar que
se denomina potencial vectorial magnético 4

B=VxA (3-22)
Reemplazando la ecuacion (3-22) en (3-3) y reordenando la ecuacién se obtiene:
0 3-23
Vx| E+=A4|=0 (3-23)
ot
La expresién que se encuentra dentro de los paréntesis es un campo gradiente o un
campo conservativo ya que su rotacional es nulo, entonces lo que se encuentra entre

paréntesis se puede definir como el gradiente de una funcién escalar conocida como el
potencial escalar eléctricoV :
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vy :—(E +%AJ (3-24)

De la ultima ecuacion se puede obtener el campo eléctrico E en funcién de las dos
funciones de potenciales:

E-—vir-24 (3-25)
ot

Reemplazando (3-5), (3-6), (3-7), (3-22) y (3-25) en (3-4), se obtiene la siguiente
ecuacion:

0 o o
VxVxA+uo—A+ue—A=— VV-ue—=—VV+u J 3-26
pog AT po ne— wJ (3-26)

Usando (3-5) y reemplazando (3-25) en (3-1) se obtiene una segunda ecuacion:

Oy asviy=-£ (3-27)
ot £

Las ultimas dos ecuaciones forman un sistema de ecuaciones acopladas, no
homogéneas, para las funciones de potenciales. Pero de acuerdo al teorema de
Helmholtz [Marshall, 1997]'°, es necesario especificar la divergencia del vector potencial
magnético 4, para que el vector 4 quede univocamente definido. Entonces, es posible
escoger la divergencia de 4 en forma tal que las ecuaciones (3-26) y (3-27) queden
desacopladas y ambas representen fendmenos de propagacion de ondas.

Para lograr lo anterior, se selecciona la condicién de Lorentz para medios conductores
[Panofsky, 1955]%:

Ved=—poV-pe %V (3-28)

Con (3-28) las ecuaciones (3-26) y (3-27) son convertidas en dos ecuaciones diferenciales
de propagacion, desacopladas y no homogéneas, para los potenciales:

V2A-pu aiA—,u 8iA=—,u J, (3-29)
ot or’ :
VVno Lvpe Sy s (3-30)
ot ot? &

Con la solucion de las dos ultimas ecuaciones, cualquier otra variable vectorial del campo
electromagnético puede ser obtenida por diferenciacion usando (3-22), (3-25), (3-5), (3-6)

y (3-7).

Las dos ecuaciones anteriores, al transformarlas al dominio de la frecuencia, usando
(3-15), son convertidas en dos ecuaciones de Helmholtz, no homogéneas:

19 Ver la pagina 697, para el teorema de Helmholtz.
20 Ver la pagina 210 del libro de Panofsky.
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(3-31)
V-t =-Fs (3-32)

donde 4 y V son el vector potencial magnético y el potencial escalar eléctrico
respectivamente, ambos en el dominio de la frecuencia; J, y p,son la densidad de

corriente fuente y la densidad de carga fuente, respectivamente, en el dominio de la
frecuencia y y es la constante de propagacion que viene dada por:

y) = joulo+ jos) (3-33)

j=v-1 (3-34)
donde w es la frecuencia angular.

En el dominio de la frecuencia, no es necesario resolver (3-32) para calcular el potencial
escalar V. Este potencial ¥ se puede obtener si el vector potencial magnético es
conocido, mediante el uso de la condicion de Lorentz dada por (3-28), pero en el dominio
de la frecuencia y que se indica a seguir:

v=-~2%v. 4 (3-35)

2
v

Similarmente, el campo eléctrico se puede obtener si se conoce solamente el vector
potencial magnético, usando (3-25) en el dominio de la frecuencia y la ecuacién anterior
(3-35):

E=jod+!2vv.1 (3-36)
Y

La ultima ecuacién es muy util cuando las ecuaciones diferenciales del campo se
resuelven usando un método de integracion, mediante la aplicacion de la segunda
identidad de Green. Por ejemplo, si el campo eléctrico se calcula resolviendo
directamente la ecuacion de propagacion (3-18), se necesitan las dos fuentes del campo:
corrientes y cargas fuentes. Sin embargo, el campo eléctrico se puede calcular
indirectamente a través del vector potencial magnético 4, usando (3-36), si previamente
se resuelve la ecuacién diferencial (3-31); en este caso, solo se requiere un tipo de fuente
(corrientes fuentes). Por esta razén, en algunos casos el uso de las funciones de potencial

(V y 4 ) puede tener ventajas para calcular el campo electromagnético.
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4 Breve introduccidén a los sistemas de puesta a tierra.

La finalidad de este capitulo es la de brindar al lector, que desconozca sobre el tema, una
breve introduccion sobre los “sistemas de puesta a tierra” y los fundamentos para los
procedimientos de célculos que se utilizan comunmente y que se encuentran normados.

4.1 Que es un sistema de puesta a tierra y porqué es necesario
contar con un sistema de puesta a tierra.

Un sistema de puesta a tierra consiste de uno o mas electrodos, enterrados en el suelo,
que se encuentran interconectados entre si y que por estar en contacto galvanico con el
suelo o la tierra, los mismos adquieren el potencial del suelo. Con el sistema de puesta a
tierra, se puede poner al mismo “potencial del suelo o de la tierra” cualquier
infraestructura, o cualquier cubierta metélica de un equipo eléctrico, al interconectar el
sistema de puesta a tierra con la infraestructura o con la cubierta del equipo en cuestion.

Cualquier infraestructura, por norma?!, debe contar con un sistema de puesta a tierra,
estos se utilizan para brindar seguridad a las personas o a los seres vivos, a las
infraestructuras y a los equipos eléctricos, en caso de que ocurran fallas en los sistemas
eléctricos o cuando impacten rayos en las estructuras o en los equipos eléctricos que se
encuentran expuestos a la intemperie.

La recomendacion IEEE 80? presenta numerosos ejemplos sobre la necesidad de
disponer de un sistema de puesta a tierra para cualquier infraestructura.

4.2 Calculo de Ia resistencia propia en electrodos de puesta a
tierra asumiendo un comportamiento estacionario del
campo electromagnético.

Los procedimientos para calcular la resistencia de puesta a tierra se encuentran por lo
general normados; en nuestro pais, es muy comun utilizar las recomendaciones de la
normas |IEEE 80 e IEEE 14223, donde todos los métodos de calculo que se describen
fueron desarrollados asumiendo que el campo electromagnético es del tipo estacionario; o
sea, que el mismo no varia en el tiempo.

A continuacién se presenta la base tedrica para el calculo de la resistencia de puesta a
tierra para un electrodo enterrado en el suelo, si se considera que el campo es
estacionario [Dwight, 1936] [Rudenberg, 1945] [Schwarz, 1954], [Tagg, 1964].

Al despreciar todas las derivadas parciales con respecto al tiempo en la ecuacién de
propagacioén para el potencial escalar eléctrico dada por (3-30), la misma se convierte en
la ecuacion de Poisson siguiente:

2l COVENIN 200 Cédigo Eléctrico Nacional
22 1EEE Std 80-2000. Guide for Safety in AC Substation Grounding
2 IEEE Std 142-2007. Recommended Practice for Grounding of Industrial and Commercial Power Systems
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VzV:—lps (4-1)
€

Al resolver la ecuacién anterior para obtener el potencial escalar eléctrico V, el campo
eléctrico se puede calcular con la ecuacion (3-25):

E=-VV (4-2)

De la ecuacion anterior se puede apreciar que en régimen estacionario, el campo eléctrico
es un campo gradiente o un campo conservativo, esto quiere decir que las tensiones
inducidas por variaciones del campo magnético, no son consideradas o no estan
presentes, cuando el campo es estacionario.

Para un medio infinito, formado por dos estratos (aire — tierra), la ecuacion (4-1) se puede
resolver por un método de integracion obtenido mediante la aplicacién de la segunda
identidad de Green [Pipes, 1958]%*:

1 P "o ’
V(X,y,Z):_ J‘fGreen(x’y’Z;xﬂy ’Z)ps(x’y ’Z) dV (4-3)

volumen'

donde (x,y,z) son las coordenadas de un punto donde se quiere calcular el potencial
escalar V', (x, ¥, z') son las coordenadas donde se encuentra la densidad de cargas
fuentes py y foreen €8 UNa funcion conocida como la funcion de Green [Jackson, 1975]%° ,
donde para un medio infinito formado por dos estratos, es la siguiente:

Fore 063,230, ¥, 2 = 1 o
4z \/(x — x')2 + (y - y')2 + (z - z')2

1 1
J’__

4| =2 4 (=Y +(z+2)

Para un medio formado por dos estratos, la funcion de Green dada en la ecuacion
anterior, corresponde al conocido método de las imagenes [Javid, 1963]%.

(4-4)

La densidad de carga fuente en la ecuacion (4-3), es la que crea el campo eléctrico y ésta
se encuentra en los electrodos. Por ser los electrodos conductores, la carga fuente sélo
puede estar sobre la superficie de los mismos, entonces lo que realmente existe es una
“densidad superficial de cargas fuentes”.

Una simplificaciéon que se hace comunmente en los sistemas de puesta a tierra, en vista
que el radio de los electrodos es pequefio en comparacién con la longitud de los mismos,
consiste en asumir que en lugar de tener una densidad superficial de carga, se tiene una
“densidad lineal de carga” A ; en este caso, la ecuacion (4-3) se transforma de una integral
de volumen a una integral de linea:

24 Consultar la pagina 388 para las identidades de Green.
25 Consultar la pagina 43 del libro de Jackson.
26 Consultal la pagina 194 del libro de Javid para el método de las imagenes-
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1 rooro_t vt '
V(x,y,Z):;J. fGreen(x’y’Z’x’y ’Z) /,t(x’y ’Z) dl (4-5)

donde A es la densidad lineal de carga, que se encuentra distribuida a lo largo del eje del
electrodo y dl’ es un diferencial de longitud del electrodo.

En los sistemas de puesta a tierra, la carga fuente que tienen los electrodos no es un
parametro que resulta importante determinar o calcular en comparacion con la corriente i
que drenan los electrodos hacia la tierra; ya que por lo general, lo que se quiere calcular
es la “resistencia” del sistema de puesta a tierra, que no es mas que la razén entre la
tension ¥V del electrodo y la corriente i que drena el electrodo.

Pero cualquier electrodo, si éste se encuentra cargado, entonces también estara
drenando una corriente a tierra, a continuacion se demuestra tal afirmacion:

", esfera como
j Cal’aa q isuperficie de
\ integracion

Fig. 4-1Carga puntual encerrada en una esfera virtual

La figura 4-1 muestra una carga puntual ¢ que se encuentra encerrada por una esfera
hipotética, al integrar la ecuacion (3-1), en el volumen limitado por la esfera que encierra
la carga, se obtiene lo siguiente:

V-D dv=Ipa’v=q (4-6)

vol
vol

donde dv es un diferencial de volumen

Al aplicar el teorema de Gauss a la ecuacion (4-6), con la finalidad de convertir la primera
integral de volumen en una integral de superficie y haciendo uso de (3-5), se obtiene lo

siguiente:

§D-n ds=q = ¢ §En ds=q (4-7)

sup sup
donde n es un vector unitario, normal a la superficie de integracion que encierra la carga.

Teniendo en cuenta (3-7) en la ecuacion anterior y al reordenarla:
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1
—§sn ds=1 (4-8)
(o2 &

sup
donde la integral sobre una superficie cerrada de la densidad de corriente J corresponde
a la corriente i que sale donde se encuentra la carga puntual; de esta forma, la ecuacion
anterior se reduce a la siguiente relacién:
I _q
— == (4-9)
o &
Lo que se deduce de la ecuacion anterior es que si tenemos cargas que se encuentran en
un medio conductor, entonces de la carga también debe salir una corriente.

Al usar (4-9) en (4-5) se obtiene:

1 /! 14 1 of / ! ! !
V(x,y,z):;_“ fG,.eeﬂ(x,y,z,x,y,z) l(x,y,z) dl (4-10)

linea

donde: x’, y’, z’ son las coordenadas de un punto del eje del electrodo y i’ es la densidad
lineal de la corriente que sale normal al eje del electrodo y que depende de las
coordenadas (x, y’, z).

La ecuacion (4-10) permite relacionar el potencial en cualquier punto del suelo, con la
densidad de corriente que drena el electrodo. La densidad lineal de corriente i’, es una
funcion que depende de las coordenadas (x', y’, z’) y por lo general esta funcién no es
conocida.

Para obtener una solucion analitica del potencial 7, se realiza una aproximacién con la
densidad de corriente i’, que consiste en asumir que la misma no depende de la posicién
y por lo tanto es una constante:

i'(x',y',2') = % (4-11)

donde i es la corriente que drena el electrodo a tierra 'y / es la longitud del mismo.

Al substituir (4-11) en (4-10) se obtiene finalmente la expresion aproximada para calcular
el potencial en la tierra, generado por un electrodo cilindrico que drena una corriente i:

V(x,y,z)le I fGreen(x’y’ZDX”y”Z’) dl, (4-12)

linea

Noétese de la ecuacion (4-10) y (4-11), que por ser la densidad de corriente una constante,
la misma sale fuera de la integral; entonces para calcular el potencial en cualquier punto
del suelo, sélo hay que integrar la funcién de Green (4-4), como se puede apreciar en la
ecuacion anterior.
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Fig. 4-2 Barra o jabalina enterrada en el suelo

A continuacion se presenta el calculo de la resistencia tanto para una barra como para
una contra-antena, que son los electrodos mas comunes en un sistema de puesta a tierra.

La figura 4-2 muestra una barra o jabalina enterrada en el suelo, que se utiliza para
inyectar una corriente en la tierra, este tipo de electrodo es el mas usado, ya que se
instala rapidamente, si el suelo no es rocoso; también se muestra en la figura un punto del
suelo cuyas coordenadas son (x, y, z). Con las ecuaciones (4-4) y (4-12) se puede calcular
aproximadamente el potencial en cualquier punto del suelo a causa de la corriente
inyectada en la tierra a través de la barra:

0 Ck, 0 dZ,
V(o 2) = e I\/( ¥ ¥ ¥ +IJ( Y+(y—y) +z+2) | @13
P el x—x) +(y—y) +(z—z) ~ x—x) + y—y) + Z+z) (4-13)

donde (x,y,Z) son las coordenadas de un punto del eje del electrodo.

Al resolver la integral en la ecuacion anterior se obtiene el potencial de cualquier punto del
suelo:
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V=) +(y=y ) -~z
, V=V +(y=y/F +z+1] ~(z+D)
V(x,,2) =% (4-14)
o= +(y—y) +(2) +2

V=X 4 (=3P +(z=1) +z-D)

La ecuacién anterior se puede utilizar también para calcular el potencial de la barra,
cuando la misma drena una corriente a tierra, lo que hay que hacer es simplemente
evaluar el potencial de cualquier punto (x, y, z) que se encuentre sobre la superficie de la
barra, para obtener el potencial de la misma.

+...

+1

Sin embargo, si se toman dos puntos cualesquiera que se encuentren sobre la superficie
de la barra, se encontrara con el resultado erroneo de que los puntos tienen potenciales
diferentes, cuando debe cumplirse que todos los puntos que se encuentren sobre la
superficie conductora del electrodo, deben tener el mismo potencial. La razén de este
error obedece a la aproximacion hecha al haber asumido que la densidad de corriente
fuente, dada por (4-11), es una constante.

Para solventar de alguna forma este error, el potencial de la barra se toma como el
potencial promedio que tiene la superficie del electrodo [Howe, 1914] [Dwight, 1936],
integrando la ecuacién anterior sobre la superficie del electrodo:

. 0 2 _ 2 2
S T W . S

Varra
M Ara PR (P — () (21 +(z—1)

donde Ve €S el potencial o la tension promedio que adquiere la barra y r es el radio del
electrodo y que es igual a la siguiente relacion:

7 =(x—x'f +(y—yf (4-16)

Al resolver (4-15) se obtiene el potencial para una barra enterrada verticalmente:

(4-15)

1 r r (21)2 +r
1 + = = | i (4-17)
drol (21)2 12 20] ) /

barra™

De la ecuacidon anterior se extrae la resistencia propia para una barra enterrada
verticalmente:

1 r

Rba;ra 1 +
dzxol) |\ J@2i) + <21

_ (207 +77

)

(4-18)

~ |

donde R+ €S la resistencia propia de la barra.
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La ecuacion anterior es la misma que presenta Dwight [1936] en su trabajo y hoy dia se
recomienda su uso en normas tal como la IEEE Std 142-2007. Recommended Practice for
Grounding of Industrial and Commercial Power Systems.

A
 Ejez

aire

Plano de la tierra
ol
/v b\EIectrodo paralelo al eje x

(by,?7) (a,y,7)

tierra

Fig. 4-3 Electrodo enterrado horizontalmente o contraantena.

Para el caso de una contra-antena, en la figura 4-3 se muestra un electrodo enterrado
horizontalmente, situado paralelo al eje x, también se indican las coordenadas de los
puntos extremos del electrodo. La resistencia de la misma se obtiene siguiendo el mismo
procedimiento para la barra, que consiste en calcular el potencial promedio que tiene la
superficie del electrodo usando (4-4) y (4-10) :

[le”"a

c antena_4 O_lz

j‘j‘ dx' dx r dx' dx
b b
Y-

v

(4-19)
donde 7......a €S €l potencial o la tension que adquiere la contra antena.

De acuerdo a la figura 4-3, para calcular el potencial promedio que tiene la superficie del
electrodo, debe tomarse en cuenta las siguientes relaciones:

z=Z=-h , r=y-y , a=b+l , h>0 (4-20)

donde / es la profundidad a la cual se encuentra enterrado el electrodo, / es su longitud y
r es el radio, al substituir las relaciones dadas en (4-20) en (4-19), se obtiene lo siguiente:
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rr a'd [ dx' dx
Wi

NEEEY NS +}|: !J(x—x’)2+  +(2n) (4-21)

tlerra

c—antena” 4 O_lz

Al resolver las integrales en la ecuacion anterior, se obtiene la resistencia propia de una
contra-antena:

/' ol N
- —z)z( P+ (o) -1

1 2 2 2 2 2
=7 ...+2\/(2h) +r 2\/(2h) 42+ F w22)

A2 =2+

donde R....... €S la resistencia propia de la contra-antena.

Las ecuaciones (4-18) y (4-22) permiten obtener la resistencia de electrodos colocados
tanto verticalmente como horizontalmente, asumiendo un régimen estacionario del campo
electromagnético, ambas ecuaciones son ampliamente usadas para el disefio de redes de
puesta a tierra (ver la norma IEEE Std 142-2007). Ahora bien, notese que en ambas
ecuaciones no se muestra la dependencia de la resistencia con la frecuencia; como por
ejemplo: la tierra, por ser un medio conductor, se pueden originar corrientes inducidas de
eddy o de Foucault que son corrientes del tipo solenoidal o de torbellino [Lorrain, 2000]%,
corrientes que se originan por las variaciones del campo magnético presente en el suelo.
Este efecto no esta considerado en estas ecuaciones; por tal motivo, en posteriores
capitulos de este trabajo se incluye el calculo de los parametros eléctricos considerando
la dinamica del campo electromagnético, para asi tomar en cuenta estos efectos
electromagnéticos.

4.3 Calculo de la Resistencia mutua entre electrodos de puesta
a tierra.

Cuando el sistema de puesta a tierra esté formado por mas de un electrodo, puede haber
resistencias mutuas entre ellos; como ejemplo, la figura 4-4 muestra dos barras
enterradas, que no se encuentran interconectadas entre si, y donde por una de ellas (la
barra #1) se inyecta una corriente en la tierra i« Yy por la otra barra no se inyecta
ninguna corriente.

27 Ver la pagina 465 del libro de Lorrain y Corson.
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Fig. 4-4 electrodos enterrados verticalmente

Ahora bien, al inyectar una corriente en la tierra a través de la barra #1, la barra #2
adquiere un potencial. El potencial promedio que adquiere la barra #2 puede ser calculado
usando la ecuacion (4-14), integrando el potencial sobre el eje de la barra #2:

__ tierra itlerra -0[ Vd2+ +Z dZ (4 23)
M dro P Jd v (z 1) (z+z) \/dz (z-1p +(z )

donde Vi 2 €S el potencial o la tensidon promedio que adquiere la barra #2 y d es la
separacion horizontal que tienen los electrodo ( ver la figura 4-4 ), esta separacion entre
las barras es igual a la siguiente relacion:

d* = (x—x')2 +(y— y')2 (4-24)

donde (x’, ', z') son las coordenadas de cualquier punto del eje de la barra # 1y (x, y, z)
son las coordenadas de cualquier punto del eje de la barra #2.

Al resolver (4-23) se obtiene el potencial promedio para la barra que no drena corriente:

barra 2 T

1 d d (21 +d* |,
1 - ltierra (4-25)
Aol (21)2 +d* -2l [ /

De la ecuacion anterior se extrae la resistencia mutua que existe entre las dos barras:
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1 d d R +d
= 1 - - -
Rmutua 472_01 (21)2 +d2 _2l + l l (4 26)

donde R.... €S la resistencia mutua que existe entre las dos barras.

La formula dada por (4-26) es valida solamente para calcular la resistencia mutua entre
dos barras, para calcular la resistencia mutua para otras configuraciones; por ejemplo,
entre dos contra-antenas, o entre una contra-antena y una barra; el procedimiento es muy
similar al empleado para calcular la resistencia entre dos barras, pero su calculo no se
incluyen en este trabajo; para el lector interesado en el tema se recomienda consultar los
trabajos de Dwight [1936], Ridenberg [1945] y Tagg [1964].

La resistencia mutua entre electrodos, sin importar su configuracion, tiende a disminuir a
medida que se aumenta la separacién d que existe entre ellos.

4.4 Calculo de la resistencia de puesta a tierra en sistemas
formados por mas de un electrodo

A continuacién se presenta el céalculo de la resistencia de puesta a tierra, cuando el
sistema esta formado por mas de un electrodo. Como ejemplo, la figura 4-5 muestra un
sistema de puesta a tierra formado por tres barras.

. ltierra
alre
lil liz lis

barra #1 barra #3

tierra
barra #2

Fig. 4-5 Sistema de puesta a tierra formado por tres barras.

El potencial que adquiere cada barra se puede calcular con la siguiente ecuacion
matricial:
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I/1 Rll R12 R13 il

V= Ry Ry Rylfr|h (4-27)
v R, R, R;||j

donde R; es la resistencia propia del electrodo i calculada con la ecuacion (4-18) , R; es la
resistencia mutua que existe entre los electrodos i y j calculada con la ecuacién (4-26) y
V; es la tension que adquiere el electrodo j e i; es la corriente que drena el electrodo ; .

De acuerdo a la figura 4-5 , como todos los electrodos se encuentran interconectados
entre si, los tres electrodos tienen el mismo potencial, que es el potencial del sistema de
puesta a tierra. Si se invierte la matriz resistencia que se muestra en la ecuacién (4-27),
para obtener una matriz de conductancia G, se pueden obtener cada una de las corrientes
que drenan los electrodos.

il (;1 1 (;1 2 (;1 3 tierra
I |= G21 Gzz G23 | Viierra (4-28)
Iy G, G, Gy

tierra

donde G; es la conductancia propia del electrodo i y G; es la conductancia mutua entre
los electrodos i y ;.

Ademas, de acuerdo a la figura 4-5 , la corriente del sistema de puesta a tierra, es igual a
la suma de las corrientes que drenan cada uno de los electrodos:

i, =i +i,+i, (4-29)

tierra

Finalmente con las ecuaciones (4-28) y (4-29) se obtiene la resistencia de puesta a tierra
para un sistema formado por mas de un electrodo:

V. 1
Rierm: .”@”’a: [ j (4-30)

i 3
tierra
Z ZGi,j

3
=1 \ U=l

En conclusion, para obtener la resistencia de puesta a tierra de un sistema formado por
mas de un electrodo; luego de calcular la matriz resistencia formada por todas las
resistencias mutuas y propias de los electrodos, la misma se invierte para obtener la
matriz conductancia. Finalmente, la resistencia del sistema de puesta a tierra se obtiene
como el inverso de la suma de todos los elementos de la matriz conductancia.

4.5 La zona de influencia de un electrodo o de un sistema de
electrodos.

Hasta ahora no se ha mencionado por donde retorna la corriente que se inyecta a la
tierra, a través de un electrodo de puesta a tierra; por ejemplo, la figura 4-2 muestra un
electrodo por el cual se inyecta una corriente en la tierra, nétese que en la figura no se
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muestra la corriente que retorna del suelo. Cuando se calcula la resistencia de un sistema
de puesta a tierra, siempre se considera que la corriente que se inyecta en la tierra
retorna en el infinito.

Para ilustrar hipotéticamente el retorno de la corriente en los sistemas de puesta a tierra,
considérese que la tierra estuviera contenida en una semiesfera hueca, metalica, infinita,
llena de tierra, como se ilustra en la figura 4-6 , Notese en la figura que se tienen dos
electrodos: uno formado por el electrodo de puesta a tierra y el otro por la semiesfera
infinita; donde la semiesfera se encuentra llena por un volumen infinito de tierra, de esta
forma se tiene hipotéticamente la resistencia de puesta a tierra.

electrodo

Semiesfera
tierra metalica, hueca,
¥~ de radio infinito,
rellena de tierra

Fig. 4-6 Sistema de puesta a tierra

Si se conecta una fuente de corriente entre el infinito y el electrodo (ver la fig. 4-6 ), la
tensién (Vier.) que adquiere el electrodo vendra dada por la ley de Ohm:

I

tierra_ L barra l (4-31 )

tierra

donde Ry S€ obtiene usando la ecuacién (4-18) (si se trata de una barra), o también
puede ser la resistencia del sistema de puesta a tierra si esta formado por mas de un
electrodo.

——e =
ViiVs

Semiesfera
metalica, hueca,
de radio infinito,
rellena de tierra

-—

//' ---------- * Superficie hipotética
Zona de influencia

del electrodo

tierra

Fig. 4-7 Zona de influencia de un electrodo de puesta a tierra
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Entonces, de acuerdo a la figura 4-6 , cuando se calcula la resistencia de un electrodo o
de un conjunto de electrodos, se considera, en el calculo de la resistencia, que se esta
tomando en cuenta todo el volumen infinito de tierra.

Ahora bien, es posible demostrar que el valor de la resistencia de un sistema de puesta a
tierra, se debe practicamente a un “volumen finito de tierra”, que se encuentra cerca del
electrodo, a este volumen finito de tierra se le conoce en la literatura como la “zona de
influencia del electrodo” [Tagg, 1964]%.

La figura 4-7 muestra una barra y también se muestra la zona de influencia del electrodo
en cuestién, considere el lector que se define como zona de influencia el volumen de
tierra que contribuye con el 99% de la resistencia del electrodo; en la figura, la zona de
influencia esta limitada por una superficie hipotética, dibujada en linea punteada y
semejante a una semiesfera.

También se muestra en la figura 4-7 dos tensiones: V; que es la tension que existe entre
el electrodo y la superficie que contiene el volumen de la tierra que contribuye con el 99%
de la resistencia del electrodo; por lo tanto, esta tension debe ser igual a lo siguiente:

I/1:099 I/tierrc (4-32)

y V>, que es la tensién entre la superficie hipotética y el infinito y esta tension debe ser, de
acuerdo a la figura 4-7 , igual a:
V,= - V=001 (4-33)

tierra tierra

Al dividir la ecuacion anterior entre la corriente i.... que se inyecta por el electrodo se
puede observar que el volumen de tierra que existe entre la superficie hipotética que se
muestra en la figura 4-7 y el infinito, solo contribuye con el 1% de la resistencia de puesta
a tierra.

La superficie hipotética que contiene el volumen de la tierra que contribuye con el 99% de
la resistencia, es relativamente facil de calcular, ya que todos los puntos pertenecientes a
esta superficie tienen el mismo potencial, y que debe ser igual a 1% de la tension del
electrodo.

Como ejemplo, en la figura 4-8 se muestra la superficie hipotética que contiene la zona de
influencia de una barra, la misma fue obtenida calculando los puntos de una superficie
que tienen un potencial igual al 1% de la tensién de la barra:

V(x,»,2) = 001 V,

barra

(4-34)

La superficie en cuestion se obtiene al substituir las ecuaciones (4-14) y (4-17) en la
ecuacién anterior, y luego se resuelve la ecuacion para la variable z. Para construir la
zona de influencia que se muestra en la figura 4-8 , se asumié que se dispone de una

28 Consultar la pagina 99 del libro de Tagg para la zona de influencia del electrodo.
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barra de 2.40 m de longitud, media pulgada de diametro y una conductividad del suelo
igual a 0.01 (S m).

La zona de influencia se ha definido en este trabajo como el volumen de la tierra que
contribuye con el 99% de la resistencia del electrodo; sin embargo, este porcentaje se
puede variar y a medida que este porcentaje aumente, la zona de influencia también se
incrementa.

Es importante mencionar que existe una relacion entre la zona de influencia de un
electrodo y la resistencia mutua que puede existir entre dos electrodos, por lo general, si
se instala o se coloca un electrodo que quede dentro de la zona de influencia de otro
electrodo, entonces la resistencia mutua entre ambos electrodos no es despreciable y
debe ser considerada en los calculos. Por otra parte, si el area de influencia de un
electrodo, no se solapa con el area de influencia de otro electrodo, entonces la resistencia
mutua entre los dos electrodos se puede despreciar o no tomar en consideracion en los
célculos.
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Fig. 4-8 Superficie que contiene la zona de influencia de un electrodo de puesta a tierra.
(dimensiones en metro)

Noétese de la figura 4-8 que la superficie que contiene la zona de influencia del electrodo
es bastante parecida con la superficie de una esfera y lo mismo sucede si el sistema de
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puesta a tierra estuviera formado por electrodos que fueran diferentes a una barra o que
estén compuestos por varios electrodos.

Una forma aproximada de calcular la zona de influencia de un sistema de puesta a tierra,
es considerar que el campo es creado por una carga puntual, que se encuentra en la
superficie de la tierra; de esta forma, la superficie que limita la zona de influencia, la cual
debe ser una superficie equipotencial, resulta en una esfera, cuyo radio viene dado por la
siguiente expresion:

100

Voona™= 4-35
2 xo( 100— Y%zona)R, (4-35)

ierra

donde %zona es el porcentaje que se quiere definir como zona de influencia del
electrodo, r.... €s el radio de la semiesfera que define la zona y R, €s la resistencia de
puesta a tierra del sistema de puesta a tierra o del electrodo.

Para el caso especifico de la barra que se ha puesto como ejemplo, que tiene como
caracteristicas: 2.40 m de longitud, media pulgada de diametro y una conductividad del
suelo igual a 0.01 (S / m), al aplicar la ecuacion (4-35) se obtiene un radio de 37.2 m para
la semiesfera que contiene la zona de influencia de dicha barra.

4.6 La corriente de retorno de un sistema de puesta a tierra

En el apartado anterior se establece que cuando se calcula la resistencia de un sistema
de puesta a tierra, se considera que la corriente que se inyecta por el sistema de puesta a
tierra, la misma retorna en el infinito. La figura 4-6 ilustra de alguna forma el retorno de
esta corriente en el infinito.

Pero en la vida real, sabemos que la corriente no retorna en el infinito, por lo general
retorna a una distancia finita del sistema de puesta a tierra, y muchas veces retorna por
otro sistema de puesta a tierra, a continuacion se explica cdmo se puede obtener la
resistencia del sistema de puesta a tierra bajo esta condicion:

La figura 4-7 muestra dos sistemas de puesta a tierra; por cada uno de ellos se inyecta
una corriente i Y €n ambos caso la corriente retorna por el infinito. La inyeccién de
corriente se realiza a través de dos fuentes de corriente, de igual magnitud, pero se han
ajustado de manera tal que los sentidos de las corrientes sean opuestos.
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Semiesfera
metalica, hueca,
de radio infinito,
rellena de tierra

—

Fig. 4-9 Representacion del infinito en un sistema de puesta a tierra

La tension que adquiere el electrodo #1 se puede calcular si se conocen tanto la
resistencia propia del electrodo #1 como la resistencia mutua que existe entre los dos
electrodos:

I/1: R 11 itierra "N R 12 itierra (4-36)

donde el signo menos en la ecuacion anterior se debe al sentido de la corriente que
circula por el electrodo #2, R;; es la resistencia propia del electrodo #1 y R;; es la
resistencia mutua que existe entre los electrodos y V; es el potencial que adquiere el
electrodo #1 o el sistema de puesta a tierra.

En la figura 4-9, se indica también la corriente i,y que se drena por el electrodo
semiesférico que se encuentra hipotéticamente en el infinito, como ambas fuentes de
corriente son iguales en magnitud, la corriente i;,s tiene que ser nula; por lo tanto, no es
necesario que las fuentes de corriente se conecten en el infinito, ya que no debe haber
corriente por el electrodo semiesférico.
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Semiesfera
metalica, hueca,
de radio infinito,
rellena de tierra

—

Fig 4-10 Representacion del infinito en un sistema de puesta a tierra

La figura 4-10 muestra la red equivalente si ambas fuentes se desconectan del infinito.
Ahora bien, como en la figura 4-10 ambas fuentes de corriente (que son de igual
magnitud) quedan conectadas en serie, entonces en lugar de tener dos fuentes en serie,
se puede eliminar una de ellas, sin que varien las condiciones eléctricas de todo el
sistema.

tierra

Fig. 4-11 Inyeccién de corriente en la tierra empleando un par de electrodos

Finalmente, la figura 4-11 muestra la red eléctrica equivalente, usando una sola fuente, en
la misma se muestra la inyeccion de corriente por un electrodo (#1) y la corriente de
retorno por otro electrodo o por otro sistema de puesta a tierra, que es lo que sucede en la
vida real, pero que evidentemente ya no retorna en el infinito; entonces para calcular la
tensién que adquiere el electrodo #1, sigue siendo valida la ecuacion (4-36):

I/1:(1311 - R12) itierra (4'37)

Si las zonas de influencia (ver el punto 4.5) de ambos electrodos no se solapan, entonces
la resistencia mutua se puede despreciar de la ecuacion anterior:
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I/1z Rll l

tierra

(4-38)

Finalmente, segun la ecuacion anterior, si los electrodos se encuentran lo suficientemente
separados como para despreciar la resistencia mutua, el electrodo #1 se comporta como
si la corriente retornara en el infinito.
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5 Calculo del campo electromagnético en lineas de
transmision, los modos de propagacién, y las
ecuaciones de Heaviside.

Este capitulo trata sobre el problema de las lineas de transmision, aqui se abarca las
diversas formas de como las ondas se pueden propagar por las lineas [Atwater, 1962]%°
como son: el modo transversal magnético TM, el modo transversal eléctrico TE y el modo
transversal eléctrico y magnético TEM, este ultimo es el modo como trabajan
comunmente los cables coaxiales y las lineas de transmision aéreas.

También existen dispositivos conocidos como guias de ondas, que fisicamente son tubos
metalicos huecos, utilizados en telecomunicaciones, que se destinan para guiar o
conducir el campo electromagnético de un punto a otro y que dichas guias operan en el
modo TM o TE.

A esta altura el lector podra preguntarse: ¢ Qué relacion puede tener la teoria sobre lineas
de transmision y ondas guiadas con los electrodos de puesta a tierra? Pues bien, la
finalidad de este capitulo es inducir al lector sobre la existencia de todos los modos de
propagaciéon (TM, TE y TEM), cuando se trata de electrodos de puesta a tierra.

Parte de este capitulo esta dedicado también a las ecuaciones de Heaviside, ecuaciones
que son validas cuando la linea opera en el modo TEM, ya que uno de los objetivos de
este trabajo es encontrar un par de ecuaciones similares a las obtenidas por Heaviside,
para ser utilizadas en electrodos de puesta a tierra, pero considerando todos los modos
de propagacién de las ondas.

Finalmente se presenta un analisis sobre la aplicaciéon de las ecuaciones de Heaviside en
barras para puesta a tierra.

5.1 Calculo del campo eléctrico en lineas de transmisién y el

modo de propagacion transversal magnético TM.

Para calcular el campo eléctrico en una linea de transmisién, el mismo se puede obtener
resolviendo la ecuacién de propagacion (3-18) para el campo eléctrico, en el dominio de la
frecuencia, para ser aplicada a cables coaxiales, que es el cable comunmente utilizado en
telecomunicaciones y en redes de potencia de alta tension. En este apartado se explica
cémo se origina el modo de propagacion transversal magnético TM en cables.

2 Consultar la pagina 48 del libro de Atwater [1962] para los diversos modos de propagacion
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Dieléctrico Conductores

Fig. 5-1 Vistas en corte de un cable coaxial

La figura 5-1 muestra un cable coaxial, cuyo eje se encuentra alineado con el gje z, se
muestran también la corriente I(z) que circula por el conductor interior, que es funcion de
la coordenada z, y por ultimo se muestra la tensidon V(z) que existe entre los conductores,
que también es funcion de la coordenada z.

Como el cable tiene simetria cilindrica, se selecciona un sistema de coordenadas
cilindricas (p, ¢, z); se considera, por ahora, que ambos conductores son ideales, en otras
palabras que la conductividad de los mismos es infinita; esto trae como consecuencia que
dentro de los conductores no existe campo electromagnético, sélo puede haber campo
electromagnético en el dieléctrico (ver la figura 5-1).

Para calcular el campo eléctrico en el dieléctrico, hay que resolver la ecuacion de
propagacion (3-18) y que se presenta a continuacion:

VZE—yzﬁzlv,1+jwufs (5-1)
€

donde y? viene dado por (3-33).

En el caso del cable, se asume que en el dieléctrico no existen ni cargas fuente ni
corrientes fuentes, las fuentes del campo se encuentran sobre las superficies de los
conductores; por lo tanto, la ecuacion anterior se reduce a la ecuacién de Helmholtz
homogénea siguiente:

VE-y*E=0 (5-2)

En coordenadas cilindricas, el vector campo eléctrico posee tres componentes:

E=Ea,+E;a,+E,a (5-3)

PP

donde Ep ,F?¢ y E, son las componentes del campo eléctrico en las direcciones p, ¢ y z

respectivamente, y a,, a,ya_son vectores unitario en las direcciones p, ¢ y z

respectivamente.
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Para resolver (5-2), asumiendo un sistema de coordenadas cilindricas, la misma se
descompone en ftres ecuaciones diferenciales escalares, donde dos de ellas se
encuentran acopladas:

- 1= 20 = ,=
vz - —_ —_ 2E :0 5'4
p pz p pz a(p ¢ v p ( )

— 1= 28 = o=
Vz - - — 2E = 5'5
T g " 7 By (5-5)
VE -y’E, = (5-6)

donde la constante y viene dada por (3-33).

Si la componente del campo E, no es nula, entonces el modo de propagacion resultante
es el denominado Transversal Magnético TM.

Evidentemente la ecuacion (5-6), por estar desacoplada, es la que resulta mas facil de
resolver; en este caso, se utilizara el método de separacion de variables para calcular F?Z

Para aplicar el método de separacion de variables [Dettman, 1962]*°, el campo eléctrico
se define como el producto de tres funciones R, ® y Z:

E, =R(p) ®(¢) Z(2) (5-7)

Al substituir (5-7) en (5-6), teniendo en cuenta el operador laplaciano y al reordenar la
ecuacion, se obtiene lo siguiente:
1 d? 1 d?

1 d d
p_R%(pE )+¢p2 d¢2¢)+EEZ_y2=O (5-8)

De la ecuacion anterior se extraen dos ecuaciones diferenciales ordinarias:-

dZ
57 =17 (5-9)
1 d?
s ? = —m? (5-10)

donde I' y mson constantes que se determinan de las condiciones de simetria y de
frontera del problema, como se explica mas adelante.

Al resolver las dos ecuaciones diferenciales anteriores, se obtienen las funciones @ y 7:
Tz Iz
Z=b,e “+b, e (5-11)

® = b, cos(m(¢—4,)) (6-12)

30 Consultar la pagina 137 del libro de Dettman para el método de separacion de variables.
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donde m debe ser un nimero entero para que el campo tenga simetria con respecto al
angulo ¢;y ¢,es el angulo para la cual la funcion @ es maxima, I es conocida como la

constante de propagacion de la linea y b¢, b1,y b2, son funciones que se determinan de las

condiciones de frontera.

Al substituir (5-9) y (5-10) en (5-8) y al reordenar la ecuacion, se obtiene una tercera
ecuacion diferencial:

dz
d(ap)?

d
d(ap)

(ap)? R+ (ap) R+ ((ap)> —m*)R =0 (5-13)

donde a es un autovalor real e igual a:

a=.T?—y? (5-14)

La ecuacion (5-13) es conocida como la ecuacion diferencial de Bessel [Spiegel, 1988]*",
cuya solucion es la siguiente:

R=by J,(a,, p)+bsy Y, la,, p) (5-15)

donde Jm(am,k ,0) y Ym(am,k ,0) son las funciones de Bessel de primera y segunda

especie respectivamente y de orden m; bz y bz son funciones que se determinan de las
condiciones de borde.

Par cada orden m de las funciones de Bessel, existen multiples autovalores reales a,, \,
cuya seleccion se explica mas adelante.

Segun (5-14), la constante de propagacion T puede adquirir diversos valores, ya que
depende del autovalor a,, , seleccionado, como se indica en la siguiente ecuacion:

Tk =+ Gmir2+v2  parak =1,2,..n (5-16)

Por lo general, la constante de propagacion I3, , es una funcion compleja, con parte real e
imaginaria, dada por la siguiente expresion:

1_‘m,k = am,k +j IBm,k (5-17)

donde a;,,;, €s una funcion real denominada constante de atenuacion y f,,, es otra
funcion real, conocida como constante de fase o el nUmero de ondas®2.

Finalmente, la componente del campo eléctrico E;, para el modo (m,k), se obtiene al
substituir (5-11), (5-12) y (5-15) en (5-7):

EM(p.$,2)=E" (p.¢,2)+ EI (p,.2) (5-18)

donde:

31" Consultar la pagina 140 de libro de Spiegel para la ecuacién diferencial de Bessel y su solucion.
32 Es el nimero de ondas que hay por cada 2 metros.
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Ezm-;k (p’ ¢’ Z)

(B Ju(aps p)+bs V(0 p)) cos(m (6-4,) e™ (5-19)

Ezmlk(p’¢»z):( b, Jm(am,k p)+b2_ Ym(am,k ,0) ) cos(m (¢_¢o)) el (5-20)

Si la constante I3, , tiene parte imaginaria no nula, entonces las ecuaciones (5-19) y
(5-20), al transformarlas al dominio del tiempo usando (3-15), representan ondas viajeras,
(ondas cilindricas), la primera viaja en el sentido positivo del eje z y la segunda en el
sentido negativo del eje z; por otra parte, si la constante I}, , tiene parte real no nula,
entonces las ondas, se ven también afectadas por un fenémeno de atenuacion.

T Ame  ®

Fig. 5-2 Ayuda gréfica para obtener los autovalores a,, ;, en cables coaxiales, en funcion de la

razon de los radios de los conductores33,

Para calcular los autovalores a,, ;, éstos se obtienen al aplicar las condiciones de frontera
y que consiste en evaluar la componente del campo eléctrico E, sobre la superficie de los
electrodos (p =1, y p =1,), donde el campo eléctrico E, debe ser continuo. Como dentro

de los conductores ideales el campo eléctrico tiene que ser nulo, entonces el campo en la
superficie también lo debe ser:

E,(n.¢.2)=E,(r,,¢,2)=0 (5-21)

33 Figura tomada del libro de H. A. Atwater, Introduction to Microwave Theory, McGRAW-HILL BOOK
COMPANY, INC., International Student Edition, Tokyo, 1962

43



Al substituir (5-18) , (5-19) y (5-20) en (5-21) se obtiene la siguiente igualdad:
Jm (am,k rl ) Ym (am,k 1”2) = Jm (am,k 1”2) Ym (am,k rl) (5-22)

Si los radios del cable r; y r» son conocidos, los autovalores a,, se pueden obtener

numeéricamente al resolver la ecuacidon anterior.

Otra manera conveniente de calcular los autovalores, consiste en reordenar la ecuacion
anterior y presentarla de la siguiente forma:

r. r.
2 2
‘]m (am,k rl ) Ym am,k 7"1 - | = ‘]m am,k 7"1 - Ym (am,k rl) (5_23)
n n
.z . - . T- !
Para la ecuacion anterior, se asume que la razén de los radios 2/rles conocida, luego la

ecuacion se resuelve para a,,, 7; . En la figura 5-2 se muestra una grafica de como varia

.y e . T . s
a,, 1t en funcién de la razén de los radios 2/r1, para los modos de propagacion TMy y

TEm donde m es el orden de las funciones de Bessel y el valor k corresponde a la posicién
que ocupa el autovalor, si los mismos se ordenan de menor a mayor : a,, ;1 < @y, < - <
am’k < e < am’n

Para calcular las otras componentes del campo eléctrico E4 y E,, no se necesitan
resolver las ecuaciones diferenciales (5-4) y (5-5), estas componentes pueden ser
calculadas a través de las ecuaciones de Maxwell (3-3) y (3-4), si las mismas se
descomponen en sus tres componentes vectoriales (p,¢ yz), en el dominio de la
frecuencia y si el campo E., dado por (5-18), es conocido,* se tiene:

5 o _ P
E¢ - ami? 9 2 (5-24)
F - 2 _
=ik, (5-25)
7 _ —(ot+jwe) 0 &
Hy==209 25, (5-26)
(c+jwe) 5
= 5 9 = i
Ay =2 35 E, (5-27)
H,=0 (5-28)

Para que los modos de propagacion TM y TE se puedan activar en cables coaxiales, la
frecuencia o las frecuencias presentes en el cable deben ser muy altas (en el orden de los
GHz). No es comun que un cable se utilice para que opere o trabaje en los modos TE o
TM, lo tipico es que los cables operen sélo en el modo TEM, ya que este modo puede
estar presente a cualquier frecuencia.

3% Consultar la pagina 65 del libro de Atwater [1962]
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Como ya se ha dicho, para que un cable opere en el modo transversal magnético; por
ejemplo, el modo TMo1, la frecuencia de operacion debe estar por encima de lo que se
denomina la frecuencia de corte w,,,,, ; por ejemplo, para un cable de buena calidad, si se
asume que el dieléctrico del cable tiene muy bajas pérdidas, de forma tal que se pueda
asumir que la conductividad es nula (o = 0); entonces la constante de propagacion en el
cable Iy; se obtiene con las ecuaciones (3-33) y (5-16):

L, =+a, — o'ue (5-29)

m’

Para la ecuacion anterior, existe un valor de frecuencia para la cual la constante de
propagacion I, , se anula, a esta frecuencia se le conoce como frecuencia de corte weore

y viene dada por:

a
ok (5-30)

a)COI‘tE:' =
VEu

Si en la ecuacion (5-29), la frecuencia o es menor a la frecuencia de corte, el coeficiente
de propagacionI, , resulta real puro, por lo tanto, la componente E, dada por (5-18)

(5-19) y (5-20) del campo eléctrico, se atenua con la posicién z, y por el contrario, si w es
mayor que la frecuencia de corte, I, es imaginario puro, entonces el campo se propaga

en la direccion de z, sin atenuacion.

Como ejemplo, asumase que se tiene un cable coaxial, donde el radio del conductor
interno r; es igual a 0.8 mm y el radio del conductor externo »; es de 3.1 mm; ademas se
emplea un dieléctrico cuya permitividad y permeabilidad son similares a las del aire. Se
desea activar, en el cable, el modo de propagacion TMo1,; para ello, al utilizar la figura 5-2,
se obtiene el autovalor correspondiente al modo en cuestidon y que es aproximadamente
igual a :

ag; = 1250m™1, (5-31)

Al evaluar la frecuencia de corte usando (5-30) y (5-31) para el cable dado como ejempilo,
la misma corresponde a 59 GHz aproximadamente. Entonces, el modo TMy1 se puede
activar si las frecuencias de las sefiales que pasan por el cable superan esta frecuencia
de corte.

Si la frecuencia o las frecuencias en el cable son menores a la frecuencia de corte, la
atenuacion que sufre la componente del campo E, se puede obtener al considerar que en
el cable existe una unica onda que viaja en el sentido positivo del eje z (ver la ec. (5-19));
entonces, se calcula cuanto se atenua la onda (en decibeles), cuando la misma recorre
una longitud 4z, aplicando la siguiente ecuacion:

20 log —E;n'k (0 ¢ 2+42)]
y P\ e e 2| dB
Atenuacién _dB = — " [ / ml (5-32)

donde el campo eléctrico viene dado por las ecuaciones (5-18) y (5-19).
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Al substituir (5-18) y (5-19) en la ecuacién anterior se obtiene la siguiente ecuacion:

Atenuaciéon _dB = — 20 logio(e) Re(Ty k) [dB/m] (5-33)
donde Re se refiere a la parte real de una cantidad compleja.

Si la frecuencia w es mucho menor que la frecuencia de corte, la formula anterior se
aproxima a la siguiente:

Atenuacidongg = 20 a,,x log,o(e) [dB/m] (5-34)

En el caso del cable dado como ejemplo, si la frecuencia que opera el cable es mucho
menor que la frecuencia de corte, la atenuacién en el modo TMo4, al usar la aproximacién
anterior, es de 10.857dB por cada metro de cable; como se puede observar, esta
atenuacion es sumamente alta y sera mucho mas alta para otros modos TMn« de orden
superior; por este motivo, es que no se considera la presencia de los modos TM ni TE en
cables cuando operan a frecuencias inferiores a la frecuencia de corte.

Ahora bien, volviendo al tema que nos ocupa que son los sistemas de puesta a tierra, si
para activar el modo TM en un cable se requiere que el mismo trabaje a frecuencias del
orden de los GHz, frecuencias que no tienen interés alguno para un sistema de puesta a
tierra®, entonces la pregunta que hay que hacer es la siguiente: Si para modelar un cable
es suficiente considerar sélo el modo TEM ¢ Por qué se debe considerar ademas los
modos TM y TE en los sistemas de puesta a tierra?.

Para responder lo anterior, en la figura 5-3 a) se muestra un electrodo de puesta a tierra,
en este caso se trata de una barra o jabalina de longitud /, enterrada verticalmente en el
suelo y la misma se utiliza para inyectar una corriente I,;,,, por el suelo; por lo general,
esta corriente retorna de la tierra en un punto muy alejado del electrodo (ver el punto 4.6)
o también se asume que esta corriente retorna en el infinito.

Ahora bien, se pretende modelar el electrodo mostrado en la figura 5-3 a) como si fuera
una linea de transmisién, en este caso se ha seleccionado un cable coaxial como se
muestra en la figura 5-3 b), la longitud del cable / es la misma del electrodo, el radio del
conductor interior del cable es igual al del electrodo y el radio del conductor externo se
selecciona mayor a la zona de influencia del electrodo (ver el punto 4.5) y en lugar de
asumir que se tiene un dieléctrico entre los dos conductores, se asume que el dieléctrico
se ha substituido por tierra con una conductividad ¢ igual a la del suelo.

Como ejemplo, asumase que se tiene una barra normalizada de "% pulgada de didmetro (
ri=6.2mm)y 2.4 m de longitud. Por otra parte, asumase que las propiedades del suelo
son las siguientes: o = 0.01 (Sm), £ =8.85x 10712 (F/m), u=4nx 10~7(H/m), y el
radio del conductor exterior se toma igual a 600 m, que es mucho mayor que la zona de

35 En los sistemas de puesta a tierra, las frecuencias de interés para la proteccion de infraestructuras estan

comprendidas desde los OHz, hasta los 20MHz, este rango de frecuencia incluye eventos transitorios como
las corrientes producidas por rayos que se descargan a través de los sistemas de puesta a tierra. Para otras
aplicaciones que no tienen que ver con seguridad, como puede ser las telecomunicaciones, estas
frecuencias pudieran estar por encima de los 20MHz.
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influencia del electrodo® ( 7> = 600 m). Al resolver la ecuacion (5-23) para el modo TMo1 , se
obtiene el autovalor correspondiente (aq, = 0.043 m™1).

I tierra ltierra liierra

| ] I

tierra

conductores

a) b)

Fig. 5-3: a) Sistema de puesta a tierra formado por una sola barra. b) Representacion de una
barra, mediante un cable coaxial.

La constante de propagacion I, se calcula con los datos dados en el parrafo anterior y

con las ecuaciones (5-16) y (3-33):

loq = J(ao,lz —w?ep) + jouoc (5-35)

En este caso, como el medio tiene pérdidas, no se puede establecer una frecuencia de
corte y los fenébmenos tanto de propagacion (parte imaginaria de Iy ;) como de atenuacion
(parte rea de I ;) estan presentes para cualquier frecuencia.

La figura 5-4 muestra la atenuacion de la componente E, del campo eléctrico, en funcion
de la frecuencia, para dos tipos de suelo, la que aparece en linea continua corresponde a
un suelo muy buen conductor®” y la curva con linea segmentada corresponde a un suelo
muy mal conductor, ambos son casos extremos en cuanto a la conductividad del suelo;
sin embargo, se aprecia en la grafica que la atenuacion es muy pequefia en comparacion
con el ejemplo dado para el cable coaxial, que era de 10.857dB.

En vista que la atenuacion resultante es pequefia para la componente del campo E, ,
segun la figura 5-4, es por este motivo que en este trabajo se plantea la conveniencia de
incluir el modo TM cuando los electrodos de puesta a tierra se modelan como si fueran
lineas de transmision.

36 La zona de influencia para este electrodo, considerando el 99%, tiene un radio de 37.2 m , calculada segin
(4-35).

37 La clasificacion en buenos o malos conductores del suelo fue hecha con base a la norma IEEE 80-2000
IEEE Guide for Safety in AC Substation Grounding.
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frecuencia [Hz]

Fig. 5-4: Atenuacion en dB por unidad de longitud para la componente F?Z del campo eléctrico en
una barra modelada como si fuera un cable coaxial

Segun se puede apreciar en la figura 5-4, para bajas frecuencias, la atenuacion no
muestra dependencia con la frecuencia y por lo tanto presenta un valor constante que se
puede obtener aplicando la ecuacion (5-34).

5.2 Calculo del campo magnético en lineas de transmision y el
modo de propagacion transversal eléctrico TE.

Para el cable coaxial mostrado en la figura 5-1, el campo magnético que existe en el
material dieléctrico se puede obtener resolviendo la ecuacion de propagacion (3-21), pero
asumiendo que no hay corrientes fuentes en el dieléctrico.

VH — jou(o + joe)H =0 (5-36)

La ecuacion anterior resultante, es la ecuacion homogénea de Helmholtz, que al utilizar
un sistema de coordenadas cilindricas, la misma se descompone en tres ecuaciones
escalares:

V*H —iﬁp—iﬂﬁ -7’H,=0 (5-37)
p p° 00

vzﬁfiz]—iiﬂ -7’H,=0 (5-38)
p p° 00
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VH,—y*H, =0 (5-39)
donde el vector campo magnético viene dado por la suma de sus tres componentes:
ﬁ:ﬁpap+ﬁ¢a¢+ﬁzaz (5-40)

De las tres ecuaciones (5-37), (5-38) y (5-39) la mas simple de resolver es la (5-39) ya
que se encuentra desacoplada, pero como su topologia es la misma que presenta su
correspondiente para el campo eléctrico (5-6), entonces la solucién general para la
componente del campo H, es la misma que la obtenida para el campo eléctrico E, , dada
por las ecuaciones (5-18), (5-19) y (5-20):

H(p.g.2)= H"(p.g2)+ H! (p.¢.2) (5-41)

donde:

H" (p,4,2)

( dl+ Jm (am,k p)+d2+ Y;n (am,k p) ) COS(m (¢_¢0)) eir/"’kz (5'42)

1 (p.p.2)=(d_ J,(a,, p)+d, Y,(a,, p)) cos(m(p=g,)) ™" (543)

dondeﬁz’””‘(p,¢,z)es la componente del campo magnético en la direccion de z o en la
direccion axial de la linea, para el modo (mk); H™*(p,4,z)Y H"*(p,4,z) representan
ondas viajeras (ondas cilindricas) que viajan en el sentido positivo y negativo

respectivamente del eje z. Las funciones d,,, d,,, di_y d,_ se obtienen de las
condiciones de borde del problema.

Si el campo ﬁz””"(p,(/ﬁ,z)es conocido, las demas componentes del campo pueden ser

calculadas a través de las ecuaciones de Maxwell (3-3) y (3-4), si las mismas se
descomponen en sus tres componentes vectoriales (p,¢ yz), en el dominio de la
frecuencia, no es necesario resolver las ecuaciones diferenciales acopladas (5-37) y
(5-38)%:

By = 2% 5, (5-44)
_jou

E=" - H, (5-45)
r

Hy = a:ni %172 (5-46)

H, = a;sz %HZ (5-47)

E,=0 (5-48)

38 Consultar la pagina 65 del libro de Atwater [1962].
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Para calcular los autovalores a,, que se requieren en las ecuaciones (5-42) y (5-43), y

para la constante de propagacion I’ estos se obtienen evaluando las condiciones de

mk

borde para la componente del campo eléctrico E“¢:

E¢(}/i,¢,2)=E¢(Vz,¢,Z)=O (5-49)

Si se asume que la componente H, del campo magnético se encuentra viajando en la
direccion positiva del eje z, al emplear las ecuaciones (5-41), (5-42) y (5-44) en la
ecuacion anterior, se obtiene la siguiente relacion:

di (Jm (am,k 7"1)) di (Ym (am,k r )) = di (Jm (am,k r )) di (Ym (am,k 7"1)) (5-50)
p p p p

La solucién de la ecuaciéon anterior permite obtener todos los autovalores para el modo
TE, la grafica que se muestra en la figura 5-2 permite obtener los modos en cuestién en
funcion de los radios del cable coaxial.

Si se pretende modelar una barra como si fuera una linea de transmision o un cable
coaxial, tal como se muestra en la figura 5-3, puede que sea necesario incluir el modo TE,
si la atenuacion no es considerable. A bajas frecuencias la atenuacién calculada segun
(5-34) es proporcional con el valor del autovalor a..r, pero nétese que segun la figura 5-2
los autovalores tienden a disminuir si la relacion de los radios del cable r; / r; tiende a
aumentar (ver la figura 5-3), que es el caso de una barra donde al pretender modelarlo
como un cable, el radio exterior debe ser mayor a la zona de influencia del electrodo. Por
este motivo, en este trabajo se pretende modelar los electrodos de tierra, considerando
todos los modos de propagacion

5.3 El modo de propagacion TEM y las ecuaciones de
Heaviside.
Este modo se presenta cuando el autovalor a,,, toma el valor de cero o nulo:
a,,=0 (5-51)

Noétese que este autovalor es valido para cualquier cable, ya que es una solucion trivial de
las relaciones dadas por (5-22) y (5-50), ya que no es funcion de los radios del cable.

Ahora bien, si a, , =0 , analizando las ecuaciones (5-24), (5-25), (5-26), (5-27), (5-44),
(5-45), (5-46) y (5-47); para que las componentes del campo E,, E4, H, y H, tengan
valores finitos, las componentes del campo tanto E, como H, deben ser nulas.

E=H =0 (5-52)

Por este motivo es que a este modo se le conoce como “transversal eléctrico y magnético”
TEM ya que no hay campo en direccion axial del cable.
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Para el modo TEM, la frecuencia de corte para cables con pérdidas despreciables, segun
(5-30), es igual a cero, por lo tanto este modo tiene la ventaja que el fendmeno de
propagaciéon de ondas esta presente a cualquier frecuencia.

Para el modo TEM, la constante de propagacion, segun (3-33) y (5-16) , se reduce a lo
siguiente:

Tpo =Y =+ —w2e p + jouo (5-53)

Para calcular el campo eléctrico para el modo TEM, sera necesario resolver el par de
ecuaciones diferenciales acopladas (5-4) y (5-5), pero antes se demostrara que en cables
coaxiales, con seccion circular, el campo E, no depende del angulo ¢ .

Eje de referencia

Camino de
integracion

Fig. 5-5 Seccién de un cable coaxial

La figura 5-5 muestra la seccién de un cable coaxial y también se muestra, en linea
punteada, un camino de integracion cerrado, donde sera integrada la ecuacion (3-3), en el
dominio de la frecuencia:

fsup(V X E) nds = —j wfsupﬁ ‘nds =0 (5-54)

donde n es un vector unitario en la direccién axial o en la direccion del eje z, ds es un
diferencial de superficie y sup es la superficie que encierra el camino de integracion.

La segunda integral que se muestra en la ecuacién (5-54) representa el flujo magnético en
la direccidn del eje z que encierra el camino de integracion, pero como la componente H,
del campo es nula, esta integral también es nula, dando como resultado que el campo
eléctrico, en el plano z = constante, se comporta como un campo gradiente o un campo
conservativo.
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Al aplicar el teorema de Stoke a la ecuacion anterior:

fsup(VxI_:") ‘nds=¢E-dl=0 (5-55)
donde dl es un vector diferencial de longitud.

La integral de linea, en un camino cerrado, se puede descomponer en cuatro integrales
de linea (ver la figura 5-5):

$E-dl=[Eypdd+ [ E, do+ [ E4 pdd+["E, dp=0 (5-56)
donde h, ¢, s y m son los vértices pertenecientes al camino de integracion
Si las trayectorias s-c y h—-m del camino de integracion se escogen de manera tal que

queden sobre las superficies de los conductores, el campo E“¢, se anula en dichas
trayectorias; por lo tanto, la ecuacion anterior se reduce a la siguiente igualdad:

I Ep(p,@2,2) dp = [7E,(p,01,2) dp (5-57)
donde r; y > son los radios de los conductores y que se muestran en la fig. 5-1.

Para que en la relacion anterior, ambas integrales sean iguales, la componente del
campon no debe depender del angulo ¢; por lo tanto el campo, Ep sélo es funcién de las
variablespy z .

A seguir se demuestra que la componente Eqb del campo eléctrico, para el cable coaxial,
debe ser nula, la figura 5-6 muestra nuevamente una seccién de un cable coaxial y un
camino de integracion, donde la trayectoria limitada por los vértices m-h se ha ubicado en
una zona donde se encuentra el dieléctrico del cable.

Eje de referencia

Fig. 5-6 Seccion de un cable coaxial
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Al aplicar la ecuacion (5-55) al camino de integracion mostrado en la figura 5-6, se obtiene
lo siguiente:

$E-dl=["Eg(p.$,2) pd0 + [ E,(p,2) dp+ [} E,(p,2) dp=0 (5-58)

Como la componente del campo Ep no depende de la variable ¢, las dos ultimas integrales
se cancelan entre si, quedando la siguiente igualdad:

Iy, Eo(p,,2) p d®=0 (5-59)
Para que se cumpla la igualdad anterior, el campo Eqb tiene que ser nulo.

En cuanto al campo magnético, la componente H, también es nula, a continuacién se
presenta la demostracion:

Al descomponer la ecuacién (3-3), en sus tres componentes escalares, en coordenadas
cilindricas y en el dominio de la frecuencia, se obtienen las siguientes ecuaciones:

1 = =
T E, — 5, Lo = —Jjou H, (5-60)
= | 0 = e
—aEZ +£Ep = —jwu H¢ (5-61)
190, = 10 = I
> a5 P Ep) =555 Ep = —jopH, (5-62)

Nétese de la ecuacion (5-60), si las componentes del campo E, y Eqb son nulas, entonces
el campo Hp también es nulo. La unica componente del campo magnético que no se anula
es 17¢, como se puede comprobar con la ecuacién (5-61), ya que Ep no es nulo.

Entonces, el campo magnético y eléctrico en un cable coaxial, para el modo TEM, viene
dado por las siguientes componentes:

E=E,(p,z)a, (5-63)
H=H,p,z)a, (5-64)

Para calcular la componente Ep del campo eléctrico, se resuelve la ecuacién diferencial
(5-4) y que se transcribe a continuacion:

- 2
E -yE =0 (5-65)

P

1
2

—
VE,

Como solucion general de la ecuacion diferencial anterior, usando el método de
separacion de variables, se plantea la siguiente:

Fnl rz
E (p.z)=R(p)e (5-66)
donde I', para el modo TEM, viene dado por (5-53):

C=y (5-67)
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La ecuacion (5-65), en coordenadas cilindricas, se transforma en la siguiente:
1 — 1 — 2 _ _
Lo piEp ——zEpﬁLa—zEp—yzEp =0 (5-68)
p Op\" Op yo, 0z
Al substituir (5-66) en (5-68), se obtiene lo siguiente:
1 d d 1
-——{n—ﬂ@ﬂ~7ﬂwko (5-69)
p dp\ dp p

Cuya solucién es:

R(p)=— (5-70)

Finalmente, con (5-63), (5-66) y (5-70) se obtiene la solucién general para el campo
eléctrico en el cable coaxial:

E:Ep(p,z)ap :%( ke’ + k, e“)a (5-71)

p

donde y viene dado por (3-33) y k; y k» son constantes que se determinan de las
condiciones de frontera o borde.

Para calcular el campo magnético, es necesario resolver la ecuacion diferencial (5-38)
pero como dicha ecuacién presenta la misma topologia que la ecuacion (5-4) para el
campo eléctrico, entonces la solucién general es similar a la obtenida en la ecuacion
anterior:

1

H=—(h e’ +he)a, (5-72)
P

donde &,y h; se determinan con las condiciones de borde.
A continuacion se obtienen las ecuaciones de Heaviside:

Para comenzar, al calcular la divergencia de la ecuacion (3-4), en el dominio de la
frecuencia, se obtiene la ecuacion de continuidad:

V- (VxH)=V-J +V-J+joV-D=0 (5-73)
Usando (3-5) y (3-7), la ecuacién anterior se simplifica a la siguiente
V-J,+(c+ jwe)V-E =0 (5-74)

En la ecuacion anterior, la densidad de corriente fuente J, , es aquella que circula en

direccion axial dentro del conductor, y esta asociada con la corriente I(z) del conductor.

Al integrar la ecuacién (5-74) en una superficie hipotética cerrada, la misma es
equivalente a la ley de Kirchoff referida a la suma de las corrientes en un nodo.
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A
] k) J@tes
z z+A

Fig. 5-7 Conductor interior de un cable coaxial de longitud 4z y radio r;

Al integrar la ecuacioén anterior sobre toda la superficie del conductor que se muestra en la
figura 5-7, usando el teorema de la divergencia, se obtiene la siguiente relacion:

H(482)-1(:)+ 27 1 (0+ jeg) [ E, (2 =0 (5-75)

z

Si 4z tiende a cero en la ecuacion anterior, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

d - _

d—](z):—27rr1(0'+ja)8) Ep(rl,z) (5-76)
Z

Al despejar el campo eléctrico en la ecuacién anterior para igualarlo a la ecuacion (5-71)

se obtiene lo siguiente:

47)
ke’ + k, e’ =— dz

2 (a + ja)g) &-17)

Al substituir la ecuacion anterior en la ecuacion (5-71) se obtiene el campo eléctrico en
funcidn de la derivada de la corriente:
= 1 d

E=E = — =1 ,
p(p,z) % 27 p (U-i-ja)é‘) dz (Z) % (5-78)

Finalmente se calcula la tension del cable, integrando el campo eléctrico:

- L r\d -
Viz)=—|E-a dp= —————In| 2 |—1 -7
) r[ 4w 27 (o+ jwe) n(rl]dz ) e, (5-79)
Reordenando la ecuacion anterior:
dii(z)— 270 il 7 (2) (5-80)
4
n

Al poner la ecuacion anterior de una forma mas condensada:
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d - _

—I(z)=—(G+jo C)V(z) (5-81)
dz

donde G y C son la conductancia y la capacitancia del cable respectivamente, por unidad

de longitud y vienen dadas por las siguientes expresiones:

_2ro

G=2"9_ (5-82)
ln(er (S/m)

Ul

2w &

c=="& (5-83)
ln[er (F/m)

h

La ecuacion (5-81) es una de las ecuaciones de Heaviside, es la misma presentada
anteriormente en (2-4) pero obtenida a través de la ecuacion de propagacion para el
campo eléctrico dada por (5-65).

La segunda ecuacién de Heaviside se obtiene a través del vector campo magnético,
aunque la ecuacion (5-72) muestra la solucion general para el campo magnético, en este
caso es preferible trabajar con la ecuacién (3-4) para obtener la solucién particular para el
campo magnético.

Al aplicar el teorema de Stoke a la ecuacion (3-4), en el dominio de la frecuencia, teniendo
en cuenta las propiedades del medio dadas en (3-5) y (3-7), se obtiene la siguiente
ecuacion:

§ﬁ-dl= I.Tsw ds+J-(0+ja)3)E-n ds (5-84)
sup sup

donde ds es un diferencial de superficie, sup es la superficie limitada por un camino
cerrado y n es un vector unitario, normal a la superficie.

Camino de
integracion

Fig. 5-8 Seccion de un cable coaxial donde se muestra el vector campo magnético
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Al aplicar la ecuacion anterior al camino de integracion que se muestra en la figura 5-8, la
tercera integral debe ser nula ya que en el modo TEM no existe campo eléctrico en la
direccion axial del cable y en cuanto a la segunda integral, su solucion es la corriente 1(z)
que circula por el conductor; entonces al resolver (5-84) se obtiene el campo magnético:

I
H¢(p,z)=%zp) (5-85)

Al comparar las ecuaciones (5-72) con la anterior se obtiene la siguiente igualdad:
I(z)=h e + hy e”* (5-86)

Segun la ecuacién anterior, la corriente en el cable esta compuesta por dos componentes
gue viajan en direcciones opuestas.

La figura 5-9 muestra una seccion longitudinal de un cable coaxial, también se muestra un
camino cerrado de integracion, en linea segmentada, que sera utilizado para aplicar la ley
de Faraday, dada por la expresién (5-54), luego de aplicar el teorema de Stoke:

$E-dl = —jwyfsupﬁ ‘nds =0 (5-87)

La integral de linea del campo eléctrico en un camino cerrado, se puede descomponer en
cuatro integrales de linea, limitadas por los vértices a, b, c y d y que se indican en la figura
5-9.

z z +Az
- |
i | e H‘dT dl\ !
: V(2) :TE g n i‘/ V(z + Az) |
I b dly a I
—> —>
2ryf 2 ”I I2) I(z + Az)

Fig. 5-9 Seccion de un cable coaxial donde se muestra el vector campo magnético
= a— b= (o= d—
§5E-dl=be-dl+fCE-dl+de-dl+faE-dl (5-88)

La primera y la tercera de las cuatro integrales, se realizan sobre la superficie de los
conductores, en el caso de que estos sean conductores ideales, estas integrales son
nulas, pero en el caso de conductores reales, por condiciones de frontera, tienen que ser
iguales a la caida de tensién que sufre el conductor por el paso de la corriente:

[PE-dl= [T Zyy - I(m) dm (5-89)
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[E-dl= [ Zn, I(m) dm (5-90)

donde Zi1Y ZinezS0n las impedancias interna o superficial®® que tiene el conductor
interior y el exterior, respectivamente, por unidad de longitud; la parte real de estas
impedancias contienen las resistencias de los conductores.

En la segunda y cuarta integral de la ecuacion (5-88), como la integracion se realiza en
direccién del eje p , ambas estan relacionada con las tensiones del cable:

[PE-dl=-V(2) (5-91)
[YE-dl=V(z+b2) (5-92)

Al substituir (5-89), (5-90), (5-91), (5-85) y (5-92) en (5-87) y al reordenar la ecuacion, se
obtiene lo siguiente:

V(z+082) = V(2) = ~(Zinea + Zine2) J; " 1(m) dm — joop (72 dp ) (77 T(m) dm)

1 2mp
(5-93)
Si en la ecuacion anterior 4z tiende a cero, se obtiene una ecuacion diferencial:
L) =—-(Z Z jwLsin (2)) 1 5-94
SV@ = ~(Zinea + Zine +j0 21 (2) ) 1) (5-94)
La ecuacion anterior se puede escribir de manera mas condensada:
d - 3 - . -
EV(Z) * _(Zint,l + Zintp +jw Lext) 1(z) (5-95)
donde:
Lexe = 2-In (:—) (H/m) (5-96)

L. es la inductancia del cable, por unidad de longitud, debido a los enlaces de flujo que
se encuentra en el dieléctrico.

La ecuacién anterior, es la segunda ecuacién de Heaviside, similar a la presentada en
(2-3) pero obtenida a través de las ecuaciones de campo.

39 Consultar la pagina 84 del libro de Perry [1985] para el calculo de la impedancia superficial en cables.
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T I Cne dz di(z) I(2) + dI(2) S
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- % ____ _\__
j z+dz

Fig. 5-10 Red eléctrica equivalente para un diferencial de longitud dz de un cable

Con las ecuaciones diferenciales de Heaviside, dadas por (5-95) y (5-81) se puede
deducir la red eléctrica equivalente para un diferencial de longitud 4z del cable o de la
linea, la figura 5-10 muestra la red en cuestion, y los parametros eléctricos como G, Ly C
pueden ser calculados usando (5-82), (5-83) y (5-96).

Los parametros eléctricos G, L y C deducidos en este apartado, dadas por las ecuaciones
(5-82), (5-83) y (5-96), son validos para cables coaxiales. Para el caso de la linea
balanceada, que es aquella formada por dos conductores cilindricos iguales, puestos en
paralelo, separados a una distancia d, el calculo de los parametros eléctricos se obtienen
con las mismas ecuaciones (5-82), (5-83) y (5-96) teniendo el cuidado de substituir el
radio del conductor exterior del cable », coaxial por la separacion d de los cables de la
linea balanceada.

5.4 Modelacion de barras para puesta a tierra usando el
modelo de la linea de transmisién de Heaviside.

Como se ha dicho en la introduccién de este trabajo, las ecuaciones de Heaviside también
son utilizadas para modelar electrodos de puesta a tierra; sin embargo, las ecuaciones en
cuestién no se amoldan o se adaptan completamente para modelar electrodos, en este
apartado se explica con detalle estos inconvenientes encontrados.

a) Los modos de propagacion.
La figura 5-11 muestra las lineas de fuerza de la densidad de corriente o del campo
eléctrico, que tiene el suelo, en coordenadas cilindricas, a causa de la inyeccion de

corriente a través de una barra. El célculo fue realizado usando el programa de
libre uso, de elementos finitos FEMM en su versién 3.3 [Malpica, 2005].
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80m
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f=10kHz
&=150.3m
a=0.015m

160m

200m

Fig. 5-11 Lineas de fuerza para el vector densidad de corriente y campo
eléctrico para una barra enterrada en el suelo.

Para el caso mostrado en la figura 5-11, se consider6 una barra de 1 metro de
longitud y 2 cm de diametro, se asumié una conductividad del suelo igual a 0.01 (S
m) y una frecuencia de 10 kHz. Como el vector campo eléctrico tiene que ser
tangente a las lineas de fuerza, nétese en la figura que el campo eléctrico, cercano
al electrodo, tiene componentes en la direccion axial de la barra (eje z); por lo
tanto, el campo electromagnético, no es un campo del tipo TEM exclusivamente.

Ya en los apartados 5.1 y 5.2, donde se trata la formacion de los modos TE y TM,
se intuye que si se modela una barra como si fuera una linea de transmision, es
factible la aparicion de estos modos, debido a que la atenuacién para estos
modos se hace comparable con la atenuacion del modo TEM, modos que no
contemplan las ecuaciones de Heaviside.

El calculo de los parametros eléctricos G, L, C

En los sistemas de puesta a tierra, por lo general se asume que la corriente que se
inyecta en la tierra, a través de los electrodos, la misma retorna en el infinito, esto
se explica en el apartado 4.6 de este trabajo.

Entonces, si se quiere modelar el electrodo como si fuera una linea de transmision,
ya sea como un cable coaxial, tal como se muestra en la figura 5-3, asumiendo
que el radio del conductor exterior es infinito (r; = o); o como una linea
balanceada, como se muestra en la figura 4-11, con una separacion infinita entre
los electrodos ( d = o), los parametros eléctricos R, L y C, deducidos para la linea
de transmision dados por las ecuaciones (5-82), (5-83) y (5-96), no pueden ser
utilizados bajo esta condicion.
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Es por este motivo que al querer modelar una barra usando el modelo de la linea
de transmision, para el calculo de los parametros eléctricos, los investigadores
utilizan otras formulaciones, diferentes a las obtenidas para la linea de transmision.

Por ejemplo, para calcular las conductancias y las capacitancias se emplean las
contribuciones de Dwight [1936], Sunde [1967], Howe [1914], Schwarz [1954],
Rudenberg [1945], Takahashi [1991] y Tagg [1964] y para calcular las inductancias
se emplean las formulaciones de Rosa [1908, 1912] y Grover [1946].

Por todo lo anterior, el modelo de Heaviside para lineas de transmision, no se adapta
totalmente para modelar barras de puesta a tierra, por este motivo, en este trabajo se
deducen un par de ecuaciones, similares a las obtenidas por Heaviside, pero que sean
validas para ser utilizadas en barras para puesta a tierra y extraer de las nuevas
ecuaciones los parametros eléctricos. En el capitulo siguiente se desarrollan las nuevas
ecuaciones.
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6 Nuevas ecuaciones del tipo Heaviside, validas para

modelar barras para puesta a tierra.

En este capitulo, se desarrollan unas nuevas ecuaciones, con la misma topologia de las
ecuaciones de Heaviside, pero para ser utilizadas en barras para puesta a tierra [Malpica,
2014]

6.1 Desarrollo de las ecuaciones

Como hipdtesis, se asume que en el suelo ocurre un fendmeno de propagacién del campo
electromagnético; y que dicho campo se puede obtener a través de los potenciales
escalar eléctrico y vectorial magnético. Para comenzar, se plantea resolver la ecuacion de
propagacioén (3-31) para el vector potencial magnético y que se transcribe nuevamente a
continuacion [Malpica, 2006]:

VZZ—;/ZZ=—,L1JS

(6-1)

donde J, es la densidad de corriente fuente que origina el campo magnético, esta
densidad de corriente se asume que se encuentra en los electrodos de puesta a tierra.

El potencial escalar eléctrico V, se puede obtener a través de la condicién de Lorentz, si el
potencial vectorial magnético es conocido:

V=—2_V.-4 (6-2)

Con los potenciales, tanto el vector campo eléctrico como el vector densidad de flujo
magnético se obtienen con las ecuaciones (3-36) y (3-22) respectivamente:

E=-VV-j0oAd (6-3)

B=VxA (6-4)

Noétese que para calcular tanto el campo eléctrico como el vector densidad de flujo
magnético, la mayor dificultad esta en resolver la ecuacion diferencial vectorial, en
derivadas parciales, dada por (6-1). Para resolver la ecuacion en cuestion, se aplica un
método de integracion, que se deduce de la segunda identidad de Green [Panofsky,
19561*° y cuyo resultado se muestra a seguir:

A(x,y,2)=pn, .[g(x,y,z,x',y',z') J, (x',y',z') dv' (6-5)

donde: x,y,z son las coordenadas donde se quiere evaluar el campo; x,y,zZ son las
coordenadas donde se encuentran la densidad de corriente fuente; v' es el volumen
donde se encuentran las corrientes fuentes, u; es la permeabilidad del suelo y g es la

40 Consultar la pagina 210 del libro de Panofsky para la ecuacion de onda, no homogénea y su solucion
mediante funciones de Green.
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funcion de Green que, para un medio infinito y bi-estratificados [Sommerfeld, 1949]*";
[Stinson,1976]*, es la siguiente:

-vr -1 © 2 2 ) W(uz’)
gloy,zay )= s S wJ, (pu)yJu’+y,’ e du

4nr  4Anr' 047{7/5 /u2+ylz ‘y /u2+yéj /uz+ylz

donde: J, es la funcion de Bessel de primer tipo y orden cero, y, es la constante dada por
(3-33) pero evaluada tomando en cuenta las propiedades del aire (conductividad,
permeabilidad y permitividad), y; es la constante dada también por (3-33) pero evaluando
&, it, Y o de acuerdo a las propiedades del suelo y las variables r, r"y p vienen dadas por
las siguientes relaciones:

(6-6)

r=rp’+(z=2f , r=ypl+(z+2Y (6-7)

p=Alx=x) +(r-yy (6-8)
La funcion de Green dada en (6-6), sélo es valida para el caso que las corrientes fuentes

estén en direccion vertical o en direccion del eje z, para corrientes fuentes que tengan
otras direcciones, consultar la obra de Sommerfeld [1949].

Fig. 6-1 Barra de puesta a tierra y sistema de coordenadas cartesiano

La figura 6-1 muestra una barra o jabalina enterrada en el suelo; el sistema de
coordenadas seleccionado y que se muestra en la figura, se ubic6 de manera tal que el
eje z quede coaxial con la barra; por otra parte, el plano z = 0 se ubicd de forma tal que
coincide con el plano formado por la frontera aire — tierra y el eje y, aunque no se muestra,
se encuentra saliendo normal al plano de la figura.

Una aproximacion que se realiza a la solucién propuesta en (6-5) consiste en substituir la
barra por un alambre muy fino [Noda, 2002]; de esta forma, en lugar de integrar la
densidad de corriente fuente, se integra la corriente en la barra (elemento de corriente*?):

41 Consultar la pagina 236 del libro de Arnold Sommerfeld, en el capitulo “Problems of Radio” donde se

deduce la funcion de Green para un medio infinito formado por dos estratos.

Consultar la pagina 227 del libro de Stinson para las funciones de Green.

Elemento de corriente: “En un punto dado de un tubo filiforme de corriente, es la cantidad vectorial igual
al producto de la corriente eléctrica y el vector diferencial de longitud en dicho punto. Nota: Un elemento
de corriente es expresado por / dr donde I es la corriente y dr es el vector diferencial de longitud”

Fuente: IEC Vocabulario Electrotécnico Internacional

42
43
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0
A(x,y,2)=— a.u, jg(x,y,z,x’,y',z') I(z')dz (6-9)
b

donde I(2) es la corriente en la barra, a, es un vector unitario que apunta en la direccion
del eje z, / es la longitud de la barra, el signo negativo en la ecuacion obedece a que en la
figura se toma como sentido positivo de la corriente la direccion — a, ; y por ultimo, por la
ubicacién de los ejes de coordenada, se tiene que x =y = 0.

Si la corriente en la barra I(2) fuera conocida, el vector potencial magnético en la tierra se
obtiene resolviendo (6-9) y luego el campo eléctrico y la densidad de flujo magnético se
pueden obtener usando (6-2), (6-3) y (6-4); pero en este caso, la corriente en la barra I(2)
es desconocida; por lo tanto, la ec. (6-9) por si sola no tiene mucha utilidad; sin embargo,
la ec. (6-9) sera usada para determinar las ecuaciones diferenciales que rigen el
comportamiento de la barra.

tierra

"

Fig. 6-2 Barra de puesta a tierra sometida a un campo eléctrico primario Ep

La figura 6-2 muestra nuevamente una barra enterrada en el suelo, sometida a un campo
eléctrico primario E‘p que puede ser generado o producido por la corriente debida a una
descarga atmosférica que impactd en la tierra cercano a la barra, o el campo generado
por otros electrodos de puesta a tierra o el campo producido por cualquier otro evento
eléctrico o electromagnético.

Lo primero que se quiere hacer es sumar las tensiones que se muestran en el camino
cerrado formado por un rectangulo hecho con lineas segmentadas mostradas en la figura
6-2 y cuyos vértices estan designados por las letras a, b, ¢ y d. Los puntos o vértices a y ¢
se encuentran muy alejados de la barra o en el infinito y los puntos b y d se encuentran

sobre la superficie de la barra, las tensiones Uy, y Uy, estan calculadas siguiendo un
camino horizontal, en direccion paralela al eje x mostrado en la figura 6-2.

Para calcular la tensién entre dos puntos cualesquiera k£ y m, se integra el vector campo
eléctrico dado por (6-3):
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Um=— [ E-dl = jo[ A -dl+V,— T, (6-10)

donde U,,, es la tension entre los puntos k y m, dl es el vector diferencial de longitud
tangente al camino de integracion y V, y ¥, son los potenciales escalares eléctrico de los
puntos k y m respectivamente.

La suma de las tensiones, en un camino cerrado, es igual a la integral de linea del campo
eléctrico, dado por (6-3) , siguiendo el mismo camino cerrado (ver la fig. 6-2 ):

~§ E-di= jof 4-a1 = U,+0,+U,+U, (6-11)

Por otra parte, se asume que el campo eléctrico que existe en el suelo esta compuesto
por dos componentes: un campo primario E'p ,originado por una fuente externa a la barra
(ver la fig. 6-2) y un campo secundario E, creado por la propia corriente de la barra,
entonces el campo eléctrico en el suelo viene dado por la suma de ambos campos:

E=E,+E, (6-12)

Si el campo eléctrico se descompone en sus potenciales, segun (6-3), entonces los
potenciales también tendran dos componentes:

|

A=14,+4, (6-13)

V="+

=

(6-14)

donde 71,, y A son los potenciales vectoriales primario y secundario respectivamente y a
la vez, 17,, y V. son los potenciales escalares primario y secundario respectivamente.

Entonces, en cuanto a las tensiones que se muestran en la figura 6-2, tendran también
dos componentes, una primaria creada por la fuente de campo externa y la tension
secundaria creada por la propia corriente de la barra.

Para la tension U,, mostrada en la figura:

Ugp = Up,ab + Us,ab (6'15)

donde Up,ab y Usap SON las componentes de la tension Uy, debido al campo primario y
secundario respectivamente.

Igual sucede con la tension U, que tendra dos componentes:
Udc = _p,dc + Us,dc (6'16)

Como el vector potencial magnético A, solo tiene componente en la direccién a, , segun
(6-9) , la tension U 4, calculada segln (6-10) es igual a menos el potencial escalar que
tiene el punto b mostrado en la figura 6-2:
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Usap = —Ve(r,0,2z + Az) (6-17)

donde (r,0,z + Az) son las coordenadas del punto b, que es un punto que se encuentra
sobre la superficie del electrodo, » es el radio de la barra y Az > 0. El punto ¢ mostrado en
la figura 6-2, se asume que tiene potencial nulo por encontrarse en el infinito.

Analogamente, la tension Us 4. es igual al potencial escalar que tiene el punto & mostrado
en la figura 6-2:

Us,dc = I7's(r: 0, Z) (6'1 8)

donde (r,0,z) son las coordenadas del punto ¢ mostrado en la figura 6-2 y que se
encuentra sobre la superficie del electrodo.

Las tensiones U, 45 y U, 4. Se calculan usando (6-10):

Upap = jo f, Bp(x,0,z +A2) - a, dx — V,(r,0,2 + Az) (6-19)
Upac = jw . A,(x,0,2) - a, dx + 1,(1,0,2) (6-20)

La tension U,, se asume nula ya que se considera que no hay fuentes en el infinito:

Uya=0 (6-21)

Por ultimo, la tension U, , como se calcula sobre la superficie de la barra, por condiciones
de frontera se impone que el campo eléctrico tangencial a la superficie, debe ser continuo,
entonces dicha tension debe ser igual a la integral del producto de la impedancia interna o
la impedancia superficial de la barra [Perry, 1985]* multiplicada por la corriente en la
barra:

fZZ+AZ

Upa = Zine 1(2) dz (6-22)

Al substituir (6-13) en (6-11) se obtiene lo siguiente:

Uy 40, +U, 40, =jol § 4,-al + § 4, -ar ) (6-23)

ca e

donde las dos integrales de linea vienen dadas por:

oo r z+Az
f?lp -dl =f A,(x,0,z+Az) - a,dx + f A,(x,0,2) - a, dx +f A,(r,0,m) - a,dm
T o VA
(6-24)
z+Az —

$A;-dl=[""A,r0m) a,dm (6-25)

Al substituir (6-17), (6-18), (6-19), (6-20), (6-21), (6-22), (6-24), y (6-25) en (6-23) se
obtiene lo siguiente:

4 Consultar la pagina 85 del libro de Perry para el calculo de la impedancia superficial.
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_ _ z+Az_ _ z+Az_ _
Ve(r,0,z+ Az) — V,(r,0,2) — f Zindd(2)dZ +jwf As(r,0,m) - (a;) dm = —V,(r,0,z + Az) + -
z

w4, (1,0,2) — jo [T Ap(r,0,m) - @, dm (6-26)
Si la ecuacion anterior se divide toda por 4z y si Az — 0, se obtiene la siguiente ecuacion
diferencial:

— _ — _ J — —
ZV(2) = ZineI(2) + jo A,(,0.2) @, = [5-7,(,0.2) + jwhyp(r,0,2) @, | =0 (6-27)

donde Vj(z) es el potencial escalar eléctrico, que tiene la superficie de la barra o jabalina,
en la posicion z debido a su propia corriente:

Vi(2) =7,(r,0,2) (6-28)
Lo que esta dentro de los paréntesis en la ecuacion (6-27) se puede simplificar, teniendo
en cuenta (6-3):
E,(1,0,2) a; = —~7,(0,2) - jo Ay(r,0,2) - a, (6-29)
donde E'p (r,0,z2) es el campo eléctrico primario evaluado sobre la superficie de la barra.
Al substituir (6-9) y (6-29) en (6-27):
V(@) = Zine (2) — jops [, g (r,0,2,0,0,2) T(2) dz = E,(r,0,2) - a, (6-30)
donde g viene dada por la ec. (6-6).

La ecuacion anterior representa una de las ecuaciones del tipo Heaviside para barras de
puesta a tierra, donde la fuente es un campo externo E'p que irradia la superficie de la

misma. Nétese la similitud de la ecuacién anterior con la ecuacion (2-3), en ambas la
derivada de la tension esta en funcion de la corriente.

La otra ecuacion equivalente del telegrafista, se obtiene al calcular el potencial escalar
eléctrico, usando la condicion de Lorentz dada por (6-2). Para calcular el potencial
escalar en la tierra, es necesario calcular previamente la divergencia del vector potencial
magnético dado por (6-9):

0

v a [ 7(-" ' -
VoA (7)o [ ey 1) (6-31)

~l

Pero se desea que la divergencia del potencial vectorial magnético quede en funcion de
la derivada de la corriente, para ello se calculara nuevamente la divergencia del vector
potencial magnético, pero en el dominio de las coordenadas de las fuentes (x,v,Z ),
usando el operador especial V' que opera en las coordenadas en cuestion:

V'-A (x,y,2)=0 (6-32)

Cuyo resultado debe ser cero, en vista de que el potencial magnético sélo depende de las
coordenadas (x,y,z). Pero al substituir (6-9) en (6-32) se obtiene la siguiente igualdad:
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! ’ ’

(50,2602 )= gl vz 2 )L 1) (6-33)
Z

La ecuacién anterior es valida para cualquier funcion de Green, entonces se plantea
encontrar otra funcion de Green f tal que se cumpla la siguiente igualdad:

L loley 22y 2N =L (eyzct ) (6-34)
Oz oz'

Si f existe, entonces haciendo uso de (6-33), la divergencia del vector potencial magnético
se puede expresar como una funcion que depende de la derivada de la corriente en la
barra:

0
VoA (x,y,2)= 1 [ fx0,2.X,Y,7) ;,i(z') iz’ (6-35)

—I z

Haciendo una inspeccion de la funcién de Green g dada por la ecuacién (6-6), se obtiene f

-yt -nr 0 J / + e Wty (z47)
f(x,y, z,x',y',z')z _e + © -2 b pu }/l 4 Y du (6-36)

dnr 4nr “[4'":[70 Jui+ v + 8w +voj\/u +7,”

Finalmente, usando (6-2) , (6-35) y (3-35) se obtiene el potencial escalar eléctrico, para
cualquier punto del suelo:

0

7 -4 "ot
Vs(x,y,z)z %If(X,y,Z,X >y ’Z)
ot joeE ",

d/ I(z') dz' (6-37)
dz

donde g; y &, y son la conductividad y la permitividad del suelo respectivamente
yx=y=0.

Con la ecuacion anterior, evaluada sobre la superficie de la barra, ver la ec. (6-28) se
obtiene el potencial de la misma:

- Tf(V,O,Z,0,0,Z,) %i(z') dz' — I7/(2) =0 (6-38)
z

o+ jweg, ",

La ecuacion anterior es la segunda ecuacién del tipo Heaviside que se queria obtener.

6.2 Discusion

Las ecuaciones obtenidas en (6-30) y (6-38), para modelar barras, presentan la misma
topologia que tienen las ecuaciones de Heaviside dadas en (2-3) (2-4) y que se presentan
nuevamente a seguir:

a) Ecuaciones de Heaviside para lineas de transmision:

=~V (2) - R I(2) - joL I(z) = E, (6-39)
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(6 +jw0) £ 1(2) - V(2) =0 (6-40)

donde E, es la componente de un campo eléctrico externo o primario, en la
direccion axial, que irradia a la linea®.

b) Ecuaciones del tipo Heaviside para barras de puesta a tierra:

dy 7 T 1 AT ’ -

Vi@ = Zine 1(2) = jo 1y f_ol 9(r,0,2,0,0,%) 1(2) d7 = Ep(1,0,2) - a, (6-41)
L [ 40,200,2) LI d - F(2)= 0 (6-42)
o +]w51 -l dz

donde g(r,0,2,0,0,2) y f(r,0,z20,0,2) vienen dadas por (6-6) y (6-36).

La primera ecuacion de Heaviside, dada por (6-39), relaciona la derivada de la tension
con la corriente de la linea y esto mismo sucede con la nueva ecuacion del tipo Heaviside
(6-41) donde la derivada de la tension de la barra se relaciona con la corriente de la
misma barra.

La segunda ecuacion de Heaviside, dada por (6-40), relaciona la derivada de la corriente
con la tension de la linea y esto mismo ocurre con la ecuacién (6-42) donde la derivada de
la corriente de la barra se relaciona con la tensién que adquiere la misma barra.

Es por esta razén, que en este trabajo se pretende llamar al sistema de ecuaciones
obtenido, como ecuaciones del tipo Heaviside.

Haciendo nuevamente una comparaciéon de (6-39) con (6-41) ambas estan asociadas con
los efectos inductivos y resistivos que existen tanto en la linea de transmisién como en la
barra. En la ecuacién (6-39) se observa que la derivada de la tension, evaluada en el
punto z de la linea, depende de la corriente que hay en el mismo punto z. Si se hace el
mismo analisis para la ecuacion obtenida para la barra (6-41) se observa, por la
integracién, que toda la corriente de la barra influye en la derivada de la tensién, evaluada
en el punto z y esto se debe a que toda la corriente contribuye con el campo magnético
que existe en el punto z.

Segun la ecuacion (3-30) , se sabe que las cargas eléctricas son las fuentes del potencial
escalar eléctrico; sin embargo, las ecuaciones (2-4) y (6-38) parecieran que no estan en
concordancia con tal hecho, ya que en ambas ecuaciones la tensién esta en funcién de la
derivada de la corriente. No obstante, al usar la ecuacion de continuidad [Marshall,
19971* | se encuentra la relacion entre la carga y la derivada de la corriente, para un
conductor cilindrico que esta en contacto directo con el suelo:

45 Esta componente E la incluye Heaviside en sus ecuaciones, consultar la pagina 85 del tomo II del libro de
Heaviside [1894].
46 Consultar la pagina 316 del libro.
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N __ &u  diy -

C(Z) - (o1+jweq)2mwry dz I(Z) (6 43)
donde ¢(z) es la densidad superficial de carga que se encuentra sobre la superficie del
conductor o de la barra y r; es el radio del conductor o de la barra.

Entonces de acuerdo a la ecuacion anterior, si la derivada de la corriente no es nula, es
porque existen cargas sobre la superficie del conductor o de la barra.

Al analizar y comparar las ecuaciones (6-40) con (6-42), teniendo en cuenta la ecuacién
(6-43), se observa que en la ecuacion (6-40), obtenida por Heaviside, el potencial que
existe en el punto z de la linea, sélo es generado por las cargas que se encuentra en el
mismo punto z; y para la barra, segun (6-42), toda la carga que se encuentra distribuida a
lo largo de la superficie de la barra, contribuye con el potencial escalar que tiene el punto
z sobre la superficie de la barra.

En cuanto a los modos de propagacion, en el capitulo 5 dedicado a las lineas de
transmisién, se demuestra la existencia de ondas cilindricas (ver (5-19) y (5-20)) que se
propagan en la direccién axial y para que ocurra el modo de propagacion TEM, el
autovalor a,, , debe ser nulo, y este autovalor es determinante al evaluar la constante de
propagacion I, (ver las ecuaciones (5-29) y (5-51)) y para los modos TM y TE, el
autovalor en cuestion debe ser diferente de cero.

Ahora bien, hasta ahora no se ha hecho mencion sobre los autovalores seleccionados
para el caso de las nuevas ecuaciones desarrolladas en este capitulo; pues bien, la
solucion presentada fue hecha con base a la funcion de Green dada en (6-6), dicha
funcién esta compuesta por dos ondas esféricas y la integracién representa una suma
infinita de ondas cilindricas.

Pero una onda esférica, puede ser transformada en ondas cilindricas, mediante el uso de
la siguiente relacion [Sommerfeld, 1949]%:

— e—\/uz-%-y'? ‘z—z"

- :Tu J,(pu)du (6-44)
r 0 \/u2+ ))2

Al substituir la ecuacién anterior, en la funcion de Green (6-6) y teniendo en cuenta (6-5),
se obtiene el vector potencial magnético en la tierra, vector que fue utilizado para calcular
todos los parametros eléctricos de la barra y el campo eléctrico en la tierra:

47 Consultar las paginas 84 y 240 del libro para ondas esféricas y cilindricas.
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pu) ue*\/u"ﬂ/,z‘zfz"

i \/”2+V12

ue—\ u2+y,2‘z+z"
du

47[ \/u2+ )’12

200 uJo(pu);/lz \/”2"")’02 € ) d

u
0 47{;/02 Nul+y) i Jul+y? ],/u2+ v,

Las tres integrales representan una suma infinita de ondas cilindricas, con autovalores (u)
que van desde cero hasta el infinito; por lo tanto, se estan tomando absolutamente todos
los modos de propagacién que pueden existir en la tierra.

du +

S =38
~
—

dA=(uldla,) +T + (6-45)
0

En cuanto a la impedancia de puesta a tierra, al resolver el sistema de ecuaciones
formado por (6-41) y (6-42), la impedancia vendra dada por la tension de la barra,
calculada en la parte superior de la misma (z = 0) y la corriente inyectada en la tierra a
través del electrodo (ver la figura 6-2):

Zrarra = B (6-46)
En este trabajo no se presenta la solucion del sistema de ecuaciones dadas por (6-41) y
(6-42) y sera tema de ofra investigacion. Sin embargo, en el préximo capitulo, a partir del
par de ecuaciones dadas por (6-41) y (6-42), se deduce un circuito eléctrico equivalente,
discreto, para una barra y a partir de la red eléctrica, se deduce un método matricial para
determinar la distribucién de la corriente en la misma.
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7 Deduccion de la red eléctrica equivalente para modelar
barras de puesta a tierra, el calculo de la corriente en

la barra y el calculo de los potenciales del suelo.

7.1 Red eléctrica equivalente.

Si la barra se divide en n segmentos, tal como se muestra en la figura 7-1, todos ellos de
igual longitud Al [Malpica, 2014], se puede obtener la red eléctrica equivalente discreta,
usando las nuevas ecuaciones del tipo Heaviside dadas por (6-41) y (6-42),

AII #n-1

#in

Fig. 7-1 Barra dividida en n secciones o segmentos.

Si el numero de elementos en que se divide la barra es lo suficientemente grande,
entonces la corriente en el segmento i se puede aproximar a una constante igual a I; y por
lo tanto no depende de la variable Z:

I&)=1I si —lj_y>2>-l;, donde 2<0 (7-1)

en la figura 7-2 se muestran las corrientes en cuestién para una barra dividida en n
secciones.

La tension AV; que cae en el elemento i de una barra (ver la figura 7-2), se puede obtener
integrando la ecuacion (6-41), considerando que el campo primario E,, es nulo y tomando

en cuenta (7-1) :
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lig d

AV, = [T 2 Vi(2)dz = ZineADI; + joopy Y- 1[[ i ’f Lo (r, OZOOZ)dZdZ]I (7-2)

donde [; es la dlstan0|a medida desde la superficie de la tlerra hasta la extremo inferior del
elemento {, (/; = 0), como se muestra en la figura 7-1.

Pero la ecuacion (7-2) se puede simplificar y escribir como una ecuacion de red eléctrica,
donde la caida de tension se debe a la corriente que pasa por un grupo de impedancias
series:

AV, = X125 ) (7-3)

donde cada elemento de la impedancia serie z;; viene dado por:
= ZineAL+ jop, [, e l_l L9 (r,0,2,0,0, %) d? dz (7-4)
Zij = jou [ Llf_lflg(rOZOOz)dzdz si i #j (7-5)

De igual manera, si el numero de elementos en que se divide la barra es elevado,
. . d =, ., . .
entonces la derivada de la corriente EI(Z)' en cada elemento i, se puede aproximar a una

constante y por lo tanto, no es funcién de la posicion z . La derivada de la corriente se
iguala a lo siguiente:

EI_(Z,) ~ =L si _li—l >z > _li (7-6)

donde Al es la corriente que drena a tierra el elemento i, (ver la figura 7-2).

| tierral
frontera

B aire-tierra
Vtierra _ 1
Iy TAW
N A | || elemento 1
Referencia ’
. —
. de tierra, AL, 1
situada en el Izl AV,
. e \U _
|nf|n|to\ v, L] elemento 2
«—
A, !
_ .
“ ) Iil TAVL
N Vi » LIl elemento
+— i
A, !
— . —_—
Tt T 7,
|74 elemento n
+—
Al,

Fig. 7-2 Barra dividida en n secciones o segmentos
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Entonces con la ecuacion (6-42) y con la aproximacién dada en (7-6), se puede calcular el
potencial V; promedio que tiene el elemento i:

Ly

_ _1 ., ]
V = 1; — O OO ' d ;d A[
l Al Alz (O'l +ja)gl)jzl _,!: _J;ff(r’ »Z,U, ,Z) 7" dz ;

(7-7)

La ecuacion anterior se puede poner también como una ecuacién de red eléctrica formada
por un conjunto de impedancias transversales a la barra:

s an .

Vi = X741 (24AL) (7-8)
donde z;; son impedancias que se encuentran transversales a la barra y vienen dadas
por:

;o -1
AR (0, + jos,)

If(r,O,Z,0,0, Z’) dZ’ dZ (7_9)

Lo

Con la ecuacién (7-9) se construye la matriz denominada matriz impedancia paralelo |Z'p|,
de orden n x n,donde n es el numero de segmentos en que se encuentra dividida la
barra. Al invertir la matriz |Z, |, se obtiene la matriz admitancia paralelo ||

Luego, con los elementos de la matriz admitancia paralelo se obtienen las admitancias de
la red equivalente que se muestran en la figura 7-3:

Vi = Xj=1Yij (7-10)
Vij = —Vij (7-11)

donde y;; son los elementos extraidos de la matriz |Yp| Yy ¥i; son las admitancias usadas
para formar la red eléctrica equivalente y que se muestran en la figura 7-3.

La figura 7-3 muestra el circuito equivalente para tres secciones de una barra dividida en n
segmentos, particularmente se muestra el primer segmento y los segmentos j y k; notese
en la figura que se incluyen las impedancias serie z;;, calculadas con (7-4) y (7-4) y las
admitancias paralelo y;;, calculadas con (7-10) y (7-11). El modelo eléctrico obtenido con
las nuevas ecuaciones, es mucho mas complejo que el desarrollado por Heaviside para
lineas de transmisién, (ver la Fig. 2-1 b) por el hecho de que se consideran otros modos
de propagacién. Se puede notar la aparicién de impedancias y admitancias “mutuas” entre
secciones que no estan presentes en el modelo de Heaviside para la linea de transmision.
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Impedancia del

— - - B electrodo

i 3 % V..
I _ _ I; I k _ tierra

! Vi lAIl _ ' l Al B K lﬂk Zparra = T

_ Y1 1 ik !

Viierra — 1 |  1+—+
LT

Fig. 7-3 Red eléctrica equivalente para tres secciones (1, j y k) de una barra.

La impedancia de la barra o del electrodo, que es uno de los parametros que tiene mayor
interés a la hora de modelar sistemas de puesta a tierra, vendra dada por la siguiente
relacion:

= _ Vtierra
Zparra = 3 (7'12)

7.2 Calculo de Ia corriente en la barra

Existen diversas formas de calcular la distribucién de la corriente en la barra, una de ellas
consiste en resolver analiticamente o numéricamente el par de ecuaciones integro —
diferenciales del tipo Heaviside, dadas por (6-41) y (6-42), pero estos métodos
matematicos no son tratados en este trabajo.

Otra manera aproximada de calcular la corriente que circula por la barra, consiste en
dividir el electrodo en n segmentos, tal como se muestra en la figura 7-1 y las corrientes
de cada segmento se pueden obtener al resolver la red eléctrica equivalente y que se
muestra en la figura 7-3.

Otro método que se puede aplicar consiste en obtener de los n segmentos, un conjunto
de n ecuaciones, teniendo como incégnitas la corriente de cada segmento y que se
explica a continuacion:

De acuerdo a la figura 7-2, la caida de tension que tiene el elemento i debe ser igual a lo
siguiente:
A_Vi =Viei =V, (7-13)

Al substituir la ecuacion anterior en la ecuacién (7-3), que permite calcular la caida de
tension en el elemento i, se obtiene:
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Vii =Vi=30,%;; (7-14)

donde V; es el potencial que tiene uno de los extremos del elemento i y que puede ser
calculado con la ecuacién (7-8). Al substituir (7-8) en la ecuacion anterior y al reordenarla,
se obtiene la siguiente relacion:

0 = X1 Zijly + Xj-a(48])) = Xfea(Z-0jAL) para =23, ..n (7-15)
Pero de acuerdo a la figura 7-2, la corriente Al; es igual a lo siguiente:

Ay =1 — Ty (7-16)

Al substituir la relacién anterior en la ecuacion (7-15) se obtiene una ecuacién que
relaciona las corrientes para el elemento i, con excepcién del primer elemento (i =1) :

0= 27:1( Z_U + Z,U + Z,(i—l)(j—l) - Z,(i—l)j - Z,i(j—l)) I; para = 2,3, W (7-17)

donde z;; y z;; son impedancias que se calculan con las ecuaciones (7-4), (7-5) y (7-9) y
para el caso que j = 1 debe tenerse en cuenta lo siguiente:

Zi-1)(-1) =0, Zj-n=0 i j=1 (7-18)
La ecuacion (7-17) se puede escribir de una forma mas compacta:
0= Z?zl(Z—eqi,j) I; para i=23,..n (7-19)
donde Zegq; ; viene dado por:
Zeq;; = Zjj + Zij + Z(i—1y(j-1) — Z(i=1)j — Zi(j—1) Ppara i=23,..n (7-20)

Si se aplica la ecuacion (7-14) al primer elemento que se muestra en la figura 7-2, donde
se asume que la tension V., €s conocida y siguiendo el mismo procedimiento explicado
anteriormente, se obtiene la siguiente ecuacion:

Viierra = Z?=1(Z_ij + Zij — Zij-») I; donde: i=1 (7-21)
para la ecuacion anterior, también aplica las relaciones dadas en (7-18).
La ecuacion anterior también puede ser escrita de una forma mas compacta:
Viierra = X7-1(Zequ,) Ij (7-22)
donde:
Zeqyj = Zyj + Z1j — Zy(j-1) (7-23)

Con las ecuaciones (7-19) y (7-22) se forma una ecuacion matricial cuya solucién permite
obtener las corrientes en cada uno de los segmentos de la barra, si se asume que la
tension del sistema de puesta a tierra Vy;,,, €S conocida:
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Vtierra _
0 | 2
.| =1Zeql| . (7-24)
0 Iy
0 I,

donde |Zeq| es una matriz cuadrada formada por los elementos de las impedancias Zeq; ;
calculadas con las ecuaciones (7-20) y (7-23).

Al resolver la ecuacion matricial anterior, la impedancia del sistema de puesta a tierra se
puede obtener aplicando la ecuacién (7-12).

Si el numero de elementos en que se divide la barra y que se muestra en la figura 7-1,
tiende a infinito, de forma tal que 4! tienda a cero; entonces la solucién de la ecuacién
anterior corresponde a la solucion analitica de las ecuaciones integro — diferenciales del
tipo Heaviside, dadas por (6-41) y (6-42), para barras de puesta a tierra.

7.3 Calculo de los potenciales en cualquier punto del suelo

Si la corriente 7, de cada segmento de la barra es conocida, el potencial escalar eléctrico
que existe en cualquier punto del suelo se puede calcular mediante la ecuacién (6-42):

_ 1 n _[j—l

S| [Fwy.200.2) @ (1,-1,,) (7-25)

=,

7 sV Y
(x 4 Z) Al(a1 +ja)gl)

donde x, y, z son las coordenadas donde se quiere calcular el potencial escalar

Con la ecuacién anterior, se pueden obtener las curvas iso-potenciales en la superficie del
suelo (z = 0), curvas que son utilizadas para determinar las tensiones de toque y de paso
del sistema de puesta a tierra®e.

48 Consultar la norma IEEE 80-2000 para tensiones de toque y paso.
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8 Resultados y su comparaciéon con valores medidos

En este capitulo se comparan los valores calculados de impedancias en barras, obtenidas
con las nuevas ecuaciones del tipo Heaviside, con valores medidos, para un rango de
frecuencia comprendido desde los 100Hz hasta los 10MHz. Este rango de frecuencia
permite analizar el comportamiento del sistema de puesta a tierra tanto para eventos
lentos, como la corriente que se drena a tierra por una falla monofasica, ocurrida en el
sistema de suministro de energia eléctrica; como para eventos rapidos, tal como la
corriente originada por una descarga atmosférica y que se drena a tierra a través del
sistema de puesta a tierra.

Las mediciones fueron realizadas por el autor de este trabajo en el afio 2007, [Malpica,
2011] correspondientes a dos barras, una de 30cm de longitud y otra de 1m de longitud,
ambas de V2 pulgada de didmetro y enterradas en un suelo cuya resistividad, para el
momento de la medicidn, era de 16.6 Om.

Las mediciones de impedancia fueron hechas empleando el método de caida de potencial
y que se describe en la norma ANSI/IEEE 81-1983%, aunque la norma no cubre
mediciones por encima de los 25kHz.

Linea de Transmision para la

Linea de transmision para la medicidn de inyeccion de corriente, altura
tensidn, altura 1.25m, longitud 17m, 2.55 mm? 1.25m, longitud 25 m, 2.55 mm?
chl O ch2
L Generador sinusoidal aire

* osciloscopio *
Impedancia .
Amplificador

de acople . Punta para medir
de corriente corriente
I T Electrodo |~~~
, auxiliar ' tierra Barra bajo auxili.ar de ,
! para m.edlr ensayo corriente !
1 potenciales 1
1 1
(o 2 e > <o m T >
Nota:

ch —channel - canal
* --ground instrument

Fig. 8-1 Medicion de impedancia de una barra por el método de caida de potencial

4 IEEE Guide for Measuring Earth Resistivity, Ground Impedance and Earth Surface Potentials of a Ground

System.
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En la Fig. 8-1 se muestra el arreglo de equipos e instrumentos utilizados para la medicion
de la impedancia por el método de caida de potencial; para la medicion, se requirio utilizar
dos electrodos auxiliares, colocados ambos fuera de la zona de influencia de la barra y
(ver la seccion 4.5 de este trabajo y la ecuacién (4-35)). Uno de los electrodos auxiliares
se utilizé para inyectar corriente por la barra y el otro electrodo se emple6 para medir la
diferencia de potencial que existe entre la barra y un punto remoto del suelo, que es el
punto donde se encuentra el electrodo auxiliar de potencial.

Como se aprecia en la Fig. 8-1, se empled también un osciloscopio, en la medicion, para
registrar simultaneamente la corriente inyectada a la barra y la tension que cae en la
superficie del suelo, estas imagenes fueron guardadas para luego ser procesadas para
obtener la impedancia de la barra en cuestion.

Para el calculo de las impedancias de puesta a tierra, las curvas isopotenciales, la
distribucion de la corriente en las barras, y la comparaciéon de los resultados, fue
necesario elaborar un programa, empleando la herramienta de simulacion MathLab, en su
version 2008.

8.1 Barra de 1m de longitud

Para calcular la impedancia de la barra, primero se calculd la corriente en cada segmento,
siguiendo el procedimiento descrito en la seccién 7.2, luego de conocer las corrientes de
cada segmento, la impedancia de puesta a tierra fue calculada usando la ecuacion (7-12).
Para el calculo, la barra fue dividida en 100 secciones o segmentos, donde cada seccion
tiene una longitud de 1cm y este valor de 100 corresponde al orden de la ecuacion
matricial a resolver, para calcular las corrientes de cada segmento, de acuerdo a la
ecuacion (7-24). En cuanto a la permitividad relativa del suelo, se asumié un valor igual a
3.

En la figura 8-2 se compara la magnitud de la impedancia calculada con la medida y en la
figura 8-3 se compara el angulo de la impedancia, nétese que los valores calculados
siguen en muy buena medida los valores medidos hasta una frecuencia de 1MHz.
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Fig. 8-2 Impedancia de puesta a tierra en funcién de la frecuencia, para una barra de 1m de
longitud y %2 pulgada de diametro. Resistividad del suelo 16.6 Qm.
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Fig. 8-3 Angulo de la impedancia de puesta a tierra, en funcién de la frecuencia, para una barra de
1m de longitud y %2 pulgada de diametro. Resistividad del suelo 16.6 Qm.
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La figura 8-4 muestra la magnitud de la corriente en la barra, en funcién de la posicion,
para dos frecuencias diferentes, nétese como la corriente se reduce a medida que se
incrementa la variable de posicion z.

1 |
[1(2)
[A]

. 100 Hz

0.8 — —

: 10 MHz
Utierral =1 [A]
0.6 — L —
lltierra u

041 : —
! .
1
1 —
|16
:
1

02 ! i
1
1
v

Eje z (m)
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Posicion z (m)

Fig. 8-4 Magnitud de la corriente en la barra, en funcion de la posicion, para una barra de 1m de
longitud y ¥z pulgada de diametro, para las frecuencias de 100Hz y 10 MHz .
Resistividad del suelo 16.6 Om.
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T

-1.2¢

141 .
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15
cordenada x
[m]

Fig. 8-5 Lineas equipotenciales calculadas para el plano vertical (y=0), para una barra de 1m de
longitud y %2 pulgada, a la frecuencia de 60Hz.
Resistividad del suelo 16.6 Qm.

Por udltimo, se presentan como resultados curvas equipotenciales calculadas segun el
meétodo que se explica en el parrafo 7.3 , especificamente se emplea la ecuacién (7-25)
para obtener los potenciales.

En la figura . 8-5 se muestran las lineas equipotenciales para la barra de 1m de longitud,
notese que las lineas tienden a una simetria esférica, a medida que nos alejamos de la
barra, esto evidencia en la simulacion que el campo eléctrico tiene componentes en la
direccion del eje de la barra, lo que corresponde al modo de propagacién TM.

En la figura 8-6 se 8-6muestran las lineas equipotenciales, calculadas sobre la superficie
del suelo, usando la ecuacién (7-25), estas curvas se utilizan para calcular las tensiones
de toque y de paso que exige la norma ANSI/IEEE 80-200.
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cordenada x
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Fig. 8-6 Lineas equipotenciales calculadas sobre el plano de la tierra (z = 0), para una barra de 1m
de longitud y %2 pulgada de diametro, para la frecuencia de 60Hz
Resistividad del suelo 16.6 Om.

8.2 Barra de 30cm de longitud

A continuacion en las figuras 8-7 y 8-8 se comparan las impedancias calculadas con las
medidas, para una barra de 30 cm de longitud, dividida en 30 segmentos, nétese la buena
concordancia de los resultados hasta una frecuencia de 1MHz. También se presentan
figuras en cuanto a la corriente en la barra y las curvas equipotenciales.
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Fig. 8-7 Impedancia de puesta a tierra en funcién de la frecuencia, para una barra de 30cm de

longitud y ¥z pulgada de diametro. Resistividad del suelo 16.6 Qm.

calculado

20

=20

80 T | | |
Angulo de la impedancia
[grados]
60 [~
medido
40 —

100 1.10°

1.10%

1.10°

1.10° 1.107
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Fig. 8-8 Angulo de la impedancia de puesta a tierra, en funcioén de la frecuencia, para una barra de
30cm de longitud y %2 pulgada de diametro. Resistividad del suelo 16.6 Qm.
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Fig. 8-9 Magnitud de la corriente en la barra, en funcién de la posicion, para una barra de 30cm de
longitud y %2 pulgada de diametro, para 100Hz y 10MHz.

Resistividad del suelo 16.6 Om.
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Fig. 8-10 Lineas equipotenciales calculadas para el plano vertical (y=0), para una barra de 30cm
de longitud y %2 pulgada, a la frecuencia de 60Hz.
Resistividad del suelo 16.6 Qm.

8.3 Analisis de resultados

Como ya se ha mencionado en los parrafos anteriores, la impedancia de puesta a tierra
calculada, sigue en buena medida la impedancia medida hasta una frecuencia de 1MHz, a
frecuencias superiores, el modelo propuesto con las nuevas ecuaciones del tipo
Heaviside, a pesar de ser un modelo extremadamente complejo y con parametros
distribuidos (ver la fig. 7-3) y que considera todos los modos de propagacion, parece no
responder de manera adecuada por encima de esta frecuencia.

Sin embargo es importante sefalar algunos aspectos de suma importancia ocurridas en la
medicion:

- De acuerdo a la Fig. 8-1, para inyectar corriente en la barra, se empledé una
pequefa linea de transmision aérea de 25 m de longitud, seccion del conductor
1.25 mm? y una altura sobre el suelo de 1.25m; de esta forma la impedancia
caracteristica de la linea permanece constante en todo su recorrido.
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- El electrodo por donde retorna la corriente, se ubicd a una distancia de 25m de la
barra, de tal forma que éste quedara fuera de la zona de influencia de la barra (16
m es la zona de influencia de la barra de 1m), con esto, se reduce algun efecto
que pudiera tener el electrodo auxiliar en la medicion (consultar los apartados 4.5 y
4.6).

- Pero para frecuencias del orden de los mega Hertz, la longitud de la linea (25m) se
hace comparable con las longitudes de ondas presentes en la linea (ver la figura
8-11). Al ocurrir esta situacion, no se tiene la garantia que la corriente inyectada a
la barra retorne totalmente por el otro extremo de la linea, donde esta el electrodo
auxiliar, por la presencia de ondas estacionarias.

- Por otra parte, en el rango de frecuencias entre 1MHz y 10 MHz, la longitud de la
linea, puede corresponder a 2 de longitud de onda o % de la longitud de onda o
multiplos de ello, ocurriendo puntos de resonancia que se evidencia en los
abruptos cambios de fase (pasos por cero) que se presentan en las figuras 8-3 y
8-8.

Ahora bien, los problemas mencionados se hubieran evitado si en la linea para inyectar
corriente se hubiera empleado una impedancia de acoplamiento, tal como se muestra en
la otra linea utilizada para medir tension (ver Fig. 8-1), de esta forma se reducen o
eliminan las ondas estacionarias causantes de estos problemas.

Pero debido a la poca potencia del generador de ondas utilizado, fue necesario eliminar la
impedancia de acoplamiento ya que al utilizarla, las sefiales registradas por el
osciloscopio eran de baja magnitud y comparable con los niveles de ruido
electromagnético registrados en el ambiente.

Longitud § ,104
de onda

[m]

100

10
1.10° 1.10 1.107

frecuencia [Hz]

Fig. 8-11 Longitud de ondas, en funcion de la frecuencia, para una linea aérea de 1.25m de altura,
conductor de cobre de 1.25 mmz2 de seccidn y resitividad del suelo igual a 16.6 [Qm], calculada
segun el modelo de Deri [1981]
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Por lo anterior, es factible que el modelo desarrollado responda satisfactoriamente a
frecuencias por encima de 1MHz, se recomienda en un futuro hacer comparaciones con
otras herramientas de simulaciéon o comparar con otras mediciones.

De las graficas de equipotenciales, se observa que cercano a la barra, el modo de propagacién
tiende a ser del tipo TEM y a medida que nos alejamos de la barra, el campo tiende a ser TM
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9 Contribuciones al conocimiento

Son las siguientes:

A partir de las ecuaciones de Maxwell, se ha obtenido un par de ecuaciones
integro — diferenciales (6-41) y (6-42) con la misma topologia de las ecuaciones de
la linea de transmisién de Heaviside (6-39) y (6-40), pero validas para modelar
barras de puesta a tierra, las mismas fueron obtenidas asumiendo que en la tierra
ocurre un fendémeno de propagacion de ondas del campo electromagnético.

De las nuevas ecuaciones integro - diferenciales se obtuvo la red eléctrica
equivalente, con parametros distribuidos, que resulté mucho mas compleja que el
modelo de la linea de transmision con parametros distribuidos de Heaviside.

De las nuevas ecuaciones, se obtuvieron también las férmulas para el calculo de
los parametros eléctricos G, L y C de las barras, en el dominio de la frecuencia.
Las nuevas ecuaciones incluyen otros modos de propagacion, ademas del modo
TEM que contempla las ecuaciones de Heaviside.

El trabajo presenta adicionalmente una contribucion didactica en cuanto al analisis
del modelo de la linea de transmision y las ecuaciones de Heaviside, para ser
aplicadas a barras de puesta a tierra.
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10 Conclusiones

Las ecuaciones de Heaviside, permiten modelar las lineas de transmisién, con parametros
distribuidos, dichas ecuaciones tienen la propiedad que toman en cuenta los fendmenos
de propagacién de ondas que ocurren en las lineas de transmision.

Algunos investigadores utilizan las ecuaciones de Heaviside, para modelar electrodos
para puesta a tierra, pero las ecuaciones de Heaviside no se adaptan del todo para
modelar los electrodos ya que sélo toma en cuenta el modo de propagacién TEM, cuando
en los sistemas de puesta a tierra pueden ocurrir otros modos de propagacion.

Por lo anterior, en este trabajo se han desarrollado un par de ecuaciones del tipo integro —
diferencial, con la misma topologia de las ecuaciones de Heaviside, pero deducidas para
ser aplicadas especificamente en barras para puesta a tierra.

Las ecuaciones en cuestién fueron deducidas con base a las ecuaciones de Maxwell,
asumiendo que el medio es infinito, formado por dos estratos ( tierra — aire) y asumiendo
que en la tierra ocurre un fendbmeno de propagacion de ondas.

No se presentd una solucién analitica para el par de ecuaciones integro diferenciales, sin
embargo, se presenta una solucion discreta de las ecuaciones, si el electrodo se divide en
n segmentos finitos, cada uno de ellos de longitud 41

Del par de ecuaciones también se extrajo la red eléctrica discreta equivalente para una
barra de puesta a tierra, con parametros distribuidos, donde la red resultante resultd
mucho mas compleja que la empleada para modelar lineas de transmision.

Las ecuaciones en cuestién, ademas de considerar el modo de propagacién TEM,
también consideran otros modos que estan presentes en el suelo.

Del par de ecuaciones se dedujeron las expresiones que permiten calcular todos los
parametros eléctricos de la barra G, L y C, todos ellos con dependencia de la frecuencia y
de la posicion.
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11 Futuros trabajos

Se proponen los siguientes trabajos de investigacion:

- Resolver numéricamente el sistema de ecuaciones del tipo Heaviside dadas en
(6-41) y (6-42).

- Proponer una metodologia para medicion de impedancia de puesta a tierra, en el
dominio del tiempo, mediante ondas de impulso.

- Proponer una metodologia para la medicion de impedancia de puesta a tierra, en
el dominio de la frecuencia y para frecuencias superiores a TMHz.

- Plantear las ecuaciones del tipo Heaviside, para electrodos horizontales y para una
combinacion de arreglos de electrodos (verticales y horizontales) considerando
todos los modos de propagacion

- Estudiar el comportamiento del sistema de puesta a tierra, cuando se encuentra
expuesto a un campo eléctrico primario E'p (ver la figura 6-2).

- Hacer un estudio para establecer cuales de los métodos usados para resolver
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, es el mas conveniente para
resolver problemas de puesta a tierra (elementos finitos, elementos infinitos,
método de los momentos, diferencias finitas, diferencias finitas en el dominio del
tiempo, etc).

- Hacer un estudio para establecer las condiciones que son necesarias para
considerar o no la dinamica del campo electromagnético, en el célculo de la
impedancia de puesta a tierra.

- Hacer un estudio de sensibilidad para simplificar el modelo eléctrico obtenido para
una barra y que se muestra en la figura 7-3.
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