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RESUMEN 

Las ecuaciones de Heaviside fueron desarrolladas para modelar cables y líneas de 
transmisión eléctricas. Como los electrodos de puesta a tierra son por lo general conductores 
de forma cilíndrica, algunos investigadores emplean dichas ecuaciones para modelar 
electrodos de puesta a tierra. Sin embargo, las ecuaciones de Heaviside, como no fueron 
desarrolladas para electrodos de puesta a tierra, no toman en cuenta algunos fenómenos 
electromagnéticos presentes en el suelo; por este motivo, en este trabajo se tiene como 
objetivo obtener un par de ecuaciones diferenciales, con la misma topología a las obtenidas 
por Heaviside, pero que sean aplicables a barras para puesta a tierra. Las nuevas 
ecuaciones se obtienen teniendo como punto de partida las ecuaciones de Maxwell. Estas 
ecuaciones toman en cuenta todos los modos de propagación que pueden ocurrir en la 
tierra, a diferencia de las ecuaciones obtenidas por Heaviside, donde sólo considera un 
modo de propagación, particularmente el modo transversal electromagnético TEM, que es el 
modo dominante en líneas de transmisión. Para el desarrollo de las nuevas ecuaciones, se 
considera que el medio es semi-infinito, formado por dos estratos (tierra – aire) y en cuanto a 
la dinámica del campo electromagnético, se asume que en el suelo ocurre un fenómeno de 
propagación y radiación del campo electromagnético. Las ecuaciones también toman en 
cuenta la influencia de otros campos electromagnéticos que irradian la barra, producidos por 
otras fuentes, como el campo generado por otros electrodos vecinos, o el campo generado 
por una fuente cualquiera o por cualquier equipo eléctrico. De las nuevas ecuaciones se  
extraen tanto los parámetros eléctricos como son: conductancias, inductancias, resistencias 
y capacitancias, así como la red eléctrica equivalente, con parámetros distribuidos, que 
resultó mucho más compleja en comparación con el modelo eléctrico, con parámetros 
distribuidos que se emplea en líneas de transmisión. Las nuevas ecuaciones fueron 
empleadas para calcular las impedancias de puesta a tierra en barras, para luego ser 
comparadas con valores medidos, obteniéndose buenos resultados hasta una frecuencia de 
1MHz.  
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1 Introducción y motivación del trabajo. 

Inicio esta introducción recordando los tiempo cuando comenzaba mis estudios de 
Doctorado en Portugal, me encontraba en la etapa de investigación bibliográfica de mi 
tesis, cuyo tema fue también sobre sistemas de puesta a tierra; para ese entonces, la 
principal barrera que tenía era la dificultad para entender muchos de los artículos de la 
abundante bibliografía que disponía; pues, requería alcanzar profundos conocimientos de 
electrodinámica y mucha destreza en el cálculo vectorial, que para la época carecía de 
ellos. 

Para entonces, tenía un gran interés en el cálculo de los parámetros eléctricos de los 
electrodos de puesta a tierra, como puede ser una barra, que es el electrodo de puesta a 
tierra enterrado verticalmente; o la contra-antena, que es el electrodo enterrado 
horizontalmente. 

El cálculo de los parámetros eléctricos de los electrodos, a los que me refiero son: la 
resistencia, la capacitancia, la inductancia y la conductancia, ya que los sistemas de 
puesta a tierra se modelan, en el campo de la Ing. Eléctrica, por una red eléctrica 
equivalente que está formada ya sea por una sola resistencia, que es el modelo más 
simple, porque no se necesite tomar en cuenta la dinámica del campo electromagnético; y 
en el caso de que se requiera un modelo más complejo, ya sea porque  se necesite tomar 
en cuenta la dinámica del campo electromagnético, es necesario incluir  también en el 
modelo las capacitancias y las inductancias de los electrodos.  

Hoy en día, las herramientas de computación que existen, permiten de manera rápida y 
precisa el cálculo del campo electromagnético y los parámetros eléctricos de un sistema 
de puesta a tierra; pero en el pasado, cuando no existían las computadoras, resulta 
admirable la habilidad que tenían muchos investigadores, como Sommerfeld [1949]1 (el 
físico), Carlson [1926], Heaviside [1894]2, Sunde [1968], Dwight [1936] y muchos otros, 
que realizaron extraordinarios trabajos de investigación, algunos sobre puesta a tierra y 
otros sobre el efecto que tiene el suelo o la tierra en las líneas de transmisión aéreas y en 
las antenas; donde el Investigador requería, no solamente de profundos conocimientos de 
electrodinámica, sino también de mucha habilidad matemática, ya que los trabajos eran 
en esencia del tipo analítico. 

Con ese estímulo, aunque no tengo la intención de compararme con alguno de estos 
extraordinarios Investigadores, este trabajo tiene un enfoque analítico, que exige de 
mucha destreza y conocimiento por parte del investigador para generar nuevos 
conocimientos, sobre todo cuando se trabaja con un tema que se puede considerar 
agotado como son los “sistemas de puesta a tierra”. 

Otra aspecto importante que debía considerar para esta investigación es el hecho de que 
las longitudes de los electrodos pudieran ser comparables con algunas de las longitudes 
de ondas de los campos electromagnéticos presentes en el suelo, bajo esta hipótesis, los 

                                                           
1    Las referencias se presentan, por el apellido del primer autor y el año de la publicación. 
2  Todo el trabajo de Oliver Heaviside se encuentran recopilados en dos tomos titulados “Electrical Papers”  

de la Editorial Macmillan and Co. 
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modelos de redes eléctricas a utilizar para modelar los electrodos debían ser aquellos que 
emplean parámetros distribuidos, como los usados para modelar líneas de transmisión. 

Continuando pues con la historia que motivó este trabajo,  llamó mi atención que algunos 
Investigadores [Devgan, 1973] [Velazquez, 1984] [Grcev, 2005, 2009], [Almeida, 2002, 
1999], [Bourg, 1995], [Gao, 2002], [Juric, 2008], [Liu, 2001, 2005], [Yu, 2003], [Mazzetti, 
1983], [Meliopoulus, 1983], [Menter, 1994], [Mishra, 2007], [Verma, 1980], [Lorentzou, 
2003] utilizaban las ecuaciones de la línea de transmisión de Heaviside3 para modelar 
electrodos de puesta a tierra; para aquel momento en el que iniciaba mi tesis de 
doctorado, consideraba muy apropiado emplear esta aproximación, para modelar 
electrodos, por lo simple del modelo y para ser honesto con el lector, era lo único que 
entendía.  

Las ecuaciones de Heaviside, para líneas de transmisión eléctrica o cables, se 
fundamentan o son válidas si la dirección tanto del campo eléctrico como del campo 
magnético son normales al eje de la línea de transmisión, efecto que es conocido en la 
literatura como el modo de propagación “transversal eléctrico y magnético” (TEM) [Javid, 
1963]4. 

Ahora bien, al utilizar una herramienta computacional para calcular y visualizar el campo 
electromagnético de un electrodo de puesta a tierra, se puede comprobar que el campo 
electromagnético, en la tierra, tiene otras formas de propagarse, adicionales al modo 
TEM. 

Entonces, a pesar de la excelente idea de algunos Investigadores de utilizar las 
ecuaciones de Heaviside para modelar electrodos de puesta a tierra, tenía la hipótesis de 
que el modelo estaba incompleto, ya que no consideraba otros modos de propagación, 
como el “transversal eléctrico” (TE) y el “transversal magnético” (TM)  [Lorrain, 2000]5.  

Al final, culminé mi tesis sobre puesta a tierra  [Malpica, 2011], dejando a un lado las 
ecuaciones de Heaviside, pues mi trabajo consistió en modelar los electrodos de puesta a 
tierra como si fueran dipolos, tratamiento que es típico cuando se modelan antenas 
[Marshall, 1997]6 [Burke, 1984] [Grecev, 1990], quedándome desde entonces la curiosidad 
por las ecuaciones de Heaviside y los modos de propagación, pero aplicados a sistemas 
de puesta a tierra, que es el tópico que se aborda en esta investigación. 

El trabajo está organizado en varios capítulos, el primer capítulo, que es éste, aborda la 
introducción y la motivación que originó este trabajo. El segundo capítulo trata sobre los 
antecedentes y sobre el planteamiento del problema. El tercer capítulo, está dedicado a 
las ecuaciones de Maxwell, ya que es a través de ellas que se logran obtener los 
parámetros eléctricos de los electrodos y el modelo o la topología de la red eléctrica 
equivalente y además se deducen las ecuaciones diferenciales de propagación del campo 
electromagnético. 

                                                           
3 Consultar la página 76 del tomo II del libro de Heaviside [1894]. 
4 Consultar la página 333 del libro para el modo de propagación TEM. 
5 Consultar la página 667 del libro para los modos de propagación TE y TM . 
6 Consultar la página 636 del libro para el dipolo elemental en antenas. 
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El cuarto capítulo fue adicionado en consideración a aquel lector que, sin tener 
conocimientos sobre puesta a tierra, muestre interés en el tema, en él se abordan 
conceptos básicos sobre puesta a tierra, y se describe el cálculo de la resistencia de 
puesta a tierra para electrodos sencillos, tanto para una barra como para una contra-
antena; también se incluye el cálculo de la resistencia para un sistema de puesta a tierra 
formado por más de un electrodo, asumiendo siempre un régimen estacionario del campo 
electromagnético.  

El quinto capítulo trata sobre el problema de propagación de ondas en cables, primero se 
resuelven las ecuaciones diferenciales de propagación y se explica como se generan los 
diversos modos de propagación como son el TE, TM, y TEM. También, se deducen las 
ecuaciones de Heaviside, ecuaciones que son válidas únicamente para el modo TEM y se 
obtienen adicionalmente los parámetros eléctricos, para el caso de cables. Por último, se 
demuestra que las ecuaciones de Heaviside, para líneas de transmisión, presentan ciertos 
inconvenientes si las mismas se emplean para modelar electrodos de puesta a tierra  

En el sexto capítulo se obtienen unas nuevas ecuaciones, similares a las obtenidas por 
Heaviside, pero para ser aplicadas a barras de puesta a tierra. Estas nuevas ecuaciones 
se consideran como el principal aporte de este trabajo,  ya que tienen la particularidad de 
incluir todos los modos de propagación de ondas. Las mismas se obtienen resolviendo la 
ecuación de propagación para el vector potencial magnético, teniendo como fuente del 
campo, la corriente del electrodo. Particularmente se resuelven las ecuaciones de 
propagación, aplicando un método de integración con base a la segunda identidad de 
Green [Pipes, 1958]7  y el empleo de una función de Green [Stinson, 1976]8 [Sommerfeld, 
1949]9 para un medio infinito formado por dos estratos.  

En el séptimo capítulo, con las nuevas ecuaciones obtenidas, similares a las de 
Heaviside, se deduce la red eléctrica equivalente, para una barra, considerando que todos 
los parámetros son dependientes de la frecuencia y con parámetros distribuidos, este 
capítulo representa otro aporte del trabajo de investigación. 

Finalmente, se presentan otros capítulos relacionados con la contribución al conocimiento, 
resultados, conclusiones y finalmente se presentan propuestas para nuevas 
investigaciones relacionadas con el tema.  

 

  

                                                           
7 Consultar la página 388 para las identidades de Green. 
8 Consultar la página 30 del libro para las funciones de Green. 
9 Consultar la página 236 del libro de Sommerfeld. 
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2 Planteamiento del problema y antecedentes 

Se plantea como problema encontrar un par de ecuaciones, similares a las obtenidas por 
Heaviside [1894] (ver las ecuaciones de Heaviside en (2-3) y (2-4) ), pero destinadas para 
modelar barras para puesta a tierra. Las nuevas ecuaciones deben considerar además 
todos los modos de propagación de ondas (TE, TM y TEM), que sería la diferencia que 
tendría con las ecuaciones desarrolladas por Heaviside, las cuales sólo consideran el 
modo TEM. 

Otra particularidad de este trabajo, es que a partir de las nuevas ecuaciones, se plantea 
extraer la topología de la red eléctrica equivalente, con parámetros distribuidos y el 
cálculo de cada uno de los parámetros eléctricos, teniendo en cuenta la dependencia de 
los parámetros con la frecuencia. 

Las nuevas ecuaciones deben ser obtenidas asumiendo que en la tierra ocurre un 
fenómeno de propagación del campo electromagnético y que el medio tiene dimensiones 
infinitas, formado por dos estratos o capas: aire y tierra. 

Como antecedente, la Fig. 2-1a  muestra un simple electrodo enterrado verticalmente 
denominado comúnmente en el lenguaje técnico como “barra”10,  y que se utiliza para 
inyectar, por el extremo superior del electrodo, una corriente en la tierra 𝐼௧̅௜௘௥௥௔ que se 
dispersa por el suelo; también se muestra un eje de coordenadas, para indicar la posición 
z de cualquier punto del electrodo. En la figura,  𝐼(̅𝑧) es la corriente que fluye axialmente 
por el electrodo y que es función de la coordenada z;  𝑉ത(𝑧) es la tensión que adquiere el  

electrodo con respecto al infinito, que también depende de la posición z; es conveniente 
afirmar que en todo este trabajo se considera que el potencial en el infinito es nulo y por 
este motivo se toma como referencia de tierra o de potencial cero;  por último, se muestra 
una parte del electrodo de longitud Δz.  

La Fig. 2-1 b) muestra la red equivalente para el pedazo o trozo de electrodo de longitud 
Δz, el modelo mostrado es el mismo que se emplea para modelar líneas de transmisión 
desarrollado por Heaviside [Marshall, 1997] [Simonyi, 1963]11.  

De acuerdo a la Fig. 2-1 b), R es la resistencia serie del electrodo por unidad de longitud, 
esta resistencia depende del material del cual se encuentra hecho el electrodo y que 
puede ser de cobre o de hierro recubierto de cobre como se consigue comercialmente, L 
es la inductancia por unidad de longitud del electrodo. Otro parámetro a considerar es la 
capacitancia C por unidad de longitud que existe entre el electrodo y el infinito,  esta 
capacitancia toma en cuenta las corrientes de desplazamiento que pudieran existir en la 
tierra  y por último, G es la conductancia por unidad de longitud que existe entre el 
electrodo y el infinito, esta conductancia es el parámetro más importante del sistema de 
puesta a tierra ya que es el que toma en cuenta que el suelo es conductor de corriente. 
También se muestra en la Fig. 2-1 b) las tensiones 𝑉ത(𝑧) y 𝑉ത(𝑧 + ∆𝑧) correspondientes a 

                                                           
10  Definición tomada de la norma IEEE 80-2000 Guide for Safety in AC Substation Grounding 
11  Consultar la pag. 523 del libro de Simonyi  y la página 528 del libro de Marshall para el modelo eléctrico 

de la línea de transmisión. 
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los extremos (z) y (z+Δz) respectivamente, al igual se muestran las corrientes para ambos 
extremos. 

Al aplicar las leyes de Kirchoff al circuito mostrado en la Fig. 2-1  b); una para la suma de 
las tensiones y otra para la suma de las corrientes, en el dominio de la frecuencia, se 
obtienen el par de ecuaciones siguientes: 

 𝑉ത(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑉ത(𝑧) =  (𝑅 + 𝑗𝜔𝐿) ∆𝑧  𝐼(̅𝑧) (2-1) 

 𝐼(̅𝑧 + ∆𝑧) − 𝐼(̅𝑧) = (𝐺 + 𝑗𝜔𝐶) ∆𝑧  𝑉ത(𝑧 + ∆𝑧) (2-2) 

Si en ambas ecuaciones, Δz tiende a cero, se obtienen las ecuaciones acopladas del 
telegrafista o de Heaviside, pero en este caso aplicadas al electrodo para puesta a tierra 
que se muestra en la Fig. 2-1 a) y que se pretende modelar como si fuera una línea de 
transmisión: 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത(𝑧) − (𝑅 + 𝑗𝜔𝐿)𝐼(̅𝑧) = 0 (2-3) 

 
ௗ

ௗ௭
𝐼(̅𝑧) − (𝐺 + 𝑗𝜔𝐶)𝑉ത(𝑧) = 0 (2-4) 

Si las condiciones de borde son conocidas, al resolver el par de ecuaciones diferenciales 
acopladas, se obtiene, tanto la tensión 𝑉ത(𝑧) como la corriente  𝐼(̅𝑧), en función de la 
posición z del electrodo.  

Esta forma de modelar los electrodos como si fueran líneas de transmisión, es usada por 
muchos investigadores [Grcev, 2005, 2009], [Almeida, 2002, 1999], [Bourg, 1995], [Gao, 
2002], [Juric, 2008], [Liu, 2005], [Yu, 2003], [Velázquez , 1984]. La bondad que tiene este 
modelo es que el investigador, en lugar de trabajar con complicadas ecuaciones 
diferenciales vectoriales para el campo electromagnético, trabaja con ecuaciones de 
redes eléctricas, que en esencia son mas simples de resolver .  

Para utilizar el par de ecuaciones diferenciales (2-3) y (2-4), se deben conocer los cuatro 
parámetros eléctricos, R, L, C y G.  Para calcular las conductancias y las capacitancias se 
emplean las contribuciones de Dwight [1936], Sunde [1967], Howe [1914], Schwarz 
[1954], Rudenberg [1945], Takahashi [1991] y Tagg [1964];  para calcular las inductancias 
se emplean las formulaciones de Rosa [1908, 1912] y Grover [1946]; la resistencia R de 
los electrodos por lo general no se considera en el modelo por ser muy pequeña (algunos 
micro ohmios por metro de electrodo), pero en el caso de que se requiera un modelo muy 
elaborado, se emplean trabajos como el de Perry [1985], que presenta fórmulas que 
permiten calcular la impedancia interna o superficial del electrodo.  
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Fig. 2-1Barra para puesta a tierra y su circuito eléctrico equivalente 
 para un elemento de longitud Δz 

 
Pero el modelo de la línea que desarrolló Heaviside presenta unas características que no 
se adaptan completamente para ser usado en electrodos de puesta a tierra, a saber: 

 En las ecuaciones del telegrafista de Heaviside, la dirección tanto del campo 
magnético como el campo eléctrico son normales al eje de la línea de transmisión 
(eje z de la figura Fig. 2-1), esta forma de propagación se denomina normalmente 
en la literatura como TEM (campo transversal eléctrico y magnético). Ahora bien,  
en los electrodos de puesta a tierra, el campo muy cercano a la superficie de los 
electrodos, tiende a comportarse como un campo TEM, con simetría cilíndrica, 
pero a medida que nos alejamos de la superficie del mismo,  el campo deja de ser 
TEM y pasa a tener una simetría esférica; por lo tanto, en los electrodos de puesta 
a tierra existen otros modos de propagación que no se incluyen en las ecuaciones 
de Heaviside. 

 Las líneas de transmisión son dispositivos destinados a conducir o transportar 
campos electromagnéticos en la dirección axial de la línea; y los electrodos de 
puesta a tierra no se destinan para esa función. Por otra parte, la corriente en las 
líneas de transmisión viaja en dirección axial; y en los electrodos de puesta a 
tierra, lo ideal es  que la corriente, que viaja en dirección axial, cambie su dirección  
y se desvíe normal al eje, para que  la corriente finalmente drene a la tierra. 

 En las líneas de transmisión, los parámetros eléctricos como son  las inductancias 
y las capacitancias se pueden calcular asumiendo un régimen estacionario del 

a) Electrodo enterrado verticalmente b) Circuito equivalente 
para un elemento de longitud Δz 

del electrodo 

R Δz 

L Δz 

G Δz 

C Δz 

𝐼(̅𝑧 + ∆𝑧) 𝑉ത(𝑧 + ∆𝑧) 

  𝐼(̅𝑧) 

𝑉ത(𝑧) 

Eje z 
(m) 

𝐼(̅𝑧) 

Aire 

tierra 

Referencia de tierra 
situada en el infinito 

𝑉ത(𝑧) 

barra o 
electrodo 

Δz 

𝐼௧̅௜௘௥௥௔ 
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campo electromagnético [Javid, 1963]12, en otras palabras estos parámetros no 
son dependientes de la frecuencia; pero en los electrodos de puesta a tierra, los 
parámetros eléctricos pueden resultar dependientes de la frecuencia. 

En vista de lo anterior, se llevó a cabo una investigación, teniendo como punto de partida 
las ecuaciones de Maxwell, donde se pretende obtener un par de ecuaciones, cuya 
topología fuera similar a la de Heaviside, como las presentadas en (2-3) y (2-4), pero con 
las siguientes características: 

 No se impone en la formulación de las ecuaciones del campo electromagnético, 
una dirección en particular tanto para el campo eléctrico como para el campo 
magnético. De esta forma pueden estar presentes, en la tierra, cualquier modo de 
propagación del campo como el modo TE (transversal eléctrico), el modo TM 
(transversal magnético) y por supuesto, el modo TEM que es el único modo que 
se considera en las ecuaciones de Heaviside. 

 Al obtener las nuevas ecuaciones, se extraen de las mismas los parámetros 
eléctricos como son: resistencias, conductancias, capacitancias e inductancias; 
pero en este caso, los parámetros obtenidos incluyen la dependencia de los 
parámetros con la frecuencia. 

 Del par de ecuaciones obtenidas también se extrae la topología de la red eléctrica 
equivalente, que resultó mucho más compleja que la obtenida por Heaviside  (ver 
la Fig. 2-1b para el modelo obtenido por Heaviside). 

 Para tomar en cuenta que el medio está formado por dos estratos semi infinitos 
(aire - tierra); el campo electromagnético fue calculado usando un método de 
integración con base a la segunda identidad de Green [Morse,1953]13 
[Maxwell,1891]14 y empleando la contribución de Sommerfeld  [1949]15, que 
consistió en obtener la función de Green para un medio infinito,  formado por dos 
estratos y asumiendo que ocurre un fenómeno de propagación de ondas del 
campo electromagnético.  

  

                                                           
12 Consultar la página 333 del libro de Javid. 
13 Consultar la página 791 del libro de Morse. 
14 Consultar la página 127 del volumen 1 del libro de Clerk Maxwell. 
15 Consultar la página 236 del libro de Sommerfeld. 
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3 Ecuaciones de Maxwell y ecuaciones de propagación 
de ondas para un medio con pérdidas 

Se consideró oportuno incluir este capítulo sobre las ecuaciones de Maxwell, en vista que 
dichas ecuaciones son utilizadas, en este trabajo, para calcular los parámetros eléctricos 
de los electrodos y también para deducir las nuevas ecuaciones del tipo Heaviside para 
barras de puesta a tierra. Por otra parte, como se quieren calcular parámetros eléctricos, 
considerando la dinámica del campo electromagnético, se deducen también las 
ecuaciones diferenciales de propagación para el campo eléctrico, para el campo 
magnético y para los potenciales escalar eléctrico y vectorial magnético. Todas estas 
ecuaciones de propagación serán utilizadas en capítulos posteriores. 

3.1 Ecuaciones de Maxwell 

Son las siguientes [Maxwell, 1891] [Jackson, 1975]16: 

 s  D  (3-1) 

 0 B  (3-2) 

 BE
t


  (3-3) 

 DJJH s t


  (3-4) 

donde ρes la densidad volumétrica de carga inducida o libre en el medio, sρ es la 

densidad volumétrica de carga fuente, J es la densidad de corriente inducida en el medio,

sJ es la densidad de corriente fuente, B  es el vector de inducción magnética o el vector 

de densidad de flujo magnético, E es el vector campo eléctrico, H es el vector campo 
magnético, D es el vector desplazamiento eléctrico y t es la variable tiempo. 

Algunas cantidades vectoriales están  relacionadas entre sí, por las propiedades del 
medio: 

 ED ε  (3-5) 

 HB μ  (3-6) 

 EJ   (3-7) 

donde ε , μ  y σ  son la permitividad, la permeabilidad y la conductividad del medio 

respectivamente;  en este trabajo se considera que estos tres parámetros son lineales17, 
isotrópicos y homogéneos.  

                                                           
16  Consultar la página 218 del libro de Jackson. 
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Es posible demostrar que la densidad volumétrica de carga   (carga libre) que se indica 

en la ecuación (3-1), se puede considerar nula, si el medio es conductor. Para demostrar 
lo anterior, si se considera algún punto del medio que no tenga fuentes, al tomar la 
divergencia de (3-4) y considerando (3-1), se obtiene la siguiente ecuación:  

 ρ
t





 J  (3-8) 

Sustituyendo (3-1), (3-5) y (3-7) en (3-8) se obtiene la siguiente ecuación diferencial: 

 0ρ
ε

σ
ρ

t



  (3-9) 

cuya solución es: 

    
 0tt

ε

σ

00 et,ρt,ρ


 rr  (3-10) 

donde r es el vector de posición donde se encuentra la densidad volumétrica de carga 𝜌̀,

0   es la densidad volumétrica de carga que existe inicialmente para el instante inicial 0t y t 

es el tiempo. 

De acuerdo con (3-10), si el medio es conductor, la densidad de carga libre se desvanece 
al transcurrir el tiempo, por tal motivo, en medios conductores no se considerará la 
existencia de cargas libres. 

Como las ecuaciones de Heaviside representan fenómenos de propagación, a 
continuación se deducen las ecuaciones de propagación, para el campo eléctrico, para el 
campo magnético,  para el potencial escalar eléctrico  V  y para el potencial vectorial 
magnético A; todas estas ecuaciones de propagación serán utilizadas en los capítulos 
siguientes. 

3.2 Ecuación de propagación para el campo eléctrico. 

Si la ecuación (3-4) se deriva nuevamente con respecto al tiempo, teniendo en cuenta 
(3-5), (3-6) y (3-7) , se obtiene lo siguiente: 

 sJEEB
tt

ε
t

σ
tμ

1
2

2























  (3-11) 

Reemplazando (3-3)  en (3-11) y considerando la propiedad vectorial mostrada en (3-12) , 
se obtiene la ecuación vectorial (3-13): 

   MMM 2  (3-12) 

   sJEEEE
t

μ
t

με
t

μ
2

2












 2  (3-13) 

Y remplazando (3-1) y (3-5) en (3-13) , se obtiene: 
                                                                                                                                                                                 
17  Existen ciertos fenómenos no lineales, por ejemplo, la ionización del suelo, por inyección de altas 

corrientes por el sistema de puesta a tierra, pero que no son considerados en este trabajo. 



 

17 
 

 sJEEE
t

μ
εt

με
t

μσ
2

2












 s
2 1   (3-14) 

Como la última ecuación posee, con relación a las derivadas de orden superior, una 
derivada segunda en el tiempo y derivadas segundas en cuanto a la posición, 
representadas en el operador laplaciano, la topología de la ecuación resulta  típica en 
fenómenos de propagación de ondas, que para este caso corresponde al campo eléctrico. 
Nótese además que la ecuación es no homogénea, teniendo como fuentes la densidad de 
carga s  y a la densidad de corriente sJ . 

Muchas veces resulta útil trabajar las ecuaciones de propagación en el dominio de la 
frecuencia, en lugar del dominio del tiempo, ya que la solución de la respectiva ecuación, 
en el dominio de la frecuencia, resulta mas sencilla, porque se elimina una variable 
independiente como es el tiempo. Esta conversión de pasar del dominio del tiempo a 
frecuencia o viceversa [Sommerfeld, 1949]18, se realiza usando la transformada 
exponencial de Fourier que se indica a continuación: 

     dωeωz,,ρ,
2

1
tz,,ρ, tjω





 


 FF  (3-15) 

     dtez,,ρ,
2

1
z,,ρ, tjω




 tFF 


  (3-16) 

donde  tz,,ρ,F  es la función en el dominio del tiempo y de otras variables de posición  

y   z,,ρ,F  es la función en el dominio de la frecuencia ω y de la posición. 

Al usar (3-15) en la ecuación (3-14) se obtiene la siguiente igualdad: 

  





 dejdej tj
s

tj 














  sJEEE μ

ε

1

2

1
μεμσ

2

1 22

 

 (3-17) 

Que se simplifica en la ecuación no homogénea de Helmholtz: 

   sJEE μ
ε

1
σμ2  jjj s   (3-18) 

donde  𝑗 = √−1, 𝑬ഥ es el vector campo eléctrico en el dominio de la frecuencia, 𝜌̅௦ es el 

fasor de densidad de carga fuente y  𝑱̅𝒔 es el vector densidad de corriente fuente, en el 
dominio de la frecuencia.  

A continuación se presenta una formulación de propagación para el campo magnético. 

                                                           
18  Consultar la página 17 del libro, para las integrales de Fourier. 
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3.3 Ecuación de propagación para el campo magnético 

Se puede obtener una formulación de propagación para el campo magnético si se calcula 
nuevamente el rotor de la ecuación (3-4): 

   sJDJH 




t

 (3-19) 

Usando (3-3), (3-2), (3-5), (3-6), (3-7) y (3-12) en la última ecuación, se obtiene lo 
siguiente: 

 sJHHH 








2

2

t
με

t
μσ2  (3-20) 

Esta última ecuación representa la ecuación no homogénea de propagación para el 
campo magnético, teniendo como fuente el vector densidad de corriente fuente sJ , en el 

dominio del tiempo. 

Al usar la transformada de Fourier dada en  (3-15) en la ecuación anterior, se obtiene la 
ecuación no homogénea de Helmholtz en el dominio de la frecuencia: 

   sJHH   jj2  (3-21) 

donde 𝑯ഥ  es el vector campo magnético en el dominio de la frecuencia. 

3.4 Ecuaciones de propagación para los potenciales escalar 
eléctrico y vectorial magnético. 

Otra forma de describir el campo electromagnético es mediante el uso de dos funciones 
auxiliares conocidas como funciones de potencial.  

La ecuación (3-2), define la densidad de flujo magnético B  como un campo con 
divergencia nula, entonces este vector posee de hecho un comportamiento solenoidal. 
Bajo esta condición, el vector B  puede ser definido como el rotor de un vector auxiliar que 
se denomina potencial vectorial magnético A  

 AB   (3-22) 

Reemplazando la ecuación (3-22) en (3-3) y reordenando la ecuación se obtiene: 

 0










 AE
t

 (3-23) 

La expresión que se encuentra dentro de los paréntesis es un campo gradiente o un 
campo conservativo ya que su rotacional es nulo, entonces lo que se encuentra entre 
paréntesis se puede definir como el gradiente de una función escalar conocida como el 
potencial escalar eléctricoV : 
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 










 AE
t

V  (3-24) 

De la última ecuación se puede obtener el campo eléctrico E en función de las dos 
funciones de potenciales: 

 AE
t

V



  (3-25) 

Reemplazando (3-5), (3-6), (3-7), (3-22) y (3-25) en (3-4), se obtiene la siguiente 
ecuación: 

 sJAAA μV
t

εμVσμ
t

εμ
t

σμ
2

2













  (3-26) 

Usando (3-5) y reemplazando (3-25) en (3-1) se obtiene una segunda ecuación: 

 

s2 




V
t

A  (3-27) 

Las últimas dos ecuaciones forman un sistema de ecuaciones acopladas, no 
homogéneas, para las funciones de potenciales. Pero de acuerdo al teorema de 
Helmholtz  [Marshall, 1997]19, es necesario especificar la divergencia del vector potencial 
magnético A , para que el vector A  quede unívocamente definido. Entonces, es posible 
escoger la divergencia de A en forma tal que las ecuaciones (3-26) y (3-27) queden 
desacopladas y ambas representen fenómenos de propagación de ondas. 

Para lograr lo anterior, se selecciona la condición de Lorentz para medios conductores 
[Panofsky, 1955]20: 

 V
t

εμVσμ



 A  (3-28) 

Con (3-28) las ecuaciones (3-26) y (3-27) son convertidas en dos ecuaciones diferenciales 
de propagación, desacopladas y no homogéneas, para los potenciales: 

 sJAAA μ
t

εμ
t

σμ
2

2









2  (3-29) 

 

s2 








 V
t

εμV
t

σμV
2

2

 (3-30) 

Con la solución de las dos últimas ecuaciones, cualquier otra variable vectorial del campo 
electromagnético puede ser obtenida por diferenciación usando (3-22), (3-25), (3-5), (3-6) 
y (3-7). 

Las dos ecuaciones anteriores, al transformarlas al dominio de la frecuencia, usando 
(3-15), son convertidas en dos ecuaciones de Helmholtz, no homogéneas:  

                                                           
19 Ver la página  697, para el teorema de  Helmholtz. 
20 Ver la página 210 del libro de Panofsky. 



 

20 
 

 sJAA   22  (3-31) 

 



 s22  VV  (3-32) 

donde A  y V  son el vector potencial magnético y el potencial escalar eléctrico 

respectivamente, ambos en el dominio de la frecuencia; sJ  y s son la densidad de 

corriente fuente y la densidad de carga fuente, respectivamente, en el dominio de la 
frecuencia y   es la constante de propagación que viene dada por:  

  jωσμωjγ2   (3-33) 

 1j  (3-34) 

donde  es la frecuencia angular. 

En el dominio de la frecuencia, no es necesario resolver (3-32) para calcular el potencial 

escalar V . Este potencial V  se puede obtener si el vector potencial magnético es 

conocido, mediante el uso de la condición de Lorentz  dada por (3-28), pero en el dominio 
de la frecuencia y que se indica a seguir: 

 A
2γ

jω
V  (3-35) 

Similarmente, el campo eléctrico se puede obtener si se conoce solamente el vector 
potencial magnético, usando (3-25) en el dominio de la frecuencia y la ecuación anterior 
(3-35): 

 AAE 
2γ

jω
ωj  (3-36) 

La última ecuación es muy útil cuando las ecuaciones diferenciales del campo se 
resuelven usando un método de integración, mediante la aplicación  de la segunda 
identidad de Green. Por ejemplo, si el campo eléctrico se calcula resolviendo 
directamente la ecuación de propagación (3-18), se necesitan las dos fuentes del campo: 
corrientes y cargas fuentes. Sin embargo, el campo eléctrico se puede calcular 

indirectamente a través del vector potencial magnético A , usando (3-36), si previamente 
se resuelve la ecuación diferencial (3-31); en este caso, sólo se requiere un tipo de fuente 
(corrientes fuentes). Por esta razón, en algunos casos el uso de las funciones de potencial 

( V y A ) puede tener ventajas para calcular el campo electromagnético.  
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4 Breve introducción a los sistemas de puesta a tierra. 

La finalidad de este capítulo es la de brindar al lector, que desconozca sobre el tema, una 
breve introducción sobre los “sistemas de puesta a tierra” y los fundamentos para los 
procedimientos de cálculos que se utilizan comúnmente  y que se encuentran normados.  

4.1 Que es un sistema de puesta a tierra y porqué es necesario 
contar con un sistema de puesta a tierra. 

Un sistema de puesta a tierra consiste de uno o más electrodos, enterrados en el suelo, 
que se encuentran interconectados entre sí y que por estar en contacto galvánico con el 
suelo o la tierra, los mismos adquieren el potencial del suelo. Con el sistema de puesta a 
tierra, se puede poner al mismo “potencial del suelo o de la tierra” cualquier 
infraestructura, o cualquier cubierta metálica de un equipo eléctrico, al interconectar el 
sistema de puesta a tierra con la infraestructura o con la cubierta del equipo en cuestión.  

Cualquier infraestructura, por norma21, debe contar con un sistema de puesta a tierra, 
estos se utilizan para brindar seguridad a las personas o a los seres vivos, a las 
infraestructuras y a los equipos eléctricos, en caso de que ocurran fallas en los sistemas 
eléctricos o cuando impacten rayos en las estructuras o en los equipos eléctricos que se 
encuentran expuestos a la intemperie. 

 La recomendación IEEE 8022 presenta numerosos ejemplos sobre la necesidad de 
disponer de un sistema de puesta a tierra para cualquier infraestructura.  

4.2 Cálculo de la resistencia propia en electrodos de puesta a 
tierra asumiendo un comportamiento estacionario del 
campo electromagnético.  

Los procedimientos para calcular la resistencia de puesta a tierra se encuentran por lo 
general normados; en nuestro país, es muy común utilizar las recomendaciones de la 
normas IEEE 80 e IEEE 14223, donde todos los métodos de cálculo que se describen 
fueron desarrollados asumiendo que el campo electromagnético es del tipo estacionario; o 
sea, que el mismo no varía en el tiempo.  

A continuación se presenta la base teórica para el cálculo de la resistencia de puesta a 
tierra para un electrodo enterrado en el suelo, si se considera que el campo es 
estacionario [Dwight, 1936] [Rüdenberg, 1945] [Schwarz, 1954],  [Tagg, 1964].  

Al despreciar todas las derivadas parciales con respecto al tiempo en la ecuación de 
propagación para el potencial escalar eléctrico dada por (3-30), la misma se convierte en 
la ecuación de Poisson siguiente: 

                                                           
21 COVENIN 200 Código Eléctrico Nacional 
22 IEEE Std 80-2000. Guide for Safety in AC Substation Grounding 
23 IEEE Std 142-2007. Recommended Practice for Grounding of Industrial and Commercial Power Systems 
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 sV 
ε

12   (4-1) 

Al resolver la ecuación anterior para obtener el potencial escalar eléctrico V, el campo 
eléctrico se puede calcular con la ecuación (3-25): 

 VE  (4-2) 

De la ecuación anterior se puede apreciar que en régimen estacionario, el campo eléctrico 
es un campo gradiente o un campo conservativo, esto quiere decir que las tensiones 
inducidas por variaciones del campo magnético, no son consideradas o no están 
presentes, cuando el campo es estacionario. 

Para un medio infinito, formado por dos estratos (aire – tierra), la ecuación (4-1) se puede 
resolver por un método de integración obtenido mediante la aplicación de la segunda 
identidad de Green [Pipes, 1958]24:   

       vdzyxzyxzyxfzyxV s

nvolume

Green  


,,,,;,,
1

,, 


 (4-3) 

donde (x,y,z) son las coordenadas de un punto donde se quiere calcular el potencial 
escalar V , (x`, y`, z`) son las coordenadas donde se encuentra la densidad de cargas 
fuentes 𝜌௦ y  fGreen  es una función conocida como la función de Green [Jackson, 1975]25 , 
donde para un medio infinito formado por dos estratos, es la siguiente: 
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 (4-4) 

Para un medio formado por dos estratos, la función de Green dada en la ecuación 
anterior, corresponde al conocido método de las imágenes [Javid, 1963]26. 

La densidad de carga fuente en la ecuación (4-3), es la que crea el campo eléctrico y ésta 
se encuentra en los electrodos. Por ser los electrodos conductores, la carga fuente sólo 
puede estar sobre la superficie de los mismos, entonces lo que realmente existe es una 
“densidad superficial de cargas fuentes”. 

Una simplificación que se hace comúnmente en los sistemas de puesta a tierra, en vista 
que el radio de los electrodos es pequeño en comparación con la longitud de los mismos, 
consiste en asumir que en lugar de tener una densidad superficial de carga, se tiene una 
“densidad lineal de carga”  λ ; en este caso, la ecuación (4-3) se transforma de una integral 
de volumen a una integral de línea: 

                                                           
24 Consultar la página 388 para las identidades de Green. 
25 Consultar la página 43 del libro de Jackson. 
26 Consultal la página 194 del libro de Javid para el método de las imágenes- 
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       ldzyxzyxzyxfzyxV Green   ,,,,,,,
1

,, 


 (4-5) 

donde λ  es la densidad lineal de carga, que se encuentra distribuida a lo largo del eje del 
electrodo  y dl´ es un diferencial de longitud del electrodo. 

En los sistemas de puesta a tierra, la carga fuente que tienen los electrodos no es un 
parámetro que resulta importante determinar o calcular en comparación con la corriente i 
que drenan los electrodos hacia la tierra; ya que por lo general, lo que se quiere calcular 
es la “resistencia” del sistema de puesta a tierra, que no es más que la razón entre la 
tensión V del electrodo y la corriente i que drena el electrodo. 

Pero cualquier electrodo, si éste se encuentra cargado, entonces también estará 
drenando una corriente a tierra, a continuación se demuestra tal afirmación: 

 

 
Fig. 4-1Carga puntual encerrada en una esfera virtual 

 
La figura 4-1 muestra una carga puntual q que se encuentra encerrada por una esfera 
hipotética, al integrar la ecuación (3-1), en el volumen limitado por la esfera que encierra 
la carga, se obtiene lo siguiente: 

 qdvdv
vol

vol
  D  (4-6) 

donde dv es un diferencial de volumen 

Al aplicar el teorema de Gauss a la ecuación (4-6), con la finalidad de convertir la primera 
integral de volumen en una integral de superficie y haciendo uso de (3-5), se obtiene lo 
siguiente: 

  
supsup

qdsqds nEnD   (4-7) 

donde n es un vector unitario, normal a la superficie de integración que encierra la carga. 

Teniendo en cuenta (3-7) en la ecuación anterior y al reordenarla: 

n 

esfera como 
superficie de 
integración   

D 

 

Carga q 
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  
sup

1


q

dsnJ  (4-8) 

donde la integral sobre una superficie cerrada de la densidad de corriente  J  corresponde 
a la corriente i que sale donde se encuentra la carga puntual; de esta forma, la ecuación 
anterior se reduce a la siguiente relación: 

 

qi

  (4-9) 

Lo que se deduce de la ecuación anterior es que si tenemos cargas que se encuentran en 
un medio conductor, entonces de la carga también debe salir una corriente. 

Al usar (4-9) en (4-5) se obtiene: 

       ldzyxizyxzyxfzyxV
linea

Green   ,,,,,,,
1

,,


 (4-10) 

donde: x’, y’, z’ son las coordenadas de un punto del eje del electrodo y i’ es la densidad 
lineal de la corriente que sale normal al eje del electrodo y que depende de las 
coordenadas (x´, y´, z´). 

La ecuación (4-10) permite relacionar el potencial en cualquier punto del suelo, con la 
densidad de corriente que drena el electrodo. La densidad lineal de corriente i’, es una 
función que depende de las coordenadas  (x´, y´, z´) y por lo  general esta función no es 
conocida.  

Para obtener una solución analítica del potencial V, se realiza una aproximación con la 
densidad de corriente i’, que consiste en asumir que la misma no depende de la posición 
y por lo tanto es una constante: 

  
l

i
zyxi  ,,  (4-11) 

donde i es la corriente que drena el electrodo a tierra y l es la longitud del mismo. 

Al substituir (4-11) en (4-10) se obtiene finalmente la expresión aproximada para calcular 
el potencial en la tierra, generado por un electrodo cilíndrico que drena una corriente i:  

     ldzyxzyxf
l

i
zyxV

linea

Green   ,,,,,,,


 (4-12) 

Nótese de la ecuación (4-10) y (4-11), que por ser la densidad de corriente una constante, 
la misma sale fuera de la integral; entonces para calcular el potencial en cualquier  punto 
del suelo, sólo hay que integrar la función de Green (4-4), como se puede apreciar en la 
ecuación anterior. 
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Fig. 4-2 Barra o jabalina enterrada en el suelo 

A continuación se presenta el cálculo de la resistencia tanto para una barra como para 
una contra-antena, que son los electrodos más comunes en un sistema de puesta a tierra. 

La figura 4-2 muestra una barra o jabalina enterrada en el suelo, que se utiliza para 
inyectar una corriente en la tierra, este tipo de electrodo es el más usado, ya que se 
instala rápidamente, si el suelo no es rocoso; también se muestra en la figura un punto del 
suelo cuyas coordenadas son (x, y, z). Con las ecuaciones (4-4) y (4-12) se puede calcular 
aproximadamente el potencial en cualquier punto del suelo a causa de la corriente 
inyectada en la tierra a través de la barra: 
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donde (𝑥̀, 𝑦̀, 𝑧̀) son las coordenadas de un punto del eje del electrodo. 

Al resolver la integral en la ecuación anterior se obtiene el potencial de cualquier punto del 
suelo: 

barra   l 

𝑖௧௜௘௥௥௔  

tierra 

aire 

 

Eje y 

Eje z 

(x,y,z) 

(x´,y´,z´) 
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La ecuación anterior se puede utilizar también para calcular el potencial de la barra, 
cuando la misma drena una corriente a tierra, lo que hay que hacer es simplemente 
evaluar el potencial de cualquier punto (x, y, z) que se encuentre sobre la superficie de la 
barra, para obtener el potencial de la misma. 

Sin embargo, si se toman dos puntos cualesquiera que se encuentren sobre la superficie 
de la barra, se encontrará con el resultado erróneo de que los puntos tienen potenciales 
diferentes, cuando debe cumplirse que todos los puntos que se encuentren sobre la 
superficie conductora del electrodo, deben tener el mismo potencial. La razón de este 
error obedece a la aproximación hecha al haber asumido que la densidad de corriente 
fuente, dada por (4-11), es una constante. 

Para solventar de alguna forma este error, el potencial de la barra se toma como el 
potencial promedio que tiene la superficie del electrodo [Howe, 1914] [Dwight, 1936], 
integrando la ecuación anterior sobre la superficie del electrodo:   
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 (4-15) 

donde Vbarra  es el potencial o la tensión promedio que adquiere la barra y r es el radio del 
electrodo y que es igual a la siguiente relación: 

    222 yyxxr   (4-16) 

Al resolver (4-15) se obtiene el potencial para una barra enterrada verticalmente: 
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De la ecuación anterior se extrae la resistencia propia para una barra enterrada 
verticalmente:  
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donde  Rbarra es la resistencia propia de la barra. 
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La ecuación anterior es la misma que presenta Dwight [1936] en su trabajo y hoy día se 
recomienda su uso en normas tal como la IEEE Std 142-2007. Recommended Practice for 
Grounding of Industrial and Commercial Power Systems. 

 

Fig. 4-3 Electrodo enterrado horizontalmente o contraantena. 

Para el caso de una contra-antena, en la figura 4-3 se muestra un electrodo enterrado 
horizontalmente, situado paralelo al eje x, también se indican las coordenadas de los 
puntos extremos del electrodo. La resistencia de la misma se obtiene siguiendo el mismo 
procedimiento para la barra, que consiste en calcular el potencial promedio que tiene la 
superficie del electrodo usando (4-4) y (4-10) : 
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  (4-19) 
donde Vc-antena es el potencial o la tensión que adquiere la contra antena. 

De acuerdo a la figura 4-3, para calcular el potencial promedio que tiene la superficie del 
electrodo, debe tomarse en cuenta las siguientes relaciones: 

 0,,,  hlbayyrhzz  (4-20) 

donde h es la profundidad a la cual se encuentra enterrado el electrodo, l es su longitud y 
r es el radio, al substituir las relaciones dadas en (4-20) en (4-19), se obtiene lo siguiente: 
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Al resolver las integrales en la ecuación anterior, se obtiene la resistencia propia de una 
contra-antena: 
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donde Rc-antena es la resistencia propia de la contra-antena. 

Las ecuaciones (4-18) y (4-22) permiten obtener la resistencia de electrodos colocados 
tanto verticalmente como horizontalmente, asumiendo un régimen estacionario del campo 
electromagnético, ambas ecuaciones son ampliamente usadas para el diseño de redes de 
puesta a tierra (ver la norma IEEE Std 142-2007). Ahora bien, nótese que en ambas 
ecuaciones no se muestra la dependencia de la resistencia con la frecuencia; como por 
ejemplo: la tierra, por ser un medio conductor, se pueden originar corrientes inducidas de 
eddy o de Foucault que son corrientes del tipo solenoidal o de torbellino [Lorrain, 2000]27, 
corrientes que se originan por las variaciones del campo magnético presente en el suelo. 
Este efecto no está considerado en estas ecuaciones; por tal motivo, en posteriores 
capítulos de este trabajo se incluye el cálculo de los parámetros eléctricos considerando 
la dinámica del campo electromagnético, para así tomar en cuenta estos efectos 
electromagnéticos. 

4.3 Cálculo de la Resistencia mutua entre electrodos de puesta 

a tierra. 

Cuando el sistema de puesta a tierra esté formado por más de un electrodo, puede haber 
resistencias mutuas entre ellos; como ejemplo, la figura 4-4 muestra dos barras 
enterradas, que no se encuentran interconectadas entre sí, y donde por una de ellas (la 
barra #1) se inyecta una corriente en la tierra itierra  y por la otra barra no se inyecta 
ninguna corriente.  

                                                           
27 Ver la página 465 del libro de Lorrain y Corson. 
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Fig. 4-4 electrodos enterrados verticalmente 

Ahora bien, al inyectar una corriente en la tierra a través de la barra #1, la barra #2 
adquiere un potencial. El potencial promedio que adquiere la barra #2 puede ser calculado 
usando la ecuación (4-14), integrando el potencial sobre el eje de la barra #2: 
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donde Vbarra 2 es el potencial o la tensión promedio que adquiere la barra #2 y d es la 
separación horizontal que tienen los electrodo ( ver la figura 4-4 ), esta separación entre 
las barras es igual a la siguiente relación: 

    222 yyxxd   (4-24) 

donde (x´, y´, z´) son las coordenadas de cualquier punto del eje de la barra # 1 y (x, y, z) 
son las coordenadas de cualquier punto del eje de la barra #2. 

Al resolver (4-23)  se obtiene el potencial promedio para la barra que no drena corriente: 
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De la ecuación anterior se extrae la resistencia mutua que existe entre las dos barras:  
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donde  Rmutua es la resistencia mutua que existe entre las dos barras. 

La fórmula dada por (4-26) es válida solamente para calcular la resistencia mutua entre 
dos barras, para calcular la resistencia mutua para otras configuraciones; por ejemplo, 
entre dos contra-antenas, o entre una contra-antena y una barra; el procedimiento es muy 
similar al empleado para calcular la resistencia entre dos barras, pero su cálculo no se 
incluyen en este trabajo; para el lector interesado en el tema se recomienda consultar los 
trabajos de  Dwight [1936], Rüdenberg  [1945] y  Tagg [1964]. 

La resistencia mutua entre electrodos, sin importar su configuración, tiende a disminuir a 
medida que se aumenta la separación d que existe entre ellos.  

4.4 Cálculo de la resistencia de puesta a tierra en sistemas 
formados por más de un electrodo 

A continuación se presenta el cálculo de la resistencia de puesta a tierra, cuando el 
sistema  está formado por más de un electrodo. Como ejemplo, la figura 4-5 muestra un 
sistema de puesta a tierra formado por tres barras. 

 

Fig. 4-5 Sistema de puesta a tierra formado por tres barras. 

El potencial que adquiere cada barra se puede calcular con la siguiente ecuación 
matricial: 

    tierra 

aire 
𝑖௧௜௘௥௥௔  

barra #1          barra #3  

                  barra #2 

𝑖ଵ                               i2                           i3 
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donde Rii es la resistencia propia del electrodo i calculada con la ecuación (4-18) , Rij es la 
resistencia mutua que existe entre los electrodos i y j calculada con la ecuación (4-26) y  
Vj  es la tensión que adquiere el electrodo j  e  ij es la corriente que drena el electrodo j .  

De acuerdo a la figura 4-5 , como todos los electrodos se encuentran interconectados 
entre sí, los tres electrodos tienen el mismo potencial, que es el potencial del sistema de 
puesta a tierra. Si se invierte la matriz resistencia que se muestra en la ecuación (4-27), 
para obtener una matriz de conductancia G, se pueden obtener cada una de las corrientes 
que drenan los electrodos. 
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donde Gii es la conductancia propia del electrodo i y Gij es la conductancia mutua entre 
los electrodos i y j. 

Además, de acuerdo a la figura 4-5 , la corriente del sistema de puesta a tierra, es igual a 
la suma de las corrientes que drenan cada uno de los electrodos: 

 321 iiiitierra   (4-29) 

Finalmente con las ecuaciones  (4-28) y (4-29) se obtiene la resistencia de puesta a tierra 
para un sistema formado por más de un electrodo: 

 

 
 











3

1

3

1
,

1

j i
ji

tierra

tierra
tierra

G
i

V
R  (4-30) 

En conclusión, para obtener la resistencia de puesta a tierra de un sistema formado por 
más de un electrodo; luego de calcular la matriz resistencia formada por todas las 
resistencias mutuas y propias de los electrodos, la misma se invierte para obtener la 
matriz conductancia. Finalmente, la resistencia del sistema de puesta a tierra se obtiene 
como el inverso de la suma de todos los elementos de la matriz conductancia. 

4.5 La zona de influencia de un electrodo o de un sistema de 

electrodos. 

Hasta ahora no se ha mencionado por donde retorna la corriente que se inyecta a la 
tierra, a través de un electrodo de puesta a tierra; por ejemplo, la figura 4-2 muestra un 
electrodo por el cual se inyecta una corriente en la tierra, nótese que en la figura no se 
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muestra la corriente que retorna del suelo. Cuando se calcula la resistencia de un sistema 
de puesta a tierra, siempre se considera que la corriente que se inyecta en la tierra 
retorna en el infinito. 

Para ilustrar hipotéticamente el retorno de la corriente en los sistemas de puesta a tierra, 
considérese que la tierra estuviera contenida en una semiesfera hueca, metálica, infinita, 
llena de tierra, como se ilustra en la figura 4-6 , Nótese en la figura que se tienen dos 
electrodos: uno formado por el electrodo de puesta a tierra y el otro por la semiesfera 
infinita; donde la semiesfera se encuentra llena por un volumen infinito de tierra, de esta 
forma se tiene hipotéticamente la resistencia de puesta a tierra. 

 

Fig. 4-6 Sistema de puesta a tierra 

Si se conecta una fuente de corriente entre el infinito y el electrodo (ver la fig. 4-6 ), la 
tensión (Vtierra) que adquiere el electrodo vendrá dada por la ley de Ohm: 

 tierrabarratierra iRV   (4-31) 

donde Rbarra se obtiene usando la ecuación (4-18) (si se trata de una barra), o también 
puede ser la resistencia del sistema de puesta a tierra si está formado por más de un 
electrodo. 

 

Fig. 4-7 Zona de influencia de un electrodo de puesta a tierra 

itierra   Vtierra 

    V1 V2 
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Entonces, de acuerdo a la figura 4-6 , cuando se calcula la resistencia de un electrodo o 
de un conjunto de electrodos, se considera, en el cálculo de la resistencia, que se está 
tomando en cuenta todo el volumen infinito de tierra. 

Ahora bien, es posible demostrar que el valor de la resistencia de un sistema de puesta a 
tierra, se debe prácticamente a un “volumen finito de tierra”, que se encuentra cerca del 
electrodo, a este volumen finito de tierra se le conoce en la literatura como la “zona de 
influencia del electrodo” [Tagg, 1964]28. 

La figura  4-7 muestra una barra y también se muestra la zona de influencia del electrodo 
en cuestión, considere el lector que se define como zona de influencia el volumen de 
tierra que contribuye con el 99% de la resistencia del electrodo; en la figura, la zona de 
influencia está limitada por una superficie hipotética, dibujada en línea punteada y 
semejante a una semiesfera. 

También se muestra en la figura 4-7 dos tensiones: V1 que es la tensión que existe entre 
el electrodo y la superficie que contiene el volumen de la tierra que contribuye con el 99% 
de la resistencia del electrodo; por lo tanto, esta tensión debe ser igual a lo siguiente: 

 tierraVV 99.01  (4-32) 

y V2 , que es la tensión entre la superficie hipotética y el infinito y esta tensión debe ser, de 
acuerdo a la figura 4-7 , igual a: 

 tierratierra VVVV 01.012   (4-33) 

Al dividir la ecuación anterior entre la corriente itierra que se inyecta por el electrodo se 
puede observar que el volumen de tierra que existe entre la superficie hipotética que se 
muestra en la figura 4-7 y el infinito, sólo contribuye con el 1% de la resistencia de puesta 
a tierra. 

La superficie hipotética que contiene el volumen de la tierra que contribuye con el 99% de 
la resistencia, es relativamente fácil de calcular, ya que todos los puntos pertenecientes a 
esta superficie tienen el mismo potencial, y que debe ser igual a 1% de la tensión del 
electrodo. 

Como ejemplo, en la figura 4-8 se muestra la superficie hipotética que contiene la zona de 
influencia de una barra, la misma fue obtenida calculando los puntos de una superficie 
que tienen un potencial igual al 1% de la tensión de la barra: 

   barraVzyxV 01.0,,   (4-34) 

La superficie en cuestión se obtiene al substituir las ecuaciones (4-14) y (4-17) en la 
ecuación anterior, y luego se resuelve la ecuación para la variable z. Para construir la 
zona de influencia que se muestra en la figura 4-8 , se asumió que se dispone de una 

                                                           
28 Consultar la página 99 del libro de Tagg para la zona de influencia del electrodo. 
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barra de 2.40 m de longitud, media pulgada de diámetro y una conductividad del suelo 
igual a 0.01 (S m). 

La zona de influencia se ha definido en este trabajo como el volumen de la tierra que 
contribuye con el 99% de la resistencia del electrodo; sin embargo, este porcentaje se 
puede variar y a medida que este porcentaje aumente, la zona de influencia también se 
incrementa. 

Es importante mencionar que existe una relación entre la zona de influencia de un 
electrodo y la resistencia mutua que puede existir entre dos electrodos, por lo general, si 
se instala o se coloca un electrodo que quede dentro de la zona de influencia de otro 
electrodo, entonces la resistencia mutua entre ambos electrodos no es despreciable y 
debe ser considerada en los cálculos.  Por otra parte, si el área de influencia de un 
electrodo, no se solapa con el área de influencia de otro electrodo, entonces la resistencia 
mutua entre los dos electrodos se puede despreciar o no tomar en consideración en los 
cálculos. 

 

Fig. 4-8 Superficie que contiene la zona de influencia de un electrodo de puesta a tierra. 
 (dimensiones en metro) 

 

Nótese de la figura 4-8 que la superficie que contiene la zona de influencia del electrodo 
es bastante parecida con la superficie de una esfera y lo mismo sucede si el sistema de 
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puesta a tierra estuviera formado por electrodos que fueran diferentes a una barra o que 
estén compuestos por varios electrodos. 

Una forma aproximada de calcular la zona de influencia de un sistema de puesta a tierra, 
es considerar que el campo es creado por una carga puntual, que se encuentra en la 
superficie de la tierra; de esta forma, la superficie que limita la zona de influencia, la cual 
debe ser una superficie equipotencial,  resulta en una esfera, cuyo radio viene dado por la 
siguiente expresión:  

   tierra
zona Rzona

r
%1002

100





 (4-35) 

donde  %zona  es el porcentaje que se quiere definir como zona de influencia del 
electrodo,  rzona  es el radio de la semiesfera que define la zona y Rtierra es la resistencia de 
puesta a tierra del sistema de puesta a tierra o del electrodo. 

Para el caso específico de la barra que se ha puesto como ejemplo, que tiene como 
características: 2.40 m de longitud, media pulgada de diámetro y una conductividad del 
suelo igual a 0.01 (S / m), al aplicar la ecuación (4-35) se obtiene un radio de 37.2 m para 
la semiesfera que contiene la zona de influencia de dicha barra. 

4.6 La corriente de retorno de un sistema de puesta a tierra 

En el apartado anterior se establece que cuando se calcula la resistencia de un sistema 
de puesta a tierra, se considera que la corriente que se inyecta por el sistema de puesta a 
tierra, la misma retorna en el infinito. La figura 4-6  ilustra de alguna forma el retorno de 
esta corriente en el infinito. 

Pero en la vida real, sabemos que la corriente no retorna en el infinito, por lo general 
retorna a una distancia finita del sistema de puesta a tierra, y muchas veces retorna por 
otro sistema de puesta a tierra, a continuación se explica cómo se puede obtener la 
resistencia del sistema de puesta a tierra bajo esta condición:  

La figura 4-7 muestra dos sistemas de puesta a tierra; por cada uno de ellos se inyecta 
una corriente itierra y en ambos caso la corriente retorna por el infinito. La inyección de 
corriente se realiza a través de dos fuentes de corriente, de igual magnitud, pero se han 
ajustado de manera tal que los sentidos de las corrientes sean opuestos.  
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Fig. 4-9 Representación del infinito en un sistema de puesta a tierra 

La tensión que adquiere el electrodo #1 se puede calcular si se conocen tanto la 
resistencia propia del electrodo #1 como la resistencia mutua que existe entre los dos 
electrodos: 

 tierratierra iRiRV 12111   (4-36) 

donde el signo menos en la ecuación anterior se debe al sentido de la corriente que 
circula por el electrodo #2, R11 es la resistencia propia del electrodo #1 y R12 es la 
resistencia mutua que existe entre los electrodos y V1 es el potencial que adquiere el 
electrodo #1 o el sistema de puesta a tierra. 

En la figura 4-9, se indica también la corriente iinf que se drena por el electrodo 
semiesférico que se encuentra hipotéticamente en el infinito, como ambas fuentes de 
corriente son iguales en magnitud, la corriente iinf  tiene que ser nula; por lo tanto, no es 
necesario que las fuentes de corriente se conecten en el infinito, ya que no debe haber 
corriente por el electrodo semiesférico.  

itierra 

tierra 

Semiesfera 
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#1             #2 

itierra 
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Fig 4-10 Representación del infinito en un sistema de puesta a tierra 

La figura 4-10 muestra la red equivalente si ambas fuentes se desconectan del infinito. 
Ahora bien, como en la figura 4-10 ambas fuentes de corriente (que son de igual 
magnitud) quedan conectadas en serie, entonces en lugar de tener dos fuentes en serie, 
se puede eliminar una de ellas, sin que varíen las condiciones eléctricas de todo el 
sistema.  

 

 

Fig. 4-11 Inyección de corriente en la tierra empleando un par de electrodos 

Finalmente, la figura 4-11 muestra la red eléctrica equivalente, usando una sola fuente, en 
la misma se muestra la inyección de corriente por un electrodo (#1) y la corriente de 
retorno por otro electrodo o por otro sistema de puesta a tierra, que es lo que sucede en la 
vida real, pero que evidentemente ya no retorna en el infinito; entonces para calcular la 
tensión que adquiere el electrodo #1, sigue siendo válida la ecuación (4-36): 

 tierraiRRV )( 12111   (4-37) 

Si las zonas de influencia (ver el punto 4.5) de ambos electrodos no se solapan, entonces 
la resistencia mutua se puede despreciar de la ecuación anterior: 
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 tierraiRV 111  (4-38) 

Finalmente, según la ecuación anterior, si los electrodos se encuentran lo suficientemente 
separados como para despreciar la resistencia mutua,  el electrodo #1 se comporta como 
si la corriente retornara en el infinito. 
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5 Cálculo del campo electromagnético en líneas de 
transmisión, los modos de propagación, y las 
ecuaciones de Heaviside.  

Este capítulo trata sobre el problema de las líneas de transmisión, aquí se abarca las 
diversas formas de cómo las ondas se pueden propagar por las líneas [Atwater, 1962]29 
como son: el modo transversal magnético TM, el modo transversal eléctrico TE y el modo 
transversal eléctrico y magnético TEM, este último es el modo como trabajan 
comúnmente los cables coaxiales y las líneas de transmisión  aéreas. 

También existen dispositivos conocidos como guías de ondas, que físicamente son tubos 
metálicos  huecos, utilizados en telecomunicaciones, que se destinan para guiar o 
conducir el campo electromagnético de un punto a otro y que dichas guías operan en el 
modo TM o TE. 

A esta altura el lector podrá preguntarse: ¿Qué relación puede tener la teoría sobre líneas 
de transmisión y ondas guiadas con los electrodos de puesta a tierra? Pues bien, la 
finalidad de este capítulo es inducir al lector sobre la existencia de todos los modos de 
propagación (TM, TE y TEM), cuando se trata de electrodos de puesta a tierra. 

Parte de este capítulo está dedicado también a las ecuaciones de Heaviside, ecuaciones 
que son válidas cuando la línea opera en el modo TEM, ya que uno de los objetivos de 
este trabajo es encontrar un par de ecuaciones similares  a las obtenidas por Heaviside, 
para ser utilizadas en electrodos de puesta a tierra, pero considerando todos los modos 
de propagación de las ondas.  

Finalmente se presenta un análisis sobre la aplicación de las ecuaciones de Heaviside en 
barras para puesta a tierra.  

5.1 Cálculo del campo eléctrico en líneas de transmisión y el 

modo de propagación transversal magnético TM. 

Para calcular el campo eléctrico en una línea de transmisión, el mismo se puede obtener 
resolviendo la ecuación de propagación (3-18) para el campo eléctrico, en el dominio de la 
frecuencia, para ser aplicada a cables coaxiales, que es el cable comúnmente utilizado en 
telecomunicaciones y en redes de potencia de alta tensión. En este apartado se explica 
cómo se origina el modo de propagación transversal magnético TM en cables.  

                                                           
29 Consultar la página 48 del libro de Atwater [1962] para los diversos modos de propagación 
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Fig. 5-1 Vistas en corte de un cable coaxial  

La figura 5-1 muestra un cable coaxial, cuyo eje se encuentra alineado con el eje z, se 
muestran también la corriente 𝐼(̅𝑧) que circula por el conductor interior, que es función de 
la coordenada z, y por último se muestra la tensión 𝑉ത(𝑧) que existe entre los conductores, 
que también es función de la coordenada z.  

Como el cable tiene simetría cilíndrica, se selecciona un sistema de coordenadas 
cilíndricas (ρ, φ, z); se considera, por ahora, que ambos conductores son ideales, en otras 
palabras que la conductividad de los mismos es infinita; esto trae como consecuencia que 
dentro de los conductores no existe campo electromagnético, sólo puede haber campo 
electromagnético en el dieléctrico (ver la figura 5-1). 

Para calcular el campo eléctrico en el dieléctrico, hay que resolver la ecuación de 
propagación (3-18) y que se presenta a continuación: 

 sJEE μ
ε

122  js   (5-1) 

donde 𝛾ଶ viene dado por (3-33). 

En el caso del cable, se asume que en el dieléctrico no existen ni cargas fuente ni 
corrientes fuentes, las fuentes del campo se encuentran sobre las superficies de los 
conductores; por lo tanto, la ecuación anterior se reduce a la ecuación de Helmholtz 
homogénea siguiente: 

 022  EE   (5-2) 

En coordenadas cilíndricas, el vector campo eléctrico posee tres componentes: 

 zEEE aaaE zρ    (5-3) 

donde ρE , E y zE son las componentes del campo eléctrico en las direcciones ρ, ϕ y z 

respectivamente, y a , a y za son vectores unitario en las direcciones ρ, ϕ y z 

respectivamente. 
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Para resolver (5-2), asumiendo un sistema de coordenadas cilíndricas, la misma se 
descompone en tres ecuaciones diferenciales escalares, donde dos de ellas se 
encuentran acopladas: 

 0
φρ

2

ρ

1
ρ

2
2ρ2ρ

2 



 EEEE   (5-4) 

 0
φρ

2

ρ

1 2
ρ22

2 
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

   EEEE  (5-5) 

 0z
2

z
2  EE   (5-6) 

donde la constante 𝛾 viene dada por (3-33). 

Si la componente del campo 𝐸ത௭ no es nula, entonces el modo de propagación resultante 
es el denominado Transversal Magnético TM. 

Evidentemente la ecuación (5-6), por estar desacoplada, es la que resulta más fácil de 

resolver; en este caso, se utilizará el método de separación de variables para calcular zE  

Para aplicar el método de separación de variables [Dettman, 1962]30, el campo eléctrico 
se define como el producto de tres funciones R, Φ y Z: 

      zZRE  z  (5-7) 

Al substituir (5-7) en (5-6), teniendo en cuenta el operador laplaciano y al reordenar la 
ecuación, se obtiene lo siguiente: 
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௓
 

ௗమ

ௗ௭మ  𝑍 − 𝛾ଶ = 0 (5-8) 

De la ecuación anterior se extraen dos ecuaciones diferenciales ordinarias:- 

 
ଵ
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ௗమ

ௗ௭మ 𝑍 =  Γଶ (5-9) 

 
ଵ

஍
 

ௗమ

ௗథమ
Φ = −𝑚ଶ (5-10) 

donde Γ y 𝑚 son constantes que se determinan de las condiciones de simetría y de 
frontera del problema, como se explica más adelante. 

Al resolver las dos ecuaciones diferenciales anteriores, se obtienen las funciones Φ  y Z: 

 
z

z
z

z ebebZ   21  (5-11) 

   0cos   mb  (5-12) 

                                                           
30 Consultar la página 137 del libro de Dettman para el método de separación de variables. 
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donde 𝑚 debe ser un número entero para que el campo tenga simetría con respecto al 

ángulo  ; y 0 es el ángulo para la cual la función   es máxima, Г es conocida como la 

constante de propagación de la línea y b , b1z y b2z son funciones que se determinan de las 

condiciones de frontera. 

Al substituir (5-9) y (5-10) en (5-8) y al reordenar la ecuación, se obtiene una tercera 
ecuación diferencial: 

 (𝑎𝜌)ଶ ௗమ

ௗ(௔ఘ)మ 𝑅 + (𝑎𝜌)
ௗ

ௗ(௔ఘ)
𝑅 + ((𝑎𝜌)ଶ − 𝑚ଶ)𝑅 = 0 (5-13) 

donde a es un autovalor real e igual a: 

 𝑎 = ඥΓଶ − 𝛾ଶ (5-14) 

La ecuación (5-13) es conocida como la ecuación diferencial de Bessel [Spiegel, 1988]31, 
cuya solución es la siguiente: 

     kmmRkmmR aYbaJbR ,2,1   (5-15) 

donde  kmm aJ ,  y  kmm aY ,  son las funciones de Bessel de primera y segunda 

especie respectivamente y de orden  m;  b1R  y  b2R  son funciones que se determinan de las 
condiciones de borde. 

Par cada orden m de las funciones de Bessel, existen múltiples autovalores reales 𝑎௠,௞, 
cuya selección se explica más adelante. 

Según (5-14), la constante de propagación Г puede adquirir diversos valores, ya que 
depende del autovalor 𝑎௠,௞ seleccionado, como se indica en la siguiente ecuación: 

 Γ௠,௞ = ඥ𝑎௠,௞
ଶ + 𝛾ଶ         para 𝑘 = 1, 2, … 𝑛 (5-16) 

Por lo general, la constante de propagación Γ௠,௞ es una función compleja, con parte real e 

imaginaria, dada por la siguiente expresión: 

 kmkmkm j ,,,    (5-17) 

donde 𝛼௠,௞ es una función real denominada constante de atenuación y 𝛽௠,௞ es otra  

función real, conocida como constante de fase o el número de ondas32. 

Finalmente, la componente del campo eléctrico EZ, para el modo (m,k), se obtiene al 
substituir (5-11), (5-12) y (5-15) en (5-7): 

      zEzEzE km
z

km
z

km
z ,,,,,, ,,,     (5-18) 

donde: 

                                                           
31  Consultar la página 140 de libro de Spiegel para la ecuación diferencial de Bessel y su solución. 
32  Es el número de ondas que hay por cada 2π metros. 
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           z
kmmkmm

km
z

kmemaYbaJbzE ,

0,2,1
, cos,, 

    (5-19) 

           z
kmmkmm

km
z

kmemaYbaJbzE ,

0,2,1
, cos,, 

    (5-20) 

Si la constante Γ௠,௞ , tiene parte imaginaria no nula, entonces las ecuaciones (5-19) y 

(5-20), al transformarlas al dominio del tiempo usando (3-15), representan ondas viajeras, 
(ondas cilíndricas), la primera viaja en el sentido positivo del eje z y la segunda en el 
sentido negativo del eje z; por otra parte, si la constante Γ௠,௞  tiene parte real no nula, 

entonces las ondas, se ven también afectadas por un fenómeno de atenuación.  

 

Fig. 5-2 Ayuda gráfica para obtener los autovalores 𝒂𝒎,𝒌, en cables coaxiales, en función de la 

razón de los radios de los conductores33. 

Para calcular los autovalores  𝑎௠,௞, éstos se obtienen al aplicar las condiciones de frontera 

y que consiste en evaluar la componente del campo eléctrico 𝐸௭ sobre la superficie de los 
electrodos ( 𝜌 = 𝑟ଵ  y  𝜌 = 𝑟ଶ), donde el campo eléctrico 𝐸௭ debe ser continuo. Como dentro 
de los conductores ideales el campo eléctrico tiene que ser nulo, entonces el campo en la 
superficie también lo debe ser:  

     0,,,, 2z1z  zrEzrE   (5-21) 

                                                           
33  Figura tomada del libro de H. A. Atwater, Introduction to Microwave Theory, McGRAW-HILL BOOK 

COMPANY, INC., International Student Edition, Tokyo, 1962 

𝑇𝑀௠,௞𝑇𝐸௠,௞ 

𝑟ଶ 

𝑟ଵ 

𝑟ଶ/𝑟ଵ 

𝑟ଵ 𝑎௠,௞ 



 

44 
 

Al substituir (5-18) , (5-19) y (5-20) en (5-21) se obtiene la siguiente igualdad: 

        1,2,2,1, raYraJraYraJ kmmkmmkmmkmm   (5-22) 

Si los radios del cable  r1  y r2 son conocidos, los autovalores kma ,  
se pueden obtener 

numéricamente al resolver la ecuación anterior. 

Otra manera conveniente de calcular los autovalores, consiste en reordenar la ecuación 
anterior y presentarla de la siguiente forma: 

    1,
1

2
1,

1

2
1,1, raY

r

r
raJ

r

r
raYraJ kmmkmmkmmkmm 

















 (5-23) 

Para la ecuación anterior, se asume que la razón de los radios 𝑟ଶ
𝑟ଵ

ൗ es conocida, luego la 

ecuación se resuelve para 1, ra km  . En la figura 5-2 se muestra una gráfica de como varía 

1, ra km  
en función de la razón de los radios 𝑟ଶ

𝑟ଵ
ൗ  , para los modos de propagación TMmk y 

TEmk  donde m es el orden de las funciones de Bessel y el valor k corresponde a la posición 

que ocupa el autovalor, si los mismos se ordenan de menor a mayor : 𝑎௠,ଵ < 𝑎௠,ଶ < ⋯ <

𝑎௠,௞ < ⋯ < 𝑎௠,௡ 

Para calcular las otras componentes del campo eléctrico 𝐸థ  y  𝐸ఘ, no se necesitan 

resolver las ecuaciones diferenciales (5-4) y (5-5), estas componentes pueden ser 
calculadas a través de las ecuaciones de Maxwell (3-3) y (3-4), si las mismas se 
descomponen en sus tres componentes vectoriales (𝜌, 𝜙 𝑦 𝑧), en el dominio de la 
frecuencia y si el campo Ez, dado por (5-18), es conocido,34 se tiene: 

 𝐸തథ =

೨

ഐ

௔೘,ೖ
మ  

డ

డథ
𝐸ത௭ (5-24) 

 𝐸തఘ =
ି௰

௔೘,ೖ
మ  

డ

డఘ
𝐸ത௭ (5-25) 

 𝐻ഥథ =
ି(ఙା௝ఠఌ)

௔೘,ೖ
మ  

డ

డఘ
𝐸ത௭ (5-26) 

 𝐻ഥఘ =

(഑శೕഘഄ)

ഐ

௔೘,ೖ
మ  

డ

డథ
𝐸ത௭  (5-27) 

 𝐻ഥ௭ = 0 (5-28) 

Para que los modos de propagación  TM y TE se puedan activar en cables coaxiales, la 
frecuencia o las frecuencias presentes en el cable deben ser muy altas (en el orden de los 
GHz). No es común que un cable se utilice para que opere o trabaje en los modos TE o 
TM, lo típico es que los cables operen sólo en el modo TEM, ya que este modo puede 
estar  presente a cualquier frecuencia. 

                                                           
34 Consultar la página 65 del libro de Atwater [1962] 
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Como ya se ha dicho, para que un cable opere en el modo transversal magnético; por 
ejemplo, el modo TM01, la frecuencia de operación debe estar por encima de lo que se 

denomina la frecuencia de corte corte  ; por ejemplo, para un cable de buena calidad, si se 

asume que el dieléctrico del cable tiene muy bajas pérdidas, de forma tal que se pueda 
asumir que la conductividad es nula ( 𝜎 ≈ 0 ); entonces la constante de propagación en el 

cable Γ଴ଵ se obtiene con las ecuaciones (3-33) y (5-16): 

  22
,,  kmkm a  (5-29) 

Para la ecuación anterior, existe un valor de frecuencia para la cual la constante de 

propagación km,  se anula, a esta frecuencia se le conoce como frecuencia de corte ωcorte  

y viene dada por: 

 


 km
corte

a ,  (5-30) 

Si en la ecuación (5-29), la frecuencia ω es menor a la frecuencia de corte, el coeficiente 

de propagación km,  resulta real puro, por lo tanto, la componente 𝐸ത௭ dada por (5-18) 

(5-19) y (5-20) del campo eléctrico, se atenúa con la posición z, y por el contrario, si 𝜔 es 

mayor que la frecuencia de corte, km,  es imaginario puro, entonces el campo se propaga 

en la dirección de z, sin atenuación. 

Como ejemplo, asúmase que se tiene un cable coaxial, donde el radio del conductor 
interno r1 es igual a 0.8 𝑚𝑚 y el radio del conductor externo r2 es de 3.1 𝑚𝑚; además se 
emplea un dieléctrico cuya permitividad y permeabilidad son similares a las del aire. Se 
desea activar, en el cable, el modo de propagación TM01,; para ello, al utilizar la figura 5-2, 
se obtiene el autovalor correspondiente al modo en cuestión y que es aproximadamente 
igual a : 

 𝑎଴ଵ = 1250 𝑚ିଵ. (5-31) 

Al evaluar la frecuencia de corte usando (5-30) y (5-31) para el cable dado como ejemplo, 
la misma corresponde a 59 GHz aproximadamente. Entonces, el modo TM01 se puede 
activar si las frecuencias de las señales que pasan por el cable superan esta frecuencia 
de corte.  

Si la frecuencia o las frecuencias en el cable son menores a la frecuencia de corte, la 
atenuación que sufre la componente del campo 𝐸ത௭ se puede obtener al considerar que en 
el cable existe una única onda que viaja en el sentido positivo del eje z (ver la ec. (5-19)); 
entonces, se calcula cuanto se atenúa la onda (en decibeles), cuando la misma recorre 
una longitud Δz, aplicando la siguiente ecuación:  

 𝐴𝑡𝑒𝑛𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 _𝑑𝐵 = −

ଶ଴ ௟௢௚భబ൭  
ቚಶഥ೥

೘,ೖ
 (ഐ,   ഝ,   ೥ శ ౴೥)ቚ

ቚಶഥ೥
೘,ೖ

 (ഐ ,ഝ ,   ೥)ቚ
  ൱

୼௭
                     [𝑑𝐵

𝑚ൗ ] (5-32) 

donde el campo eléctrico viene dado por las ecuaciones (5-18) y (5-19). 
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Al substituir (5-18) y (5-19) en la ecuación anterior se obtiene la siguiente ecuación: 

 𝐴𝑡𝑒𝑛𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 _𝑑𝐵 = −   20  𝑙𝑜𝑔ଵ଴(𝑒)  𝑅𝑒(Γ௠,௞)               [𝑑𝐵
𝑚ൗ ] (5-33) 

donde Re se refiere a la parte real de una cantidad compleja. 

Si la frecuencia ω es mucho menor que la frecuencia de corte, la fórmula anterior se 
aproxima a la siguiente: 

 𝐴𝑡𝑒𝑛𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛ௗ஻ ≈ 20  𝑎௠,௞ 𝑙𝑜𝑔ଵ଴(𝑒)        [𝑑𝐵
𝑚ൗ ] (5-34) 

En el caso del cable dado como ejemplo, si la frecuencia que opera el cable es mucho 
menor que la frecuencia de corte, la atenuación en el modo TM01, al usar la aproximación 
anterior, es de 10.857dB por cada metro de cable; como se puede observar, esta 
atenuación es sumamente alta y será mucho más alta para otros modos TMm,k de orden 
superior; por este motivo, es que no se considera la presencia de los modos TM ni TE en 
cables cuando operan a frecuencias inferiores a la frecuencia de corte. 

Ahora bien, volviendo al tema que nos ocupa que son los sistemas de puesta a tierra,  si 
para activar el modo TM en un cable se requiere que el mismo trabaje a frecuencias del 
orden de los GHz, frecuencias que no tienen interés alguno para un sistema de puesta a 
tierra35, entonces la pregunta que hay que hacer es la siguiente:  Si para modelar un cable 
es suficiente considerar sólo el modo TEM ¿Por qué se debe considerar además los 
modos TM y TE en los sistemas de puesta a tierra?. 

Para responder lo anterior, en la figura 5-3 a) se muestra un electrodo de puesta a tierra, 
en este caso se trata de una barra o jabalina de longitud l, enterrada verticalmente en el 
suelo y la misma se utiliza para inyectar una corriente 𝐼௧̅௜௘௥௥௔ por el suelo; por lo general, 
esta corriente retorna de la tierra en un punto muy alejado del electrodo (ver el punto 4.6) 
o también se asume que esta corriente retorna en el infinito. 

Ahora bien, se pretende modelar el electrodo mostrado en la figura 5-3 a) como si fuera 
una línea de transmisión, en este caso se ha seleccionado un cable coaxial como se 
muestra en la figura 5-3 b), la longitud del cable l es la misma del electrodo,  el radio del 
conductor interior del cable es igual al del electrodo y el radio del conductor externo se 
selecciona mayor a la zona de influencia del electrodo (ver el punto 4.5) y en lugar de 
asumir que se tiene un dieléctrico entre los dos conductores, se asume que el dieléctrico 
se ha substituido por tierra con una conductividad σ igual a la del suelo. 

Como ejemplo, asúmase que se tiene una barra normalizada de ½ pulgada de diámetro ( 
r1 = 6.2 mm ) y  2.4 m de longitud. Por otra parte, asúmase que las propiedades del suelo 

son las siguientes: 𝜎 = 0.01 (𝑆 𝑚), 𝜀 = 8.85 𝑥 10ିଵଶ  (𝐹/𝑚), 𝜇 = 4𝜋 𝑥 10ି଻(𝐻/𝑚), y el 
radio  del conductor exterior se toma igual a 600 m, que es mucho mayor que la zona de 

                                                           
35  En los sistemas de puesta a tierra, las frecuencias de interés para la protección de infraestructuras están 

comprendidas desde los 0Hz, hasta los 20MHz, este rango de frecuencia incluye eventos transitorios como 
las corrientes producidas por rayos que se descargan a través de los sistemas de puesta a tierra.  Para otras 
aplicaciones que no tienen que ver con seguridad,  como puede ser las telecomunicaciones, estas 
frecuencias pudieran estar por encima de los 20MHz. 
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influencia del electrodo36 ( r2 = 600 m). Al resolver la ecuación (5-23) para el modo TM01 , se 

obtiene el autovalor correspondiente ( 𝑎଴,ଵ = 0.043   𝑚ିଵ) . 

 

Fig. 5-3:  a) Sistema de puesta a tierra formado por una sola barra. b) Representación de una 
barra, mediante un cable coaxial. 

La constante de propagación 1,0  se calcula con los datos dados en el párrafo anterior y 

con las ecuaciones (5-16) y (3-33): 

 Γ଴,ଵ = ට(𝑎଴,ଵ
ଶ − 𝜔ଶ𝜀 𝜇) + 𝑗𝜔𝜇𝜎         (5-35) 

En este caso, como el medio tiene pérdidas, no se puede establecer  una frecuencia de 
corte y los fenómenos tanto de propagación (parte imaginaria de Γ଴,ଵ) como de atenuación 

(parte rea de Γ଴,ଵ) están presentes para cualquier frecuencia. 

La figura 5-4 muestra la atenuación de la componente 𝐸ത௭ del campo eléctrico, en función 
de la frecuencia, para dos tipos de suelo, la que aparece en línea continua corresponde a 
un suelo muy buen conductor37 y la curva con línea segmentada corresponde a un suelo 
muy mal conductor, ambos son casos extremos en cuanto a la conductividad del suelo; 
sin embargo, se aprecia en la gráfica que la atenuación es muy pequeña en comparación 
con el ejemplo dado para el cable coaxial, que era de 10.857dB. 

En vista que la atenuación resultante es pequeña para la componente del campo 𝐸ത௭ , 
según la figura 5-4, es por este motivo que en este trabajo se plantea la conveniencia de 
incluir el modo TM cuando los electrodos de puesta a tierra se modelan como si fueran 
líneas de transmisión.  

                                                           
36   La zona de influencia para este electrodo, considerando el 99%, tiene un radio de 37.2 m , calculada según 

(4-35). 
37  La clasificación en buenos o malos conductores del suelo fue hecha con base a la norma IEEE 80-2000 

IEEE Guide for Safety in AC Substation Grounding.  
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Fig. 5-4:  Atenuación en dB por unidad de longitud para la componente 𝐸ത௭ del campo eléctrico en 
una barra modelada como si fuera un cable coaxial 

Según se puede apreciar en la figura 5-4, para bajas frecuencias, la atenuación no 
muestra dependencia con la frecuencia y por lo tanto presenta un valor constante que se 
puede obtener aplicando la ecuación (5-34). 

5.2 Cálculo del campo magnético en líneas de transmisión y el 

modo de propagación transversal eléctrico TE. 

Para el cable coaxial mostrado en la figura 5-1, el campo magnético que existe en el 
material dieléctrico se puede obtener resolviendo la ecuación de propagación (3-21), pero 
asumiendo que no hay corrientes fuentes en el dieléctrico. 

   02  HH  jj  (5-36) 

La ecuación anterior resultante, es la ecuación homogénea de Helmholtz, que al utilizar 
un sistema de coordenadas cilíndricas, la misma se descompone en tres ecuaciones 
escalares: 

 0
φρ

2

ρ

1
ρ

2
2ρ2ρ

2 



 HHHH   (5-37) 

 0
φρ

2

ρ

1 2
ρ22

2 



   HHHH  (5-38) 

Resistividad del suelo = 10 [Ω m] 

Resistividad del suelo = 100 [kΩ m] 
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 0z
2

z
2  HH   (5-39) 

donde el vector campo magnético viene dado por la suma de sus tres componentes: 

 zHHH aaaH zρ    (5-40) 

De las tres ecuaciones (5-37), (5-38) y (5-39) la más simple de resolver es la (5-39) ya 
que se encuentra desacoplada, pero como su topología es la misma que presenta su 
correspondiente para el campo eléctrico (5-6), entonces la solución general para la 
componente del campo 𝐻ഥ௭ es la misma que la obtenida para el campo eléctrico 𝐸ത௭ , dada 
por las ecuaciones (5-18), (5-19) y (5-20):  

      zHzHzH km
z

km
z

km
z ,,,,,, ,,,     (5-41) 

donde: 

           z
kmmkmm

km
z

kmemaYdaJdzH ,

0,2,1
, cos,, 

    (5-42) 

           z
kmmkmm

km
z

kmemaYdaJdzH ,

0,2,1
, cos,, 

    (5-43) 

donde  zH km
z ,,,  es la componente del campo magnético en la dirección de z o en la 

dirección axial de la línea, para el modo (m,k);  zH km
z ,,,  Y  zH km

z ,,,   
representan 

ondas viajeras (ondas cilíndricas) que viajan en el sentido positivo y negativo 
respectivamente del eje z. Las funciones 𝑑ଵା , 𝑑ଶା ,  𝑑ଵି 𝑦  𝑑ଶି se obtienen de las 
condiciones de borde del problema. 

Si el campo  zH km
z ,,,  es conocido, las demás componentes del campo pueden ser 

calculadas a través de las ecuaciones de Maxwell (3-3) y (3-4), si las mismas se 
descomponen en sus tres componentes vectoriales (𝜌, 𝜙 𝑦 𝑧), en el dominio de la 
frecuencia, no es necesario resolver las ecuaciones diferenciales acopladas (5-37) y 
(5-38)38: 

 𝐸തథ =
ି௝ఠఓ

௔೘,ೖ
మ  

డ

డఘ
𝐻ഥ௭ (5-44) 

 𝐸തఘ =
ି 

ೕഘഋ

ഐ
  

௔೘,ೖ
మ  

డ

డ∅
𝐻ഥ௭  (5-45) 

 𝐻ഥథ =
ି 

౳ 

ഐ
 

௔೘,ೖ
మ   

డ

డథ
𝐻ഥ௭ (5-46) 

 𝐻ഥఘ =
ି୻  

௔೘,ೖ
మ  

డ

డఘ
𝐻ഥ௭  (5-47) 

 𝐸ത௭ = 0 (5-48) 

                                                           
38 Consultar la página 65 del libro de Atwater [1962]. 
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Para calcular los autovalores kma ,  que se requieren en las ecuaciones (5-42) y (5-43), y 

para la constante de propagación km,  , estos se obtienen evaluando las condiciones de 

borde para la componente del campo eléctrico 𝐸തథ: 

     0,,,, 21  zrEzrE    (5-49) 

Si se asume que la componente 𝐻ഥ௭ del campo magnético se encuentra viajando en la 
dirección positiva del eje z,  al emplear las ecuaciones (5-41), (5-42) y (5-44) en la 
ecuación anterior, se obtiene la siguiente relación: 

            1,2,2,1, raY
d

d
raJ

d

d
raY

d

d
raJ

d

d
kmmkmmkmmkmm 

  (5-50) 

La solución de la ecuación anterior permite obtener todos los autovalores para el modo 
TE, la gráfica que se muestra en la figura 5-2 permite obtener los modos en cuestión en 
función de los radios del cable coaxial.  

Si se pretende modelar una barra como si fuera una línea de transmisión o un cable 
coaxial, tal como se muestra en la figura 5-3, puede que sea necesario incluir el modo TE, 
si la atenuación no es considerable. A bajas frecuencias la atenuación calculada según 
(5-34) es proporcional con el valor del autovalor am,k, pero nótese que según la figura 5-2 
los autovalores tienden a disminuir si la relación de los radios del cable r2 / r1 tiende a 
aumentar (ver la figura 5-3), que es el caso de una barra donde al pretender modelarlo 
como un cable, el radio exterior debe ser mayor a la zona de influencia del electrodo. Por 
este motivo, en este trabajo se pretende modelar los electrodos de tierra, considerando 
todos los modos de propagación 

5.3 El modo de propagación TEM y las ecuaciones de 

Heaviside.  

Este modo se presenta cuando el autovalor am,k  toma el valor de cero o nulo: 

 00, ma  (5-51) 

Nótese que este autovalor es válido para cualquier cable, ya que es una solución trivial de 
las relaciones dadas por (5-22) y (5-50), ya que no es función de los radios del cable. 

Ahora bien, si 00, ma , analizando las ecuaciones (5-24), (5-25), (5-26), (5-27), (5-44), 

(5-45), (5-46) y (5-47); para que las componentes del campo 𝐸തఘ, 𝐸തథ, 𝐻ഥఘ y 𝐻ഥథ tengan 

valores finitos, las componentes del campo tanto  𝐸ത௭  como 𝐻ഥ௭ deben ser nulas.  

 0 zz HE  (5-52) 

Por este motivo es que a este modo se le conoce como “transversal eléctrico y magnético” 
TEM ya que no hay campo en dirección axial del cable. 
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Para el modo TEM, la frecuencia de corte para cables con pérdidas despreciables, según 
(5-30), es igual a cero, por lo tanto este modo tiene la ventaja que el fenómeno de 
propagación de ondas está presente a cualquier frecuencia. 

Para el modo TEM, la constante de propagación, según (3-33) y (5-16) , se reduce a lo 
siguiente: 

 Γ௠,଴ = 𝛾 = ඥ−𝜔ଶ𝜀 𝜇 + 𝑗𝜔𝜇𝜎         (5-53) 

Para calcular el campo eléctrico para el modo TEM, será necesario resolver el par de 
ecuaciones diferenciales acopladas (5-4) y (5-5), pero antes se demostrará que en cables 
coaxiales, con sección circular, el campo Eρ no depende del ángulo ϕ . 

 

Fig. 5-5  Sección de un cable coaxial 

La figura 5-5 muestra la sección de un cable coaxial y también se muestra, en línea 
punteada, un camino de integración cerrado, donde será integrada la ecuación (3-3), en el 
dominio de la frecuencia: 

 ∫ (∇ × 𝑬ഥ) ∙ 𝒏
௦௨௣

𝑑𝑠 = −𝑗 𝜔 ∫ 𝑩ഥ
௦௨௣

∙ 𝒏 𝑑𝑠 = 0      (5-54)  

donde n es un vector unitario en la dirección axial o en la dirección del eje z, ds es un 
diferencial de superficie y sup es la superficie que encierra el camino de integración.  

La segunda integral que se muestra en la ecuación (5-54) representa el flujo magnético en 
la dirección del eje z  que encierra el camino de integración, pero como la componente 𝐻ഥ௭ 
del campo es nula, esta integral también es nula, dando como resultado que el campo 
eléctrico, en el plano z = constante, se comporta como un campo gradiente o un campo 
conservativo. 

s                      c 
 
      𝒏      𝒅𝒍തതത 
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Al aplicar el teorema de Stoke a la ecuación anterior: 

 ∫ (∇ × 𝑬ഥ) ∙ 𝒏
௦௨௣

𝑑𝑠 = ∮ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍 = 0      (5-55)  

donde 𝒅𝒍 es un vector diferencial de longitud. 

La integral de línea, en un camino cerrado, se puede descomponer en cuatro integrales 
de línea (ver la figura 5-5):  

 ∮ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍 = ∫ 𝐸തథ 
௛

௠
𝜌 𝑑∅ + ∫ 𝐸തఘ

௖

௛
  𝑑𝜌 +  ∫ 𝐸തథ 

௦

௖
𝜌 𝑑∅ + ∫ 𝐸തఘ

௠

௦
  𝑑𝜌 = 0 (5-56)  

donde h, c, s y m son los vértices pertenecientes al camino de integración 

Si las trayectorias s-c y h–m  del camino de integración se escogen de manera tal que 
queden sobre las superficies de los conductores, el campo 𝐸തథ se anula en dichas 

trayectorias; por lo tanto, la ecuación anterior se reduce a la siguiente igualdad:  

 ∫ 𝐸തఘ(𝜌, ∅ଶ, 𝑧)
௥భ

௥మ
  𝑑𝜌 =  ∫ 𝐸തఘ(𝜌, ∅ଵ, 𝑧)

௥భ

௥మ
  𝑑𝜌 (5-57)  

donde r1 y r2 son los radios de los conductores y que se muestran en la fig. 5-1. 

Para que en la relación anterior, ambas integrales sean iguales, la componente del 
campo 𝐸ഥఘ no debe depender del ángulo ϕ; por lo tanto el campo, 𝐸തఘ sólo es función de las 

variables ρ y z . 

A seguir se demuestra que la componente 𝐸തథ del campo eléctrico, para el cable coaxial, 

debe ser nula, la figura 5-6 muestra nuevamente una sección de un cable coaxial y un 
camino de integración, donde la trayectoria limitada por los vértices m-h se ha ubicado en 
una zona donde se encuentra el dieléctrico del cable. 

 

Fig. 5-6  Sección de un cable coaxial 
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Al aplicar la ecuación (5-55) al camino de integración mostrado en la figura 5-6, se obtiene 
lo siguiente: 

 ∮ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍 = ∫ 𝐸ത∅(𝜌, 𝜙, 𝑧) 
థమ

థభ
𝜌 𝑑∅ + ∫ 𝐸തఘ(𝜌, 𝑧)

௥భ

௥
  𝑑𝜌 +  ∫ 𝐸തఘ(𝜌, 𝑧)

௥

௥భ
  𝑑𝜌 = 0 (5-58)  

Como la componente del campo 𝐸തఘ no depende de la variable ϕ, las dos últimas integrales 

se cancelan entre sí, quedando la siguiente igualdad: 

 ∫ 𝐸ത∅(𝜌, 𝜙, 𝑧) 
థమ

థభ
𝜌 𝑑∅= 0 (5-59)  

Para que se cumpla la igualdad anterior, el campo 𝐸തథ tiene que ser nulo. 

En cuanto al campo magnético, la componente 𝐻ഥఘ también es nula, a continuación se 

presenta la demostración:  

Al descomponer la ecuación (3-3), en sus tres componentes escalares, en coordenadas 
cilíndricas y en el dominio de la frecuencia, se obtienen las siguientes ecuaciones: 

 
ଵ

ఘ
  

డ

డథ
𝐸ത௭ −

డ

డ௭
𝐸തథ = −𝑗𝜔𝜇 𝐻ഥఘ (5-60)  

 - 
డ

డఘ
𝐸ത௭ +

డ

డ௭
𝐸തఘ = −𝑗𝜔𝜇 𝐻ഥథ (5-61)  

 
ଵ

ఘ
 

డ

డఘ
(𝜌 𝐸തథ) −

ଵ

ఘ

డ

డథ
𝐸തఘ = −𝑗𝜔𝜇 𝐻ഥ௭ (5-62)  

Nótese de la ecuación (5-60), si las componentes del campo 𝐸ത௭ y 𝐸തథ son nulas, entonces 

el campo 𝐻ഥఘ también es nulo. La única componente del campo magnético que no se anula 

es 𝐻ഥథ, como se puede comprobar con la ecuación (5-61), ya que 𝐸തఘ no es nulo. 

Entonces, el campo magnético y eléctrico en un cable coaxial, para el modo TEM, viene 
dado por las siguientes componentes: 

   ρaE zE ,  (5-63) 

     aH zH ,  (5-64) 

Para calcular la componente 𝐸തఘ del campo eléctrico, se resuelve la ecuación diferencial  

(5-4) y que se transcribe a continuación: 

 0
ρ

1
ρ

2
ρ2ρ

2  EEE   (5-65) 

Como solución general de la ecuación diferencial anterior, usando el método de 
separación de variables,  se plantea la siguiente:  

     zeRzE   ,  (5-66) 

donde Γ , para el modo TEM, viene dado por (5-53): 

   (5-67) 



 

54 
 

La ecuación (5-65), en coordenadas cilíndricas, se transforma en la siguiente: 

 0
11

ρ
2

ρ2

2

2



















EE
z

EE 



   (5-68) 

Al substituir (5-66) en (5-68), se obtiene lo siguiente:  

     0
11

2








 








RR
d

d

d

d
 (5-69) 

Cuya solución es: 

  


 k
R   (5-70) 

Finalmente, con (5-63), (5-66) y (5-70) se obtiene la solución general para el campo 
eléctrico en el cable coaxial: 

     ρρ aaE zz ekekzE 
 
 21

1
,    (5-71) 

donde γ viene dado por (3-33) y k1 y k2 son constantes que se determinan de las 
condiciones de frontera o borde. 

Para calcular el campo magnético, es necesario resolver la ecuación diferencial (5-38) 
pero como dicha ecuación presenta la misma topología que la ecuación (5-4) para el 
campo eléctrico, entonces la solución general es similar a la obtenida en la ecuación 
anterior: 

   



aH zz eheh 21

1
   (5-72) 

donde h1 y h2 se determinan con las condiciones de borde. 

A continuación se obtienen las ecuaciones de Heaviside: 

Para comenzar, al calcular la divergencia de la ecuación (3-4), en el dominio de la 
frecuencia, se obtiene la ecuación de continuidad: 

   0 DJJH s j  (5-73) 

Usando (3-5) y (3-7), la ecuación anterior se simplifica a la siguiente 

   0 EJ s  j  (5-74) 

En la ecuación anterior, la densidad de corriente fuente sJ  , es aquella que circula en 

dirección axial dentro del conductor, y está asociada con la corriente 𝐼(̅𝑧)  del conductor. 

Al integrar la ecuación (5-74) en una superficie hipotética cerrada, la misma es 
equivalente a la ley de Kirchoff referida a la suma de las corrientes en un nodo. 
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Fig. 5-7  Conductor interior de un cable coaxial de longitud Δz y radio r1 

Al integrar la ecuación anterior sobre toda la superficie del conductor que se muestra en la 
figura 5-7, usando el teorema de la divergencia, se obtiene la siguiente relación: 

         0,2 11  


zdzrEjrzIzzI
zz

z

  (5-75) 

Si Δz tiende a cero en la ecuación anterior, se obtiene la siguiente ecuación diferencial: 

      zrEjrzI
dz

d
,2 11    (5-76) 

Al despejar el campo eléctrico en la ecuación anterior para igualarlo a la ecuación (5-71) 
se obtiene lo siguiente: 

 
 

 


j

zI
dz

d

ekek zz




221  (5-77) 

Al substituir la ecuación anterior en la ecuación (5-71) se obtiene el campo eléctrico en 
función de la derivada de la corriente: 

       ρρ aaE zI
dz

d

j
zE


 


2

1
,  (5-78) 

Finalmente se calcula la tensión del cable, integrando el campo eléctrico:  

       ρρ aaE zI
dz

d

r

r

j
dzV

r

r










 
1

2ln
2

11

2


  (5-79) 

Reordenando la ecuación anterior: 

    zV

r

r
j

r

r
zI

dz

d









































1

2

1

2 ln

2

ln

2 
 (5-80) 

Al poner la ecuación anterior de una forma más condensada: 

𝐼(̅𝑧 + Δ𝑧) 

z         z+Δ 

𝐼(̅𝑧) 
2 r1 

𝑬ഥ(𝑟ଵ, 𝑧) n 
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      zVCjGzI
dz

d   (5-81) 

donde G y C son la conductancia y la capacitancia del cable respectivamente, por unidad 
de longitud y vienen dadas por las siguientes expresiones: 

 











1

2ln

2

r

r
G



     (S/m)
 (5-82) 

 











1

2ln

2

r

r
C



      (F/m)
 (5-83) 

La ecuación (5-81) es una de las ecuaciones de Heaviside, es la misma presentada 
anteriormente en (2-4) pero obtenida a través de la ecuación de propagación para el 
campo eléctrico dada por (5-65).  

La segunda ecuación de Heaviside se obtiene a través del vector campo magnético, 
aunque la ecuación (5-72) muestra la solución general para el campo magnético, en este 
caso es preferible trabajar con la ecuación (3-4) para obtener la solución particular para el 
campo magnético. 

Al aplicar el teorema de Stoke a la ecuación (3-4), en el dominio de la frecuencia, teniendo 
en cuenta las propiedades del medio dadas en (3-5) y (3-7), se obtiene la siguiente 
ecuación: 

   dsjds  
supsup

nEnJdlH s   (5-84) 

donde ds es un diferencial de superficie, sup es la superficie limitada por un camino 
cerrado y n es un vector unitario, normal a la superficie. 

 

Fig. 5-8  Sección de un cable coaxial donde se muestra el vector campo magnético 
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Al aplicar la ecuación anterior al camino de integración que se muestra en la figura 5-8, la 
tercera integral debe ser nula ya que en el modo TEM no existe campo eléctrico en la 
dirección axial del cable y en cuanto a la segunda integral, su solución es la corriente 𝐼(̅𝑧) 
que circula por el conductor; entonces al resolver (5-84) se obtiene el campo magnético: 

    


 2
,

zI
zH   (5-85) 

Al comparar las ecuaciones (5-72) con la anterior se obtiene la siguiente igualdad: 

   zz ehehzI 
21    (5-86) 

Según la ecuación anterior, la corriente en el cable está compuesta por dos componentes 
que viajan en direcciones opuestas. 

La figura 5-9 muestra una sección longitudinal de un cable coaxial, también se muestra un 
camino cerrado de integración, en línea segmentada, que será utilizado para aplicar la ley 
de Faraday, dada por la expresión (5-54), luego de aplicar el teorema de Stoke: 

 ∮ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍 = −𝑗𝜔𝜇 ∫ 𝑯ഥ
௦௨௣

∙ 𝒏 𝑑𝑠 = 0      (5-87) 

La integral de línea del campo eléctrico en un camino cerrado, se puede descomponer en 
cuatro integrales de línea, limitadas por los vértices a, b, c y d y que se indican en la figura 
5-9. 

 

Fig. 5-9  Sección de un cable coaxial donde se muestra el vector campo magnético 

 ∮ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍 = ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍
௔

௕
+ ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍

௕

௖
+ ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍

௖

ௗ
+ ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍

ௗ

௔
      (5-88) 

La primera y la tercera de las cuatro integrales, se realizan sobre la superficie de los 
conductores, en el caso de que estos sean conductores ideales, estas integrales son 
nulas, pero en el caso de conductores reales, por condiciones de frontera, tienen que ser 
iguales a la caída de tensión que sufre el conductor por el paso de la corriente:  

  ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍
௔

௕
= ∫ 𝑍̅௜௡௧,ଵ ∙ 𝐼(̅𝑚) 𝑑𝑚

௭ା∆௭

௭
     (5-89) 
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 ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍
௖

ௗ
= ∫ 𝑍̅௜௡௧,ଶ  𝐼(̅𝑚)

௭ା∆௭

௭
 𝑑𝑚      (5-90) 

donde 𝑍̅௜௡௧,ଵy 𝑍̅௜௡௧,ଶson las impedancias interna o superficial39 que tiene el conductor 

interior y el exterior, respectivamente, por unidad de longitud; la parte real de estas 
impedancias  contienen las resistencias de los conductores.  

En la segunda y cuarta integral de la ecuación (5-88), como la integración se realiza en 
dirección del eje ρ , ambas están relacionada con las tensiones del cable:  

 ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍
௕

௖
= −𝑉ത(z)     (5-91) 

 ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍
ௗ

௔
= 𝑉ത(z + ∆z)     (5-92) 

Al substituir (5-89), (5-90), (5-91), (5-85) y  (5-92) en (5-87) y al reordenar la ecuación, se 
obtiene lo siguiente: 

𝑉ത(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑉ത(𝑧) = −൫𝑍̅௜௡௧,ଵ + 𝑍̅௜௡௧,ଶ൯ ∫ 𝐼(̅𝑚) 𝑑𝑚
௭ା∆௭

௭
− 𝑗𝜔𝜇 ቀ∫

ଵ

ଶగఘ

௥మ

௥భ
 𝑑𝜌 ቁ ቀ∫ 𝐼(̅𝑚) 𝑑𝑚

௭ା∆௭

௭
ቁ   

    (5-93) 

Si en la ecuación anterior Δz tiende a cero, se obtiene una ecuación diferencial: 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത(𝑧) =  − ቆ𝑍̅௜௡௧,ଵ + 𝑍̅௜௡௧,ଶ + 𝑗𝜔

ఓ

ଶగ
𝑙𝑛 ቀ

௥మ

௥భ
ቁቇ 𝐼(̅z)  (5-94) 

La ecuación anterior se puede escribir de manera más condensada: 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത(𝑧) =  −൫𝑍̅௜௡௧,ଵ + 𝑍̅௜௡௧,ଶ + 𝑗𝜔 𝐿௘௫௧൯  𝐼(̅z)  (5-95) 

donde: 

 𝐿௘௫௧ =  
ఓ

ଶగ
𝑙𝑛 ቀ

௥మ

௥భ
ቁ   (H / m) (5-96) 

Lext es la inductancia del cable, por unidad de longitud, debido a los enlaces de flujo que 
se encuentra en el dieléctrico. 

La ecuación anterior, es la segunda ecuación de Heaviside, similar a la presentada en 
(2-3) pero obtenida a través de las ecuaciones de campo. 

                                                           
39 Consultar la página 84 del libro de Perry [1985] para el cálculo de la impedancia superficial en cables. 
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Fig. 5-10  Red eléctrica equivalente para un diferencial de longitud dz de un cable  

Con las ecuaciones diferenciales de Heaviside, dadas por (5-95) y (5-81) se puede 
deducir la red eléctrica equivalente para un diferencial de longitud Δz del cable o de la 
línea, la figura 5-10 muestra la red en cuestión, y los parámetros eléctricos como G, L y C 
pueden ser calculados usando (5-82), (5-83) y (5-96).  

Los parámetros eléctricos G, L y C deducidos en este apartado, dadas por las ecuaciones 
(5-82), (5-83) y (5-96), son válidos para cables coaxiales. Para el caso de la línea 
balanceada, que es aquella formada por dos conductores cilíndricos iguales, puestos en 
paralelo, separados a una distancia d, el cálculo de los parámetros eléctricos se obtienen 
con las mismas ecuaciones (5-82), (5-83) y (5-96) teniendo el cuidado de substituir el 
radio del conductor exterior del cable r2 coaxial por la separación d de los cables de la 
línea balanceada.    

5.4 Modelación de barras para puesta a tierra usando el 

modelo de la línea de transmisión de Heaviside. 

Como se ha dicho en la introducción de este trabajo, las ecuaciones de Heaviside también 
son utilizadas para modelar electrodos de puesta a tierra; sin embargo, las ecuaciones en 
cuestión no se amoldan o se adaptan completamente para modelar electrodos, en este 
apartado se explica con detalle estos inconvenientes encontrados. 

a) Los modos de propagación. 

La figura 5-11 muestra las líneas de fuerza de la densidad de corriente o del campo 
eléctrico, que tiene el suelo, en coordenadas cilíndricas, a causa de la inyección de 
corriente a través de una barra. El cálculo fue realizado usando el programa de 
libre uso, de elementos finitos  FEMM en su versión 3.3 [Malpica, 2005]. 

C dz G dz 

L dz 

𝑍̅௜௡௧,ଶ 𝑑𝑧 

𝑍̅௜௡௧,ଵ 𝑑𝑧 

dz 

z z+dz 

𝑑𝐼(̅𝑧) 𝑉ത(𝑧) 𝐼(̅𝑧) 𝐼(̅𝑧) + 𝑑𝐼(̅𝑧) 

𝑑𝑉ത(𝑧) 

𝑉ത(𝑧) + 𝑑𝑉ത(𝑧) 
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Fig. 5-11  Líneas de fuerza para el vector densidad de corriente y campo 
eléctrico para una barra enterrada en el suelo.  

Para el caso mostrado en la figura 5-11, se consideró una barra de 1 metro de 
longitud y 2 cm de diámetro, se asumió una conductividad del suelo igual a 0.01 (S 
m) y una frecuencia de 10 kHz. Como el vector campo eléctrico tiene que ser 
tangente a las líneas de fuerza, nótese en la figura que el campo eléctrico, cercano 
al electrodo, tiene componentes en la dirección axial de la barra (eje z); por lo 
tanto, el campo electromagnético, no es un campo del tipo TEM exclusivamente. 

Ya en los apartados 5.1 y 5.2, donde se trata la formación de los modos TE y TM,  
se intuye que si se modela una barra como si fuera una línea de transmisión, es 
factible la aparición de estos modos,  debido a que la atenuación para estos 
modos se hace comparable con la atenuación del modo TEM, modos que no 
contemplan las ecuaciones de Heaviside. 

b) El cálculo de los parámetros eléctricos G, L, C  

En los sistemas de puesta a tierra, por lo general se asume que la corriente que se 
inyecta en la tierra, a través de los electrodos, la misma retorna en el infinito, esto 
se explica en el apartado 4.6 de este trabajo.  

Entonces, si se quiere modelar el electrodo como si fuera una línea de transmisión, 
ya sea como un cable coaxial, tal como se muestra en la figura 5-3, asumiendo 
que el radio del conductor exterior es infinito (r2 = ∞);  o como una línea 
balanceada, como se muestra en la figura 4-11, con una separacion infinita entre 
los  electrodos  ( d = ∞), los parámetros eléctricos R, L y C, deducidos para la línea 
de transmisión dados por las ecuaciones (5-82), (5-83) y (5-96), no pueden ser 
utilizados bajo esta condición.  

 

𝑬ഥ 
𝑬ഥ 
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Es por este motivo que al querer modelar una barra usando el modelo de la línea 
de transmisión, para el cálculo de los parámetros eléctricos, los investigadores 
utilizan otras formulaciones, diferentes a las obtenidas para la línea de transmisión.  

Por ejemplo, para calcular las conductancias y las capacitancias se emplean las 
contribuciones de Dwight [1936], Sunde [1967], Howe [1914], Schwarz [1954], 
Rudenberg [1945], Takahashi [1991] y Tagg [1964] y para calcular las inductancias 
se emplean las formulaciones de Rosa [1908, 1912] y Grover [1946]. 

Por todo lo anterior, el modelo de Heaviside para líneas de transmisión, no se adapta 
totalmente para modelar barras de puesta a tierra, por este motivo, en este trabajo se 
deducen un par de ecuaciones, similares a las obtenidas por Heaviside, pero que sean 
válidas para ser utilizadas en barras para puesta a tierra y extraer de las nuevas 
ecuaciones los parámetros eléctricos. En el capítulo siguiente se desarrollan las nuevas 
ecuaciones. 
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6 Nuevas ecuaciones del tipo Heaviside, válidas para 

modelar barras para puesta a tierra. 

En este capítulo, se desarrollan unas nuevas ecuaciones, con la misma topología de las 
ecuaciones de Heaviside, pero para ser utilizadas en barras para puesta a tierra [Malpica, 
2014] 

6.1 Desarrollo de las ecuaciones 

Como hipótesis, se asume que en el suelo ocurre un fenómeno de propagación del campo 
electromagnético; y que dicho campo se puede obtener a través de los potenciales 
escalar eléctrico y vectorial magnético. Para comenzar, se plantea resolver la ecuación de 
propagación (3-31) para el vector potencial magnético y que se transcribe nuevamente a 
continuación [Malpica, 2006]: 

 sJAA   22  (6-1) 

donde 𝑱̅𝒔 es la densidad de corriente fuente que origina el campo magnético, esta 
densidad de corriente se asume que se encuentra en los electrodos de puesta a tierra. 

El potencial escalar eléctrico 𝑉ത , se puede obtener a través de la condición de Lorentz, si el 
potencial vectorial magnético es conocido: 

 A
2γ

jω
V  (6-2) 

Con los potenciales, tanto el vector campo eléctrico como el vector densidad de flujo 
magnético se obtienen con las ecuaciones (3-36) y (3-22) respectivamente: 

 AE j V  (6-3) 

 AB   (6-4) 

Nótese que para calcular tanto el campo eléctrico como el vector densidad de flujo 
magnético, la mayor dificultad está en resolver la ecuación diferencial vectorial, en 
derivadas parciales, dada por (6-1). Para resolver la ecuación en cuestión, se aplica un 
método de integración,  que se deduce de la segunda identidad de Green [Panofsky, 
1956]40 y cuyo resultado se muestra a seguir: 

      



v

f vdz,y,xz,y,x,z,y,xgμz,y,x JA 1
 (6-5) 

donde: x,y,z son las coordenadas donde se quiere evaluar el campo; 𝑥̀, 𝑦̀, 𝑧̀ son las 
coordenadas donde se encuentran la densidad de corriente fuente; v` es el volumen 
donde se encuentran las corrientes fuentes, 𝜇ଵ es la permeabilidad del suelo y g es la 
                                                           
40  Consultar la página 210 del libro de Panofsky para la ecuación de onda, no homogénea y su solución 

mediante funciones de Green. 
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función de Green que, para un medio infinito y bi-estratificados [Sommerfeld, 1949]41; 
[Stinson,1976]42, es la siguiente: 

 

     


 






 






0

2
1

22
0

22
1

2
1

22
0

zzγu2
0

22
1

rγrγ

du
γuγuγuπ4

eγuuu
2

rπ4

e

rπ4

e
,,,,,

2
1

2
11



0J
zyxzyxg

 (6-6) 

donde: 𝐽଴ es la función de Bessel de primer tipo y orden cero, 𝛾଴ es la constante dada por 
(3-33) pero evaluada tomando en cuenta las propiedades del aire (conductividad, 
permeabilidad y permitividad), 𝛾ଵ es la constante dada también por (3-33) pero evaluando 
ε, μ, y σ de acuerdo a las propiedades del suelo y las variables r ,  𝑟´ y ρ vienen dadas por 
las siguientes relaciones: 

    2222 zzr,zzr    (6-7) 

    22 yyxx   (6-8) 

La función de Green dada en (6-6), sólo es válida para el caso que las corrientes fuentes 
estén en dirección vertical o en dirección del eje z, para corrientes fuentes que tengan 
otras direcciones, consultar la obra de Sommerfeld [1949]. 

 

Fig. 6-1  Barra de puesta a tierra y sistema de coordenadas cartesiano 

 
La figura 6-1 muestra una barra o jabalina enterrada en el suelo; el sistema de 
coordenadas seleccionado y que se muestra en la figura, se ubicó de manera tal que el 
eje z quede coaxial con la barra; por otra parte, el plano z = 0 se ubicó de forma tal que 
coincide con el plano formado por la frontera aire – tierra y el eje y, aunque no se muestra, 
se encuentra saliendo normal al plano de la figura. 

Una aproximación que se realiza a la solución propuesta en (6-5) consiste en substituir la 
barra por un alambre muy fino [Noda, 2002]; de esta forma, en lugar de integrar la 
densidad de corriente fuente, se integra la corriente en la barra (elemento de corriente43): 

                                                           
41  Consultar la página 236 del libro de Arnold Sommerfeld, en el capítulo “Problems of Radio” donde se 

deduce la función de Green para un medio infinito formado por dos estratos. 
42  Consultar la página 227 del libro de Stinson para las funciones de Green. 
43  Elemento de corriente: “En un punto dado de un tubo filiforme de corriente, es la cantidad vectorial igual 

al producto de la corriente eléctrica y el vector diferencial de longitud en dicho punto. Nota: Un elemento 
de corriente es expresado por I dr donde I es la corriente y dr es el vector diferencial de longitud” 
Fuente: IEC Vocabulario Electrotécnico Internacional 

𝐼(̅𝑧́) 

z 
aire 
eje x                       
 
 
tierra 

             l 
         barra 
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      



0

1

l

zdzIz,y,x,z,y,xgμz,y,x zaA  (6-9) 

donde 𝐼(̅𝑧́) es la corriente en la barra, 𝒂𝒛 es un vector unitario que apunta en la dirección 
del eje z , l es la longitud de la barra, el signo negativo en la ecuación obedece a que en la 
figura se toma como sentido positivo de la corriente la dirección − 𝒂𝒛  ; y por último, por la 
ubicación de los ejes de coordenada, se tiene que  𝑥́ = 𝑦́ = 0. 

Si la corriente en la barra 𝐼(̅𝑧́) fuera conocida, el vector potencial magnético en la tierra se 
obtiene resolviendo (6-9) y luego el campo eléctrico y la densidad de flujo magnético se 
pueden obtener usando (6-2), (6-3) y (6-4); pero en este caso, la corriente en la barra 𝐼(̅𝑧́) 
es desconocida; por lo tanto, la ec. (6-9) por si sola no tiene mucha utilidad; sin embargo, 
la ec. (6-9) será usada para determinar las ecuaciones diferenciales que rigen el 
comportamiento de la barra. 

 

 
Fig. 6-2  Barra de puesta a tierra sometida a un campo eléctrico primario 𝑬ഥ𝒑 

La figura 6-2 muestra nuevamente una barra enterrada en el suelo, sometida a un campo 
eléctrico primario 𝑬ഥ𝒑 que puede ser generado o producido por la corriente debida a una 

descarga atmosférica que impactó en la tierra cercano a la barra, o el campo generado 
por otros electrodos de puesta a tierra o el campo producido por cualquier otro evento 
eléctrico o electromagnético. 

Lo primero que se quiere hacer es sumar las tensiones que se muestran en el camino 
cerrado formado por un rectángulo hecho con líneas segmentadas mostradas en la figura 
6-2 y cuyos vértices están designados por las letras a, b, c y d. Los puntos o vértices a y c 
se encuentran muy alejados de la barra o en el infinito y los puntos b y d se encuentran 
sobre la superficie de la barra, las tensiones 𝑈ഥ௔௕ y 𝑈ഥௗ௖ están calculadas siguiendo un 
camino horizontal, en dirección paralela al eje x mostrado en la figura 6-2. 

Para calcular la tensión entre dos puntos cualesquiera k y m, se integra el vector campo 
eléctrico dado por (6-3): 

𝑨ഥ𝒔 

tierra 

𝑬ഥ𝒑 

𝑧 + ∆𝑧 

𝑈ഥ௕ௗ  

𝑧 

a                                 b 
 
 
 

c                                 d  

   eje z 
 
aire 
 
eje  x 
 

𝑈ഥ௔௕  
 
          dl 
𝑈ഥ௖௔                   𝐼ഥ(𝑧́) 
 

              𝑈ഥௗ௖                barra 
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 𝑈ഥ௞௠ = − ∫ 𝑬ഥ ∙ 𝒅𝒍
௞

௠
 =  𝑗𝜔 ∫ 𝑨ഥ ∙ 𝒅𝒍 + 𝑉ത௞ − 𝑉ത௠

௞

௠
 (6-10) 

donde 𝑈ഥ௞௠ es la tensión entre los puntos k  y m, dl  es el vector diferencial de longitud 

tangente al camino de integración y  𝑉ത௞ y  𝑉ത௠ son los potenciales escalares eléctrico de los 

puntos k y m respectivamente. 

La suma de las tensiones, en un camino cerrado, es igual a la integral de línea del campo 
eléctrico, dado por (6-3) , siguiendo el mismo camino cerrado (ver la fig. 6-2 ): 

 
bddccaab UUUU   dlAdlE ωj  (6-11) 

Por otra parte, se asume que el campo eléctrico que existe en el suelo está compuesto 
por dos componentes: un campo primario 𝑬ഥ𝒑 , originado por una fuente externa a la barra  

(ver la fig. 6-2) y un campo secundario 𝑬ഥ𝒔 , creado por la propia corriente de la  barra, 
entonces el campo eléctrico en el suelo viene dado por la suma de ambos campos: 

 𝑬ഥ = 𝑬ഥ𝒑 + 𝑬ഥ𝒔 (6-12) 

Si el campo eléctrico se descompone en sus potenciales, según (6-3), entonces los 
potenciales también tendrán dos componentes: 

 𝑨ഥ = 𝑨ഥ𝒑 + 𝑨ഥ𝒔 (6-13) 

 𝑉ത = 𝑉ത௣ + 𝑉ത௦ (6-14) 

donde  𝑨ഥ𝒑 y  𝑨ഥ 𝒔 son los potenciales vectoriales primario y secundario respectivamente y a 

la vez,  𝑉ത௣ y  𝑉ത௦  son los potenciales escalares primario y secundario respectivamente. 

Entonces, en cuanto a las tensiones que se muestran en la figura 6-2, tendrán también 
dos componentes, una primaria creada por la fuente de campo externa y la tensión 
secundaria creada por la propia corriente de la barra. 

Para la tensión 𝑈ഥ௔௕  mostrada en la figura: 

 𝑈ഥ௔௕ = 𝑈ഥ௣,௔௕ + 𝑈ഥ௦,௔௕ (6-15) 

donde 𝑈ഥ௣,௔௕ y 𝑈ഥ௦,௔௕ son las componentes de la tensión 𝑈ഥ௔௕  debido al campo primario y 

secundario respectivamente. 

Igual sucede con la tensión 𝑈ഥௗ௖ que tendrá dos componentes: 

 𝑈ഥௗ௖ = 𝑈ഥ௣,ௗ௖ + 𝑈ഥ௦,ௗ௖ (6-16) 

Como el vector potencial magnético 𝑨ഥ𝒔 solo tiene componente en la dirección 𝒂𝒛 , según 
(6-9) , la tensión  𝑈ഥ௦,௔௕  calculada según (6-10) es igual a menos el potencial escalar que 

tiene el punto b mostrado en la figura 6-2: 
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 𝑈ഥ௦,௔௕ = −𝑉ത௦(𝑟, 0, 𝑧 + ∆z) (6-17) 

donde (𝑟, 0, 𝑧 + ∆z) son las coordenadas del punto b, que es un punto que se encuentra 
sobre la superficie del electrodo, r  es el radio de la barra y Δz > 0. El punto a mostrado en 
la figura 6-2, se asume que tiene potencial nulo por encontrarse en el infinito. 

Análogamente, la tensión  𝑈ഥ௦,ௗ௖ es igual al potencial escalar que tiene el punto d mostrado 

en la figura 6-2: 

 𝑈ഥ௦,ௗ௖ = 𝑉ത௦(𝑟, 0, 𝑧) (6-18) 

donde (𝑟, 0, 𝑧) son las coordenadas del punto d mostrado en la figura 6-2 y que se 
encuentra sobre la superficie del electrodo. 

Las tensiones 𝑈ഥ௣,௔௕ y 𝑈ഥ௣,ௗ௖  se calculan usando (6-10): 

 𝑈ഥ௣,௔௕ = 𝑗𝜔 ∫ 𝑨ഥ𝒑(𝑥, 0, 𝑧 + ∆𝑧)
ஶ

௥
∙  𝒂𝒙 𝑑𝑥 − 𝑉ത௣(𝑟, 0, 𝑧 + ∆𝑧) (6-19) 

 𝑈ഥ௣,ௗ௖ = 𝑗𝜔 ∫ 𝑨ഥ𝒑(𝑥, 0, 𝑧)
௥

ஶ
∙ 𝒂𝒙 𝑑𝑥 + 𝑉ത௣(𝑟, 0, 𝑧) (6-20) 

La tensión 𝑈ഥ௖௔ se asume nula ya que se considera que no hay fuentes en el infinito: 

 𝑈ഥ௖௔ = 0 (6-21) 

Por último, la tensión 𝑈ഥ௕ௗ  , como se calcula sobre la superficie de la barra, por condiciones 
de frontera se impone que el campo eléctrico tangencial a la superficie, debe ser continuo, 
entonces dicha tensión debe ser igual a la integral del producto de la impedancia interna o 
la impedancia superficial de la barra [Perry, 1985]44 multiplicada por la corriente en la 
barra: 

 𝑈ഥ௕ௗ = ∫   𝑍̅௜௡௧  𝐼(̅𝑧́) 𝑑𝑧́
௭ା∆௭

௭
 (6-22) 

Al substituir (6-13) en (6-11) se obtiene lo siguiente: 

  dlAdlA   spbddccaab UUUU ωj  (6-23) 

donde las dos integrales de línea vienen dadas por: 

ර 𝑨ഥ𝒑 ∙ 𝒅𝒍 = න 𝑨ഥ𝒑(𝑥, 0, 𝑧 + ∆𝑧)
ஶ

௥

∙  𝒂𝒙 𝑑𝑥 + න 𝑨ഥ𝒑(𝑥, 0, 𝑧)
௥

ஶ

∙ 𝒂𝒙 𝑑𝑥 + න 𝑨ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑚)
௭ା∆௭

௭

∙ 𝒂𝒛 𝑑𝑚 

  (6-24) 

 ∮ 𝑨ഥ𝒔 ∙ 𝒅𝒍 = ∫ 𝑨ഥ𝒔(𝑟, 0, 𝑚)
௭ା∆௭

௭
∙  𝒂𝒛 𝑑𝑚 (6-25) 

Al substituir (6-17), (6-18), (6-19), (6-20), (6-21), (6-22), (6-24), y (6-25) en (6-23) se 
obtiene lo siguiente: 

                                                           
44 Consultar la página 85 del libro de Perry para el cálculo de la impedancia superficial. 
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𝑉ത௦(𝑟, 0, 𝑧 + ∆𝑧) − 𝑉ത௦(𝑟, 0, 𝑧) − න 𝑍̅௜௡௧𝐼(̅𝑧́)𝑑𝑧́
௭ା∆௭

௭

+ 𝑗𝜔 න 𝑨ഥ𝒔(𝑟, 0, 𝑚)
௭ା∆௭

௭

∙ (𝒂𝒛) 𝑑𝑚 = −𝑉ത௣(𝑟, 0, 𝑧 + ∆𝑧) + ⋯ 

 ∙∙∙ +𝑉ത௣(𝑟, 0, 𝑧) − 𝑗𝜔 ∫ 𝑨ഥ 𝒑(𝑟, 0, 𝑚)
𝑧+∆𝑧

𝑧 ∙  𝒂𝒛 𝑑𝑚 (6-26) 

Si la ecuación anterior se divide toda por Δz y si ∆𝑧 → 0, se obtiene la siguiente ecuación 
diferencial: 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത௝(𝑧) − 𝑍̅௜௡௧𝐼(̅𝑧) + 𝑗𝜔  𝑨ത

𝒔
(𝑟, 0, 𝑧) ∙ 𝒂𝒛 − ቂ

డ

డ௭
𝑉ത𝑝(𝑟, 0, 𝑧) + 𝑗𝜔𝑨ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑧) ∙ 𝒂𝒛ቃ = 0 (6-27) 

donde 𝑉ത௝(𝑧) es el potencial escalar eléctrico, que tiene la superficie de la barra o jabalina, 

en la posición z debido a su propia corriente: 

 𝑉ത௝(𝑧) = 𝑉ത𝑠(𝑟, 0, 𝑧) (6-28) 

Lo que está dentro de los paréntesis en la ecuación (6-27) se puede simplificar, teniendo 
en cuenta (6-3): 

 𝑬ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑧) ∙ 𝒂𝒛 = −
డ

డ௭
𝑉ത𝑝(𝑟, 0, 𝑧) − 𝑗𝜔  𝑨ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑧) ∙ 𝒂𝒛 (6-29) 

donde 𝑬ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑧) es el campo eléctrico primario evaluado sobre la superficie de la barra.  

Al substituir (6-9) y (6-29) en (6-27): 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത௝(𝑧) − 𝑍̅௜௡௧𝐼(̅𝑧) − 𝑗𝜔𝜇ଵ ∫ g (𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́) 

଴

ି௟
𝐼(̅𝑧́) 𝑑𝑧́ = 𝑬ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑧) ∙ 𝒂𝒛 (6-30) 

donde g  viene dada por la ec. (6-6). 

La ecuación anterior representa una de las ecuaciones del tipo Heaviside para barras de 
puesta a tierra, donde la fuente es un campo externo 𝑬ഥ𝒑 que irradia la superficie de la 

misma. Nótese la similitud de la ecuación anterior con la ecuación (2-3), en ambas la 
derivada de la tensión está en función de la corriente. 

La otra ecuación equivalente del telegrafista, se obtiene al calcular el potencial escalar 
eléctrico, usando la condición de Lorentz dada por (6-2).  Para calcular el potencial 
escalar en la tierra, es necesario calcular previamente la divergencia del vector potencial 
magnético dado por (6-9): 

       







0

1 ,y,x,,,g,,
l

s zdzIzzyx
z

zyx A  (6-31) 

Pero se desea que la divergencia del potencial vectorial magnético  quede en función de 
la derivada de la corriente, para ello se calculará nuevamente la divergencia del vector 
potencial magnético, pero en el dominio de las coordenadas de las fuentes (𝑥́, 𝑦́, 𝑧́ ), 
usando el operador especial ∇´ que opera en las coordenadas en cuestión: 

   0 z,y,xsA  (6-32) 

Cuyo resultado debe ser cero, en vista de que el potencial magnético sólo depende de las 
coordenadas (x,y,z). Pero al substituir (6-9) en (6-32) se obtiene la siguiente igualdad: 
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         zI
zd

d
z,y,x,z,y,xgzIz,y,x,z,y,xg

z






  (6-33) 

La ecuación anterior es válida para cualquier función de Green, entonces se plantea 
encontrar otra función de Green  f  tal que se cumpla la siguiente igualdad: 

      z,y,x,z,y,xf
z

z,y,x,z,y,xg
z








  (6-34) 

Si f existe, entonces haciendo uso de (6-33), la divergencia del vector potencial magnético 
se puede expresar como una función que depende de la derivada de la corriente en la 
barra: 

      






0

1 ,y,x,,,,,
l

s zdzI
zd

d
zzyxfzyx A  (6-35) 

Haciendo una inspección de la función de Green g dada por la ecuación (6-6), se obtiene f 
: 

      


 






 






0

2
1

22
0

22
1

2
1

22
0

zzγu2
0

22
10

rγrγ

du
γuγuγuπ4

eγuuJu
2

rπ4

e

rπ4

e
,,,,,

2
1

2
11




zyxzyxf  (6-36) 

Finalmente, usando (6-2) , (6-35) y (3-35) se obtiene el potencial escalar eléctrico, para 
cualquier punto del suelo: 

      










0

11

,y,x,,,
1

,,
l

s zdzI
zd

d
zzyxf

j
zyxV


 (6-37) 

donde 𝜎ଵ y 𝜀ଵ y son la conductividad y la permitividad del suelo respectivamente 
 y  𝑥́ = 𝑦́ = 0. 

Con la ecuación anterior, evaluada sobre la superficie de la barra, ver la ec. (6-28) se 
obtiene el potencial de la misma: 

       0,0,0,,0,
1 0

11











zVzdzI
zd

d
zzrf

j j

l
 (6-38) 

La ecuación anterior es la segunda ecuación del tipo Heaviside que se quería obtener. 

6.2 Discusión 

Las ecuaciones obtenidas en (6-30) y (6-38), para modelar barras, presentan la misma 
topología que tienen las ecuaciones de Heaviside dadas en (2-3) (2-4) y que se presentan 
nuevamente a seguir: 

a) Ecuaciones de Heaviside para líneas de transmisión: 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത(𝑧) − 𝑅  𝐼(̅𝑧) − 𝑗𝜔𝐿  𝐼(̅𝑧) = 𝐸଴ (6-39) 
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 (𝐺 + 𝑗𝜔𝐶)ିଵ ௗ

ௗ௭
𝐼(̅𝑧) −  𝑉ത(𝑧) = 0 (6-40) 

donde 𝐸଴ es la componente de un campo eléctrico externo o primario, en la 
dirección axial,  que irradia a la línea45. 

b) Ecuaciones del tipo Heaviside para barras de puesta a tierra: 

 
ௗ

ௗ௭
𝑉ത௝(𝑧) −  𝑍̅௜௡௧  𝐼(̅𝑧) − 𝑗𝜔 𝜇ଵ ∫  𝑔(𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́)

଴

ି௟
 𝐼(̅𝑧́) 𝑑𝑧́ = 𝑬ഥ𝒑(𝑟, 0, 𝑧) ∙ 𝒂𝒛 (6-41) 

       0,0,0,,0,
1 0

11











zVzdzI
zd

d
zzrf

j j

l
 (6-42) 

 donde  𝑔(𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́) y  𝑓(𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́) vienen dadas por (6-6) y (6-36). 

La primera ecuación de Heaviside, dada por (6-39), relaciona la derivada de la tensión 
con la corriente de la línea y esto mismo sucede con la nueva ecuación del tipo Heaviside 
(6-41) donde la derivada de la tensión de la barra se relaciona con la corriente de la 
misma barra. 

La segunda ecuación de Heaviside, dada por (6-40), relaciona la derivada de la corriente 
con la tensión de la línea y esto mismo ocurre con la ecuación (6-42) donde la derivada de 
la corriente de la barra se relaciona con la tensión que adquiere la misma barra. 

Es por esta razón, que en este trabajo se pretende llamar al sistema de ecuaciones 
obtenido, como ecuaciones del tipo Heaviside. 

Haciendo nuevamente una comparación de (6-39) con (6-41) ambas están asociadas con 
los efectos inductivos y resistivos que existen tanto en la línea de transmisión como en la 
barra. En la ecuación (6-39) se observa que la derivada de la tensión, evaluada en el 
punto z de la línea, depende de la corriente que hay en el mismo punto z. Si se hace el 
mismo análisis para la ecuación obtenida para la barra (6-41) se observa, por la 
integración, que toda la corriente de la barra influye en la derivada de la tensión, evaluada 
en el punto z y esto se debe a que toda la corriente contribuye con el campo magnético 
que existe en el punto z. 

Según la ecuación (3-30) , se sabe que las cargas eléctricas son las fuentes del potencial 
escalar eléctrico; sin embargo, las ecuaciones (2-4) y (6-38) parecieran que no están en 
concordancia con tal hecho, ya que en ambas ecuaciones la tensión está en función de la 
derivada de la corriente. No obstante, al usar la ecuación de continuidad [Marshall, 
1997]46 , se encuentra la relación entre la carga y la derivada de la corriente, para un 
conductor cilíndrico que está en contacto directo con el suelo: 

                                                           
45  Esta componente 𝐸଴ la incluye Heaviside en sus ecuaciones, consultar la página 85 del tomo II del libro de 

Heaviside [1894]. 
46  Consultar la página 316 del libro. 



 

70 
 

 𝜍(𝑧́) = −
ఌభ

(ఙభା௝ఠఌభ)ଶ గ ௥భ

ௗ

ௗ௭
𝐼(̅𝑧́) (6-43) 

donde 𝜍(𝑧) es la densidad superficial de carga que se encuentra sobre la superficie del 
conductor o de la barra y r1 es el radio del conductor o de la barra.  

Entonces de acuerdo a la ecuación anterior, si la derivada de la corriente no es nula, es 
porque existen cargas sobre la superficie del conductor o de la barra. 

Al analizar y comparar las ecuaciones (6-40) con (6-42), teniendo en cuenta la ecuación 
(6-43), se observa que en la ecuación (6-40), obtenida por Heaviside, el potencial que 
existe en el punto z de la línea, sólo es generado por las cargas que se encuentra en el 
mismo punto z; y para la barra, según (6-42), toda la carga que se encuentra distribuida a 
lo largo de la superficie de la barra, contribuye con el potencial escalar que tiene el punto 
z sobre la superficie de la barra. 

En cuanto a los modos de propagación, en el capítulo 5 dedicado a las líneas de 
transmisión, se demuestra la existencia de ondas cilíndricas (ver (5-19) y (5-20)) que se 
propagan en la dirección axial y para que ocurra el modo de propagación TEM, el 
autovalor 𝑎௠,௞ debe ser nulo, y este autovalor es determinante al evaluar la constante de 

propagación  𝛤௠,௞, (ver las ecuaciones (5-29) y (5-51)) y para los modos TM y TE, el 

autovalor en cuestión debe ser diferente de cero. 

Ahora bien, hasta ahora no se ha hecho mención sobre los autovalores seleccionados 
para el caso de las nuevas ecuaciones desarrolladas en este capítulo; pues bien, la 
solución presentada fue hecha con base a la función de Green dada en (6-6), dicha 
función está compuesta por dos ondas esféricas y la integración representa una suma 
infinita de ondas cilíndricas.  

Pero una onda esférica, puede ser transformada en ondas cilíndricas, mediante el uso de 
la siguiente relación [Sommerfeld, 1949]47: 

  
 




0

022

zzγurγ

duuρJ
γu

eu

r

e
22

 (6-44) 

Al substituir la ecuación anterior, en la función de Green (6-6) y teniendo en cuenta (6-5), 
se obtiene el vector potencial magnético en la tierra, vector que fue utilizado para calcular 
todos los parámetros eléctricos de la barra y el campo eléctrico en la tierra: 

 

                                                           
47 Consultar las páginas 84 y 240 del libro para ondas esféricas y cilíndricas. 
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zaA  (6-45) 

Las tres integrales representan una suma infinita de ondas cilíndricas, con autovalores (u) 
que van desde cero hasta el infinito; por lo tanto, se están tomando absolutamente todos 
los modos de propagación que pueden existir en la tierra. 

En cuanto a la impedancia de puesta a tierra, al resolver el sistema de ecuaciones 
formado por (6-41) y (6-42), la impedancia vendrá dada por la tensión de la barra, 
calculada en la parte superior de la misma (z = 0) y la corriente inyectada en la tierra a 
través del electrodo (ver la figura 6-2): 

 𝑍̅௕௔௥௥௔ =
௏ഥೕ(଴)

ூ(̅଴)
 (6-46) 

En este trabajo no se presenta la solución del sistema de ecuaciones dadas por (6-41) y 
(6-42) y será tema de otra investigación. Sin embargo, en el próximo capítulo, a partir del 
par de ecuaciones dadas por (6-41) y (6-42), se deduce un circuito eléctrico equivalente, 
discreto, para una barra y a partir de la red eléctrica, se deduce un método matricial para 
determinar la distribución de la corriente en la misma. 
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7 Deducción de la red eléctrica equivalente para modelar 

barras de puesta a tierra, el cálculo de la corriente en 

la barra y el cálculo de los potenciales del suelo. 

7.1 Red eléctrica equivalente. 

Si la barra se divide en n segmentos, tal como se muestra en la figura 7-1, todos ellos de 
igual longitud ∆𝑙 [Malpica, 2014], se puede obtener la red eléctrica equivalente discreta, 
usando las nuevas ecuaciones del tipo Heaviside dadas por (6-41) y (6-42), 
 

 
Fig. 7-1  Barra dividida en n secciones o segmentos. 

 
Si el número de elementos en que se divide la barra es lo suficientemente grande, 
entonces la corriente en el segmento i se puede aproximar a una constante igual a 𝐼௜̅ y por 
lo tanto no depende de la variable 𝑧́: 

 𝐼(̅𝑧́) = 𝐼௜̅      si    −𝑙௜ିଵ > 𝑧̀ ≥ −𝑙௜  ,   donde  𝑧́ ≤ 0 (7-1) 

en la figura 7-2 se muestran las corrientes en cuestión para una barra dividida en n 
secciones. 

La tensión ∆𝑉തതതത
௜ que cae en el elemento i de una barra (ver la figura 7-2), se puede obtener 

integrando la ecuación (6-41), considerando que el campo primario 𝑬ഥ𝒑 es nulo y tomando 

en cuenta (7-1) : 

#1 

#2 

#i 

#3 

#n-1 

#n 

𝑙௜ 

∆𝑙 

Eje z 
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 ∆𝑉തതതത
௜ = ∫

ௗ

ௗ௭
𝑉ത௝(𝑧)𝑑𝑧

ି௟೔షభ

ି௟೔
= (𝑍̅௜௡௧∆𝑙)𝐼௜̅ + 𝑗𝜔𝜇ଵ ∑ ቂ∫ ∫ g (𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́)

ି௟ೕషభ

ି௟ೕ
𝑑𝑧́ 𝑑𝑧

ି௟೔షభ

ି௟೔
ቃ 𝐼௝̅

௡
௝ୀଵ  (7-2) 

donde 𝑙௜ es la distancia medida desde la superficie de la tierra hasta la extremo inferior del 
elemento i, (li ≥ 0), como se muestra en la figura 7-1.  
Pero la ecuación (7-2) se puede simplificar y escribir como una ecuación de  red  eléctrica, 
donde la caída de tensión se debe a la corriente que pasa por un grupo de impedancias 
series: 

 ∆𝑉തതതത
௜ = ∑ 𝑧௜̅௝  𝐼௝̅

௡
௝ୀଵ  (7-3) 

donde cada elemento de la impedancia serie 𝑧௜̅௝  viene dado por: 

 𝑧௜̅௜ = 𝑍̅௜௡௧∆𝑙 +  𝑗𝜔𝜇ଵ ∫ ∫ g (𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́)
ି௟೔షభ

ି௟೔
𝑑𝑧́ 𝑑𝑧 

ି௟೔షభ

ି௟೔
 (7-4) 

 𝑧௜̅௝ =  𝑗𝜔𝜇ଵ ∫ ∫ g (𝑟, 0, 𝑧, 0,0, 𝑧́)
ି௟ೕషభ

ି௟ೕ
𝑑𝑧́ 𝑑𝑧

ି௟೔షభ

ି௟೔
,    si   𝑖 ≠ 𝑗 (7-5) 

De igual manera,  si el número de elementos en que se divide la barra es elevado, 

entonces la derivada de la corriente ௗ

ௗ௭́
𝐼(̅𝑧́), en cada elemento i, se puede aproximar a una 

constante y por lo tanto, no es función de la posición 𝑧̀ . La derivada de la corriente se 
iguala a lo siguiente: 

 
ௗ

ௗ௭́
𝐼(̅𝑧́) ≈

∆ூതതത
೔

∆௟
      si       −𝑙௜ିଵ > 𝑧́ > −𝑙௜ (7-6) 

donde ∆𝐼തതത
௜ es la corriente que drena a tierra el elemento i , (ver la figura 7-2).  

. 

Fig. 7-2  Barra dividida en n secciones o segmentos 
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Entonces con la ecuación (6-42) y con la aproximación dada en (7-6), se puede calcular el 
potencial 𝑉ത௜ promedio que tiene el elemento i:  
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 (7-7) 

La ecuación anterior se puede poner también como una ecuación de red eléctrica formada 
por un conjunto de impedancias transversales a la barra: 

 𝑉ത௜ = ∑ ൫𝑧́௜௝∆𝐼തതത
௝൯௡

௝ୀଵ  (7-8) 

donde 𝑧́௜௝  son impedancias que se encuentran transversales  a la barra y vienen dadas 

por: 

     
 






1 1

,0,0,,0,
1

11
2

i

i

j

j

l

l

l

l

ij dzzdzzrf
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z
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 (7-9) 

Con la ecuación (7-9) se construye la matriz denominada matriz impedancia paralelo  ห𝑍ሖ௣ห, 

de orden 𝑛 × 𝑛 , donde n es el número de segmentos en que se encuentra dividida la 

barra. Al invertir la matriz ห𝑍ሖ௣ห, se obtiene la matriz admitancia paralelo ห𝑌ሖ௣ห. 

Luego, con los elementos de la matriz admitancia paralelo se obtienen las admitancias de 
la red equivalente que se muestran en la figura 7-3: 

 𝑦ത௜௜ = ∑ 𝑦́௜௝
௡
௝ୀଵ  (7-10) 

 𝑦ത௜௝ = −𝑦́௜௝ (7-11) 

donde 𝑦́௜௝ son los elementos extraídos de la matriz ห𝑌ሖ௣ห y 𝑦ത௜௝ son las admitancias usadas 
para formar la red eléctrica equivalente y que se muestran en la figura 7-3. 
 
La figura 7-3 muestra el circuito equivalente para tres secciones de una barra dividida en n 
segmentos, particularmente se muestra el primer segmento y los segmentos j y k; nótese 
en la figura que se incluyen las impedancias serie 𝑧௜̅௝ ,  calculadas con (7-4) y (7-4) y las 

admitancias paralelo 𝑦ത௜௝, calculadas con (7-10) y (7-11). El modelo eléctrico obtenido con 

las nuevas ecuaciones, es mucho más complejo que el desarrollado por Heaviside para 
líneas de transmisión, (ver la Fig. 2-1 b) por el hecho de que se consideran otros modos 
de propagación. Se puede notar la aparición de impedancias y admitancias “mutuas” entre 
secciones que no están presentes en el modelo de Heaviside para la línea de transmisión. 
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Fig. 7-3  Red eléctrica equivalente para tres secciones (1, j y k) de una barra.  

 

La impedancia de la barra o del electrodo, que es uno de los parámetros que tiene  mayor 
interés a la hora de modelar sistemas de puesta a tierra, vendrá dada por la siguiente 
relación: 

 𝑧௕̅௔௥௥௔ =
௏ഥ೟೔೐ೝೝೌ

ூభ̅
 (7-12) 

7.2 Cálculo de la corriente en la barra 

Existen diversas formas de calcular la distribución de la corriente en la barra, una de ellas 
consiste en resolver analíticamente o numéricamente el par de ecuaciones integro – 
diferenciales del tipo Heaviside, dadas por (6-41) y (6-42), pero estos métodos 
matemáticos no son tratados en este trabajo. 

Otra manera aproximada de calcular la corriente que circula por la barra, consiste en 
dividir el electrodo en n segmentos, tal como se muestra en la figura 7-1 y las corrientes 
de cada segmento se pueden obtener al resolver la red eléctrica equivalente y que se 
muestra en la figura 7-3. 

Otro método que se puede aplicar consiste en obtener de los n segmentos, un conjunto 
de n ecuaciones, teniendo como incógnitas la corriente de cada segmento y que se 
explica a continuación: 

De acuerdo a la figura 7-2, la caída de tensión que tiene el elemento i debe ser igual a lo 
siguiente: 

 ∆𝑉തതതത
௜ = 𝑉ത௜ିଵ − 𝑉ത௜ (7-13) 

Al substituir la ecuación anterior en la ecuación (7-3), que permite calcular la caída de 
tensión en el elemento i, se obtiene:  
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∆𝐼തതത
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 𝑉ത௜ିଵ − 𝑉ത௜ = ∑ 𝑧௜̅௝  𝐼௝̅
௡
௝ୀଵ  (7-14) 

donde 𝑉ത௜ es el potencial que tiene uno de los extremos del elemento i y que puede ser 
calculado con la ecuación (7-8). Al substituir (7-8) en la ecuación anterior y al reordenarla, 
se obtiene la siguiente relación: 

 0 = ∑ 𝑧௜̅௝𝐼௝̅
௡
௝ୀଵ + ∑ ൫𝑧́௜௝∆𝐼തതത

௝൯௡
௝ୀଵ − ∑ ൫𝑧́(௜ିଵ)௝∆𝐼തതത

௝൯ ௡
௝ୀଵ    para   𝑖 = 2,3, … 𝑛 (7-15) 

Pero de acuerdo a la figura 7-2, la corriente ∆𝐼തതത
௝ es igual a lo siguiente: 

 ∆𝐼തതത
௝ = 𝐼௝̅ − 𝐼௝̅ାଵ (7-16) 

Al substituir la relación anterior en la ecuación (7-15) se obtiene una ecuación que 
relaciona las corrientes para el elemento i, con excepción del primer elemento ( i =1) : 

 0 = ∑ ൫ 𝑧௜̅௝ + 𝑧́௜௝ + 𝑧́(௜ିଵ)(௝ିଵ) − 𝑧́(௜ିଵ)௝ − 𝑧́௜(௝ିଵ)൯ 𝐼௝̅
௡
௝ୀଵ      para   𝑖 = 2,3, … 𝑛 (7-17) 

donde  𝑧௜̅௝ y 𝑧́௜௝ son impedancias que se calculan con las ecuaciones (7-4), (7-5) y (7-9) y 

para el caso que 𝑗 = 1 debe tenerse en cuenta lo siguiente: 

 𝑧́(௜ିଵ)(௝ିଵ) = 0 ,    𝑧́௜(௝ିଵ) = 0     si   𝑗 = 1 (7-18) 

La ecuación (7-17) se puede escribir de una forma más compacta: 

 0 = ∑ ൫𝑍𝑒𝑞തതതതത
௜,௝൯ 𝐼௝̅

௡
௝ୀଵ      para   𝑖 = 2,3, … 𝑛 (7-19) 

donde 𝑍𝑒𝑞തതതതത
௜,௝ viene dado por: 

 𝑍𝑒𝑞തതതതത
௜,௝ =  𝑧௜̅௝ + 𝑧́௜௝ + 𝑧́(௜ିଵ)(௝ିଵ) − 𝑧́(௜ିଵ)௝ − 𝑧́௜(௝ିଵ)     para   𝑖 = 2,3, … 𝑛 (7-20) 

Si se aplica la ecuación (7-14) al primer elemento que se muestra en la figura 7-2, donde 
se asume que la tensión 𝑉ത௧௜௘௥௥௔ es conocida y siguiendo el mismo procedimiento explicado 
anteriormente, se obtiene la siguiente ecuación: 

 𝑉ത௧௜௘௥௥௔ = ∑ ൫ 𝑧௜̅௝ + 𝑧́௜௝ − 𝑧́௜(௝ିଵ)൯ 𝐼௝̅
௡
௝ୀଵ      donde:   𝑖 = 1 (7-21) 

para la ecuación anterior, también aplica las relaciones dadas en (7-18). 

La ecuación anterior también puede ser escrita de una forma más compacta: 

 𝑉ത௧௜௘௥௥௔ = ∑ ൫𝑍𝑒𝑞തതതതത
ଵ,௝൯ 𝐼௝̅

௡
௝ୀଵ       (7-22) 

donde: 

 𝑍𝑒𝑞തതതതത
ଵ,௝ =  𝑧ଵ̅௝ + 𝑧́ଵ௝ − 𝑧́ଵ(௝ିଵ)     (7-23) 

Con las ecuaciones (7-19) y (7-22) se forma una ecuación matricial cuya solución permite 
obtener las corrientes en cada uno de los segmentos de la barra, si se asume que la 
tensión del sistema de puesta a tierra  𝑉ത௧௜௘௥௥௔ es conocida: 
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   (7-24) 

donde |𝑍𝑒𝑞തതതതത| es una matriz cuadrada formada por los elementos de las impedancias 𝑍𝑒𝑞തതതതത
௜,௝  

calculadas con las ecuaciones (7-20) y (7-23). 

Al resolver la ecuación matricial anterior, la impedancia del sistema de puesta a tierra se 
puede obtener aplicando la ecuación (7-12).  

Si el número de elementos en que se divide la barra y que se muestra en la figura 7-1, 
tiende a infinito, de forma tal que Δl tienda a cero; entonces la solución de la ecuación 
anterior corresponde a la solución analítica de las ecuaciones integro – diferenciales del 
tipo Heaviside, dadas por (6-41) y (6-42), para barras de puesta a tierra. 

7.3 Cálculo de los potenciales en cualquier punto del suelo 

Si la corriente jI de cada segmento de la barra es conocida, el potencial escalar eléctrico 

que existe en cualquier punto del suelo se puede calcular mediante la ecuación (6-42):  
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,,
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 (7-25) 

donde x, y , z son las coordenadas donde se quiere calcular el potencial escalar 

Con la ecuación anterior, se pueden obtener las curvas iso-potenciales en la superficie del 
suelo (z = 0), curvas que son utilizadas para determinar las tensiones de toque y de paso 
del sistema de puesta a tierra48.  

 

  

                                                           
48 Consultar la norma IEEE 80-2000 para tensiones de toque y paso. 
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8 Resultados y su comparación  con valores medidos 

En este capítulo se comparan los valores calculados de impedancias en barras, obtenidas 
con las nuevas ecuaciones del tipo Heaviside, con valores medidos, para un rango de 
frecuencia comprendido desde los 100Hz hasta los 10MHz. Este rango de frecuencia 
permite analizar el comportamiento del sistema de puesta a tierra tanto para eventos 
lentos, como la corriente que se drena a tierra por una falla monofásica, ocurrida en el 
sistema de suministro de energía eléctrica; como para eventos rápidos, tal como la 
corriente originada por una descarga atmosférica y que se drena a tierra a través del 
sistema de puesta a tierra. 

Las mediciones fueron realizadas por el autor de este trabajo en el año 2007, [Malpica, 
2011] correspondientes a dos barras, una de 30cm de longitud y otra de 1m de longitud, 
ambas de ½ pulgada de diámetro y enterradas en un suelo cuya resistividad, para el 
momento de la medición, era de 16.6 Ωm.  

Las mediciones de impedancia fueron hechas empleando el método de caída de potencial 
y que se describe en la norma ANSI/IEEE 81-198349, aunque la norma no cubre 
mediciones por encima de los 25kHz.   

  

 

Fig. 8-1  Medición de impedancia de una barra por el método de caída de potencial  

                                                           
49 IEEE Guide for Measuring Earth Resistivity, Ground  Impedance  and Earth Surface Potentials of a Ground 

System. 
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En la Fig. 8-1 se muestra el arreglo de equipos e instrumentos utilizados para la medición 
de la impedancia por el método de caída de potencial; para la medición, se requirió utilizar 
dos electrodos auxiliares, colocados ambos fuera de la zona de influencia de la barra y 
(ver la sección 4.5 de este trabajo y la ecuación (4-35)). Uno de los electrodos auxiliares 
se utilizó para inyectar corriente por la barra y el otro electrodo se empleó para medir la 
diferencia de potencial que existe entre la barra y un punto remoto del suelo, que es el 
punto donde se encuentra el electrodo auxiliar de potencial. 

Como se aprecia en la Fig. 8-1, se empleó también un osciloscopio, en la medición, para 
registrar simultáneamente la corriente inyectada a la barra y la tensión que cae en la 
superficie del suelo, estas imágenes fueron guardadas para luego ser procesadas para 
obtener la impedancia de la barra en cuestión.  

Para el cálculo de las impedancias de puesta a tierra, las curvas isopotenciales, la 
distribución de la corriente en las barras, y la comparación de los resultados, fue 
necesario elaborar un programa, empleando la herramienta de simulación MathLab, en su 
versión 2008. 

8.1 Barra de 1m de longitud 

Para calcular la impedancia de la barra, primero se calculó la corriente en cada segmento, 
siguiendo el procedimiento descrito en la sección 7.2, luego de conocer las corrientes de 
cada segmento, la impedancia de puesta a tierra fue calculada usando la ecuación (7-12). 
Para el cálculo, la barra fue dividida en 100 secciones o segmentos, donde cada sección 
tiene una longitud de 1cm y este valor de 100 corresponde al orden de la ecuación 
matricial a resolver, para calcular las corrientes de cada segmento, de acuerdo a la 
ecuación (7-24). En cuanto a la permitividad relativa del suelo, se asumió un valor igual a 
3. 

En la figura 8-2 se compara la magnitud de la impedancia calculada con la medida y en la 
figura 8-3 se compara el ángulo de la impedancia, nótese que los valores calculados 
siguen en muy buena medida los valores medidos hasta una frecuencia de 1MHz.  
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Fig. 8-2  Impedancia de puesta a tierra en función de la frecuencia, para una barra de 1m de 
longitud y ½ pulgada de diámetro. Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
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Fig. 8-3  Angulo de la impedancia de puesta a tierra, en función de la frecuencia, para una barra de 
1m de longitud y ½ pulgada de diámetro. Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
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La figura 8-4 muestra la magnitud de la corriente en la barra, en función de la posición, 
para dos frecuencias diferentes, nótese como la corriente se reduce a medida que se 
incrementa la variable de posición z. 

 

 

 
 
 

Fig. 8-4  Magnitud de la corriente en la barra, en función de la posición, para una barra de 1m de 
longitud y ½ pulgada de diámetro, para las frecuencias de 100Hz y 10 MHz . 

 Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
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Fig. 8-5  Líneas equipotenciales calculadas para el plano vertical (y=0), para una barra de 1m de 

longitud y ½ pulgada, a la frecuencia de 60Hz. 
 Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 

 
Por último, se presentan como resultados curvas equipotenciales calculadas según el 
método que se explica en el párrafo 7.3 , específicamente se emplea la ecuación (7-25) 
para obtener los potenciales. 

En la figura . 8-5  se muestran las líneas equipotenciales para la barra de 1m de longitud, 
nótese que las líneas tienden a una simetría esférica, a medida que nos alejamos de la 
barra, esto evidencia en la simulación que el campo eléctrico tiene componentes en la 
dirección del eje de la barra, lo que corresponde al modo de propagación TM.  

En la figura 8-6 se 8-6muestran las líneas equipotenciales, calculadas sobre la superficie 
del suelo, usando la ecuación (7-25), estas curvas se utilizan para calcular las tensiones 
de toque y de paso que exige la norma ANSI/IEEE 80-200.  
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Fig. 8-6  Líneas equipotenciales calculadas sobre el plano de la tierra (z = 0), para una barra de 1m 
de longitud y ½ pulgada de diámetro, para la frecuencia de 60Hz 

 Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
 

8.2 Barra de 30cm de longitud 

A continuación en  las figuras 8-7 y 8-8 se comparan las impedancias calculadas con las 
medidas, para una barra de 30 cm de longitud, dividida en 30 segmentos, nótese la buena 
concordancia de los resultados hasta una frecuencia de 1MHz. También se presentan 
figuras en cuanto a la corriente en la barra y las curvas equipotenciales.  
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Fig. 8-7  Impedancia de puesta a tierra en función de la frecuencia, para una barra de 30cm de 
longitud y ½ pulgada de diámetro. Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 

 

 

Fig. 8-8  Angulo de la impedancia de puesta a tierra, en función de la frecuencia, para una barra de 
30cm de longitud y ½ pulgada de diámetro. Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
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Fig. 8-9  Magnitud de la corriente en la barra, en función de la posición, para una barra de 30cm de 
longitud y ½ pulgada de diámetro, para 100Hz y 10MHz. 

 Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
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Fig. 8-10  Líneas equipotenciales calculadas para el plano vertical (y=0), para una barra de 30cm 
de longitud y ½ pulgada, a la frecuencia de 60Hz. 

 Resistividad del suelo 16.6 Ωm. 
 

8.3 Análisis de resultados 

Como ya se ha mencionado en los párrafos anteriores, la impedancia de puesta a tierra 
calculada, sigue en buena medida la impedancia medida hasta una frecuencia de 1MHz, a 
frecuencias superiores, el modelo propuesto con las nuevas ecuaciones del tipo 
Heaviside, a pesar de ser un modelo extremadamente complejo y con parámetros 
distribuidos (ver la fig. 7-3) y que considera todos los modos de propagación,  parece no 
responder de manera adecuada por encima de esta frecuencia. 
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- El electrodo por donde retorna la corriente, se ubicó a una distancia de 25m de la 
barra, de tal forma que éste quedara fuera de la zona de influencia de la barra (16 
m es la zona de influencia de la barra de 1m), con esto, se reduce algún efecto 
que pudiera tener el electrodo auxiliar en la medición (consultar los apartados 4.5 y 
4.6). 

- Pero para frecuencias del orden de los mega Hertz, la longitud de la línea (25m) se 
hace comparable con las longitudes de ondas presentes en la línea (ver la figura 
8-11). Al ocurrir esta situación, no se tiene la garantía que la corriente inyectada a 
la barra retorne totalmente por el otro extremo de la línea, donde está el electrodo 
auxiliar, por la presencia de ondas estacionarias. 

- Por otra parte, en el rango de frecuencias entre 1MHz y 10 MHz, la longitud de la 
línea, puede corresponder a ¼ de longitud de onda o ½ de la longitud de onda o 
múltiplos de ello, ocurriendo puntos de resonancia que se evidencia en los 
abruptos cambios de fase (pasos por cero) que se presentan en las figuras 8-3 y 
8-8. 

Ahora bien, los problemas mencionados se hubieran evitado si en la línea para inyectar 
corriente se hubiera empleado una impedancia de acoplamiento, tal como se muestra en 
la otra línea utilizada para medir tensión (ver Fig. 8-1), de esta forma se reducen o 
eliminan las ondas estacionarias causantes de estos problemas.  

Pero debido a la poca potencia del generador de ondas utilizado, fue necesario eliminar la 
impedancia de acoplamiento ya que al utilizarla, las señales registradas por el 
osciloscopio eran de baja magnitud y comparable con los niveles de ruido 
electromagnético registrados en el ambiente.  

 

Fig. 8-11  Longitud de ondas, en función de la frecuencia, para una línea aérea de 1.25m de altura, 
conductor de cobre de 1.25 mm2 de sección y resitividad del suelo igual a 16.6 [Ωm], calculada 

según el modelo de Deri [1981]   
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Por lo anterior, es factible que el modelo desarrollado responda satisfactoriamente a 
frecuencias por encima de 1MHz, se recomienda en un futuro hacer comparaciones con 
otras herramientas de simulación o comparar con otras mediciones.    

De las gráficas de equipotenciales, se observa que cercano a la barra, el modo de propagación 
tiende a ser del tipo TEM y a medida que nos alejamos de la barra, el campo tiende a ser TM 
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9 Contribuciones al conocimiento 

Son las siguientes: 

 A partir de las ecuaciones de Maxwell, se ha obtenido un par de ecuaciones 
integro – diferenciales (6-41) y (6-42) con la misma topología de las ecuaciones de 
la línea de transmisión de Heaviside (6-39) y (6-40), pero válidas para modelar 
barras de puesta a tierra, las mismas fueron obtenidas asumiendo que en la tierra 
ocurre un fenómeno de propagación de ondas del campo electromagnético. 

 De las nuevas ecuaciones integro - diferenciales se obtuvo la red eléctrica 
equivalente, con parámetros distribuidos, que resultó mucho más compleja que el 
modelo de la línea de transmisión con parámetros distribuidos de Heaviside. 

 De las nuevas ecuaciones, se obtuvieron también las fórmulas para el cálculo de 
los parámetros eléctricos G, L y C de las barras, en el dominio de la frecuencia. 

 Las nuevas ecuaciones incluyen otros modos de propagación, además del modo 
TEM que contempla las ecuaciones de Heaviside. 

 El trabajo presenta adicionalmente una contribución didáctica en cuanto al análisis 
del modelo de la línea de transmisión y las ecuaciones de Heaviside, para ser 
aplicadas a barras de puesta a tierra. 
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10 Conclusiones 

Las ecuaciones de Heaviside, permiten modelar las líneas de transmisión, con parámetros 
distribuidos, dichas ecuaciones tienen la propiedad que toman en cuenta los fenómenos 
de propagación de ondas que ocurren en las líneas de transmisión. 

Algunos investigadores utilizan las ecuaciones de Heaviside, para modelar electrodos 
para puesta a  tierra, pero las ecuaciones de Heaviside no se adaptan del todo para 
modelar los electrodos ya que sólo toma en cuenta el modo de propagación TEM, cuando 
en los sistemas de puesta a tierra pueden ocurrir otros modos de propagación. 

Por lo anterior, en este trabajo se han desarrollado un par de ecuaciones del tipo integro – 
diferencial, con la misma topología de las ecuaciones de Heaviside, pero deducidas para 
ser aplicadas específicamente en barras para puesta a tierra. 

Las ecuaciones en cuestión fueron deducidas con base a las ecuaciones de Maxwell, 
asumiendo que el medio es infinito, formado por dos estratos ( tierra – aire) y asumiendo 
que en la tierra ocurre un fenómeno de propagación de ondas. 

No se presentó una solución analítica para el par de ecuaciones integro diferenciales, sin 
embargo, se presenta una solución discreta de las ecuaciones, si el electrodo se divide en 
n segmentos finitos, cada uno de ellos de longitud Δl. 

Del par de ecuaciones también se extrajo la red eléctrica discreta equivalente para una 
barra de puesta a tierra, con parámetros distribuidos, donde la red resultante resultó 
mucho más compleja que la empleada para modelar líneas de transmisión. 

Las ecuaciones en cuestión, además de considerar el modo de propagación TEM, 
también consideran otros modos que están presentes en el suelo. 

Del par de ecuaciones se dedujeron las expresiones que permiten calcular todos los 
parámetros eléctricos de la barra G, L y C, todos ellos con dependencia de la frecuencia y 
de la posición. 
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11 Futuros trabajos 

Se proponen los siguientes trabajos de investigación: 

- Resolver numéricamente el sistema de ecuaciones del tipo Heaviside dadas en 
(6-41) y (6-42). 

- Proponer una metodología para medición de impedancia de puesta a tierra, en el 
dominio del tiempo, mediante ondas de impulso. 

- Proponer una metodología para la medición de impedancia de puesta a tierra, en 
el dominio de la frecuencia y para frecuencias superiores a 1MHz. 

- Plantear las ecuaciones del tipo Heaviside, para electrodos horizontales y para una 
combinación de arreglos de electrodos (verticales y horizontales) considerando 
todos los modos de propagación 

- Estudiar el comportamiento del sistema de puesta a tierra, cuando se encuentra 
expuesto a un campo eléctrico primario 𝑬ഥ𝒑 (ver la figura 6-2). 

- Hacer un estudio para establecer cuáles de los métodos usados para resolver 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, es el más conveniente para 
resolver problemas de puesta a tierra (elementos finitos, elementos infinitos, 
método de los momentos, diferencias finitas, diferencias finitas en el dominio del 
tiempo, etc). 

- Hacer un estudio para establecer las condiciones que son necesarias para 
considerar o no la dinámica del campo electromagnético, en el cálculo de la 
impedancia de puesta a tierra. 

- Hacer un estudio de sensibilidad para simplificar el modelo eléctrico  obtenido para 
una barra y que se muestra en la figura 7-3. 
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