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Resumen

Se estudia cierta clase de proceso no estacionario X que resulta de la deformacion D de
un proceso estacionario Y. Se establecen condiciones suficientes sobre el proceso Y, para
identificar univocamente, a través de la covarianza del proceso deformado X, la clase de de-
formacion involucrada. Bajo ciertas hipdtesis, se construye un estimador consistente para la
recuperacion local de D a partir de una realizacién del proceso deformado.

Se construye un modelo estocastico unidimensional asociado a la imagen de una superficie
texturizada bajo proyeccion perspectiva, la cual es una version deformada de la textura sobre
la superficie 3D. Asi, la forma a partir de la textura se convierte en un problema de esti-
macion estadistica. El gradiente de deformacion aparece como el coeficiente de velocidad de
cierta ecuacion de transporte asociada al comportamiento local de la covarianza del modelo
estocéstico de la imagen.

Se realiza una simulacién en una dimensién de la consistencia del estimador de la forma a
partir de la textura, mediante un algoritmo que requiere O (N log N) operaciones, donde N

es la longitud de la realizaciéon del proceso deformado.

Palabras claves: Forma a partir de la textura, gradiente de deformacion, wavelet.



Indice general

Resumen
Dedicatoria
Agradecimientos
Introduccion

1. Estimacion de la deformacién de procesos estocasticos
1.1. Introducciom . . . . . . . . Lo
1.2. El problema inverso . . . . . . . . . . . .
1.2.1. Las clases de soluciones . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.2. El grupo de estacionariedad invariante . . . . . ... ... ... ...
1.3. Conservacion y Transporte . . . . . . . . . . . ...
1.3.1. Transporte en grupo . . . . . . . . .. ..o
1.3.2. Transporte de escala 1-dimensién . . . . . . . . .. ... ... ....
1.4. Estimacion de la deformacion . . . . . . .. ..o
1.4.1. El gradiente de deformacién en 1-dimension . . . . . . . . . ... ..

2. Recuperacion de la distorsiéon de la superficie de la escena

2.1. Introduccidn . . . . . . ..
2.2. Formacién de la imagen . . . . . . ...
2.2.1. Proyeccién perspectiva . . . . . ... Lo
2.2.2. Brillodelaimagen . . . . . . . ... ... L
2.2.3. Reflectancia superficial . . . . . .. .. ... oL

2.3. Imagenes de superficies texturizadas . . . . . . . .. ...
2.3.1. Modelo estocastico en una dimensiéon . . . . . ... .. ... ... L.
2.3.2. La importancia del gradiente de deformacién . . . . . . . . . . .. ..

2.4. Experimentacion numérica 1D . . . . . ..o
2.4.1. Coeficientes wavelet y escalograma . . . . . . . .. .. .. ... ...
2.4.2. Wavelet discreta . . . . . . . . ..
2.4.3. Algoritmo para la estimacién de la deformacion estocastica en una
dimension . . . . . ...

2.4.4. Simulacion 1D . . . . . . ..

2.5. Conclusiones y recomendaciones . . . . . . . . . . . ... L

i

iv

61
61
62
62
63
64
65
66
71
74
75
7

78
78
82



11

A. Wavelet 84
B. Demostracion ecuacién 1.81 85
C. Funcién exponencial compleja 89
D. Demostracion del Lema 1.4.1.2 93
E. Demostracion ecuacién 1.23 103
F. Simulacion de la estimaciéon de la deformacién estocastica en una dimen-
sién 105
G. Prueba del Lema 1.4.1.3 117

Bibliografia 117



Dedicatoria

Dedico esta tesis a mi familia, a mi esposa Ivanova, quien fue parte fundamental de este
"sueno alcanzado”.

v



Agradecimientos

Mis agradecimientos mas sincero a Mildred Luna por su apoyo excepcional. Asimismo para
mis suegros Licha y Moncho.

Igor (hermano matematico) quien con sus tips o literatura recomendada, en mas de una
ocasién me dio luces para superar los obstaculos. Mi gran amigo Julio Cedeno, por ayudarme
en las copias de algunos libros.

Para todo y cada uno de los Profesores que formaron parte en mi proceso de nivelacion en
la Escuela de Matematica de la Facultad de Ciencias de la Universidad Central de Venezue-
la. En particular, mi Profesora guia, Dra. Mairene Colina, siempre con sus acertados consejos.

Finalmente, al Dr. José Rafael Ledn, por creer en mi y por su excepcional apoyo y orienta-
ciones. Fue un privilegio y un honor contar con su asistencia, toda una autoridad del mundo
de la matemaética.



Introduccion

En muchas aplicaciones de visién por computadora el objetivo consiste en conseguir la
forma de los objetos, esto es, las superfcies y su orientacién 3D. Con tal propdsito, existe una
familia de técnicas denominadas formas a partir de X, donde X representa un cierto niimero
de opciones. Marr ( [20], [21]) traté de determinar los criterios por los que el sistema de visién
humano obtiene la forma de los objetos. En el espiritu de la teoria de Marr esas opciones
son aquellas que los humanos utilizamos para obtener la profundidad de los objetos a partir
de las imagenes de la retina. Con estas consideraciones, son varios los métodos para obtener
una representacién de la imagen en 3D, a saber: formas a partir de las sombras, formas a
partir del movimiento, formas a partir de los contornos, formas a partir del enfoque, formas
a partir de la visién estereoscopica y formas a partir de la textura.

En este trabajo se aborda el problema de la recuperacion de las coordenadas de la super-
ficie 3D a partir de la deformacién de su textura en la imagen, esto es, la forma a partir de la
textura. En este sentido, una respuesta cualitativa a este problema es la evidencia psico-fisica
de que los humanos tienen la capacidad de extraer la profundidad a partir de la textura. Para
apreciar esto sélo es necesario considerar un objeto con un patrén de textura visto en 3D
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Figura 1:

Dos efectos son aparentes; por un lado, el angulo bajo el cual se observa la superficie pro-
ducida por la distorsion del texel (unidad minima de una textura aplicada a una superficie.)
original y por otro, la dimension relativa de los texels varia de acuerdo a la distancia del
observador. Las imagenes sintéticas de la figura anterior ilustran las afirmaciones anteriores.



La relacion entre las variaciones en las propiedades de la textura y la forma de la superficie
fue abordado por primera vez por Gibsson [13], quién partié de la idea que la percepcién de
la forma proviene tanto de la observacién de la uniformidad como del gradiente de la textura.
Desde entonces han surgido numerosos estudios referente al problema de recrear la superficie
3D a partir de la distorsién de la textura en la imagen, a saber: [4], [12], [16] y [29]. Més
recientemente, [14], [26], [27] v [30].

La recuperacion de la forma a partir de la textura es intuitivamente simple: la imagen de
una superficie texturizada bajo proyeccién perspectiva es una version deformada de la tex-
tura sobre la superficie 3D, esa distorsion esta relacionada con la profundidad, orientacién y
curvatura de la superficie ( [12] y [15]).

En general, las investigaciones relacionadas con el problema de la forma a partir de la
textura siguen dos lineas principales: (1) La medicién y uso del gradiente de textura o, (2)
la inferencia estadistica basada en un modelo probabilistico de la textura, ambos enfoques
sujetos a la transformacion perspectiva u ortografica. No obstante, cualquiera sea la orien-
tacion del estudio, el problema de la forma a partir de la textura usualmente es tratado en
dos etapas [6]. En la primera etapa se mide la distorsion de la textura en la imagen, y en la
segunda etapa se recuperan las coordenadas de la superficie 3D contenida en esa ditorsién.

Esta investigacion aborda el problema de la forma a partir de la textura desde una perspec-
tiva estadistica. En este sentido, los resultados de Clerc y Mallat ( [6] y [7]) son fundametales
para el desarrollo de esta investigacion, ellos reducen el problema de la restauracion de la
forma a un problema de estimacién estadistica, partiendo de la modelizacién de la distorsion
de la textura en la imagen como la deformaciéon de un proceso estocastico. Demuestran que
tal deformacién contiene la informacién suficiente para la recuperacién de las coordenadas
de la superficie 3D, lo cual es congruente con los resultados geométricos de Gradin [12].

En el Capitulo 1, se dan las bases tedricas para cierta clase de deformacién de un proceso
estocastico estacionario, se caracterizan tales deformaciones a través de la covarianza del pro-
ceso deformado, imponiendo para ello condiciones sobre el proceso estacionario. Por medio
de cierta ecuacion de transporte, el gradiente de deformacion aparece como el coeficiente de
velocidad. Se construye un estimador consistente de la deformacién del proceso estacionario.

Como aplicacién de los resultados tedricos del capitulo anterior, el Capitulo 2, basado en
el proceso de formacion de las imégenes, que involucra: proyeccion perspectiva, la relacion
entre el brillo de la escena y el brillo de la imagen, y finalmente la reflectancia superficial,
se construye un modelo estocastico en una dimensién para imagenes de superficies texturiza-
das. Se realiza una experimentacién numérica en una dimension que muestra la recuperacion
estadistica de la forma a partir de la textura, mediante un estimador consistente.

En este trabajo nos basamos en los articulos de Clerc & Mallat [6] y [7] con el objetivo de
exponerlos detalladamente y simplificar en lo posible su exposicién. Nuestro estudio puede
calificarse de una lectura en profundidad y que culmina con la puesta en marcha de sus
algoritmos para la deteccion de la deformacién de la textura.



Capitulo 1

Estimacion de la deformacion de
procesos estocasticos

1.1. Introduccion

Cuando un proceso no estacionario X resulta de la deformacién D de un proceso estacio-
nario Y, estimar la deformacion puede proporcionar valiosa informacién acerca del proceso
fisico subyacente. Por ejemplo, el efecto Doppler produce un aumento o disminucién de la
frecuencia de una onda sonora o electromagnética cuando la fuente que la produce y el ob-
servador que la capta se alejan la una de la otra o se aproximan la una a la otra. En este
caso, la deformacién X (z) = Y (6(z)), es tal que #'(z) depende de la velocidad.
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Figura 1.1: Efecto Doppler

Anélogamente, la proyeccion en perspectiva de la textura estacionaria de una superficie
sobre el plano imagen, distorsiona esa textura; aqui el Jacobiano de 6(x) caracteriza local-
mente la orienteacion y la curvatura de un pedazo de superficie tridimensional, esto es de
interés en este trabajo.

La linea zigzag en la la Figura 1.2 es un proeso estocastico estacionario que respresenta la
textura estacionaria de la superficie de la imagen izquierda. Cuando esa superficie es proyec-
tada en perspectiva sobre el plano de la imagen, la textura de la imagen esta distorsionada
y da lugar a un proceso deformado. En este sentido, este capitulo muestra que la autocova-
rianza de tales procesos deformados satisfacen una ecuacién de transporte a escala pequena,
cuya velocidad esta relacionado con el gradiente de deformacion. Se deduce un estimador
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Figura 1.2: Deformacion de una textura estacionaria

consistente del gradiente de deformacién a partir de una realizacién del proceso deformado.
Los resultados expuesto en este capitulo son esenciales para implementar en el Capitulo 2 la
manera de recuperar la forma a partir de la textura.

1.2. El problema inverso

Se desea estimar el operador de deformacion D, el cual pertenece a cierto grupo D, a
partir de una realizacién de X = DY, donde Y es un proceso estacionario en sentido amplio.
Dado que estamos limitados a una sola realizacién, nos concentramos en los momentos de
segundo orden. Por esta razon, en lo que sigue siempre estacionariedad se entenderd en el
sentido amplio, esto es:

E{Y ()} = E{Y(0)}

E{Y(2)Y*(y)} =cy(x —y) con cy(0) < +o0.

donde z* denota el conjugado complejo de z € C. Supondremos que Y (z) es estocdsticamente
continua.

Los operadores de deformacién D que consideraremos estdn definidos sobre la distribu-
cién del proceso Y. No obstante, por simplicidad, restringimos su dominio a distribuciones
d—dimensionales de Y, dado que la distribucion de un proceso estéd caracterizada por el con-
junto de todas las distribuciones finito dimensionales.

Un operador D actia sobre el proceso Y realizacién por realizacion. Asi consideraremos
procesos Y cuyas realizaciones son funciones a valores reales con variable en R

1.2.1. Las clases de soluciones

Puesto que solo conocemos que el proceso Y es estacionario, el conjunto de soluciones al
problema inverso es el conjunto de todos los operadores D € D tal que D~!X es estacionario.
Sea G el conjunto de todos los operadores G € D tal que si Y es un proceso estacionario en



sentido amplio, entonces GY también lo es. Como veremos més adelante, G es un subgrupo
de D, el cual denominaremos grupo de estacionariedad invariante. Si D es una solucién del
problema inverso, cualquier operador D = DG con G € G es también solucién. En efecto,
puesto que D es solucién al problema inverso, D' X es un proceso estacionario. Luego,

DX =G (D7'X)

también es un proceso estacionario. Por lo tanto, el conjunto de soluciones del problema
inverso contiene las clases laterales izquierdas de G en D:

D/G = {DG : D € D} C {D}. (1.1)

El conjunto D/G tiene estructura de grupo bajo la multiplicacién de subconjuntos de D,
definido como sigue: dados dos subconjuntos S 'y 1" de D, su producto:

ST ={st | seTyteT}.

En efecto, puesto que G es un subgrupo del grupo abeliano D, entonces G es un subgrupo
normal de D. Por consiguiente, se sigue de un teorema de algebra, D/G con la operacién de
multiplicacién de subconjuntos de D es un grupo (grupo cociente). Ademds, se tiene:

1. (Dlg) (Dgg) = Dngg, VDl, D2 c D
2. G es el elemento neutro de D/G.

3. (DG) ' =D"'g; VDeD.
En efecto, veamos que (D1G) (D2G) = D1 DG, para todo Dy, Dy € D.
(D1G) (D2G) = D;(GD,)G; por asociatividad del grupo D.
= Dy(D2G)G; G es normal.
= D1DyGG.

= D;D»G; puesto que G es un subgrupo.

lo que prueba el inciso (1). Probemos (2):
Sea DG € D/G arbitrario. Luego
G(DG) = (GD)g

(DG)G
DGg



Por otro lado,

(DG)G = DGG = DG.

Finalmente, la tercera afirmacion:

(DG) (D7'G) = lg)D_lg (por inciso (1))

Por otra parte,

(D7'G)(DG) =D 'DG = G.

De la relacién (1) es claro que # : D — D/G es un homomorfismo sobreyectivo, por
consiguiente, card(D) > card(D/G).

El conjunto cociente D/G contiene la clase de equivalencia de D. En este sentido, dados

dos operadores Dy, Dy € D, decimos que ellos son equivalentes si y solo si existe G € G tal
que Dy = D1G:

D1~D2<:>3G€Q:D2:2)1g. (12)

La ecuacién anterior define una relacién de equivalencia. En efecto:

Puesto que G es un grupo este contiene un elemento neutro que relaciona D consigo mis-
mo, segin la relacién (1.2) (Reflexion).

Si Dy ~ D, entonces Dy ~ D puesto que G=! € G (Simetria).

Si D1 = DGy Dy = D3G5, donde Gy, Gy € G, entonces Dy ~ D3 puesto que GoG; € G
(Transitividad).

Para que el conjunto de soluciones al problema inverso sea exactamente igual a la clase
de equivalencia de D en D/G, se requiere imponer una condicion al proceso estacionario Y,
asl para cualquier deformacion D € D tal que DY es estacionario en sentido amplio, ne-
cesariamente D € G. Esto no ocurre con todos los procesos estacionarios Y, pero daremos
condiciones suficientes sobre la covarianza de Y para garantizar esta forma de unicidad. A
tal fin introducimos algunas definiciones y proposiciones.

Definicién 1.2.1.1 (Grupo de operadores de deformacién 1-dimensioén) FEl grupo de
operadores de deformacion 1-dimensional se define

D= {D . Df(z) = f(0(x)), donde 0(z) € C3, y 6 (z) > o} .



Es claro que D es equivalente al conocido grupo de funciones biyectivas, con lo cual D es
un grupo abeliano.

Proposicién 1.2.1.1 (Subgrupo de estacionariedad invariante 1-dimensién) G es un
subgrupo del grupo de operadores de deformacion I1-dimensional definido:

G ={Gus: Gusf(x) = flu+ sz) con (u,s) € R x RT*}.

G se denomina grupo de estacionariedad invariante.

Demostracion

Es evidente que G es un subconjunto del grupo de deformacién 1-dimensional. Falta ver
que G es un grupo.

Como consecuencia inmediata de la definicion de G:
L. G(o,1)f($) = f(z).
2. GGy = Go1)Gus)-

3. Sean (uq,s1), (ug, s3) € R x R

G(u1,51)G(ug,sg) = G(u1,s1)f(u2 + 52'7;) = f(ul + S1ug + 515213) = G(u1+51u2,5182)f('r)7 de
donde

G(Ul,Sl)G(U27S2) - G(U1+S1U278152)‘
Basta intercambiar los subindices para ver que las traslaciones no conmutan.

4. Sean (u;,s;) € R x R i =1,2,3. Aplicando el resultado del inciso (3) se tiene:

(G(U1781)G(U2782)) G(U:s,83) - G(U1+S1U2+8182u3,815283) - G(u1,81) (G(u1,81)G(U2,52)) .

5. Del inciso (3) se sigue facilmente que para cada (u,s) € R x R existe & = —Su y
§=1/s tal que

GG a5 = GasGus = G-

Los resultados (1) hasta (5) muestran que el conjunto {G, s} es un grupo. Puesto que
g C D entonces G es subgrupo de D.

O

Note que G es un subgrupo del grupo abeliano D, por consiguiente, G es normal en D.



Definicién 1.2.1.2 (Homomorfismo) Sean A = (A,o0y,...,0,) y B = (B, %1, ..., %) dos
sistemas algebraicos del mismo tipo, donde A y B son conjuntos no vacios y o1, ..., O, 1, ..., ¥
son las operaciones algebraicas definidas en dichos conjuntos.

Una funcion ¢ : A — B es un homomorfismo si verifica:

(b(oi(&lv ey anz)) = *i(¢(al)7 SRS ¢<anl)
para cada i =1,....k yay,...,a,, € A.
Un K-espacio (donde K es un cuerpo) es un conjunto que tiene definida una suma entre
elementos del grupo y producto de escalares por elementos del conjunto; la suma tiene un

elemento neutro y cada elemento tiene opuesto. Por lo tanto, utilizando la definiciéon anterior,
para una funcion f : V — W entre dos espacios sea un homomorfismo debe verificar:

L. f(vy 4+ v2) = f(v1) + f(v2) para todo vy, vy € V.

2. f(A) = Af(v), para todo v € V' y para todo A € K.
3. £(0y) = O

4 f

Las transformaciones lineales son exactamente las funciones que cumplen esto (las con-
diciones 3 y 4 se deducen de 1 y 2). Por lo tanto, los homomorfismo de espacios vectoriales
son las transformaciones lineales.

Un homomorfismo biyectivo cuya inversa es también un homomorfismo se llama isomor-
fismo. Dos objetos se dicen isomorfos si existen isomorfismo uno en el otro. En general,
pensamos a dos objetos isomorfos como indistinguibles por lo que a la estructura en cuestién
se refiere.

Un homomorfismo de un conjunto a si mismo se llama endomorfismo. Si es ademas un
isomorfismo se llama automorfismo.

Definicién 1.2.1.3 (Afinidad de R?) Por afinidad de RY se entenderd a la composicion
de un automorfismo f de R? con una traslacion.

Definicién 1.2.1.4 (Espacio afin de dimensién d) Por espacio afin de dimension d se
entenderd al espacio vectorial R, a cuyos elementos se les llamard puntos.

Definicién 1.2.1.5 (Grupo afin) El conjunto de todas las afinidades de un espacio afin
R? constituye un grupo denominado el grupo afin.



Proposicion 1.2.1.2 G es un grupo afin.

Demostracion

Para cada (u,s) € RxR™ z L u+ sz es una afinidad, asf {T'} es el conjunto de todas las
afinidades de un espacio afin R. Por consiguiente, {I'} dotado de la composicién constituye
un grupo afin, el cual es isomorfo con G. Es claro que cada operador G, estd asociado a
una unica afinidad I' y viceversa. Por lo tanto, el grupo de estacionariedad invariante G es
un grupo afin.

O

La siguiente Proposicion muestra que dos operadores del grupo de deformacién 1-dimensional
estdn en la misma clase de equivalencia en D/g si y solo si existe (u,s) tal que 0;(z) =
u + sby(z), lo cual es equivalente a cualesquiera de las siguiente dos expresiones:

0, (x) _ 0 ()
O(a) ~ Oyla)

0 (log@l@))l = <10g 9/2(93)>/ (1.3)

Ademas, se da una condicién suficiente para la covarianza de Y para caracterizar la clase
de equivalencia de D de forma tnica. Por ejemplo, dado D invariante estacionario necesaria-
mente D € g.

Proposicion 1.2.1.3 Sea X = DY, donde Y es estacionario y D pertenece al grupo de
deformacion 1-dimensional. Si existe un € > 0 tal que cy € C' sobre (0,¢€] y

Vo € (0,¢], cy(z) <0

entonces la clase de equivalencia de D en D/g estd caracterizada de manera inica por la
covarianza de X.

Demostracion

Sea Y un proceso estacionario que satisface la hipétesis de la Proposicién. Sea Y otro
proceso estacionario tal que la covarianza de DY (x) = Y (0(x)) y DY (z) = Y (6(z)) son

iguales. Sea u =6 o 61 el cual es de clase C3 puesto que 6 y 6 lo son.

Veamos que demostrar la Proposicion es equivalente a probar que u es lineal, esto es,
"
u =0.

~ é—l

ey (B(x) = 0(y)) = ey (B(z) — 6(y)) cy(r—y) =cy(u(@) —uly).  (14)

Por definicién de u

Derivando el consecuente de (1.4) con respecto a x obtenemos:



10

(& —y) = & (ule) — uly)) (2). (15)

Derivando nuevamente (1.4) con respecto a y se tiene:

—cp(w —y) = —cy(ulz) — uly))u'(y). (1.6)

Sumando las ecuaciones (1.5) y (1.6) se tiene de inmediato:

ey (u(z) — u(y))(u (z) —u(y)) = 0.
Fijemos x € Ry elijamos y # x, pero suficientemente cercano a x tal que |u(x) —u(y)|< e.
Esto es posible puesto que u es absolutamente continua.

Puesto que ¢y (u(z) —u(y)) < 0, necesariamente u'(z) —u (y) = 0. Por lo tanto, u” (y) = 0
para todo y € R, si y solo si existe v y A tal que:

u(y) = v+ Ay.

Note que u € D, con lo cual u'(y) > 0, esto impone la condicién A > 0.
Reemplazando y = 6(z) en la ecuacién anterior y por definicién de u se obtiene:

0(x) = v+ \(z) (1.7)

lo que implica que los procesos deformados:

« DY () = Y(8(x)) = Y (v + N(x)).
] ﬁ?(x) = }7(5(31:))
tienen la misma covarianza, es decir, existe G € g tal que
D = G, nD.
Puesto que D es un grupo abeliano, podemos escribir la ecuaciéon anterior como sigue:
D = DG,.»).
Asi, D y D son equivalentes si existe G € g tal que
D= DG (1.8)

es decir, las deformaciones sobre una familia de procesos estacionarios que guardan una
covarianza comun, pertenecen a la misma clase, esto es, la covarianza del proceso deformado
caracteriza univocamente la clase de equivalencia de D en el grupo cociente D/G.

O
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De la ecuacién (1.8) se sigue, si D en el grupo cociente es un operador estacionario, ne-
cesariamente D € G por la cerradura del grupo G.

De le ecuacién (1.7) se tiene que existe (v, \) tal que 6’ (x) = M (z) y 6" (z) = X" (z).
Por lo tanto,

) _ (1.9)

lo cual es equivalente a la expresién

<10g 9/>/ (x) = <10g §/>/ (x). (1.10)

Asi, (1.9) o (1.10) caracterizan la clase de equivalencia del operador D en D/g.

En efecto, si X(z) = Y (#(x)), donde Y es estacionario, y si 8(z) = af(z) + (3, entonces

podemos encontrar otro proceso estacionario Y () < Y (ax+B), tal que X (z) = Y (A(x)). Las
funciones 6(z) y 6(z), que satisfacen la ecuacion (1.9) o (1.10), no pueden distinguirse con el
unico conocimiento de que X se obtiene a través de la deformacién de un proceso estacionario.

Para los propdsitos de esta investigacion vale destacar que la Proposicién anterior garan-
tiza que la deformacion local del proceso Y esta univocamente relacionada con el comporta-
miento local de la covarianza del proceso deformado X. Ademads, la condicién exigida para
la covarianza de Y involucra un amplio rango de procesos estacionarios, incluyendo Proce-
so pulso Poisson y los procesos Ornstein-Uhlenbeck [32]. No obstante, no involucra el ruido
blanco puesto que cy = 0 para todo = # 0.

Ahora bien, el problema de deformacién en dos dimensiones tiene una aplicacién impor-
tante en el analisis de imagen, particularmente en la recuperacion de la forma analizando la
distorsién de la textura (forma a partir de la textura). En esta seccién estudiamos el problema
de la deformacién d—dimensional, dado por un campo vectorial invertible de R? a R%:

O(x1,...,xq) = (O1(1, ..., Ta), vy O, oy )

El Jacobiano de # en = € R% se escribe como:

Jo(w) = (agl—:ij)) 1<ig<d

Si el determinante del Jacobiano det Jy es localmente invertible, este corresponde a un
cambio de métrica y 0(zx) es invertible.

A continuacién definimos el grupo de operadores de deformacién en R,

Definicién 1.2.1.6 (Grupo de operadores de deformacién d—dimensional)

D={D:Df(z) = f(0(z)), donde §(z) € C*(R?) y det Jo(x) >0} .
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Es evidente que esta definicion es equivalente al grupo de funciones biyectivas. Por lo
tanto, D es un grupo abeliano.

Sea GLT(R?) el grupo de operadores lineales en R? con determinante estrictamente posi-

tivo

Proposicién 1.2.1.4 (Operadores de estacionariedad invariante d—dimensional) G
es un subgrupo del grupo de operadores de deformacion d— dimensional definido

9={Gus) : Gus f(x) = fu+ Sz), con (u,5) € R x GLT(RY)}.

Este grupo no es abeliano puesto que en general el producto de matrices no es conmu-
tativo, esto es, VA, B € GLT(RY) : AB # BA. Observe que si f es un proceso estacionario
autosimilar entonces, la trayectoria de f y su transformada G, s)f son equivalentes debido
a un reescalamiento adecuado del tiempo y la amplitud. Esto se estudiara con detalles en el
Teorema 1.2.2.1.

Demostracion

La prueba es analoga al caso 1-dimensién, Proposicién 1.2.1.1.

0

Proposicion 1.2.1.5 G definido como en la Proposicion 1.2.1.4 es un grupo afin.

Demostracion
La prueba es andloga a la Proposiciéon 1.2.1.2.
0
Similar al caso 1-dimensién, dos operadores D y D tales que Df(z) = f(0(z))y Df(a:) =
f(6(z)) estan en la misma clase de equivalencia en D/g si y solo si

3 (u,5) € R x GLT(RY), 6O(z) =u+ S0(z). (1.11)

La derivada parcial de la matriz Jacobiana en una direccién particular fija xj es la matriz

8J9(3¢)_(829i(9€)> -

orr O0x,0x;

En este trabajamos utilizaremos la notacién ﬁ«]g(l’) para denotar el conjunto de matrices

0J,
{ﬂ} . La condicién (1.11) es equivalente a la siguientes igualdades de matrices,
k=1,2,....d

(‘3xk

la cual generaliza (1.3):
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0Jo(x) 5y, 0J5()
8$k 7{]5 (iL‘) 8xk )

La prueba de esta equivalencia se puede ver en la demostracién de la Proposicién 1.2.1.6.

Vk e {1,..,d}, J; () (1.12)

Existen casos para el cual el problema inverso no puede ser resuelto. Por ejemplo, consi-
dere un proceso estacionario Y (x) = Yj(z1) que solo depende de la primera variable y una
deformacién que deja x; invariante: 6(xy, ..., z4) = (1,01 (22, ..., z4)). En este caso,

X(l’) = Y(ili'l, 91(1‘2, ...,SCd)) = }/1(1'1) = Y(Z’)

Por lo tanto, # no puede ser recuperado. La siguiente Proposicion da condiciones suficien-
tes sobre ¢y (z) para garantizar que el problema inverso tiene una tnica solucién en D/g.

Proposiciéon 1.2.1.6 Sea X = DY, donde Y es un proceso estacionario y D € D, donde D
es el grupo de deformacion d—dimensional. Si la covarianza de Y satisface
ey (0) — ey (x) = |2|"n(x), con h >0 yn(0) >0 (1.13)

donde n(z) € C* en un entorno de 0, entonces la clase de equivalencia de D en D/g estd
caracterizada unicamente por la autocovarianza de X .

Demostracion

Debemos probar que bajo las hipdtesis dadas tiene que ocurrir (1.12) lo cual debe ser
equivalente a (1.11).

proceso estacionario

Sea Y un proceso estacionario tal que ¢y satisface (1.13). Sea Y otro
y Y(6(x)) son iguales. Sea

. Se
y supongamos que los kernels de las autocovarianzas de Y (6(x))
u =000~ Por definicién de u:

cy (u(r) —u(y)) = cy(z — y). (1.14)

Diferenciando esta expresion con respecto a x obtenemos:

Vg (z —y) = Vey (u(@) — uly)) Ju(z). (1.15)
Por otra parte, diferenciando (1.14) con respecto a y se tiene
~Veg (= y) = —Vey (u(z) — u(y)) Ju(y) (1.16)
sumando las ecuaciones (1.15) y (1.16) obtenemos:

—

Vey (u(x) = u(y))Ju(y) = Vey (u(z) = uy))Ju(z). (1.17)
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Ahora fijemos z € R? y demostremos que ﬁJu(x) = 0.

Sea € > 0 tal que n(z) € C? para |z|< e. Elijamos y € R? tal que 0 < |u(x) — u(y)|< €
y hagamos z = u(x) — u(y). Esto es posible puesto que las derivadas parciales del campo
vectorial u existen y son continuas en un entorno de 0 entonces, u es diferenciable y por con-
siguiente continua. Ademés, u es localmente biunivoca (det J, # 0 = J,-1 = J, !, Teorema
de la funcién inversa).

Ahora se sigue de la condicién (1.13):

ey (2) = - (h|z!h-1§n<z> T \z|h%<z>)

de aqui que
ﬁcY(z) = —|z|"2 (hn(z)z + ]z\zﬁn(z» .

Reemplazamos esta expresién en (1.17) ademds sustituyendo en el jacobiano del lado
derecho * = u=(z + u(y)) (esto es consecuencia de la definicién de z y del teorema de la
funcioén inversa):

272 (hn(=)2 + [22V0(2) ) July) = =22 (hn(=)z + [22V0(2)) Ju (w7 (2 + ()

Dividimos esta ecuacién por —h|z|"~2n(2):
yzlh—Q

W <hn(z)z + |Z!2§77(2)> July) =

|Z|h72

Mo ()2 +1ER90(E) Ju 7+ ().

Simplificando la ecuacién anterior obtenemos:

(= + h7 12V 10gn(=)) July) = (= + B =PV logn(2)) Ju (u™ (= + u(y)) . (118)
Introduzcamos una funcién « tal que

a(z) = Ju(y)u™" (2 +uly)) (1.19)

de aqui que

Ja(z) = ) (w7 (= + uly)).

Por consiguiente, podemos reescribir (1.18) como sigue:

<z +h7Yz*V log n(z)) Ja(2) = 2+ h™Y2|*V log n(z)

de aqui que
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2Ja(z) = 2+ b7 2PV ]ogn(z) — h7![z[*V log () Ja(2)
(1.20)
= 2+ h7Yz*2Viogn(z) (Id — Ja(z)) )

d
Note que zJz(A\z) = ﬁﬁ(kz). Para A > 0 se sigue de la tdltima igualdad (1.20):

AzJa(Az) = Az + W AzPV log n(Az) (I — Ja(A2)) .

Dividiendo esta ecuacion por A se obtiene:

%Q(Az) — 2+ h 7Y 2PAV log n(Az) (Ig — Ja(A2)) .

Integrando la ecuacién sobre el intervalo 0 < A < 1 nos da:

u(z) —u(0) =z + h_1|z|2/0 AV logn(Az) (I — Ja(Az)) dA.

Reemplazamos @ con (1.19) y tomando en cuenta que @(0) = J,(y)y. Obtenemos:

a2+ uly)) — Tu(yy = 2 + b2 / AV logn(A2) (I — Ja(Az)) dA

0
despejamos el primer término del lado izquierdo de la ecuacion anterior:

1
Ju)u™ (2 +u(y)) = 2+ Juy)y + h‘l\ZIQ/ AVlogn(Az2) (1o = Ja(Az)) dX.

0

Luego premultiplicamos esta ecuacién por J, ! (y):

w2z 4uly) = J, (y)z +y + Ju_l(y)h_1|z|2/0 AV logn(Az) (I; — Ja(A2))dX.  (1.21)

Denotemos V logn(z) = |2|@(z). En el Apéndice E justificamos tal representacion.

Ahora bien, diferenciando (1.21) con respecto a z obtenemos:

o (w2 +uy)) = T, (y) + J;l(y)aZ

lo cual reescribimos convenientemente como sigue:

thw/o M21@(2) (Is — Ja(A2)) dA

T (Tt uly)) = I () (Lo + |27 Al2) (1.22)
donde A(z) es la matriz definida:

A(z):|z|2% hllz\Q/O AAzl@(Az) (Ly — Ja(A2)) dA | (1.23)

v log n(Az)
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En el Apéndice E se muestra que A(z) estd acotada en un entorno de 0.

Ahora sustituyendo z por u(z) — u(y) en (1.22) se tiene:

T (@) = T (y) [Ta + (@) — u(y)*Alu(@) —u(y))] -

Reagrupando los términos obtenemos:

T () = I (@) = I () u(z) — u(y) PAu(z) = uly)).
Sustituimos y = = + Aeg, donde ej, es el vector de la base candnica cuya coordenada es
uno en el lugar k y cero las otras. Ademas, dividimos por A la ecuacion anterior:

I w + Aeg) — J M (2)
A

lu(z) — u(z + )\ek)]2

= —Ju_l(x+)\ek) h

A(u(z) — u(x + Aey)).

Por el teorema del valor medio, para algin K C R? compacto y convexo existe M € R
tal que

lu(z) — u(z + Aeg)| < MA
para todo z,x + Aej € K.

Luego,

T @ 4 ) = Iy (@)
A

Si A es lo suficientemente pequeno tal que |u(z) —u(z + Xeg)| < €, € > 0, A(z) estd
acotado en un entorno de 0, por consiguiente, se sigue de la desigualdad anterior:

< [T M@+ New)| [A(u(z) — u(z + Aey))| M.

g
8_xkju ()

=0 Vke{l,2,..d}

si y solo si V.J!(z) = 0. Por lo tanto, J;'(z) es una matriz constante, en consecuencia,
Ju(z), también lo es, con lo cual VJ,(x) = 0.

Por lo antes expuesto, para cada direccion xy, 8_Ju (é(m)) = 0. Puesto que u = o 61
Tk

entonces por la regla de la cadena de la derivada:
Ju(@) = 9o (071(@)) T ()

— Js (é‘l(x)> T 10 ().
Se sigue de esta tltima ecuacion, para cada direccion k:

ot (00)) = 5 (o) (@) =0 (1.24)
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Por consiguiente,

OJg(x) 05 () _
81’k 0

Expandiendo el término que contiene la derivada parcial del inverso del Jacobiano obte-
nemos:

8J9(x) _1 -1 an(CU) -1
B, J; (x) — JQ(SL’)Jé (x) B, J; (x) =0. (1.25)
Multiplicando por la izquierda y luego por la derecha esta ecuacién por los factores J, Y(z)
y J;(x) respectivamente, obtenemos para todo k = 1,2, ..., d:
OJo(x) _ ;. 0J5(x)
—J: =0 1.26
r S v (1.26)
la cual es equivalente a la ecuacién (1.12). Vale decir que la ecuacién (1.26) muestra la equi-
valencia entre (1.11) y (1.12). En efecto, si 6 y 6 satisfacen (1.11) claramente Jy(z) = SJ;(x),
por consiguiente: Jp(z)J5 Y(z) = S es independiente de z lo que nos conduce a la ecuacién
(1.24) y por ende (1.12).

Jy ()

Reciprocamente, supongamos que 6 y 6 satisfacen (1.12) lo cual podemos escribir como
(1.26). Luego, pre y post multiplicando esa ecuacién por Jp(z) y Jé_l(x) obtenemos (1.25) en-

0
tonces se sigue que para direccién xy, e <J9($)Jé_1(:v)) = 0, lo cual prueba que Jg(ﬂf)Jé_l([E>
Tk

es una matriz constante S € GL*(R?) dado por el producto de dos elementos de GLT(R?).
Por consiguiente, Jy(r) = SJ4(x). Este sistema diferencial parcial se puede integrar obte-
niendo 6(z) = u + S6(z).

O

Para los propdsitos de esta investigacién vale destacar que la ecuacién (1.26) para d = 2,
es decir

8x1 a352

es de sumo interés en el problema de la recuperacion de la forma 3D a partir de la distorsién
de la textura bajo proyeccion perspectiva. De hecho las derivaciones en el ambito de la geo-
metria diferencial dado por [10], demostraron que estas matrices especifican la orientacién
local y la curvatura de la superficie de 3D de la escena de una imagen. El conocimiento
de estos parametros de la superficie permite recuperar las coordenadas tridimensional de la
superficie, hasta un factor de escala constante. Més adelante veremos que las matrices Jaco-
bianas (1.27) aparecen como vectores de velocidad en una ecuacién de transporte satisfecha
por la covarianza del proceso deformado X.

Jy () Jy ()

(1.27)
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1.2.2. El grupo de estacionariedad invariante

El grupo invariante estacionario G especifica la clase de soluciones del problema inverso
X = DY . Esta seccién examina las propiedades de los operadores que pertenecen a tal grupo.

El siguiente teorema caracteriza esa clase de operadores. Denotaremos x - y el producto
punto de dos vectores z,y € R?

Teorema 1.2.2.1 Un operador G es invariante estacionario si y solo si existe p(w) de R?
a C con esssup,,cpa|p(w)|< 0o, y A(w) de R a R? tal que

Ge™?® = ﬁ(w)e“‘(“’)’x. (1.28)

El operador del grupo de estacionariedad invariante actiia sobre una sinusoidal por la
transposicion de su frecuencia y la modificacion de su amplitud.

Demostracion
(=) (Por construccién)

Consideremos una familia de procesos estocasticos débilmente estacionarios, centrado,
definido:

Yy(x) = Ve

donde Y es una variable aleatoria con varianza E{Y'Y*} = o2, Entonces:
E{Y,(2)Y; ()} = E{(Ye™s)(Yer)}
= E{YY*}ewi@v)

= 0-26“11(15_@/)

= CYw (I - y)

Por lo tanto, cada proceso débilmente estacionario, como el definido aqui arriba, le co-
rresponde una funcién de covarianza que solo depende de la diferencia x — y, covarianza
estacionaria.

Sea G un operador invariante estacionario. Si X,,(z) = GY,,(z) entonces

E{Xu(@)X;(y)} = E{(GYu(2)) (GYu(y)}
= E{(GYe™™) (GYe™v)"}
= E{YY*}(Ge™™) (Ge™v)

= o fu(@)f5(y)
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donde f,(z) = Ge™=.

Puesto que G es invariante estacionario, X,,(z) es un proceso estacionario, con lo cual,
E{X, ()X} (y)} es una funcién de covarianza estacionaria. En consecuencia, tiene que ocurrir

Ugfw(x)fw(y) = szw(x —9). (1.29)

La tinica funcién no trivial que satisface la propiedad (1.29) es la funcién exponencial de
la forma:

C(u)ei@(“)'”
donde C(u) : R — Cy ¢(u) : R — R (ver Apéndice C).

Por lo tanto, existe un campo escalar p(w) : R? — C y un campo vectorial A(w) : R? — R?
tal que

fw(x) — Geiw~1’ _ ﬁ(w)eik(w)fc
de donde se obtiene (1.28).

(<) Sea Y un proceso estocasticamente continuo. Entonces, su funcién de covarianza
admite la siguiente representacion:

E{Y(z)Y*(y)} = [ @ VdF(w) (1.30)
R4
donde F(w) es alguna funcién acotada no decreciente.

Consecuente a (1.30), se sigue de un resultado en [24], Y'(x) tiene una representacion de
la forma

Y(z) = / e dZ (w)
Rd
donde Z(w) es un proceso ortogonal con E {|dZ(w)|*} = dF (w).
Ahora
E{Y(@)Y*(y)} = Jfeuc™VE{|dZ(w)]*}

= [ e DR (w).

De la tultima igualdad se tiene que la funciéon de covarianza Y es estacionaria. Ademas,
para z —y = 0,

ey (0) = /R dF (w) < o0
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puesto que F' es acotada. Por lo tanto, Y es un proceso estocasticamente continuo y estacio-
nario.

Sea G un operador que satisface la condicién (1.28):

GY (z) = G/ e dz (w).

R4
Se sigue de la linealidad de la integral:
= lmyeo) G0, € (Z(wigr) — Z(w;))
= lme2(Q) Z?:l Ge'wi® (Z<wz+1) — Z(wl))
= limpeg) Y05, pwi)e P (Z(wisr) — Z(w;i))

= Joa Pw)E A7 ().

Ahora,
E{(GY(2))(GY ()} = [pa €@ |p(w)PE {|dZ(w)[}

= Jaa @ EV p(w)PdF (w)

por hipétesis, p(w) es esencialmente acotada y esto con la finitud de la medida dF(w), la
ultima integral converge. Asi, la covarianza del proceso GY depende de la diferencia x — y
y su varianza es finita. Por lo tanto, GY es proceso estacionario en sentido amplio, puesto
que Y también es estacionario en sentido amplio, tiene que ocurrir que G' es un operador
invariante estacionario.

La convergencia de la integral ocurre si y solo si, p(w) es esencialmente acotado, y en
consecuencia, la covarianza del proceso GY es finito y estacionario. Por lo tanto, G es un
operador invariante estacionario.

Para cualquier proceso estocastico en sentido amplio, podemos escribir:

GY(z) = GE{Y(0)} + G (Y (z) —E{Y(0)}).

Puesto que Y (z) —E{Y(0)} es un proceso centrado, estacionario en sentido amplio enton-
ces, G(Y(z) —E{Y(0)}) también lo es. Por consiguiente, GY () es un proceso estacionario
en sentido amplio.
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Definicién 1.2.2.1 (Operador traslacién) Se define el operador traslacion T, para v €

R? como

T.f(x) = f(z —v).

Definamos 9, la medida de probabilidad tal que
fW)o(dy) = f(=).
]Rd
La transformada de Fourier de esa medida es

S.(w) = F(8,) (w) = /R ) e MtS, (dt) = e
Por consiguiente, para todo v € R¢ y S € GL*(R?)
bsu(w) = F(0gy)(w) = eV,
Dado S € GLT(RY), para cualquier v € R? y p € L*(R?), se define la funcién H, como
sigue:
Hyp(z) = p(z — Sv)
donde H,(p)(-) es una funcién de L*(R?) y, su transformada de Fourier es:
Hop(w) = [pae " H,p(z)dz
= Jpae ™ *p(z — Sv)dz.

Haciendo el cambio de variable, y = z — Sv, obtenemos:

= / e~ WS p(y)dy
R4

_ einv/ efiwyp(y)dy
R4

Por lo tanto,
F[Tsop(-)] (w) = plw)e ™. (1.31)

Proposicién 1.2.2.1 Un operador lineal G que es acotado en L*(R?) es invariante estacio-
nario y satisface
Gf(z) = e fx p(Sx) (1.32)

donde p(z) es la transformada inversa de Fourier de p(w),
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sty solo si satisface

J¢eRY IS GLY(RY), Yo e RY, GTs, = “°T,G. (1.33)

Demostracion

(<) Dado un operador lineal G, acotado en L*(R?) que satisface (1.33), queremos probar
que es invariante estacionario y satisface (1.32).

Veamos que G es invariante estacionario.

El operador de autocovarianza de un proceso Z se define:

Kzh(a) = [ B12(0)2° )} hw)d.
Sea Y un proceso estacionario y X = GY

Kxh(z) = G [E{Y(2)Y*(y)}Gh(y)dy (linealidad de G)

Por consiguiente, en notacion de operadores obtenemos:

Kx = GKyG. (1.34)

Puesto que Y es estacionario, Ky conmuta con el operador de traslacién T, para todo
v E Rdi T’UKY = KyTU.

En efecto:
T,Kyh(z) = T, (JE{Y(2)Y*(y)} h(y)dy) (Def. Ky)
= JE{Y(z—v)Y*(y)} h(y)dy
= JE{Y(@)Y"(y +v)} h(y)dy
= JE{Y(2)Y*(y)} Tuh(y)dy

Veamos que esta conmutacion también ocurre para X.
Por hipétesis, GTs, = €*T,G de aqui que

T,G = e *GTs,. (1.35)
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Por otro lado,
GTs, = e'T,G = T 5,G=GT_,e "
= G =Tg,GT _,e "
= Ge*v =Tg,GT_,

= @elf'”Tv = Tsva.
Se sigue de la linealidad de G

= e%GT, = Ts,G. (1.36)
Por otra parte,
T,Kx = T,GKyG (por (1.34))
= e ¥'QTe, Ky G (por (1.35))

= ¢ %" (GKy) (Ts,G) (T conmuta con Ky)
= GKyGT, (por (1.36))

= KxT,. (por (1.34))
Por lo tanto, T'v conmuta para X.

Ahora veamos que el hecho que T, conmute para X implica que X es estacionario.
T,Kxh(z) = T, [E{X(2)X*(y)}h(y)dy
= JE{X(z —v)X"(y)} h(y)dy
= G [E{Y(z —v)Y*(y)} Gh(y)dy

= G [E{Y(2)Y*(y +v)} Gh(y)dy.

Por hipétesis, G es acotado en L? (R?) entonces, también lo es su adjunto G. Luego por
definiciéon de un operador acotado, existe una constante ¢ > 0 tal que

IGRl2< ellh]l2< oo.

Por lo tanto, la dltima igualdad es cierta para toda h € L%*(R%) con soporte compacto en
la bola cerrada con centro u y radio 7/2, B(u,T/2), T > 0.
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E{X(z —0)X"(y)} = E{X(2)X"(y +v)} .

Si hacemos v = z la igualdad anterior implica cx(z,y + =) = cx(0,y). Si definimos
©(y) = cx(0,y) entonces se verifica E{X (2)X*(y+ z)} = ¢(y). Claramente la funcién de
covarianza depende de la diferencia entre sus argumentos. Ademas, como G es acotado en
L*(RY), ¢x(0) < oo. Por lo tanto, X es un proceso estacionario, en consecuencia, G es un
operador invariante estacionario.

G satisface la condicién (1.32)

Puesto que G es un operador invariante estacionario, se sigue del Teorema 1.2.2.1

Geiw-x — ﬁ(w)ei)\(w)-x

y por hipétesis, GTg, = e%“VT,G vale para toda funcién o senal f. En particular, aplica para
la senial bésica f(x) = ¢™*. Por consiguiente:

GTSvez’ww — Gez’w(m—Sv)

— Geiw~xe—i5'v-w

— ﬁ(w)eiA(w)-ze—iva. (137>
Por otro lado
eif-vTvGeiw-z — eif-vTvﬁ(w)eiA(w)-x
= eig'”ﬁ(w)ei’\(w)'(%”) (1.38)

igualando las ecuaciones (1.37) y (1.38) obtenemos:
T = )W) miS0w _ i€ 5() iNw) (@—0)
Si p(w) # 0 se tiene la igualdad e~*"% = ¢V~ w)v de donde obtiene:
PMW)v i giSvw
—  eiveivSw
ei(E+Sw)v

lo que implica que existe £ € R? y S € GLT (R?) tal que

Mw) = Sw + €. (1.39)
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Ahora,

Gf(x) = G [pe™*f(w)dw (Teorema de inversién)
= Jpa Ge* f(w)dw (linealidad de G y aprox. integral en L2(R?))
= Jpa p(w)er @)@ f(w)dw  (Teorema 1.2.2.1)
= Jpa Pw) €5 fw)dw  (por (1.39)) (a)
= fou €5 f(w)pw)dw
= 47 [ e F(f % p)(w)dw  (Teorema de la convolucién)

— €€3(f % p)(S)

Por lo tanto,

Gf = e f % p(Sz).

Esta ecuacién muestra que G f se obtiene utilizando la informacién contenida en p(Sz).
Vamos a demostrar en la implicacién directa que tal proceso involucra un proceso de trans-
porte o traslado del soporte de f de un entorno a otro.

(=) Veamos que se satisface (1.33).
Por hipétesis, para todo f:
GH(a) = fxp(S0) = [ )50 fluwydu. (por (@)
Luego, )
GTsof(z) = G(Tsof)(z)
= Juu P)AESF (T ) ()
= Jpa Pw)e 5 fw)e™ S dw  (por (1.31))

= 5 [ @S0 fw)p(w)dw

= %7 [, eI F (fxp) (w)dw (Teorema de la convolucién)
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GTs,f(x) = e (f*p)(S(x —v)) (Teorema de inversién)
= 8. 8@ fup(S(x —v))
= et (fx p(St))

= e%'T,Gf(x). (por hipétesis)

Por lo tanto, existen £ € R? y S € GL*(R?), para todo v € R?, tal que

GTs, = T, G.
O

Por lo anterior, queda claro que la Proposicién 1.2.2.1 se puede ver como una propiedad
de transporte que traslada el soporte compacto de f en un entorno de v a un entorno de wu.
En el resto de este capitulo trabajaremos con el grupo de operadores de deformacion para las
cuales los operadores invariantes estacionarios satisfacen la propiedad de transporte (1.33).

1.3. Conservacion y Transporte

La estacionariedad de un proceso aleatorio Y involucra, por definicién, una propiedad de
conservaciéon de su autocovarianza a través de la traslacion, es decir, el operador de autocova-
rianza es invariante a traslaciones en el espacio de entrada. Después de deformar Y, se obtiene
el proceso X(z) = DY (), el cual no es estacionario y cuya autocovariancia no satisface la
misma propiedad de conservacion. En este seccién mostramos que la estacionariedad de Y
implica una conservacién de la autocovarianza de X a lo largo de curvas caracteristicas en un
apropiado espacio de parametros. Estas curvas caracteristicas identifican la clase de equiva-
lencia de D en D/, las cuales son calculadas aproximando localmente D! por un operador
"tangencial” G, € G. Asumiendo que los operadores invariantes estacionarios satisfagan la
propiedad de transporte indicada en la Proposicion 1.2.2.1, la ecuacién de conservacién pue-
de ser reescrita como una ecuacion de transporte cuyo término de velocidad, denominaremos
gradiente de deformacion, y esta relacionado con ﬁﬁ(v) Tal como se muestra en la prueba
de la Proposicion 1.2.1.6, el gradiente de deformacién caracteriza la clase de equivalencia de
D en D/G (ver ecuacion (1.26)).

1.3.1. Transporte en grupo

Consideremos un grupo invariante estacionario G cuyos elementos satisfacen la propiedad
de transporte (1.33) y por ende la condicién (1.32), la cual podemos escribirla de la siguiente
forma paramétrica:

Gaf(x) = Ge,s0f(x) = ei(f'H‘z’)f * p(Sz — )
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donde p es una distribucién temperada. En términos de operadores la ecuacién anterior puede
ser reescrita como:
Gg = €“F,T,; donde F,f(x) = e“"f % p(Sz); a = (£,59) € R x GLT(R?). (1.40)

Noétese que la representacion del operador Gg esta dado por la accién de un conjunto de
grupos de operadores parametrizables, tales que T, es un elemento del grupo de traslacion,
F,, parametrizada por el vector £ y la matriz S, es un elemento del grupo afin y, el producto
y la inversa del grupo se indican como

FoFoy=Fpsay y FV=F, 1.

Bajo el supuesto de que p es una distribucién temperada, el grupo invariante estacionario
es un grupo de Lie.

En efecto, p es un elemento del espacio dual topoldgico del espacio vectorial de funciones
de clase C* (U) sobre un cierto conjunto U C R?, con soporte compacto y de decrecimiento
rapido. Es decir, p es un funcional lineal, diferenciable definido sobre conjuntos compactos
contenidos en U. Las funciones definidas sobre U se llama espacio de funciones de prueba y
conforman una estructura diferenciable. Asi el conjunto {Gg} es un espacio topolégico dotado
de una estructura diferenciable, es decir, es una variedad diferenciable.

Es un resultado conocido de la teorfa de grupos de Lie [28] que una variedad diferenciable
G, con estructura de grupo es un grupo de Lie si y solo si

(a,b) eGxG B abt €g.

Es claro que (fa,, fa,) € {Fa} x {F,} 5 farrazt € {Fa}. Por lo tanto, {G3} es un grupo
de Lie.

Veamos coémo identificar el operador de deformacién tangencial G, € G, el cual aproxi-
ma D~! para funciones con soporte compacto en un entorno de v € R,

En particular, sea D un operador del grupo de deformacién 1—dimensional (Def. 1.2.1.1).
Puesto que D € D entonces D~! € D, en consecuencia D' f(z) = f (07(x)).

Supongamos D! es lineal entonces, existe un tinico operador D~ tal que

(D~'f,9) = (f,D~'g).

Siy = 0~!(z) se sigue de la ecuacién anterior y del teorema de cambio de variables:

/ £ (07 (@) gla)d = / F()0 (1)9(0())dy.

Por lo tanto, para D~ € D y lineal



28

e /

f(x) =0 (2)f (0(z)). (1.41)

1
Queda claro que el operador D—! mueve el soporte de f desde un entorno de u a un
entorno v = f(u).

Bajo el mismo argumento anterior obtenemos:

Df(z) = (9’(95))1 F07 (@) (1.42)

Consideremos un operador invariante estacionario, G, el cual es un elemento del grupo
D, donde 0 es la trasformacion afin 0(x) = u + sx:

Gaf(z) = f(u+ sz); (u,s) € (R x RT™).
Se sigue de (1.42)

Gaf(x)=s"f (s (z—u)). (1.43)

No obstante, por (1.41), el lado derecho de la ecuacién de arriba puede interpretarse como
la actuacion del operador D—1 sobre f, donde la correspondiente funcién de deformacién es
la afinidad 6~!. Por consiguiente:

Gaflw) = s f (s (@ — ) = D1 f(a) (1.44)
lo que implica Gz = D', Por tanto, si D = G;l € G es en si mismo un operador invariante

estacionario, D~! estd plenamente determinado por el operador tangencial Gg. Note que el
operador G traslada el soporte de f, es decir, esta dotado de cierta propiedad de transporte.

Se sigue de los resultados (1.40) y (1.44):

Gsf(x) = T.F,f(x) (1.45)

donde F,f(x) = s f (s™'z). Asf la ecuacion (1.45) resprenta una familia infinita de funcio-
nes escaladas y trasladas de la funcién f, es decir, G, con 8 = (u, s), es equivalente a la
actuacion conjunta de un grupo de operadores parametrizables.

En general, si D € D\G, para identificar el operador tangencial, el cual aproxima D~! en
un entorno compacto de v € R, usaremos la ecuacién (1.45), esto es, una familia de funciones
obtenidas de una funcién madre f(z) = 1 (z) cuyo soporte compacto esta en [—1,1]%. Para
o > 0, ¥,(x) = ¢Y(x/o) tal que |z/o|< 1. Una descomposicion atdmica del proceso X
se obtiene correlacionando su operador de autocovarianza con una familia de funciones de
prueba deformadas y trasladadas, las cuales se denominan dtomos:

A% (u, @) = E{\(X, TUR%MQ}. (1.46)

La descomposicion atémica depende tnicamente de X a través de su autocovarianza.
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En efecto:

A (u,0) = [[EX (@)X ()(TF atho(2)) (TuFatbs (y))dudy
= [ [JEX @)X () TuFatbo(y)dy] (TuFatbo(z))dx
= <KXTuFawaaTuFawa>

= <KX'¢u,a,m wu,a,o> ) 2/}u,a,a = Tuﬁawa- (147>

Si X es un proceso estacionario, A% (u, ) solamente depende de X a través de su auto-
covarianza, la cual posee una propiedad de conservacion invarianza por traslaciones. En ese
caso, la descomposicién atémica de X no depende del pardmetro u. En efecto, A% (u,«) es
igual a:

[ exta = )50 (05 M@ = w) 570 (o) g = ) dady.
Si hacemos el cambio de variable Z = (0s) "} (z—u) y § = (0s) ' (y —u) la descomposicién
atémica de X toma la forma:
A% (u, a) = o? / / cx (os(x — ) V*(2)(§)didy. (1.48)

Claramente, A% (u, @) no depende del pardmetro u. Por lo tanto, 0,A% (u,a) = 0. Més
aun, se sigue de (1.47), para todo g con soporte compacto entorno a u, 9,(Kxg, g) = 0.

En general, para cualquier campo vectorial f

(ﬁv + €z> T,f(z) = 0. (1.49)
En efecto:

= /

ﬁvT;)f(x) = va(x - 'U) = _f (ZL’ - U)a

VT, f(z) = Vof(z —v) = f (z — ).

Evidentemente la suma de las dos ecuaciones anteriores nos da el resultado deseado.

Consideremos la Proposicién (1.3.1.1) y el papel de la funcién f(v) en la ecuacién (1.50).
Cuando el operador de deformacion D es invariante estacionario, una funcién § tal que
Voo = Ga(0)T, Fotb, v satisface (1.50), puede ser seleccionada independientemente de v.
En efecto, la ecuacién (1.44) muestra que Gg,) = D~1. Por consiguiente, Dty o = ToFuthy
y se sigue de (1.49):

<€U + %) Dy oy = (ﬁv + %) T, Foihy = 0.
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Cuando D no es invariante estacionario y o lo suficientemente pequeno, $(v) puede ser
seleccionado tal que satisface (1.50). De hecho, la Proposicién 1.3.1.1 prueba que si D1
puede ser aproximado por el operador tangencial GB(U), para funciones que tienen soporte
compacto en un entorno de v, entonces existe una funcion vy tal que, para todo u y «,

VA% (u, a % y(u)) =~ 0, para o lo suficientemente pequefio.

Asi A% satisface una particular propiedad de conservacion a lo largo de lineas caracteristi-
cas que viven en el espacio paramétrico u X «.. Tales curvas son descrita por 3(v) y dependen
del operador D.

Antes de iniciar la demostracién de la Proposicién 1.3.1.1, algunas consideraciones sobre
la notacién. Si f(x) y g(z) son dos funciones definidas en R¢, entonces Vg es un vector con
dg g
Oxy 7 Oxy

0 0
nentes son los productos internos (f, dg/0xy), es decir, <(f1, —g>, oy (fa, _g>> . Denotaremos
I Zq

d componentes, esto es, ), y (f, ﬁxg> también es un vector, cuyas d compo-

Re(f,V,g) la parte real de este vector. Escribiremos (o) = O(0) si existe una constante C
tal que, para o pequeno, |c(0)|< Co.

Si X es estacionario, la descomposicién atémica de X es independiente del pardmetro v
y se sigue de la ecuacion (1.49), para todo f, V, (Kx f, f) = 2Re <Kxf7 6zf> = 0.

Proposicion 1.3.1.1 Sea X = DY, conY estacionario. Sugongamos que para cada v € RY,
existe f(v) tal que, para cada o, la funcion ¢y oo = Gau)ToF ot satisface:

R€<KX¢v,a,a7 D_l (611 + 6:Ix)ﬁwv,oz,cr>

— O(0) (Re<KX¢U,a,C,,€z¢U,a,J> . (1.50)

Si eziste un difeomorfismo u(v) y dos funciones ¢(u) y vy(u) tal que

entonces, para cada (u, ), tenemos, t = u

—

VA% (u, k(1)) + VA% (u, o % v(t))‘ = 0(0) |VuA% (u, ax (1)) (1.52)

Demostracion

El operador de autocovarianza de X = DY satisface la condicién Kx = DKy D, con lo
cual la descomposicion atomica del proceso X puede escribirse como sigue:

<KXw’U,Oé,O'7 wv,a,o> - <KYva,a,mbwv,a,o>-
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Luego, la derivada espacial de la descomposicion atomica del proceso deformado X, viene
dado por:

611<l()(77Z}11,c>z,cr7wv,oz,cr> - 2R6<KYE¢U,OZ,U’6’UE¢’U,CX,O'>

= 2R6<KYDQ/JU a,0 ﬁ,QZ}1),O¢7U> + 2R6<KY§¢’U,OC,U7 6acﬁwv,a,z7>

=

= 2R€<KYﬁwv,a,U; (vv + 6z)ﬁwv,oz,cr> - 2R6<KYﬁwv,oz,Ua 6:Eﬁwv,oz,a>-

Puesto que Y es estacionario, el ultimo término es igual a cero. Note que ese término es
igual a VA% (.).

Por lo tanto,

-

6U<I(X"7Dv,04,0'7 ¢v,a,a> = 2R6<Kyﬁwv,a,oa (VU + 6:):)ﬁwv,oz,o»'

Pero, Ky = D~'KxD~1. Por consiguiente,

-

= 2R€<Kva,o¢,O'> Dil(vv + 6x)ﬁwv,oz,a>'
La hipdtesis (1.50) implica que

|§v <KX¢U,OZ,O'7 ¢v,o¢,a> |: O(J) |R€<KX¢’U,O£,U) 617¢v,oz,a> | . (15?))

La funcién ¢, 4, = GB(U)T L F o, satisface la ecuacién (1.53) y se sigue de la propiedad
de transporte (1.51):

¢v,o¢,a = (E,B(U)Tv) Foewg
= (DT o ugey) Fatls
= eid)(u(v))Tu(v)Faw(u(v))¢U' (154)

Ahora, calculamos la descomposicién atémica del proceso X, usando la funcién (1.54),
que involucra la propiedad de transporte de los operadores invariantes estacionarios.

<KX¢v,a,oa wv,a,a> = <KX€i¢(u(v))Tu(v)ﬁa*v(u(v))d}o7 ei¢(u(v))Tu(v)F(x*7(u(U))wcf)
= <KXTu(v axy(u ¢07 u(v) a*’y(u v)) ¢0>

= A% (u(v), axy(u(v))).

Por consiguiente, se tiene el gradiente de la descomposiciéon atémica, con respecto al
parametro v:
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Vol KxUnaos Yoas) = VeA%(u(v),a*y(u(v))

Por lo tanto,

611/4g( (U(U), o * ’V(U(U)) = 6v<[(X¢v,o¢,U) ¢U,O&,O’>‘]’U(u)’

Puesto que u es un difeomorfismo, J, es una transformacion lineal acotada sobre cualquier
entorno compacto y convexo de u € R?. Esto implica

|§U<KX¢’U,CE,UJ wv,a,a> ‘ S H Jv(“) H |6U<KX'¢U,0¢,07 2/}’U,a,o> |

donde ||.J,(u)|| es el operador sup norm de J,(u). Luego se tiene por (1.53), para u fijo:
VWA (u, 0% 7 (u)|= O(0)|Re(K x¥v a0, Vathuao)- (1.55)

La expansion del gradiente con respecto a la posicion, en el primer miembro de la ecuacion
(1.55), resulta en una ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP) de primer orden, en
las variables v y a. No obstante, para u fijo, tal EDP puede escribirse como una ecuacion
de transporte en el dominio (u,«). En efecto, para t = u, la expansién del gradiente con
respecto a t, segin la regla de la cadena, toma la forma:

VA% (u, 0% (1) = V(o x y(t)) - Va A% (u, a 5 (1)) (1.56)

donde V,(a % v(t)) es un vector de derivadas parciales con respecto a cada componente del
pardmetro «. Reemplazando la variable libre a por vy~ !(u) en (1.55), para t = u, da lugar
la siguiente ecuacién de transporte:

VA% (u, ) + V, (cvsey™H(u) xy(¢)) - Vad% (u,0)|= O(0)|Re{EK x V.00, Valbvao)l; t = u.

De aqui que escribimos la ecuacién (1.55) de la siguiente forma:
IVuA% (1, 0 % y(1) + VA% (u, a5 (1)) |= O(0)|[Re{K x W a0s Vithoao)|; t=u. (1.57)
Note que se sigue de la propiedad de transporte de los operadores invariantes estacionarios

(1.51), para todo v € R? existe una funcién 3(v) tal que

EB(U)T” - em(u(v))Tu(v)Fa*v(u(v))-

Asi 5(v) puede ser seleccionado tal que (1.57) se cumple para o suficientemente pequeno.
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Por otra parte, sabemos de (1.49), (61‘ + 623) Y(w,a,0) = 0. Por consiguiente, 6uw(v,a,0) =
—ﬁxw(v,a,a). Luego, para u fijo:

IRE(K xUy a0, Vallyao) = —VuA% (o xy(t)); t=u. (1.58)
Finalmente, sustituyendo (1.58) en el lado derecho de la ecuacién (1.57), obtenemos (1.52).

O

1.3.2. Transporte de escala 1-dimension

Sea D un operador lineal del grupo de deformacién 1-dimensién (Def. 1.2.1.1) entonces,
para el caso de una dimensién, la ecuacién (1.41) toma la forma: D=1f(z) = 6 () f((z)).

El subgrupo invariante estacionario (Prop. 1.2.1.1) es el grupo afin cuyos elementos son
Gsf(z) = f(u+sx) con f = (u,s) € R x R,

El adjunto de G esta determinado por la ecuacién (1.43) cuando el pardmetro de escala
es un escalar s > 0y, caracterizado por un conjunto de grupos de operadores parametrizables
(1.40). Por consiguiente:

Gaf(z)=s"f(s (z —u)) =T, Fof(x) con F,f(z)=s"'f(s"a). (1.59)

Sea 1 una funciéon con media cero: f Y(z)dr = 0. La funcién ¢ se denomina wavelet

(Apéndice A). Usando la ecuacién (1.59), tenemos T, F by (1) = s~ 11 (x u)’ con lo cual

so
la descomposicién atémica A% (u,s) (ver Ec. (1.46)) toma la forma:

A% (u,s) = E {\<X<s), s~ ((s0) "z — u))>}2} .

Podemos reducir el nimero de parametros de la ecuacion anterior dividiendo la descom-
posicién atémica de X por 02 > 0 y escribiendo s en lugar de s, esto es:

A% (u, s)
o2

= E{KX(:U), (so) 1 ((sa)_l(x — u))>|2} )

Asi tenemos

Ax(u, 8) = E{|(X(2), tus(2))]’} (1.60)

donde 1, s(z) = s71p (s (z—u)). El producto interno (X, 1, ;) se denomina coeficiente wavelet
de X en la posicion u y escala s, y denominaremos escalograma de X la varianza de ese co-
eficiente dado por (1.60), esa ecuacién también puede interpretarse como el promedio del
cuadrado de la transformada de wavelet en la posicion u y escala s (ver Apéndice A).

Veamos que los operadores D1 y EB(U), ambos trasladan el soporte de f desde un en-
torno de w a un entorno de v que depende de u. Ademas, se puede dar la expresién [(v)
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correspondiente al operador tangencial que aproxima D! en la Proposicién 1.3.1.1.

De la definicién de grupo de operadores de deformacién 1-dimensién (Def. 1.2.1.1), con-
sideremos 6 : [u — s,u +s] = R, u € Ry s > 0, una funcién de clase C* tal que §'(z) > 0.

Sea f una funcién regular con soporte en un entorno de u. Sabemos que si D es un
operador lineal se obtiene:

DIf(x) =6 (2)f (8(x)).

Queda claro de la ecuacién de arriba que D~! mueve el soporte de f desde un entorno de
u a un entorno de v = 0(u).

Por otra parte, para todo = en un entorno de u, 8(x) = 0(u) + 0 (u)(z — u) +

u)2+m

potencia del polinomio de Taylor para # son insignificante obtenemos:

(r — u)3, donde ¢ es algin punto entre u y z. Luego, si los términos de mayor

D1f(x) = 60 (u)f(v+6 (u)(z —u)). (1.61)

El lado derecho de la ecuacién de arriba se puede escribir como Eﬁ(u). Veamos quién es
B(u) y qué representa.

En términos generales, la tesis de la Proposicién 1.3.1.1, muestra que la propiedad de
conservaciéon del proceso deformado X es una consecuencia de la propiedad de transporte de

los operadores lineales invariantes estacionarios, (1.51), lo que implica la existencia de una
funcion v, tal que, para o suficientemente pequeno se cumple:

VA% (u, % v(u)) = 0. (1.62)

Asi, en el sentido de la Proposicion 1.3.1.1, podemos decir:

6vIE {‘ <X7 ¢v,a,a> |2} = 6vIE { ’ <X7 (éﬁ(v)Tv) Fozw0'> ‘2}
= VE{[(X,e# T, (FrunFa) o)’}

= V,E { (X, €D T ) F o (uw)) o) \2}
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ﬁUE{KX, wv,a70>|2} = < KxT, ’U)Foz*'y(u(’u) ¢a, a*w(u(v))¢a> (CL)
v A% (u(v), ax y(u(v)))

v <KX¢'U,O£,U) ¢v,a,a>

I Il
<u <I¢

I
<l

WA% (u(v), a3 (u(v))) Ju(v)
= VA% (u(v), @ y(u(©)J; (w).
Por consiguiente,

VA% (u(v), @ x () = Vo (KxUy a0, Voao) Jo(1)

lo que implica
[VuA% (u(v), ax y(u())] < [ Jo@) Ve (Kx a0 Yoac)l-
No obstante, las hipétesis de la Proposicion 1.3.1.1 implica:

|§U<Kva,a,aaw(v,a,o)>| = ( )|R€<KX¢ (v,a,0) w,@D (v,0,0) >|
(ver ec. (1.53)).

Por lo tanto, para u fijo, obtenemos la expresion asintética para la propiedad de conser-
vacion del proceso deformado X, (1.62):

Vu A% (u, 0% (1) = O(0) | Re(K x¥ (0000 Val(vsan)].

Por otra parte, la Proposicion 1.2.2.1 muestra que la propiedad de transporte de los
operadores lineales invariantes estacionarios, también satisfacen la condicién:

Gaf(x) = Ges0f(x) = ei(g'””z’)f * p(Sz — )

la cual podemos escribir en términos de operadores como:

Gp = e’F,T,
donde F, f(x) = % f x p(Sz); a = (£,9) € R? x GLT(R?). De aqui que:

Gs=e T, Fo; B=(v,a).

Este resultado nos muestra que la propiedad de transporte de los operadores lineales
invariantes estacionario es equivalente a la actuacion conjunta de un grupo de operadores pa-
rametrizables, donde la funcién 5 no es mas que la caracterizacion de dicha parametrizacion.
Por consiguiente, se sigue de (a):
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G () 0y (u(®)) = Tu()F ary(u(w))-

Sabemos que localmente (o ~ 0), el operador D~! puede ser aproximado por el adjunto
de un operador invariante estacionario. Por lo tanto, para u fijo y ¢ suficientemente pequeno,
existe una funcién v tal que para cada a:

D1~ a(u@w(u)) (1.63)
donde S(u) = (u, o * y(u)).

El resultado anterior prueba que la propiedad de conservacion del proceso deformado X,
ocurre a lo largo de curvas, lineas caracteristicas, que viven en el espacio paramétrico posi-
cién-escala. Tales curvas son descrita por 5(u) = (u, * y(u)) y dependen del operador de
deformacion D.

Puesto que la ecuacion (1.61) pasa por la expansién de 6 por Taylor, la aproximacion de
D=1 por Gy, depende de cuan suave es 6.

Por lo antes expuesto, estamos en condiciones de indentificar quién es S(u) en el lado
derecho de la ecuacién (1.61).

Para el caso particular de una dimension, se sigue de la ecuacién (1.59):

G =T,Fy; (u,s) € R xR

donde F,f(z) = s f (s~'z). Por consiguiente, queremos expresar 6 (u)f (v + 60 (u)(z — u)),
v = O(u), como el resultado de la accién conjunta sobre f de los operadores T y F.

Se sigue de la Proposicion 1.3.1.1, la propiedad de transporte del operador lineal ag.
Luego, para todo v € R:

Eﬁ(v)va(x) = T’Uaﬁ(v)f(x)
= T,0(u)f (v+6 (u)(z —u))
= 0 (u)f (0'(u)(x —u))

— Ty FPauonf(@) sa(u(v) = 1/6 (u(v)).

Por lo tanto, para u fijo:

esto implica
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El siguiente teorema presenta una ecuacién de transporte, consecuencia de la Proposicion
1.3.1.1, para ello se imponen condiciones adicionales al nicleo de la autocovarianza en una
vecindad de cero, a fin de asegurar la unicidad de la solucién del problema inverso. Tal condi-
cién es mas fuerte que la presentada en la Proposicion 1.2.1.3. Ademas se establecen ciertas
condiciones sobre 1) para garantizar que OjogsAx (4, s) no se anule para s > 0.

El gradiente de deformacion (log Hl)l (u), el cual especifica la clase de equivalencia de D en
D/g (Ec. (1.3)), puede ser calculado a partir de (1.66), tomando s suficientemente pequeno.
La estimaciéon del gradiente de deformacion a partir de una realizacion de X sera el objeto
de estudio en la secciéon Estimacion de las deformaciones.

Denotaremos 0f/0a = 0o f v Oiogsf = 0f/0logs = s0f/0s.

Teorema 1.3.2.1 (Transporte de escala 1D) Sea Y un proceso estacionario cuya cova-
rianza satisface

cy (0) — ey (z) = |2|"n(z), con h > 0,1(0) >0 (1.64)

donde n es C* en un entorno de cero. Sea ¢ (x) una funcién C' con soporte compacto en
[—1,1] tal que

/ b(e)dr =0 y Re / & — g () (y)dady # 0 (1.65)
S

X(x) =Y (0(x))

donde 0(x) es C* y 0'(x) > 0, entonces, para cada u € R tal que 0" (u) # 0, cuando s tiende
a cero

OuAx(u,s) — (log8) (u)Deg s Ax (u, 5) = O(5)D, Ax (u, 5) (1.66)
Demostracion

Este teorema es una consecuencia de la Proposicion 1.3.1.1. El operador Eﬁ(v) es dado
por (1.61):

o (@) =0 (w)f (v+0 (W) —w)

donde u = 0~1(v) es un difeomorfismo local. Luego:
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GomTof(r) = T,Gauf(z) (Conmutatividad de los operadores)
= T,0(u)f (v+0 (u)(z —u))
= 0'()f (0'(u)(z —u))
= Tuw) Fauw f()

donde a(u(v)) = 1/6 (u(v)). Por lo tanto, se satisface la propiedad de transporte (1.51).
Veamos que se cumple la hipdtesis (1.50) concerniente a la funcién:

szv,s,a == aﬁ(v)Tstwa

wv,s,o - (aﬁ(v)Tv) FS¢U
= Tu(u)Fa(u(v))Fsiﬁg (por (1.51))

= Tuw) Fou)esto
donde a(u(v)) * s = s/6 (u(v)). Luego,

), (e’<u<v>> p—

S SO

renormalizando esta funcién como en (1.60), obtenemos:

Vus0(T) = @us(T) = M¢ (@(w - u)) : (1.67)

S

Si probamos

‘Re <Kx<pv,s,F (0 + ) ﬁpv,s> = O(s) |[Re (Kxu,s, 0upu,s)] (1.68)
entonces, se sigue de la Proposicién 1.3.1.1 la ecuacién de transporte (1.52) con a = s,
v(u) = ﬁ yaxy(t) = %(t)’ esto es:
Expandiendo 0, Ax obtenemos:
s s s

atAX(u7 /—) - at_ ° aS"4)((u7 7
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Ol (“ e'if)) 0 353 Ol <“ 9—@) ‘ '

Puesto que Oiog s = 50s, fijando t = u y s suficientemente pequeno se obtiene:

DuAx (u, 5) + (1og e’)' () Drogs Ax (1, 8)| = O(s) |0uAx (u, 5)|

lo cual prueba (1.66). De aqui que solo queda demostrar (1.68).
Calculemos
Gus = D10, + 0,) D, 5. (1.69)

En una dimensién, las ecuaciones (1.41) y (1.42) toman respectivamente la forma:

D=1f(x) =6 (x)f (6(x)) (1.70)
y
Df(x) = (100 9—1)(93))1 £ (@) (1.71)
Célculo de D19, D,
Diyslx) = ((0'067)(@) ¢ (071(2)) (por (1.42) )
= (@ o)) i“)w (9 <SU> (6~ (x) - u)) . (por (1.67))
Luego, g ) g
0.pula) = "o, (¢ 00)w) " (M0 ) - )
+ (S“> ((9’ 0 el)(;c))_l B (9 S“‘) 0~ (z) — u>> . (1.72)
Pero -
0, (10 007)@) " =~ (0 00™)@) " (0" 067)() (1.73)
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o (00—} = v (M2 - 0) P (@ er@)

S

donde 9,0~ (z) = (6 0 67 Y)(2)) " ' Sustituyendo (1.74) y (1.73) en (1.72) se obtiene:

0.Dpula) = =2 (@ 00)@) 0" o0 N (“0 ) - )
(M) @ oo @) e (M@ -).
Por lo tanto,
0 (u) - 6 (u)

D-19,Dyp, ,(x) = 0 (x)

Célculo de D19, D,

De los calculos anteriores sabemos cual es la expresiéon para D, (). Sustituyendo en la
misma u = ~!(v) se obtiene:

Dipy(a) = £ D) (@ 9—1)(x))1¢ (M(e—l(@ - 0—1(0)) .

Luego S S
oDuite) = 0220 (g ooy w((e OZ 2 g10) 00
L 06~)(v) (0 0 0°1) ( (0067 ) g1z —9—1(v)))
v”"’i )“w W (176

pero,
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0,6 007 (w) = (0" 067 )w) (6 007 (w)) (1.77)
y
o220 sy i = CEDNETIOD sy i
—w ((e’ o 9%))_1 (1.78)

Luego, sustituyendo (1.77) y (1.78) en (1.76) se obtiene para 9,D¢, s(z):

L0 007)(0) (¢ 067)(w) (8 06)(@) v (22 0 - 00
F1 000w (0 0 0@) v (L2 g1y - el(v))) -

(é (9” ) 9_1) (v) ((9/ o 6’_1)(1)))_1 0~ (z) — 07 (v)) — —) )

S

Por lo tanto, se sigue de (1.70) y la sustitucién u = 67! (v):

D710, Dpe.(x) = (x) [12 et (e 0) + g (e - )

_ fg,((z))w (9/(8“) (z — u)> + é((az‘ — )b (w) — 6 () (@(ag - u)> )

Finalmente, obtenemos la expresion para ¢, s en (1.69) sumando los resultados (1.75) y (1.79)
con lo cual se obtiene:

brele) = (9”<u> - (by 'y <x)) o (M6 - w)

5 (28 )~ 0 () — x)a"<u>>w’ ("W). s

M(x_u)

1, por lo tanto, ¢, tiene soporte en [u — s/6 (u),u + s/0 (u)]; puesto que 6 € C3, para

Por hipétesis, 9 tiene soporte compacto en [—1, 1], por ende debe cumplirse

<
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s suficientemente pequefo, el desarrollo de Taylor para 6 (z) y 6" (z) muestra que para x
cercano al punto u (Apendice B):

o () [, ) s

Veamos que |Re <Kx%s, Y0, + 0 )Dg0“> = O(s"t1).
¢'u,s

La autocovarianza del kernel de X (x) es cx(z,y) = ¢y (0(x) — 60(y)). Luego, la descompo-
sicion atémica del proceso X en un entorno pequeno de u es igual a:

(Kx s, Pvs) = //CY Y))Py.s(2) b s (y)ddy.

Por hipétesis, [¢(x)dz = 0, lo que implica de (1.69) y (1.67), [ ¢, = 0, asi reescribimos
la ecuacion anterior de la siguiente forma:

<KX§0v,sa ¢v,s> - = // (CY<O> - CY<9<I> - e(y))) @Z,S(I)%,s(y)dxdy (182>
donde ¢ y ¢ tienen soporte en [u — s/6 (u),u + s/0 (u)].

La funcién n es C' en un entorno de 0, por lo tanto, ' (0) existe:

Asi para z suficientemente cercano a 0:

n(z) = n(0) + 1 (0)]z|

por consiguiente

n(z)|2["= n(0)]|"+n (02"

Por la continuidad de 7 escribimos:

n(2)|z|"= n(0)] " +o(|2|")
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lo que implica por hipétesis sobre la covarianza del proceso Y':

ey (0) = ey (2) = 1(0)|2["+o(|2[") (1.83)
0 € C3 y su expansién en serie de Taylor para todo x en un entorno de wu:

0" (u) 9" (c)

(u)(z —u)* + (z —u)? (1.84)

0(z) = 0(u) + 6 (u)(x — u) +

donde ¢ es un punto entre x y u.

Sean x, y puntos diferentes y cercanos al punto u tal que z —y vive en un entorno de cero.
Supongamos que @ es lo suficientemente suave para que por (1.84) se obtenga:

0(x) = 0(y) = 0 (u)(z — ).
Luego,
ey (0) — ey (0(z) = 0(y)) ~ ey (0) — ey (8 (u)(z —y))

~ 1(0)|0 (u)(z —y)[*.  (por (1.83))

Sustituyendo este ultimo resultado en el integrando de (1.82), conjuntamente con la ex-
presién para ¢, s en un entorno de u, (1.81), obtenemos:

(Kxpuastna) = = [ O ) =) H D (o) (L 210

[9'(U)(y - U)w<9/(:) (y_u)>+%<wyw’<9,<“> (y—u)) |dedy.  (1.85)

Sea z una variable genérica que representa z o y. Luego, en (1.85) hacemos el cambio de

6/ — d~ /
(u)(j U)’ por ende, dz = saz. y 0 (u)(x —y) = s(Z — y). Por consiguiente,

0 (u)

variable z =

<KX30v,sa ¢v,s>

J[robse-plve (G

donde,

o | ~—
[}

Vo) + Lv @) odiay (156)

0 (u)

~2
~ ~ * N\~ ~ Y I~
7= g (@) + 5o )]
es una funcién continua sobre el compacto [—1, 1] x [—1, 1]. Por lo tanto, existe una constante
positiva N tal que
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~2
&= 91" @[ @) + S @ll< N

para todo (Z,7) € [—1,1] x [-1,1].

Por consiguiente,

|Re({K x Py, Bu.s)| < N = |Re(Kxpy o, Pus)|= O(s"). (1.87)

Ahora calculemos (Kx@, s, 0y s):

d
<KXSDU,S7&E§0U,S> = fch ))S%s( )dy@v,s(y)dxdy

= [ il@) [ erl0(o) ~ 00) - puslwiy]da,

Integrando por parte la integral entre corchetes, obtenemos:

- [ Y 00) =00 s} + ] wew e ey
donde !

I= g0ty [ evtot@) =o)L (N —w))ar. - (por (167)

s s
. . A .
Hacemos el cambio de variable = (x — u) y reemplazamos #(x) por su aproximacion
s
de Taylor entorno al punto u: 6(x) = 6(u) + 6 (u)(x — u) + o(z — u). Por consiguiente:
I =~ 9011 s f CY w< )diL‘

2usv) ] [cy<o> = 1(0)|s(z = §)[*|¥(@)dz.  (por (1.83))

Puesto que [ ¢ = 0 se tiene:

I ~pnalw) [ 0(0)]s(z ~ P v(@)ds

Por lo tanto,

1] = O(sM).

Por otra parte,

11 = [ [60)6,0) - 005 @)pualu)dndy
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Puesto que ¢y (2) es anti simétrica ( ¢y (—2) = —c} (x)), escribimos:

0 (y)el (8(x) = 6()) — 8 (2)65 (0x) — 0w)) .

R€<KX(Pv,saaxS0v,s> = ff 2

(%,s (:C>90v,s<y>) dl'dy

- _% S0 (x) = 0" (y)ey (0(x) — 0(y)) Re (25 o (2) pu.s(y) ) ddy

= S IO @) 6 )6 00) — o) Be L (P 0 ) D C )y

Hacemos el cambio de variable, T = éu) (r—u)yy= 0 S“L) (y — ), donde z = u + % v
sy .

y=u-+ m Luego:

2 0 (u) 0 (u) 0 (u) 0 (u)
Re[¢*(2)y(9)]didy
Por otra parte, se sigue de (1.83):
—ey(2) = hn(0) - sign(2)|=" " + o(|2|""); sign(z) = é (1.88)

Regresamos a la tltima integral y reemplazamos #(z) y 6 (z) por sus expansiones en
serie de Taylor, entorno al punto u. Asimismo, usamos (1.88) en el integrando, con lo cual
obtenemos para s suficientemente pequeno:

Relxpnnduus)| = |3 [ Goatmn0)51e - i Rl @o(ldad| = O("). (159

Observacién: Si z > 0 o z < 0, en cualquier caso, sign(z) - z = |z|.

No obstante, por hipétesis Re [[|z —y|"*(x)¢(y)dady # 0y 0" (u) # 0, entonces existen
una funcién continua a(u) > 0 y un entorno de u tales que:

|R6<Kxg07)’s7 Dupu,s)| = a(u)s" + o(s"). (1.90)

Por lo tanto, se sigue de las propiedades del orden asintético, (1.87) implica (1.68). En
efecto, se sigue de (1.87), existe una constante positiva N tal que:

|R6<KX@U,57 ¢v,s>|§ Sh—HN-

Luego, conjuntamente con (1.90) obtenemos:
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a\u
W | Re(K o, 60| alu)sh < Rl x e D)
lo que implica

N
K s Qu,s) | <
|R€< X P, ¢ , >| SCL(U,)

donde N/a(u) es una constante positiva. Por lo tanto,

|R6<KX<PU,S7 az@v,s>|

‘R€<KX<10’U,87 ¢v,s>‘: O(s>’R€<KX§0v,sv axgpv,sﬂ-

con lo cual se satisface la hipétesis (1.68) de la Proposicion 1.3.1.1, en consecuencia se obtiene
la ecuacién de transporte (1.66).

O

La ecuacién de transporte (1.66) muestra que el coeficiente de velocidad tiende al gra-
diente de deformacion 6" (u)/6' (u) cuando s — 0. Veamos que esto es consecuencia de la
propiedad de conservacién del proceso X, debido a su vez a la estacionariedad del proceso
Y. Esto se resume en una propiedad de migracion de los parametros entre los escalogramas
de los procesos X y Y sobre el espacio paramétrico (u, s).

Puesto que X (x) =Y (0(x)), donde 0 : [u—s,u+ s] — R una funcién, parau € Ry s > 0
tal que 6 € €3y 0'(z) > 0. Se sigue de la definicién de los coeficientes de wavelet de X, en la
posicion u y escala s, para una funcion madre :

(X, 1h) = /Y (x;u)dx.

Hacemos el cambio de variable: Z = §(z) en un entorno pequenio de u (s pequeno). Por

- dx
consiguiente, dr = ———————, con lo cual obtenemos:

0'(6-1(2))

ot = [y ()

0-1(z) —
Puesto que 1) tiene soporte compacto en [—1, 1], 9 <M> = (0 siy solo si
s

0~1(Z) —u <

' (u)
0" (u)

(escala s es pequena con relacién a la escala de variacion de la deformacién), una expansién
de Taylor para @ alrededor de la posicién u implica |Z — 0(u)|< 26 (u)s.

1, esto es, T € [f(u—s),0(u+ s)], puesto que 0 es creciente en un entorno de z. Si s <

En efecto, para todo x en un entorno pequeno de u, [u — s, u + s]:
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0(x) = O(u)+0 (u)(z —u)+ %HII(u)(:v —u)ltolr—u)i=1z

r—u 1

_ e(u)+s<e’<u) — + 550" (W) (x;u)2>+0(:c—u)2.

Para s lo suficientemente pequefio tal que s6” (u) < 6’ (u), obtenemos:
17— 0(u)|< 6 (u)|z — u|< 20 (u)s.
Por lo tanto, es claro que cuando s — 0,  — O(u) y 0 (71(2)) ~ 6 (u).

Por otra parte, puesto que ¢ € Ct,

o (1) = 100 (F) ot -, (1.91)
Pero, 7 ~ 0(u) + ' (u)(x — u), lo que implica

T—0(u) v—u
sO'(u) s

(1.92)

T —0(u)

<1
s0' (u)

Dado que 1 tiene soporte compacto en el intervalo [—1, 1], tiene que ocurrir

entonces, para s pequeno:

o(Ga) = w0 ()

Q
<
e
+
=
e

~/~

X
<
7 N

8
|
I3
~_
)
@)
=
”',_T
©
[
S~—
S~—

Pero, z = 071(Z). Luego, se sigue de la dltima aproximacion:

() ()

Kot = [ Vo) (”’”S;, fg”) 0

En consecuencia,
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Ast, (X, ¢y5) = (Y, Vo) 9/(u)5>, lo que implica una relacién de los escalogramas de los procesos
X y Y, dada por una migracién de sus parametros en el espacio paramétrico posicion-escala,
esto es:

/

Ax(u, s) = Ay (0(u), 0 (u)s).

_ 0 (u) S B
Sea s, una constante fija, s, < 7 () y sea s(u) = ) Para s = s(u)
Al 5(u) = Ay(0(u), 5,). (1.93)

Puesto que Y es estacionario, Ay (6(u), s,) no depende del parametro u; por lo tanto,

d
@Ax(u, s(u)) =~ 0.
d
Expandiendo la derivada total T como una combinacién lineal de las derivadas parciales, se
tiene:
d )
g Ax(w, s(u) = 0uAx(u, s(u) + 5 (u)0sAx (u, 5(u)).
Note que
/ ! 9”
So = s(u)f (u) = s (u) = — 0/((3))8(’&)
Luego, para s = s(u) suficientemente pequenio
0" (u
OuAx(u,s) — ﬁ@logsflx(u, s) ~ 0. (1.94)

Esto muestra que el gradiente de deformacion es solucién de la ecuacion de transporte eli-

"

giendo s suficientemente pequeno. Més aun, el cociente ?(u) representa localmente, en un

entorno de u, la clase de deformacion involucrada en el proceso estocastico Y. Por otra parte,
la ecuacién (1.93) permite afirmar que la distorsion del proceso estacionario Y se traduce en
la migracién del escalograma en el espacio paramétrico posicion-escala, para escala fina.

1.4. Estimacion de la deformacion

El gradiente de deformacién aparece como un vector de velocidad de la ecuacion de trans-
porte (1.94). Para estimarlo a partir de una sola realizacién de X, las derivadas 0, Ax (u, s)
Y OlogsAx (u, s) de la descomposicién atémica de X tienen que ser estimadas a partir de una
sola realizacion de ese proceso. Esta seccion estudia la consistencia de tales estimadores para
el problema de la estimacion del gradiente de deformacion en una dimension.
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1.4.1. El gradiente de deformacion en 1-dimension

La siguiente declaraciéon es una ligera adaptacién de la Proposiciéon 1.3.1.1, 1til para la
prueba del Lema 1.4.1.1.

Proposicién 1.4.1.1 Sea X = DY, con'Y estacionario. Supongamos que para cada v € RY,
existe 3(v) tal que, para cada o, la funcion ¢y e = Gy ToFatbs satisface:

Re(Kx Vya.0, D70y + 0,) Dy a.0) = c(t, ) Re{K gy 0.0s Oxthy.ao) (1.95)
\\’_/ Ny (;r J
Pu,s v,8

Si eziste un difeomorfismo u(v) y dos funciones ¢(u) y v(u) tal que

entonces, para cada (u, ), dado t = u:

DuA% (1, ) + Oy (o %y () * y(1) 00 A% (u, @) = c(u, )0, A% (u, o) (1.97)

Demostracion
Por analogia usaremos un argumento similar a la prueba de la Proposicion 1.3.1.1.

El operador de la autocovarianza de X = DY satisface la ecuacién Kx = DKy D (1.34).
Por lo tanto:

<Kva,o¢,aa ¢v,a,a> = <KYva,a,mﬁwv,a,o>'

Calculemos la derivada espacial del proceso X:
0K xYv00: Yua0) = 2R(Ky Dibya,, (95 + 05) Dibya,0) — 2Re(Ky Dby 5, 0: Diy,0).
Puesto que Y es estacionario, para cualquier g se tiene (Kyg,0,g) = 0, asi:
0u(Kxtv00: Vo) = 2R(Kx 00,0, D710y + 05) Dibra o)
La hipdtesis (1.95) implica que
Ou( Kk v a0 Vvao) = c(u,0)Re(Kxthya0; Octhv.ac)- (1.98)
Puesto que ¢y 0,0 = GB(U)TUFQ@/)J, se sigue de la propiedad de transporte (1.96):
Voae = €T F ) Fats

— ei‘b(“(v))Tu(v)Fa*v(U(v))Q/}"‘
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Es claro que la fase ei(u(v)) desaparece en (K xy 0.0: Vpa0). Luego:

<KX¢’U,O{,0’7 wv,a,a> = <KXTu(U)Fa*'y(u(v))w07 Tu(v)Fa*v(u(v))wo>

= A% (u(v), a*y(u(v))) (1.99)
por definicién de la descomposicién atémica del proceso X (1.47).
Ahora,

aU<KX77D'U,Oé,O'7 ¢’u,a,a> = avAg((U(U), Q% 7(“(”)))

ou

= 0uA%(u(v), axy(u(v))) 5.

Esto implica:

ov

Oy A% (u(v), ax y(u(v))) = %&)(KX@DU@U, Yy o)

Usando (1.98) tenemos para u fijo:
8UA§<U7 Q ok P)/(u)) = c(u, O—)R€<Kva,a,ow aa:wv,a,o'>'

Esta ecuacién puede reescribirse como una ecuacién de transporte en el dominio (u;«) ex-
pandiendo el gradiente con respecto a t, tal como se indica en (1.56), asi:

Oy A% (u, a0 (1)) + O(ax (1)) 0a A% (u, o x y(t)) = c(u, o) Re(K x ¢y 0.0y OxVva,0)- (1.100)
De la ecuacién (1.49), (0, + 0,)T.f(x) = 0, lo que implica 0, T, f(z) = —0, T, f(x). Luego:
au<KX¢v,a,m 1/)1;,04,07 ¢v,a,a> - 2R€<KX7vbv,a,a7 8u¢v,a,a>
= 2R6<KX1/J’U,O¢,U7_8Z‘,¢}’U,O¢70'>

== _2R6<Kva,a,ayaxwv,a,a>-
Para u fijo, se deduce de (1.99):

2Re(K xVy 0.0 0xp o) = —0AS (u,axy(1)); t=u.

Por lo tanto, sustituyendo este resultado en (1.100) y reemplazando la variable libre « por
a %y~ (u), obtenemos (1.97).

O
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Lema 1.4.1.1 Bajo las hipétesis del Teorema 1.3.2.1 (transporte de escala 1D):

OuAx (u,s) — (log8') (u) g s Ax (u, s) = s(C(u) +0(1)) 0, Ax (u, s) (1.101)

donde C es continua.

Demostracion

Este lema es una consecuencia de la Proposicién 1.4.1.1, el cual es simplemente un arreglo
de la propiedad de conservacién del proceso deformado X.

Bajo las hip6tesis del teorema de transporte de escala unidimensional (Teo. 1.3.2.1), el
adjunto de todo operador invariante estacionario satisface cierta propiedad de transporte
(1.51) y, para la funcién v, s, se satisface la condicién (1.50), donde

busol) = ponte) = L (T )

S S

Gus(x) = F(@U + 895)54,07}78(@.

Puesto que 1 € C! con soporte compacto en [—1,1] y 6 € C3, las series de Taylor de 6 (z)
y 0" (x) en un entorno de u, muestra que para x cercano a la posicién u: (ver Apéndice B):

)~ (2(;((5)); - z(gg) [9’@)(: ), (e’(u)(: - u)) % (W)Q

Y (MZJ_U)) ‘ = Oz —u). (1.102)
Veamos que
Re(K xpys, Ous) = c(u, S)Re(K x@u.5, 0xPu.s)- (1.103)

Considerando el comportamiento casi h—homogéneo de la covarianza del proceso estacio-
nario Y; ¢y, en un entorno de 0, asi como n € C! en una vecindad de cero y, las hipdstesis
involucradas en el resultado (1.102), se obtiene (1.86), esto es

<KXSDU,37 ¢v,s>

b -2

donde la integral es una funcién continua B en un entorno de u. Por consiguiente:

) [500) + 50/ )] osdia

Re(Kxpy.q, bu.s) = 8" (B(u) + o(1)). (1.104)
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Por hipétesis, Re [[|z — y|"y*(z)(y)dady # 0y 6" (u) # 0. Por lo tanto se sigue del
calculo de (Kx @y, Oxpys) (ver prueba del Teorema 1.3.2.1, Ec. (1.89)):

Re(Kxpus, 0up0) = 5 | %hmms% — " Re (v (2)u(5))didg

N %99((5)) 5" (14 o(1))hn(0) //|90 — §[" Re (¢*(2)0(y)) didy (1.105)

donde 6" (u)/6 (u) es una funcién continua en u.

Al comparar el orden de (1.104) con el orden de (1.105), sobre un entorno pequeno de u, se
observa que (1.103) se satisface con ¢(u, s) = s(C'(u)+o0(1)), C continua. Por consiguiente, se

1
sigue de la Proposicién 1.4.1.1 la ecuacién (1.101), con a = s, y(u) = o) y axy(t) = (qi(t)
O

1.4.1.1. Estimador de la deformacién en 1-dimension y sus propiedades es-
tadisticas

Esta seccion se centra en el problema de hallar el estimador del gradiente de deformacién
6" (u
0'(u)
solucién de la ecuacién de transporte (1.66), para valores pequenos del pardmetro de escala
s. Por consiguiente, se requiere estimar las derivadas parciales 0, Ax (u, s) ¥ OogsAx (u, s).

en 1—dimension, a partir de una realizacién del proceso X. Se desea estimar

, que es

Definicién 1.4.1.1 Sea ’a’ una variable genérica que denota u o logs, definimos

0. Ax (u,s) = /g(u — )0, Ax (v, s)dv

La definicién anterior muestra que d, Ax (u, s) es la convolucién de g y 9,Ax, lo que im-
lica un ”suavizamiento”de 0,Ax.
a

Por definicién, Ax(u, s) = E {|(X, ¢u,s>\2} (1.60). Luego,
OaAx (u, 8) = BE{(X, ¥’}

donde ’a’ es una variable genérica que denota u o log s. Notese que el operador de la derivada,
0,4, estd referida a una variable distinta a la variable que se integra mediante el operador E.
Por consiguiente, esos operadores pueden intercambiarse, con lo cual se tiene:

0uAx (u, 5) = 2ReE (X, 1hus) (X, Outhus) "} (1.106)

con
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0u(x) = ' () (1.107)

Biog st0() = =) — 21 () (1.108)
Puesto que 1 € C! entonces, Ax(u, s) también es de clase C! con respecto al pardmetro u o s.

La ecuacién (1.106) sugiere un estimador para d,Ax(u, s), a partir de una realizacién del
proceso estocastico X, de la siguiente forma:

BaAx (1, 8) = 2Re {(X, 1hy.s) (X, Outbus) "} . (1.109)

Claramente 56:4)( (u, s) es un estimador insesgado del pardmetro d,Ax (u, s), esto es,

E{@Zﬂw@}:aﬁxwﬁy (1.110)

Desafortunadamente, la varianza de 8:1\4 x (u, $) es tipicamente mas grande que 9, Ax (u, s),
lo que conduce a un error cuadratico medio inaceptablemente grande. Para reducir la varian-
za, calculamos un promedio ponderado de la ecuacién de transporte (1.66), por convolucién
con una funcién de ventana positiva continua g, soportada en [u — A, u + A].

Si u es tal que 0" (u) # 0, condicién impuesta para la ecuacién de transporte (1.66) -
ver ec. (1.89) -, por continuidad de 0, Ay, su signo permanece constante sobre el compacto
[u— A, u+ A], para A suficientemente pequeno y, por la continuidad de C' en Lema 1.4.1.1,
convolucionando el lado derecho de esa ecuacién con ¢ se tiene:

u+A ut+A
3/_A glu—0)(C(v)+o0(1)) 0,Ax (v, s)dv < sM /_A g(u —v)0,Ax (v, s)dv

donde M es el supremo de la funcién C sobre el compacto [u — A, u + A]. Luego, se sigue de
la Defincién 1.4.1.1

g*s(C(u) +0(1)) 0,Ax = O(5)9,Ax (u, 5). (1.111)

Por otra parte, convolucionando el primer miembro de (1.101) y g se tiene

fujAA g(u—v) (8qu(U, s) — (log (9/)(1))81%314)((@, s)) dv

u

u+A

= 0, Ax(u,s) — / g(u—v)(log ) (v)Dreg s Ax (v, §)dv. (1.112)
u—A

La hipétesis del teorema de transporte de escala unidimensional (Teorema 1.3.2.1) implica

que OgsAx(u, s) no se anule, es decir, las condiciones impuestas sobre ¢y (1.64) y ¢ (1.65)

garantizan que Ol sAx(u, s) # 0, para s > 0 (ver ecs.(1.89) y (1.90)) y, por continuidad de
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Oog sAx (v, 5), este conserva el signo para v en [u — A, u+ AJ.

"

Puesto que la funcién de deformacién @ es de clase C3, (log 6/) es una funcién continua y
acotada sobre el compacto [u — A, u+ A]. Por consiguiente, para A suficientemente pequerio,
cualquier v € [u — Aju+ Al, algin c € (u — A,u+ A) y |z — u|< 2A:

/ "

(log6'(v)) = (logé (u))/ + (log#'(c)) (z—u)

= (logd' (u))/ + O(A).

Retomando el lado derecho de la integral (1.112) se tiene
[ g(u—v)(1og ') (v)Bgs Ax (v, 8)dv = [ g(u—v) ((logd') (1) + O(A)) Bogs Ax (v, s)dv
= (log ') (u) /g(u — 0)Oog sAx (v, 5)dv + O(A) /g(u — 0)Olog sAx (v, s)dv

= (log 0') (u)Ohog s A 5 (1, 8) + O(A)rog s A 5, (1, 5). (1.113)

Sustituyendo los resultados de (1.111) y (1.113) en los respectivos lados de la ecuacién (1.101)
se tiene

O0uAx (u,s) — (log 9,),(u)810g5AX(u, 5) — O(A)Og s Ay (u, 5) = O(5)0,Ax(u, s).

Finalmente, reagrupando los términos de la ecuacion anterior se obtiene:

DuAx (1, 8) — (10g0) (u)Drog s Ay (1, 8) = O(5)FuAx (1, 8) + O(A)Drogs Ay (u,8)  (1.114)

esta ecuacién puede interpretarse como una versién ponderanda de la ecuacién de transporte

(1.66). Dividiendo (1.114) por Qg sA (u,s) # 0, podemos facilmente reescribir esa ecuacion
de la siguiente forma:

o s au_AX(uv 3)
Tla) (14 O(s)) _%SA—X(%S) + O(A).
&L_AX(ua 3)

Oog s A (1, )

Si A > s, se sigue del dlgebra O grande, O(s) € O(s)y O(s)+0(A) € O(A).

Por consiguiente:

QI,(U) aqu( S)

el(u) alogsAx<'7S>

(u) +O(A). (1.115)

El término O(A) puede interpretarse como el sesgo debido al suavizamiento sobre una
anchura A. Asi, la ecuacién anterior sugiere el siguiente estimador para el gradiente de
deformacién unidimensional, a partir de una realizacién de X:
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(1.116)

Note
E{ﬂx*g} = ]E{ﬁ/;lx}*g
= 0,Ax*g (ec. (1.110))
= 0,Ax. (Def. (1.4.1.1))

No obstante, en la practica resulta imposible evaluar el estimador (1.116) para todas las
escalas y posiciones, de aqui que se recurre a su discretizacion. Asi, si X (z) se mide con
una resolucién N, se puede calcular el escalograma empirico |(X, ¢U75>|2 para s > N1y
posiciones u = k/N; k € Z [19], esto nos permite discretizar los estimadores de las derivadas
parciales de la descomposicion atémica del proceso X, 0/6;1 x(u, ), por ende, obtener un esti-
mador modificado, discreto, para el gradiente de deformacién, como indicamos a continuacion:

Sea
A1 — |z/A]) siz|< A
= - 1.117
9(@) {O si|z|> A ( )
luego, se sigue de (1.109) y la convolucién discreta
0uAx(u,s) =2N"" 3" g(u—k/N)Re [(X, tyn.s) (X, Outhisns)’] - (1.118)

Jk/N—ul <A

El Lema 1.4.1.2, cuya prueba se da en el Apéndice D, muestra que el estimador (1.118) es
consistente al pardmetro J, Ay (u, s). Ademds, como veremos en el Teorema 1.4.1.1, ajustando
apropiadamente el valor de A, podemos reducir el sesgo indicado en la ecuacién (1.115). Por
0" (u).

0 (u)

lo tanto, se propone el siguiente estimador modificado para

0'(u) B, Ax(u, N7
0' (1) DogeAy(u, NV

(1.119)

donde 0,Ay se define en (1.118).

Se debe garantizar que cuando s = N~!'y N — oo, @X(u, 5) Y OogsAy (u, s) estén cerca
de 0,Ax(u,s) ¥ OogsAx(u, s) respectivamente. Para ello se introduce la hipétesis Gaussiana
sobre el proceso estacionario subyacente Y. Este supuesto nos permite derivar la consistencia
de los estimadores J,Ax y, por ende, la consistencia del estimador (1.119).
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Lema 1.4.1.2 Sean X, Y y 1 satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.4.1.1 (Consistencia).
Para cada u, para cada s suficientemente pequeno,

Prob{‘@@){(u, $) = Olog sAx (U, 8)| > C'|Drogs A (u, s)|} <€ (1.120)
Prob{ a/u;lX(u, s) — 0, Ax (u, s)‘ > ‘&L_Ax(u, 3)|} < € (1.121)
donde
_ log(NA) _ Ci(u)A?

_oslVa) - _GlwAT (v A) Y e0w)
AVIE' T ogvay® @7 0A)

Los parametros Cy(u) y Cy(u), los cuales son definidos en la prueba del lema, ambos son
positivos.

Demostracion: Apéndice D.

Lema 1.4.1.3 St X; y X5 son dos variables aleatorias y C < 1 es una constante tal que

PTOb{|X1 —E{X1}| S C“E {X1}|} Z 1— €1

PT’Ob{|X2 —E{Xg}l S C|E {X2}|} Z 1— €9

>21—€1—62

entonces

po (| -2

20 |E{X,})
= 1—0’]E{X1}

Demostracion: Apéndice G.

Una wavelet ¢ (x) se dice que tiene m momentos cero si
/w(x)xkdx =0 para0<k<m.

Entonces, 0,1 y Oiog 59 son wavelet con soporte compacto y una integracién por parte muestra
que ellos tienen, respectivamente, m 4+ 1 y m momentos cero.

En efecto, sea a una variable genérica que representa u o log s. por hipotesis f Y(z)dr =0
entonces,

0= (%/@/)(x)dx = /3a¢(x)dx.
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El intercambio de la derivada e integral es posible porque se deriva una integral respecto
a un parametro distinto al que se integra y la derivada estd acotada para poder aplicar el
teorema de la convergencia acotada.

Veamos que [ 9,9 (x)z¥dr = 0; k <m + 1.
Por hip6tesis, [ (z)z*dx = 0.

Integrando por parte:

0= /w(a:) aFdy = L1[1(x)xk+1 - %H /ﬁ(a:)xk“dx

Por consiguiente:
/wl (z)2" M dw = p(x)z* .

Nuevamente integrando por parte a la integral: [ Y’ (x)x* 1 dx, si hacemos dv = 1 (z)2*dx
entonces, v = [’ (v)z*dr = 9, [¢(x)a*dx = 0. Por consiguiente, [¢'(z)z*'dx = 0. De

esta tltima igualdad se tiene que d,1 tiene m + 1 momentos cero.
Ahora veamos [ Oog st (7)z*dz = 0; k < m.
Dogs | W(@)abdr = [ Oogsth(x)ahda
= [ (—=¢(z) — ¢'(2)z) 2*dx ( por (1.108))
= — [(x)akde — [ (z)a* T d

= 0

puesto que ¥ y 9,1 tienen m y m + 1 momentos cero.

La expresién (1.106) indica que 9, Ax (u, s) simplemente depende de la transformada wa-
velet de X con las wavelet madre v y 0,1.

El siguiente teorema demuestra la consistencia débil del estimador modificado (1.119).
Teorema 1.4.1.1 (Consistencia) Sea X (z) =Y (0(x)), donde Y es un proceso estaciona-
rio Gaussiano cuya covarianza satisface

ey (0) — ey () = |2["n(z), h >0y n(0) >0

Sea 1 de clase C? una wavelet con soprte en [—1,1], con p momentos cero tal que
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% h>1/2y / / & — g (2 (y)dady # 0

Sea A = N7Y5. Sin(z) es de clase C* en un entorno de 0y si (x) € C> N C?%, entonces,
para cada v € R tal que 0" (u) # 0,

Prob {

Demostracion

— /

(log ') (u) — (log6) (w)

< 2(log N) N‘1/5} Moo

Sea a una variable genérica que denota u o log s.

Del Lema 1.4.1.2, para cada u y para cada s suficientemente pequeno,

Prob{ 8/,11\4X(u, s) — Ou Ax (1, s)‘ >C 8/a1\4X(u, s)‘} <, (1.122)
log(NA)
donde €' = ———
NG 7 N
M sia=loos
(log(NA))? o

6(NA)~V/CRW) & q =y

Puesto que log z = O(z'/?), esto es, la funcién z +— z'/2 mayora a la funcién z +— log z, se
tiene C' < 1y ¢, — 0 para N suficientemente grande. Por consiguiente, se sigue de (1.122),

ﬂx(u, s) es un estimador consistente de 0, Ax (u, s).

De (1.122) es claro que

Prob{ @lx(u, s) — 0, Ax (u, s)’ <(C ‘BQAX(U, s)‘} >1—e,.
Luego, podemos usar el Lema 1.4.1.3 tomando X; = @X(u, s)y Xy = 8/uz\4x(u, s),
log(NA
donde s = N~! y, elegimos C = L). Por consiguiente:

AVINA

0. AN A, N

alogsA(u,N—l) alogsA(uyN_l)

2log(NA)
— AVNA —log(NA)

OuA(u, N™)

Oog s A(u, N71)

} >1-) e

a

Prob {

Se sigue de la ecuacion de transporte ponderada (1.114):
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0ux (N7 () oy

(log ) (u) = O(A)+—alogsAX(u,N—1)

9 A -1
_ auAX(uaN ) —G—O(A) —}—O(Nfl)
alog;sfél)((uﬂ N71>

a9 A -1
_ O NT) o maxf{a, N1).
alogs‘AX(u7 N_l)

Puesto que A = N~/ > N1 y (log#') (u) es una funcién acotada sobre el compacto
[u— A, u+ Al escribimos:

au_14X<u7 N_l)
Orog s A x (1, N71)

(log 9')/(u) =0O(A) +
o bien

FuAx(u, N7
Oog s Ay (u, N71)

= (log Gl)l(u) +O(A).

Por lo tanto,

S AN 210g(NA) (e 5,
Prob<@X(u7Nl) (log#') () < =" VA )‘<1g9)( )+O(A)‘) > 1 Z .

2log(NA)
< AVAE — log(NA) ’(log@ ’—l—(? ) > 1—Zea.

a

Seleccionamos A tal que A™H(NA)™Y/2 = A, esto es, A = N~'/°. En ese caso,

(
C
im0 1 1(u)2 =0 sia=logs
(—logN) N2/5
, 5
lim ¢, =
N—o0
1
lImy oo ——————— =0 sia=u

\

~1/5

Asi, cuando N — o0, €, tiende a cero. Por otra parte, conservando el valor de A en N se

tiene

2log(NA) _ 2log NP
AVNA —log(NA)  NY5 —log N4/5°

Puesto que log z = O(z'/%), para N suficientemente grande
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21log N4/% 2log N5 2log N
N5 —log N4/5 = N5 = N1/s

2log N
donde % — 0.

Por lo tanto,

9, Ax (u, N! N
lim Prob EL\X(U’ ) _ (log6") (u)| < 2(log N)YN~Y5 | =1




Capitulo 2

Recuperaciéon de la distorsion de la
superficie de la escena

2.1. Introduccion

La observacién de una fotografia pone a prueba nuestra capacidad intuitiva de recuperar
la forma de una superficie en la escena a partir de una sola imagen. Las senales de la forma
de una superficie en la imagen, viene dada por la combinacién de varios tipos de informacién:
variaciones de sombreado, efectos de perspectiva y gradientes de textura. El objetivo de este
capitulo, es aplicar los resultados de la deformacion de procesos estocasticos, X = DY, a fin
de responder a la pregunta: dada la imagen de una superficie texturizada, jcémo es posible
recuperar la profundidad de la superficie? Las referencias recientes a este problema conocido
como la forma a partir de la textura pueden encontrarse en ( [3], [4], [6], [11], [17], [18], [25], [31]

).

Este capitulo estd organizado en tres secciones: (1) Iniciamos con el proceso de formacién
de las imagenes, centrandonos en tres de sus aspectos: la proyeccion perspectiva, la relacion
entre el brillo de la escena y el brillo de la imagen, y finalmente la reflectancia superficial,
que modela la manera en que una superficie refleja la luz que recibe.

La siguiente seccién (2) presenta un modelo estocéstico para imagenes de superficies tex-
turizadas, las cuales tienen una estructura que consta de unidades o elementos, relativamente
homogéneos en tamano y forma, distribuidos por la superficie con relativa regularidad. Asi, la
textura es modelada como un proceso estacionario Y, que ha sufrido una distorsién espacial
D, y cuya amplitud se ve afectada por el sombreado, dando lugar a la imagen resultante
a un proceso no estacionario, X = DY. Modelamos el tipo de proceso no estacionario que
aparece en dichas imagenes, X. Los dos términos fisicos relevantes que miden la distorsién
de la estacionariedad son el gradiente de sombreado y el gradiente de deformacién. En este
trabajo nos centramos en el gradiente de deformacién para recuperar la forma real de la
superficie.

Presentamos un algoritmo y una experimentacién numérica concerniente a la estimacién
de la deformacién de la superficie en una dimension.
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2.2. Formacion de la imagen

Para interpretar una imagen, es necesario saber en primer lugar, como se formé la imagen.
Esta seccion presenta tres aspectos de la formacion de las imagenes: primero la proyeccién de
perspectiva, que es la relacién geométrica entre el punto de la imagen y los de la escena real.
Luego, analizamos cémo se relacionan la intensidad de un pixel de la imagen y el brillo del
punto de la escena correspondiente. La tercera parte se refiere a la reflectancia superficial;
modela el modo en que los puntos de la superficie reflejan la luz que reciben, en funcién de
las orientaciones referidas a la luz incidente, la normal a la superficie y del rayo luminoso
refeljado o emitido.

2.2.1. Proyeccion perspectiva

La versién mas simple de una cdmara es el modelo de Pinhole que se muestra en la Figura
2.1.

Ly

/

Figura 2.1: Modelo de la camara Pinhole

Los tnicos rayos de luz que alcanzan la imagen son los que vienen a través de un orificio
ideal O, que se encuentra a una distancia Ly del plano de los fotorreceptores o plano de
la imagen. El eje dptico es la linea perpendicular al plano de la imagen y pasa por O.
Introducimos un sistema de coordenadas centrado en O, cuyo eje x3 coincide con el eje
éptico. La Figura 2.1 muestra la orientacién del sistema de coordenada (O, xq, 3, x3). La
proyeccién de un punto P’ de la escena con coordenadas 2 = (), 7y, z3) en un punto P en
la imagen con coordenadas x = (x1, za, —Lg) es bien conocido como proyeccién perspectiva.
Dado que OP y OP' son colineales, la coordenada cartesiana de Py P satisface

(xla T2, _LO) = )\(x/b 'CE/27 ZL';’)

L
Obviamente, A = ——,0, de ahi que la coordenada de la imagen y la coordenada de la
x

escena obedezcan la relacion

Lox,  Lox.
(33'1,.]72): <_ Oirla_ OL;EQ)-

T3 T3
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2.2.2. Brillo de la imagen

Ahora que tenemos la relacion geométrica entre los puntos de la imagen y la escena, que-
remos saber como se relacionan sus respectivos brillos. Para ello introducimos dos magnitudes
fisicas que miden el brillo. La irradiancia de la imagen i(x) es el flujo de energia luminosa
recibido por la imagen en la posicién x por unidad de area. El brillo de la escena es a su
vez dado por la radiancia de la escena l(x'), que es el flujo de energia de luz emitido por la
superficie del objeto en la posicién =" por unidad de &rea, por unidad de dngulo sélido.

En esta ocasion, el modelo de camara Pinhole ya no es adecuado y tiene que ser reempla-
zado por un modelo de lente més realista. Esta claro que un pedazo de superficie en la escena
emite luz en un hemisferio entero de direcciones. En el modelo de cdmara Pinhole, el rayo de
luz que llega a un punto de la imagen sélo puede provenir de una sola direccién (es decir, un
cono con un angulo sélido infinitamente pequeno). Por lo tanto, el flujo de energia luminosa
recibido por un area unitaria de la imagen es en realidad igual a cero. Si reemplazamos el
orificio por un agujero con un diametro finito, el flujo de luz ya no seria cero; Sin embargo, un
punto P’ de la escena se proyectaria sobre un circulo en la imagen, lo cual es un inconveniente.

Una lente ideal (Figura 2.2) tiene la propiedad de recoger los rayos de luz desde un éngulo
solido finito en un punto dado, mientras que todavia produce una proyeccién en perspectiva.
Aunque estrictamente hablando, la proyeccion en perspectiva sélo es valida para los puntos
Py P’ cuya distancia respectiva —xs y x; de la lente satisfacen la relacion

1 n 1

—XI3 ZE; N Lf
donde Ly es la longitud focal de la lente. Asi, si el plano de la imagen se encuentra a una
distancia —x3 = Lo de la lente, los puntos de la superficie estan enfocados si estan a una

distancia zy tal que

1 1 1

@ Ly Lo
Para una lente de didmetro d y longitud focal Ly, existe una relacién simple entre la
radiaciéon de la escena [ y la irradiancia de la imagen 1.

i(z) = l(x/)% (%)200540 (2.1)

donde 0 es el angulo entre el eje dptico y la direccién del rayo de luz que conecta el pedazo
de superficie al centro de la lente. (ver Figura 2.2). Vale decir que los sistemas se calibran
generalmente de modo que se elimine la dependencia de cos* §. El resultado de la proporcio-
nalidad (2.1) indica que, al medir la irradiacién de la imagen, tenemos acceso a la radiacién de
la escena, que a su vez, es la clave para obtener informacion local de la forma de la superficie
en la escena, como lo haremos en la siguiente parte.
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L.g }1%
Figura 2.2: Lente del modelo

2.2.3. Reflectancia superficial

El resplandor de una superficie en la escena depende primero de la cantidad de luz que
cae sobre ella, y también del modo en que la superficie refleja la luz incidente. La iluminacién
es una funcién de la incidencia, que es el angulo ¢; entre el vector normal 77 a la superficie y
la direccién de la luz incidente 77 (ver Figura 2.3)

!/ , . . . /
Denotamos e(¢;, x )ow; la energia luminosa recibida por la superficie en un punto z =
/ / / , P . .,
(2, x4, x4) desde un dngulo sélido dw; en direccién ¢;.

La emitancia es el angulo ¢, entre la normal a la superficie y la direcciéon de observacion,
. ’ . . / .
asociada a la energia luminosa reflejada en un punto = de la superficie.

La reflectancia superficial es modelada por la funcion de distribucion de reflectancia

\ Ol(ge, )
T(¢67¢i7x) - e(@,x')&ui

que determina el brillo de un punto z" de la superficie bajo la emitancia ¢, cuando este es
iluminado bajo la incidencia ¢;.

La irradiancia total de la superficie es

eo(z) :/e(qﬁi,xl)éwi.

La radiancia de la superficie cuando se ve bajo la emitancia ¢, es
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Figura 2.3: La incidencia es el angulo ¢; entre la normal a la superficie 77 y la direccién de la
iluminacion 7. La emitancia es el angulo ¢, entre 77 y la direccion de observacion.

(60, ) = / F(Ber 61, 2 (i, ).

Consideramos el caso de las superficies que reflejan toda la luz que reciben, igualmente en
todas las direcciones: la funcién 7(¢., ¢;, ) solo depende de la posicién z” del punto superficial
y se denotara rg(ml). Estas superficies, llamadas superficies lambertianas, son superficies mate
sin especularidad, como la nieve, el papel o la superficie de la luna. La radiancia superficial
es entonces

I(z) = eo(z )ro(z).

Para una fuente puntual de radiancia e procedente de una direccion 7,

’ ’ -

eo(r ) = efi(x ) - 1
y por lo tanto

/ / /

l(x) =ero(x)n(z) - 1. (2.2)

2.3. Imagenes de superficies texturizadas

El paisaje marino en la Figura 2.4 transmite una impresién de profundidad 3D. Esa
impresion parece ser debido al efecto de la perspectiva, a pesar de que no hay un borde real
en la imagen que indique un punto de fuga. La escena alli descrita es una textura (es decir,
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un patrén con cierta regularidad), y es un ejemplo de la forma a partir de la textura. En
esta seccién se introduce un modelo estocastico para imagenes de superficies texturizadas.
La textura de la escena se supone estacionaria, pero debido a la proyeccion en perspectiva y
la curvatura superficial, la textura observada en la imagen se corresponde a un proceso no
estacionario. Explicamos que la no estacionariedad se debe a una deformacién de un proceso
estocastico estacionario. Introducimos el gradiente de deformacién y un modelo estocéastico de
la forma a partir de la textura. Explicamos cémo se puede recuperar la forma de la superficie,
utilizando la informacién del gradiente de deformacion.

Figura 2.4: Este paisaje del mar transmite una impresién de profundidad 3D (forma de la
textura)

2.3.1. Modelo estocastico en una dimension

En esta seccién, x representa la coordenada z; a lo largo de la linea de la imagen, y
denotaremos 2" las coordenadas (1, 23) a lo largo de la curva (ver Figura 2.5).

Consideramos una superficie texturizada en una dimensién. El brillo de la escena en un
punto z" de una superficie Lambertiana es (2.2)

(') = erg(x)i(z) - .

Sea xr = p(x/) el punto de la imagen correspondiente a 2’ por la proyeccién de perspectiva
p. De (2.1) sabemos que la irradiancia de la imagen i(x) es proporcional a la radiancia de la
escena en el punto z . Después de una renormalizacién, que es comun en el procesamiento de
imagen

i(z) =ro (p~ () 7 (p " (2)) - s (2.3)
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QO

]
=

X

Figura 2.5: La longitud del arco y(x) mide la longitud a lo largo de la curva, cuando se ve
desde la posicién x en la imagen

La textura en la escena es modelada por un proceso estocastico R, que es estacio-
nario en sentido amplio. Un proceso estacionario en sentido amplio R(x) es por defini-
cién [5] un proceso cuya media R = E{R(z)} e independiente de x y cuya covarianza
E{(R(z) — R)(R(y) — R)) } es una funcién de x —y. Para abreviar, vamos a escribir estacio-
nario en lugar de estacionario en sentido amplio. Asumiremos que los procesos estacionarios

son de media cero (R = 0).
Consideremos Y una curva lisa parametrizada por una trayectoria lisa g : [a,b] — R3 que

suponemos de clase C? tal que ¥ = g ([a, b]). Definamos la longitud de 3 como S (X) = S (g),
donde S es la funcién de longitud de arco definida

b
S@ = [ g @)
Supongamos que la trayectoria lisa g es tal que g () # 0, para todo t € [a, b].
Sea 7y : [a,b] — R definida mediante

ﬂw:/m@ww

Entonces

1. (@) = 0, (b) = S ().

2. 7 es derivable y 7 (t) = ||g'(t)||> 0. Asi 7 es estrictamente creciente en [a,b] y por lo
tanto inyectiva. Mds aun, v : [a,b] — [0, S (2)] es biyectiva y de clase C.
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Consideraremos la reflectancia de la curva ¥ como la realizacion de un proceso estocéastico
débilmente estacionario sobre ¥ C R? que toma valores en R que depende del cambio de la
métrica entre la curva y el plano imagen, debido a la proyeccién perspectiva y la curvatura de
la curva, esto es, y(x) = (yop) («), asi el brillo o irradiancia de un punto en el plano imagen
puede tomar valores arbitrarios siempre y cuando se conserven los parametros estadisticos
de esos valores en un entorno pequeno, por lo tanto,

ro (P71 (@) = R(v(2)). (2.4)

Denotamos

fla)=7(p " (z)) - 7y (2.5)

y reemplazando (2.4) y (2.5) en (2.3), la irradiancia en la imagen tiene la siguiente expresién

Por consiguiente,

E{[I(2)]"} = [f(@)"E{IR (+(x))]"} = |f(2)]" Cr(0).

El término de sombreado f(x ) puede asi estimarse hasta una constante multiplicativa a
partir del segundo momento de la imagen E {|I (x)|2} El estudio de la recuperacién de la
forma a partir del sombreado se encuentra en [22], [23]. En este trabajo nos centramos en la
distorsion de la textura causada por la perspectiva y geometria de la superficie, por lo tanto
compensamos los cambios de iluminacion. Estimamos el segundo momento de la imagen,

~1/2 . L
y luego calculamos E {|1 (x)\2} 2 (). La imagen resultante de esta renormalizacién de
contraste local se denomina aun I(z) por conveniencia. Asi obtenemos el modelo:

I(z) = R (v(x)). (2.6)

Sea Cp(u,d) la covarianza de I centrada en u sobre un entorno pequeno compacto de
longitud 0 > 0, esto es:

Cr(u,8) = E{I(u—05/2)1(u+8/2)}
= E{R(y(u—10/2))R(y(u+6/2))}. (por (2.6))

Puesto que R es estacionario, el punto alrededor del cual la covarianza esta centrada es
irrelevante, solo depende de la diferencias de los tiempos o espacios. Por consiguiente:

Cr(u,0) = E{R(y(u+/2) —y(u—20/2))R(0)}
E{R (7' (v)s) R(0)}
= E{R(—()35/2) R(v ()3/2)}

= Cr(0,7 (u)d).

Q
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Por lo tanto:
C1(u, 8) = Cr(0,7 (u)d).
Comparemos la covarianza de I centrada en dos puntos diferentes u y v pero cercanos.

Por lo anterior se sigue:

Cr(v,9) =~ CR(O,fy/(v)(D.

Por la continuidad de ~', para cada e > 0, podemos elegir u y v lo suficientemente cercanos
tal que |y (u) — 7 (v)|< €. Por consiguiente, para cada par de pixeles o puntos arbitrarios

cercanos u y v de la imagen, se tiene:

7 (v)
C] 0,5) ~ CR (0, ,—(5) .
( 7 (u)
El punto alrededor del cual Cr estd centrada es irrelevante, puesto que la covarianza

depende de la diferencia. Por consiguiente:

Por lo tanto,

Cr(v,8) ~ C; (u VEZ; 5) .

Por lo tanto, existe, un factor de deformacién (o escalamiento) positivo 7, EU; entre Cr(u, .)
v (u

y C[(’U, )

Para u fijo y v en un entorno de u,

V() A @ @00
= S =1+ (log (1) (v — w) + O(v — w?.

De aqui que para u y v los suficientemente cercanos,

7 (v) ~1+ (logyl)/(u)(v —u).

La transformacion entre las covarianzas centradas en los puntos u y v se especifica lo-
. -, . !/ - e . =7
calmente por la variacion relativa de v . Llamamos gradiente de deformacion a la variacién

relativa de v': (logy')'.
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2.3.1.1. La estructura de la funcién de covarianza

Para x € R y para todo H € (0, 1), consideremos un proceso estocéstico cuya funcién de
covarianza responde a la siguiente estructura:

1
yu(z) = 3 [z + 1P =2|z [ +|z — 1] . (2.7)

Es facil calcular la derivada de la funcién de covarianza yg:

() = H [(z + 1))z + 1222|224 (x — 1)z — 172

Claramente 7y es una funcién continua. La regién sombreada de la figura de abajo muestra
el conjunto solucién de la inecuacion fy}{(x) < 0, para un valor particular de H, H = 0,7,
con lo cual evidentemente para ese valor de H existe € > 0 tal que

Ve e (0, :yy(z) <0 (2.8)

| | ]
s 10 5

Figura 2.6:

No obstante, se puede probar sin mayores dificultades que la condicién (2.8) también es
verdadera para todo H € (0, 1), basta elegir x = € y hacer algunos arreglos algebraicos. Por
lo tanto, la estructura de covarianza de los procesos estacionarios involucrados en la Propo-
sicién 1.2.1.3 incluye a la ecuacién (2.7).
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n
k =0,1,...,n es un proceso estacionario Gaussiano, cuya estructura de covarianza es vy (i—j),
parai,j=1,2,...,n [§].

k kE—1
Los incrementos de un movimiento Browniano fraccional estandar, by (—) —by < ) ,
n

El criterio de Kolmogorov para la continuidad de procesos nos permite afirmar trayec-
torias continuas para los incrementos de un movimiento Browniano fraccionario (mBf). Por
lo tanto, estos procesos Gaussianos también responden a la clase de procesos estacionarios
involucrados en la Proposicion 1.2.1.3.

Los resultados anteriores nos muestran que los procesos estocésticos estacionarios asocia-
dos a la modelacion de la textura de la escena no son arbitrarios, responden a una estructura
especifica de covarianza (2.7) que involucran un amplio rango de procesos estocésticos [32]
que incluyen a los procesos Gaussianos, como consecuencia de la condicion impuesta a la
covarianza en la Proposicién 1.2.1.3. Como contrajemplo, el ruido blanco viola la condicion
(2.8) puesto que ¢y (z) = 0, para todo = # 0.

2.3.2. La importancia del gradiente de deformacion

Se ha demostrado que el gradiente de deformacion especifica la transformacion de la
covarianza de la irradiancia centrada entre diferentes puntos cercanos (Proposicién 1.2.1.3).
Esta seccién esta dedicada al estudio de ese gradiente, que muestra ser relevante en el modelo
estocastico propuesto. En primer lugar, se mostrard en base a la teoria desarrollada en el
capitulo anterior, un resultado matemético que muestra como el gradiente de deformaciéon
define de forma tnica la forma a partir de la irradiancia de la imagen modelada por (2.6).
Asimismo, cémo interviene el gradiente de deformacion en la recuperacion de la forma.

2.3.2.1. Unicidad

En el modelo estocéstico propuesto, la funcién 4 en realidad no estén definidas de forma
Unica, pero la siguiente Proposicién, cuya demostracion se extrae de la prueba de la Propo-
sicién 1.2.1.3, indica que su variacién relativa (logy')’ si lo estd.

Proposicién 2.3.2.1 (Unicidad de la representacion) Sea I(z) de la forma I(x) = R(~(z)),
donde R es un proceso estacionario. Bajo la hipdtesis de la Proposicion 1.2.1.3, existe una
proceso estacionario R tal que I(x) = R(5(z)) si y solo si (logy') = (logd)".

Demostracion

(=) Sea u =y 07! la cual es de clase C* y u'(x) > 0. Debe ocurrir:

Ca(7(r) —3(y)) = Cr(v(z) —v(y)).

Por definicién de wu:



Chlx —y) = Crlu(z) — u(y)).

Diferenciado esta ecuacién con respecto a x e y obtenemos respectivamente,

/

Crlz —y) = Cplu(@) — u(y))u

()
~C(a —y) = —Cr(u(z) — u(y))u (y)

Sumando las dos ultimas ecuaciones se obtiene de inmediato,

’

Crlu(z) —u(y)(u'(z) —u'(y)) = 0.
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Fijemos z € R y elijamos y # x, pero suficientemente cercano a x tal que |u(z)—u(y)| < e.

Por hipétesis, Cp(u(z) — u(y)) < €, necesariamente v (r) — u'(y) = 0. Por lo tanto,

u' (y) = 0, para todo y € R, si y solo si existe ay >0 (u (y) = ) tal que

uly) = o+ By
Reemplazando y = 5(z) en (2.9) se tiene:

Y(x) = o+ f3(x)

Por lo tanto,

(<) Sea (log fy/)/ (z) = (log :y/)/ (x). Entonces se sigue por integracién

logy'(z) = log7'(z)+logf; BeR
= log 7 ()

Luego,

Por lo tanto,

Luego,

(2.9)
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BAR(5(x)); (Propiedad de autosimilaridad del Mbf, H > 0)
Existe, un proceso R tal que

£ R(3(x)).

N

O

La prueba anterior muestra que el gradiente de deformacion es la funcion relevante a
estimar a partir de la irradiancia I de una superficie (o curva) texturizada en la imagen.

2.3.2.2. Del gradiente de deformacién a la forma

El gradiente de deformacién (log~y') representa las variaciones relativas de 7', que es la
derivada de la longitud de arco 7.

Queremos responder dos preguntas: suponiendo que conocemos la longitud del arco =,
ies posible recuperar una curva unica? ;Y qué informacion sobre la curva se pierde cuando
. ., AN
conocemos el gradiente de deformacién (logv') en lugar de 7.

Puesto que estamos considerando una proyeccion en perspectiva, parametricemos la lon-
gitud de arco usando ¢, que es el angulo entre el eje 6ptico y la direccién del rayo de luz que
llega a la imagen (ver Figura 2.5). Existe una biyeccién entre x y ¢ puesto que x(¢) = f tan .
Ahora tenemos para la longitud de arco parametrizada con :

) = v (z(v))
¥ (z(p))
Y(p)

De aqui que

() = 7(z(p))-

Sea r(p) la distancia euclidea entre el centro éptico O y el punto superficial r =
p~!(z(p)). Entonces, la longitud del arco comprendido en el intervalo [¢1, 2], toma la forma

o) = [ @R + ()P
/

con lo cual tenemos el siguiente resultado de unicidad:
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Proposicién 2.3.2.2 Eziste una curva unica (@) con una longitud de arco (), definida
para @ € [p1, 2|, y satisface las condiciones de contorno

Para la respuesta a la segunda pregunta, note que si dos longitudes de arco v v 72

satisfacen
<log vi) = <1og vé)

entonces necesariamente existe una relacién lineal entre v, y 72. Ademas de establecer las
condiciones de contorno de 7(¢1) v r(p2), las derivadas 7 (¢1) y 7' (¢2), también deben espe-

/

cificarse en el limite para determinar univocamente la curva r(p) a partir de (log 7/)

2.4. Experimentacién numérica 1D
Para los efectos de la simulacién numérica consideraremos:

log 0 (z) = A\ + Apsign(1/2 — z)|x — 1/2[? (2.10)

donde \; y Ag son dos constantes. La grafica de abajo es una curva de la ecuacién (2.10) con
)\1 = 1,5 y )\2 = 2,5

12 14 16 18 20

1.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2.7: Log. de la derivada de la funcién de deformacién
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2.4.1. Coeficientes wavelet y escalograma

El coeficiente wavelet (1,1, ) puede representarse por medio del producto convolucién:
(1) = / I(2)s™ 0" (s~ (2 — u)) de = T % Du(u) (2.11)

con () = s (—s'z). La transformada de Fourier de 1,(z) es ¥y (w) = *(sw). Selec-
cionamos 1 tal que su transformada de Fourier es

) (w) = (811110("72/—2_;70) exp (—i(w/2 — m)). (2.12)

Para una senal discreta de tamano N, la wavelet 1;5 y la variable u son discretizadas, y
(2.11) es calculada con FFT, la abreviatura usual (del inglés Fast Fourier Transform) de
un eficiente algoritmo que permite calcular la transformada de Fourier discreta (DFT) y su
inversa, requiriendo O (N log N) [6].

Gréfica de la parte real de la transformada de Fourier de la wavelet madre (2.12).

@
-

Amplitud
0.8
|

0.2

0.0
|

Frecuencias
Figura 2.8: Parte real de la transformada de Fourier de la wavelet madre
Por definicién de la transformada de Fourier se tiene
Os(w) = [T 0i(x)e e

= fj;o s (—s7 1) e ™oy

Tras el cambio de variable y = —s~ 'z obtenemos:
— +oo ,
do(w) = [ @ (y) ey (2.13)

—00
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= ) (—sw). (2.14)
Puesto que, s7'9 (—s~!z) € R entonces, s (—s7'z) = s71p* (—s71z). Por lo tanto, se
sigue de (2.13):

= ¢ (sw) (2.15)
y

lo que implica de las igualdades (2.14) y (2.15) que la transformada de Fourier de ¢ () es

una funcién hermitiana.

P (sw) = P(—sw)

lo cual es natural puesto que v es una funcion real.

Por otra parte,
(I,hus) = [I(x)s™ (s7H(z —u))dx

= [I(x)s "bs(u — z)dx

= Tx1y(u).
Por lo tanto, el coeficiente wavelet puede respresentarse por medio del producto convolu-

cion. Por consiguiente, para una senal discreta de tamano N, su célculo pasa por discretizar
la wavelet v, y la variable wu.

Si denotamos con F el operador lineal de la transformada de Fourier, el teorema de la
convolucién garantiza:

F (1) = F (1) F (d(w)

=F () .@Z(u) (2.16)

donde (u) = e ™) (w). Dado que una FFT proporciona una transformada de Fourier
rapida, también proporciona una convolucién réapida, por el teorema de convolucién (2.16).
El uso de una FFT para realizar la convolucién es realmente més eficiente en la practica
solo para convoluciones razonablemente largas, N > 100. Para las convoluciones mucho mas
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largas, los ahorros se hacen considerables comparados con la convolucion directa. Esto ocurre
porque la convolucién directa requiere del orden de las operaciones N? (multiplicaciones y
adiciones), mientras que la convolucién basada en FFT requiere del orden de las operaciones
Nlog N, donde log denota el logaritmo base 2 de N [6], [19].

Por lo anterior, se sigue de (2.16) un método para calcular el coeficiente wavelet (1,1, s),
calculando la Transformada de Fourier Rapida Inversa (IFFT) del producto de la Transfor-
mada de Fourier Rapida (FFT) del vector de la senal I con la conocida FFT del vector de
la wavelet madre desplazada v unidades, esto es:

(I,0s) = IFFT (FFT (I) - e‘“““i(w)) . (2.17)

El escalograma empirico de I en (u, s) es el cuadrado de la magniud de (2.17), |(1, 1,.s)|*.

2.4.2. Wavelet discreta

Sea f(t) una senal continua que esta uniformemente muestreada a intervalos N~! sobre
[0, 1]. En este caso su transformada de wavelet solo puede ser calculada a escalas N™! < s < 1.
Un cambio de variable en la integral de la transformada de wavelet (2.11) muestra

<f(t)7 ¢u,s> - N_1/2<f(t/N)7 wNu,Ns>‘

En efecto:

FEtns) = [7 f(t)%w* (’f - ) it

S

= (hacemos el cambio de variable t=y/N)

= NV [T F(NTy) \/%SW (y }5“) dy

= N71/2<f(t/N), ¢Nu,Ns>'

Sea f[n] la senal discreta de tamano N. Su transformada de wavelet discreta se calcula
a escalas s = a/, con a = 2%, la cual proporciona v escalas intermedias en cada octava
[27,271) [19].

Sea 9(t) una wavelet cuyo soporte compacto estd incluido en [—K/2, K/2]. Para 2 < o/ <
NK™! una wavelet discreta escalada por a/ se define [19]:

wlnl = —=v (%),

Esta wavelet discreta tiene Ka’ valores no nulos sobre [—N/2, N/2]. La escala a/ es mayor
que 2, de lo contrario el intervalo de muestreo puede ser mayor que el soporte wavelet.
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2.4.3. Algoritmo para la estimacion de la deformacion estocastica
en una dimension

Pasos basicos para la estimacion de la deformacion en una dimension

1 Realizar la transformada de wavelet (X, 1), ), en varios niveles de escala en que la
senal tenga energia, y para cada una de esas transformaciones calcular (1.109).

2 A partir de la ecuacién (1.66) suavizar los coeficientes wavelets y, estimar localmente
el gradiente de deformacion.

Presentamos en el Apendice F una adaptacion libre en R del script de Clerc and Mallat,
originalmente escrito en MATLAB, para la simulacién de la estimacién de la deformaciéon
estocéastica en una dimensiéon. En la siguente seccion se presenta la salida de esa simulacion.

2.4.4. Simulacién 1D

En esta secciéon emularemos el proceso de recuperacién de la textura de una escena a
partir de la observacién de una imagen texturizada de la misma. Para hacer esto conside-
raremos que la textura de una imagen es una versiéon deformada de la textura de la escena
como consecuencia de la curvatura del objeto en escena y la proyeccion perspectiva, tal como
se aprecia en la figura de abajo. Mas aun, el brillo o irradiancia de un punto sobre la imagen
puede tomar valores arbitrarios siempre y cuando conserve constante el parametro estadistico
de segundo orden en una regién pequena de la imagen.

|
i Jy
| n.
M S
I A NCH i —
| o .
: Oe/ | //, \](X)
I \
é: : A Escena
E I 3 //’
= = ___ | O_.--\¢______ o o N

X

Figura 2.9: Restauracion de la textura de la escena contenida en una imagen unidimensional
como un problema de estimacion estadistica.

La textura de v se supone que presenta un patron con cierta regularidad y es emulada
por un proceso estocastico estacionario Y, representado por la linea zig-zag sobre v, pero
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debido a la curvatura de ésta y a la proyeccion en perspectiva, la textura de v observada en
la imagen se corresponde a un proceso no estacionario X, representada por la linea irregular
en zig-zag. Asi, desde un punto de vista estadistico, X resulta de la deformaciéon de Y, a
través de cierto operador de deformacién D, esto es, X = DY. La intencion es experimentar
numérciamente con la estimaciéon del operador D, mediante el estimador (1.119), e invertir
el proceso de deformacion para recuperar la senal Y asociada a la textura regular de la escena.

Iniciamos el experimento numérico simulando la textura de la escena con un proceso
estocastico Gaussiano estacionario Y. Puesto que este proceso es estacionario su energia es
independiente de la posicién, tal como se muestra muestra en la grafica de su escalograma
empirico, avalando experimentalmente el resultado obtenido en la ecuacién (1.48).

e o o s il bl sl s

SR i bl
S
o | | | | | |
0.0 0.2 0.4 06 038 1.0
u
°  ©
EJ O |} 1 ¥ [] ]
o
o 1 ] I ] I I
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0

Figura 2.10: Serial estacionaria Yy su escalograma empirico (X, 1, ¢)|*
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Para los efecto de esta simulacién, se conoce la deformacion €, parametrizada de la si-
guiente forma:

logh' (z) = M\ + Aosign (1/2 — ) |z — 1/2]*.

Esta ecuacion es una abstraccion de la clase de deformacion involucrada en la respresen-
tacion de la escena bidimensional en una imagen unidimensional.

La funcién hacer_deformacion en el script (Ver Apéndice F) emula la deformacién es-
tocastica X (x) = Y (0(x)), esto es, la redistribucién de la energia de la senal en el espacio
parametrico posicién/escala, la cual observamos en la grafica de abajo por la curvatura re-
lativa de su escalograma empirico. La senal X asi como su escalograma empirico son repre-
sentaciones estocasticas equivalentes de la escena en la imagen, esto es, la distorisién de la
textura estacionaria de la escena.

o
S
S 7 ihbludibioukionibdolio bditd ol ibsso bbb st g L i
BN it U L L
S T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u
o © -
EJ o L LN T TIIL] L X »
Q
S | | I | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2.11: Senal deformada X (z) = Y (f(x)) y su escalograma empirico

La curva que presenta el escalograma empirico del proceso deformado es una muestra
experimental de las implicaciones de la ecuacién (1.63), esto es, la estacionariedad de la tex-
tura de la escena conlleva a una propiedad de conservacién para el proceso deformado X a lo
largo de curvas caracteristicas que viven en el espcacio paramétrico posicién/escala (u,log s).
Estas curvas caracteristicas identican la clase o naturaleza de la funcién de deformacion 6
involucradas en la formacion de la imagen.

La siguiente grafica muestra las estimaciones de log# a partir del proceso deformado
X (linea punteada), obtenido integrando el estimador log#'(u) y eligiendo la constante de

integracién tal que fol exp(@) = fol 0.
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La grafica de abajo muestra la razonable consistencia del estimador del gradiente de de-
formacion, para una resolucion lo suficientemente grande, N = 4096, previsto en el Teorema
1.4.1.1 y, por ende, cuan ajustado es la estimacién de la funcion de deformacién 6.

-05 00 05 1
I I I

-1.0

-1.5

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2.12: Consistencia del estimador del gradiente de deformacion



82

Finalmente, podemos ver experimentalmente como la inversién del proceso de deforma-
cién da lugar a la restauracion de la textura de la escena. Para ello la funcién InvertLDP
(Ver Apéndice F) invierte el proceso X (x) = Y (0(x)), estacionarizando el proceso deformado
X, devolviendo el proceso Y, esto es, Y = X (6-1(z)).

Naturalmente, la estimacién de la textura de la escena es un proceso estacionario y, en
consecuencia, su escalograma empirico es independiente de la posicion, tal como se aprecia
en la figura de abajo.

bl o dd ittt bbbl
o

T I T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.005

log s
0.0 06
[

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.13: Senal estacionarizada y su escalograma empirico.

2.5. Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se establece en una dimension las condiciones suficientes para la covarian-
za de la textura estacionaria de la escena Y, a fin de caracterizar de manera tinica, a través de
la covarianza del proceso deformado X, la clase de deformacion D involucrada en la forma-
cion de la imagen de la escena. En este sentido, se dispone de un estimador consistente que
permite estimar localmente la distorsion de la escena en una pequena region de la imagen. La
integracion de todas las estimaciones antes citadas da lugar a la deformacién inolucrada en la
formacion de toda la imagen y, la inversion de la deformacion de la escena permite estimar la
textura estacionaria de la escena. Para hacer esto se dispone de un algoritmo relativamentte
eficiente cuyo costo computacional es O(N - logN), donde N es la resolucién de la imagen.

Esta investigacion aun esta en desarrollo. En este sentido, vale decir lo siguiente:

» Es posible extender el Teorema 1.3.2.1 (Transporte de escala 1D) a R?, aunque su gene-
ralizacion no es inmediata. En tal caso, aun no se tiene claro las hipdtesis involucradas
que permitan probar la consistencia del estimador del gradiente de deformacién en R?,
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es decir, no se dispone actualmente de una version multidimensional del Teorema 1.4.1.1
(Teorema de consistencia).

El gradiente de deformacion asociado a la version multidimensional del Teorema de
transporte 1D, en particular para d = 2, especifican la orientacion local y la curvatura
de una superficie 3D de la escena en la imagen. De hecho las derivaciones en el ambito
de la geometria diferencial dado por [10] asi lo demuestran.

Finalmente, como parte aun en desarrollo de esta investigaccion, se aspira desarrollar
un algoritmo que permita recuperar la superficie de una objeto 3D contenida en una
imagen texturizada.



Apéndice A

Wavelet

Una wavelet ¢ es una funcién con promedio cero:

+oo

Y(t)dt = 0

la cual es dilatada con un parametro escalar s, y trasladada por wu:

bty = v ().

La transformada de wavelet de f a la escala s y posicion u se calcula correlacionando f con
un wavelet dtomo:

Wi = [ gz () a

Referencia: [19], Pag. 26.

84



Apéndice B
Demostracion ecuacion 1.81

Para todo u € Ry s > 0, sea 6 : [u— s,u + s] — R una funcién tal que §(x) € C3 y
6'(z) > 0. Sea 1) una funcién de clase C' con soporte compacto en [—1,1]. El desarrollo de
Taylor para 6’ (x)y 0" (x), entorno al punto u, muestra que para « suficientemente cercano a
ese punto:

Po,s(T) — (209(2;2’ - Z(gg) [9 (U)(;l? - u)¢<9 (U)(:? - u)) %(9 (U)(: - u))2
X w’<9'(U)(:—U)>H _ O(e—u). (B.1)
Demostracion

Denotaremos por G(z,u,0,0",6") la expresion asintética de ¢, , dado en (1.80). Asf
escribimos el primer miembro de (B.1) como sigue:

1

gbU,S - G(ZE,U, 9/70”76 . (BQ)

)

Note que ¢, s — G(z,u,6,60",0") es una combinacién lineal de las funciones 1 y 1.
Representamos con « y 3 los coeficientes de esa combinacién lineal. Por lo tanto,

1"

Oy — Gl u.0,6",6")] < laljp|+]5]|0]. (B.3)
0 — 0 _
Dado que 9 tiene soporte compacto en [—1, 1], |—(u)(x u) | <1.Sea 7 = (u)(x U)
s s
Luego,
ST
U= gy s L B.4
Tyt s (B.4)

Usaremos esta ecuacién para representar la expansién de Taylor de 6 (x) y 6" (z) en una
vecindad del punto u. Por consiguiente:

85
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0 () =0 (u) + 90(%) si + O(%) (B.5)
y
0" (x) = 0" (u) + 09 ((;‘)) si + O(&). (B.6)

Puesto que 1 y v son funciones continuas sobre el compacto [—1, 1] entonces, existen
constantes positivas M; y M, tales que para todo & € [—1,1], [¢(2)|< My v |[¢'(2)|< M.
Sea M = meix{]\/[l, MQ}

De la ecuacion (1.80) se tiene que el coeficiente de ¥ en ¢, 5 es

50’1(u) <9” (u) = (g’ %)29”(@)'

Por lo tanto, el coeficiente para 1 en (B.2) es

- 9,1(u> (6 () - (Z&y@(m))_ (29”(u22 B Z(ug ) CwE=w gy

-~

A

El término A puede reescribirse como:
L0 (w)d (x)? — 0 (u)?0" (v)
s 0 (u)0' (z)? '
Reemplazando en esta expresién la aproximaciéon de Taylor para 6 (z) y 8" (z), dada en
las ecuaciones (B.5) y (B.6), se obtiene:

20" (u)? — 0 (u)8" (u) +
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26" 002 — ()" 1) + ((;‘33 -
( o . i +|A(u>|) #He(@)].  (BS)
O () (6 (w)” + 20 (u)sT + 57 55 6707

/

0 (u) (9,(U)2 + 20" (u)si + o (u)252§;2)

n

>0 (u)® + ‘29"(u)53~v +

Por consiguiente,

0 (u)® + ‘29”(u)si +

0 (u)? _ _
n n 0’ (u)?

Por otra parte, puesto que |Z|< 1 entonces,

7" / " 0” (U)S - " ’ " |0” (U)3|
2 _ < 2 L S )
120" (u)* — 260 (u)0 (u) + 7 )2 sT| <20 (u)* 460 (u)]| (u)| + 7 )2 s
Ademas, [¢| < M. Por lo tanto, (B.8) est4 mayorado por:
" 3
20”(/&)2 + Hl(u)|9/”(u)|+%3j
< -
(B.8) < (n Ty + A )13 1M
Pero, |Z|= |W|§ 1, por consiguiente:
” 2 ’ " ’9// (u)3‘
20" (u)* 4+ 6 (u)|6" (u)|+ e s o (u)
< T g — — ). .
< (n Ty +A@W)]) = Fle — ulM = O@ —w).  (BY)

Falta analizar el comportamiento asintético del coeficiente de 1) en (B.2) para 2 cercano
a u.

El coeficiente de )" en ¢, 4, ver (1.80), es

¢ (0w -00) - - 00'w)).
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Asi, el coeficiente de ¢ en (B.2) es

s ) (u)
Alu)
0 (u)(z—u) ST L
Puesto que 1 = ————— entonces, ©u — x = —m. Hacemos estas sustituciones en
s U

(B.10) conjuntamente con la aproximacién de Taylor para 6 () en un entorno de u, con lo

cual obtenemos:
1 1
( o (u) _ —A(u)) 3. (B.11)

Luego se sigue de (B.3):

0" (u)” 1 u 72
T ) A
0" (u)? 1

< (Fwwr =7 * 34 Ml (B.12)

(B.11) < (

Por la propiedad arquimediana de los nimeros reales, existe un nimero natural m tal que

m ‘9/ (u)(6 (u)® + 6" (u)sa?)’ >0 (u)® + 6 (u)|0" (u)sz|.

Por consiguiente,

0 (u)(0 (u)*+ 0 (u)sT)|.

! 3 / 3 / " ~
6 (u) _ 0 (u)’ + 6 (u)|6 (u)sz| _ ‘ / , "
m m

Luego, se sigue del lado derecho de la desigualdad (B.12):

z((;‘))g + %|A(@|)M|W|: Oz - u).

(B.11) < (m
Este resultado conjuntamente con (B.9) muestra que

|¢v,s - G(x>u79/70”70”/) = O(l’ - u) + O(Q? - U)

= Oz —u).



Apéndice C
Funcion exponencial compleja

Sea ¢ : C — C una funciéon compleja que satisface la propiedad

Y(z —w) = (2)p(w); zweC. (C.1)

Entonces, 1 es tnica y corresponde a la funcién exponencial.

Demostracion

Existencia

La funcién e” cosy + ie”siny es la definicién de la exponencial compleja. Por lo tanto,
para z = x + iy un numero complejo, se sigue de la ecuacion de Euler:
z

e” ="t = ¢e” (cosy +isiny). (C.2)

Veamos que si z; = x1 + iy y 22 = Ty + iy son dos complejos, entonces e e? = 112

efle?2 = et +iy1 €x2+iy2
= %121 plY2

= ™72 [(cosy; cosyy — siny; sinys) + 7 (sin y; cos ya + cos yp sinys)] .

La parte real de la expresion en los corchetes es, por trigonometria, cos(y; + y2). Andlo-
gamente, la parte imaginaria es igual a sin(y; + y2). Por consiguiente:

21 %22

e e® = e 2 [cos (y1 + y2) + isin (y1 + ya)] - (C.3)

Luego por (C.2) tenemos:

89
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etz —  plartar)+i(yity2)

1422 [cos (y1 + yo) + isin (y1 + y2)] - (C4)
Por lo tanto, se sigue de (C.3) y (C.4):

=€

21 5,22

ee® = M1t (C.5)

Es facil ver usando (C.2), tomando en cuenta que la funcién coseno y seno es par e impar,
respectivamente,

(e2) = €.

Sea z; = iy; v 22 = 1y» imaginarios puros, entonces

(621) (622) = eWie—iy2
— ei(yl 7y2) .

Si denotamos exp(z) = € se cumple,
exp(z) exp(y) = exp(z — y). (C.6)
Hemos probado que existe una funcién compleja que satisface la propiedad deseada.

Unicidad

Supongamos que existen dos funciones complejas 11 y 1), tales que

V1 () (2) = a(w)he(2); w,z € C.

Si dichas funciones satisfacen la propiedad (C.1) entonces,

1w —z) =o(w —2); w,z€C

lo cual muestra que la propiedad (C.1) la satisface una tnica funcién. Por (C.6) se sigue
que esa funcion es la exponencial compleja, en su forma mas simple

P(z) =e™; zeR.

Extensién de la prueba

Un resultado bien conocido es lim, (1 + p)¥/? = e.
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ei(a:—i—h) _ e eixeih _ el

limy, — = limy, — (por (C.5))
R B eih —1
= € hmh_>0 h
: 1 1
Sea p = e* — 1 entonces, h = —i%, donde log es la inversa de la funcién expo-
oge

nencial compleja, funciéon logaritmo complejo. Luego,

y ei(x—i—h) _ el _ g p
1mp—0 = e im0 B log(p + 1)
loge
. 1loge
= € lim,
—log(p+1)
, loge
= e lim, 4

iz loge o
= e og T, o(p = 1)V (por continuidad de log)
= e,
Por lo tanto,
d . ‘
o zw; cR.
e ie"; w

En general, si g : R — R es una funcion diferenciable, se sigue de la regla de la cadena
de la derivada,

d .
— et9(w) — ig

dw

Este resultado puede extenderse en forma natural si g : R? — R? es un campo vectorial
diferenciable d—dimensional. Por la regla de la cadena,

’

(w)e"™); w e R.

d . , 4
d—elg(w)'x =g (w) - zet9(w)e (C.7)
w

donde x,w € R? y - representa al producto punto de vectores.

De (C.7) es facil ver que la funcién exponencial satisface la EDO:

/

T (w) —ig (w) - 2T (w) =0 (C.8)
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cuyo factor integrante es €9()# Mas aun, por el Teorema de Existencia y Unicidad, (C.8)
la satisface inicamente una familia de funciones exponenciales. Luego, se sigue de (C.8)

0 = e WY (w) —ig (w) - ze” =T (w)

_ % (=902 ()

de donde

e WY () = K(w); K eC

K es una constante que depende de w. Por lo tanto, la forma general de una funcién expo-
nencial compleja es:

T(w) = K(w)e™? w,zeR?

donde K es un ntmero complejo y g es un campo vectorial difernciable d—dimensional.
Note

(K(w)eig(w)'$) (K (w)eisw)y) = |K(w)|2 el9(w)-(z—y)

El producto de dos exponenciales complejas, es otra exponencial compleja que depende de la
distancia de los argumentos de los factores.

O



Apéndice D
Demostracion del Lema 1.4.1.2

Comenzaremos demostrando (1.120). Sea n = NA y sin pérdida de generalidad, seleccio-

nemos v = 0. Busquemos una cota superior para la varianza de Ojog s A X(O, s).

— - 2
Viogs =K { ‘alogsAx(Oa 3) - 8logsAx<Oa 8) } : (D1>

Veamos

82

Dulhons = 0O(s"). (D.2)

Ax (u, s)

Sea a = u o a = log s. Se sigue de la definicion de escalograma del proceso X:

aaAX(uv S) = 2R6<KX¢U,S786L¢U,S>
= 2Refwazys(x)ﬁaww(a:)dw.
Luego
alog s (auAX(u> S)) - 2RealogsfKXw;g(x)auwu,s(x)dx
= 2Re [ Oog K x1} ((2)0uthu,s(x)dx

= 2Re [ Kx (Oog sV o(#)0utbu,s(2) + 1 (2)O10g sOuthu,s(2)) da.

Vale decir que el intercambio derivada-integral aplica puesto que se deriva con respecto
a una variable distinta a la que se integra. El hecho que 1, , € C? garantiza la existencia
de la integgral, puesto que el integrando es una funcién continua sobre un compacto. Asi,
Oog sOuAx (1, 5) existe y es continua. Lo mismo se puede decir para 0,014 sAx (, s). Tomando
en cuenta que 0y0iogsWu,s = OlogsOutu,s Obtenemos:

aualog sAX (u; 3) = alog sauAX<'LL, S).

93
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Sabemos (0, + 0;) ¥y.s = 0. El cdlculo de (K x @y 5, Oxy s), donde @, () = Mw (M(x — u))
s

s
= 1,s(x), en la prueba del teorema de transporte de escala en una dimensién, muestra que

U *
Relxpussion) = 3 [| G0 1o =" Reur a)ty)ddy = 1(5)
Por consiguiente

0
8logsRe<[{X(pv,sv aﬁﬂgpvﬁ) - 88_1(8>

S

de aqui resulta claro que

’alogsauAX(u7 S)’ = O(Sh)'

Una aproximacién en serie de Riemann para la integral [ ¢(v)dogsAx (v, s)dv muestra
que

/T(meu@sMwwV Z: Mna%ﬁx<£;>—0(%). (D.3)

k=—n

Aproximemos el valor de la integral [ ¢(v)00y sAx (v, $)dv mediante la serie de Riemann
Sy, sobre el compacto [u— A, u+ A]. Sea {ki},,;, los puntos de una particién [u— A, u+ A
talque u — A=k <ky<..<kp1<k,=u+A.

Paran =1, 5] = 2Ag(u — A, )Opgs Ax(u — A, s). Luego,

f;jAA g(”)ﬁlogsAX@}, 3>dU — Sl‘ <
S8 9(0) g Ax (v, 8)do = 173 9(u = A)dhog Ax (= A, 5)d)

<

S (9(0)Bhog Ax (v, ) = gl = A)hog At = A, 5)) dv|

u A
< [N o g(0)Bog s Ax (v, 8) — gt — A)Drog sAx (u — A, 5)| dv.
Se sigue del teorema del valor medio, para algin ¢ € (u — A,u + A) y, tomando en cuenta
que el maximo de la funcién g sobre el compacto [u — A, u+ A] es 1/A, ver ecuacién (1.117)
y, v — (u—A)|< 2A:
u+A
< [ 21|0u0h0g s Ax (u, 8)],_, dv.
Se sigue de (D.2), existe una constante K positiva tal que

< 4AK sh.

Por lo tanto,
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u+A
/ 9(0)Oog sAx (v, s)dv — Sp| < ANK s

—-A

Al pasar del caso n = 1 al caso n cualquiera, se reemplaza el intervalo [u — A, u+ A], por

A1
otro de longitud n veces menor, es decir, se remplaza A por — = N lo que implica:
n

u+A 1
/ (V) Oog sAx (v, s)dv — S| < 2NKsh

—A

con lo cual obtenemos el resultado (D.3).

Reemplazando Oiog s Ay (u, §) por su expresion (1.118) en (D.1), asi como Giog s Ay (u, s) por
su aproximacion en serie de Riemann y, tomando en cuenta que la parte real es mas pequena
que el médulo, obtenemos:

2

§2h
Vieg s <ANT’E Z (GWiZy — gt E (Wi Zy))| ¢ +O (m)
[k|<n

donde g, Wi y Zj, respectivamente, denota, g(k/N), (X, /N s) ¥ (X, Oogs¥r/n,s)"- Expre-

sando ‘ngn Cen (Ciiien) - (Zu|3n>*‘

S2h

Vigs < 0B { Luicn [96WiZh — 9B (WiZi)] - Xy, [9WiZi — 9B (W)} + O (357

< N7 Lppiznfizn [RGB AW ZW! 21} — gugBAWLZ:} E{W Z1}] + O (Nig> .

Puesto que Y es Gaussiano, también lo es X, como también las variables aleatorias Wy y Zj.
Por otra parte,

EWiZ Wi 2} = E{WiZi} E{W/ 27} + EAW W E{Z, 2} + E{Wi 2} E{Z, W/} .

Reemplazando esta esperanza en la sumatoria de arriba obtenemos:

4 52"
VS 3 aaEURITIE(AZ)+EORZIELZIH 40 (3 ).

N2
k[ <n,|l|<n N
Note que el maximo de g; es 1/A = N/n (1.117) entonces,
4 82h
— Z E{WWYE{Z,Z]} + E{W.Z; } E{Z, W[} + O (ﬁ) . (D.4)

|k|<n,|l|<n

Viegs <
logs > n

Cada uno de los términos que aparecen en la suma anterior esta acotado debido al siguiente
Lema de decorrelacion.
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Lema D.0.0.1 Sean X(z) = Y(0(x)), Wi = (X, ¥uns) ¥ Zk = (X, Oogstr/ns)*- Bajo
la hipotesis del teorema 1.4.1.1 (Teorema de consistencia), para s suficientemente pequeno,
existen funciones continuas My y My tales que para |k — 1| < 2:

E W7} < My(sh)s" (D.5)
[E{WyZ}| < My(sk)s" (D.6)
E{Z.Z}| < My(sk)s" (D.7)
y para |k —1| > 2:
E{WW7}| < My(sk i — D.8
B IV} < M (oh) D)
E{W,Z}| < My(sk 5 _— D.9
WA Maloh) e 09)
E{Z:27}| < Ma(sk) i (D.10)

(s (k=1 —2)"

A fin de no perder la continuidad de la demostracion, la prueba de este lema se muestra mas
adelante, la cual es presentada en [7].

Reemplazando los resultados del lema anterior en (D.4), vemos que, puesto que M; y M, son
funciones continuas y 0 < s < k/N = A, para N suficientemente grande obtenemos:

2 2( M2(0)%40(1))s*?
WOQ s < % Z\k—l|§2,\k|§n,|l|§n2 (M1(0> + 0(1)) 82h + Z|k—l\>2,|k|§n,\l\§n (<s(|k—l|—2))4p)2h

+ 0 (%) . (D.11)

Por hipétesis (Teorema 1.4.1.1), 4p — 2h > 1,

Z (|k—1] —2)** = Kpn.

[k—1|>2, k| <n,ll|<n

para alguna constante positiva K > 0.
Por otra parte, un arreglo matricial permite ver facilmente que para todo n > 3:

> l=n+2[(n—1)+ (n—2)]=5n—6.

k=<2, k| <n,ll|<n

Si n es lo suficientemente grande



97

Z 1~ 5n.

Regresando a las sumatorias de (D.11) y para n lo suficientemente grande obtenemos:

% Z|k-l|g2,|k|gn,u|gn 2 (M1(0)2 + 0<1)) s* = % (M1(0)2 + 0(1)) s*" - 5n

16 8
- Es% (M1(0)* + o(1)) + 552’1 (3M1(0)* + o(1)) . (D.12)
Por otra parte,
2(M2(0)*+o(1)) 57 B
o Dkt >2, k| <n.jl|<n (((|]j_l_2))4p)2h = 55 (My(0)* + o(1)) D i (= 1] = ) i
8 8
= — 57" (M2(0)* + 0(1)) - Kpn = Eszh (M2(0)*Kp + o(1)) . (D.13)

Reemplazando (D.12) y (D.13) en (D.11) obtenemos:

8 2h
Vieg s < 55%02 (3M1(0)2 + MQ(O)QKp) +o0 (%) _

Puesto que |0, Ax (u,s)| > a(u)s" 4+ o (s"), para A suficientemente pequetio, 9, Ax (u, s)
no cambia de signo para |v|< A. Entonces, después de la convolucién con g:
0. Ax (u,5)| = As" + 0 (s") . (D.14)

Por (1.114), lo mismo aplica para 0,4 sAx (0, s). Por lo tanto, existe una constante positiva
C1 tal que

P 2
‘/log s < Cl }alog SAX(O’ S)|] .

vn

Aplicando el Lema de Chebyschev [2], para todo € > 0

PTOb{)m ( ) alog . ‘} \/a‘alog s U 5)| < 82.
Si elegimos € = chlnA se obtiene
— log(NA) C1(u)A?
Prob{‘@log sAy (U, 8) = Orog SAX(u,s)’} > A\/_ }31%5 (U, s)} < m
log(NA)

donde ('} es una constante que depende de las localizaciones u = k/N, k € Z, C =

. C1(U)A2
Ve = W, lo cual prueba (1120)

AVNA
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Ahora probaremos (1.121). Denotemos D,, = ﬂx(u, s) — OuAx (u,s)|.
Por definicion:

0,Ax(0,5) = f_AAg(—U)ﬁuAX(v,s)dv

- fBA g(_v)auAX(U, S)dU + fOA g(—U)aqu<U, S)dl}.

Integrando por parte ambas integrales y, tomando en cuenta |8uA x(u, s)| =0 (sh) obtene-
mos

DuAx(0,5) = % UOA Ax (v, s)dv — /0 Ax (v, s)dv} +0(s).

—A

Aproximenos el valor de la integral fOA Ax (v, s)dv por serie de Riemann S,,. Consideremos
{ki},<;<,, los puntos de una particién del intervalo [0, A] tal que 0 = k; < ko < ... < ky_1 <
ky = AL

Tomemos n = 1, en ese caso S = AAX(0, s). Luego,

A A
/ Ax(v,s)dv — S| < / |Ax(v,s)|dv < AMs"
0 0

para alguna constante positiva M. Por consiguiente, podemos escribir:

A
A2 / Ax(v,8)dv — Si| = A'O(s"). (D.15)
0

Para una particiéon del intervalo n—veces mas fina, se tiene la serie de Riemann

A k
Si= 03 (55)

k=1

puesto que n = NA, entonces, A~! = N/n. Por consiguiente, para una resolucién fija N, ,
podemos reescribir la ecuacién (D.15):

h

A n k’ S
) oA-1 -1 A s
A /0 Ax(v,8)dv —A""n ,}_1 Ax (N,s) @ <n> ) (D.16)

Veamos que 8/1:4)((0, s), definido en (1.118) satisface:

— 1

2 1
0uAx(0,8) = 575 2o<k/N-usza (X, hyn,s)|” — N AZ 2 A<k/N—ug0 (X, Yiyn,s) |

+ 0 (%h) . (D.17)

Sabemos que |9, Ax (u, s)| > a(u)s" +o (sh), para A suficientemente pequeno, 0, Ax (u, s) no
cambia de signo para |v|< A, entonces, [Ax (v, s)| = O (s").

2



99

’<X7 wv,s>‘2 - AX(U,S) S ’AX(Uas) - ‘(X, wv,s>’2| S Ax(U,S).

Por consiguiente,

(X, )| < 2[Ax (v, 5)]

lo que implica,

(X, tus)* = O(s").

Aproximemos el valor de la integral A—2 fOA (X, ¥y)|” dv sobre el compacto [0, A] por se-
ries de Riemann S,. Sea {k;}, ., los puntos de una particién del intervalo [0, A] tal que
O:k1<k2<...<kn_1<]€n:A.

Consideremos n = 1, S; = A [(X, 104)|*. Luego

A A
/ (X o)l = 51 S/ (X, ) < As",
0 0

Por lo tanto,

A /A|<Xw >\2—s]—A10<h
0 s Yu,s 1| — 3)-

Para el caso de una particién n—veces maés fina del intervalo [0, A], S,, toma la forma:

A n
= ; Z |<X> wk/N,s> ‘2
k=1

Por lo tanto,

Sh

La ecuacién (1.118) puede interpretarse como la representacion discreta en serie de Riemann,
de la formulacién continua del estimador 9,Ax (0, s), esto es

A

BuAx(0,5) = / G(—0)2Re(X, o) (X, Dutbys)

—A

integrando por parte obtenemos:

0

— A h
0.5 = 87| [C0tw P o= [ o] <o (%),
0 —A

Reemplazando cada una de las integrales por su aproximacién en serie de Riemann, segtiin
(D.18), obtenemos el resultado deseado, (D.17).

Usando nuevamente la notacién Wi, = (X, ¥y/n,s), reescribimos D,, como sigue:
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1 n 0 n 0 h
D LAy |Wk\2—<ZE{|Wk|2}— > E{w?}) ro (%)
k=1 k=—n+1 k=1 k=—n+1

= n% S (W = E{Wi}) = 30 (Wil —E{ WP} |+ O ( ) ,

S
n

Denotando W~ = 22:77&1 Wiy W+ = S [Wi]?, obtenemos:

pos ([ —e{T |+ [T s {@ ) +o(5). o)
Ahora probaremos que existe una constante estrictamente positiva Cy tal que
sh
Yy : Prob {Du > yCQA\/ﬁ} < 6ev/2, (D.20)

puesto que ﬂx(v, 3)‘ > Ash +o(s") con A > 0, la eleccién y = logn/Cy implicard (1.121).

Consideremos el vector aleatorio W = (Wy, Wy, ..., W,,), sea Ky el operador de covarianza

de W'y sea (€;),_, ., su base Karhunen- Loéve. Si () ., son los autovalores de Ky

=12,
correspondiente a los autovectores (e;) ., entonces

J=1,2,...,
n
W = E w/Oéjoej
=1
donde W; son variables aleatorias independientes con varianzas 1. Como consecuencia
n
Wt =||W|*= E ajI/VjQ.
=1

El siguiente Lema que se demuestra en [9], se basa en un teorema de Bakirov [1].

Lema D.0.0.2 Si W = Zj BjVT/jQ, donde VT/] son variables aleatorias independientes Gaus-
stanas con varianza 1, y Zj 5]2 =1, entonces

Yy : Prob{‘ﬁ/\ —E {WH > y} < Gev/?
—1/2

La variable aleatoria W+ = (Z i a?) W satisface los requerimientos del lema anterior.
Por lo tanto,

1/2
Yy : Prob ‘WJ“ —E {W+}‘ >y (Z a?) < Ge Y2
J

pero Zj a? es igual a la norma Hilbert-Schmidt de K,
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OITES LA
J ak
lo cual estd acotado por Bs*'n. (Lema D.0.0.1). Por lo tanto,
Yy : Prob{’ﬁ;J“ —E {W+}’ > y\/Esh\/ﬁ} < e Y/
lo mismo aplica a W~ y combinando los dos resultados y usando (D.19) obtenemos (D.20).

O

Prueba del Lema D.0.0.1: Los tres términos E{W, W}, E{W,Z;} vy E{Z,Z;} puede ser

escrito como

I= [ ex (0wt 50) = 600 + 59)) w0} (y)dady

donde (u,v) = (sk, sl) y ¥ y ¥* son dos wavelet con p momentos cero. Claramente

I= [ fer 0+ 5) = 00+ s9) = v (0)) (@0 (9)dody (D.21)

Para |u —v|< A, |z|< 1y |y|< 1, obtenemos:

0(u+ sz) — (v + sy)|[< (A+2s)  sup |6 (2)|< (A +25)C,

|z—u|<A+2s

puesto que 6 es continuamente diferenciable. Para A suficientemente pequeno, |0(u + sx) —
O(v + sy)| estd en un entorno de cero. Puesto que 1 se asume continua en una vecindad de
cero:

n(0(u + s2) — (v + sy))|< B
para |u —v|< A, |z|[< 1y |y|< 1.

Por lo tanto,
1< [ [16ta+ s2) = 60 + s)"Blo(a) " () dody < s
donde C(u) es continua. Esto prueba (D.5), (D.6) y (D.7).
Veamos ahora la prueba de (D.8), (D.9) y (D.10).
Puesto que ¢ y 9* en (D.21) tienen soporte compacto y tienen p momentos cero, existen

dos funciones con soporte compacto 3 y B* tales que ¥(x) = BP)(x) y ¢*(y) = B*®(y).
Integrando (D.21) por parte p veces con respecto a x y y se obtiene:
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[—// f;;; 0(u+ sz) — (v + sy)|" n (6 (u+3x)—9(v+sy))} x B(z) B (y)dzdy.

Para |u — v|> 2s, sin embargo, se obtiene:

5%P
(s (Jk—1] —2)*"
donde M (u) depende de h, de las derivadas de 6 hasta el orden 2p en una vecindad de u y,

las derivadas de n hasta el orden 2p en un entorno de cero. Por lo tanto, existe una funcién
continua M (u) tal que:

or op
O 8y1’

{‘Q(U—FSZB) —0(v + sy)" 0 (0(u + sz) —9(v+sy))}' < My (u)

s%P

I MQU o
1= et e =

lo cual prueba (D.8), (D.9) y (D.10).



Apéndice E
Demostracion ecuacion 1.23

0

Veamos que A(z) :]2\_2§ <h_1]2]2 fol AV logn(Az) (Iy — Ja(Az)) d)\) estd acotada en un en-

torno del punto 0, donde Vlog(Az) =|Az|@(\z).

Sea Vlogn(z) =|z|d(z). Por hipétesis, 7(0) > 0. Por consiguiente, V(0) = 0 y por ende
Vlogn(0) = 0. Por otra parte, se asume 7(z) € C? en un entorno de cero, {z : 0 <|z| < €},
¢ > 0. Entonces, para algin K C {z: 0 <|z| < €} compacto y convexo existe M € R tal que

[Viogn(z)|< [z M (E.1)
para todo z € K. Esto implica, d(z) estd uniformemente acotado en {z : 0 <|z| < e} Ademas

se sigue de (E.1) que v log 11(2) satisface una condicién de Lipschitz con lo cual vV (V logn(z

estd acotado, lo que implica, Va(z) estd uniformemente acotado. Por lo tanto, @(z) y Va( )
estan acotado en un entorno de 0.

Calculemos A(z) explicitamente: |2|>A(z) es la suma de tres términos:
Si a y bson dos vectores, denotaremos a ® b a la matriz (a;b;);;. Entonces
(I) = 21! ( JENAEA) (L — Ja(A2)) dA) ® 2

(IT) = h |22 [ A2 (mz) ® é + Mz|Va(az) (I — Ja(/\z))) A
(IT1) = —h Y2 P [ IAPa(A2) V. Ja(A2)d)

Para (I11) el (i, j)—elemento de @(A2)V.Jaz(Az) es 32, ax(Xz) x ai(Jﬂ)k(Az)
<j
En efecto:
H2A() = 2 (hU =12 AN=E(N2) (T — Ta(A2)) )
0z 0 "

103
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1
b /0 AN=a(r2) (L = Ja(Az)) dA+

-

o

h_1|z|2/0 /\% (IN2|@(n2)) (Iy — Ja(rz)) dA +

(1)

hl\z|2/ )\|>\z|a()\z)aa (I — Ja(A2)) dA

-

(HI)

Luego, (I) y ({II) son inmediatos y para (I1):

(I) = 2n! (fol)\|)\z|c‘i()\z) (Id—Jﬁ(Az))dA>®z

(I1) = h712)? fo [)\a (A\2) ® % - ]/\Z|Va()\z))\1 (Ig— Ja(A2)) dA
= P L N [mz) ® |—Z’ + Apﬁ@(u)} (I; — Ja(Az)) dA
(IT1) = b 2P [ IAPE(N2) V. Ja(A2)dX

Puesto que @ € C? y @(\z) como Va(Az) estan uniformemente acotados para 0 < [Az|< e, la
matriz A(z) se obtiene dividiendo los términos (I), (IT) y (III) por |z|? el cual estd unifor-
memente acotado para 0 < |z|< e.



Apéndice F

Simulacion de la estimacion de la
deformacion estocastica en una
dimension

i LIBRERIAS REQUERIDAS
library(waved); library(signal)

library(daewr); library(graphics)
library(rdetools)

i FUNCIONES PRINCIPALES:

i hacer_deformacion  Realiza la transformacion X (¢) = f(t) - Y (g(t))

i estimar_deformacion  Resuelve el problema de deformacion como se describe
en [7].

t  InvertLDP Invierte el proceso X(t) = f(t) - Y(g(t))

i FUNCIONES COMPLEMENTARIAS:

f  ModSpline Funcién de soporte para el cdlculo de los coeficientes wavelets.
i integracion
il interpolar
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hacer_deformacion < function(f,gp,Y){

f Argumentos:
#f : Una funcién de longitud N
t gp : La derivada del cambio de variable (gp significa g prima)
1Y : Proceso estacinario no deformado

f Valor :Proceso estocéstico deformado

hacer_deformacion < f - interpolar(Y,gp)
: return(hacer_deformacion)
}

estimar_deformacion < function(X,s,Delta,m){

# Argumentos:
# X : Proceso deformado
f s : Escala base
# Delta : Anchura de la convolucién
f m : Orden de Splines

# Valor mew.gp alpha’ (derivada de la funcién de deformacion)
i : new.Y senal estacionarizada.

M <« length(X)
J < log2(M)
f < matrix(rep(1,M),nrow = M)
Y < X

f Nucleo de la convolucién
Delta < 1200
rho «+ seq(1,Delta/2)/(Delta/4)
rho < c(rho, sort(rho, decreasing=TRUE))
intrho < matrix(rep(1,Delta/2),byrow = Delta/2)/(Delta/4)
intrho <— rbind(intrho,-intrho)

# Numero de escalas a considerar
ns < 6
vector <— matrix(rep(0,ns),nrow = ns)
matriz <— matrix(rep(0,2*ns),nrow = ns)
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# Define la diferentes escalas ns
escala < ¢()

for (is in 1:ns){

: escala[is] < sqrt(is) *
}

S

f Calcula las transformadas wavelet en las ns escalas diferentes
WX < matrix(rep(0,length(Y)),ncol = length(Y),nrow = 1)
WXtilde < matrix(rep(0,length(Y)),ncol = length(Y)nrow = 1)

for (is in 1:ns){

a < ModSpline(Y,m,escalalis],Name="ModSpline”)
atilde <— ModSpline(Y,m,escalalis],Name="scaleder”)

WX < rbind(WX,t(Mod(a)"2))
WXtilde « rbind(WXtilde,t(Re(2*atilde*Conj(a))))

}

WX « WX[-1,]; WXtilde « WXtilde[-1,)

# Calcula las derivadas parciales suvizadas con respecto al espacio (u) y la escala (s).

spaceder <— matrix(rep(0,length(Y)-+length(intrho)-1),
ncol = length(Y)+length(intrho)-1,nrow = 1)

scaleder <— matrix(rep(0,length(Y)+length(intrho)-1),
ncol = length(Y)+length(intrho)-1,nrow = 1)

for(is in 1:ns){
spaceder < rbind(spaceder,conv(WX]is,],intrho))
scaleder <— rbind(scaleder,conv(WXtildelis,],rho))
}
spaceder < spaceder[-1,]; scaleder < scaleder[-1,]

spaceder < spaceder[,(Delta/2+1):(N+Delta/2)]
scaleder < scaleder[,(Delta/2+1):(N+Delta/2)]
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# Estimacién de alpha” /alpha’ (gradiente de deformacion)

VA <+ as.vector(spaceder); vB <« as.vector(scaleder)
AB <+ matrix(vA*vB,nrow = ns, ncol = length(Y), byrow = FALSE)
C + matrix(vB*vB,nrow = ns, ncol = length(Y), byrow = FALSE)
vAB < as.vector(AB)
vC < as.vector(C)
medias < apply(AB,2,mean)
medias2 < apply(C,2,mean)

ldgpp < medias/medias2
f Liberar espacio de memoria RAM, borra variables temporales

rm(vA,vB,vAB,AB,C medias,medias2)

f Estimacién de alpha

new.gp < integracion(ldgpp)

f Senal estacionarizada
new.Y « InvertLDP(X,f,gp)

estimar_deformacion < list()
estimar_deformacion|[1]] <— new.gp
estimar_deformacion[[2]] < new.Y
return(estimar_deformacion)



integracion < function(logfp){

f Argumentos:
t logfp : La derivada de log(f)

§ Valor :f tal que el promedio de f es igual a 1.

M < length(logfp)

. logf < cumsum(logfp)
integracion < exp(logf)
integracion <— N * integracion / sum(integracion)
return(integracion)

interpolar < function(f,gp){
# Argumentos:

#f : Una funcion de longitud N
t gp : La derivada del cambio de variable (gp significa g prima), de longitud N

f Valor :La funcién f con el cambio de variable g.
M < length(f)
if (length(gp) != M) print(”Pb with length of gp in interpolate.m”)
gp <= gp * M / sum(gp)
g < cumsum(gp)
# Interpolacion lineal de f por ambos lados
suppressWarnings(f[2:(N+1)]«f)
f[1] « 2*[2]-{[3]

fIN+2] + 2*f[N+1]-f[N]
g < t(g)+1

floorg < floor(g)
interpolar < (g-floorg)*(f[floorg+1]-f[floorg]) + f[floorg]

return(interpolar)

}
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InvertLDP <« function(X,f,gp){

f Argumentos:
f# X : Proceso deformado.
# f : Una funcién de longitud N
# gp : La derivada del cambio de variable (gp significa g prima) de longitud N

f Valor :Proceso estacionarizado Y.
N < length(X)

if (length(gp) != N){

print(”Pb with length of gp in InvertLDP.m”)}

gp < gp * N /sum(gp)
g < cumsum(gp)

g[N] < N

invg < c()
invg[1]< 0

d < min(g[g;1])
n<+1

while (g[n] 1=d) {
n<n+1

}
min < n

for(j in (imin+1):N){
p « seq(ceiling(g[j-1]),ceiling(g[j]))
} invglp] = j - (glil-p) / (glil-gli-1])

invg[is.na(invg)]<-0
invgp < diff(invg)
invgp[N] < invgp[N-1]

InvertLDP < interpolar(1/finvgp)*interpolar(X,invgp)
return(InvertLDP)
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ModSpline < function(x,m,s,Name){

N « length(x)
fftx < fft(x)
fftx < matrix(fftx,nrow = length(fftx))
M <« 50

omega < c(seq(0,N/2);seq((-N/2+1),-1))*(2*pi/N)
. omega < matrix(omega,nrow = length(omega)ncol = 1)
freq «+— s * omega - 2*pi/M
hattheta < (sinc(M *freq/2/pi))" (m+1)
eps < mod(m+1,2)
hattheta <— hattheta * (complex(1,cos(eps*M*freq/2), -sin(eps*M*freq/2)))

if (Name=="ModSpline” ){
psi < hattheta
ModSpline «ifft(fftx * Conj(psi))
. return(ModSpline)
}
if (Name=="scaleder” ){

i <—complex(imaginary=1)

psi < s * omega * hattheta *

(-i*M *eps/2 *matrix(rep(1,N)nrow = N) + M *

(m+1)/2 * (1/tan(M *freq/2)-2/M/freq))

ModSpline < ifft(fftx * Conj(psi))

}



# Construccion de una senal estacionaria en el dominio de Fourier
# Longitud o resolucién de la senal

N < 4096

f bandwidth
sigma < N/4

f Frecuencia central
f0 + pi/2.5

f Variable de Fourier
x < fftshift(seq(-N/2+1,N/2)*2%*pi)

f Filtro paso banda centrado en f0
filtro < exp(-((x-N*f0)/sigma)"2)

f senal estacionaria R
i=complex(imaginary=1)
R < ifft((rnorm(N)+ i*rnorm(N))*filtro)

# Deformar la senal estacionaria
# eta = alpha /alpha’ gradiente de defomacién
t gp = alphd
t g = alpha

eta < -0.003*seq(N/2,1,-1)/N
eta <— c(eta,sort(eta, decreasing = TRUE))

# Gradiente de deformacién real
gp < integracion(eta)
g < cumsum(gp)

phi < rep(0,N)
f < integracion(phi)

f# Proceso deformado
X < hacer_deformacion(f,gp,R)

f Estimacién de la deformacion
Delta < 1200

f order of splines
m < 4
s < .05
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estima.deformacion < list()
deformacion < estimar_deformacion(X,s,Delta,m)

f alpha estimado
newg <— cumsum(estima.deformacion[[1]])

¢ PRESENTACION DE LOS RESULTADOS
nvoice <— 12

m < 4

sO « .02

subsample <16
# SENAL ESTACIONARIA CON SU RESPECTIVO ESCALOGRAMA EMPIRICO
split.screen(c(2, 1))
plot(seq(1,N) /N Re(R),type = "1”7,

xlab = #”, ylab = |, main = ”Senal Estacionaria”)
abline(h=0,col=.°range”)

screen(2)

n < length(Re(estima.deformacion[[2]])[1,])

noctave < floor(log2(n))-6
nscale < nvoice * noctave

a < matrix(rep(0,n*nscale),nrow = n)

kscale < 1
scale <+ s0

for(jo in 1:noctave){
for(jv in l:nvoice){
s «— scale * (2" (jv/nvoice))

a[,kscale] < ModSpline(R,m,s,Name="ModSpline”)
kscale < kscale + 1



}

scale < scale *2
}
a < a[seq(1,n,subsample),]

b < matrix(rep(0,dim(a)[1]*dim(a)[2]),nrow =dim(a)[1])

for(j in 1:dim(a)[1]){
blj,]  a[(dim(a)[1]+1-j),]
¥
screen(2)
image(1-Mod(Conj(b))"2,col=grey(seq(0,1,length=4096)),
axes = TRUE, xlab = ii”, ylab = "log s”)
¢ SENAL DEFORMADA VS. ESCALOGRAMA EMPIRICO
close.screen(all = TRUE)
split.screen(c(2, 1))
screen(1)
plot(seq(1,N)/N, Re(X[1,]),type = "17,
xlab = ii”, ylab = | main="Senal Deformada”)
abline(h=0,col=.°range”)
screen(2)
a <— matrix(rep(0,n*nscale),nrow = n)
kscale +— 1
scale < s0

for(jo in 1:noctave){

for(jv in 1:nvoice){
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s < scale * (2" (jv/nvoice))
a[,kscale] <— ModSpline(X,m,s,Name="ModSpline”)
kscale <— kscale + 1

}

scale < scale *2

}

a < a[seq(1,n,subsample),]

b + matrix(rep(0,dim(a)[1]*dim(a)[2]),nrow =dim(a)[1])
for(j in 1:dim(a)[1]){

-} b[j,]  a[(dim(a)[1]+1-),]

screen(2)

image(1-Mod(Conj(b)) "2, col=grey(seq(0,1,length=4096)),

axes = TRUE, xlab = ", ylab = "log s”)

§ CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR DEL GRADIENTE DE DEFORMACION
i COMPARACION DEL GRADIENTE DE DEFORMACION
# TEORICO VS ESTIMADO.

close.screen(all = TRUE)

datos «+ data.frame(log(gp),log(estima.deformacion|[[1]]))

matplot(seq(1,N)/N, datos, pch = 1, type = "1”,

xlab=, ylab = , main=Consistencia del estimador del gradiente de deformacion”,
col = ¢(”black”,.°range”))

il RECUPERACION DE LA SENAL ESTACIONARIA
split.screen(c(2, 1))

screen(1)



116

plot(seq(1,N)/N, Re(estima.deformacion[[2]])[1,],type = "17,
xlab =, ylab = | main = ”Senal Estacionalizada”)
abline(h=0,col=.°range”)
screen(2)

a <— matrix(rep(0,n*nscale),nrow = n)

kscale < 1
scale < s0

for(jo in 1l:noctave){
for(jv in 1:nvoice){
s < scale * (2" (jv/nvoice))

a[,kscale] «<— ModSpline(estima.deformacion|[2]],m,s,Name="ModSpline”)
kscale <— kscale + 1

}

scale < scale *2

}

a <« a[seq(1,n,subsample),]

b < matrix(rep(0,dim(a)[1]*dim(a)[2]),nrow =dim(a)[1])

for(j in 1:dim(a)[1]){
\ blj,] < a[(dim(a)[1]+1-j),]

image(1-Mod(Conj(b))"2, col=grey(seq(0,1,length=4096)),
axes = TRUE, xlab = ii”, ylab = "log s”)



Apéndice G

Prueba del Lema 1.4.1.3

Veamos que para C' en (0,1):

Y 2C
_ 1< CA —1<O:>}——1‘<— .1
1< CAly -1 C =L -1 < 2 (G.1)
donde
Xy X
"T“Ex, YT Ex,
A efecto de que A C Ay U Ay i =1,2:
X, EX, 2C |EX,
A; ={| X7 — EX; EX; A=<= — :
t > CIEXil} {X1 EX1>1—C‘EX1}
Por lo tanto,
P(A) < P(A1) + P(4y)
lo cual implica
P(A%) 21— P(A]) — P(A3)
como se desea.
Ahora bien, para mostrar la implicacién (G.1), note que, si
1-C<z<1+C 1-C<y<1+C
entonces
1-C <Y 1+C
1+C ~ 2z~ 1-C
Por lo tanto,
—2C <Y | < 2C
1-C ~x - 1-C
O
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