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Resumen

Se estudia cierta clase de proceso no estacionario X que resulta de la deformación D de
un proceso estacionario Y . Se establecen condiciones suficientes sobre el proceso Y , para
identificar uńıvocamente, a través de la covarianza del proceso deformado X, la clase de de-
formación involucrada. Bajo ciertas hipótesis, se construye un estimador consistente para la
recuperación local de D a partir de una realización del proceso deformado.

Se construye un modelo estocástico unidimensional asociado a la imagen de una superficie
texturizada bajo proyección perspectiva, la cual es una versión deformada de la textura sobre
la superficie 3D. Asi, la forma a partir de la textura se convierte en un problema de esti-
mación estad́ıstica. El gradiente de deformación aparece como el coeficiente de velocidad de
cierta ecuación de transporte asociada al comportamiento local de la covarianza del modelo
estocástico de la imagen.

Se realiza una simulación en una dimensión de la consistencia del estimador de la forma a
partir de la textura, mediante un algoritmo que requiere O (N log N) operaciones, donde N
es la longitud de la realización del proceso deformado.

Palabras claves: Forma a partir de la textura, gradiente de deformación, wavelet.
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Introducción

En muchas aplicaciones de visión por computadora el objetivo consiste en conseguir la
forma de los objetos, esto es, las superfcies y su orientación 3D. Con tal propósito, existe una
familia de técnicas denominadas formas a partir de X, donde X representa un cierto número
de opciones. Marr ( [20], [21]) trató de determinar los criterios por los que el sistema de visión
humano obtiene la forma de los objetos. En el esṕıritu de la teoŕıa de Marr esas opciones
son aquellas que los humanos utilizamos para obtener la profundidad de los objetos a partir
de las imágenes de la retina. Con estas consideraciones, son varios los métodos para obtener
una representación de la imagen en 3D, a saber: formas a partir de las sombras, formas a
partir del movimiento, formas a partir de los contornos, formas a partir del enfoque, formas
a partir de la visión estereoscópica y formas a partir de la textura.

En este trabajo se aborda el problema de la recuperación de las coordenadas de la super-
ficie 3D a partir de la deformación de su textura en la imagen, esto es, la forma a partir de la
textura. En este sentido, una respuesta cualitativa a este problema es la evidencia psico-f́ısica
de que los humanos tienen la capacidad de extraer la profundidad a partir de la textura. Para
apreciar esto sólo es necesario considerar un objeto con un patrón de textura visto en 3D

Figura 1:

Dos efectos son aparentes; por un lado, el ángulo bajo el cual se observa la superficie pro-
ducida por la distorsión del texel (unidad mı́nima de una textura aplicada a una superficie.)
original y por otro, la dimensión relativa de los texels vaŕıa de acuerdo a la distancia del
observador. Las imágenes sintéticas de la figura anterior ilustran las afirmaciones anteriores.
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La relación entre las variaciones en las propiedades de la textura y la forma de la superficie
fue abordado por primera vez por Gibsson [13], quién partió de la idea que la percepción de
la forma proviene tanto de la observación de la uniformidad como del gradiente de la textura.
Desde entonces han surgido numerosos estudios referente al problema de recrear la superficie
3D a partir de la distorsión de la textura en la imagen, a saber: [4], [12], [16] y [29]. Más
recientemente, [14], [26], [27] y [30].

La recuperación de la forma a partir de la textura es intuitivamente simple: la imagen de
una superficie texturizada bajo proyección perspectiva es una versión deformada de la tex-
tura sobre la superficie 3D, esa distorsión está relacionada con la profundidad, orientación y
curvatura de la superficie ( [12] y [15]).

En general, las investigaciones relacionadas con el problema de la forma a partir de la
textura siguen dos ĺıneas principales: (1) La medición y uso del gradiente de textura o, (2)
la inferencia estad́ıstica basada en un modelo probabiĺıstico de la textura, ambos enfoques
sujetos a la transformación perspectiva u ortográfica. No obstante, cualquiera sea la orien-
tación del estudio, el problema de la forma a partir de la textura usualmente es tratado en
dos etapas [6]. En la primera etapa se mide la distorsión de la textura en la imagen, y en la
segunda etapa se recuperan las coordenadas de la superficie 3D contenida en esa ditorsión.

Esta investigación aborda el problema de la forma a partir de la textura desde una perspec-
tiva estad́ıstica. En este sentido, los resultados de Clerc y Mallat ( [6] y [7]) son fundametales
para el desarrollo de esta investigación, ellos reducen el problema de la restauración de la
forma a un problema de estimación estad́ıstica, partiendo de la modelización de la distorsión
de la textura en la imagen como la deformación de un proceso estocástico. Demuestran que
tal deformación contiene la información suficiente para la recuperación de las coordenadas
de la superficie 3D, lo cual es congruente con los resultados geométricos de Gradin [12].

En el Caṕıtulo 1, se dan las bases teóricas para cierta clase de deformación de un proceso
estocástico estacionario, se caracterizan tales deformaciones a través de la covarianza del pro-
ceso deformado, imponiendo para ello condiciones sobre el proceso estacionario. Por medio
de cierta ecuación de transporte, el gradiente de deformación aparece como el coeficiente de
velocidad. Se construye un estimador consistente de la deformación del proceso estacionario.

Como aplicación de los resultados teóricos del caṕıtulo anterior, el Caṕıtulo 2, basado en
el proceso de formación de las imágenes, que involucra: proyección perspectiva, la relación
entre el brillo de la escena y el brillo de la imagen, y finalmente la reflectancia superficial,
se construye un modelo estocástico en una dimensión para imágenes de superficies texturiza-
das. Se realiza una experimentación numérica en una dimensión que muestra la recuperación
estad́ıstica de la forma a partir de la textura, mediante un estimador consistente.

En este trabajo nos basamos en los art́ıculos de Clerc & Mallat [6] y [7] con el objetivo de
exponerlos detalladamente y simplificar en lo posible su exposición. Nuestro estudio puede
calificarse de una lectura en profundidad y que culmina con la puesta en marcha de sus
algoritmos para la detección de la deformación de la textura.



Caṕıtulo 1

Estimación de la deformación de
procesos estocásticos

1.1. Introducción

Cuando un proceso no estacionario X resulta de la deformación D de un proceso estacio-
nario Y , estimar la deformación puede proporcionar valiosa información acerca del proceso
f́ısico subyacente. Por ejemplo, el efecto Doppler produce un aumento o disminución de la
frecuencia de una onda sonora o electromagnética cuando la fuente que la produce y el ob-
servador que la capta se alejan la una de la otra o se aproximan la una a la otra. En este
caso, la deformación X(x) = Y (θ(x)), es tal que θ

′
(x) depende de la velocidad.

Figura 1.1: Efecto Doppler

Análogamente, la proyección en perspectiva de la textura estacionaria de una superficie
sobre el plano imagen, distorsiona esa textura; aqúı el Jacobiano de θ(x) caracteriza local-
mente la orienteación y la curvatura de un pedazo de superficie tridimensional, esto es de
interés en este trabajo.

La ĺınea zigzag en la la Figura 1.2 es un proeso estocástico estacionario que respresenta la
textura estacionaria de la superficie de la imagen izquierda. Cuando esa superficie es proyec-
tada en perspectiva sobre el plano de la imagen, la textura de la imagen está distorsionada
y da lugar a un proceso deformado. En este sentido, este caṕıtulo muestra que la autocova-
rianza de tales procesos deformados satisfacen una ecuación de transporte a escala pequeña,
cuya velocidad está relacionado con el gradiente de deformación. Se deduce un estimador
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Figura 1.2: Deformación de una textura estacionaria

consistente del gradiente de deformación a partir de una realización del proceso deformado.
Los resultados expuesto en este caṕıtulo son esenciales para implementar en el Capitulo 2 la
manera de recuperar la forma a partir de la textura.

1.2. El problema inverso

Se desea estimar el operador de deformación D, el cual pertenece a cierto grupo D, a
partir de una realización de X = DY , donde Y es un proceso estacionario en sentido amplio.
Dado que estamos limitados a una sola realización, nos concentramos en los momentos de
segundo orden. Por esta razón, en lo que sigue siempre estacionariedad se entenderá en el
sentido amplio, esto es:

E{Y (x)} = E{Y (0)}

y

E {Y (x)Y ∗(y)} = cY (x− y) con cY (0) < +∞.

donde z∗ denota el conjugado complejo de z ∈ C. Supondremos que Y (x) es estocásticamente
continua.

Los operadores de deformación D que consideraremos están definidos sobre la distribu-
ción del proceso Y . No obstante, por simplicidad, restringimos su dominio a distribuciones
d−dimensionales de Y , dado que la distribución de un proceso está caracterizada por el con-
junto de todas las distribuciones finito dimensionales.

Un operador D actúa sobre el proceso Y realización por realización. Aśı consideraremos
procesos Y cuyas realizaciones son funciones a valores reales con variable en Rd.

1.2.1. Las clases de soluciones

Puesto que solo conocemos que el proceso Y es estacionario, el conjunto de soluciones al
problema inverso es el conjunto de todos los operadores D̃ ∈ D tal que D̃−1X es estacionario.
Sea G el conjunto de todos los operadores G ∈ D tal que si Y es un proceso estacionario en
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sentido amplio, entonces GY también lo es. Como veremos más adelante, G es un subgrupo
de D, el cual denominaremos grupo de estacionariedad invariante. Si D es una solución del
problema inverso, cualquier operador D̃ = DG con G ∈ G es también solución. En efecto,
puesto que D es solución al problema inverso, D−1X es un proceso estacionario. Luego,

D̃−1X = G−1
(
D−1X

)
también es un proceso estacionario. Por lo tanto, el conjunto de soluciones del problema
inverso contiene las clases laterales izquierdas de G en D:

D/G = {DG : D ∈ D} ⊆ {D}. (1.1)

El conjunto D/G tiene estructura de grupo bajo la multiplicación de subconjuntos de D,
definido como sigue: dados dos subconjuntos S y T de D, su producto:

ST = {st | s ∈ T y t ∈ T}.

En efecto, puesto que G es un subgrupo del grupo abeliano D, entonces G es un subgrupo
normal de D. Por consiguiente, se sigue de un teorema de álgebra, D/G con la operación de
multiplicación de subconjuntos de D es un grupo (grupo cociente). Además, se tiene:

1. (D1G) (D2G) = D1D2G; ∀D1, D2 ∈ D.

2. G es el elemento neutro de D/G.

3. (DG)−1 = D−1G; ∀D ∈ D.

En efecto, veamos que (D1G) (D2G) = D1D2G, para todo D1, D2 ∈ D.

(D1G) (D2G) = D1 (GD2)G; por asociatividad del grupo D.

= D1(D2G)G; G es normal.

= D1D2GG.

= D1D2G; puesto que G es un subgrupo.

lo que prueba el inciso (1). Probemos (2):

Sea DG ∈ D/G arbitrario. Luego

G(DG) = (GD)G
= (DG)G
= DGG
= DG.
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Por otro lado,

(DG)G = DGG = DG.

Finalmente, la tercera afirmación:

(DG) (D−1G) = DD−1G (por inciso (1))
= G.

Por otra parte,

(D−1G)(DG) = D−1DG = G.

De la relación (1) es claro que π : D → D/G es un homomorfismo sobreyectivo, por
consiguiente, card(D) ≥ card(D/G).

El conjunto cociente D/G contiene la clase de equivalencia de D. En este sentido, dados
dos operadores D1, D2 ∈ D, decimos que ellos son equivalentes si y solo si existe G ∈ G tal
que D2 = D1G:

D1 ∼ D2 ⇔ ∃ G ∈ G : D2 = D1G. (1.2)

La ecuación anterior define una relación de equivalencia. En efecto:

Puesto que G es un grupo este contiene un elemento neutro que relaciona D consigo mis-
mo, según la relación (1.2) (Reflexión).

Si D1 ∼ D2 entonces D2 ∼ D1 puesto que G−1 ∈ G (Simetŕıa).

Si D1 = D2G1 y D2 = D3G2, donde G1, G2 ∈ G, entonces D1 ∼ D3 puesto que G2G1 ∈ G
(Transitividad).

Para que el conjunto de soluciones al problema inverso sea exactamente igual a la clase
de equivalencia de D en D/G, se requiere imponer una condición al proceso estacionario Y ,
aśı para cualquier deformación D̃ ∈ D tal que D̃Y es estacionario en sentido amplio, ne-
cesariamente D̃ ∈ G. Esto no ocurre con todos los procesos estacionarios Y , pero daremos
condiciones suficientes sobre la covarianza de Y para garantizar esta forma de unicidad. A
tal fin introducimos algunas definiciones y proposiciones.

Definición 1.2.1.1 (Grupo de operadores de deformación 1-dimensión) El grupo de
operadores de deformación 1-dimensional se define

D =
{
D : Df(x) = f(θ(x)), donde θ(x) ∈ C3, y θ

′
(x) > 0

}
.
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Es claro que D es equivalente al conocido grupo de funciones biyectivas, con lo cual D es
un grupo abeliano.

Proposición 1.2.1.1 (Subgrupo de estacionariedad invariante 1-dimensión) G es un
subgrupo del grupo de operadores de deformación 1-dimensional definido:

G =
{
Gu,s : Gu,sf(x) = f(u+ sx) con (u, s) ∈ R× R+∗} .

G se denomina grupo de estacionariedad invariante.

Demostración

Es evidente que G es un subconjunto del grupo de deformación 1-dimensional. Falta ver
que G es un grupo.

Como consecuencia inmediata de la definición de G:

1. G(0,1)f(x) = f(x).

2. G(u,s)G(0,1) = G(0,1)G(u,s).

3. Sean (u1, s1), (u2, s2) ∈ R× R+∗

G(u1,s1)G(u2,s2) = G(u1,s1)f(u2 + s2x) = f(u1 + s1u2 + s1s2x) = G(u1+s1u2,s1s2)f(x), de
donde

G(u1,s1)G(u2,s2) = G(u1+s1u2,s1s2).

Basta intercambiar los sub́ındices para ver que las traslaciones no conmutan.

4. Sean (ui, si) ∈ R× R+∗, i = 1, 2, 3. Aplicando el resultado del inciso (3) se tiene:

(
G(u1,s1)G(u2,s2)

)
G(u3,s3) = G(u1+s1u2+s1s2u3,s1s2s3) = G(u1,s1)

(
G(u1,s1)G(u2,s2)

)
.

5. Del inciso (3) se sigue fácilmente que para cada (u, s) ∈ R × R+∗ existe ũ = −s̃u y
s̃ = 1/s tal que

G(u,s)G(ũ,s̃) = G(ũ,s̃)G(u,s) = G(0,1).

Los resultados (1) hasta (5) muestran que el conjunto {Gu,s} es un grupo. Puesto que
g ⊂ D entonces G es subgrupo de D.

�

Note que G es un subgrupo del grupo abeliano D, por consiguiente, G es normal en D.
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Definición 1.2.1.2 (Homomorfismo) Sean A = (A, ◦1, ..., ◦k) y B = (B, ∗1, ..., ∗k) dos
sistemas algebraicos del mismo tipo, donde A y B son conjuntos no vaćıos y ◦1, ..., ◦k, ∗1, ..., ∗k
son las operaciones algebraicas definidas en dichos conjuntos.

Una función φ : A→ B es un homomorfismo si verifica:

φ(◦i(a1, ..., ani
)) = ∗i(φ(a1), ..., φ(ani

)

para cada i = 1, ..., k y a1, ..., ani
∈ A.

Un K-espacio (donde K es un cuerpo) es un conjunto que tiene definida una suma entre
elementos del grupo y producto de escalares por elementos del conjunto; la suma tiene un
elemento neutro y cada elemento tiene opuesto. Por lo tanto, utilizando la definición anterior,
para una función f : V → W entre dos espacios sea un homomorfismo debe verificar:

1. f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) para todo v1, v2 ∈ V .

2. f(λv) = λf(v), para todo v ∈ V y para todo λ ∈ K.

3. f(0V ) = 0W .

4. f(−v) = −f(v) para todo v ∈ V.

Las transformaciones lineales son exactamente las funciones que cumplen esto (las con-
diciones 3 y 4 se deducen de 1 y 2). Por lo tanto, los homomorfismo de espacios vectoriales
son las transformaciones lineales.

Un homomorfismo biyectivo cuya inversa es también un homomorfismo se llama isomor-
fismo. Dos objetos se dicen isomorfos si existen isomorfismo uno en el otro. En general,
pensamos a dos objetos isomorfos como indistinguibles por lo que a la estructura en cuestión
se refiere.

Un homomorfismo de un conjunto a si mismo se llama endomorfismo. Si es además un
isomorfismo se llama automorfismo.

Definición 1.2.1.3 (Afinidad de Rd) Por afinidad de Rd se entenderá a la composición
de un automorfismo f de Rd con una traslación.

Definición 1.2.1.4 (Espacio af́ın de dimensión d) Por espacio af́ın de dimensión d se
entenderá al espacio vectorial Rd, a cuyos elementos se les llamará puntos.

Definición 1.2.1.5 (Grupo af́ın) El conjunto de todas las afinidades de un espacio af́ın
Rd constituye un grupo denominado el grupo af́ın.
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Proposición 1.2.1.2 G es un grupo af́ın.

Demostración

Para cada (u, s) ∈ R×R+∗, x
Γ−→ u+sx es una afinidad, aśı {Γ} es el conjunto de todas las

afinidades de un espacio af́ın R. Por consiguiente, {Γ} dotado de la composición constituye
un grupo af́ın, el cual es isomorfo con G. Es claro que cada operador G(u,s) está asociado a
una única afinidad Γ y viceversa. Por lo tanto, el grupo de estacionariedad invariante G es
un grupo af́ın.

�

La siguiente Proposición muestra que dos operadores del grupo de deformación 1-dimensional
están en la misma clase de equivalencia en D/g si y solo si existe (u, s) tal que θ1(x) =
u+ sθ2(x), lo cual es equivalente a cualesquiera de las siguiente dos expresiones:

θ
′′
1 (x)

θ
′
1(x)

=
θ
′′
2 (x)

θ
′
2(x)

o
(

log θ
′

1(x)
)′

=
(

log θ
′

2(x)
)′
. (1.3)

Además, se da una condición suficiente para la covarianza de Y para caracterizar la clase
de equivalencia de D de forma única. Por ejemplo, dado D invariante estacionario necesaria-
mente D ∈ g.

Proposición 1.2.1.3 Sea X = DY , donde Y es estacionario y D pertenece al grupo de
deformación 1-dimensional. Si existe un ε > 0 tal que cY ∈ C1 sobre (0, ε] y

∀x ∈ (0, ε], c
′

Y (x) < 0

entonces la clase de equivalencia de D en D/g está caracterizada de manera única por la
covarianza de X.

Demostración

Sea Y un proceso estacionario que satisface la hipótesis de la Proposición. Sea Ỹ otro
proceso estacionario tal que la covarianza de DY (x) = Y (θ(x)) y D̃Ỹ (x) = Ỹ (θ̃(x)) son
iguales. Sea u = θ ◦ θ̃−1 el cual es de clase C3 puesto que θ y θ̃ lo son.

Veamos que demostrar la Proposición es equivalente a probar que u es lineal, esto es,
u
′′

= 0.

cỸ (θ̃(x)− θ̃(y)) = cY (θ(x)− θ(y))
θ̃−1

−−−−−−−−−−→
Por definición de u

cỸ (x− y) = cY (u(x)− u(y)). (1.4)

Derivando el consecuente de (1.4) con respecto a x obtenemos:
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c
′

Ỹ
(x− y) = c

′

Y (u(x)− u(y))u
′
(x). (1.5)

Derivando nuevamente (1.4) con respecto a y se tiene:

−c′
Ỹ

(x− y) = −c′Y (u(x)− u(y))u
′
(y). (1.6)

Sumando las ecuaciones (1.5) y (1.6) se tiene de inmediato:

c
′

Y (u(x)− u(y))(u
′
(x)− u′(y)) = 0.

Fijemos x ∈ R y elijamos y 6= x, pero suficientemente cercano a x tal que |u(x)−u(y)|< ε.
Esto es posible puesto que u es absolutamente continua.

Puesto que c
′
Y (u(x)−u(y)) < 0, necesariamente u

′
(x)−u′(y) = 0. Por lo tanto, u

′′
(y) = 0

para todo y ∈ R, si y solo si existe v y λ tal que:

u(y) = v + λy.

Note que u ∈ D, con lo cual u
′
(y) > 0, esto impone la condición λ > 0.

Reemplazando y = θ̃(x) en la ecuación anterior y por definición de u se obtiene:

θ(x) = v + λθ̃(x) (1.7)

lo que implica que los procesos deformados:

DY (x) = Y (θ(x)) = Y (v + λθ̃(x)),

D̃Ỹ (x) = Ỹ (θ̃(x)).

tienen la misma covarianza, es decir, existe G ∈ g tal que

D = G(v,λ)D̃.

Puesto que D es un grupo abeliano, podemos escribir la ecuación anterior como sigue:

D = D̃G(v,λ).

Aśı, D y D̃ son equivalentes si existe G ∈ g tal que

D = D̃G (1.8)

es decir, las deformaciones sobre una familia de procesos estacionarios que guardan una
covarianza común, pertenecen a la misma clase, esto es, la covarianza del proceso deformado
caracteriza uńıvocamente la clase de equivalencia de D en el grupo cociente D/G.

�
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De la ecuación (1.8) se sigue, si D en el grupo cociente es un operador estacionario, ne-
cesariamente D ∈ G por la cerradura del grupo G.

De le ecuación (1.7) se tiene que existe (v, λ) tal que θ
′
(x) = λθ̃

′
(x) y θ

′′
(x) = λθ̃

′′
(x).

Por lo tanto,

θ
′′
(x)

θ′(x)
=
θ̃
′′
(x)

θ̃′(x)
(1.9)

lo cual es equivalente a la expresión(
log θ

′
)′

(x) =
(

log θ̃
′
)′

(x). (1.10)

Aśı, (1.9) o (1.10) caracterizan la clase de equivalencia del operador D en D/g.

En efecto, si X(x) = Y (θ(x)), donde Y es estacionario, y si θ̃(x) = αθ(x) + β, entonces

podemos encontrar otro proceso estacionario Ỹ (x)
d
= Y (αx+β), tal que X(x) = Ỹ (θ̃(x)). Las

funciones θ(x) y θ̃(x), que satisfacen la ecuación (1.9) o (1.10), no pueden distinguirse con el
único conocimiento de que X se obtiene a través de la deformación de un proceso estacionario.

Para los propósitos de esta investigación vale destacar que la Proposición anterior garan-
tiza que la deformación local del proceso Y está uńıvocamente relacionada con el comporta-
miento local de la covarianza del proceso deformado X. Además, la condición exigida para
la covarianza de Y involucra un amplio rango de procesos estacionarios, incluyendo Proce-
so pulso Poisson y los procesos Ornstein-Uhlenbeck [32]. No obstante, no involucra el ruido
blanco puesto que cY = 0 para todo x 6= 0.

Ahora bien, el problema de deformación en dos dimensiones tiene una aplicación impor-
tante en el análisis de imagen, particularmente en la recuperación de la forma analizando la
distorsión de la textura (forma a partir de la textura). En esta sección estudiamos el problema
de la deformación d−dimensional, dado por un campo vectorial invertible de Rd a Rd:

θ(x1, ..., xd) = (θ1(x1, ..., xd), ..., θd(x1, ..., xd)) .

El Jacobiano de θ en x ∈ Rd se escribe como:

Jθ(x) =

(
∂θi(x)

∂xj

)
1≤i,j≤d

.

Si el determinante del Jacobiano det Jθ es localmente invertible, este corresponde a un
cambio de métrica y θ(x) es invertible.

A continuación definimos el grupo de operadores de deformación en Rd.

Definición 1.2.1.6 (Grupo de operadores de deformación d−dimensional)

D =
{
D : Df(x) = f(θ(x)), donde θ(x) ∈ C3(Rd) y det Jθ(x) > 0

}
.
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Es evidente que esta definición es equivalente al grupo de funciones biyectivas. Por lo
tanto, D es un grupo abeliano.

Sea GL+(Rd) el grupo de operadores lineales en Rd con determinante estrictamente posi-
tivo

Proposición 1.2.1.4 (Operadores de estacionariedad invariante d−dimensional) G
es un subgrupo del grupo de operadores de deformación d−dimensional definido

g =
{
G(u,S) : G(u,S)f(x) = f(u+ Sx), con (u, S) ∈ Rd ×GL+(Rd)

}
.

Este grupo no es abeliano puesto que en general el producto de matrices no es conmu-
tativo, esto es, ∀A,B ∈ GL+(Rd) : AB 6= BA. Observe que si f es un proceso estacionario
autosimilar entonces, la trayectoria de f y su transformada G(u,S)f son equivalentes debido
a un reescalamiento adecuado del tiempo y la amplitud. Esto se estudiará con detalles en el
Teorema 1.2.2.1.

Demostración

La prueba es análoga al caso 1-dimensión, Proposición 1.2.1.1.

�

Proposición 1.2.1.5 G definido como en la Proposición 1.2.1.4 es un grupo af́ın.

Demostración

La prueba es análoga a la Proposición 1.2.1.2.

�

Similar al caso 1-dimensión, dos operadores D y D̃ tales que Df(x) = f(θ(x)) y D̃f(x) =
f(θ̃(x)) están en la misma clase de equivalencia en D/g si y solo si

∃ (u, S) ∈ Rd ×GL+(Rd), θ(x) = u+ S ˜θ(x). (1.11)

La derivada parcial de la matriz Jacobiana en una dirección particular fija xk es la matriz

∂Jθ(x)

∂xk
=

(
∂2θi(x)

∂xk∂xj

)
1≤i,j≤d

.

En este trabajamos utilizaremos la notación ~∇Jθ(x) para denotar el conjunto de matrices{
∂Jθ(x)

∂xk

}
k=1,2,...,d

. La condición (1.11) es equivalente a la siguientes igualdades de matrices,

la cual generaliza (1.3):
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∀k ∈ {1, ..., d}, J−1
θ (x)

∂Jθ(x)

∂xk
= J−1

θ̃
(x)

∂Jθ̃(x)

∂xk
. (1.12)

La prueba de esta equivalencia se puede ver en la demostración de la Proposición 1.2.1.6.

Existen casos para el cual el problema inverso no puede ser resuelto. Por ejemplo, consi-
dere un proceso estacionario Y (x) = Y1(x1) que solo depende de la primera variable y una
deformación que deja x1 invariante: θ(x1, ..., xd) = (x1, θ1(x2, ..., xd)). En este caso,

X(x) = Y (x1, θ1(x2, ..., xd)) = Y1(x1) = Y (x).

Por lo tanto, θ no puede ser recuperado. La siguiente Proposición da condiciones suficien-
tes sobre cY (x) para garantizar que el problema inverso tiene una única solución en D/g.

Proposición 1.2.1.6 Sea X = DY , donde Y es un proceso estacionario y D ∈ D, donde D
es el grupo de deformación d−dimensional. Si la covarianza de Y satisface

cY (0)− cY (x) = |x|hη(x), con h > 0 y η(0) > 0 (1.13)

donde η(x) ∈ C2 en un entorno de 0, entonces la clase de equivalencia de D en D/g está
caracterizada únicamente por la autocovarianza de X.

Demostración

Debemos probar que bajo las hipótesis dadas tiene que ocurrir (1.12) lo cual debe ser
equivalente a (1.11).

Sea Y un proceso estacionario tal que cY satisface (1.13). Sea Ỹ otro proceso estacionario
y supongamos que los kernels de las autocovarianzas de Y (θ(x)) y Ỹ (θ̃(x)) son iguales. Sea
u = θ ◦ θ̃−1. Por definición de u:

cY (u(x)− u(y)) = cỸ (x− y). (1.14)

Diferenciando esta expresión con respecto a x obtenemos:

∇c′
Ỹ

(x− y) = ~∇cY (u(x)− u(y))Ju(x). (1.15)

Por otra parte, diferenciando (1.14) con respecto a y se tiene

−∇c′
Ỹ

(x− y) = −~∇cY (u(x)− u(y))Ju(y) (1.16)

sumando las ecuaciones (1.15) y (1.16) obtenemos:

~∇cY (u(x)− u(y))Ju(y) = ~∇cY (u(x)− u(y))Ju(x). (1.17)
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Ahora fijemos x ∈ Rd y demostremos que ~∇Ju(x) = 0.

Sea ε > 0 tal que η(z) ∈ C2 para |z|< ε. Elijamos y ∈ Rd tal que 0 < |u(x) − u(y)|< ε
y hagamos z = u(x) − u(y). Esto es posible puesto que las derivadas parciales del campo
vectorial u existen y son continuas en un entorno de 0 entonces, u es diferenciable y por con-
siguiente continua. Además, u es localmente biuńıvoca (det Ju 6= 0 ⇒ Ju−1 = J−1

u , Teorema
de la función inversa).

Ahora se sigue de la condición (1.13):

~∇cY (z) = −
(
h|z|h−1 z

|z|
η(z) + |z|h~∇η(z)

)
de aqúı que

~∇cY (z) = −|z|h−2
(
hη(z)z + |z|2~∇η(z)

)
.

Reemplazamos esta expresión en (1.17) además sustituyendo en el jacobiano del lado
derecho x = u−1(z + u(y)) (esto es consecuencia de la definición de z y del teorema de la
función inversa):

−|z|h−2
(
hη(z)z + |z|2~∇η(z)

)
Ju(y) = −|z|h−2

(
hη(z)z + |z|2~∇η(z)

)
Ju
(
u−1(z + u(y))

)
.

Dividimos esta ecuación por −h|z|h−2η(z):

|z|h−2

h|z|h−2η(z)

(
hη(z)z + |z|2~∇η(z)

)
Ju(y) =

|z|h−2

h|z|h−2η(z)

(
hη(z)z + |z|2~∇η(z)

)
Ju (u−1(z + u(y))) .

Simplificando la ecuación anterior obtenemos:

(
z + h−1|z|2~∇ log η(z)

)
Ju(y) =

(
z + h−1|z|2~∇ log η(z)

)
Ju
(
u−1(z + u(y))

)
. (1.18)

Introduzcamos una función ũ tal que

ũ(z) = Ju(y)u−1 (z + u(y)) (1.19)

de aqúı que

Jũ(z) = Ju(y)J−1
u

(
u−1(z + u(y))

)
.

Por consiguiente, podemos reescribir (1.18) como sigue:(
z + h−1|z|2~∇ log η(z)

)
Jũ(z) = z + h−1|z|2~∇ log η(z)

de aqúı que



15

zJũ(z) = z + h−1|z|2~∇ log η(z)− h−1|z|2~∇ log η(z)Jũ(z)

= z + h−1|z|2~∇ log η(z)
(
Id − Jũ(z)

)
.

(1.20)

Note que zJũ(λz) =
d

dλ
ũ(λz). Para λ > 0 se sigue de la última igualdad (1.20):

λzJũ(λz) = λz + h−1|λz|2~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) .

Dividiendo esta ecuación por λ se obtiene:

d

dλ
ũ(λz) = z + h−1|z|2λ~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) .

Integrando la ecuación sobre el intervalo 0 ≤ λ ≤ 1 nos da:

ũ(z)− ũ(0) = z + h−1|z|2
∫ 1

0

λ~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ.

Reemplazamos ũ con (1.19) y tomando en cuenta que ũ(0) = Ju(y)y. Obtenemos:

Ju(y)u−1(z + u(y))− Ju(y)y = z + h−1|z|2
∫ 1

0

λ~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ

despejamos el primer término del lado izquierdo de la ecuación anterior:

Ju(y)u−1(z + u(y)) = z + Ju(y)y + h−1|z|2
∫ 1

0

λ~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ.

Luego premultiplicamos esta ecuación por J−1
u (y):

u−1(z + u(y)) = J−1
u (y)z + y + J−1

u (y)h−1|z|2
∫ 1

0

λ~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ. (1.21)

Denotemos ~∇ log η(z) = |z|~a(z). En el Apéndice E justificamos tal representación.

Ahora bien, diferenciando (1.21) con respecto a z obtenemos:

J−1
u

(
u−1(z + u(y))

)
= J−1

u (y) + J−1
u (y)

∂

∂z
h−1|z|2

∫ 1

0

λ|z|~a(z) (Id − Jũ(λz)) dλ

lo cual reescribimos convenientemente como sigue:

J−1
u

(
u−1(z + u(y))

)
= J−1

u (y)
(
Id + |z|2A(z)

)
(1.22)

donde A(z) es la matriz definida:

A(z) = |z|−2 ∂

∂z

h−1|z|2
∫ 1

0

λ |λz|~a(λz)︸ ︷︷ ︸
~∇ log η(λz)

(Id − Jũ(λz)) dλ

 . (1.23)
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En el Apéndice E se muestra que A(z) está acotada en un entorno de 0.

Ahora sustituyendo z por u(x)− u(y) en (1.22) se tiene:

J−1
u (x) = J−1

u (y)
[
Id + |u(x)− u(y)|2A(u(x)− u(y))

]
.

Reagrupando los términos obtenemos:

J−1
u (y)− J−1

u (x) = J−1
u (y)|u(x)− u(y)|2A(u(x)− u(y)).

Sustituimos y = x + λek, donde ek es el vector de la base canónica cuya coordenada es
uno en el lugar k y cero las otras. Además, dividimos por λ la ecuación anterior:

J−1
u (x+ λek)− J−1

u (x)

λ
= −J−1

u (x+ λek)
|u(x)− u(x+ λek)|2

λ
A(u(x)− u(x+ λek)).

Por el teorema del valor medio, para algún K ⊂ Rd compacto y convexo existe M ∈ R
tal que

|u(x)− u(x+ λek)| ≤Mλ

para todo x, x+ λek ∈ K.

Luego, ∣∣∣∣J−1
u (x+ λek)− J−1

u (x)

λ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣J−1
u (x+ λek)

∣∣ |A(u(x)− u(x+ λek))|M2λ.

Si λ es lo suficientemente pequeño tal que |u(x)− u(x+ λek)| < ε, ε > 0, A(z) está
acotado en un entorno de 0, por consiguiente, se sigue de la desigualdad anterior:∣∣∣∣ ∂∂xkJ−1

u (x)

∣∣∣∣ = 0 ∀k ∈ {1, 2, ..., d}

si y solo si ~∇J−1
u (x) = 0. Por lo tanto, J−1

u (x) es una matriz constante, en consecuencia,

Ju(x), también lo es, con lo cual ~∇Ju(x) = 0.

Por lo antes expuesto, para cada dirección xk,
∂

∂xk
Ju

(
θ̃(x)

)
= 0. Puesto que u = θ ◦ θ̃−1

entonces por la regla de la cadena de la derivada:

Ju(x) = Jθ

(
θ̃−1(x)

)
Jθ̃−1(x)

= Jθ

(
θ̃−1(x)

)
J−1

θ̃
(θ̃−1(x)).

Se sigue de esta última ecuación, para cada dirección k:

∂

∂xk
Ju

(
θ̃(x)

)
=

∂

∂xk

(
Jθ(x)J−1

θ̃
(x)
)

= 0. (1.24)
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Por consiguiente,

∂Jθ(x)

∂xk
J−1

θ̃
(x) + Jθ(x)

∂J−1

θ̃
(x)

∂xk
= 0.

Expandiendo el término que contiene la derivada parcial del inverso del Jacobiano obte-
nemos:

∂Jθ(x)

∂xk
J−1

θ̃
(x)− Jθ(x)J−1

θ̃
(x)

∂Jθ̃(x)

∂xk
J−1

θ̃
(x) = 0. (1.25)

Multiplicando por la izquierda y luego por la derecha esta ecuación por los factores J−1
θ (x)

y Jθ̃(x) respectivamente, obtenemos para todo k = 1, 2, ..., d:

J−1
θ (x)

∂Jθ(x)

∂xk
− J−1

θ̃
(x)

∂Jθ̃(x)

∂xk
= 0 (1.26)

la cual es equivalente a la ecuación (1.12). Vale decir que la ecuación (1.26) muestra la equi-
valencia entre (1.11) y (1.12). En efecto, si θ y θ̃ satisfacen (1.11) claramente Jθ(x) = SJθ̃(x),
por consiguiente: Jθ(x)J−1

θ̃
(x) = S es independiente de x lo que nos conduce a la ecuación

(1.24) y por ende (1.12).

Rećıprocamente, supongamos que θ y θ̃ satisfacen (1.12) lo cual podemos escribir como
(1.26). Luego, pre y post multiplicando esa ecuación por Jθ(x) y J−1

θ̃
(x) obtenemos (1.25) en-

tonces se sigue que para dirección xk,
∂

∂xk

(
Jθ(x)J−1

θ̃
(x)
)

= 0, lo cual prueba que Jθ(x)J−1

θ̃
(x)

es una matriz constante S ∈ GL+(Rd) dado por el producto de dos elementos de GL+(Rd).
Por consiguiente, Jθ(x) = SJθ̃(x). Este sistema diferencial parcial se puede integrar obte-
niendo θ(x) = u+ Sθ̃(x).

�

Para los propósitos de esta investigación vale destacar que la ecuación (1.26) para d = 2,
es decir

J−1
θ (x)

∂Jθ(x)

∂x1

J−1
θ (x)

∂Jθ(x)

∂x2

(1.27)

es de sumo interés en el problema de la recuperación de la forma 3D a partir de la distorsión
de la textura bajo proyección perspectiva. De hecho las derivaciones en el ámbito de la geo-
metŕıa diferencial dado por [10], demostraron que estas matrices especifican la orientación
local y la curvatura de la superficie de 3D de la escena de una imagen. El conocimiento
de estos parámetros de la superficie permite recuperar las coordenadas tridimensional de la
superficie, hasta un factor de escala constante. Más adelante veremos que las matrices Jaco-
bianas (1.27) aparecen como vectores de velocidad en una ecuación de transporte satisfecha
por la covarianza del proceso deformado X.
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1.2.2. El grupo de estacionariedad invariante

El grupo invariante estacionario G especifica la clase de soluciones del problema inverso
X = DY . Esta sección examina las propiedades de los operadores que pertenecen a tal grupo.

El siguiente teorema caracteriza esa clase de operadores. Denotaremos x · y el producto
punto de dos vectores x, y ∈ Rd

Teorema 1.2.2.1 Un operador G es invariante estacionario si y solo si existe ρ̂(w) de Rd

a C con ess supw∈Rd |ρ̂(w)|<∞, y λ(w) de Rd a Rd tal que

Geiw·x = ρ̂(w)eiλ(w)·x. (1.28)

El operador del grupo de estacionariedad invariante actúa sobre una sinusoidal por la
transposición de su frecuencia y la modificación de su amplitud.

Demostración

(⇒) (Por construcción)

Consideremos una familia de procesos estocásticos débilmente estacionarios, centrado,
definido:

Yw(x) = Y eiw·x

donde Y es una variable aleatoria con varianza E{Y Y ∗} = σ2. Entonces:

E {Yw(x)Y ∗w(y)} = E
{

(Y eiw·x) (Y eiw·y)
∗}

= E {Y Y ∗} eiw·(x−y)

= σ2eiw·(x−y)

= cYw(x− y).

Por lo tanto, cada proceso débilmente estacionario, como el definido aqúı arriba, le co-
rresponde una función de covarianza que solo depende de la diferencia x − y, covarianza
estacionaria.

Sea G un operador invariante estacionario. Si Xw(x) = GYw(x) entonces

E {Xw(x)X∗w(y)} = E {(GYw(x)) (GYw(y))∗}

= E
{

(GY eiw·x) (GY eiw·y)
∗}

= E {Y Y ∗} (Geiw·x) (Geiw·y)
∗

= σ2fw(x)f ∗w(y)
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donde fw(x) = Geiw·x.

Puesto que G es invariante estacionario, Xw(x) es un proceso estacionario, con lo cual,
E {Xw(x)X∗w(y)} es una función de covarianza estacionaria. En consecuencia, tiene que ocurrir

σ2fw(x)fw(y) = σ2fw(x− y). (1.29)

La única función no trivial que satisface la propiedad (1.29) es la función exponencial de
la forma:

C(u)eiϕ(u)·v

donde C(u) : Rd → C y ϕ(u) : Rd → Rd (ver Apéndice C).

Por lo tanto, existe un campo escalar ρ̂(w) : Rd → C y un campo vectorial λ(w) : Rd → Rd

tal que

fw(x) = Geiw·x = ρ̂(w)eiλ(w)·x

de donde se obtiene (1.28).

(⇐) Sea Y un proceso estocásticamente continuo. Entonces, su función de covarianza
admite la siguiente representación:

E {Y (x)Y ∗(y)} =

∫
Rd

eiw·(x−y)dF (w) (1.30)

donde F (w) es alguna función acotada no decreciente.

Consecuente a (1.30), se sigue de un resultado en [24], Y (x) tiene una representación de
la forma

Y (x) =

∫
Rd

eiw·xdZ(w)

donde Z(w) es un proceso ortogonal con E {|dZ(w)|2} = dF (w).

Ahora

E {Y (x)Y ∗(y)} =
∫
Rd e

iw·(x−y)E
{
|dZ(w)|2

}
=

∫
Rd e

iw·(x−y)dF (w).

De la última igualdad se tiene que la función de covarianza Y es estacionaria. Además,
para x− y = 0,

cY (0) =

∫
Rd

dF (w) <∞
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puesto que F es acotada. Por lo tanto, Y es un proceso estocásticamente continuo y estacio-
nario.

Sea G un operador que satisface la condición (1.28):

GY (x) = G

∫
Rd

eiw·xdZ(w).

Se sigue de la linealidad de la integral:

= ĺımL2(Ω)G
∑n

i=1 e
iwi·x (Z(wi+1)− Z(wi))

= ĺımL2(Ω)

∑n
i=1 Ge

iwi·x (Z(wi+1)− Z(wi))

= ĺımL2(Ω)

∑n
i=1 ρ̂(wi)e

iλ(wi)·x (Z(wi+1)− Z(wi))

=
∫
Rd ρ̂(w)eiλ(w)·xdZ(w).

Ahora,

E {(GY (x)) (GY (y))∗} =
∫
Rd e

iλ(w)·(x−y)|ρ̂(w)|2E {|dZ(w)|2}

=
∫
Rd e

iλ(w)·(x−y)|ρ̂(w)|2dF (w)

por hipótesis, ρ̂(w) es esencialmente acotada y esto con la finitud de la medida dF (w), la
última integral converge. Aśı, la covarianza del proceso GY depende de la diferencia x − y
y su varianza es finita. Por lo tanto, GY es proceso estacionario en sentido amplio, puesto
que Y también es estacionario en sentido amplio, tiene que ocurrir que G es un operador
invariante estacionario.

La convergencia de la integral ocurre si y solo si, ρ̂(w) es esencialmente acotado, y en
consecuencia, la covarianza del proceso GY es finito y estacionario. Por lo tanto, G es un
operador invariante estacionario.

Para cualquier proceso estocástico en sentido amplio, podemos escribir:

GY (x) = GE {Y (0)}+G (Y (x)− E {Y (0)}) .

Puesto que Y (x)−E {Y (0)} es un proceso centrado, estacionario en sentido amplio enton-
ces, G (Y (x)− E {Y (0)}) también lo es. Por consiguiente, GY (x) es un proceso estacionario
en sentido amplio.

�
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Definición 1.2.2.1 (Operador traslación) Se define el operador traslación Tv para v ∈
Rd como

Tvf(x) = f(x− v).

Definamos δx la medida de probabilidad tal que∫
Rd

f(y)δx(dy) = f(x).

La transformada de Fourier de esa medida es

δ̂x(w) = F (δx) (w) =

∫
Rd

e−iw·tδx(dt) = e−iw·x.

Por consiguiente, para todo v ∈ Rd y S ∈ GL+(Rd)

δ̂Sv(w) = F(δSv)(w) = e−iw·Sv.

Dado S ∈ GL+(Rd), para cualquier v ∈ Rd y ρ ∈ L2(Rd), se define la función Hv como
sigue:

Hvρ(z) = ρ(z − Sv)

donde Hv(ρ)(·) es una función de L2(Rd) y, su transformada de Fourier es:

Ĥvρ(w) =
∫
Rd e

−iw·zHvρ(z)dz

=
∫
Rd e

−iw·zρ(z − Sv)dz.

Haciendo el cambio de variable, y = z − Sv, obtenemos:

=

∫
Rd

e−iw·(y+Sv)ρ(y)dy

= e−iωSv
∫
Rd

e−iωyρ(y)dy

= ρ̂(w)e−iw·Sv.
Por lo tanto,

F [TSvρ(·)] (w) = ρ̂(w)e−iw·Sv. (1.31)

Proposición 1.2.2.1 Un operador lineal G que es acotado en L2(Rd) es invariante estacio-
nario y satisface

Gf(x) = eiξ·xf ? ρ(Sx) (1.32)

donde ρ(x) es la transformada inversa de Fourier de ρ̂(w),
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si y solo si satisface

∃ ξ ∈ Rd, ∃ S ∈ GL+(Rd),∀v ∈ Rd, GTSv = eiξ·vTvG. (1.33)

Demostración

(⇐) Dado un operador lineal G, acotado en L2(Rd) que satisface (1.33), queremos probar
que es invariante estacionario y satisface (1.32).

Veamos que G es invariante estacionario.

El operador de autocovarianza de un proceso Z se define:

KZh(x) =

∫
E {Z(x)Z∗(y)}h(y)dy.

Sea Y un proceso estacionario y X = GY

KXh(x) = G
∫
E {Y (x)Y ∗(y)}Gh(y)dy (linealidad de G)

= GKY

(
Gh
)

(x).

Por consiguiente, en notación de operadores obtenemos:

KX = GKYG. (1.34)

Puesto que Y es estacionario, KY conmuta con el operador de traslación Tv para todo
v ∈ Rd: TvKY = KY Tv.

En efecto:

TvKY h(x) = Tv
(∫

E {Y (x)Y ∗(y)}h(y)dy
)

(Def. KY )

=
∫
E {Y (x− v)Y ∗(y)}h(y)dy

=
∫
E {Y (x)Y ∗(y + v)}h(y)dy

=
∫
E {Y (x)Y ∗(y)}Tvh(y)dy

= KY (Tvh)(x).

Veamos que esta conmutación también ocurre para X.

Por hipótesis, GTSv = eiξ·vTvG de aqúı que

TvG = e−iξ·vGTSv. (1.35)
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Por otro lado,

GTSv = eiξ·vTvG ⇒ T−SvG = GT−ve
−iξ·v

⇒ G = TSvGT−ve
−iξ·v

⇒ Geiξ·v = TSvGT−v

⇒ Geiξ·vTv = TSvG.

Se sigue de la linealidad de G

⇒ eiξ·vGTv = TSvG. (1.36)

Por otra parte,

TvKX = TvGKYG (por (1.34))

= e−iξ·vGTSvKYG (por (1.35))

= e−iξ·v (GKY )
(
TSvG

)
(T conmuta con KY )

= GKYGTv (por (1.36))

= KXTv. (por (1.34))

Por lo tanto, Tv conmuta para X.

Ahora veamos que el hecho que Tv conmute para X implica que X es estacionario.

TvKXh(x) = Tv
∫
E {X(x)X∗(y)}h(y)dy

=
∫
E {X(x− v)X∗(y)}h(y)dy

= G
∫
E {Y (x− v)Y ∗(y)}Gh(y)dy

= G
∫
E {Y (x)Y ∗(y + v)}Gh(y)dy.

Por hipótesis, G es acotado en L2 (R2) entonces, también lo es su adjunto G. Luego por
definición de un operador acotado, existe una constante c > 0 tal que

‖Gh‖2≤ c‖h‖2<∞.

Por lo tanto, la última igualdad es cierta para toda h ∈ L2(Rd) con soporte compacto en
la bola cerrada con centro u y radio T/2, B(u, T/2), T > 0.
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E {X(x− v)X∗(y)} = E {X(x)X∗(y + v)} .

Si hacemos v = x la igualdad anterior implica cX(x, y + x) = cX(0, y). Si definimos
ϕ(y) = cX(0, y) entonces se verifica E {X(x)X∗(y + x)} = ϕ(y). Claramente la función de
covarianza depende de la diferencia entre sus argumentos. Además, como G es acotado en
L2(Rd), cX(0) < ∞. Por lo tanto, X es un proceso estacionario, en consecuencia, G es un
operador invariante estacionario.

G satisface la condición (1.32)

Puesto que G es un operador invariante estacionario, se sigue del Teorema 1.2.2.1

Geiw·x = ρ̂(w)eiλ(w)·x

y por hipótesis, GTSv = eiξ·vTvG vale para toda función o señal f . En particular, aplica para
la señal básica f(x) = eiw·x. Por consiguiente:

GTSve
iw·x = Geiw·(x−Sv)

= Geiw·xe−iSv·w

= ρ̂(w)eiλ(w)·xe−iSv·w. (1.37)

Por otro lado

eiξ·vTvGe
iw·x = eiξ·vTvρ̂(w)eiλ(w)·x

= eiξ·vρ̂(w)eiλ(w)·(x−v) (1.38)

igualando las ecuaciones (1.37) y (1.38) obtenemos:

GTSve
iw·x = ρ̂(w)eiλ(w)·xe−iSv·w = eiξ·vρ̂(w)eiλ(w)·(x−v).

Si ρ̂(w) 6= 0 se tiene la igualdad e−iSv·w = eiξ·ve−iλ(w)·v, de donde obtiene:

eiλ(w)·v = eiξ·veiSv·w

= eiξ·veiv·Sw

= ei(ξ+Sw)·v

lo que implica que existe ξ ∈ Rd y S ∈ GL+
(
Rd
)

tal que

λ(w) = Sw + ξ. (1.39)
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Ahora,

Gf(x) = G
∫
Rd e

iw·xf̂(w)dw (Teorema de inversión)

=
∫
Rd Ge

iw·xf̂(w)dw (linealidad de G y aprox. integral en L2(Rd))

=
∫
Rd ρ̂(w)eiλ(w)·xf̂(w)dw (Teorema 1.2.2.1)

=
∫
Rd ρ̂(w)ei(ξ+S̄w)·xf̂(w)dw (por (1.39)) (a)

= eiξ·x
∫
Rd e

iw·Sxf̂(w)ρ̂(w)dw

= eiξ·x
∫
Rd e

iw·SxF(f ? ρ)(w)dw (Teorema de la convolución)

= eiξ·x(f ? ρ)(Sx)

Por lo tanto,

Gf = eiξ·xf ? ρ(Sx).

Esta ecuación muestra que Gf se obtiene utilizando la información contenida en ρ(Sx).
Vamos a demostrar en la implicación directa que tal proceso involucra un proceso de trans-
porte o traslado del soporte de f de un entorno a otro.

(⇒) Veamos que se satisface (1.33).

Por hipótesis, para todo f :

Gf(x) = eiξ·xf ? ρ(Sx) =

∫
Rd

ρ̂(w)ei(ξ+S̄w)·xf̂(w)dw. (por (a))

Luego,

GTSvf(x) = G (TSvf) (x)

=
∫
Rd ρ̂(w)ei(ξ+S̄w)·xF (TSvf) (w)dw

=
∫
Rd ρ̂(w)ei(ξ+S̄w)·xf̂(w)e−iw·Svdw (por (1.31))

= eiξ·x
∫
Rd e

iw·S(x−v)f̂(w)ρ̂(w)dw

= eiξ·x
∫
Rd e

iw·S(x−v)F (f ? ρ) (w)dw (Teorema de la convolución)
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GTSvf(x) = eiξ·x (f ? ρ) (S(x− v)) (Teorema de inversión)

= eiξ·v · eiξ·(x−v)f ? ρ (S(x− v))

= eiξ·vTve
ξ·x (f ? ρ (Sx))

= eiξ·vTvGf(x). (por hipótesis)

Por lo tanto, existen ξ ∈ Rd y S ∈ GL+(Rd), para todo v ∈ Rd, tal que

GTSv = eiξ·vTvG.

�

Por lo anterior, queda claro que la Proposición 1.2.2.1 se puede ver como una propiedad
de transporte que traslada el soporte compacto de f en un entorno de v a un entorno de u.
En el resto de este caṕıtulo trabajaremos con el grupo de operadores de deformación para las
cuales los operadores invariantes estacionarios satisfacen la propiedad de transporte (1.33).

1.3. Conservación y Transporte

La estacionariedad de un proceso aleatorio Y involucra, por definición, una propiedad de
conservación de su autocovarianza a través de la traslación, es decir, el operador de autocova-
rianza es invariante a traslaciones en el espacio de entrada. Después de deformar Y , se obtiene
el proceso X(x) = DY (x), el cual no es estacionario y cuya autocovariancia no satisface la
misma propiedad de conservación. En este sección mostramos que la estacionariedad de Y
implica una conservación de la autocovarianza de X a lo largo de curvas caracteŕısticas en un
apropiado espacio de parámetros. Estas curvas caracteŕısticas identifican la clase de equiva-
lencia de D en D/G, las cuales son calculadas aproximando localmente D−1 por un operador
”tangencial” Gβ(v) ∈ G. Asumiendo que los operadores invariantes estacionarios satisfagan la
propiedad de transporte indicada en la Proposición 1.2.2.1, la ecuación de conservación pue-
de ser reescrita como una ecuación de transporte cuyo término de velocidad, denominaremos
gradiente de deformación, y está relacionado con ~∇β(v). Tal como se muestra en la prueba
de la Proposición 1.2.1.6, el gradiente de deformación caracteriza la clase de equivalencia de
D en D/G (ver ecuación (1.26)).

1.3.1. Transporte en grupo

Consideremos un grupo invariante estacionario G cuyos elementos satisfacen la propiedad
de transporte (1.33) y por ende la condición (1.32), la cual podemos escribirla de la siguiente
forma paramétrica:

Gβf(x) = G(φ,ξ,S,v)f(x) = ei(ξ·x+φ)f ? ρ(Sx− v)



27

donde ρ es una distribución temperada. En términos de operadores la ecuación anterior puede
ser reescrita como:

Gβ = eiφFαTv; donde Fαf(x) = eiξ·xf ? ρ(Sx); α = (ξ, S) ∈ Rd ×GL+(Rd). (1.40)

Nótese que la representación del operador Gβ está dado por la acción de un conjunto de
grupos de operadores parametrizables, tales que Tv es un elemento del grupo de traslación,
Fα parametrizada por el vector ξ y la matriz S, es un elemento del grupo af́ın y, el producto
y la inversa del grupo se indican como

Fα1Fα2 = Fα1∗α2 y F−1
α = Fα−1 .

Bajo el supuesto de que ρ es una distribución temperada, el grupo invariante estacionario
es un grupo de Lie.

En efecto, ρ es un elemento del espacio dual topológico del espacio vectorial de funciones
de clase C∞ (U) sobre un cierto conjunto U ⊂ Rd, con soporte compacto y de decrecimiento
rápido. Es decir, ρ es un funcional lineal, diferenciable definido sobre conjuntos compactos
contenidos en U. Las funciones definidas sobre U se llama espacio de funciones de prueba y
conforman una estructura diferenciable. Aśı el conjunto {Gβ} es un espacio topológico dotado
de una estructura diferenciable, es decir, es una variedad diferenciable.

Es un resultado conocido de la teoŕıa de grupos de Lie [28] que una variedad diferenciable
G, con estructura de grupo es un grupo de Lie si y solo si

(a, b) ∈ G × G µ−→ ab−1 ∈ G.

Es claro que (fα1 , fα2) ∈ {Fα} × {Fα}
µ−→ fα1∗α−1

2
∈ {Fα}. Por lo tanto, {Gβ} es un grupo

de Lie.

Veamos cómo identificar el operador de deformación tangencial Gβ(v) ∈ G, el cual aproxi-
ma D−1 para funciones con soporte compacto en un entorno de v ∈ Rd.

En particular, sea D un operador del grupo de deformación 1−dimensional (Def. 1.2.1.1).
Puesto que D ∈ D entonces D−1 ∈ D, en consecuencia D−1f(x) = f (θ−1(x)).

Supongamos D−1 es lineal entonces, existe un único operador D−1 tal que

〈D−1f, g〉 = 〈f,D−1g〉.

Si y = θ−1(x) se sigue de la ecuación anterior y del teorema de cambio de variables:∫
f
(
θ−1(x)

)
g(x)dx =

∫
f(y)θ

′
(y)g(θ(y))dy.

Por lo tanto, para D−1 ∈ D y lineal
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D−1f(x) = θ
′
(x)f (θ(x)) . (1.41)

Queda claro que el operador D−1 mueve el soporte de f desde un entorno de u a un
entorno v = θ(u).

Bajo el mismo argumento anterior obtenemos:

Df(x) =
(
θ
′
(x)
)−1

f
(
θ−1(x)

)
. (1.42)

Consideremos un operador invariante estacionario, Gβ, el cual es un elemento del grupo
D, donde θ es la trasformación af́ın θ(x) = u+ sx:

Gβf(x) = f(u+ sx); (u, s) ∈ (R× R+∗).

Se sigue de (1.42)

Gβf(x) = s−1f
(
s−1(x− u)

)
. (1.43)

No obstante, por (1.41), el lado derecho de la ecuación de arriba puede interpretarse como
la actuación del operador D−1 sobre f , donde la correspondiente función de deformación es
la afinidad θ−1. Por consiguiente:

Gβf(x) = s−1f
(
s−1(x− u)

)
= D−1f(x) (1.44)

lo que implica Gβ = D−1. Por tanto, si D = G−1
β ∈ G es en si mismo un operador invariante

estacionario, D−1 está plenamente determinado por el operador tangencial Gβ. Note que el
operador Gβ traslada el soporte de f , es decir, está dotado de cierta propiedad de transporte.

Se sigue de los resultados (1.40) y (1.44):

Gβf(x) = TuF sf(x) (1.45)

donde Fsf(x) = s−1f (s−1x). Aśı la ecuación (1.45) resprenta una familia infinita de funcio-
nes escaladas y trasladas de la función f , es decir, Gβ, con β = (u, s), es equivalente a la
actuación conjunta de un grupo de operadores parametrizables.

En general, si D ∈ D\G, para identificar el operador tangencial, el cual aproxima D−1 en
un entorno compacto de v ∈ Rd, usaremos la ecuación (1.45), esto es, una familia de funciones
obtenidas de una función madre f(x) = ψ(x) cuyo soporte compacto está en [−1, 1]d. Para
σ > 0, ψσ(x) = ψ(x/σ) tal que |x/σ|≤ 1. Una descomposición atómica del proceso X
se obtiene correlacionando su operador de autocovarianza con una familia de funciones de
prueba deformadas y trasladadas, las cuales se denominan átomos :

AσX(u, α) = E
{∣∣〈X,TuFαψσ

〉∣∣2} . (1.46)

La descomposición atómica depende únicamente de X a través de su autocovarianza.
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En efecto:

AσX(u, α) =
∫∫

E(X(x)X∗(y))(TuFαψσ(x))∗(TuFαψσ(y))dxdy

=
∫ [∫

E(X(x)X∗(y))TuFαψσ(y)dy
]

(TuFαψσ(x))dx

=
〈
KXTuFαψσ, TuFαψσ

〉
= 〈KXψu,α,σ, ψu,α,σ〉 , ψu,α,σ = TuFαψσ. (1.47)

Si X es un proceso estacionario, AσX(u, α) solamente depende de X a través de su auto-
covarianza, la cual posee una propiedad de conservación invarianza por traslaciones. En ese
caso, la descomposición atómica de X no depende del parámetro u. En efecto, AσX(u, α) es
igual a: ∫∫

cX(x− y)s−1ψ∗
(
(σs)−1(x− u)

)
s−1ψ

(
(σs)−1(y − u)

)
dxdy.

Si hacemos el cambio de variable x̃ = (σs)−1(x−u) y ỹ = (σs)−1(y−u) la descomposición
atómica de X toma la forma:

AσX(u, α) = σ2

∫∫
cX (σs(x̃− ỹ))ψ∗(x̃)ψ(ỹ)dx̃dỹ. (1.48)

Claramente, AσX(u, α) no depende del parámetro u. Por lo tanto, ∂uA
σ
X(u, α) = 0. Más

aún, se sigue de (1.47), para todo g con soporte compacto entorno a u, ∂u〈KXg, g〉 = 0.

En general, para cualquier campo vectorial f(
~∇v + ~∇x

)
Tvf(x) = 0. (1.49)

En efecto:

~∇vTvf(x) = ~∇vf(x− v) = −f ′(x− v),

~∇xTvf(x) = ~∇xf(x− v) = f
′
(x− v).

Evidentemente la suma de las dos ecuaciones anteriores nos da el resultado deseado.

Consideremos la Proposición (1.3.1.1) y el papel de la función β(v) en la ecuación (1.50).
Cuando el operador de deformación D es invariante estacionario, una función β tal que
ψv,α,σ = Gβ(v)TvFαψσ y satisface (1.50), puede ser seleccionada independientemente de v.
En efecto, la ecuación (1.44) muestra que Gβ(v) = D−1. Por consiguiente, Dψv,α,σ = TvFαψσ
y se sigue de (1.49): (

~∇v + ~∇x

)
D̄ψv,α,σ =

(
~∇v + ~∇x

)
TvF̄αψσ = 0.
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Cuando D no es invariante estacionario y σ lo suficientemente pequeño, β(v) puede ser
seleccionado tal que satisface (1.50). De hecho, la Proposición 1.3.1.1 prueba que si D−1

puede ser aproximado por el operador tangencial Gβ(v), para funciones que tienen soporte
compacto en un entorno de v, entonces existe una función γ tal que, para todo u y α,

~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(u)) ≈ 0, para σ lo suficientemente pequeño.

Aśı AσX satisface una particular propiedad de conservación a lo largo de ĺıneas caracteŕısti-
cas que viven en el espacio paramétrico u×α. Tales curvas son descrita por β(v) y dependen
del operador D.

Antes de iniciar la demostración de la Proposición 1.3.1.1, algunas consideraciones sobre
la notación. Si f(x) y g(x) son dos funciones definidas en Rd, entonces ~∇xg es un vector con

d componentes, esto es,

(
∂g

∂x1

, ...,
∂g

∂xd

)
, y 〈f, ~∇xg〉 también es un vector, cuyas d compo-

nentes son los productos internos 〈f, ∂g/∂xk〉, es decir,

(
〈f1,

∂g

x1

〉, ..., 〈fd,
∂g

xd
〉
)

. Denotaremos

Re〈f, ~∇xg〉 la parte real de este vector. Escribiremos c(σ) = O(σ) si existe una constante C
tal que, para σ pequeño, |c(σ)|≤ Cσ.

Si X es estacionario, la descomposición atómica de X es independiente del parámetro v

y se sigue de la ecuación (1.49), para todo f , ~∇x 〈KXf, f〉 = 2Re
〈
KXf, ~∇xf

〉
= 0.

Proposición 1.3.1.1 Sea X = DY , con Y estacionario. Supongamos que para cada v ∈ Rd,
existe β(v) tal que, para cada α, la función ψv,α,σ = Gβ(v)TvFαψσ satisface:

∣∣∣Re〈KXψv,α,σ, D−1(~∇v + ~∇x)Dψv,α,σ〉
∣∣∣ = O(σ)

∣∣∣Re〈KXψv,α,σ, ~∇xψv,α,σ〉
∣∣∣ . (1.50)

Si existe un difeomorfismo u(v) y dos funciones φ(u) y γ(u) tal que

Gβ(v)Tv = eiφ(u(v))Tu(v)F γ(u(v)) (1.51)

entonces, para cada (u, α), tenemos, t = u∣∣∣~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(t)) + ~∇tA

σ
X(u, α ∗ γ(t))

∣∣∣ = O(σ)
∣∣∣~∇uA

σ
X(u, α ∗ γ(t))

∣∣∣ (1.52)

Demostración

El operador de autocovarianza de X = DY satisface la condición KX = DKYD, con lo
cual la descomposición atómica del proceso X puede escribirse como sigue:

〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 〈KYDψv,α,σ, Dψv,α,σ〉.
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Luego, la derivada espacial de la descomposición atómica del proceso deformado X, viene
dado por:

~∇v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 2Re〈KYDψv,α,σ, ~∇vDψv,α,σ〉

= 2Re〈KYDψv,α,σ, ~∇vDψv,α,σ〉 ± 2Re〈KYDψv,α,σ, ~∇xDψv,α,σ〉

= 2Re〈KYDψv,α,σ, (~∇v + ~∇x)Dψv,α,σ〉 − 2Re〈KYDψv,α,σ, ~∇xDψv,α,σ〉.

Puesto que Y es estacionario, el último término es igual a cero. Note que ese término es
igual a ~∇xA

σ
Y (.).

Por lo tanto,

~∇v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 2Re〈KYDψv,α,σ, (~∇v + ~∇x)Dψv,α,σ〉.

Pero, KY = D−1KXD−1. Por consiguiente,

= 2Re〈KXψv,α,σ, D−1(~∇v + ~∇x)Dψv,α,σ〉.

La hipótesis (1.50) implica que

|~∇v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉|= O(σ)|Re〈KXψv,α,σ, ~∇xψv,α,σ〉|. (1.53)

La función ψv,α,σ = Gβ(v)TvFαψσ satisface la ecuación (1.53) y se sigue de la propiedad
de transporte (1.51):

ψv,α,σ =
(
Gβ(v)Tv

)
Fαψσ

=
(
eiφ(u(v))Tu(v)F γ(u(v))

)
Fαψσ

= eiφ(u(v))Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ. (1.54)

Ahora, calculamos la descomposición atómica del proceso X, usando la función (1.54),
que involucra la propiedad de transporte de los operadores invariantes estacionarios.

〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 〈KXe
iφ(u(v))Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ, e

iφ(u(v))Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ〉

= 〈KXTu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ, Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ〉

= AσX(u(v), α ∗ γ(u(v))).

Por consiguiente, se tiene el gradiente de la descomposición atómica, con respecto al
parámetro v:
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~∇v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = ~∇vA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v))

= ~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v))Ju(v)

= ~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v))J−1

v (u).

Por lo tanto,

~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)) = ~∇v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉Jv(u).

Puesto que u es un difeomorfismo, Jv es una transformación lineal acotada sobre cualquier
entorno compacto y convexo de u ∈ Rd. Esto implica

|~∇u〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉|≤‖Jv(u)‖|~∇v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉|

donde ‖Jv(u)‖ es el operador sup norm de Jv(u). Luego se tiene por (1.53), para u fijo:

|~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(u))|= O(σ)|Re〈KXψv,α,σ, ~∇xψv,α,σ〉|. (1.55)

La expansión del gradiente con respecto a la posición, en el primer miembro de la ecuación
(1.55), resulta en una ecuación diferencial en derivadas parciales (EDP) de primer orden, en
las variables u y α. No obstante, para u fijo, tal EDP puede escribirse como una ecuación
de transporte en el dominio (u, α). En efecto, para t = u, la expansión del gradiente con
respecto a t, según la regla de la cadena, toma la forma:

~∇tA
σ
X(u, α ∗ γ(t)) = ~∇t(α ∗ γ(t)) · ~∇αA

σ
X(u, α ∗ γ(t)) (1.56)

donde ~∇t(α ∗ γ(t)) es un vector de derivadas parciales con respecto a cada componente del
parámetro α. Reemplazando la variable libre α por α ∗ γ−1(u) en (1.55), para t = u, da lugar
la siguiente ecuación de transporte:

|~∇uA
σ
X(u, α) + ~∇t

(
α ∗ γ−1(u) ∗ γ(t)

)
· ~∇αA

σ
X(u, α)|= O(σ)|Re〈KXψv,α,σ, ~∇xψv,α,σ〉|; t = u.

De aqúı que escribimos la ecuación (1.55) de la siguiente forma:

|~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(t)) + ~∇tA

σ
X(u, α ∗ γ(t))|= O(σ)|Re〈KXψv,α,σ, ~∇xψv,α,σ〉|; t = u. (1.57)

Note que se sigue de la propiedad de transporte de los operadores invariantes estacionarios
(1.51), para todo v ∈ Rd existe una función β̃(v) tal que

Gβ̃(v)Tv = eiφ(u(v))Tu(v)Fα∗γ(u(v)).

Aśı β̃(v) puede ser seleccionado tal que (1.57) se cumple para σ suficientemente pequeño.
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Por otra parte, sabemos de (1.49),
(
~∇u + ~∇x

)
ψ(v,α,σ) = 0. Por consiguiente, ~∇uψ(v,α,σ) =

−~∇xψ(v,α,σ). Luego, para u fijo:

2Re〈KXψv,α,σ, ~∇xψv,α,σ〉 = −~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(t)); t = u. (1.58)

Finalmente, sustituyendo (1.58) en el lado derecho de la ecuación (1.57), obtenemos (1.52).

�

1.3.2. Transporte de escala 1-dimensión

Sea D un operador lineal del grupo de deformación 1-dimensión (Def. 1.2.1.1) entonces,
para el caso de una dimensión, la ecuación (1.41) toma la forma: D−1f(x) = θ

′
(x)f(θ(x)).

El subgrupo invariante estacionario (Prop. 1.2.1.1) es el grupo af́ın cuyos elementos son
Gβf(x) = f(u+ sx) con β = (u, s) ∈ R× R+∗.

El adjunto de Gβ está determinado por la ecuación (1.43) cuando el parámetro de escala
es un escalar s > 0 y, caracterizado por un conjunto de grupos de operadores parametrizables
(1.40). Por consiguiente:

Gβf(x) = s−1f(s−1(x− u)) = TuF sf(x) con F sf(x) = s−1f(s−1x). (1.59)

Sea ψ una función con media cero:
∫
ψ(x)dx = 0. La función ψ se denomina wavelet

(Apéndice A). Usando la ecuación (1.59), tenemos TuF sψσ(x) = s−1ψ

(
x− u
sσ

)
, con lo cual

la descomposición atómica AσX(u, s) (ver Ec. (1.46)) toma la forma:

AσX(u, s) = E
{∣∣〈X(s), s−1ψ

(
(sσ)−1(x− u)

)〉∣∣2} .
Podemos reducir el número de parámetros de la ecuación anterior dividiendo la descom-

posición atómica de X por σ2 > 0 y escribiendo s en lugar de σs, esto es:

AσX(u, s)

σ2
⇒ E

{∣∣〈X(x), (sσ)−1ψ
(
(sσ)−1(x− u)

)〉∣∣2} .
Aśı tenemos

AX(u, s) = E
{
|〈X(x), ψu,s(x)〉|2

}
(1.60)

donde ψu,s(x) = s−1ψ(s−1(x−u)). El producto interno 〈X,ψu,s〉 se denomina coeficiente wavelet
de X en la posición u y escala s, y denominaremos escalograma de X la varianza de ese co-
eficiente dado por (1.60), esa ecuación también puede interpretarse como el promedio del
cuadrado de la transformada de wavelet en la posición u y escala s (ver Apéndice A).

Veamos que los operadores D−1 y Gβ(v), ambos trasladan el soporte de f desde un en-
torno de u a un entorno de v que depende de u. Además, se puede dar la expresión β(v)
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correspondiente al operador tangencial que aproxima D−1 en la Proposición 1.3.1.1.

De la definición de grupo de operadores de deformación 1-dimensión (Def. 1.2.1.1), con-
sideremos θ : [u− s, u+ s]→ R, u ∈ R y s > 0, una función de clase C3 tal que θ

′
(x) > 0.

Sea f una función regular con soporte en un entorno de u. Sabemos que si D es un
operador lineal se obtiene:

D−1f(x) = θ
′
(x)f (θ(x)) .

Queda claro de la ecuación de arriba que D−1 mueve el soporte de f desde un entorno de
u a un entorno de v = θ(u).

Por otra parte, para todo x en un entorno de u, θ(x) = θ(u) + θ
′
(u)(x− u) +

θ
′′
(u)

2
(x−

u)2 +
θ
′′′

(c)

6
(x − u)3, donde c es algún punto entre u y x. Luego, si los términos de mayor

potencia del polinomio de Taylor para θ son insignificante obtenemos:

D−1f(x) ≈ θ
′
(u)f(v + θ

′
(u)(x− u)). (1.61)

El lado derecho de la ecuación de arriba se puede escribir como Gβ(u). Veamos quién es
β(u) y qué representa.

En términos generales, la tesis de la Proposición 1.3.1.1, muestra que la propiedad de
conservación del proceso deformado X es una consecuencia de la propiedad de transporte de
los operadores lineales invariantes estacionarios, (1.51), lo que implica la existencia de una
función γ, tal que, para σ suficientemente pequeño se cumple:

~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(u)) = 0. (1.62)

Aśı, en el sentido de la Proposición 1.3.1.1, podemos decir:

~∇vE
{
|〈X,ψv,α,σ〉|2

}
= ~∇vE

{∣∣〈X, (Gβ(v)Tv
)
Fαψσ

〉∣∣2}
= ~∇vE

{∣∣〈X, eiφ(u(v))Tu(v)

(
F γ(u(v))Fα

)
ψσ
〉∣∣2}

= ~∇vE
{∣∣〈X, eiφ(u(v))Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ

〉∣∣2}
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~∇vE
{
|〈X,ψv,α,σ〉|2

}
= ~∇v

〈
KXTu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ, Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ

〉
(a)

= ~∇vA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)))

= ~∇v 〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉

= ~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)))Ju(v)

= ~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)))J−1

v (u).

Por consiguiente,

~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v))) = ~∇v 〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 Jv(u)

lo que implica

|~∇uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)))| ≤ ‖Jv(u)‖|~∇v 〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉|.

No obstante, las hipótesis de la Proposición 1.3.1.1 implica:

|~∇v〈KXψv,α,σ, ψ(v,α,σ)〉| = O(σ)|Re〈KXψ(v,α,σ), ~∇xψ(v,α,σ)〉|

(ver ec. (1.53)).

Por lo tanto, para u fijo, obtenemos la expresión asintótica para la propiedad de conser-
vación del proceso deformado X, (1.62):

|~∇uA
σ
X(u, α ∗ γ(u))| = O(σ)|Re〈KXψ(v,α,σ), ~∇xψ(v,α,σ)〉|.

Por otra parte, la Proposición 1.2.2.1 muestra que la propiedad de transporte de los
operadores lineales invariantes estacionarios, también satisfacen la condición:

Gβf(x) = G(φ,ξ,S,v)f(x) = ei(ξ·x+φ)f ? ρ(Sx− v)

la cual podemos escribir en términos de operadores como:

Gβ = eiφFαTv

donde Fαf(x) = eiξ·xf ? ρ(Sx); α = (ξ, S) ∈ Rd ×GL+(Rd). De aqúı que:

Gβ = e−iφTvFα; β = (v, α).

Este resultado nos muestra que la propiedad de transporte de los operadores lineales
invariantes estacionario es equivalente a la actuación conjunta de un grupo de operadores pa-
rametrizables, donde la función β no es más que la caracterización de dicha parametrización.
Por consiguiente, se sigue de (a):
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G(u(v),α∗γ(u(v))) = Tu(v)Fα∗γ(u(v)).

Sabemos que localmente (σ ≈ 0), el operador D−1 puede ser aproximado por el adjunto
de un operador invariante estacionario. Por lo tanto, para u fijo y σ suficientemente pequeño,
existe una función γ tal que para cada α:

D−1 ≈ G(u,α∗γ(u)) (1.63)

donde β(u) = (u, α ∗ γ(u)).

El resultado anterior prueba que la propiedad de conservación del proceso deformado X,
ocurre a lo largo de curvas, ĺıneas caracteŕısticas, que viven en el espacio paramétrico posi-
ción-escala. Tales curvas son descrita por β(u) = (u, α ∗ γ(u)) y dependen del operador de
deformación D.

Puesto que la ecuación (1.61) pasa por la expansión de θ por Taylor, la aproximación de
D−1 por Gβ(u), depende de cuan suave es θ.

Por lo antes expuesto, estamos en condiciones de indentificar quién es β(u) en el lado
derecho de la ecuación (1.61).

Para el caso particular de una dimensión, se sigue de la ecuación (1.59):

Gβ = TuF s; (u, s) ∈ R× R+∗

donde F sf(x) = s−1f (s−1x). Por consiguiente, queremos expresar θ
′
(u)f

(
v + θ

′
(u)(x− u)

)
,

v = θ(u), como el resultado de la acción conjunta sobre f de los operadores T y F .

Se sigue de la Proposición 1.3.1.1, la propiedad de transporte del operador lineal Gβ.
Luego, para todo v ∈ R:

Gβ(v)Tvf(x) = TvGβ(v)f(x)

= Tvθ
′
(u)f

(
v + θ

′
(u)(x− u)

)
= θ

′
(u)f

(
θ
′
(u)(x− u)

)
= Tu(v)Fα(u(v))f(x) ;α(u(v)) = 1/θ

′
(u(v)).

Por lo tanto, para u fijo:

β(u) =
(
u, 1/θ

′
(u)
)

esto implica

D−1 ≈ G(u,1/θ′ (u)).



37

El siguiente teorema presenta una ecuación de transporte, consecuencia de la Proposición
1.3.1.1, para ello se imponen condiciones adicionales al núcleo de la autocovarianza en una
vecindad de cero, a fin de asegurar la unicidad de la solución del problema inverso. Tal condi-
ción es más fuerte que la presentada en la Proposición 1.2.1.3. Además se establecen ciertas
condiciones sobre ψ para garantizar que ∂log sAX(u, s) no se anule para s > 0.

El gradiente de deformación
(
log θ

′)′
(u), el cual especifica la clase de equivalencia de D en

D/g (Ec. (1.3)), puede ser calculado a partir de (1.66), tomando s suficientemente pequeño.
La estimación del gradiente de deformación a partir de una realización de X será el objeto
de estudio en la sección Estimación de las deformaciones.

Denotaremos ∂f/∂a = ∂af y ∂log sf = ∂f/∂ log s = s∂f/∂s.

Teorema 1.3.2.1 (Transporte de escala 1D) Sea Y un proceso estacionario cuya cova-
rianza satisface

cY (0)− cY (x) = |x|hη(x), con h > 0, η(0) > 0 (1.64)

donde η es C1 en un entorno de cero. Sea ψ(x) una función C1 con soporte compacto en
[−1, 1] tal que ∫

ψ(x)dx = 0 y Re

∫∫
|x− y|hψ∗(x)ψ(y)dxdy 6= 0 (1.65)

Si

X(x) = Y (θ(x))

donde θ(x) es C3 y θ
′
(x) > 0, entonces, para cada u ∈ R tal que θ

′′
(u) 6= 0, cuando s tiende

a cero

∂uAX(u, s)− (log θ
′
)
′
(u)∂log sAX(u, s) = O(s)∂uAX(u, s) (1.66)

Demostración

Este teorema es una consecuencia de la Proposición 1.3.1.1. El operador Gβ(v) es dado
por (1.61):

Gβ(v)f(x) = θ
′
(u)f

(
v + θ

′
(u)(x− u)

)
donde u = θ−1(v) es un difeomorfismo local. Luego:
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Gβ(v)Tvf(x) = TvGβ(v)f(x) (Conmutatividad de los operadores)

= Tvθ
′
(u)f

(
v + θ

′
(u)(x− u)

)
= θ

′
(u)f

(
θ
′
(u)(x− u)

)
= Tu(v)Fα(u(v))f(x)

donde α(u(v)) = 1/θ
′
(u(v)). Por lo tanto, se satisface la propiedad de transporte (1.51).

Veamos que se cumple la hipótesis (1.50) concerniente a la función:

ψv,s,σ = Gβ(v)TvF sψσ

con F sf(x) =
1

s
f
(x
s

)
.

ψv,s,σ =
(
Gβ(v)Tv

)
F sψσ

= Tu(v)Fα(u(v))F sψσ (por (1.51))

= Tu(v)Fα(u(v))∗sψσ

donde α(u(v)) ∗ s = s/θ
′
(u(v)). Luego,

=
θ
′
(u(v))

s
ψ

(
θ
′
(u(v))

sσ
(x− u(v))

)
renormalizando esta función como en (1.60), obtenemos:

ψv,s,σ(x) = ϕv,s(x) =
θ
′
(u)

s
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
. (1.67)

Si probamos ∣∣∣Re〈KXϕv,s, D−1 (∂v + ∂x)Dϕv,s

〉∣∣∣ = O(s) |Re 〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉| (1.68)

entonces, se sigue de la Proposición 1.3.1.1 la ecuación de transporte (1.52) con α = s,

γ(u) =
1

θ′(u)
y α ∗ γ(t) =

s

θ′(t)
, esto es:∣∣∣∣∂uAX(u,

s

θ′(t)
) + ∂tAX(u,

s

θ′(t)
)

∣∣∣∣ = O
(

s

θ′(u)

) ∣∣∣∣∂uA(u, s

θ′(t)

)∣∣∣∣ .
Expandiendo ∂tAX obtenemos:

∂tAX(u,
s

θ′(u)
) = ∂t

s

θ′(t)
· ∂sAX(u,

s

θ′(t)
).
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Luego∣∣∣∣∂uAX (u, s

θ′(t)

)
+ ∂t

(
s

θ′(t)

)
∂sAX

(
u,

s

θ′(t)

)∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∂uAX (u, s

θ′(t)

)
− s

θ′(t)

θ
′′
(t)

θ′(t)
∂sAX

(
u,

s

θ′(t)

)∣∣∣∣ .
Puesto que ∂log s = s∂s, fijando t = u y s suficientemente pequeño se obtiene:∣∣∣∣∂uAX(u, s) +

(
log θ

′
)′

(u)∂log sAX(u, s)

∣∣∣∣ = O(s) |∂uAX(u, s)|

lo cual prueba (1.66). De aqúı que solo queda demostrar (1.68).

Calculemos

φv,s = D−1(∂v + ∂x)Dϕv,s. (1.69)

En una dimensión, las ecuaciones (1.41) y (1.42) toman respectivamente la forma:

D−1f(x) = θ
′
(x)f (θ(x)) (1.70)

y

Df(x) =
(

(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1

f
(
θ−1(x)

)
. (1.71)

Cálculo de D−1∂xDϕv,s

Dϕv,s(x) =
(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1
ϕv,s (θ−1(x)) (por (1.42) )

=
(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1 θ
′
(u)

s
ψ

(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)
. (por (1.67))

Luego,

∂xDϕv,s(x) =
θ
′
(u)

s
∂x

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1

︸ ︷︷ ︸ ·ψ
(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)

+
θ
′
(u)

s

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1

∂xψ

(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)
︸ ︷︷ ︸ . (1.72)

Pero

∂x

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1

= −
(

(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−3

(θ
′′ ◦ θ−1)(x) (1.73)

y
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∂xψ

(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)
= ψ

′
(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)
· θ
′
(u)

s

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1

(1.74)

donde ∂xθ
−1(x) =

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1
. Sustituyendo (1.74) y (1.73) en (1.72) se obtiene:

∂xDϕv,s(x) = −θ
′
(u)

s

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−3
(θ
′′ ◦ θ−1)(x)ψ

(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)

+

(
θ
′
(u)

s

)2 (
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−2
ψ
′
(
θ
′
(u)

s
(θ−1(x)− u)

)
.

Por lo tanto,

D−1∂xDϕv,s(x) = θ
′
(x)

[
− θ

′
(u)

s

(
θ
′
(x)
)−3 · θ′′(x)ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)

+

(
θ
′
(u)

s

)2 (
θ
′
(x)
)−2

ψ
′
(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)]

= −θ
′
(u)θ

′′
(x)

s(θ′(x))2
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
+

(θ
′
(u))2

s2θ′(x)
ψ
′
(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
. (1.75)

Cálculo de D−1∂vDϕv,s

De los cálculos anteriores sabemos cual es la expresión para Dϕv,s(x). Sustituyendo en la
misma u = θ−1(v) se obtiene:

Dϕv,s(x) =
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1

ψ

(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v)

)
.

Luego,

∂vDϕv,s(x) = ∂v
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s︸ ︷︷ ︸ · ((θ′ ◦ θ−1)(x)
)−1

ψ

(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v))

)
+

(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1
ψ
′
(

(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v))

)
︸ ︷︷ ︸ ·

∂v
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v))︸ ︷︷ ︸ (1.76)

pero,
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∂v(θ
′ ◦ θ−1)(v) = (θ

′′ ◦ θ−1)(v)
(

(θ
′ ◦ θ−1)(v)

)−1

(1.77)

y

∂v
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v)) =

(θ
′′ ◦ θ−1)(v)

(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

)−1

s
(θ−1(x)− θ−1(v))

−(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s

(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

)−1

(1.78)

Luego, sustituyendo (1.77) y (1.78) en (1.76) se obtiene para ∂vDφv,s(x):

1

s
(θ
′′ ◦ θ−1)(v)

(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

)−1 (
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1
ψ

(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v))

)
+

1

s
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

(
(θ
′ ◦ θ−1)(x)

)−1
ψ
′
(

(θ
′ ◦ θ−1)(v)

s
(θ−1(x)− θ−1(v))

)
·(

1

s

(
θ
′′ ◦ θ−1

)
(v)
(
(θ
′ ◦ θ−1)(v)

)−1
(θ−1(x)− θ−1(v))− 1

s

)
.

Por lo tanto, se sigue de (1.70) y la sustitución u = θ−1(v):

D−1∂vDϕv,s(x) = θ
′
(x)

[
1

s

θ
′′
(u)

θ′(u)

1

θ′(x)
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
+

1

s

θ
′
(u)

θ′(x)
ψ
′
(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
·

(
1

s
θ
′′
(u)

1

θ′(u)
(x− u)− 1

s

)]

=
θ
′′
(u)

sθ′(u)
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
+

1

s2
((x− u)θ

′′
(u)− θ′(u))ψ

′
(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
. (1.79)

Finalmente, obtenemos la expresión para φv,s en (1.69) sumando los resultados (1.75) y (1.79)
con lo cual se obtiene:

φv,s(x) =
1

sθ′(u)

(
θ
′′
(u)−

(
θ
′
(u)

θ′(x)

)2

θ
′′
(x)

)
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)

+
1

s2

(
θ
′
(u)

θ′(x)
(θ
′
(u)− θ′(x))− (u− x)θ

′′
(u)

)
ψ
′
(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
. (1.80)

Por hipótesis, ψ tiene soporte compacto en [−1, 1], por ende debe cumplirse

∣∣∣∣θ′(u)

s
(x− u)

∣∣∣∣ ≤
1, por lo tanto, φv,s tiene soporte en [u − s/θ

′
(u), u + s/θ

′
(u)]; puesto que θ ∈ C3, para
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s suficientemente pequeño, el desarrollo de Taylor para θ
′
(x) y θ

′′
(x) muestra que para x

cercano al punto u (Apendice B):

∣∣∣∣∣φv,s(x)−
(

2
θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)[
θ
′
(u)(x− u)

s
ψ

(
θ
′
(u)(x− u)

s

)
+

1

2

(
θ
′
(u)(x− u)

s

)2

·

ψ
′
(
θ
′
(u)(x− u)

s

)]∣∣∣∣∣ = O(x− u). (1.81)

Veamos que

∣∣∣∣∣∣∣Re
〈
KXϕv,s, D−1(∂v + ∂x)Dϕv,s︸ ︷︷ ︸

φv,s

〉∣∣∣∣∣∣∣ = O(sh+1).

La autocovarianza del kernel de X(x) es cX(x, y) = cY (θ(x)− θ(y)). Luego, la descompo-
sición atómica del proceso X en un entorno pequeño de u es igual a:

〈KXϕv,s, φv,s〉 =

∫∫
cY (θ(x)− θ(y))ϕ∗v,s(x)φv,s(y)dxdy.

Por hipótesis,
∫
ψ(x)dx = 0, lo que implica de (1.69) y (1.67),

∫
φv,s = 0, aśı reescribimos

la ecuación anterior de la siguiente forma:

〈KXϕv,s, φv,s〉 = −
∫∫

(cY (0)− cY (θ(x)− θ(y)))ϕ∗v,s(x)φv,s(y)dxdy (1.82)

donde ϕ y φ tienen soporte en [u− s/θ′(u), u+ s/θ
′
(u)].

La función η es C1 en un entorno de 0, por lo tanto, η
′
(0) existe:

ĺım
z→0

η(z)− η(0)

z
= η

′
(0)

Aśı para z suficientemente cercano a 0:

η(z) ≈ η(0) + η
′
(0)|z|

por consiguiente

η(z)|z|h≈ η(0)|z|h+η′(0)|z|h+1

Por la continuidad de η escribimos:

η(z)|z|h= η(0)|z|h+o(|z|h)
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lo que implica por hipótesis sobre la covarianza del proceso Y :

cY (0)− cY (z) = η(0)|z|h+o(|z|h) (1.83)

θ ∈ C3 y su expansión en serie de Taylor para todo x en un entorno de u:

θ(x) = θ(u) + θ
′
(u)(x− u) +

θ
′′
(u)

2
(u)(x− u)2 +

θ
′′′

(c)

6
(x− u)3 (1.84)

donde c es un punto entre x y u.

Sean x, y puntos diferentes y cercanos al punto u tal que x−y vive en un entorno de cero.
Supongamos que θ es lo suficientemente suave para que por (1.84) se obtenga:

θ(x)− θ(y) ≈ θ
′
(u)(x− y).

Luego,

cY (0)− cY (θ(x)− θ(y)) ≈ cY (0)− cY (θ
′
(u)(x− y))

≈ η(0)|θ′(u)(x− y)|h. ( por (1.83))

Sustituyendo este último resultado en el integrando de (1.82), conjuntamente con la ex-
presión para φv,s en un entorno de u, (1.81), obtenemos:

〈KXϕv,s, φv,s〉 ≈ −
∫∫

η(0)
∣∣θ′(u)(x− y)

∣∣h θ′(u)

s
ψ∗
(θ′(u)

s
(x− u)

)(2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)
×

[θ′(u)(y − u)

s
ψ
(θ′(u)

s
(y−u)

)
+

1

2

(θ′(u)(y − u)

s

)2

ψ
′
(θ′(u)

s
(y−u)

)]
dxdy. (1.85)

Sea z una variable genérica que representa x o y. Luego, en (1.85) hacemos el cambio de

variable z̃ =
θ
′
(u)(z − u)

s
, por ende, dz =

sdz̃

θ′(u)
y θ

′
(u)(x− y) = s(x̃− ỹ). Por consiguiente,

〈KXϕv,s, φv,s〉 =

∫∫
η(0)

∣∣s(x̃− ỹ)
∣∣hψ∗(x̃)

(2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)[
ỹψ(ỹ) +

ỹ2

2
ψ
′
(ỹ)
] s

θ′(u)
dx̃dỹ (1.86)

donde,

|x̃− ỹ|hψ∗(x̃)[ỹψ(ỹ) +
ỹ2

2
ψ
′
(ỹ)]

es una función continua sobre el compacto [−1, 1]× [−1, 1]. Por lo tanto, existe una constante
positiva N tal que
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|x̃− ỹ|h|ψ∗(x̃)[ỹψ(ỹ) +
ỹ2

2
ψ
′
(ỹ)]|≤ N

para todo (x̃, ỹ) ∈ [−1, 1]× [−1, 1].

Por consiguiente,

|Re〈KXϕv,s, φv,s〉|≤ Nsh+1 ⇒ |Re〈KXϕv,s, φv,s〉|= O(sh+1). (1.87)

Ahora calculemos 〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉:

〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉 =
∫∫

cY (θ(x)− θ(y))ϕ∗v,s(x)
d

dy
ϕv,s(y)dxdy

=
∫
ϕ∗v,s(x)

[ ∫
cY (θ(x)− θ(y))

d

dy
ϕv,s(y)dy

]
dx.

Integrando por parte la integral entre corchetes, obtenemos:

=

∫
cY (θ(x)− θ(y))ϕ∗v,s(x)ϕv,s(y)dx︸ ︷︷ ︸

I

+

∫∫
θ
′
(y)c

′

Y (θ(x)− θ(y))ϕ∗v,s(x)ϕv,s(y)dxdy︸ ︷︷ ︸
II

donde

I = ϕv,s(y)

∫
cY (θ(x)− θ(y))

θ
′
(u)

s
ψ
(θ′(u)

s
(x− u)

)
dx. (por (1.67))

Hacemos el cambio de variable x̃ =
θ
′
(u)

s
(x − u) y reemplazamos θ(x) por su aproximación

de Taylor entorno al punto u: θ(x) = θ(u) + θ
′
(u)(x− u) + o(x− u). Por consiguiente:

I ≈ ϕv,s(y)
∫
cY (s(x̃− ỹ))ψ(x̃)dx̃

= ϕv,s(y)
∫ [

cY (0)− η(0)|s(x̃− ỹ)|h
]
ψ(x̃)dx̃. (por (1.83))

Puesto que
∫
ψ = 0 se tiene:

I ≈ −ϕv,s(y)

∫
η(0)|s(x̃− ỹ)|hψ(x̃)dx̃.

Por lo tanto,

|I| = O(sh).

Por otra parte,

II =

∫∫
θ
′
(y)c

′

Y (θ(x)− θ(y))ϕ∗v,s(x)ϕv,s(y)dxdy.
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Puesto que c
′
Y (z) es anti simétrica ( c

′
Y (−x) = −c′Y (x)), escribimos:

Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉 =
∫∫ θ′(y)c

′
Y (θ(x)− θ(y))− θ′(x)c

′
Y (θ(x)− θ(y))

2
Re
(
ϕ∗v,s(x)ϕv,s(y)

)
dxdy

= −1

2

∫∫
(θ
′
(x)− θ′(y))c

′
Y (θ(x)− θ(y))Re

(
ϕ∗v,s(x)ϕv,s(y)

)
dxdy

= −1

2

∫∫
(θ
′
(x)− θ′(y))c

′
Y (θ(x)− θ(y))Re

[θ′(u)

s
ψ∗
(θ′(u)

s
(x− u)

)θ′(u)

s
ψ
(θ′(u)

s
(y− u)

)]
dxdy.

Hacemos el cambio de variable, x̃ =
θ
′
(u)

s
(x− u) y ỹ =

θ
′
(u)

s
(y − u), donde x = u+

sx̃

θ′(u)
y

y = u+
sỹ

θ′(u)
. Luego:

= −1

2

∫∫ (
θ
′
(u+

sx̃

θ′(u)
)− θ′(u+

sỹ

θ′(u)
)
)
× c′Y

(
θ(u+

sx̃

θ′(u)
)− θ(u+

sỹ

θ′(u)
)
)
×

Re
[
ψ∗(x̃)ψ(ỹ)

]
dx̃dỹ.

Por otra parte, se sigue de (1.83):

−c′Y (z) = hη(0) · sign(z)|z|h−1 + o(|z|h−1); sign(z) =
z

|z|
. (1.88)

Regresamos a la última integral y reemplazamos θ(x) y θ
′
(x) por sus expansiones en

serie de Taylor, entorno al punto u. Asimismo, usamos (1.88) en el integrando, con lo cual
obtenemos para s suficientemente pequeño:

|Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉| =
∣∣∣∣12
∫∫

θ
′′
(u)

θ′(u)
hη(0)sh|x̃− ỹ|hRe[ψ∗(x̃)ψ(ỹ)]dx̃dỹ

∣∣∣∣ = O(sh). (1.89)

Observación: Si z > 0 o z < 0, en cualquier caso, sign(z) · z = |z|.

No obstante, por hipótesis Re
∫∫
|x−y|hψ∗(x)ψ(y)dxdy 6= 0 y θ

′′
(u) 6= 0, entonces existen

una función continua a(u) > 0 y un entorno de u tales que:∣∣Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉
∣∣ ≥ a(u)sh + o(sh). (1.90)

Por lo tanto, se sigue de las propiedades del orden asintótico, (1.87) implica (1.68). En
efecto, se sigue de (1.87), existe una constante positiva N tal que:

|Re〈KXϕv,s, φv,s〉|≤ sh+1N.

Luego, conjuntamente con (1.90) obtenemos:
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a(u)

Ns
|Re〈KXϕv,s, φv,s〉|≤ a(u)sh ≤ |Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉|

lo que implica

|Re〈KXϕv,s, φv,s〉|≤ s
N

a(u)
|Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉|

donde N/a(u) es una constante positiva. Por lo tanto,

|Re〈KXϕv,s, φv,s〉|= O(s)|Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉|.

con lo cual se satisface la hipótesis (1.68) de la Proposición 1.3.1.1, en consecuencia se obtiene
la ecuación de transporte (1.66).

�

La ecuación de transporte (1.66) muestra que el coeficiente de velocidad tiende al gra-
diente de deformación θ

′′
(u)/θ

′
(u) cuando s → 0. Veamos que esto es consecuencia de la

propiedad de conservación del proceso X, debido a su vez a la estacionariedad del proceso
Y . Esto se resume en una propiedad de migración de los parámetros entre los escalogramas
de los procesos X y Y sobre el espacio paramétrico (u, s).

Puesto que X(x) = Y (θ(x)), donde θ : [u− s, u+ s]→ R una función, para u ∈ R y s > 0
tal que θ ∈ C3 y θ

′
(x) > 0. Se sigue de la definición de los coeficientes de wavelet de X, en la

posición u y escala s, para una función madre ψ:

〈X,ψu,s〉 =

∫
Y (θ(x))

1

s
ψ

(
x− u
s

)
dx.

Hacemos el cambio de variable: x̃ = θ(x) en un entorno pequeño de u (s pequeño). Por

consiguiente, dx =
dx̃

θ′(θ−1(x̃))
, con lo cual obtenemos:

〈X,ψu,s〉 =

∫
Y (x̃)

1

s
ψ

(
θ−1(x̃)− u

s

)
dx̃

θ′(θ−1(x̃))
.

Puesto que ψ tiene soporte compacto en [−1, 1], ψ

(
θ−1(x̃)− u

s

)
6= 0 si y solo si

∣∣∣∣θ−1(x̃)− u
s

∣∣∣∣ ≤
1, esto es, x̃ ∈ [θ(u− s), θ(u+ s)], puesto que θ es creciente en un entorno de x. Si s� θ

′
(u)

θ′′(u)
(escala s es pequeña con relación a la escala de variación de la deformación), una expansión
de Taylor para θ alrededor de la posición u implica |x̃− θ(u)|≤ 2θ

′
(u)s.

En efecto, para todo x en un entorno pequeño de u, [u− s, u+ s]:
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θ(x) = θ(u) + θ
′
(u)(x− u) +

1

2
θ
′′
(u)(x− u)2 + o(x− u)2 = x̃

= θ(u) + s

(
θ
′
(u)

x− u
s

+
1

2
sθ
′′
(u)

(
x− u
s

)2
)

+ o(x− u)2.

Para s lo suficientemente pequeño tal que sθ
′′
(u)� θ

′
(u), obtenemos:

|x̃− θ(u)|≤ θ
′
(u)|x− u|≤ 2θ

′
(u)s.

Por lo tanto, es claro que cuando s→ 0, x̃→ θ(u) y θ
′
(θ−1(x̃)) ≈ θ

′
(u).

Por otra parte, puesto que ψ ∈ C1,

ψ

(
x− u
s

)
= ψ(0) + ψ

′
(0)

(
x− u
s

)
+ o(x− u). (1.91)

Pero, x̃ ≈ θ(u) + θ
′
(u)(x− u), lo que implica

x̃− θ(u)

sθ′(u)
≈ x− u

s
. (1.92)

Dado que ψ tiene soporte compacto en el intervalo [−1, 1], tiene que ocurrir

∣∣∣∣ x̃− θ(u)

sθ′(u)

∣∣∣∣ ≤ 1

entonces, para s pequeño:

ψ

(
x̃− θ(u)

sθ′(u)

)
≈ ψ(0) + ψ

′
(0)

(
x̃− θ(u)

sθ′(u)

)

≈ ψ(0) + ψ
′
(0)

(
x− u
s

)
(por (1.92))

≈ ψ

(
x− u
s

)
. (por (1.91))

Pero, x = θ−1(x̃). Luego, se sigue de la última aproximación:

ψ

(
θ−1(x̃)− u

s

)
≈ ψ

(
x̃− θ(u)

sθ′(u)

)
.

En consecuencia,

〈X,ψu,s〉 ≈
∫
Y (x)

1

sθ′(u)
ψ

(
x− θ(u)

sθ′(u)

)
dx

donde
1

sθ′(u)
ψ

(
x− θ(u)

sθ′(u)

)
= ψθ(u),θ′ (u)s(x).
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Aśı, 〈X,ψu,s〉 ≈ 〈Y, ψθ(u),θ′ (u)s〉, lo que implica una relación de los escalogramas de los procesos
X y Y , dada por una migración de sus parámetros en el espacio parámétrico posición-escala,
esto es:

AX(u, s) ≈ AY (θ(u), θ
′
(u)s).

Sea so una constante fija, so �
θ
′
(u)

θ′′(u)
y sea s(u) =

so
θ′(u)

. Para s = s(u)

AX(u, s(u)) ≈ AY (θ(u), so). (1.93)

Puesto que Y es estacionario, AY (θ(u), so) no depende del parámetro u; por lo tanto,

d

du
AX(u, s(u)) ≈ 0.

Expandiendo la derivada total
d

du
como una combinación lineal de las derivadas parciales, se

tiene:

d

du
AX(u, s(u)) = ∂uAX(u, s(u)) + s

′
(u)∂sAX(u, s(u)).

Note que

so = s(u)θ
′
(u)⇒ s

′
(u) = −θ

′′
(u)

θ′(u)
s(u).

Luego, para s = s(u) suficientemente pequeño

∂uAX(u, s)− θ
′′
(u)

θ′(u)
∂log sAX(u, s) ≈ 0. (1.94)

Esto muestra que el gradiente de deformación es solución de la ecuación de transporte eli-

giendo s suficientemente pequeño. Más aún, el cociente
θ
′′

θ′
(u) representa localmente, en un

entorno de u, la clase de deformación involucrada en el proceso estocástico Y . Por otra parte,
la ecuación (1.93) permite afirmar que la distorsión del proceso estacionario Y se traduce en
la migración del escalograma en el espacio paramétrico posición-escala, para escala fina.

1.4. Estimación de la deformación

El gradiente de deformación aparece como un vector de velocidad de la ecuación de trans-
porte (1.94). Para estimarlo a partir de una sola realización de X, las derivadas ∂uAX(u, s)
y ∂log sAX(u, s) de la descomposición atómica de X tienen que ser estimadas a partir de una
sola realización de ese proceso. Esta sección estudia la consistencia de tales estimadores para
el problema de la estimación del gradiente de deformación en una dimensión.



49

1.4.1. El gradiente de deformación en 1-dimensión

La siguiente declaración es una ligera adaptación de la Proposición 1.3.1.1, útil para la
prueba del Lema 1.4.1.1.

Proposición 1.4.1.1 Sea X = DY , con Y estacionario. Supongamos que para cada v ∈ Rd,
existe β(v) tal que, para cada α, la función ψv,α,σ = Gβ(v)TvFαψσ satisface:

Re〈KX ψv,α,σ︸ ︷︷ ︸
ϕv,s

, D−1(∂v + ∂x)Dψv,α,σ︸ ︷︷ ︸
φv,s

〉 = c(u, σ)Re〈KKψv,α,σ, ∂xψv,α,σ〉 (1.95)

Si existe un difeomorfismo u(v) y dos funciones φ(u) y γ(u) tal que

Gβ(v)Tv = eiφ(u(v))Tu(v)F γ(u(v)) (1.96)

entonces, para cada (u, α), dado t = u:

∂uA
σ
X(u, α) + ∂t(α ∗ γ−1(u) ∗ γ(t))∂αA

σ
X(u, α) = c(u, α)∂uA

σ
X(u, α) (1.97)

Demostración

Por analoǵıa usaremos un argumento similar a la prueba de la Proposición 1.3.1.1.

El operador de la autocovarianza de X = DY satisface la ecuación KX = DKYD (1.34).
Por lo tanto:

〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 〈KYDψv,α,σ, Dψv,α,σ〉.
Calculemos la derivada espacial del proceso X:

∂v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 2Re〈KYDψv,α,σ, (∂v + ∂x)Dψv,α,σ〉 − 2Re〈KYDψv,α,σ, ∂xDψv,α,σ〉.

Puesto que Y es estacionario, para cualquier g se tiene 〈KY g, ∂xg〉 = 0, aśı:

∂v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 2Re〈KXψv,α,σ, D−1(∂v + ∂x)Dψv,α,σ〉.

La hipótesis (1.95) implica que

∂v〈KKψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = c(u, σ)Re〈KXψv,α,σ, ∂xψv,α,σ〉. (1.98)

Puesto que ψv,α,σ = Gβ(v)TvFαψσ, se sigue de la propiedad de transporte (1.96):

ψv,α,σ = eiφ(u(v))Tu(v)F γ(u(v))Fαψσ

= eiφ(u(v))Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ.
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Es claro que la fase eiφ(u(v)) desaparece en 〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉. Luego:

〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 〈KXTu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ, Tu(v)Fα∗γ(u(v))ψσ〉

= AσX(u(v), α ∗ γ(u(v))) (1.99)

por definición de la descomposición atómica del proceso X (1.47).

Ahora,

∂v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = ∂vA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)))

= ∂uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v)))

∂u

∂v
.

Esto implica:

∂uA
σ
X(u(v), α ∗ γ(u(v))) =

∂v

∂u
∂v〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ〉.

Usando (1.98) tenemos para u fijo:

∂uA
σ
X(u, α ∗ γ(u)) = c(u, σ)Re〈KXψv,α,σ, ∂xψv,α,σ〉.

Esta ecuación puede reescribirse como una ecuación de transporte en el dominio (u;α) ex-
pandiendo el gradiente con respecto a t, tal como se indica en (1.56), aśı:

∂uA
σ
X(u, α ∗ γ(t)) + ∂t(α ∗ γ(t))∂αA

σ
X(u, α ∗ γ(t)) = c(u, σ)Re〈KXψv,α,σ, ∂xψv,α,σ〉. (1.100)

De la ecuación (1.49), (∂u + ∂x)Tuf(x) = 0, lo que implica ∂uTuf(x) = −∂xTuf(x). Luego:

∂u〈KXψv,α,σ, ψv,α,σ, ψv,α,σ〉 = 2Re〈KXψv,α,σ, ∂uψv,α,σ〉

= 2Re〈KXψv,α,σ,−∂xψv,α,σ〉

= −2Re〈KXψv,α,σ, ∂xψv,α,σ〉.

Para u fijo, se deduce de (1.99):

2Re〈KXψv,α,σ, ∂xψv,α,σ〉 = −∂uAσX(u, α ∗ γ(t)); t = u.

Por lo tanto, sustituyendo este resultado en (1.100) y reemplazando la variable libre α por
α ∗ γ−1(u), obtenemos (1.97).

�
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Lema 1.4.1.1 Bajo las hipótesis del Teorema 1.3.2.1 (transporte de escala 1D):

∂uAX(u, s)− (log θ
′
)
′
(u)∂log sAX(u, s) = s

(
C(u) + o(1)

)
∂uAX(u, s) (1.101)

donde C es continua.

Demostración

Este lema es una consecuencia de la Proposición 1.4.1.1, el cual es simplemente un arreglo
de la propiedad de conservación del proceso deformado X.

Bajo las hipótesis del teorema de transporte de escala unidimensional (Teo. 1.3.2.1), el
adjunto de todo operador invariante estacionario satisface cierta propiedad de transporte
(1.51) y, para la función ψv,s,σ se satisface la condición (1.50), donde

ψv,s,σ(x) = ϕv,s(x) =
θ
′
(u)

s
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
y

φv,s(x) = D−1(∂v + ∂x)Dϕv,s(x).

Puesto que ψ ∈ C1 con soporte compacto en [−1, 1] y θ ∈ C3, las series de Taylor de θ
′
(x)

y θ
′′
(x) en un entorno de u, muestra que para x cercano a la posición u: (ver Apéndice B):∣∣∣∣∣φv,s(x)−

(
2
θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)[
θ
′
(u)(x− u)

s
ψ

(
θ
′
(u)(x− u)

s

)
+

1

2

(
θ
′
(u)(x− u)

s

)2

·

ψ
′
(
θ
′
(u)(x− u)

s

)]∣∣∣∣∣ = O(x− u). (1.102)

Veamos que

Re〈KXϕv,s, φv,s〉 = c(u, s)Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉. (1.103)

Considerando el comportamiento casi h−homogéneo de la covarianza del proceso estacio-
nario Y ; cY , en un entorno de 0, aśı como η ∈ C1 en una vecindad de cero y, las hipóstesis
involucradas en el resultado (1.102), se obtiene (1.86), esto es

〈KXϕv,s, φv,s〉 =∫∫
η(0)

∣∣s(x̃− ỹ)
∣∣hψ∗(x̃)

(2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)[
ỹψ(ỹ) +

ỹ2

2
ψ
′
(ỹ)
] s

θ′(u)
dx̃dỹ

donde la integral es una función continua B en un entorno de u. Por consiguiente:

Re〈KXϕv,s, φv,s〉 = sh+1(B(u) + o(1)). (1.104)
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Por hipótesis, Re
∫∫
|x − y|hψ∗(x)ψ(y)dxdy 6= 0 y θ

′′
(u) 6= 0. Por lo tanto se sigue del

cálculo de 〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉 (ver prueba del Teorema 1.3.2.1, Ec. (1.89)):

Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉 =
1

2

∫∫ θ′′(u)

θ′(u)
hη(0)sh|x̃− ỹ|hRe

(
ψ∗(x̃)ψ(ỹ)

)
dx̃dỹ

=
1

2

θ
′′
(u)

θ′(u)
sh(1 + o(1))hη(0)

∫∫
|x̃− ỹ|hRe (ψ∗(x̃)ψ(ỹ)) dx̃dỹ (1.105)

donde θ
′′
(u)/θ

′
(u) es una función continua en u.

Al comparar el orden de (1.104) con el orden de (1.105), sobre un entorno pequeño de u, se
observa que (1.103) se satisface con c(u, s) = s(C(u)+o(1)), C continua. Por consiguiente, se

sigue de la Proposición 1.4.1.1 la ecuación (1.101), con α = s, γ(u) =
1

θ′(u)
y α∗γ(t) =

s

θ′(t)
.

�

1.4.1.1. Estimador de la deformación en 1-dimensión y sus propiedades es-
tad́ısticas

Esta sección se centra en el problema de hallar el estimador del gradiente de deformación

en 1−dimensión, a partir de una realización del proceso X. Se desea estimar
θ
′′
(u)

θ′(u)
, que es

solución de la ecuación de transporte (1.66), para valores pequeños del parámetro de escala
s. Por consiguiente, se requiere estimar las derivadas parciales ∂uAX(u, s) y ∂log sAX(u, s).

Definición 1.4.1.1 Sea ’a’ una variable genérica que denota u o log s, definimos

∂aAX(u, s) =

∫
g(u− v)∂aAX(v, s)dv

La definición anterior muestra que ∂aAX(u, s) es la convolución de g y ∂aAX , lo que im-
plica un ”suavizamiento”de ∂aAX .

Por definición, AX(u, s) = E
{
|〈X,ψu,s〉|2

}
(1.60). Luego,

∂aAX(u, s) = ∂aE
{
|〈X,ψu,s〉|2

}
.

donde ’a’ es una variable genérica que denota u o log s. Nótese que el operador de la derivada,
∂a, está referida a una variable distinta a la variable que se integra mediante el operador E.
Por consiguiente, esos operadores pueden intercambiarse, con lo cual se tiene:

∂aAX(u, s) = 2ReE {〈X,ψu,s〉 〈X, ∂aψu,s〉∗} (1.106)

con



53

∂uψ(x) = ψ
′
(x) (1.107)

∂log sψ(x) = −ψ(x)− xψ′(x) (1.108)

Puesto que ψ ∈ C1 entonces, AX(u, s) también es de clase C1 con respecto al parámetro u o s.

La ecuación (1.106) sugiere un estimador para ∂aAX(u, s), a partir de una realización del
proceso estocástico X, de la siguiente forma:

∂̂aAX(u, s) = 2Re {〈X,ψu,s〉 〈X, ∂aψu,s〉∗} . (1.109)

Claramente ∂̂aAX(u, s) es un estimador insesgado del parámetro ∂aAX(u, s), esto es,

E
{
∂̂aAX(u, s)

}
= ∂aAX(u, s). (1.110)

Desafortunadamente, la varianza de ∂̂aAX(u, s) es t́ıpicamente más grande que ∂aAX(u, s),
lo que conduce a un error cuadrático medio inaceptablemente grande. Para reducir la varian-
za, calculamos un promedio ponderado de la ecuación de transporte (1.66), por convolución
con una función de ventana positiva continua g, soportada en [u−∆, u+ ∆].

Si u es tal que θ
′′
(u) 6= 0, condición impuesta para la ecuación de transporte (1.66) -

ver ec. (1.89) -, por continuidad de ∂uAX , su signo permanece constante sobre el compacto
[u−∆, u+ ∆], para ∆ suficientemente pequeño y, por la continuidad de C en Lema 1.4.1.1,
convolucionando el lado derecho de esa ecuación con g se tiene:

s

∫ u+∆

u−∆

g(u− v) (C(v) + o(1)) ∂uAX(v, s)dv ≤ sM

∫ u+∆

u−∆

g(u− v)∂uAX(v, s)dv

donde M es el supremo de la función C sobre el compacto [u−∆, u+ ∆]. Luego, se sigue de
la Definción 1.4.1.1

g ∗ s (C(u) + o(1)) ∂uAX = O(s)∂uAX(u, s). (1.111)

Por otra parte, convolucionando el primer miembro de (1.101) y g se tiene∫ u+∆

u−∆
g(u− v)

(
∂uAX(v, s)− (log θ

′
)(v)∂log sAX(v, s)

)
dv

= ∂uAX(u, s)−
∫ u+∆

u−∆

g(u− v)(log θ
′
)
′
(v)∂log sAX(v, s)dv. (1.112)

La hipótesis del teorema de transporte de escala unidimensional (Teorema 1.3.2.1) implica
que ∂log sAX(u, s) no se anule, es decir, las condiciones impuestas sobre cY (1.64) y ψ (1.65)
garantizan que ∂log sAX(u, s) 6= 0, para s > 0 (ver ecs.(1.89) y (1.90)) y, por continuidad de
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∂log sAX(v, s), este conserva el signo para v en [u−∆, u+ ∆].

Puesto que la función de deformación θ es de clase C3,
(
log θ

′)′′
es una función continua y

acotada sobre el compacto [u−∆, u+ ∆]. Por consiguiente, para ∆ suficientemente pequeño,
cualquier v ∈ [u−∆, u+ ∆], algún c ∈ (u−∆, u+ ∆) y |x− u|≤ 2∆:(

log θ
′
(v)
)′

=
(
log θ

′
(u)
)′

+
(
log θ

′
(c)
)′′

(x− u)

=
(
log θ

′
(u)
)′

+O(∆).

Retomando el lado derecho de la integral (1.112) se tiene∫
g(u− v)(log θ

′
)
′
(v)∂log sAX(v, s)dv =

∫
g(u− v)

(
(log θ

′
)
′
(u) +O(∆)

)
∂log sAX(v, s)dv

= (log θ
′
)
′
(u)

∫
g(u− v)∂log sAX(v, s)dv +O(∆)

∫
g(u− v)∂log sAX(v, s)dv

= (log θ
′
)
′
(u)∂log sAX(u, s) +O(∆)∂log sAX(u, s). (1.113)

Sustituyendo los resultados de (1.111) y (1.113) en los respectivos lados de la ecuación (1.101)
se tiene

∂uAX(u, s)− (log θ
′
)
′
(u)∂log sAX(u, s)−O(∆)∂log sAX(u, s) = O(s)∂uAX(u, s).

Finalmente, reagrupando los términos de la ecuación anterior se obtiene:

∂uAX(u, s)− (log θ
′
)
′
(u)∂log sAX(u, s) = O(s)∂uAX(u, s) +O(∆)∂log sAX(u, s) (1.114)

esta ecuación puede interpretarse como una versión ponderanda de la ecuación de transporte
(1.66). Dividiendo (1.114) por ∂log sAX(u, s) 6= 0, podemos fácilmente reescribir esa ecuación
de la siguiente forma:

θ
′′
(u)

θ′(u)
= (1 +O(s))

∂uAX(u, s)

∂log sAX(u, s)
+O(∆).

Si ∆ > s, se sigue del álgebraO grande,O(s)
∂uAX(u, s)

∂log sAX(u, s)
∈ O(s) yO(s)+O(∆) ∈ O(∆).

Por consiguiente:

θ
′′
(u)

θ′(u)
=

∂uAX(., s)

∂log sAX(., s)
(u) +O(∆). (1.115)

El término O(∆) puede interpretarse como el sesgo debido al suavizamiento sobre una
anchura ∆. Aśı, la ecuación anterior sugiere el siguiente estimador para el gradiente de
deformación unidimensional, a partir de una realización de X:
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θ̂
′′
(u)

θ′(u)
=

∂̂uAX(., s) ∗ g(u)

∂̂log sAX(., s) ∗ g(u)
. (1.116)

Note

E
{
∂̂aAX ∗ g

}
= E

{
∂̂aAX

}
∗ g

= ∂aAX ∗ g (ec. (1.110))

= ∂aAX . (Def. (1.4.1.1))

No obstante, en la práctica resulta imposible evaluar el estimador (1.116) para todas las
escalas y posiciones, de aqúı que se recurre a su discretización. Aśı, si X(x) se mide con
una resolución N , se puede calcular el escalograma emṕırico |〈X,ψu,s〉|2 para s ≥ N−1 y
posiciones u = k/N ; k ∈ Z [19], esto nos permite discretizar los estimadores de las derivadas

parciales de la descomposición atómica del proceso X, ∂̂aAX(u, s), por ende, obtener un esti-
mador modificado, discreto, para el gradiente de deformación, como indicamos a continuación:

Sea

g(x) =

{
∆−1(1− |x/∆|) si |x|≤ ∆

0 si |x|> ∆
(1.117)

luego, se sigue de (1.109) y la convolución discreta

∂̂aAX(u, s) = 2N−1
∑

|k/N−u|≤∆

g(u− k/N)Re
[〈
X,ψk/N,s

〉 〈
X, ∂aψk/N,s

〉∗]
. (1.118)

El Lema 1.4.1.2, cuya prueba se da en el Apéndice D, muestra que el estimador (1.118) es
consistente al parámetro ∂aAX(u, s). Además, como veremos en el Teorema 1.4.1.1, ajustando
apropiadamente el valor de ∆, podemos reducir el sesgo indicado en la ecuación (1.115). Por

lo tanto, se propone el siguiente estimador modificado para
θ
′′
(u)

θ′(u)
:

θ̂
′′
(u)

θ′(u)
=

∂̂uAX(u,N−1)

∂̂log sAX(u,N−1)
(1.119)

donde ∂̂aAX se define en (1.118).

Se debe garantizar que cuando s = N−1 y N →∞, ∂̂uAX(u, s) y ∂̂log sAX(u, s) estén cerca
de ∂uAX(u, s) y ∂log sAX(u, s) respectivamente. Para ello se introduce la hipótesis Gaussiana
sobre el proceso estacionario subyacente Y . Este supuesto nos permite derivar la consistencia
de los estimadores ∂̂aAX y, por ende, la consistencia del estimador (1.119).
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Lema 1.4.1.2 Sean X, Y y ψ satisfacen las hipótesis del Teorema 1.4.1.1 (Consistencia).
Para cada u, para cada s suficientemente pequeño,

Prob
{∣∣∣∂̂log sAX(u, s)− ∂log sAX(u, s)

∣∣∣ ≥ C
∣∣∂log sAX(u, s)

∣∣} ≤ ε1 (1.120)

Prob
{∣∣∣∂̂uAX(u, s)− ∂uAX(u, s)

∣∣∣ ≥ C
∣∣∂uAX(u, s)

∣∣} ≤ ε2 (1.121)

donde

C =
log(N∆)

∆
√
N∆

, ε1 =
C1(u)∆2

(log(N∆))2 , ε2 = 6(N∆)−1/(2C2(u))

Los parámetros C1(u) y C2(u), los cuales son definidos en la prueba del lema, ambos son
positivos.

Demostración: Apéndice D.

Lema 1.4.1.3 Si X1 y X2 son dos variables aleatorias y C < 1 es una constante tal que

Prob {|X1 − E {X1}| ≤ C |E {X1}|} ≥ 1− ε1

Prob {|X2 − E {X2}| ≤ C |E {X2}|} ≥ 1− ε2

entonces

Prob

(∣∣∣∣X2

X1

− E {X2}
E {X1}

∣∣∣∣ ≤ 2C

1− C

∣∣∣∣E {X2}
E {X1}

∣∣∣∣) ≥ 1− ε1 − ε2

Demostración: Apéndice G.

Una wavelet ψ(x) se dice que tiene m momentos cero si∫
ψ(x)xkdx = 0 para 0 ≤ k < m.

Entonces, ∂uψ y ∂log sψ son wavelet con soporte compacto y una integración por parte muestra
que ellos tienen, respectivamente, m+ 1 y m momentos cero.

En efecto, sea a una variable genérica que representa u o log s. por hipótesis
∫
ψ(x)dx = 0

entonces,

0 = ∂a

∫
ψ(x)dx =

∫
∂aψ(x)dx.
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El intercambio de la derivada e integral es posible porque se deriva una integral respecto
a un parámetro distinto al que se integra y la derivada está acotada para poder aplicar el
teorema de la convergencia acotada.

Veamos que
∫
∂uψ(x)xkdx = 0; k < m+ 1.

Por hipótesis,
∫
ψ(x)xkdx = 0.

Integrando por parte:

0 =

∫
ψ(x)︸︷︷︸
u

xkdx︸︷︷︸
dv

=
1

k + 1
ψ(x)xk+1 − 1

k + 1

∫
ψ
′
(x)xk+1dx

Por consiguiente: ∫
ψ
′
(x)xk+1dx = ψ(x)xk+1.

Nuevamente integrando por parte a la integral:
∫
ψ
′
(x)xk+1dx, si hacemos dv = ψ

′
(x)xkdx

entonces, v =
∫
ψ
′
(x)xkdx = ∂u

∫
ψ(x)xkdx = 0. Por consiguiente,

∫
ψ
′
(x)xk+1dx = 0. De

esta última igualdad se tiene que ∂uψ tiene m+ 1 momentos cero.

Ahora veamos
∫
∂log sψ(x)xkdx = 0; k < m.

∂log s

∫
ψ(x)xkdx =

∫
∂log sψ(x)xkdx

=
∫ (
−ψ(x)− ψ′(x)x

)
xkdx ( por (1.108))

= −
∫
ψ(x)xkdx−

∫
ψ
′
(x)xk+1dx

= 0

puesto que ψ y ∂uψ tienen m y m+ 1 momentos cero.

La expresión (1.106) indica que ∂aAX(u, s) simplemente depende de la transformada wa-
velet de X con las wavelet madre ψ y ∂aψ.

El siguiente teorema demuestra la consistencia débil del estimador modificado (1.119).

Teorema 1.4.1.1 (Consistencia) Sea X(x) = Y (θ(x)), donde Y es un proceso estaciona-
rio Gaussiano cuya covarianza satisface

cY (0)− cY (x) = |x|hη(x), h > 0 y η(0) > 0

Sea ψ de clase C2 una wavelet con soprte en [−1, 1], con p momentos cero tal que
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2p− h > 1/2 y

∫∫
|x− y|hψ∗(x)ψ(y)dxdy 6= 0

Sea ∆ = N−1/5. Si η(x) es de clase C2p en un entorno de 0 y si θ(x) ∈ C3 ∩ C2p, entonces,
para cada u ∈ R tal que θ

′′
(u) 6= 0,

Prob

{∣∣∣∣ ̂(log θ′)
′
(u)−

(
log θ

′
)′

(u)

∣∣∣∣ ≤ 2 (logN)N−1/5

}
N→∞−−−→ 1

Demostración

Sea a una variable genérica que denota u o log s.

Del Lema 1.4.1.2, para cada u y para cada s suficientemente pequeño,

Prob
{∣∣∣∂̂aAX(u, s)− ∂aAX(u, s)

∣∣∣ ≥ C
∣∣∣∂̂aAX(u, s)

∣∣∣} ≤ εa (1.122)

donde C =
log(N∆)

∆
√
N∆

y

εa =


C1(u)∆2

(log(N∆))2
si a = log s

6(N∆)−1/(2C2(u)) si a = u

Puesto que log z = O(z1/2), esto es, la función z 7→ z1/2 mayora a la función z 7→ log z, se
tiene C < 1 y εa → 0 para N suficientemente grande. Por consiguiente, se sigue de (1.122),

∂̂aAX(u, s) es un estimador consistente de ∂aAX(u, s).

De (1.122) es claro que

Prob
{∣∣∣∂̂aAX(u, s)− ∂aAX(u, s)

∣∣∣ ≤ C
∣∣∂aAX(u, s)

∣∣} ≥ 1− εa.

Luego, podemos usar el Lema 1.4.1.3 tomando X1 = ∂̂log sAX(u, s) y X2 = ∂̂uAX(u, s),

donde s = N−1 y, elegimos C =
log(N∆)

∆
√
N∆

. Por consiguiente:

Prob

{∣∣∣∣∣ ∂̂uA(u,N−1)

∂̂log sA(u,N−1)
− ∂uA(u,N−1)

∂log sA(u,N−1)

∣∣∣∣∣ ≤ 2 log(N∆)

∆
√
N∆− log(N∆)

∣∣∣∣ ∂uA(u,N−1)

∂log sA(u,N−1)

∣∣∣∣
}
≥ 1−

∑
a

εa.

Se sigue de la ecuación de transporte ponderada (1.114):
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(log θ
′
)
′
(u) = O(∆) +

∂uAX(u,N−1)

∂log sAX(u,N−1)
(1 +O(N−1))

=
∂uAX(u,N−1)

∂log sAX(u,N−1)
+O(∆) +O(N−1)

=
∂uAX(u,N−1)

∂log sAX(u,N−1)
+O(máx{∆, N−1}).

Puesto que ∆ = N−1/5 > N−1 y (log θ
′
)
′
(u) es una función acotada sobre el compacto

[u−∆, u+ ∆], escribimos:

(log θ
′
)
′
(u) = O(∆) +

∂uAX(u,N−1)

∂log sAX(u,N−1)

o bien

∂uAX(u,N−1)

∂log sAX(u,N−1)
= (log θ

′
)
′
(u) +O(∆).

Por lo tanto,

Prob

(∣∣∣∣∣ ∂̂uAX(u,N−1)

∂̂log sAX(u,N−1)
− (log θ

′
)
′
(u)

∣∣∣∣∣ ≤ 2 log(N∆)

∆
√
N∆− log(N∆)

∣∣∣(log θ
′
)
′
(u) +O(∆)

∣∣∣) ≥ 1−
∑
a

εa

≤ 2 log(N∆)

∆
√
N∆− log(N∆)

∣∣∣(log θ
′
)
′
(u)
∣∣∣+O(∆)

)
≥ 1−

∑
a

εa.

Seleccionamos ∆ tal que ∆−1(N∆)−1/2 = ∆, esto es, ∆ = N−1/5. En ese caso,

ĺım
N→∞

εa =



ĺımN→∞
C1(u)(

4

5
logN

)2

N2/5

= 0 si a = log s

ĺımN→∞
1

6 (N4/5)
2C2(u)

= 0 si a = u

Aśı, cuando N →∞, εa tiende a cero. Por otra parte, conservando el valor de ∆ en N−1/5 se
tiene

2 log(N∆)

∆
√
N∆− log(N∆)

=
2 logN4/5

N1/5 − logN4/5
.

Puesto que log z = O(z1/5), para N suficientemente grande
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2 logN4/5

N1/5 − logN4/5
≤ 2 logN4/5

N1/5
≤ 2 logN

N1/5

donde
2 logN

N1/5
−→ 0.

Por lo tanto,

ĺım
N→∞

Prob

(∣∣∣∣∣ ∂̂uAX(u,N−1)

∂̂log sAX(u,N−1)
− (log θ

′
)
′
(u)

∣∣∣∣∣ ≤ 2(logN)N−1/5

)
= 1

�



Caṕıtulo 2

Recuperación de la distorsión de la
superficie de la escena

2.1. Introducción

La observación de una fotograf́ıa pone a prueba nuestra capacidad intuitiva de recuperar
la forma de una superficie en la escena a partir de una sola imagen. Las señales de la forma
de una superficie en la imagen, viene dada por la combinación de varios tipos de información:
variaciones de sombreado, efectos de perspectiva y gradientes de textura. El objetivo de este
caṕıtulo, es aplicar los resultados de la deformación de procesos estocásticos, X = DY , a fin
de responder a la pregunta: dada la imagen de una superficie texturizada, ¿cómo es posible
recuperar la profundidad de la superficie? Las referencias recientes a este problema conocido
como la forma a partir de la textura pueden encontrarse en ( [3], [4], [6], [11], [17], [18], [25], [31]
).

Este caṕıtulo está organizado en tres secciones: (1) Iniciamos con el proceso de formación
de las imágenes, centrándonos en tres de sus aspectos: la proyección perspectiva, la relación
entre el brillo de la escena y el brillo de la imagen, y finalmente la reflectancia superficial,
que modela la manera en que una superficie refleja la luz que recibe.

La siguiente sección (2) presenta un modelo estocástico para imágenes de superficies tex-
turizadas, las cuales tienen una estructura que consta de unidades o elementos, relativamente
homogéneos en tamaño y forma, distribuidos por la superficie con relativa regularidad. Aśı, la
textura es modelada como un proceso estacionario Y , que ha sufrido una distorsión espacial
D, y cuya amplitud se ve afectada por el sombreado, dando lugar a la imagen resultante
a un proceso no estacionario, X = DY . Modelamos el tipo de proceso no estacionario que
aparece en dichas imágenes, X. Los dos términos f́ısicos relevantes que miden la distorsión
de la estacionariedad son el gradiente de sombreado y el gradiente de deformación. En este
trabajo nos centramos en el gradiente de deformación para recuperar la forma real de la
superficie.

Presentamos un algoritmo y una experimentación numérica concerniente a la estimación
de la deformación de la superficie en una dimensión.
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2.2. Formación de la imagen

Para interpretar una imagen, es necesario saber en primer lugar, cómo se formó la imagen.
Esta sección presenta tres aspectos de la formación de las imágenes: primero la proyección de
perspectiva, que es la relación geométrica entre el punto de la imagen y los de la escena real.
Luego, analizamos cómo se relacionan la intensidad de un ṕıxel de la imagen y el brillo del
punto de la escena correspondiente. La tercera parte se refiere a la reflectancia superficial;
modela el modo en que los puntos de la superficie reflejan la luz que reciben, en función de
las orientaciones referidas a la luz incidente, la normal a la superficie y del rayo luminoso
refeljado o emitido.

2.2.1. Proyección perspectiva

La versión más simple de una cámara es el modelo de Pinhole que se muestra en la Figura
2.1.

Figura 2.1: Modelo de la cámara Pinhole

Los únicos rayos de luz que alcanzan la imagen son los que vienen a través de un orificio
ideal O, que se encuentra a una distancia L0 del plano de los fotorreceptores o plano de
la imagen. El eje óptico es la ĺınea perpendicular al plano de la imagen y pasa por O.
Introducimos un sistema de coordenadas centrado en O, cuyo eje x3 coincide con el eje
óptico. La Figura 2.1 muestra la orientación del sistema de coordenada (O, x1, x2, x3). La
proyección de un punto P

′
de la escena con coordenadas x

′
= (x

′
1, x

′
2, x

′
3) en un punto P en

la imagen con coordenadas x = (x1, x2,−L0) es bien conocido como proyección perspectiva.
Dado que OP y OP

′
son colineales, la coordenada cartesiana de P y P

′
satisface

(x1, x2,−L0) = λ(x
′

1, x
′

2, x
′

3).

Obviamente, λ = −L0

x
′
3

, de ah́ı que la coordenada de la imagen y la coordenada de la

escena obedezcan la relación

(x1, x2) =

(
−L0x

′
1

x
′
3

,−L0x
′
2

x
′
3

)
.
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2.2.2. Brillo de la imagen

Ahora que tenemos la relación geométrica entre los puntos de la imagen y la escena, que-
remos saber cómo se relacionan sus respectivos brillos. Para ello introducimos dos magnitudes
f́ısicas que miden el brillo. La irradiancia de la imagen i(x) es el flujo de enerǵıa luminosa
recibido por la imagen en la posición x por unidad de área. El brillo de la escena es a su
vez dado por la radiancia de la escena l(x

′
), que es el flujo de enerǵıa de luz emitido por la

superficie del objeto en la posición x
′

por unidad de área, por unidad de ángulo sólido.

En esta ocasión, el modelo de cámara Pinhole ya no es adecuado y tiene que ser reempla-
zado por un modelo de lente más realista. Está claro que un pedazo de superficie en la escena
emite luz en un hemisferio entero de direcciones. En el modelo de cámara Pinhole, el rayo de
luz que llega a un punto de la imagen sólo puede provenir de una sola dirección (es decir, un
cono con un ángulo sólido infinitamente pequeño). Por lo tanto, el flujo de enerǵıa luminosa
recibido por un área unitaria de la imagen es en realidad igual a cero. Si reemplazamos el
orificio por un agujero con un diámetro finito, el flujo de luz ya no seŕıa cero; Sin embargo, un
punto P ′ de la escena se proyectaŕıa sobre un ćırculo en la imagen, lo cual es un inconveniente.

Una lente ideal (Figura 2.2) tiene la propiedad de recoger los rayos de luz desde un ángulo
sólido finito en un punto dado, mientras que todav́ıa produce una proyección en perspectiva.
Aunque estrictamente hablando, la proyección en perspectiva sólo es válida para los puntos
P y P

′
cuya distancia respectiva −x3 y x

′
3 de la lente satisfacen la relación

1

−x3

+
1

x
′
3

=
1

Lf

donde Lf es la longitud focal de la lente. Aśı, si el plano de la imagen se encuentra a una
distancia −x3 = L0 de la lente, los puntos de la superficie están enfocados si están a una
distancia x

′
3 tal que

1

x
′
3

=
1

Lf
− 1

L0

.

Para una lente de diámetro d y longitud focal Lf , existe una relación simple entre la
radiación de la escena l y la irradiancia de la imagen i.

i(x) = l(x
′
)
π

4

(
d

Lf

)2

cos4 θ (2.1)

donde θ es el ángulo entre el eje óptico y la dirección del rayo de luz que conecta el pedazo
de superficie al centro de la lente. (ver Figura 2.2). Vale decir que los sistemas se calibran
generalmente de modo que se elimine la dependencia de cos4 θ. El resultado de la proporcio-
nalidad (2.1) indica que, al medir la irradiación de la imagen, tenemos acceso a la radiación de
la escena, que a su vez, es la clave para obtener información local de la forma de la superficie
en la escena, como lo haremos en la siguiente parte.
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Figura 2.2: Lente del modelo

2.2.3. Reflectancia superficial

El resplandor de una superficie en la escena depende primero de la cantidad de luz que
cae sobre ella, y también del modo en que la superficie refleja la luz incidente. La iluminación
es una función de la incidencia, que es el ángulo φi entre el vector normal ~n a la superficie y
la dirección de la luz incidente ~ns (ver Figura 2.3)

Denotamos e(φi, x
′
)δωi la enerǵıa luminosa recibida por la superficie en un punto x

′
=

(x
′
1, x

′
2, x

′
3) desde un ángulo sólido δωi en dirección φi.

La emitancia es el ángulo φe entre la normal a la superficie y la dirección de observación,
asociada a la enerǵıa luminosa reflejada en un punto x

′
de la superficie.

La reflectancia superficial es modelada por la función de distribución de reflectancia

r(φe, φi, x
′
) =

δl(φe, x
′
)

e(φi, x
′)δωi

que determina el brillo de un punto x
′

de la superficie bajo la emitancia φe, cuando este es
iluminado bajo la incidencia φi.

La irradiancia total de la superficie es

e0(x
′
) =

∫
e(φi, x

′
)δωi.

La radiancia de la superficie cuando se ve bajo la emitancia φe es
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Figura 2.3: La incidencia es el ángulo φi entre la normal a la superficie ~n y la dirección de la
iluminación ~ns. La emitancia es el ángulo φe entre ~n y la dirección de observación.

l(φe, x
′
) =

∫
r(φe, φi, x

′
)e(φi, x

′
)δωi.

Consideramos el caso de las superficies que reflejan toda la luz que reciben, igualmente en
todas las direcciones: la función r(φe, φi, x

′
) solo depende de la posición x

′
del punto superficial

y se denotará r0(x
′
). Estas superficies, llamadas superficies lambertianas, son superficies mate

sin especularidad, como la nieve, el papel o la superficie de la luna. La radiancia superficial
es entonces

l(x
′
) = e0(x

′
)r0(x

′
).

Para una fuente puntual de radiancia e procedente de una dirección ~ns,

e0(x
′
) = e~n(x

′
) · ~ns

y por lo tanto

l(x
′
) = er0(x

′
)~n(x

′
) · ~ns. (2.2)

2.3. Imágenes de superficies texturizadas

El paisaje marino en la Figura 2.4 transmite una impresión de profundidad 3D. Esa
impresión parece ser debido al efecto de la perspectiva, a pesar de que no hay un borde real
en la imagen que indique un punto de fuga. La escena alĺı descrita es una textura (es decir,
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un patrón con cierta regularidad), y es un ejemplo de la forma a partir de la textura. En
esta sección se introduce un modelo estocástico para imágenes de superficies texturizadas.
La textura de la escena se supone estacionaria, pero debido a la proyección en perspectiva y
la curvatura superficial, la textura observada en la imagen se corresponde a un proceso no
estacionario. Explicamos que la no estacionariedad se debe a una deformación de un proceso
estocástico estacionario. Introducimos el gradiente de deformación y un modelo estocástico de
la forma a partir de la textura. Explicamos cómo se puede recuperar la forma de la superficie,
utilizando la información del gradiente de deformación.

Figura 2.4: Este paisaje del mar transmite una impresión de profundidad 3D (forma de la
textura)

2.3.1. Modelo estocástico en una dimensión

En esta sección, x representa la coordenada x1 a lo largo de la ĺınea de la imagen, y
denotaremos x

′
las coordenadas (x1, x3) a lo largo de la curva (ver Figura 2.5).

Consideramos una superficie texturizada en una dimensión. El brillo de la escena en un
punto x

′
de una superficie Lambertiana es (2.2)

l(x
′
) = er0(x

′
)~n(x

′
) · ~ns.

Sea x = p(x
′
) el punto de la imagen correspondiente a x

′
por la proyección de perspectiva

p. De (2.1) sabemos que la irradiancia de la imagen i(x) es proporcional a la radiancia de la
escena en el punto x

′
. Después de una renormalización, que es común en el procesamiento de

imagen

i(x) = r0

(
p−1(x)

)
~n
(
p−1(x)

)
· ~ns. (2.3)
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Figura 2.5: La longitud del arco γ(x) mide la longitud a lo largo de la curva, cuando se ve
desde la posición x en la imagen

La textura en la escena es modelada por un proceso estocástico R, que es estacio-
nario en sentido amplio. Un proceso estacionario en sentido amplio R(x) es por defini-
ción [5] un proceso cuya media R = E{R(x)} e independiente de x y cuya covarianza
E
{(
R(x)−R)(R(y)−R)

)}
es una función de x−y. Para abreviar, vamos a escribir estacio-

nario en lugar de estacionario en sentido amplio. Asumiremos que los procesos estacionarios
son de media cero (R = 0).

Consideremos Σ una curva lisa parametrizada por una trayectoria lisa g : [a, b]→ R3 que
suponemos de clase C3 tal que Σ = g ([a, b]). Definamos la longitud de Σ como S (Σ) = S (g),
donde S es la función de longitud de arco definida

S(g) =

∫ b

a

‖g′(t)‖2dt

Supongamos que la trayectoria lisa g es tal que g
′
(t) 6= 0, para todo t ∈ [a, b].

Sea γ : [a, b]→ R definida mediante

γ(t) =

∫ t

a

‖g′(y)‖dy

Entonces

1. γ(a) = 0, γ(b) = S (Σ).

2. γ es derivable y γ
′
(t) = ‖g′(t)‖> 0. Aśı γ es estrictamente creciente en [a, b] y por lo

tanto inyectiva. Más aún, γ : [a, b]→ [0, S (Σ)] es biyectiva y de clase C3.
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Consideraremos la reflectancia de la curva Σ como la realización de un proceso estocástico
débilmente estacionario sobre Σ ⊂ R3 que toma valores en R que depende del cambio de la
métrica entre la curva y el plano imagen, debido a la proyección perspectiva y la curvatura de
la curva, esto es, γ(x) = (γ ◦ p) (x

′
), aśı el brillo o irradiancia de un punto en el plano imagen

puede tomar valores arbitrarios siempre y cuando se conserven los parámetros estad́ısticos
de esos valores en un entorno pequeño, por lo tanto,

r0

(
p−1(x)

)
= R (γ(x)) . (2.4)

Denotamos

f(x) = ~n
(
p−1(x)

)
· ~ns (2.5)

y reemplazando (2.4) y (2.5) en (2.3), la irradiancia en la imagen tiene la siguiente expresión

I(x) = f(x)R (γ(x)) .

Por consiguiente,

E
{
|I(x)|2

}
= |f(x)|2 E

{
|R (γ(x))|2

}
= |f(x)|2CR(0).

El término de sombreado f(x) puede aśı estimarse hasta una constante multiplicativa a
partir del segundo momento de la imagen E

{
|I(x)|2

}
. El estudio de la recuperación de la

forma a partir del sombreado se encuentra en [22], [23]. En este trabajo nos centramos en la
distorsión de la textura causada por la perspectiva y geometŕıa de la superficie, por lo tanto
compensamos los cambios de iluminación. Estimamos el segundo momento de la imagen,

y luego calculamos E
{
|I(x)|2

}−1/2
I(x). La imagen resultante de esta renormalización de

contraste local se denomina aun I(x) por conveniencia. Aśı obtenemos el modelo:

I(x) = R (γ(x)) . (2.6)

Sea CI(u, δ) la covarianza de I centrada en u sobre un entorno pequeño compacto de
longitud δ > 0, esto es:

CI(u, δ) = E {I (u− δ/2) I (u+ δ/2)}

= E {R (γ (u− δ/2))R (γ (u+ δ/2))} . (por (2.6))

Puesto que R es estacionario, el punto alrededor del cual la covarianza está centrada es
irrelevante, solo depende de la diferencias de los tiempos o espacios. Por consiguiente:

CI(u, δ) = E {R (γ(u+ δ/2)− γ(u− δ/2))R (0)}

≈ E
{
R
(
γ
′
(u)δ

)
R(0)

}
= E

{
R
(
−γ′(u)δ/2

)
R(γ

′
(u)δ/2)

}
= CR(0, γ

′
(u)δ).
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Por lo tanto:

CI(u, δ) ≈ CR(0, γ
′
(u)δ).

Comparemos la covarianza de I centrada en dos puntos diferentes u y v pero cercanos.
Por lo anterior se sigue:

CI(v, δ) ≈ CR(0, γ
′
(v)δ).

Por la continuidad de γ
′
, para cada ε > 0, podemos elegir u y v lo suficientemente cercanos

tal que |γ′(u) − γ
′
(v)|< ε. Por consiguiente, para cada par de pixeles o puntos arbitrarios

cercanos u y v de la imagen, se tiene:

CI(v, δ) ≈ CR

(
0,
γ
′
(v)

γ′(u)
δ

)
.

El punto alrededor del cual CR está centrada es irrelevante, puesto que la covarianza
depende de la diferencia. Por consiguiente:

= CR

(
u,
γ
′
(v)

γ′(u)
δ

)
≈ CI

(
u,
γ
′
(v)

γ′(u)
δ

)
Por lo tanto,

CI(v, δ) ≈ CI

(
u,
γ
′
(v)

γ′(u)
δ

)
.

Por lo tanto, existe, un factor de deformación (o escalamiento) positivo
γ
′
(v)

γ′(u)
entre CI(u, .)

y CI(v, .).

Para u fijo y v en un entorno de u,

γ
′
(v)

γ′(u)
=
γ
′
(u) + γ

′′
(u)(v − u) +O(v − u)2

γ′(u)
= 1 + (log γ

′
(u))

′
(v − u) +O(v − u)2.

De aqúı que para u y v los suficientemente cercanos,

γ
′
(v)

γ′(u)
≈ 1 + (log γ

′
)
′
(u)(v − u).

La transformación entre las covarianzas centradas en los puntos u y v se especifica lo-
calmente por la variación relativa de γ

′
. Llamamos gradiente de deformación a la variación

relativa de γ
′
: (log γ

′
)
′
.
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2.3.1.1. La estructura de la función de covarianza

Para x ∈ R y para todo H ∈ (0, 1), consideremos un proceso estocástico cuya función de
covarianza responde a la siguiente estructura:

γH(x) =
1

2

[
|x+ 1|2H−2|x|2H+|x− 1|2H

]
. (2.7)

Es fácil calcular la derivada de la función de covarianza γH :

γ
′

H(x) = H
[
(x+ 1)|x+ 1|2H−2−2x|x|2H−2+(x− 1)|x− 1|2H−2

]
.

Claramente γ
′
H es una función continua. La región sombreada de la figura de abajo muestra

el conjunto solución de la inecuación γ
′
H(x) < 0, para un valor particular de H, H = 0, 7,

con lo cual evidentemente para ese valor de H existe ε > 0 tal que

∀x ∈ (0, ε] : γ
′

H(x) < 0 (2.8)

Figura 2.6:

No obstante, se puede probar sin mayores dificultades que la condición (2.8) también es
verdadera para todo H ∈ (0, 1), basta elegir x = ε y hacer algunos arreglos algebraicos. Por
lo tanto, la estructura de covarianza de los procesos estacionarios involucrados en la Propo-
sición 1.2.1.3 incluye a la ecuación (2.7).
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Los incrementos de un movimiento Browniano fraccional estándar, bH

(
k

n

)
−bH

(
k − 1

n

)
,

k = 0, 1, ..., n es un proceso estacionario Gaussiano, cuya estructura de covarianza es γH(i−j),
para i, j = 1, 2, ..., n [8].

El criterio de Kolmogorov para la continuidad de procesos nos permite afirmar trayec-
torias continuas para los incrementos de un movimiento Browniano fraccionario (mBf). Por
lo tanto, estos procesos Gaussianos también responden a la clase de procesos estacionarios
involucrados en la Proposición 1.2.1.3.

Los resultados anteriores nos muestran que los procesos estocásticos estacionarios asocia-
dos a la modelación de la textura de la escena no son arbitrarios, responden a una estructura
espećıfica de covarianza (2.7) que involucran un amplio rango de procesos estocásticos [32]
que incluyen a los procesos Gaussianos, como consecuencia de la condición impuesta a la
covarianza en la Proposición 1.2.1.3. Como contrajemplo, el ruido blanco viola la condición
(2.8) puesto que cY (x) = 0, para todo x 6= 0.

2.3.2. La importancia del gradiente de deformación

Se ha demostrado que el gradiente de deformación especifica la transformación de la
covarianza de la irradiancia centrada entre diferentes puntos cercanos (Proposición 1.2.1.3).
Esta sección está dedicada al estudio de ese gradiente, que muestra ser relevante en el modelo
estocástico propuesto. En primer lugar, se mostrará en base a la teoŕıa desarrollada en el
caṕıtulo anterior, un resultado matemático que muestra como el gradiente de deformación
define de forma única la forma a partir de la irradiancia de la imagen modelada por (2.6).
Asimismo, cómo interviene el gradiente de deformación en la recuperación de la forma.

2.3.2.1. Unicidad

En el modelo estocástico propuesto, la función γ
′

en realidad no están definidas de forma
única, pero la siguiente Proposición, cuya demostración se extrae de la prueba de la Propo-
sición 1.2.1.3, indica que su variación relativa (log γ

′
)
′

si lo está.

Proposición 2.3.2.1 (Unicidad de la representación) Sea I(x) de la forma I(x) = R(γ(x)),
donde R es un proceso estacionario. Bajo la hipótesis de la Proposición 1.2.1.3, existe una
proceso estacionario R̃ tal que I(x) = R̃(γ̃(x)) si y solo si (log γ

′
)
′
= (log γ̃

′
)
′
.

Demostración

(⇒) Sea u = γ ◦ γ̃−1 la cual es de clase C3 y u
′
(x) > 0. Debe ocurrir:

CR̃(γ̃(x)− γ̃(y)) = CR(γ(x)− γ(y)).

Por definición de u:
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CR̃(x− y) = CR(u(x)− u(y)).

Diferenciado esta ecuación con respecto a x e y obtenemos respectivamente,

C
′

R̃
(x− y) = C

′

R(u(x)− u(y))u
′
(x)

−C ′
R̃

(x− y) = −C ′R(u(x)− u(y))u
′
(y)

Sumando las dos últimas ecuaciones se obtiene de inmediato,

C
′

R(u(x)− u(y))(u
′
(x)− u′(y)) = 0.

Fijemos x ∈ R y elijamos y 6= x, pero suficientemente cercano a x tal que |u(x)−u(y)| < ε.

Por hipótesis, C
′
R(u(x) − u(y)) < ε, necesariamente u

′
(x) − u

′
(y) = 0. Por lo tanto,

u
′′
(y) = 0, para todo y ∈ R, si y solo si existe α y β > 0 (u

′
(y) = β) tal que

u(y) = α + βy. (2.9)

Reemplazando y = γ̃(x) en (2.9) se tiene:

γ(x) = α + βγ̃(x)

Por lo tanto,

γ
′′
(x)

γ′(x)
=
γ̃
′′
(x)

γ̃′(x)
.

(⇐) Sea
(
log γ

′)′
(x) =

(
log γ̃

′)′
(x). Entonces se sigue por integración

log γ
′
(x) = log γ̃

′
(x) + log β; β ∈ R

= log βγ̃
′
(x)

Luego,

γ
′
(x) = βγ̃

′
(x)

Por lo tanto,

γ(x) = α + βγ̃(x); α ∈ R.

Luego,
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R(γ(x)) = R(α + βγ̃(x))

= R(βγ̃(x))

= βHR(γ̃(x)); (Propiedad de autosimilaridad del Mbf, H > 0)

Existe, un proceso R̃ tal que

d
= R̃(γ̃(x)).

�

La prueba anterior muestra que el gradiente de deformación es la función relevante a
estimar a partir de la irradiancia I de una superficie (o curva) texturizada en la imagen.

2.3.2.2. Del gradiente de deformación a la forma

El gradiente de deformación (log γ
′
)
′

representa las variaciones relativas de γ
′
, que es la

derivada de la longitud de arco γ.

Queremos responder dos preguntas: suponiendo que conocemos la longitud del arco γ,
¿es posible recuperar una curva única? ¿Y qué información sobre la curva se pierde cuando
conocemos el gradiente de deformación (log γ

′
)
′

en lugar de γ.

Puesto que estamos considerando una proyección en perspectiva, parametricemos la lon-
gitud de arco usando ϕ, que es el ángulo entre el eje óptico y la dirección del rayo de luz que
llega a la imagen (ver Figura 2.5). Existe una biyección entre x y ϕ puesto que x(ϕ) = f tanϕ.
Ahora tenemos para la longitud de arco parametrizada con ϕ:

γ(x
′
) = γ (p−1 (x(ϕ)))

= γ (x(ϕ))
= γ(ϕ)

De aqúı que

γ(ϕ) = γ(x(ϕ)).

Sea r(ϕ) la distancia eucĺıdea entre el centro óptico O y el punto superficial x
′

=
p−1 (x(ϕ)). Entonces, la longitud del arco comprendido en el intervalo [ϕ1, ϕ2], toma la forma

γ(ϕ) =

∫ ϕ2

ϕ1

√
[r(ϕ)]2 + [r′(ϕ)]2dϕ

con lo cual tenemos el siguiente resultado de unicidad:
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Proposición 2.3.2.2 Existe una curva única r(ϕ) con una longitud de arco γ(ϕ), definida
para ϕ ∈ [ϕ1, ϕ2], y satisface las condiciones de contorno{

r(ϕ1) = r1

r(ϕ2) = r2

Para la respuesta a la segunda pregunta, note que si dos longitudes de arco γ1 y γ2

satisfacen (
log γ

′

1

)′
=
(

log γ
′

2

)′
entonces necesariamente existe una relación lineal entre γ1 y γ2. Además de establecer las
condiciones de contorno de r(ϕ1) y r(ϕ2), las derivadas r

′
(ϕ1) y r

′
(ϕ2), también deben espe-

cificarse en el ĺımite para determinar uńıvocamente la curva r(ϕ) a partir de
(
log γ

′)′
.

.

2.4. Experimentación numérica 1D

Para los efectos de la simulación numérica consideraremos:

log θ
′
(x) = λ1 + λ2sign(1/2− x)|x− 1/2|2 (2.10)

donde λ1 y λ2 son dos constantes. La gráfica de abajo es una curva de la ecuación (2.10) con
λ1 = 1,5 y λ2 = 2,5.

Figura 2.7: Log. de la derivada de la función de deformación
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2.4.1. Coeficientes wavelet y escalograma

El coeficiente wavelet 〈I, ψu,s〉 puede representarse por medio del producto convolución:

〈I, ψu,s〉 =

∫
I(x)s−1ψ∗

(
s−1(x− u)

)
dx = I ? ψ̃s(u) (2.11)

con ψ̃s(x) = s−1ψ (−s−1x). La transformada de Fourier de ψ̃s(x) es ̂̃ψs(w) = ψ̂∗(sw). Selec-
cionamos ψ tal que su transformada de Fourier es

ψ̂ (w) =

(
sin (w/2− π)

w/2− π

)5

exp (−i(w/2− π)). (2.12)

Para una señal discreta de tamaño N , la wavelet ψ̃s y la variable u son discretizadas, y
(2.11) es calculada con FFT, la abreviatura usual (del inglés Fast Fourier Transform) de
un eficiente algoritmo que permite calcular la transformada de Fourier discreta (DFT) y su
inversa, requiriendo O (N log N) [6].

Gráfica de la parte real de la transformada de Fourier de la wavelet madre (2.12).

Figura 2.8: Parte real de la transformada de Fourier de la wavelet madre

Por definición de la transformada de Fourier se tiene

̂̃ψs(w) =
∫ +∞
−∞ ψ̃∗s(x)e−iwxdx

=
∫ +∞
−∞ s−1ψ (−s−1x) e−iwxdx.

Tras el cambio de variable y = −s−1x obtenemos:

̂̃ψs(w) =

∫ +∞

−∞
ψ (y) e−i(−sw)ydy (2.13)
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= ψ̃(−sw). (2.14)

Puesto que, s−1ψ (−s−1x) ∈ R entonces, s−1ψ (−s−1x) = s−1ψ∗ (−s−1x). Por lo tanto, se
sigue de (2.13):

̂̃ψs(w) =
∫ +∞
−∞ ψ(y)ei(sw)ydy

=
∫ +∞
−∞ ψ∗(y)ei(sw)ydy

=
∫ +∞
−∞

(
ψ(y)e−i(sw)y

)∗
dy

=
(∫ +∞
−∞ ψ(y)e−i(sw)ydy

)∗
= ψ̃∗(sw) (2.15)

lo que implica de las igualdades (2.14) y (2.15) que la transformada de Fourier de ψ̃s (x) es
una función hermitiana.

ψ̂∗(sw) = ψ̂(−sw)

lo cual es natural puesto que ψ es una función real.

Por otra parte,

〈I, ψu,s〉 =
∫
I(x)s−1ψ (s−1(x− u)) dx

=
∫
I(x)s−1ψ̃s(u− x)dx

= I ? ψ̃s(u).

Por lo tanto, el coeficiente wavelet puede respresentarse por medio del producto convolu-
ción. Por consiguiente, para una señal discreta de tamaño N , su cálculo pasa por discretizar
la wavelet ψ̃s y la variable u.

Si denotamos con F el operador lineal de la transformada de Fourier, el teorema de la
convolución garantiza:

F
(
I ? ψ̃s(u)

)
= F (I) · F

(
ψ̃s(u)

)
= F (I) · ̂̃ψs(u) (2.16)

donde ̂̃ψs(u) = e−iuŵ̃ψs(w). Dado que una FFT proporciona una transformada de Fourier
rápida, también proporciona una convolución rápida, por el teorema de convolución (2.16).
El uso de una FFT para realizar la convolución es realmente más eficiente en la práctica
sólo para convoluciones razonablemente largas, N > 100. Para las convoluciones mucho más
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largas, los ahorros se hacen considerables comparados con la convolución directa. Esto ocurre
porque la convolución directa requiere del orden de las operaciones N2 (multiplicaciones y
adiciones), mientras que la convolución basada en FFT requiere del orden de las operaciones
N logN , donde log denota el logaritmo base 2 de N [6], [19].

Por lo anterior, se sigue de (2.16) un método para calcular el coeficiente wavelet 〈I, ψu,s〉,
calculando la Transformada de Fourier Rápida Inversa (IFFT) del producto de la Transfor-
mada de Fourier Rápida (FFT) del vector de la señal I con la conocida FFT del vector de
la wavelet madre desplazada u unidades, esto es:

〈I, ψu,s〉 = IFFT
(
FFT (I) · e−iuŵ̃ψs(w)

)
. (2.17)

El escalograma emṕırico de I en (u, s) es el cuadrado de la magniud de (2.17), |〈I, ψu,s〉|2.

2.4.2. Wavelet discreta

Sea f(t) una señal continua que esta uniformemente muestreada a intervalos N−1 sobre
[0, 1]. En este caso su transformada de wavelet solo puede ser calculada a escalas N−1 < s < 1.
Un cambio de variable en la integral de la transformada de wavelet (2.11) muestra

〈f(t), ψu,s〉 = N−1/2〈f(t/N), ψNu,Ns〉.

En efecto:

〈f(t), ψu,s〉 =
∫ +∞
−∞ f(t)

1√
s
ψ∗
(
t− u
s

)
dt

= (hacemos el cambio de variable t=y/N)

= N−1/2
∫ +∞
−∞ f (N−1y)

1√
Ns

ψ∗
(
y −Nu
Ns

)
dy

= N−1/2〈f(t/N), ψNu,Ns〉.

Sea f [n] la señal discreta de tamaño N . Su transformada de wavelet discreta se calcula
a escalas s = aj, con a = 21/v, la cual proporciona v escalas intermedias en cada octava
[2j, 2j+1) [19].

Sea ψ(t) una wavelet cuyo soporte compacto está incluido en [−K/2, K/2]. Para 2 ≤ aj ≤
NK−1, una wavelet discreta escalada por aj se define [19]:

ψj[n] =
1√
aj
ψ
( n
aj

)
.

Esta wavelet discreta tiene Kaj valores no nulos sobre [−N/2, N/2]. La escala aj es mayor
que 2, de lo contrario el intervalo de muestreo puede ser mayor que el soporte wavelet.
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2.4.3. Algoritmo para la estimación de la deformación estocástica
en una dimensión

Pasos básicos para la estimación de la deformación en una dimensión

1 Realizar la transformada de wavelet 〈X,ψu,si〉, en varios niveles de escala en que la
señal tenga enerǵıa, y para cada una de esas transformaciones calcular (1.109).

2 A partir de la ecuación (1.66) suavizar los coeficientes wavelets y, estimar localmente
el gradiente de deformación.

Presentamos en el Apendice F una adaptación libre en R del script de Clerc and Mallat,
originalmente escrito en MATLAB, para la simulación de la estimación de la deformación
estocástica en una dimensión. En la siguente sección se presenta la salida de esa simulación.

2.4.4. Simulación 1D

En esta sección emularemos el proceso de recuperación de la textura de una escena a
partir de la observación de una imagen texturizada de la misma. Para hacer esto conside-
raremos que la textura de una imagen es una versión deformada de la textura de la escena
como consecuencia de la curvatura del objeto en escena y la proyección perspectiva, tal como
se aprecia en la figura de abajo. Más aun, el brillo o irradiancia de un punto sobre la imagen
puede tomar valores arbitrarios siempre y cuando conserve constante el parámetro estad́ıstico
de segundo orden en una región pequeña de la imagen.

Figura 2.9: Restauración de la textura de la escena contenida en una imagen unidimensional
como un problema de estimación estad́ıstica.

La textura de γ se supone que presenta un patrón con cierta regularidad y es emulada
por un proceso estocástico estacionario Y , representado por la ĺınea zig-zag sobre γ, pero
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debido a la curvatura de ésta y a la proyección en perspectiva, la textura de γ observada en
la imagen se corresponde a un proceso no estacionario X, representada por la ĺınea irregular
en zig-zag. Aśı, desde un punto de vista estad́ıstico, X resulta de la deformación de Y , a
través de cierto operador de deformación D, esto es, X = DY . La intención es experimentar
numérciamente con la estimación del operador D, mediante el estimador (1.119), e invertir
el proceso de deformación para recuperar la señal Y asociada a la textura regular de la escena.

Iniciamos el experimento numérico simulando la textura de la escena con un proceso
estocástico Gaussiano estacionario Y . Puesto que este proceso es estacionario su enerǵıa es
independiente de la posición, tal como se muestra muestra en la gráfica de su escalograma
emṕırico, avalando experimentalmente el resultado obtenido en la ecuación (1.48).

Figura 2.10: Señal estacionaria Y y su escalograma emṕırico |〈X,ψu,s〉|2
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Para los efecto de esta simulación, se conoce la deformación θ, parametrizada de la si-
guiente forma:

logθ′(x) = λ1 + λ2sign (1/2− x) |x− 1/2|2 .

Esta ecuación es una abstracción de la clase de deformación involucrada en la respresen-
tación de la escena bidimensional en una imagen unidimensional.

La función hacer deformacion en el script (Ver Apéndice F) emula la deformación es-
tocástica X(x) = Y (θ(x)), esto es, la redistribución de la enerǵıa de la señal en el espacio
parametrico posición/escala, la cual observamos en la gráfica de abajo por la curvatura re-
lativa de su escalograma emṕırico. La señal X aśı como su escalograma emṕırico son repre-
sentaciones estocasticas equivalentes de la escena en la imagen, esto es, la distorisión de la
textura estacionaria de la escena.

Figura 2.11: Señal deformada X(x) = Y (θ(x)) y su escalograma emṕırico

La curva que presenta el escalograma emṕırico del proceso deformado es una muestra
experimental de las implicaciones de la ecuación (1.63), esto es, la estacionariedad de la tex-
tura de la escena conlleva a una propiedad de conservación para el proceso deformado X a lo
largo de curvas caracteŕısticas que viven en el espcacio paramétrico posición/escala (u, log s).
Estas curvas caracteŕısticas identican la clase o naturaleza de la función de deformación θ
involucradas en la formación de la imagen.

La siguiente gráfica muestra las estimaciones de log θ
′

a partir del proceso deformado

X (ĺınea punteada), obtenido integrando el estimador l̂og θ′(u) y eligiendo la constante de

integración tal que
∫ 1

0
exp(l̂og θ′) =

∫ 1

0
θ
′
.
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La gráfica de abajo muestra la razonable consistencia del estimador del gradiente de de-
formación, para una resolución lo suficientemente grande, N = 4096, previsto en el Teorema
1.4.1.1 y, por ende, cuan ajustado es la estimación de la función de deformación θ.

Figura 2.12: Consistencia del estimador del gradiente de deformación
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Finalmente, podemos ver experimentalmente como la inversión del proceso de deforma-
ción da lugar a la restauración de la textura de la escena. Para ello la función InvertLDP
(Ver Apéndice F) invierte el proceso X(x) = Y (θ(x)), estacionarizando el proceso deformado
X, devolviendo el proceso Y , esto es, Y = X(θ̂−1(x)).

Naturalmente, la estimación de la textura de la escena es un proceso estacionario y, en
consecuencia, su escalograma emṕırico es independiente de la posición, tal como se aprecia
en la figura de abajo.

Figura 2.13: Señal estacionarizada y su escalograma emṕırico.

2.5. Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se establece en una dimensión las condiciones suficientes para la covarian-
za de la textura estacionaria de la escena Y , a fin de caracterizar de manera única, a través de
la covarianza del proceso deformado X, la clase de deformacion D involucrada en la forma-
cion de la imagen de la escena. En este sentido, se dispone de un estimador consistente que
permite estimar localmente la distorsión de la escena en una pequeña región de la imagen. La
integración de todas las estimaciones antes citadas da lugar a la deformación inolucrada en la
formación de toda la imagen y, la inversión de la deformación de la escena permite estimar la
textura estacionaria de la escena. Para hacer esto se dispone de un algoritmo relativamentte
eficiente cuyo costo computacional es O(N · logN), donde N es la resolución de la imagen.

Esta investigación aun está en desarrollo. En este sentido, vale decir lo siguiente:

Es posible extender el Teorema 1.3.2.1 (Transporte de escala 1D) a Rd, aunque su gene-
ralización no es inmediata. En tal caso, aun no se tiene claro las hipótesis involucradas
que permitan probar la consistencia del estimador del gradiente de deformación en Rd,
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es decir, no se dispone actualmente de una versión multidimensional del Teorema 1.4.1.1
(Teorema de consistencia).

El gradiente de deformación asociado a la versión multidimensional del Teorema de
transporte 1D, en particular para d = 2, especifican la orientación local y la curvatura
de una superficie 3D de la escena en la imagen. De hecho las derivaciones en el ámbito
de la geometŕıa diferencial dado por [10] asi lo demuestran.

Finalmente, como parte aun en desarrollo de esta investigacción, se aspira desarrollar
un algoritmo que permita recuperar la superficie de una objeto 3D contenida en una
imagen texturizada.



Apéndice A

Wavelet

Una wavelet ψ es una función con promedio cero:∫ +∞

−∞
ψ(t)dt = 0

la cual es dilatada con un parámetro escalar s, y trasladada por u:

ψu,s(t) =
1√
s
ψ

(
t− u
s

)
.

La transformada de wavelet de f a la escala s y posición u se calcula correlacionando f con
un wavelet átomo:

Wf(u, s) =

∫ +∞

−∞
f(t)

1√
s
ψ∗
(
t− u
s

)
dt.

Referencia: [19], Pág. 26.
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Apéndice B

Demostración ecuación 1.81

Para todo u ∈ R y s > 0, sea θ : [u − s, u + s] −→ R una función tal que θ(x) ∈ C3 y
θ
′
(x) > 0. Sea ψ una función de clase C1 con soporte compacto en [−1, 1]. El desarrollo de

Taylor para θ
′
(x) y θ

′′
(x), entorno al punto u, muestra que para x suficientemente cercano a

ese punto:∣∣∣φv,s(x)−
(

2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)[θ′(u)(x− u)

s
ψ
(θ′(u)(x− u)

s

)
+

1

2

(θ′(u)(x− u)

s

)2

× ψ
′
(θ′(u)(x− u)

s

)]∣∣∣ = O(x−u). (B.1)

Demostración

Denotaremos por G(x, u, θ
′
, θ
′′
, θ
′′′

) la expresión asintótica de φv,s dado en (1.80). Aśı
escribimos el primer miembro de (B.1) como sigue:∣∣∣φv,s −G(x, u, θ

′
, θ
′′
, θ
′′′

)
∣∣∣ . (B.2)

Note que φv,s − G(x, u, θ
′
, θ
′′
, θ
′′′

) es una combinación lineal de las funciones ψ y ψ
′
.

Representamos con α y β los coeficientes de esa combinación lineal. Por lo tanto,∣∣∣φv,s −G(x, u, θ
′
, θ
′′
, θ
′′′

)
∣∣∣ ≤ |α||ψ|+|β||ψ′ |. (B.3)

Dado que ψ tiene soporte compacto en [−1, 1],
∣∣θ′(u)(x− u)

s

∣∣ ≤ 1. Sea x̃ =
θ
′
(u)(x− u)

s
.

Luego,

x− u =
sx̃

θ′(u)
; |x̃|≤ 1. (B.4)

Usaremos esta ecuación para representar la expansión de Taylor de θ
′
(x) y θ

′′
(x) en una

vecindad del punto u. Por consiguiente:
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θ
′
(x) = θ

′
(u) +

θ
′′
(u)

θ′(u)
sx̃+O(x̃) (B.5)

y

θ
′′
(x) = θ

′′
(u) +

θ
′′′

(u)

θ′(u)
sx̃+O(x̃). (B.6)

Puesto que ψ y ψ
′

son funciones continuas sobre el compacto [−1, 1] entonces, existen
constantes positivas M1 y M2 tales que para todo x̃ ∈ [−1, 1], |ψ(x̃)|≤ M1 y |ψ′(x̃)|≤ M2.
Sea M = máx{M1,M2}.

De la ecuación (1.80) se tiene que el coeficiente de ψ en φv,s es

1

sθ′(u)

(
θ
′′
(u)−

(θ′(u)

θ′(x)

)2

θ
′′
(x)
)
.

Por lo tanto, el coeficiente para ψ en (B.2) es

1

sθ′(u)

(
θ
′′
(u)−

(θ′(u)

θ′(x)

)2

θ
′′
(x)
)

︸ ︷︷ ︸
A

−
(

2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)
θ
′
(u)(x− u)

s
. (B.7)

El término A puede reescribirse como:

1

s

(
θ
′′
(u)θ

′
(x)2 − θ′(u)2θ

′′
(x)

θ′(u)θ′(x)2

)
.

Reemplazando en esta expresión la aproximación de Taylor para θ
′
(x) y θ

′′
(x), dada en

las ecuaciones (B.5) y (B.6), se obtiene:

A ≈
2θ
′′
(u)2 − θ′(u)θ

′′′
(u) +

θ
′′
(u)3

θ′(u)2
sx̃

θ′(u)
(
θ′(u)2 + 2θ′′(u)sx̃+

θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

) x̃.
Luego se sigue de (B.3):

∣∣∣∣∣
2θ
′′
(u)2 − θ′(u)θ

′′′
(u) +

θ
′′
(u)3

θ′(u)2
sx̃

θ′(u)
(
θ′(u)2 + 2θ′′(u)sx̃+

θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

) −
(

2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)
︸ ︷︷ ︸

A(u)

∣∣∣∣∣|x̃||ψ(x̃)| ≤
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( ∣∣2θ′′(u)2 − θ′(u)θ
′′′

(u) +
θ
′′
(u)3

θ′(u)2
sx̃
∣∣

∣∣θ′(u)
(
θ
′
(u)2 + 2θ

′′
(u)sx̃+

θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

)
|︸ ︷︷ ︸

B

+ |A(u)|

)
|x̃||ψ(x̃)|. (B.8)

Por la propiedad arquimediana, existe un número natural n tal que

n
∣∣∣θ′(u)

(
θ
′
(u)2 + 2θ

′′
(u)sx̃+

θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

)∣∣∣ > θ
′
(u)3 +

∣∣∣2θ′′(u)sx̃+
θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

∣∣∣.
Por consiguiente,

θ
′
(u)3

n
<

θ
′
(u)3 +

∣∣∣2θ′′(u)sx̃+
θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

∣∣∣
n

<
∣∣θ′(u)

(
θ
′
(u)2 + 2θ

′′
(u)sx̃+

θ
′′
(u)2

θ′(u)2
s2x̃2

)∣∣.
Por otra parte, puesto que |x̃|≤ 1 entonces,

|2θ′′(u)2 − 2θ
′
(u)θ

′′′
(u) +

θ
′′
(u)3

θ′(u)2
sx̃| ≤ 2θ

′′
(u)2 + θ

′
(u)|θ′′′(u)|+ |θ

′′
(u)3|

θ′(u)2
s.

Además, |ψ| ≤M . Por lo tanto, (B.8) está mayorado por:

(B.8) ≤
(
n

2θ
′′
(u)2 + θ

′
(u)|θ′′′(u)|+ |θ

′′
(u)3|

θ′(u)2
sx̃

θ′(u)3
+ |A(u)|

)
|x̃|M.

Pero, |x̃|= |θ
′
(u)(x− u)

s
|≤ 1, por consiguiente:

≤
(
n

2θ
′′
(u)2 + θ

′
(u)|θ′′′(u)|+ |θ

′′
(u)3|

θ′(u)2
s

θ′(u)3
+ |A(u)|

)θ′(u)

s
|x− u|M ⇒ O(x− u). (B.9)

Falta analizar el comportamiento asintótico del coeficiente de ψ
′

en (B.2) para x cercano
a u.

El coeficiente de ψ
′

en φv,s, ver (1.80), es

1

s2

(θ′(u)

θ′(x)

(
θ
′
(u)− θ′(x)

)
− (u− x)θ

′′
(u)
))
.
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Aśı, el coeficiente de ψ
′

en (B.2) es

1

s2

(θ′(u)

θ′(x)

(
θ
′
(u)− θ′(x)

)
− (u−x)θ

′′
(u)
)
− 1

2

(
2θ
′′
(u)2

θ′(u)3
− θ

′′′
(u)

θ′(u)2

)
︸ ︷︷ ︸

A(u)

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)2

. (B.10)

Puesto que x̃ =
θ
′
(u)(x− u)

s
entonces, u − x = − sx̃

θ′(u)
. Hacemos estas sustituciones en

(B.10) conjuntamente con la aproximación de Taylor para θ
′
(x) en un entorno de u, con lo

cual obtenemos: (
θ
′′
(u)

θ′(u) (θ′(u) + θ′′(u)sx̃)
− 1

2
A(u)

)
x̃2. (B.11)

Luego se sigue de (B.3):

(B.11) ≤
( θ

′′
(u)2

|θ′(u)(θ′(u)2 + θ′′(u)sx̃)|
+

1

2
|A(u)|

)
M |x̃2|

≤
( θ

′′
(u)2

|θ′(u)(θ′(u)2 + θ′′(u)sx̃)|
+

1

2
|A(u)|

)
M |x̃|. (B.12)

Por la propiedad arquimediana de los números reales, existe un número natural m tal que

m
∣∣∣θ′(u)(θ

′
(u)2 + θ

′′
(u)sx̃)

∣∣∣ > θ
′
(u)3 + θ

′
(u)|θ′′(u)sx̃|.

Por consiguiente,

θ
′
(u)3

m
<
θ
′
(u)3 + θ

′
(u)|θ′′(u)sx̃|
m

<
∣∣∣θ′(u)(θ

′
(u)2 + θ

′′
(u)sx̃)

∣∣∣ .
Luego, se sigue del lado derecho de la desigualdad (B.12):

(B.11) ≤
(
m
θ
′′
(u)2

θ′(u)3
+

1

2
|A(u)|

)
M |θ

′
(u)(x− u)

s
|⇒ O(x− u).

Este resultado conjuntamente con (B.9) muestra que∣∣φv,s −G(x, u, θ
′
, θ
′′
, θ
′′′

)
∣∣ = O(x− u) +O(x− u)

= O(x− u).
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Apéndice C

Función exponencial compleja

Sea ψ : C→ C una función compleja que satisface la propiedad

ψ(z − w) = ψ(z)ψ(w); z, w ∈ C. (C.1)

Entonces, ψ es única y corresponde a la función exponencial.

Demostración

Existencia

La función ex cos y + iex sin y es la definición de la exponencial compleja. Por lo tanto,
para z = x+ iy un número complejo, se sigue de la ecuación de Euler:

ez = ex+iy = ex (cos y + i sin y) . (C.2)

Veamos que si z1 = x1 + iy1 y z2 = x2 + iy2 son dos complejos, entonces ez1ez2 = ez1+z2

ez1ez2 = ex1+iy1ex2+iy2

= ex1ex2eiy1eiy2

= ex1+x2 [(cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2) + i (sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2)] .

La parte real de la expresión en los corchetes es, por trigonometŕıa, cos(y1 + y2). Análo-
gamente, la parte imaginaria es igual a sin(y1 + y2). Por consiguiente:

ez1ez2 = ex1+x2 [cos (y1 + y2) + i sin (y1 + y2)] . (C.3)

Luego por (C.2) tenemos:
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ez1+z2 = e(x1+x2)+i(y1+y2)

= ex1+x2 [cos (y1 + y2) + i sin (y1 + y2)] . (C.4)

Por lo tanto, se sigue de (C.3) y (C.4):

ez1ez2 = ez1+z2 . (C.5)

Es fácil ver usando (C.2), tomando en cuenta que la función coseno y seno es par e impar,
respectivamente,

(ez) = ez.

Sea z1 = iy1 y z2 = iy2 imaginarios puros, entonces

(ez1) (ez2) = eiy1e−iy2

= ei(y1−y2).

Si denotamos exp(x) = eix se cumple,

exp(x) exp(y) = exp(x− y). (C.6)

Hemos probado que existe una función compleja que satisface la propiedad deseada.

Unicidad

Supongamos que existen dos funciones complejas ψ1 y ψ2 tales que

ψ1(w)ψ1(z) = ψ2(w)ψ2(z); w, z ∈ C.

Si dichas funciones satisfacen la propiedad (C.1) entonces,

ψ1(w − z) = ψ2(w − z); w, z ∈ C

lo cual muestra que la propiedad (C.1) la satisface una única función. Por (C.6) se sigue
que esa función es la exponencial compleja, en su forma más simple

ψ(z) = eix; x ∈ R.

�

Extensión de la prueba

Un resultado bien conocido es ĺımp→0(1 + p)1/p = e.
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ĺımh→0
ei(x+h) − eix

h
= ĺımh→0

eixeih − eix

h
(por (C.5))

= eix ĺımh→0
eih − 1

h
.

Sea p = eih − 1 entonces, h = −i log(p+ 1)

log e
, donde log es la inversa de la función expo-

nencial compleja, función logaritmo complejo. Luego,

ĺımh→0
ei(x+h) − eix

h
= eix ĺımp→0

p

−i log(p+ 1)

log e

= eix ĺımp→0
i log e

1

p
log(p+ 1)

= ieix ĺımp→0
log e

log(p+ 1)1/p

= ieix
log e

log ĺımp→0(p+ 1)1/p
(por continuidad de log)

= ieix.

Por lo tanto,

d

dw
eiw = ieiw; w ∈ R.

En general, si g : R → R es una función diferenciable, se sigue de la regla de la cadena
de la derivada,

d

dw
eig(w) = ig

′
(w)eig(w); w ∈ R.

Este resultado puede extenderse en forma natural si g : Rd → Rd es un campo vectorial
diferenciable d−dimensional. Por la regla de la cadena,

d

dw
eig(w)·x = ig

′
(w) · xeig(w)·x (C.7)

donde x,w ∈ Rd y · representa al producto punto de vectores.

De (C.7) es fácil ver que la función exponencial satisface la EDO:

Υ
′
(w)− ig′(w) · xΥ(w) = 0 (C.8)
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cuyo factor integrante es eig(w)·x. Más aun, por el Teorema de Existencia y Unicidad, (C.8)
la satisface únicamente una familia de funciones exponenciales. Luego, se sigue de (C.8)

0 = e−ig(w)·xΥ
′
(w)− ig′(w) · xe−ig(w)·xΥ(w)

=
d

dw

(
e−ig(w)·xΥ(w)

)
de donde

e−ig(w)·xΥ(w) = K(w); K ∈ C

K es una constante que depende de w. Por lo tanto, la forma general de una función expo-
nencial compleja es:

Υ(w) = K(w)eig(w)·x; w, x ∈ Rd

donde K es un número complejo y g es un campo vectorial difernciable d−dimensional.

Note (
K(w)eig(w)·x) · (K(w)eig(w)·y) = |K(w)|2 eig(w)·(x−y).

El producto de dos exponenciales complejas, es otra exponencial compleja que depende de la
distancia de los argumentos de los factores.

�



Apéndice D

Demostración del Lema 1.4.1.2

Comenzaremos demostrando (1.120). Sea n = N∆ y sin pérdida de generalidad, seleccio-

nemos u = 0. Busquemos una cota superior para la varianza de ∂̂log sAX(0, s).

Vlog s = E
{∣∣∣∂̂log sAX(0, s)− ∂log sAX(0, s)

∣∣∣2} . (D.1)

Veamos ∣∣∣∣ ∂2

∂u∂log s

AX(u, s)

∣∣∣∣ = O(sh). (D.2)

Sea a = u o a = log s. Se sigue de la definición de escalograma del proceso X:

∂aAX(u, s) = 2Re〈KXψu,s, ∂aψu,s〉

= 2Re
∫
KXψ

∗
u,s(x)∂aψu,s(x)dx.

Luego

∂log s (∂uAX(u, s)) = 2Re∂log s

∫
KXψ

∗
u,s(x)∂uψu,s(x)dx

= 2Re
∫
∂log sKXψ

∗
u,s(x)∂uψu,s(x)dx

= 2Re
∫
KX

(
∂log sψ

∗
u,s(x)∂uψu,s(x) + ψ∗u,s(x)∂log s∂uψu,s(x)

)
dx.

Vale decir que el intercambio derivada-integral aplica puesto que se deriva con respecto
a una variable distinta a la que se integra. El hecho que ψu,s ∈ C2 garantiza la existencia
de la integgral, puesto que el integrando es una función continua sobre un compacto. Aśı,
∂log s∂uAX(u, s) existe y es continua. Lo mismo se puede decir para ∂u∂log sAX(u, s). Tomando
en cuenta que ∂u∂logsψu,s = ∂logs∂uψu,s obtenemos:

∂u∂log sAX(u, s) = ∂log s∂uAX(u, s).

93



94

Sabemos (∂u + ∂x)ψu,s = 0. El cálculo de 〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉, donde ϕv,s(x) =
θ
′
(u)

s
ψ

(
θ
′
(u)

s
(x− u)

)
= ψu,s(x), en la prueba del teorema de transporte de escala en una dimensión, muestra que

Re〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉 =
1

2

∫∫
θ
′′
(u)

θ′(u)
hη(0)sh |x− y|hReψ∗(x)ψ(y)dxdy = I(s).

Por consiguiente

∂logsRe〈KXϕv,s, ∂xϕv,s〉 = s
∂

∂s
I(s)

de aqui resulta claro que

|∂logs∂uAX(u, s)| = O(sh).

Una aproximación en serie de Riemann para la integral
∫
g(v)∂log sAX(v, s)dv muestra

que ∫
g(v)∂log sAX(v, s)dv −N−1

n∑
k=−n

g (k/n) ∂log sAX

(
k

N, s

)
= O

(
sh

N

)
. (D.3)

Aproximemos el valor de la integral
∫
g(v)∂log sAX(v, s)dv mediante la serie de Riemann

Sn sobre el compacto [u−∆, u+ ∆]. Sea {ki}1≤i≤n los puntos de una partición [u−∆, u+ ∆]
tal que u−∆ = k1 < k2 < ... < kn−1 < kn = u+ ∆.

Para n = 1, S1 = 2∆g(u−∆, )∂logsAX(u−∆, s). Luego,∣∣∣∫ u+∆

u−∆
g(v)∂log sAX(v, s)dv − S1

∣∣∣ ≤∣∣∣∫ u+∆

u−∆
g(v)∂log sAX(v, s)dv −

∫ u+∆

u−∆
g(u−∆)∂log sAX(u−∆, s)dv

∣∣∣
. ≤

∣∣∣∫ u+∆

u−∆
(g(v)∂log sAX(v, s)− g(u−∆)∂log sAX(u−∆, s)) dv

∣∣∣
. ≤

∫ u+∆

u−∆
|g(v)∂log sAX(v, s)− g(u−∆)∂log sAX(u−∆, s)| dv.

Se sigue del teorema del valor medio, para algún c ∈ (u −∆, u + ∆) y, tomando en cuenta
que el máximo de la función g sobre el compacto [u−∆, u+ ∆] es 1/∆, ver ecuación (1.117)
y, |v − (u−∆)|≤ 2∆:

. ≤
∫ u+∆

u−∆
2 |∂u∂log sAX(u, s)|u=c dv.

Se sigue de (D.2), existe una constante K positiva tal que

. ≤ 4∆Ksh.

Por lo tanto,
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∣∣∣∣∫ u+∆

u−∆

g(v)∂log sAX(v, s)dv − S1

∣∣∣∣ ≤ 4∆Ksh.

Al pasar del caso n = 1 al caso n cualquiera, se reemplaza el intervalo [u−∆, u+ ∆], por

otro de longitud n veces menor, es decir, se remplaza ∆ por
∆

n
=

1

N
, lo que implica:∣∣∣∣∫ u+∆

u−∆

g(v)∂log sAX(v, s)dv − Sn
∣∣∣∣ ≤ 2

1

N
Ksh

con lo cual obtenemos el resultado (D.3).

Reemplazando ∂̂log sAX(u, s) por su expresión (1.118) en (D.1), aśı como ∂log sAX(u, s) por
su aproximación en serie de Riemann y, tomando en cuenta que la parte real es más pequeña
que el módulo, obtenemos:

Vlog s ≤ 4N−2E


∣∣∣∣∣∣
∑
|k|≤n

(gkWkZk − gkE (WkZk))

∣∣∣∣∣∣
2+O

(
s2h

N2

)
donde gk, Wk y Zk, respectivamente, denota, g(k/N), 〈X,ψk/N,s〉 y 〈X, ∂log sψk/N,s〉∗. Expre-

sando
∣∣∣∑|k|≤n∣∣∣2 en

(∑
|k|≤n

)
·
(∑

|l|≤n

)∗
:

Vlog s ≤ 4
N2E

{∑
|k|≤n [gkWkZk − gkE (WkZk)] ·

∑
|l|≤n [glWlZl − glE (WlZl)]

∗
}

+O
(
s2h

N2

)
≤ 4

N2

∑
|k|≤n,|l|≤n [gkglE {WkZkW

∗
l Z
∗
l } − gkglE {WkZk}E {W ∗

l Z
∗
l }] +O

(
s2h

N2

)
.

Puesto que Y es Gaussiano, también lo es X, como también las variables aleatorias Wk y Zk.
Por otra parte,

E {WkZkW
∗
l Z
∗
l } = E {WkZk}E {W ∗

l Z
∗
l }+ E {WkW

∗
l }E {ZkZ∗l }+ E {WkZ

∗
l }E {ZkW ∗

l } .

Reemplazando esta esperanza en la sumatoria de arriba obtenemos:

Vlog s ≤
4

N2

∑
|k|≤n,|l|≤n

gkgl [E {WkW
∗
l }E {ZkZ∗l }+ E {WkZ

∗
l }E {ZkW ∗

l }] +O
(
s2h

N2

)
.

Note que el máximo de gj es 1/∆ = N/n (1.117) entonces,

Vlog s ≤
4

n2

∑
|k|≤n,|l|≤n

[E {WkW
∗
l }E {ZkZ∗l }+ E {WkZ

∗
l }E {ZkW ∗

l }] +O
(
s2h

N2

)
. (D.4)

Cada uno de los términos que aparecen en la suma anterior está acotado debido al siguiente
Lema de decorrelación.
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Lema D.0.0.1 Sean X(x) = Y (θ(x)), Wk = 〈X,ψk/N,s〉 y Zk = 〈X, ∂log sψk/N,s〉∗. Bajo
la hipótesis del teorema 1.4.1.1 (Teorema de consistencia), para s suficientemente pequeño,
existen funciones continuas M1 y M2 tales que para |k − l| ≤ 2:

|E {WkW
∗
l }| ≤M1(sk)sh (D.5)

|E {WkZ
∗
l }| ≤M1(sk)sh (D.6)

|E {ZkZ∗l }| ≤M1(sk)sh (D.7)

y para |k − l| > 2:

|E {WkW
∗
l }| ≤M2(sk)

s2p

(s (|k − l| − 2))2p−h (D.8)

|E {WkZ
∗
l }| ≤M2(sk)

s2p

(s (|k − l| − 2))2p−h (D.9)

|E {ZkZ∗l }| ≤M2(sk)
s2p

(s (|k − l| − 2))2p−h (D.10)

A fin de no perder la continuidad de la demostración, la prueba de este lema se muestra más
adelante, la cual es presentada en [7].

Reemplazando los resultados del lema anterior en (D.4), vemos que, puesto que M1 y M2 son
funciones continuas y 0 < s < k/N = ∆, para N suficientemente grande obtenemos:

Vlog s ≤ 4
n2

[∑
|k−l|≤2,|k|≤n,|l|≤n 2

(
M1(0)2 + o(1)

)
s2h +

∑
|k−l|>2,|k|≤n,|l|≤n

2(M2(0)2+o(1))s4p

(s(|k−l|−2))4p−2h

]

+ O
(
s2h

N2

)
. (D.11)

Por hipótesis (Teorema 1.4.1.1), 4p− 2h > 1,∑
|k−l|>2,|k|≤n,|l|≤n

(|k − l| − 2)2h−4p = Kpn.

para alguna constante positiva K > 0.

Por otra parte, un arreglo matricial permite ver fácilmente que para todo n ≥ 3:∑
|k−l|≤2,|k|≤n,|l|≤n

1 = n+ 2[(n− 1) + (n− 2)] = 5n− 6.

Si n es lo suficientemente grande
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∑
|k−l|≤2,|k|≤n,|l|≤n

1 ≈ 5n.

Regresando a las sumatorias de (D.11) y para n lo suficientemente grande obtenemos:

4
n2

∑
|k−l|≤2,|k|≤n,|l|≤n 2

(
M1(0)2 + o(1)

)
s2h = 8

n2

(
M1(0)2 + o(1)

)
s2h · 5n

=
16

n
s2h
(
M1(0)2 + o(1)

)
+

8

n
s2h
(
3M1(0)2 + o(1)

)
. (D.12)

Por otra parte,

4
n2

∑
|k−l|>2,|k|≤n,|l|≤n

2(M2(0)2+o(1))s4p

(s(|k−l|−2))4p−2h = 8
n2 s

2h
(
M2(0)2 + o(1)

)∑
|k−l|>2 (|k − l| − 2)2h−4p

=
8

n2
s2h
(
M2(0)2 + o(1)

)
·Kpn =

8

n
s2h
(
M2(0)2Kp+ o(1)

)
. (D.13)

Reemplazando (D.12) y (D.13) en (D.11) obtenemos:

Vlog s ≤
8

n
s2hC2

(
3M1(0)2 +M2(0)2Kp

)
+ o

(
s2h

n

)
.

Puesto que |∂uAX(u, s)| ≥ a(u)sh + o
(
sh
)
, para ∆ suficientemente pequeño, ∂uAX(u, s)

no cambia de signo para |v|≤ ∆. Entonces, después de la convolución con g:∣∣∂uAX(u, s)
∣∣ ≥ Ash + o

(
sh
)
. (D.14)

Por (1.114), lo mismo aplica para ∂log sAX(0, s). Por lo tanto, existe una constante positiva
C1 tal que

Vlog s ≤ C1

[∣∣∂log sAX(0, s)
∣∣

√
n

]2

.

Aplicando el Lema de Chebyschev [2], para todo ε > 0

Prob
{∣∣∣∂̂log sAX(u, s)− ∂log sAX(u, s)

∣∣∣} ≥√C1

∣∣∂log sAX(u, s)
∣∣

√
nε

≤ ε2.

Si elegimos ε =

√
C1∆

log n
se obtiene

Prob
{∣∣∣∂̂log sAX(u, s)− ∂log sAX(u, s)

∣∣∣} ≥ log(N∆)

∆
√
N∆

∣∣∂log sAX(u, s)
∣∣ ≤ C1(u)∆2

(log(N∆))2

donde C1 es una constante que depende de las localizaciones u = k/N , k ∈ Z, C =
log(N∆)

∆
√
N∆

y ε1 =
C1(u)∆2

(log(N∆))2
, lo cual prueba (1.120).
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Ahora probaremos (1.121). Denotemos Du =
∣∣∣∂̂uAX(u, s)− ∂uAX(u, s)

∣∣∣.
Por definición:

∂uAX(0, s) =
∫ ∆

−∆
g(−v)∂uAX(v, s)dv

=
∫ 0

−∆
g(−v)∂uAX(v, s)dv +

∫ ∆

0
g(−v)∂uAX(v, s)dv.

Integrando por parte ambas integrales y, tomando en cuenta
∣∣∂uAX(u, s)

∣∣ = O
(
sh
)

obtene-
mos

∂uAX(0, s) =
1

∆

[∫ ∆

0

AX(v, s)dv −
∫ 0

−∆

AX(v, s)dv

]
+O

(
sh
)
.

Aprox́ımenos el valor de la integral
∫ ∆

0
AX(v, s)dv por serie de Riemann Sn. Consideremos

{ki}1≤i≤n los puntos de una partición del intervalo [0,∆] tal que 0 = k1 < k2 < ... < kn−1 <
kn = ∆.

Tomemos n = 1, en ese caso S1 = ∆AX(0, s). Luego,∣∣∣∣∫ ∆

0

AX(v, s)dv − S1

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∆

0

|AX(v, s)| dv ≤ ∆Msh

para alguna constante positiva M . Por consiguiente, podemos escribir:

∆−2

∣∣∣∣∫ ∆

0

AX(v, s)dv − S1

∣∣∣∣ = ∆−1O(sh). (D.15)

Para una partición del intervalo n−veces más fina, se tiene la serie de Riemann

Sn =
∆

n

n∑
k=1

AX

(
k

N, s

)
puesto que n = N∆, entonces, ∆−1 = N/n. Por consiguiente, para una resolución fija N , ,
podemos reescribir la ecuación (D.15):

∆−2

∫ ∆

0

AX(v, s)dv −∆−1n−1

n∑
k=1

AX

(
k

N, s

)
= O

(
sh

n

)
. (D.16)

Veamos que ∂̂uAX(0, s), definido en (1.118) satisface:

∂̂uAX(0, s) =
1

N∆2

∑
0≤k/N−u≤∆

∣∣〈X,ψk/N,s〉∣∣2 − 1

N∆2

∑
−∆≤k/N−u≤0

∣∣〈X,ψk/N,s〉∣∣2
+ O

(
sh

N

)
. (D.17)

Sabemos que |∂uAX(u, s)| ≥ a(u)sh + o
(
sh
)
, para ∆ suficientemente pequeño, ∂uAX(u, s) no

cambia de signo para |v|≤ ∆, entonces, |AX(v, s)| = O
(
sh
)
.
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|〈X,ψv,s〉|2 − AX(v, s) ≤
∣∣AX(v, s)− |〈X,ψv,s〉|2

∣∣ ≤ AX(v, s).

Por consiguiente,

|〈X,ψv,s〉|2 ≤ 2 |AX(v, s)|

lo que implica,

|〈X,ψv,s〉|2 = O(sh).

Aproximemos el valor de la integral ∆−2
∫ ∆

0
|〈X,ψv,s〉|2 dv sobre el compacto [0,∆] por se-

ries de Riemann Sn. Sea {ki}1≤i≤n los puntos de una partición del intervalo [0,∆] tal que
0 = k1 < k2 < ... < kn−1 < kn = ∆.

Consideremos n = 1, S1 = ∆ |〈X,ψ0,s〉|2. Luego∣∣∣∣∫ ∆

0

|〈X,ψv,s〉|2 − S1

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∆

0

|〈X,ψv,s〉|2 ≤ ∆sh.

Por lo tanto,

∆−2

∣∣∣∣∫ ∆

0

|〈X,ψv,s〉|2 − S1

∣∣∣∣ = ∆−1O(sh).

Para el caso de una partición n−veces más fina del intervalo [0,∆], Sn toma la forma:

Sn =
∆

n

n∑
k=1

∣∣〈X,ψk/N,s〉∣∣2 .
Por lo tanto,

∆−2

∫ ∆

0

|〈X,ψv,s〉|2 dv −
1

N∆

n∑
k=1

∣∣〈X,ψk/N,s〉∣∣2 = O
(
sh

N

)
. (D.18)

La ecuación (1.118) puede interpretarse como la representación discreta en serie de Riemann,

de la formulación continua del estimador ∂̂uAX(0, s), esto es

∂̂uAX(0, s) =

∫ ∆

−∆

g(−v)2Re〈X,ψv,s〉〈X, ∂uψv,s〉∗dv.

integrando por parte obtenemos:

∂̂uAX(0, s) = ∆−2

[∫ ∆

0

|〈X,ψv,s〉|2 dv −
∫ 0

−∆

|〈X,ψv,s〉|2 dv
]

+O
(
sh

N

)
.

Reemplazando cada una de las integrales por su aproximación en serie de Riemann, según
(D.18), obtenemos el resultado deseado, (D.17).

Usando nuevamente la notación Wk = 〈X,ψk/N,s〉, reescribimos Du como sigue:
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Du =
1

n∆

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

|Wk|2 −
0∑

k=−n+1

|Wk|2 −

(
n∑
k=1

E
{
|Wk|2

}
−

0∑
k=−n+1

E
{
|Wk|2

})∣∣∣∣∣+O
(
sh

n

)

=
1

n∆

∣∣∑n
k=1

(
|Wk|2 − E

{
|Wk|2

})
−
∑0

k=−n+1

(
|Wk|2 − E

{
|Wk|2

})∣∣+O
(
sh

n

)
.

Denotando W̃− =
∑0

k=−n+1 |Wk|2 y W̃+ =
∑n

k=1 |Wk|2, obtenemos:

Du ≤
1

n∆

(∣∣∣W̃+ − E
{
W̃+

}∣∣∣+
∣∣∣W̃− − E

{
W̃−

}∣∣∣)+O
(
sh

n

)
. (D.19)

Ahora probaremos que existe una constante estrictamente positiva C2 tal que

∀y : Prob

{
Du > yC2

sh

∆
√
n

}
≤ 6e−y/2. (D.20)

puesto que
∣∣∣∂̂uAX(v, s)

∣∣∣ ≥ Ash + o(sh) con A > 0, la elección y = log n/C2 implicará (1.121).

Consideremos el vector aleatorio W = (W1,W2, ...,Wn), sea KW el operador de covarianza
de W y sea (ej)j=1,2,...,n su base Karhunen- Loève. Si (αj)j=1,2,...,n son los autovalores de KW

correspondiente a los autovectores (ej)j=1,2,...,n entonces

W =
n∑
j=1

√
αjW̄jej

donde W̄j son variables aleatorias independientes con varianzas 1. Como consecuencia

W̃+ =‖W‖2 =
n∑
j=1

αjW̄
2
j .

El siguiente Lema que se demuestra en [9], se basa en un teorema de Bákirov [1].

Lema D.0.0.2 Si Ŵ =
∑

j βjW̄
2
j , donde W̄j son variables aleatorias independientes Gaus-

sianas con varianza 1, y
∑

j β
2
j = 1, entonces

∀y : Prob
{∣∣∣Ŵ − E

{
Ŵ
}∣∣∣ > y

}
≤ 6e−y/2

La variable aleatoria Ŵ+ =
(∑

j α
2
j

)−1/2

W̃+ satisface los requerimientos del lema anterior.

Por lo tanto,

∀y : Prob

∣∣∣W̃+ − E
{
W̃+

}∣∣∣ > y

(∑
j

α2
j

)1/2
 ≤ 6e−y/2

pero
∑

j α
2
j es igual a la norma Hilbert-Schmidt de Kw
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∑
j

α2
j =

∑
j,k

E {WjW
∗
k }

lo cual está acotado por Bs2hn. (Lema D.0.0.1). Por lo tanto,

∀y : Prob
{∣∣∣W̃+ − E

{
W̃+

}∣∣∣ > y
√
Bsh
√
n
}
≤ 6e−y/2

lo mismo aplica a W̃−, y combinando los dos resultados y usando (D.19) obtenemos (D.20).

�

Prueba del Lema D.0.0.1: Los tres términos E {WkW
∗
l }, E {WkZ

∗
l } y E {ZkZ∗l } puede ser

escrito como

I =

∫∫
cY (θ(u+ sx)− θ(v + sy))ψ(x)ψ∗(y)dxdy

donde (u, v) = (sk, sl) y ψ y ψ∗ son dos wavelet con p momentos cero. Claramente

I =

∫∫
[cY (θ(u+ sx)− θ(v + sy))− cY (0)]ψ(x)ψ∗(y)dxdy (D.21)

Para |u− v|≤ ∆, |x|≤ 1 y |y|≤ 1, obtenemos:

|θ(u+ sx)− θ(v + sy)|≤ (∆ + 2s) sup
|x−u|≤∆+2s

|θ′(x)|≤ (∆ + 2s)Cu

puesto que θ es continuamente diferenciable. Para ∆ suficientemente pequeño, |θ(u + sx)−
θ(v + sy)| está en un entorno de cero. Puesto que η se asume continua en una vecindad de
cero:

|η(θ(u+ sx)− θ(v + sy))|≤ B

para |u− v|≤ ∆, |x|≤ 1 y |y|≤ 1.

Por lo tanto,

|I|≤
∫∫
|θ(u+ sx)− θ(v + sy)|hB|ψ(x)||ψ∗(y)|dxdy ≤ C(u)sh

donde C(u) es continua. Esto prueba (D.5), (D.6) y (D.7).

Veamos ahora la prueba de (D.8), (D.9) y (D.10).

Puesto que ψ y ψ∗ en (D.21) tienen soporte compacto y tienen p momentos cero, existen
dos funciones con soporte compacto β y β∗ tales que ψ(x) = β(p)(x) y ψ∗(y) = β∗(p)(y).
Integrando (D.21) por parte p veces con respecto a x y y se obtiene:
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I =

∫∫
∂p

∂xp
∂p

∂yp

{
|θ(u+ sx)− θ(v + sy)|h η (θ(u+ sx)− θ(v + sy))

}
× β(x)β∗(y)dxdy.

Para |u− v|> 2s, sin embargo, se obtiene:

∣∣∣∣ ∂p∂xp ∂p∂yp {|θ(u+ sx)− θ(v + sy)|h η (θ(u+ sx)− θ(v + sy))
}∣∣∣∣ ≤M2(u)

s2p

(s (|k − l| − 2))2p−h

donde M(u) depende de h, de las derivadas de θ hasta el orden 2p en una vecindad de u y,
las derivadas de η hasta el orden 2p en un entorno de cero. Por lo tanto, existe una función
continua M2(u) tal que:

|I|≤M2(u)
s2p

(s (|k − l| − 2))2p−h

lo cual prueba (D.8), (D.9) y (D.10).

�



Apéndice E

Demostración ecuación 1.23

Veamos que A(z) =|z|−2 ∂

∂z

(
h−1|z|2

∫ 1

0
λ~∇ log η(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ

)
está acotada en un en-

torno del punto 0, donde ~∇ log(λz) =|λz|~a(λz).

Sea ~∇ log η(z) =|z|~a(z). Por hipótesis, η(0) > 0. Por consiguiente, ~∇η(0) = 0 y por ende
~∇ log η(0) = 0. Por otra parte, se asume η(z) ∈ C2 en un entorno de cero, {z : 0 <|z| < ε},
ε > 0. Entonces, para algún K ⊂ {z : 0 ≤|z| < ε} compacto y convexo existe M ∈ R tal que

|∇ log η(z)|≤ |z|M (E.1)

para todo z ∈ K. Esto implica, ~a(z) está uniformemente acotado en {z : 0 <|z| < ε}. Además

se sigue de (E.1) que ~∇ log η(z) satisface una condición de Lipschitz con lo cual ~∇
(
~∇ log η(z)

)
está acotado, lo que implica, ~∇~a(z) está uniformemente acotado. Por lo tanto, ~a(z) y ~∇~a(z)
están acotado en un entorno de 0.

Calculemos A(z) expĺıcitamente: |z|2A(z) es la suma de tres términos:

Si a y b son dos vectores, denotaremos a⊗ b a la matriz (aibj)ij. Entonces

(I) = 2h−1
(∫ 1

0
λ|λz|~a(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ

)
⊗ z

(II) = h−1|z|2
∫ 1

0
|λ|2
(
~a(λz)⊗ z

|z|
+ λ|z|~∇~a(λz) (Id − Jũ(λz))

)
dλ

(III) = −h−1|z|3
∫ 1

0
|λ|3~a(λz)~∇zJũ(λz)dλ

Para (III) el (i, j)−elemento de ~a(λz)~∇zJũ(λz) es
∑

k ak(λz)× ∂

∂zj
(Jũ)ki(λz).

En efecto:

|z|2A(z) =
∂

∂z

(
h−1|z|2

∫ 1

0
λ|λz|~a(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ

)
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= h−1 ∂

∂z
|z|2
∫ 1

0

λ|λz|~a(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ︸ ︷︷ ︸
(I)

+

h−1|z|2
∫ 1

0

λ
∂

∂z
(|λz|~a(λz)) (Id − Jũ(λz)) dλ︸ ︷︷ ︸

(II)

+

h−1|z|2
∫ 1

0

λ|λz|~a(λz)
∂

∂z
(Id − Jũ(λz)) dλ︸ ︷︷ ︸

(III)

Luego, (I) y (III) son inmediatos y para (II):

(I) = 2h−1
(∫ 1

0
λ|λz|~a(λz) (Id − Jũ(λz)) dλ

)
⊗ z

(II) = h−1|z|2
∫ 1

0
λ

[
λ~a(λz)⊗ λz

|λz|
+ |λz|~∇~a(λz)λ

]
(Id − Jũ(λz)) dλ

= h−1|z|2
∫ 1

0
|λ|2
[
~a(λz)⊗ z

|z|
+ λ|z|~∇~a(λz)

]
(Id − Jũ(λz)) dλ

(III) = −h−1|z|3
∫ 1

0
|λ|3~a(λz)~∇zJũ(λz)dλ

Puesto que ũ ∈ C2 y ~a(λz) como ~∇~a(λz) están uniformemente acotados para 0 < |λz|< ε, la
matriz A(z) se obtiene dividiendo los términos (I), (II) y (III) por |z|2 el cual está unifor-
memente acotado para 0 < |z|< ε.

�



Apéndice F

Simulación de la estimación de la
deformación estocástica en una
dimensión

] LIBRERÍAS REQUERIDAS

library(waved); library(signal)
. library(daewr); library(graphics)
. library(rdetools)

] FUNCIONES PRINCIPALES:

] hacer deformacion Realiza la transformación X(t) = f(t) · Y (g(t))

] estimar deformacion Resuelve el problema de deformación como se describe
. en [7].

] InvertLDP Invierte el proceso X(t) = f(t) · Y (g(t))

] FUNCIONES COMPLEMENTARIAS:

] ModSpline Función de soporte para el cálculo de los coeficientes wavelets.

] integracion
. ] interpolar
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hacer deformacion ← function(f,gp,Y){

] Argumentos:
. ] f : Una función de longitud N
. ] gp : La derivada del cambio de variable (gp significa g prima)
. ] Y : Proceso estacinario no deformado

] Valor :Proceso estocástico deformado

hacer deformacion ← f · interpolar(Y,gp)
. return(hacer deformacion)
}

estimar deformacion ← function(X,s,Delta,m){

] Argumentos:
. ] X : Proceso deformado
. ] s : Escala base
. ] Delta : Anchura de la convolución
. ] m : Orden de Splines

] Valor :new.gp alpha’ (derivada de la función de deformación)
. ] : new.Y señal estacionarizada.

M ← length(X)
. J ← log2(M)
. f ← matrix(rep(1,M),nrow = M)
. Y ← X

] Núcleo de la convolución
. Delta ← 1200
. rho ← seq(1,Delta/2)/(Delta/4)
. rho ← c(rho, sort(rho, decreasing=TRUE))
. intrho ← matrix(rep(1,Delta/2),byrow = Delta/2)/(Delta/4)
. intrho ← rbind(intrho,-intrho)

] Número de escalas a considerar
. ns ← 6
. vector ← matrix(rep(0,ns),nrow = ns)
. matriz ← matrix(rep(0,2*ns),nrow = ns)
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] Define la diferentes escalas ns
. escala ← c()

for (is in 1:ns){
. escala[is] ← sqrt(is) * s
}

] Calcula las transformadas wavelet en las ns escalas diferentes
. WX ← matrix(rep(0,length(Y)),ncol = length(Y),nrow = 1)
. WXtilde ← matrix(rep(0,length(Y)),ncol = length(Y),nrow = 1)

for (is in 1:ns){

a ← ModSpline(Y,m,escala[is],Name=”ModSpline”)
. atilde ← ModSpline(Y,m,escala[is],Name=”scaleder”)

WX ← rbind(WX,t(Mod(a)ˆ2))
. WXtilde ← rbind(WXtilde,t(Re(2*atilde*Conj(a))))

}

WX ← WX[-1,]; WXtilde ← WXtilde[-1,]

] Calcula las derivadas parciales suvizadas con respecto al espacio (u) y la escala (s).

spaceder ← matrix(rep(0,length(Y)+length(intrho)-1),
. ncol = length(Y)+length(intrho)-1,nrow = 1)

scaleder ← matrix(rep(0,length(Y)+length(intrho)-1),
. ncol = length(Y)+length(intrho)-1,nrow = 1)

for(is in 1:ns){

. spaceder ← rbind(spaceder,conv(WX[is,],intrho))

. scaleder ← rbind(scaleder,conv(WXtilde[is,],rho))

}

spaceder ← spaceder[-1,]; scaleder ← scaleder[-1,]

spaceder ← spaceder[,(Delta/2+1):(N+Delta/2)]
. scaleder ← scaleder[,(Delta/2+1):(N+Delta/2)]
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] Estimación de alpha
′′
/alpha

′
(gradiente de deformación)

. vA ← as.vector(spaceder); vB ← as.vector(scaleder)

. AB ← matrix(vA*vB,nrow = ns, ncol = length(Y), byrow = FALSE)

. C ← matrix(vB*vB,nrow = ns, ncol = length(Y), byrow = FALSE)

. vAB ← as.vector(AB)

. vC ← as.vector(C)

. medias ← apply(AB,2,mean)

. medias2 ← apply(C,2,mean)

. ldgpp ← medias/medias2

] Liberar espacio de memoria RAM, borra variables temporales

rm(vA,vB,vAB,AB,C,medias,medias2)

] Estimación de alpha

new.gp ← integracion(ldgpp)

] Señal estacionarizada

new.Y ← InvertLDP(X,f,gp)

. estimar deformacion ← list()

. estimar deformacion[[1]] ← new.gp

. estimar deformacion[[2]] ← new.Y

. return(estimar deformacion)

}
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integracion ← function(logfp){

] Argumentos:
. ] logfp : La derivada de log(f)

] Valor :f tal que el promedio de f es igual a 1.

M ← length(logfp)
. logf ← cumsum(logfp)
. integracion ← exp(logf)
. integracion ← N * integracion / sum(integracion)
. return(integracion)

}

interpolar ← function(f,gp){

] Argumentos:
. ] f : Una función de longitud N
. ] gp : La derivada del cambio de variable (gp significa g prima), de longitud N

] Valor :La función f con el cambio de variable g.

M ← length(f)

if (length(gp) != M) print(”Pb with length of gp in interpolate.m”)

gp ← gp * M / sum(gp)

g ← cumsum(gp)

] Interpolación lineal de f por ambos lados

suppressWarnings(f[2:(N+1)]←f)
. f[1] ← 2*f[2]-f[3]
. f[N+2] ← 2*f[N+1]-f[N]
. g ← t(g)+1

floorg ← floor(g)
. interpolar ← (g-floorg)*(f[floorg+1]-f[floorg]) + f[floorg]

return(interpolar)

}
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InvertLDP ← function(X,f,gp){

] Argumentos:
. ] X : Proceso deformado.
. ] f : Una función de longitud N
. ] gp : La derivada del cambio de variable (gp significa g prima) de longitud N

] Valor :Proceso estacionarizado Y .

N ← length(X)

if (length(gp) != N){

. print(”Pb with length of gp in InvertLDP.m”)}

gp ← gp * N /sum(gp)
. g ← cumsum(gp)

g[N] ← N

invg ← c()
. invg[1]← 0

d ← min(g[g¿1])
. n ← 1

while (g[n] != d) {
. n ← n + 1
. }

imin ← n

for(j in (imin+1):N){
. p ← seq(ceiling(g[j-1]),ceiling(g[j]))
. invg[p] = j - (g[j]-p) / (g[j]-g[j-1])
. }

invg[is.na(invg)]←0
. invgp ← diff(invg)
. invgp[N] ← invgp[N-1]

InvertLDP ← interpolar(1/f,invgp)*interpolar(X,invgp)
. return(InvertLDP)

}
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ModSpline ← function(x,m,s,Name){

N ← length(x)
. fftx ← fft(x)
. fftx ← matrix(fftx,nrow = length(fftx))
. M ← 50

omega ← c(seq(0,N/2),seq((-N/2+1),-1))*(2*pi/N)
. omega ← matrix(omega,nrow = length(omega),ncol = 1)
. freq ← s * omega - 2*pi/M
. hattheta ← (sinc(M *freq/2/pi))ˆ(m+1)
. eps ← mod(m+1,2)
. hattheta ← hattheta * (complex(1,cos(eps*M*freq/2), -sin(eps*M*freq/2)))

if (Name==”ModSpline”){
. psi ← hattheta
. ModSpline ←ifft(fftx * Conj(psi))
. return(ModSpline)
}

if (Name==”scaleder”){
. i ←complex(imaginary=1)
. psi ← s * omega * hattheta *
. (-i*M *eps/2 *matrix(rep(1,N),nrow = N) + M *
. (m+1)/2 * (1/tan(M *freq/2)-2/M/freq))

ModSpline ← ifft(fftx * Conj(psi))

}

}
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] Construcción de una señal estacionaria en el dominio de Fourier
. ] Longitud o resolución de la señal

N ← 4096

] bandwidth
. sigma ← N/4

] Frecuencia central
. f0 ← pi/2.5

] Variable de Fourier
. x ← fftshift(seq(-N/2+1,N/2)*2*pi)

] Filtro paso banda centrado en f0
. filtro ← exp(-((x-N*f0)/sigma)ˆ2)

] señal estacionaria R
. i=complex(imaginary=1)
. R ← ifft((rnorm(N)+ i*rnorm(N))*filtro)

] Deformar la señal estacionaria
. ] eta = alpha

′′
/alpha

′
gradiente de defomación

. ] gp = alpha
′

. ] g = alpha

eta ← -0.003*seq(N/2,1,-1)/N
. eta ← c(eta,sort(eta, decreasing = TRUE))

] Gradiente de deformación real
. gp ← integracion(eta)
. g ← cumsum(gp)

phi ← rep(0,N)
. f ← integracion(phi)

] Proceso deformado
. X ← hacer deformacion(f,gp,R)

] Estimación de la deformación
. Delta ← 1200

] order of splines
. m ← 4
. s ← .05
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estima.deformacion ← list()
. deformacion ← estimar deformacion(X,s,Delta,m)

] alpha estimado
. newg ← cumsum(estima.deformacion[[1]])

] PRESENTACIÓN DE LOS RESULTADOS

nvoice ← 12
. m ← 4
. s0 ← .02
. subsample ←16

] SEÑAL ESTACIONARIA CON SU RESPECTIVO ESCALOGRAMA EMPÍRICO

split.screen(c(2, 1))

plot(seq(1,N)/N,Re(R),type = ”l”,
. xlab = ü”, ylab = , main = ”Señal Estacionaria”)
. abline(h=0,col=.orange”)

screen(2)

n ← length(Re(estima.deformacion[[2]])[1,])

noctave ← floor(log2(n))-6
. nscale ← nvoice * noctave

a ← matrix(rep(0,n*nscale),nrow = n)

kscale ← 1
. scale ← s0

for(jo in 1:noctave){

. for(jv in 1:nvoice){

s ← scale * (2ˆ(jv/nvoice))
. a[,kscale] ← ModSpline(R,m,s,Name=”ModSpline”)
. kscale ← kscale + 1
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. }

. scale ← scale *2

}

a ← a[seq(1,n,subsample),]

b ← matrix(rep(0,dim(a)[1]*dim(a)[2]),nrow =dim(a)[1])

for(j in 1:dim(a)[1]){

. b[j,] ← a[(dim(a)[1]+1-j),]

}

screen(2)

image(1-Mod(Conj(b))ˆ2,col=grey(seq(0,1,length=4096)),
. axes = TRUE, xlab = ü”, ylab = ”log s”)

] SEÑAL DEFORMADA VS. ESCALOGRAMA EMPÍRICO

close.screen(all = TRUE)
. split.screen(c(2, 1))
. screen(1)

plot(seq(1,N)/N, Re(X[1,]),type = ”l”,
. xlab = ü”, ylab = , main=”Señal Deformada”)
. abline(h=0,col=.orange”)

screen(2)

a ← matrix(rep(0,n*nscale),nrow = n)

kscale ← 1
. scale ← s0

for(jo in 1:noctave){

. for(jv in 1:nvoice){
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s ← scale * (2ˆ(jv/nvoice))
. a[,kscale] ← ModSpline(X,m,s,Name=”ModSpline”)
. kscale ← kscale + 1

. }

scale ← scale *2

}

a ← a[seq(1,n,subsample),]

b ← matrix(rep(0,dim(a)[1]*dim(a)[2]),nrow =dim(a)[1])

for(j in 1:dim(a)[1]){
. b[j,] ← a[(dim(a)[1]+1-j),]
}

screen(2)

image(1-Mod(Conj(b))ˆ2, col=grey(seq(0,1,length=4096)),
. axes = TRUE, xlab = ü”, ylab = ”log s”)

] CONSISTENCIA DEL ESTIMADOR DEL GRADIENTE DE DEFORMACIÓN
. ] COMPARACIÓN DEL GRADIENTE DE DEFORMACIÓN
. ] TEÓRICO VS ESTIMADO.

close.screen(all = TRUE)

datos ← data.frame(log(gp),log(estima.deformacion[[1]]))

matplot(seq(1,N)/N, datos, pch = 1, type = ”l”,
. xlab=, ylab = , main=Çonsistencia del estimador del gradiente de deformación”,
. col = c(”black”,.orange”))

] RECUPERACIÓN DE LA SEÑAL ESTACIONARIA

split.screen(c(2, 1))

screen(1)
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. plot(seq(1,N)/N, Re(estima.deformacion[[2]])[1,],type = ”l”,

. xlab = , ylab = , main = ”Señal Estacionalizada”)

. abline(h=0,col=.orange”)

screen(2)

a ← matrix(rep(0,n*nscale),nrow = n)

kscale ← 1
. scale ← s0

for(jo in 1:noctave){

. for(jv in 1:nvoice){

. s ← scale * (2ˆ(jv/nvoice))

. a[,kscale] ← ModSpline(estima.deformacion[[2]],m,s,Name=”ModSpline”)

. kscale ← kscale + 1

. }

scale ← scale *2

}

a ← a[seq(1,n,subsample),]

b ← matrix(rep(0,dim(a)[1]*dim(a)[2]),nrow =dim(a)[1])

for(j in 1:dim(a)[1]){
. b[j,] ← a[(dim(a)[1]+1-j),]
. }

image(1-Mod(Conj(b))ˆ2, col=grey(seq(0,1,length=4096)),
. axes = TRUE, xlab = ü”, ylab = ”log s”)



Apéndice G

Prueba del Lema 1.4.1.3

Veamos que para C en (0, 1):

|x− 1|≤ C ∧ |y − 1|≤ C ⇒
∣∣∣y
x
− 1
∣∣∣ ≤ 2C

1− C
(G.1)

donde

x =
X1

EX1

y =
X2

EX2

A efecto de que A ⊆ A1 ∪ A2; i = 1, 2:

Ai = {|X1 − EXi| > C |EXi|} A =

{∣∣∣∣X2

X1

− EX2

EX1

∣∣∣∣ > 2C

1− C

∣∣∣∣EX2

EX1

∣∣∣∣} .
Por lo tanto,

P (A) ≤ P (A1) + P (A2)

lo cual implica

P (Ac) ≥ 1− P (Ac1)− P (Ac2)

como se desea.

Ahora bien, para mostrar la implicación (G.1), note que, si

1− C ≤ x ≤ 1 + C 1− C ≤ y ≤ 1 + C

entonces

1− C
1 + C

≤ y

x
≤ 1 + C

1− C
Por lo tanto,

−2C

1− C
≤ y

x
− 1 ≤ 2C

1− C
�
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