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Resumen

LA TEORIA DE CHERN-SIMONS-WONG Y SU
RELACION CON INVARIANTES DE NUDO

Yisely Martinez

Dr. Ernesto Fuenmayor, Tutor

Dr. Ernesto Contreras, Tutor

Universidad Central de Venezuela

Se estudia la teoria clasica no-Abeliana de Chern-Simons acoplada con particulas que
portan carga cromoeléctrica conocidas como particulas de Wong y su relacion con in-
variantes de nudo. Cada uno de los invariantes obtenidos pueden ser escritos en un
lenguaje puramente geométrico que permite posteriormente describir las propiedades
de anudamiento de algunos link’s conocidos. Se muestra que el invariante obtenido al
orden dos del desarrollo perturbativo de la accion on-shell de la teoria, puede describir
perfectamente las propiedades de anudamiento de un Link de cuatro componentes asi

como anudamiento del Link de Whitehead, el cual es un link de dos componentes.

Palabras Claves: Teoria de Chern-Simons, Invariantes de nudo, Link de Whitehead.
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Capitulo

Introduccion

Es bien conocida en la bibliografia la relacion entre la Teoria Cudntica de Campos
y la Teoria de Nudos. El punto de partida de esta relacién fue el reconocimiento de
que el valor esperado en el vacio del Loop de Wilson en la Teoria de Chern-Simons
corresponde a un polinomio invariante de nudos |1]. Este resultado, junto con los
estudios acerca de las propiedades de las teorias topolégicas masivas de Yang-Mills
realizados previamente por Jackiw [2] establecieron las bases para el estudio de teorias

de campo topoldgicas como la de Chern-Simons.

En el campo de los sistemas dinamicos, la teoria de nudos asiste a los investigado-
res en el estudio de los anudamientos y enlaces formados en las trayectorias cerradas de
dichos sistemas cuando se hallan inmersos para su descripcién en variedades tridimen-
sionales. Asi se concluyd que en sistemas gobernados por las ecuaciones diferenciales de
Lorentz en R? solo pueden aparecer un tipo de nudos llamados “nudos positivos” [3].
Por otro lado, los conocidos como modelos de vértices permiten obtener el polino-
mio de Jones a partir de las funciones de particion de la Mecanica Estadistica. Y en
la mecanica de fluidos son muy habituales los modelos con tubos de flujo y vortices
anudados o enlazados, lo que conduce a una nueva cantidad medible llamada “helici-

dad”. La helicidad resulta ser una magnitud invariante bajo deformaciones continuas
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de la estructura del fluido, lo cual permite realizar estimaciones medias de magnitudes

geométricas relacionadas con el sistema [5].

También se ha recurrido a la teoria de nudos en el intento de esclarecer problemas
de la fisica de particulas relacionados con la estadistica fraccionaria asociada con la
transformacién de propiedades entre bosones y fermiones en modelos bidimensionales.
Los métodos topolédgicos desarrollados para los nudos han acabado generalizando los
clasicos grupos de Lie, con importantes aplicaciones en teoria de cuerdas, en fisica
de la materia condensada y en la busqueda de invariantes en las teorias cuanticas
topologicas. Pero sobre todo el estudio mateméatico de lo nudos ha revelado insospe-
chadas consecuencias relativas a la Gravedad Cuantica. Asimismo, la teoria de nudos
permite caracterizar la estructura espacial de las moléculas de ADN antes y después
de un proceso bioquimico (transcripcion,isomerizacién, ruptura y union), facilitando

la deduccién del mecanismo enzimatico involucrado [4].

En este trabajo estamos interesados en estudiar el campo de Chern-Simons no-
Abeliano en interaccién con particulas de Wong [8] y la relacién existente entre esta
teorfa y los invariantes de nudo. Se ha encontrado en [9,10] que este modelo fisico esta
relacionado con el segundo, tercer y cuarto Coeficiente de Anudamiento de Milnor,
que son los tres primeros miembros de una familia de invariantes de nudo descubiertos
por Milnor [11]. En este trabajo consideraremos la accién que describe la interaccién
entre el campo de Chern-Simons no-Abeliano con n particulas Wong. Esta accion es el
resultado de los trabajos de Balachandran [12] y es invariante de calibre e invariante
bajo difeomorfismos. La idea principal es obtener expresiones analiticas de invariantes
de nudos a partir de la accion on-shell (accién evaluada sobre las ecuaciones de movi-
miento). Seguidamente obtenemos las ecuaciones de movimiento de la teorfa y vemos
que constituyen un sistema no lineal, dificil de resolver exactamente. Por lo tanto se
propone un esquema perturbativo de soluciéon. Aplicando el método perturbativo y
evaluando la accién sobre las ecuaciones de movimiento se obtienen las tres primeras

contribuciones de la acién, a orden cero S, a orden uno S y a orden dos S, las
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cuales fueron estudiadas previamente en [9,|13}/14], y estan vinculadas directamente
con invariantes de nudos. Luego a partir de un esquema geométrico introducido en [14]
y el cual fue inspirado por los trabajos previos [9,/10], se realizan las interpretaciones
geométricas de cada uno de los invariantes obtenidos previamente. Se demuestra que
S puede detectar el anudamiento del Link de Hopf, S®) puede caracterizar las pro-
piedades de anudamiento de los Anillos Borromeanos y S®) el anudamiento no trivial

de un Link de cuatro componentes.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 2 realizamos
un breve resumen sobre fundamentos de la teoria clasica de campos y de la teoria de
grupos, aplicindose luego a la teoria de campos de Yang-Mills. En el siguiente capitulo
se estudia el campo de Chern-Simons no-Abeliano acoplado con particulas de carga
cromodinamica y a partir de un estudio perturbativo para resolver las ecuaciones de
movimiento de la teoria se puede obtener invariantes de nudo. Exactamente obten-
dremos los tres primeros invariantes. También se estudia un método de interpretacion
de los invariantes, que llamaremos “Esquema de Haces Paralelos” y la Forma esque-
maética de interpretacién introducidas previamente en |14] para medir el anudamiento
de algunos links conocidos a través de los invariantes. En el capitulo 4 se realiza la
interpretacion geométrica para el caso particular del invariante a orden dos que so6-
lo considera dos particulas de Wong con isocargas ortonormales y su aplicacion al
esquema de haces para el Link de Whitehead. En el ultimo capitulo se exponen las

concluciones de cada uno de los aspectos abordados en nuestro estudio.



Capitulo

Elementos de Teoria Clasica de campos y
Teoria de grupos

En este capitulo realizaremos un breve repaso de aspectos basicos de la teoria
clasica de campos y la teoria de grupos. Ademas estudiaremos algunas de sus aplica-
ciones a las teorias de campo de Yang-Mills. Estos fundamentos fijaran las bases para
el estudio de la teoria clasica de Chern-Simons no-Abeliana acoplada con materia que

estudiaremos en el siguiente capitulo.

2.1. Formulacion Lagrangiana para la teoria de campos

Consideremos un sistema descrito por una familia de funciones continuas ¢;(x),
con i = 1,..,N y z como cada punto del cuadriespacio. Cada funciéon ¢;(x) es un
campo, esto es, a cada punto del cuadriespacio se le asigna un ntmero complejo a
través de la funcion @;(z). Es evidente que esta definicién implica sistemas con infini-
tos grados de libertad que pueden ser descritos a través de la densidad Lagrangiana

L(z, pi(x), 0upi()). La accién del sistema viene dada por:

g = / d*zL(z, pi(x), dupi()), (2.1)
R
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donde d*z es el diferencial en el cuadriespacio y R es la regién de integracién del
cuadriespacio. Para obtener las ecuaciones de movimiento que describen la evolucién
del sistema en el tiempo partimos de un principio variacional, que puede enunciarse
como: bajo variaciones infinitesimales de los campos, ¢;(x) — ¢;(x) + dp;(x), inde-
pendientes y arbitrarias que se anulen en la frontera OR de R, la primera variacion en
la accién se anula sobre las trayectorias fisicas. Aplicando dicho principio calculemos

la primera variacién de la accion :

58 = / d'z (L (z) — L(z)), (2.2)

donde: ’
L(w) = L. &)(2), ufl(a)) 23)
A(@) = ila) + Dir(a). 2.4)
Luego:
55 = [ delile) + Do) 3 e) + Bl s o) = 1))
(2.5)
55 — 1! dh2(Api(x) a;’(x) L(x) + 8“(A¢i(x)wlij(x)) +
A0 s L) (0
Si intregramos el término central y evaluamos en la frontera, se anula; obteniendo:
58 = IZ dr(Bp(a) ) - Agpi(x)(aua(%i(x))L(:c))). (2.7)

Usando el principio variacional enunciado anteriormente, obtenemos finalmente:

oL oL
a%@>‘%<m@%@»>‘a (28)

que son las conocidas ecuaciones de Euler-Lagrange, que determinan la dinamica del
sistema.trabajo estudiaremos una teoria de campos la siguiente seccion estudiaremos

algunos aspectos de teorias de grupos y algunas aplicaciones
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2.2. Grupos y sus representaciones

La teoria de grupos proporciona el lenguaje adecuado para formular y desarrollar
los principios de simetria inherentes a la Fisica. Gran parte de la estructura que aparece
en la resoluciéon de un sistema, tanto en la fisica clasica como en la fisica cudntica,
es consecuencia de la simetria subyacente en dicho sistema. La teoria de grupos trata
de desarrollar aspectos universales que presentan todos los sistemas que contienen
simetrias de naturaleza analoga. La teoria de grupos es muy amplia, por tanto daremos
una breve introducciéon que nos proporcione las herramientas béasicas necesarias para
nuestro estudio.

Un grupo es un conjunto G de elementos g; con una ley de multiplicacién (o) que

obedece:

Clausura: si g1, go pertenecen a G, entonces:

gioga=g3 € G.

Asociatividad: si g1, g2 v g3 pertenecen a G, entonces:

(g1092) 093 =910 (g20 g3).

Existencia del elemento identidad gq, tal que:

goog=gogo=gV € G.

Existencia del elemento inverso ¢~! € G, tal que:

g log=gog =gV c G

Adicionalmente, si los elementos del grupo cumplen g1 0 9o = ga 0 g1 V g1, g2 € G el

grupo se llama Abeliano.
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Un grupo puede realizarse en términos de operadores actuando sobre elementos
de un conjunto. Para obtener los operadores se establece una aplicacion desde los

elementos del grupo a un conjunto de operadores, g — O(g), que debe cumplir:

O(g1) 0 O(g2) = O(g1°g2)
O(go) = L

Si esta aplicacion es uno a uno, se dice que la aplicaciéon es “fiel”.

Estamos interesados en las realizaciones de un grupo en términos de matrices
Dy« N que actiian en un espacio vectorial V. Diremos que el conjunto de las matrices
D(g) constituye una representacion del grupo en el espacio vectorial V. Dos represen-
taciones Dy y D, seran equivalentes si estan relacionadas por una transformacion de

similaridad:
Dy(g) =SDi(9)S™" Vg € G, (2.9)

donde la matriz S es la matriz de transformacion y es tnica para el par de represen-
taciones D y D»; a pesar de ello no es necesario que la matriz S esté relacionada con

algin elemento del grupo.

Una representacion Dy n es reducible si es equivalente a alguna otra representa-

cién D’ de la forma:

D'(9) = SD(g)S™"
D] @)
_ 1(9) ’ (2.10)
O D,
donde las submatrices I} (g) y D)(g) son de dimensién Ny x Ny y Ny x Ny respectiva-
mente, adicionalmente N; + Ny = N es la dimensiéon de la representacion original. Si

esto es posible se dice que la representaciéon es suma directa de D} y D), de lo contrario

se dice que la representacion es irreducible.

Existen grupos cuyos elementos estan etiquetados por d parametros reales con-

tinuos €%, a = 1,...,d, tales que g(¢*) = I para €* = 0. Adicionalmente, la ley de



Capitulo 2: Elementos de Teoria Clasica de campos y Teoria de grupos

multiplicacion de estos grupos depende suavemente de los parametro del grupo, esto
es, si g(e), g(\) € G, se verifica que g(g) o g(A) = g(é(e,A)), donde ¢%(e, A) posee
expansion en serie de Taylor en ambos parametros. Estos grupos reciben el nombre de
grupos de Lie y son de fundamental importancia en Fisica. Muchas de las simetrias

continuas de la naturaleza puede ser expresadas en términos de grupos de Lie.

2.2.1. Algebra de Lie

Todo elemento de un grupo de Lie puede representarse como:
g = eexe (2.11)

donde los A, son nimeros reales denominados pardmetros de grupo y los X, son ma-

trices hemiticas linealmente independientes conocidas como los generadores del grupo

de Lie.

Los generadores del grupo obedecen las relaciones de conmutaciéon de tipo:
(Lo, Lo] = iCapelLe, (2.12)

las Cue son las constantes de estructura y son antisimétricas solamente en los dos
primeros indices Cyp. = —Chqe. Del lgebra de Lie se puede ver que los generadores de
grupo poseen traza nula. A raiz de las relaciones de conmutacion de los generadores
de grupo, es facil mostrar que los generadores satisfacen la identidad de Jacobi y que

esto establece relaciones entre las constantes de estructura:

[La, (Lo, Lel] + [Le, [La, L]] + [L, [Le, Lo)] = 0 (2.13)

Caanncd + Cbchnad + CcanCnbd = 0. (214>

Si las constantes de estructura son nulas para todo conjunto de indices entonces
tendremos un grupo Abeliano. Vemos entonces que las constantes de estructura dan
origen a una representacién en términos de matrices con igual dimension del grupo. A

esta representacion se le llama representacion adjunta.
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2.3. Campos de Yang-Mills

Ahora consideraremos teorias de campos con grados de libertad internos. Las
transformaciones de calibre perteneceran a un grupo de Lie simple y compacto.
Consideraremos el grupo SU(N) (transformaciones especiales, unitarias, complejas N x
N); cuando se representan los elementos del grupo en forma de matrices N x N se
dice que se estd en la representacién fundamental (a diferencia de la representacion
adjunta de matrices d X d, donde d es la dimensién del grupo, por ejemplo, SU(N)

tiene N? — 1 pardmetros).

En cualquier representacion podemos tomar las siguientes relaciones como verda-

deras:
[Xaaxb} = ifachc (2.15)
1
TT(XaXb) == §6ab- (216)

Introducimos entonces N2 — 1 campos vectoriales Al (z) que llamaremos campos de

Yang-Mills, formando las matrices:
Au(z) = Al(z)X,, (2.17)

recordando que, en la representacién fundamental, los A,(x) serdn matrices N x N.

Notamos adicionalmente que:

Tr(A,(x)X,) = AZ(Q?)T?“(X“XI)) = ;AZ(:E) (2.18)

Definimos también el tensor de intensidad de campo de Yang Mills F;,, tal que,

Fu = F% X, = 0,4, — 0,4, + i[Ay, A, (2.19)

esta definicién implica:

Fg, O, A, — 0,A, +2iTr([A,, A,]X")
= O A, — 0, A, + 2iTr(ALAS fIXIX)

= OuA, — DA, — AL A, (2.20)
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Consideremos ahora la transformacion local:
Au(z) = U(z)A,(2)U' (z) — iU(2)0,U" (), (2.21)

donde las matrices U(x) pertenecen al grupo SU(N) y pertenecen a la misma repre-

sentacion de los generadores del grupo, esto es:
U(z) = ePa¥e = @), (2.22)
Notemos que si los A,(z) son potenciales de Maxwell las matrices U(z) — e*(®)
son elementos de U(1) se tiene:
Ay(z) = MDA (2)e7 B —jeihD)g o7 ) = A — §,A(x), (2.23)

que es una transformacion de calibre usual. Esta correspondencia nos asegura que la

transformacién propuesta es apropiada para estudiar campos de calibre.

Veamos ahora cémo transforma el tensor F),,:

F, = 0u(U(2)A, (2)U' (2) — iU(2)9,U" (2)) = 0, (U(2) A, (2)U" () — iU(2)3,U" (x))
+i[U(z)A,(z)U' (2) — iU(2)9,U' (z), U(x) A, (z)U' () — iU(2)9,U' (x)].

Luego de algunas operaciones y usando que
Uo,U" = —9,UU", (2.24)
se obtiene que la regla de transformacion del tensor de campo viene dada por:
F,, =UF,U". (2.25)

Consideremos ahora las transformaciones infinitesimales, esto es, las transforma-

ciones de la forma:

U =), (2.26)
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con \*(z) pequeno. Empleando el desarrollo de Taylor de la matriz U escribimos:
U~ 1+iXz) = 0,U= i\ ,(z), (2.27)

donde hemos usado 9, A = A ,. Los campos A, transforman segtn

/

A = (I4iN)A [ — i) —i(I 4 iN)(—i),,)

i

= AH - (A’M + i[Alh A])u (228>
y los tensores de campo F),, transforman de la siguiente manera:
F. = (I+i\NE,[I—1i\)

— F,,—i[\Fu). (2.29)

Con el desarrollo de todas estas herramientas podemos estudiar apropiadamente
el campo de Yang-Mills. La acciéon correspondiente a los campos de Yang-Mills viene

dada por:

1
Svar == / d*z Tr(F,, F™). (2.30)

Para encontrar las ecuaciones de movimiento usaremos la expresion:

0F,, = 0,04, +i6A,A, +iA5A, —0,0A, —ibA,A, —iA,dA,. (2.31)

Al realizar las variacién de la acciéon con respecto a los campos, obtenemos:

5Syy = — / d'z Tr(F"™§F,,)

— 9 / &'z (Tr(8,F™5A,) + iTr([A,, F*)5A,)), (2.32)

y como el principio de Hamilton nos dice que las variaciones arbitrarias de la accién
deben anularse, entonces el integrando de la ecuaciéon anterior debe ser cero para

obtener las ecuaciones de movimiento
0" + i[Au, F*] =0. (2.33)
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Capitulo 2: Elementos de Teoria Clasica de campos y Teoria de grupos

La expresion anterior representa las ecuaciones de movimiento de los campos de Yang-

Mills. Se pueden escribir de la siguiente manera:
D, F" =0, (2.34)

donde hemos introducido el operador D, = 0, + i[A,,]| que llamaremos derivada
covariante de calibre para los objetos que transforman como F),,. La expresion ([2.34])

estd en completa analogia con las ecuaciones de Maxwell [16].

Adicionalmente, es facil probar que los campos tensoriales F*¥ cumplen las iden-

tidades de Bianchi:
D, F"* + DyF" + D,F™ = 0, (2.35)
que no son sino la formulacion dual de las ecuaciones de Maxwell:

DiF™ = 0. (2.36)

De esta manera damos por terminado la breve introduccion del formalismo La-
grangiano para teorias clasicas de campos y teoria de grupos. Estas herramientas nos

seran utiles para el estudio de una teoria de campos no-Abeliana acoplada con materia.

12



Capitulo

La Teoria de Chern-Simons-Wong y su
relacion con invariantes de Nudo

En este capitulo estudiaremos la relacién entre la teoria clasica de Chern-Simons
interactuando con particulas de carga no-Abeliana y su relacién con invariantes de
nudo. A través de un método desarrollado previamente en [9,|10] podemos obtener
expresiones analiticas para invariantes de nudo. Luego cada invariante puede ser escrito
en términos de variables puramente geométricas gracias a los trabajos desarrollados
en [914,(18], esto permite aplicar cada invariante a link’s conocidos como el Nimero de
Anudamiento de Gauss y los Anillos de Borromeo permitiendo describir las propiedades

de anudamiento de los mismos.

3.1. Acciéon de Chern-Simons-Wong y ecuaciones de movi-
miento

Consideremos la accién para la interaccion de particulas clasicas con carga cro-
moeléctrica, también conocidas como particulas de Wong [§], a través de un campo

topoldgico no-Abeliano de Chern-Simons. Nuestra accién viene dada por [9,[12]

Scsw = Scs + Sints (3.1)

13



Capitulo 3: La Teoria de Chern-Simons-Wong y su relacién con invariantes de Nudo

donde
Ses :—A*/waTWC%@&+§&AﬁO, (3.2)
corresponde a la accion de Chern-Simons para SU(N) y
St =3 [ drTr(Kig (7) Degi(7)), (33)

=17
a la interaccién campo-particula de n particulas de Wong. Los pardmetros de integra-
cion ; de (3.3) corresponden a la linea de mundo de la particula i-ésima parametrizada
con el tiempo 7. Los objetos ¢;(7) son elementos de SU(N) y a partir de ellos se cons-

truyen los elementos de carga cromoeléctrica I;(7) de la siguiente forma:

Li(r) = g(1)Kig; (1))

= I%(1)T°, (3.4)

donde los K; = KT son elementos constantes del dlgebra. También hemos introdu-
cido en (3.3)) la derivada covariante de los ¢;(7) a lo largo de la linea de mundo de la

particula i-ésima:

D;gi(1) = gi(1) + Ai(7)gi(T). (3.5)

Ademas usaremos las siguientes convenciones y notaciones:

ﬂUWﬂz—?“ (3.6)
0, 7% = foere (3.7)
A, = AsT® (3.8)
Ai(7) = Au(zi(7)) &' (1), (3.9)

para los N? — 1 generadores T del dlgebra del grupo y para el campo de calibre A,,.
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Capitulo 3: La Teoria de Chern-Simons-Wong y su relacién con invariantes de Nudo

En la acciéon las variables dindmicas seran los campos A7, y las matrices g:(T)
que estan relacionadas con los grados de libertad de las particulas. Se podria considerar
las posiciones de las particulas como variables dinamicas, lo que nos llevaria a obtener
las ecuaciones que determinan a las curvas +;, pero en principio no es nuestro objetivo,
ya que deseamos estudiar las caracteristicas topologicas de las curvas, por lo que vamos
a tomarlas como objetos externos dados, esto es, consideraremos que las trayectorias de
las particulas son completamente conocidas y como queremos estudiar invariantes de
nudo consideraremos que las curvas «; son curvas cerradas en 3. La accién de Chern-
Simons es invariante de calibre, siempre que la transformacién esté conectada

con la identidad, esto es:
A, — Aﬁ = Q*IAMQ + QflﬁuQ. (3.10)

Por otra parte, la accién S;,; es invariante de calibre si

K; — K = K, (3.11)
g — gt =Q7 g, (3.12)

en virtud de que
(Dng)Q = Q_IDTgia (313)

como corresponde a una derivada covariante. Asi la carga interna I; transforma cova-

riantemente en la representacion adjunta:

I =070, (3.14)

7

Para encontrar las ecuaciones de movimiento con respecto a los campos Aj es

conveniente escribir explicitamente la derivada covariante en ((3.3)):

Sim = Z; ., dTZ;u(T) (Tr(Kzgz_la#gz) + TT(Klgl_lA'u(Zz)gz»
— é AT () Tr(Kig; ' 0,9:) +

+ &z i dr(1)0% (x — 2i(T)Tr(Li(T)Au(z:(T))). (3.15)

i=1"7
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Capitulo 3: La Teoria de Chern-Simons-Wong y su relacién con invariantes de Nudo

Realizando las variaciones con respecto a los campos y empleando la propiedad ciclica

de la traza, se obtienen las ecuaciones de movimiento para los campos:
PE,, = NJ", (3.16)

donde la corriente la hemos definido como

JH = En: dr (1) L;(1)0° (2 — (7)), (3.17)

=177

y el tensor de campo dado por F), = d,A, — 0, A, + [A,, A,].

Ahora nos queda hallar las ecuaciones de movimiento asociadas a las variables
internas g;(7). Se debe tomar en cuenta que son matrices de SU(N) cuyos elementos
de matriz no son independientes, siguiendo el procedimiento dado en [12], se procede

en primer lugar a parametrizar los g; de la forma:

gi = gi(&) = 517, (3.18)

donde los £ serdn n x (N? — 1) pardmetros independientes (recordemos que n es el
ntimero de particulas y N? — 1 es el nimero de generadores de grupo). Usando dicha
parametrizacion escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

OL d (0L

donde el Lagrangiano viene dado por:

L = } (Tr(Kg; '(r)Drgi(r))

M=

@
Il
,_.

(Tr(Kig; (i + Aigi))- (3.20)

I
[M]=

@
I
—

En el Apéndice A se demuestra que las ecuaciones ((3.19) se pueden escribir finalmente

en la forma:
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Esta ecuacion es similar a la ecuaciéon de evolucién de los operadores en mecénica

cuantica en la representacion de Heinsenberg:
ar -
— 4+ [H,I]=0 3.22
A =0, (3:22)
asi que aplicamos su solucion formal:
Li(7) = Uy(1) L(0)U; (1), (3.23)

con U;(7) dado por la exponencial tiempo ordenada de A;(7) a lo largo de la curva ~;

Ui(7) = Teap {— /0 ' Ai(T')dT'} . (3.24)

Por otra parte, al tomar derivada covariante D,, de la ecuacion (3.16)):
e¢"’D,F,, = AD,J", (3.25)

obtenemos que el lado izquierdo se anula directamente (en virtud de las identidades
de Bianchi para el campo de Yang-Mills), por consistencia matematica el lado derecho

también debe anularse. Esto implica que la corriente J* debe conservarse D, J* = 0.

Vemos usando que,
Dy = 3 [ drit(r) (aiua@ (2 — () L(7) + 0 (2 — 2(7)[Ay (), 1@]) )
- i (- 0” dr- L6 (@ — ()] + / Y dr(fi(r)6® (2 — Zi(f))>
+ Z A dr i (16 (@ — 2(r))[Au(2), Li(7)] = 0, (3.26)
El primer término de esta expresion puede escribirse como
g <— /0 N dedT[m)a@ (x — z(r))] + /O T ar(i(7))8 (@ — Zi(T))> . (3.27)

donde 7 es el valor final del pardmetro 7. A su vez, el primer término de la expresién

de arriba equivale a:

n

> (<L) @ = z(rp) + L6z = (0)) (329)

i=1
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debido a que estamos considerando curvas cerradas se tiene que z;(0) = 2;(7f), y si
ademds exigimos que [;(7y) = [;(0) entonces la expresion (3.28) se anula. Entonces,
sustituyendo (3.28) en (3.27)) se tiene que D, J* conduce a

> / dr6® (& — z(7))D-1; = 0, (3.29)

=17

que se verifica sobre las ecuaciones de movimiento para las particulas (3.21)).

Finalmente tenemos que las ecuaciones de movimiento de la teoria de Chern-
Simons-Wong son consistentes. En la préxima seccién platearemos un esquema de

solucién para las mismas.

3.2. Accion on-shell y desarrollo perturbativo

La accion es invariante de calibre e independiente de la métrica, es decir,
es una acciéon topologica. Emplearemos estas caracteristicas para obtener invariantes
de nudo. En virtud de que las ecuaciones y constituyen un sistema no
lineal de ecuaciones para los campos y los elementos de carga interna no intentaremos
resolverlas de forma exacta, sino que asumiremos que existen soluciones y que bajo
ciertas condiciones de frontera se pueden obtener los campos como funcionales de las

curvas ; que forman parte de la corriente J* definida anteriormente, esto es:
Al = AZ[%]. (3.30)

Puesto que se han resuelto formalmente las ecuaciones para las I; como funciones de
los campos, mediante y , la tnica ecuacion que queda por resolver seria:
n
PF,, =AY [ dril(7)LIA]G® (x — 2(7)), (3.31)
i=177
y claramente sus soluciones han de ser funcionales de las curvas que dan soporte a las
corrientes, como sugiere (3.30)). Al introducir la solucién A%[v;] en obtendriamos

la accién S como un funcional de las curvas v;, S = S[v;], donde toda dependencia de

18
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los campos se ha eliminado. Ahora bien, como la accién es independiente de la métrica,
se tiene que la accién sobre las ecuaciones de movimiento S[vy;] (accion on-shell) es
un invariante topolégico. Pero un invariante topolégico que depende de una coleccion
de curvas es precisamente un invariante de nudos o link (un link es una coleccion de

nudos).

De esta manera, podemos obtener invariantes de link al resolver las ecuaciones de
Chern-Simons-Wong y calcular la accién on-shell correspondiente. Debido a la comple-
jidad de las ecuaciones a resolver, se seguira la idea presentada en [9], donde se adopta
un esquema perturbativo de solucién que preserva las caracteristicas topolégicas que
queremos estudiar. Ese esquema puede esbozarse de la manera siguiente. La ecuacion
puede resolverse perturbativamente en potencias del parametro A. Al sustituir
dicha solucién perturbativa en la accion se tendra la accion on-shell escrita, a su vez,
como una serie de potencias en el parametro A:

[e.9]

Son-sneti([1; A]) = Y- APSP], (3.32)

p=0

donde S [4] es el coficiente p-ésimo de la expansién. Como la accién on-shell es un
invariante de nudo, sus derivadas con respecto al parametro A también lo seran. Una
consecuencia practica de este sencillo argumento, es que no es preciso obtener la serie
completa de para obtener invariantes de nudo. Uno decide hasta cual orden
quiere llegar. En el presente trabajo se estudiaran los tres primeros invariantes que

surgen de aplicar el esquema anterior.

Para comenzar el calculo de la accion on-shell, debemos notar que, debido a ([3.23)

tenemos:
I(r) = U(r)g(0)Kg~ (U (r) = g(r)Kg~'(7). (3.33)
Esto nos permite tomar g(7) = U(7)g(0), con lo cual

D(7)g(7) =0, (3.34)
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y como la derivada covariante de g(7) se anula sobre las ecuaciones de movimiento,

nos lleva a concluir que

éﬁishezz =0. (3-35)

De este modo, resta por considerar S¢°

o7 nen- Para ello, consideremos la ecuacion

de movimiento para los elementos de carga interna I;:
Ii+[A, L) =0, (3.36)

que reescribiremos de la siguiente manera:

dl®
~+ AR(T)If(T) =0, (3.37)
dr
donde
R = fal (z) (3.38)

a0, = A'A, (3.39)

De ([3.37)) observamos que la solucién expresada en las ecuaciones (3.23]) y (3.24]) debe

ser equivalente a

IM(1) = Texp I7(0). (3.40)

A [ dr' R
0

donde I; es el vector de N2 —1 componentes I¢, vy R; es la matriz de (N2 —1) elementos
R?¢ definidos en ([3.38]). Desarrollando la exponencial ordenada de la expresion (3.40) y
usando las ecuaciones (3.38)) y (3.39)), la ecuacién de movimiento (3.31)) puede escribirse
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CcOomao:

2e¢"°0,a5(x) = — Ae‘“’”]“”’c ° +Z/

=1

_ AZ/ dz“/dzflRthl(zl)(s?)(I . Z)Izal(())
=17 0

k3

dz"6%(x — 2)I2(0)
.

+ AQZ/ dz“/dz /dz‘”R‘w1 R‘”“Q( 2)0%(x — 2)I12(0)
=17 5

+ (=APY / d2" / 2 / dziv R (21)
=177 0
Ror1% (2,)5%(x — 2)1%(0)
(3.41)
Si ahora intoducimos la serie de potencias:
al, =Y AaP, (3.42)

en la ecuacion ([3.41)), la expresién que resulta al p-ésimo orden, se escribe como:

r+s=p—1
QEMVpayagp)a(l,) _ _e,u,l/pfabc Z af/r)baﬁ)s)c +
r,5=0
D n s1+- +sr—p 1
Y [ ae / dep / dzte RED™1 (2) %
r=1 =177 57‘—0
X R 52 “1“2(22) R sr)ar—1ar ( T)Ifr( 0% (z — z), (3.43)
para p > 1. Para p = 0 la ecuacién correspondiente es
26“””8Vaf)0)“ =" | dzl'6%(x — z)I1(0). (3.44)

=177

Las ecuaciones (3.43)) y (3.44) tienen la forma de la ley de Ampere
e“”pﬁya,(f)a = JPha(g), (3.45)

cuya soluciéon viene dada por el correspondiente andlogo de la Ley de Biot-Savart:

P (z) = — -

# 47

— )P
/d3x'ew,p<](p)”“(x') z =) (3.46)

|z — 2|3
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En las ecuaciones (3.45)) y (3.46)), J®#® representa el miembro derecho de la ecuacién
(13.43) o (3.44)), (segtin sea el caso) dividido por dos. La expresién ([3.46]) nos permite
obtener a%(x) orden por orden. Por lo tanto estamos en capacidad de obtener la accién

on-shell dada por

Son—shell - Socn shell + Son shells (347)

donde, como ya sabemos, el término de la acciéon on-shell correspondiente a la inter-
accion de las particulas se anula, lo que nos lleva a que cada uno de los términos del

desarrollo proviene tnicamente de la accién de Chern-Simons:

Son—shell = Son shell
= — /dsl'ﬁ’w/p (aa3 (l + fabca ) |on shell (348>
Usando las ecs. (3.43) y (3.46] podemos llevar lo anterior a:

on shell = Z S (349)

donde

r+s=p fabc r+s+q=p—1

S(p) — /d?’l‘E'qu ( Z (ay)aaya/()s)a> + T Z (a;(LT)GGE/S)ba,E)q)C)) ) (350)

7,8,q
Las ecuaciones (3.50)), (3.43)) y (3.46 nos proporcionan todas las herramientas ne-

cesarias para obtener cualquier contribuciéon de la accién on-shell y de esta manera
relacionar cada contribucién con posibles invariantes de nudos. En la préxima sec-
cién introduciremos una nueva notacién que simplificara de manera considerable la
obtencién de cada una de las contribuciones para la accion on-shell. También ciertas
variables geométricas que nos permitiran a futuro poder realizar de manera analitica

la interpretacion de los invariantes de nudo.

3.3. Coordenadas de Caminos y convenciones

A continuaciéon implementaremos una nueva notaciéon que nos permitira escribir

de manera mas compacta y simplificada las expresiones del problema que estamos
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considerando. Ademas introduciremos ciertos objetos geométricos que seran de gran

utilidad para realizar la interpretacion geométrica de cada uno de los invariantes.

Para comenzar, denotaremos la dependencia de una funcién tensorial en alguna

variable continua colocandole un indice que indica dicha variable, esto es:

Ay o2,y 2) = Apz vy, pe- (3.51)

La expresion anterior permitira establecer una especie de convencién de Einstein para
la suma de indices repetidos |18] para variables continuas, en donde en lugar de sumar

se integran las funciones en la variable repetida:
ApaBrer = Y [ A Brmrdte = 3 [ Ay @) B (e y. )de. (3.52)
1 1

Cuando aparezcan indices repetidos que no se integren les colocaremos una “barra”

arriba de la letra,
Aoy BT = 30 / Apa vy BP0 (3.53)
o

En muchos casos sera conveniente y para una mayor simplificacion, escribir un conjunto
de indices “discreto-continuo” por un sélo indice, el cual denotaremos con una letra

latina mintscula de esta forma:
AHTVY-pZ — Aab...c. (354>

Por ultimo, vamos a indicar con una “flecha”, indicando que son vectores, a toda

cantidad que tenga componentes en el espacio interno. Por ejemplo:

aPe = Gv), (3.55)

nx nx

A continuacion introduciremos lo que se conoce como coordenadas para un espacio
de ciclos (o coordenadas de caminos). Estas fueron introducidas por primera vez en [1§]

y vienen dadas por:

H1H2.- — H1T1 222 fnTn — 151 H2
ihs M1, Ty ey ) = T8 nn :% dz ; dzi? x
Vi

X /z1 dzi®... /Zn_l dzi 63 (21 — 2)6®) (29 — 21)0®) (23 — 22)...0%) (2 — 20_1).
0 0
(3.56)
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La relacién anterior define a los objetos T"s de “rango” n, también se conocen con el
nombre de multitangentes de los ciclos o multitangentes de caminos. De la definicion

podemos ver que el T" de 1-indice viene dado por:

TH(z) = ¢ dz0® (z — 2), (3.57)

Vi
Vi
y se conoce como factor de forma o distribuciéon de tangentes de la curva ~;. Esta
distribucion extrae el vector tangente a la curva en el punto #. Al factor de forma le

sigue un objeto bi-local (T-objeto de 2-indices) asociado a la curva ;:
VY — i v s(3 3
T = g dz“/o 42”63 (x — 2)6® (y — ). (3.58)

Dichas cantidades son densidades contravariantes, independientes de la métrica y obe-

decen las ligaduras diferenciales:

0 .
@T#Iﬂ/y = (—5(3) (y — xo) -+ 5(3) (y — 33)) T’yl/y
0
g = (09 (y = wo) — 6P (y — 2)) T2, (3.59)

y una ligadura algebraica:

T (wzvy) 1 (

i : Tlhzvy) 4 ngz/y,um)) = Tf/“”TPYVy, (3.60)

Y

Usaremos también en nuestro trabajo, la antisimetrizacion de los indices del T-objeto

bi-local (3.58]), que se expresa por medio de:

X,V 1 X,V 1% X
Thevs] = 5 (TWM e ) _ (3.61)

Ahora vamos a introducir la cantidad H,,(z,vY) la cual es una 2-forma y que
usaremos ampliamente para realizar la interpretacion geométrica de los invariantes de

nudo en una proxima seccion. La misma esta definida por:

Hyu(2.7) = [ dyfeuu,d® (@~ ). (3.62)

Esta cantidad es miembro de una familia de formas diferenciales asociadas con objetos
geométricos como voliimenes, superficies, caminos y puntos en i*? introducidas inicial-

mente en [9]. Dentro de formalismo geométrico los invariantes obtenidos hasta primer
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orden pueden ser escritos manifiestamente covariantes bajo difeomorfismos, y en este
caso lucen como invariantes de superficie mas que como invariantes de nudo |9,[104(13].
Las superficies que aparecen en esta presentacion tienen por fronteras a las curvas que
configuran el conjunto de nudos y en el lenguaje de Teoria de Nudos, reciben el nombre

de superficies de Seifert [11].

Ahora el factor de forma (3.57)) se puede escribir usando la 2-forma H,, como:

1
T = 5e‘“’p[-[l,p(az:,7). (3.63)
Vamos a introducir a continuacion los objetos g"*"¥ y g, .y, que son simétricos

en sus pares de indices y se definen como:

gt = €éP0,0(x — y)
1 (z—y)
T v = ——€uw . 364
Gz vy 4 Hp |z — y[? ( )
Estas cantidades aparecen naturalmente en la solucion de la ligadura diferencial que
obedecen los T-objetos y constituyen una métrica en el espacio de densidades vectoria-
les transversas de rango uno [18]. De hecho, g, ., es el nicleo (kernel) del invariante

de nudo conocido como Ntumero de Gauss.

También consideraremos la cantidad D, definida para curvas cerradas en [9],

CcOomo:

(z = 2)"

_72’36#”?

" (3.65)

1
D, (x,v)=— y{ dz"
Escribiremos algunas cantidades utiles para el desarrollo de nuestro trabajo usan-
do la nueva notacién y en términos de la métrica g,, ., y de los T" objetos de 1-indice.

Comenzamos con la expresion (3.65)):

1

DH(ZE,’}/) = Di,u;v = E ﬁ dzP

(33 - z)l/ v
o=z e = Gl . (3.66)
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El Nimero de Anudamiento de Gauss, el cual veremos esté relacionado con el inva-

riante a primer orden, se escribe como:

1 o\
L(i,j) = %dZ”]{ dyp%qu
i i y|

E o7 |Z -
— / 19D, udPs = ¢ d'D;
i
= TM gz (3.67)
La Ley de Biot-Savart, solucién para obtener los campos al(f)a(x) a cualquier orden se
simplifica por:

(@)

a 1 3 va
aP)* = _ﬂ/d €, TP (27) T

nx

— Oy (3.68)
Por ultimo consideremos lo siguiente:

gl = [ e — ey dy

vy

= e“””/aga%)ad?’y = ,aP) = —6“”p(‘3yagp)a. (3.69)

De la expresion anterior podemos ver que el rotor del campo afﬁ?a puede ser escrito en

funcién de la métrica contravariante.

3.4. Contribuciones de la acciéon on-shell

A continuacién calcularemos los tres primeros érdenes de la accién on-shell con
el proposito de relacionarlos con posibles invariantes de nudos y estudiar como dichos
invariantes pueden detectar formas de anudamiento no triviales [9,/13[[14]. Con el fin de
simplicar el problema vamos a considerar el caso mas simple, no trivial, que consiste
en restringir el grupo de calibre a SU(2). Por lo tanto, las constantes de estructura

generales f2%¢ pasan a ser los simbolos de Levi-Civita €.

De la ec. (3.50)) se obtiene de manera sencilla la accién a orden cero, S©:

SO — /d?’xe“”pago)aayago)“, (3.70)
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la cual se escribe usando la nueva notacién como:

50 _ wapal(f) . 0,a (3.71)

T px

donde el rotor de 6/(32 se obtiene directamente de la ec.. Ademaés 6}22 se obtiene
de la expresion (3.46) con J©¥ dado por:

- _1"

JO () 5 S d2¥6% (x — 2)I0). (3.72)

i=1""7i

Usando las coordenadas de caminos introducidas en el apartado anterior, podemos

escribir el rotor de 622:) como:

1 —
e, al) = 5 Z T, (3.73)
y de la misma manera:
0 _ s popo g, 3.74
aux - 2 Z puxte — 2 7 gumuy 19 ( . )

donde hemos usado el resultado ([3.66]). Sustituyendo las ecuaciones (3.73)) y (3.74)) en
la expresion (3.71)), obtenemos:

J

1 o7 T v
SO = =22 (i L)Y G T}, (3.75)
7]
o de manera equivalente:
1 N
g0 _ - Z(Ii - L)L(3, j). (3.76)
i,

De la expresion anterior se desprende que la accién a orden cero S(© es proporcional
al Nimero de Anudamiento de Gauss (Gauss Linking Number) L(7, j) de las curvas ~;
¥ 7, que es un invariante de link bien conocido [21]. Hemos encontrado entonces, el
primer invariante de nudo dentro del desarrollo perturbativo de la accién on-shell, que
ademas se corresponde con la teoria de Chern-Simons Abeliana acoplada con corrientes

con base en curvas cerradas.
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Ahora pasemos a considerar el siguiente orden. Segtin la ecuacién (3.50) S se

escribe como:

1 o
(1) vp |0=(0) 4 =(1 )  (=(0 0)
SV = et {QCLEL:L?aVagw) 7(a/m) ' (a( ) X ( ))] : (377)

3 v a’pac
En esta expresion sélo nos faltaria determinar el rotor de 6&? el cual se obtiene de la

ecuacion (3.43)) para p = 1:

1 1 -
P9, ) = ——emrg®) x gl — 3 S Treal) x I, (3.78)

(
v¥px 9 vx px

y al sustituir la expresion para los campos a orden cero, nos resulta en:

o L~ = [1 .,
EIJJ paya/glx) = _5 Z(I'L X IJ) |:4€M pj"’iulxl71]”2$2gu1zll/§gltg$2p§
Z?]
1 TH1T T
+§ P ITJ'M 2 Gpr s pos |- (3.79)

Sustituyendo las ecuaciones (3.74) y (3.79)) en la expresion (3.77)), obtenemos el orden

uno de la accién on-shell en funciéon de las coordenadas de caminos y de la métrica:

r r r 1 v T T T
sW = Z [(L X Ij) 'Ik} {86# PT T T oy e Guowava Guuses pa
1,7,k

1
UTLT1 2 T2 L3 T3
+1 i TJ 1" 9

1 ., © -
—ﬂeu ,0772'111 17;H2 QT]gd Bg;w,ulxlgua:uzngprugxg } (380)

121 poze Jurpses

Podemos agrupar el primer y tercer término y obtener una expresion mas simplificada
para S(:

1

r T r 1 T T T
S(l) - 1 Z [(I’ X Ij) 'Ik} {?)epriM1 1TJH2 2T753 Sgﬂlxlﬂmgﬂzzzngusxspx

1,5,k
H1T1 PUTVY 222
_Ti Tg Tk Juapazs Jrypi } (3'81>
El factor que involucra a las corrientes en la expresién anterior, el cual puede ecribirse
como e I#IVI{, se anula cuando los isovectores I;, I; y Ij, son linealmente depen-
dientes, como consecuencia de esto, S es cero cuando la corriente consta de una o
dos particulas de Wong. Ademas, dicho factor es totalmente antisimétrico en las co-

rrientes, por tanto para que S sea distinto de cero, el término entre llaves debe ser
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antisimétrico también en ¢, j y k. Al realizar la antisimetrizacion resulta:

5 3 [(F D) - B (e T T T s o

1,5,k

(1@,vy] rp1 21 rpe e (1@,vY] p1 21 pe e
+1; TJ Ty uapi i Juypows + Tj T, Guzprz Juypos

st — _

+T]£yx,zxy] 7}#111 ijznguxmmgyywm } (382)

La cantidad descrita por la ecuacion corresponde (salvo por un factor) con
un invariante de nudo no trivial de tres curvas cerradas, conocido como el Tercer
Coeficiente de Anudamiento de Milnor M (4, j, k) [11,20]. Este invariante esta definido
siempre y cuando el Nimero de Anudamiento de Gauss de las curvas sea nulo a para

cualquier par de curvas:
L(i,7) =0. (3.83)

De hecho, el Tercer Coeficiente sigue al Niumero de Gauss en una secuencia infinita de
invariantes de nudo descubiertos por Milnor: Coeficientes de Anudamiento de Orden
Superior. El n-ésimo coeficiente estd definido si todos los anteriores se anulan [6),11].
Ademas S permite entre otras cosas, caracterizar las propiedades de anudamiento

de los anillos Borromeanos [17].
El término de orden dos del desarrollo perturbativo S corresponde a:
S = eme (20,a) - al) + 0,a) - all) + al) - (@) x al)|, (3.84)

y para determinar S debemos calcular el rotor del orden dos del campo c?gc) partiendo

de la ecuacion (3.43) para p = 2:

v 5 TVY = vp (1 —(0 T1T] r
9ch payagc) = —2g" ya,(,2y) N, W pal(/f) % af()j) _ ZTZM 1 1%(111)9&1 % I
+Zﬂuwwmmx2dﬁ)ﬂ % (C—L*/(L(;)%2 % j;) (3.85)

Nétese que debemos calcular el campo a orden uno, esto es @'Y, el cual se puede
obtener directamente de la ecuacién (3.46)) con:

1 1 =
JOm = —Sa) <) — o ST x I (3.36)

1%
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Usando ([3.68)) se tiene finalmente que:

al) = 56 Ay (agy) X a(voy)> Juzay + 5 ZgumyTi e (a(o) X Ii) . (3.87)

y7%4 H1T1

Ya tenemos todos los “ingredientes” para escribir cada uno de los términos de la

ecuacion (3.84)). Escribiendo el primer término:

eﬂupay&‘gc) g0 — _pwp (d)z(/%) « Ei ) ZT,LLCE,Ull'l (d’ (1) ]_;) . 6,520)

nx H1T1
H1T1 H2T2 M

_|_§ zi:j—viuxumnuzla {6(0) % (6(0) % I:)} . 6(0)

(3.88)

Sustituimos ahora la expresién para EL’l(}x) en la ecuacion anterior y luego de algunas

operaciones algebraicas, obtenemos lo siguiente:

26199, 5(2) a;(m) — _Euupgaﬂvgpmy [61(/(;:) > (C—L’(B(L) % @‘}(y%))] .@‘!(22

T [0 x (a0, ¢ )] -

B ZE gmwlay mezl [(C_i(gy) X CL,Y(;J) X I}
g (g £« 1t
1,]

+ Zﬂyxu1m1#2x2 [C—L»(O) x (C—L»(O) x I_;)} . C—L»(O) (389)

H1ZT1 p2x2 ux

Usando (3.87) y (3.88) podemos escribir el segundo término de (3.84]) como:
1
EMVPaV&’E);) . C_L»E}l? = _Zeuupeaﬁ"/g uroy ( (0) X a(O)) ( ,(3) X CL(O))
— *ZE gua:ozy aymm( O)XCL ) ( ])

) Zea T Guaay Ty (@ (H/(tozzz ) (H(B? xa )

L Trem@ypaypzes (o
Zgumy T; (“um x Z) ( Wi )

7]

(3.90)
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Agrupando el segundo y tercer término, la expresion anterior se reduce a:
v — — 1 vp o (0 —
et p@,,agr) ~aﬁ,}c) = _16# Pe B”gumy( %) x a° )) (aéy) X a,(y(;))

- 5T T () ) - (52, T

_ 7ngmyTuwu1:c1Tayu2x2 (5(0) v I‘Z’) . ( 70 _f‘])

H1T1 gy
7‘7
(3.91)
El dltimo término presente en S
1
e’”’)ai) (@ (0) x a( )) zewpeaﬂvgumy (a(ﬂy) X a(v(;/)) ( 70) —’(0)>
1 1o T - — — r
+ 3 Ze"””g#myTi Y1 (al(gc) X ag;)) . (ag)l)wl X L-) )
(3.92)

Antes de introducir cada uno de los términos en la expresion de S®, nos damos cuenta,

que usando identidades vectoriales podemos relacionar términos semejantes entre los

productos de los campos que aparecen en las ecuaciones (3.89), (3.91) y (3.92):

(@9 <)) - (af) xal)) = —[a9 x (@) x )] -a?
(@) xa@) - (@, x L) = —[a% x (a0, x L)] - a2
(@, x 1) - (@, x L) = —[(alh, x ) x I} -, (3.93)

Introduciendo las ecuaciones (3.89)), (3.91) v (3.92) en la expresion (3.84) para la

accién on-shell a segundo orden, y usando las relaciones (3.93)) se obtiene finalmente

S® como:
g@ _ ieul/peaﬁvg#my @ x (a®) x @)] - a0
n Zguupg o [0 x (@0, x )] -a (Tﬁyﬂm _ ;Timlay)
+ fzg,myzwm [ (@0, )] -, (e — Sy
+ ZT;‘WWW @, x (@9, x I)] - a2, (3.94)
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Ahora nos falta introducir en la expresiéon anterior el campo a orden cero y con esto
tendremos S escrito tnicamente en funcién de las coordenadas de caminos y de
la métrica. Usando la ecuacién (3.74f), renombrando indices y agrupando términos

semejantes resulta:

(5 (58] )

1
s@ — =
8

% { ehvp By

UATT ArH2T2 i3 T3 4T
gw&mmgpxu4x4gﬁyu2z29’yyu3x37—; T] 1,77,

1
p1T10Y U2T2 M3 TS AT
*Tj ) gl/xuzngpxwmgmxlusxsn 1,771,

4 ehve (T]qymm -5

1
QYU2T2 H1T1 T HTU1T1 H3T3 ety
- T] <Tz - iTZ ) GuawapsesJprarpaza Ly 1]
HT 1T 272 H3T3 A Te Yy
+ T gﬂ1$1H3$3gM2$2M4$4T T T } (395)

Con el fin de obtener una expresién mas simplificada de S, vamos a descomponer a
los T-objetos de dos indices en su parte simétrica y en su parte antisimétrica (7 =
Ti(ab) + Ti[ab]), ademds usaremos la ligadura algebraica para factorizar la parte
simétrica de los T’s en dos T-objetos de un indice T = T#T?. En algunos términos la
combinacién de estos factores con las métricas (g,p) forman Nimeros de Anudamiento
de Gauss, los cuales desecharemos ya que como mencionamos anteriormente para que

la teoria sea consistente éstos deben anularse. Todo esto conduce a:

r 3 e a C
59 =5 Zk;l q ( X Ik)} 'Il) {86# Pe ﬂvgllmgpmdgﬁybngTi ﬂkaﬂd
%75
3 a.a . 3 b x
+ 56“1’97}[ . ]guxbgpmdgacfrz‘kaCTld 2T[b y}T[ i cgadiﬂ
+ Ty]yxabgacgdeicT’ng}ay }g,umay- (396)

La expresion anterior estd escrita en términos de las coordenadas o variables que
dependen de las curvas cerradas que son las trayectorias de las particulas de Wong.

La misma puede verse como una suma sobre un coeficiente:
Cijlw = {I: X (fj X fkﬂ I = ettt [ [T
= (rrnn - rpnn)
= (G-5) (G-0) - (L-5) (T 1) (3.97)
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el cual depende sélo de las corrientes, multiplicado por el factor entre llaves el cual de-
notaremos como una funcién f;;x(7's) de las curvas, escrita en un lenguaje puramente

geométrico. Esto es,

2
S® = 3" Cimfiju- (3.98)
i7j7k7l

En la préxima seccion estudiaremos algunos casos particulares para este invariante
(13.98). Estaremos interesados en el caso de dos particulas con iso-cargas independien-
tes, ya que geométricamente sélo involucra dos curvas cerradas que son precisamente
las trayectorias de las dos particulas de Wong. Queremos determinar si este invariante

puede detectar el anudamiento del Link de Whitehead el cual corresponde a un link

no trivial de dos componentes.

3.5. Accién a orden dos S? para dos particulas con Iso-Cargas
Independientes

Consideremos algunos casos particulares de la expresién (3.98). En primer lugar
vemos que si IV e If o si I e I son linealmente dependientes, entonces el coeficiente

Cijrt = 0y por lo tanto S se anula directamente.

Ahora consideremos el caso en el cual se involucra sélo a dos corrientes y S es
distinto de cero, esto sélo es posible si consideramos dos particulas con iso-vectores
ortonormales, esto es, I# = ¢, para i=1,2. Entonces, para este caso, S®@ toma la
forma:

SO = 3" (008banop — 62076187 ) fijma(7)- (3.99)
B4k
Realizando la suma en los indices que indican las direcciones dentro del espacio in-
terno,esto es, sumando en (a,b) se obtiene:

5(2) = Z (57jk5jl - 5ij6kl) fijkl(’Y)' (3'100)

Z'7j7k7l
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Ahora sumaremos en los indices relacionados a las particulas (en k,l):
S =5 (Fijii(V) = Fiuji (V) = fizz + farzr — frizz — fazn, (3.101)
1,3

Sustituyendo cada término en (3.96]) se obtiene:

1 3 vp _« arc arc
Séz_)pmnt. == gg,uxay [46M Pe ﬂvguxagpxdgﬁybg’yyc (Tl Tl T21)T2d + leTldT2 TQ)
+ 3€MVngxbgﬂxdgac (leTfTQdTZ[ayﬂ} + T1dT2cT2bT1[ay,a]>

3 ¢ rploy,b a,p C o x,alb
- agbcgadT[sz[} ! ]T[Clel[] e + 29ac9de[1T2}yTﬁTz[}# ] J- (3.102)

La ecuacion (3.102]) sera nuestro punto de partida para estudiar el anudamiento del

link de Whitehead.

3.6. Interpretacion Geométrica de los Invariantes de Nudos

En esta seccién estudiaremos un método desarrollado en |14] que nos permite dar
una interpretacion geométrica para cualquier invariante obtenido a partir del desarrollo
perturbativo de la acciéon on-shell. El principal objetivo sera entender cémo a partir
de las expresiones analiticas obtenidas para los invariantes de nudo se puede detectar
formas de anudamientos especificos de curvas cerradas. Veremos que el invariante
obtenido a orden cero, S(©, el cual estd relacionado con el Nimero de Anudamiento
de Gauss, puede detectar el anudamiento de dos curvas cerradas segtn el link de Hopf.
También que el invariante obtenido a primer orden, S™), relacionado con el Tercer
Coeficiente de Milnor, puede caracterizar el anudamiento de los anillos de Borromeo.
Por ltimo, S® detecta la forma en que se entrelazan cuatro curvas cerradas anudadas

de manera no trivial.

Iniciaremos nuestro estudio considerando la Ley de Biot-Savart, que puede ser
escrita sustituyendo la métrica g,,., por la 2-forma H,,(z, 1Y) dada por (3.62) de la

siguiente manera:
Eiuz = _guzuyjyy — a_;uz = HW(LVE)jyy, (3103)
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donde ¥ = ~¥  es un camino abierto que comienza en un punto inicial zo y termina en
y. En general, tomaremos xy — 00, esto es, en el infinito espacial. Para implementar el
método que estamos estudiando, recordemos también que la 2-forma H,, (z,vY) estd

relacionada con las densidades contravariantes 7! de la siguiente manera:

X 1 174
" = 56“ PHyp(z,7). (3.104)

3.6.1. Interpretacién geométrica de S(

Comencemos el analisis del método considerando el invariante obtenido a orden
cero (S©) el cual es una combinacién de Niimeros de Anudamiento de Gauss, imple-
mentemos el cambio —g,.y — H,(2,7Y) en L(i, j) con la finalidad de proveer una

interpretacion geométrica:
L(Zuj) = TuxguxlzyTVy
= — [ & [ defHu(a00)
i o

= / dzt! dzgem,p/ﬂ dy”6® (y — z1). (3.105)
Vi Vi 772

Analicemos cada uno de los términos presentes en el lado derecho de la expresién
anterior con el fin de obtener una interpretacion de este invariante segin el nuevo es-
quema. En primer lugar tenemos los vectores dz{' y dz§ que son tangentes a las curvas
Vi v 7; respectivamente y corresponden con las trayectorias de las particulas de Wong.
Ademés tenemos el vector dy” tangente al camino abierto ¥%2, cuyo punto inicial se
encuentra en el infinito espacial y termina en algiin punto z, perteneciente a la curva
;- El hecho de que aparezca €,,, en nos indica los vectores dzl', dz¥ y dy?
deben formar un volumen no degenerado para que L(i, j) sea distinto de cero. Adicio-
nalmente, debido a la integracién realizada a lo largo de la coordenada que define a la
trayectoria 7; notamos que nos encontramos desplazando el punto final, lo que significa
que necesitamos tantos caminos abiertos como puntos finales asociados a la trayectoria

mencionada. Por lo tanto, el esquema de interpretacién propuesto [14] considera un
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conjunto de caminos paralelos que finalizan en cada punto perteneciente a la curva «;
creando de esta manera, un haz de caminos cuyos vectores tangentes pertenecen a un
campo vectorial. Respetando la solucién de la Ley de Ampere restringiremos todas es-
tas curvas a ser parelaleas entre si, de manera tal que estamos considerando un campo
vectorial de vectores tangentes paralelos. Es importante resaltar que estos caminos no
representan trayectoria de particula alguna sino que han sido introducidos de manera
conveniente. Este conjunto de haces forman una “especie” de superficie cuyo borde
es la trayectoria 7; de las particulas. Entonces, diremos que dos curvas 7; y 7, estdn
anudadas segun el Numero de Anudamiento de Gauss si la curva ~; intersecta a alguno
de los caminos abiertos pertenecientes a «y; y si justo en ese punto los tres vectores
mencionados anteriormente forman un volumen no degenerado, entonces se contard
una contribucién. Luego, si no existe ningin otro corte que “cuente” una contribucion

andloga pero de sentido contrario, entenderemos que la curva «; enlaza a la curva ;.

En la Fig. 3.1 planteamos de manera esquematica la interpretaciéon geométrica

mencionada anteriormente para el link de Hopf caracterizado por (3.105)):

Figura 3.1: Esquema de haces de caminos paralelos para el Numero de Gauss

36



Capitulo 3: La Teoria de Chern-Simons-Wong y su relacién con invariantes de Nudo

Por otra parte, si ambas curvas «; y 7, no estuvieran anudadas segtin el Numero
de Anudamiento de Gauss un posible dibujo seria dado en la Fig. 3.2. En dicha
figura existen dos cortes consecutivos (de signos contrarios) entre la trayectoria v; y
el haz asociado a ~;, por lo tanto, al aplicarle a esta figura obtendremos que
ambas contribuciones se cancelan, indicando con esto que no hay anudamiento entre

las dos curvas.

Figura 3.2: Link Trivial (no-anudado) segin el esquema de haces

3.6.2. Interpretacién geométrica de S

Ahora pasemos a interpretar el invariante obtenido a primer orden del desarrollo
perturbativo y que estd relacionado con el Tercer Coeficiente de Milnor M (i, 7, k)

escrito en (3.82)). En dicha expresién hay tres términos de la forma:

Ti[/wc,uy] ijlm Tl?ﬂquxmmguyuzwz _ T'[ux,z/y} Tazs Tkﬁmgumlz3 Goyse- (3.106)

? J

Realizando la sustitucion de ¢,y por H,,(z,7Y) en la ecuacion anterior y luego sus-

tituyendo explicitamente la expresion para la distribucion de tangentes de uno y dos
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indices, obtenemos:

425 § df B2 7™) 2,7 )
Yk

7{ d2" / dz? jé
Vi 0 v,

45§ Ay [ @69 — e [ a6 - 2).
Tk /| /|
24

v*3 v

:}{ dz{‘/dzgjé
Vi 0 Vi

J

(3.107)

Para que la expresién dada por (3.107) pueda contar alguna contribucién debe ocurrir
que la curva ; corte en primer lugar al haz de caminos paralelos que terminan en
la trayectoria cerrada <, y seguidamente realice un corte con el haz v* que finaliza
en la trayectoria cerrada de la particula j. De nuevo, cada corte entre los vectores
tangentes a las trayectorias de las particulas (dz) y los vectores tangentes a los haces
de caminos abiertos (dy) es distinto de cero sélo si los vectores forman un volumen
no degenerado y ademas la orientacién de las curvas fija la direccién de los vectores
tangentes, pudiéndose distinguir entonces por medio de un signo las intersecciones de
entrada o de salida a la superficie que genera la “lluvia” de caminos del haz. Se puede
fijar una direccién para los vectores tangentes a los haces de caminos paralelos dy®,

podemos por ejemplo, elegir la direccién 3, por lo tanto tendriamos dy?.

Adicionalmente en ([3.82)) hay un primer término de la forma:

MY TL 222 3T 3 _ pvprpozy B Y3
€ TZ Tj Tk guxmmguxuzwzgpxugxs—e Tz T] Tk guma:vlguxﬁxggpx'yxg,,

(3.108)
que se convierte en:
— e’“’p/d?’a:j{ dzf‘% dzéj]{ dngua(x,fyZl)Hl,ﬁ(x,722)Hp7(x,723)
i Vi Tk
= —e“”pf dzla% dzgf dzg/dy‘f/dy%‘/dygewge,,memg X
i Vi Yk 'yzl 72,2 753

<83 (ys — 11)6® (y5 — ).

(3.109)
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La expresion anterior cuenta el nimero de veces que que las superficies generadas por
los haces de caminos abiertos 7%, v y 4 que finalizan en las trayectorias cerradas
Vi, Vj ¥ Yk respectivamente, se cortan en un mismo punto. Ahora bien, como estamos
considerando que los haces asociados a todas las trayectorias cerradas de las particulas

son paralelos, este término siempre sera nulo.

Ahora usemos el esquema de haces paralelos para verificar que el invariante M, ;
puede describir perfectamente el anudamiento de los Anillos de Borromeo (vea Fig.

3.3):

Figura 3.3: Esquema de haces de caminos paralelos para los Anillos de Borromeo

Vemos aqui que la curva ~; corta primero al haz de curvas pegado a la trayectoria

y luego al de caminos y* que finaliza en ;, tal cual como estd descrito en (3.107).

3.6.3. Interpretacién geométrica de S

Hasta el momento hemos visto que la accién a orden cero S esta relacionada

con el Numero de Anudamiento de Gauss y que puede detectar el anudamiento de un
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link de dos componentes (Link de Hopf). También que el invariante a primer orden
S® se encuentra relacionado con el Tercer Coeficiente de Milnor M; ; y puede des-
cribir de manera exacta el enlazamiento de un link de tres curvas cerradas (Anillos de
Borromeo). Ahora veamos cémo el invariante a orden dos del desarrollo perturbativo
de la accion on-shell para la teoria de Chern-Simons-Wong, puede describir el anuda-
miento de un link de 4 componentes y més atun, estamos estudiando si es posible que
pueda detectar el anudamiento del Link de Whitehead, el cual es un nudo no trivial
de dos componentes. Para este caso la expresion 1til seria la ecuacion , donde
hemos particularizado la accién a segundo orden para el caso de solo dos corrientes

independientes.

Analicemos cada uno de los términos que involucra a S®). Seguimos el mismo
método de interpretacién realizado para los invariantes L(i,7) y M(i, j, k). Comenza-

remos por el ultimo término de ([3.96)):

uxab crpdray _ HATAUS TS HGTE W11 A2 T2 U3 TS
T Gacgoa iy T 1) Gpaay = T Gpsespnzs Jpezepaza Ly Lg 1] X
XGuszapses

el cual se convierte en:

24 25
— dzﬁ”jl{ dzé”f dzé“?{ dsz‘*/dzé“’/dzé‘GHusm(zg),”yEl)HNGM(ze,,’yZQ)HM%(zLL,7Z3)
Vi Vi " v / /

Z4 z5
= oastr f ae foaste f st [t [t enna, [ dyo o - ) x
Vi Yk i Vi 0 0

741
az 5(3) _
X€#6#2a2 dyZ d (y2 26)6#4#3a3
Z

dy§“35(3) (ys - 24)-
¥ %3

v
(3.110)

La expresion anterior nos afirma que la curva v; debe cortar primero al haz asociado a

la trayectoria v, (772), luego cortar en algin punto a ¥ que es el haz que termina en

la trayectoria 7; y por ultimo, en ese orden, intersectar al haz que llega a la trayectoria

v (7%) para que pueda detectar alguna contribucién. Recordamos nuevamente que
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en cada corte los vectores considerados deben formar un volumen no degenerado y
también que, una vez que la curva atraviesa el haz de caminos parelelos (en cualquier
sentido) no debera cruzarlo en sentido opuesto (contribuciones en sentido contrario se

cancelan) para que este término sea distinto de cero.

A continuacién analizaremos el segundo término entre llaves de la expresion ((3.96)):

Y _pvprpay,a brpepd _ Y _pvprHaTa, 5 T5
26 T'] guxbgpxdgacT;; T]gj_} Juz oy = 26 T'] Guapx1 Gprpsas Yusaspzas

P1TL 3 T3 k222
XTi Tk Tl guﬂ»‘uzxm'

Por simplicidad vamos a tratarlos sin tomar en cuenta la antisimetrizacion de los

indices presentes en las coordenadas bi-locales. Entonces este término toma la forma:

3 7 3 .
56“”p/d3x% dzi“j{ dzé”j{ dz?j{ dzf‘*/dz’g%H,,m(m,fyzl)Hpm(x,722) X
; " Vi Vi s
XHM5H3(257723>HHM4<:C7724)

3 , 7
= 56’“”% dzflj{ dz’jzj[ dz:’,fd?{ dzf‘*/dzgs/ﬂ dyi”/ﬂ dys® | dy?/ﬂ dyg* x
Vi " Yk Yj 4 v*1 Y72 v*3 yF4

X€yprar Eppgas €u5u3a3€uu4a45(3)<yl - y2)5(3) (yl - y4)5(3)<y3 - Z5>~

(3.111)

El término descrito por la ec. (3.111)) puede ser distinto de cero si los haces de caminos
paralelos 751, 752 y 754 que terminan en -;, 7y y 7, respectivamente, se cortan en un
mismo punto y adicionalmente que la curva 7, tenga una intersecciéon distinta de cero

con el haz de caminos 7% que finaliza en los puntos de la trayectoria ;.
Seguimos con el tercer término de (3.96)):

3 4 3
Oy ra, T crpd _ H3T3 HaZ4rph1 21 222
ST T gvead L 1) Gua oy = 515 T; Juszspses Jpazipers X

2 2

H5T5 6 T6
xXT;" 1, Guazopaza >
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que puede escribirse como:

= -

3 7 7 Zr z Z
o det [zt f ke [aeht § deht § ae g (o0, v g (1,7 ™) By (22,77)
i 0 ' 0 k 1

3 z1 z3
= 5]{ dzy" /dzé”f dzé”s/dszj{ dz{—fj[ d26° € s pson /ﬂ dy6®) (y, — 23) x
Vi 0 V5 Vi " ¥*5

€uipsas / dys*o 3)( Zl)euzuws X,a dyglsé(g)(yii — 23).

(3.112)

Para “contar” o contabilizar alguna contibucién en este término debe suceder que la
curva cerrada 7; cruce ordenadamente primero a los caminos paralelos pertenecientes
al haz v* que terminan en la trayectoria 7, v luego debe intersectar en algtin punto al
haz de caminos 7% los cuales finalizan en la curva asociada a la particula {. Ademés
para tener una contribuciéon que no sea nula, la curva 7; debe intersectar en algun

punto al haz de caminos abiertos v* asociados a la trayectoria .

Por tltimo, el primer término entre llaves de (3.96):
§ P By

3
arpbrpepd _ pvp _afy
Gvza9ped98ybGryye Ly TJTle Guzay = ge € Guapi a1 Yprpsws 9Bypszs Gyypazs X

HAT1 3 T3 4 T4 202
XL Guaays

se escribe por medio de

S [ s [y as | ap §
|

dz:’)fs]{ dzy*H,,, (z,7%) x
j Yk

X Hpy, (2,7 )Hﬂu:a( gg)HﬂM(%VM)Hua(m’Vy)v (3.113)
que finalmente podemos escribir como:
3 vp _af M1 «
*6“ p€ 7% le f dZ % % dZ4 61’#1041 epyzazeﬂu3a3€7u4a4 / dyl bX
8 Yi " Vi Tk

< [dyg [y [yt - 1)8 (s — gi)euans [ A0 (s — ).
v*2 3 v Y3
(3.114)

En esta expresion podemos notar una caracteristica diferente que no poseian a los

otros términos y es que ademas de los haces asociados a cada una de las trayectorias
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de las particulas de Wong, tenemos un haz cuyos vectores tangentes dys° comienzan

en el infinito y termina en el haz de caminos 4* y no tienen asociado trayectoria de
: : « ’ : 2

particula alguna, es decir, se encuentra “solo”. La expresion (3.114) afirma que los

haces v*' y v** al igual que v** y v** deben coincidir y ademas el haz de caminos que

se encuentra solo debe coincidir con los dos primeros y terminar cortando a los dos

ualtimos.

En lo sucesivo veremos cémo el conjunto de términos de S® expuestos y anali-

zados anteriormente, pueden detectar el anudamiento de un Link de 4 componentes

Figura 3.4: Link de cuatro-componentes

En primer lugar dibujaremos los haces de caminos paralelos asociados a las distin-
tas trayectorias cerradas (Fig. 3.5). Esto nos permite poder realizar la interpretacién
geométrica del Link usando el esquema planteado en , que proporciona las herra-

mientas necesarias para la interpretacion.

Si observamos el caso mostrado por la Fig. 3.5 podemos argumentar que el iltimo

término de (3.96]) descrito por la ec. (3.110)) serd nulo ya que ninguna de las curvas
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/

| .
>
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>
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Figura 3.5: Esquema de haces asociados a las curvas cerradas para el Link de cuatro-

componentes

cerradas, vea (Fig. 3.5), cortan sucesivamente a los haces de caminos abiertos asociados
a las tres trayectorias restantes. El segundo término dado por la expresion
también se cancela porque nunca se cortan tres haces de caminos abiertos asociados a
distintas trayectorias de Wong. De igual manera el primer término es nulo dado que
ningun par de haces coinciden. El término que aporta una contribucién distinta de
cero es el tercero, ya que la curva ~; corta primero el haz perteneciente a la curva -,
seguidamente se enlaza con la superficie generada por los haces paralelos de la curva
v; ¥ ademds hay un corte distinto de cero entre la curva v; y los haces paralelos de
la curva cerrada 7. Finalmente, el invariante de link dado por la accién a orden dos
aplicado al ejemplo de la Fig. 3.5 se escribe como:

59 = 2 5 ([T (5 % B)] - B) (9T ool T ). (3115

i7j7k:7l
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La expresion anterior detecta que las curvas cerradas de la Fig. 3.5 se encuentran

anudadas de manera no-trivial por medio del arreglo mostrado.

3.7. Forma Esquematica de Interpretaciéon de los Invariantes

A continuacién usaremos un formalismo introducido en [9//14] que permite obtener
una interpretacion de forma sistematica de los invariantes de nudo obtenidos anterior-
mente. Para ello es necesario escribir cada uno de los invariantes en términos de las
cantidades D;,,’s que representan las Superficies de Seifert [9] cuyo borde lo cons-
tituyen las curvas ;. Adicionalmente cada g, .y, que es equivalente a —H, W(x,vg),
corresponde con un haz de caminos paralelos que terminan en una de las trayectorias
seguidas por las particulas de Wong. Debe tomarse en consideracion que los términos
que involucren a los T-objetos de dos o mas indices fijan el orden en que una curva
intersecta a determinadas superficies o “haces”. Este método nos permitird obtener
una “medida” cuantitativa del anudamiento del Link de cuatro componentes, resulta-
do que no puede obtenerse considerando sélo las expresiones analiticas de la seccién

anterior.

Para implementar el método consideraremos el invariante S dado por ([3.96)).

Tomemos el ultimo término de dicha expresion:
T8 G0 cgyd T TETY ge p = T Dy o Dyy Dy (3.116)

n mos u e = Quaoull”. érmino involucr uperfici 2
donde hemos usado D;, wevy Ly . Este té o involucra a las superficies de 7;,
Y& Y Vi, ya que aparecen las cantidades D;,, Dy, v D respectivamente. También esta
presente el T-objeto de rango tres Tf“b asociado a la curva v;, cuyos indices indican
el orden en que 7y, debe cortar o intersectar a las superficies asociadas a las curvas
mencionadas. Por lo tanto, este término puede interpretarse de la siguiente manera,
la curva «y; realiza tres cortes consecutivos y ordenados, en primer lugar intersecta

a la superficie de 7, seguidamente a la superficie asociada a ~; y por tdltimo a la
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superficie de ;. Esta interpretacion estd en concordancia con los resultados expresados

por (3.110)).

Ahora consideremos el segundo término de (3.96)):

3 vpoy, a c 3 vornoy, a
§EM ,07} ¥ guxbgpxdgacq—‘ikaz}dguxay = §€N pT‘j . DiVxDlprkaguxay (3117)

En este término aparecen las superficies asociadas con las curvas ~;, v; v v que en
9
virtud de D;yp = guavy Ty Y = —H,w(2,~4Y)T;Y pueden entenderse de manera equivalen-
te como el conjunto de “haces” paralelos que terminan en la curva correspondiente ;.
El hecho de que las superficies D;,, y D;,, tienen en comin el subindice x representa
que las mismas se cortan en un mismo punto. Ademés la combinacion de los factores
ay,a . . . . .
GuzayT; " indica que el haz asociado a la curva ; también se corta en el mismo punto
que las superficies de v; y 7; pero antes de que esto ocurra ; debe intersectar a la
superficie de .
mos resumir la interpr ion rmin mo sigu uperfici
Podemos res la interpretacion de este té o como sigue, las superficies o haces

de las curvas v;, 7, y 7, se cortan en un mismo punto. Ademas la curva v, intersecta

en algin punto a la superficie asociada a .
Seguidamente, consideremos el tercer término de (3.96)):

3 ayma c 3 a
2 Jb’ T, ’MgbcgadiTldgm:ay - 92 JI'L VT, MszbDlaglway (3.118)

En virtud de la “destreza” adquirida para interpretar los términos anteriores, podemos
leer la expresion de la siguiente manera, la curva ~; intersecta en primer lugar
al haz (o superficie) de 7, y seguidamente corta a la superficie de 7;. Adicionalmente,
cuando ocurre la intersecciéon de «; con la superficie asociada a +;, esta tltima debe

intersectar a la superficie de ;.
Por tltimo, el primer término entre llaves de ([3.96|):

3 v 3 v
geu pEaﬁ,yguxagpxdgﬁybgwycﬂaZElegﬂdguxay = geu pfaﬁ,yDi V:L‘Dl prj Bka yyGuz ay-

(3.119)
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En este término aparecen las superficies de v; ¥ v (Djve ¥ Dipe) las cuales se cortan
en un mismo punto. También las superficies D;g, v Dy, asociadas a las curvas v;
y 7k se cortan en un mismo punto. Ademas el haz que no tiene asociado a ninguna

particula de Wong dado por ¢,z ay = —Ha, coincide con «; y «; y termina cortando a

ooy

Vi Y Vk-

Aplicaremos el analisis esquematico de interpretacién al invariante de nudo que

detecta el anudamiento no trivial del Link de cuatro componentes dado por la expresion

(3-115)). Para ello lo reescribiremos en términos de la cantidad D;,,,:

5 = 13627 (7 (5 B ) (10 DaaDrags) - (3:120)

Este invariante mide el nimero orientado de veces en que la curva -; intersecta en
primer lugar al haz o (superficie) asociado a la curva 7; y luego cruza al haz o superficie
de ;. Adicionalmente, cuando ocurre la interseccion de ; con la superficie asociada

a 7v;, esta ultima debe intersectar a la superficie de ~,. Si escribimos el invariante

explicitamente:
3 21 z3
5@ 76 Z ([ ( [k)} -[z) f.dzi“ /dzgr"%.dzf;g/dsz“}{ dzé“”j{ dz§°
5.kl Vi 0 Y 0 Yk "
X €pspsay / y?lé Z3)€M1M66¥2 /56 dygvz(;(?:) (Y2 — Zl)€u2u4a3 /54 dy§35(3) (ys — 22),
775 v ¥

(3.121)

tenemos que en cada una de las intersecciones el volumen formado por los vectores dz”
y dz* (los cuales son vectores tangentes a las trayectorias seguidas por las particulas
de Wong), y el vector dy® (que es el vector tangente a los haces de caminos paralelos
introducidos en nuestro esquema de interpretacién geométrica) debe ser distinto de
cero. Para entenderlo de una manera mas clara consideremos el producto de factores
€pspson d25°d2E°dyT" de la expresion , donde el vector dz4? corresponde al vector
tangente a la trayectoria v;, el vector dz5 es el vector tangente a la trayectoria v; y
dyi* es el vector tangente a los haces que terminan en la trayectoria 7. Por consiguiente

este producto de factores determina el volumen formado por estos vectores cuando la
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curva 7; intersecta a la curva 7. De manera similar, €,,,,q,d25°dz}*dys® representa
el volumen no degenerado cuando la curva «; intersecta a los haces asociados a ;.
También tenemos que €, 50,d21" dz§dys? es el volumen formado por los vectores

cuando ~; intersecta a los haces de caminos paralelos asociado a la curva ;.

Observemos la Fig. 3.6 donde se muestra el nimero de “cortes” entre las curvas
del Link de cuatro componentes, cada uno de estos “cortes” se dan entre las curvas
VY W Vi Y Vi Y Yk En cada una de estas intersecciones podemos definir una
“comunicacién” como la unién de dos curvas a través del haz asociado a una de ellas.
Si por ejemplo, para un corte dado las curvas no estan unidas por el haz que viene desde
el infinito entonces diremos que no estan comunicadas. Esta definicién nos permitira
considerar sélo las comunicaciones validas para poder medir el anudamiento entre

curvas.

Para que la expresién del invariante pueda detectar el anudamiento del Link de
cuatro componentes deben ocurrir tres cortes consecutivos de forma ordenada, por
tanto hay distintas maneras de combinar los 16 cortes de 3 en 3 para obtener un
resultado distinto de cero. Calculemos el nimero de combinaciones totales para este

numero de cortes:

|
— = 560. (3.122)

De la expresion anterior se obtiene que hay 560 maneras de combinar los 16 cortes
de 3 en 3. Este nimero de combinaciones pueden disminuir analizando cuales “cor-
tes” o intersecciones no contribuyen debido a que no representan una “comunicacion”
entre curvas. Estos cortes son: 2, 3, 5, 6, 11 y 12. Por lo tanto, el nimero total de

combinaciones se ve disminuido, resultando

10 10!
= =120. (3.123)

También se pueden eliminar dos cortes mas considerando dénde “comienza” (realmente

el haz viene desde el infinito pero sélo estamos considerando el tramo que conecta a
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fh

€
)®Hj

2

crorosoipmasosas

Figura 3.6: Fig. 3.6: Numeros de cortes en el Link de cuatro-componentes

las dos curvas) y dénde termina el haz en la “comunicacion” que existe entre v; y .

Analicemos el término entre paréntesis de ([3.120)) escrito en funciéon de H,,:
b7 b}
Tj ayTz‘a HlegﬂeHbeaeHum ay

en la expresion anterior el mencionado haz viene dado por Hys y segun el orden de
sus indices (b y f), el haz “comienza” en +; y finaliza en 7. Entonces, ; debe estar
por debajo de 7. Si observamos la figura (Fig. 3.6) tenemos cuatro “comunicaciones”
entre v; y 7, y vienen dadas por los numeros: 13, 14, 15 y 16. Sabemos de nuestro
analisis de que la curva 7, es quien intersecta a la superficie o haz asociado a 7,
y eso ocurre en las “comunicaciones” 14 y 15. En las “comunicaciones” 13 y 16 la curva

7; estd por encima de la curva v, por lo tanto éstas comunicaciones no contribuyen.
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Entonces, el nimero de “comunicaciones” validas se reducen a 8:

8 8!

En total nos quedan 56 formas de combinar las “comunicaciones” de 3 en 3. El orden
en que deben ocurrir las “comunicaciones” reducirda en un numero considerable las

combinaciones posibles.

Como queremos establecer una forma de medida y poder cuantificar el anudamien-
to del Link de cuatro componentes a través del invariante dado por , usaremos
la convencién para el volumen no degenerado formado por los vectores dz”, dz* y dy®
dada por la Figura 3.7. Luego, mostraremos las combinaciones de intersecciones validas
(“comunicaciones”) que contribuyen al invariante a través de los Diagramas Planares.
El orden en que deben ocurrir las “comunicaciones” reducen las 56 combinaciones a

solo 4 que son distintas de cero.

-

dZ/.

\ 4

dv ¥ az

Figura 3.7: Fig. 3.7: Usaremos la convencion €, dz"dz*dy" = +1

Tomemos como punto de partida para recorrer a la curva ; el punto de inicio
mostrado en la Figura 3.6. Cada una de las curvas tienen un sentido de recorrido. Al
iniciar el recorrido de la curva ~; ésta debe “comunicarse” en primer lugar con la curva

7;, seguidamente con la curva 7;. Cuando ocurre la “comunicaciéon” de ; con v; esta
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ultima debe “comunicarse” con la curva 7. De tal manera que la primera combinacion

no nula se logra combinando las “comunicaciones” 10, 4 y 15:

(+1) @ | © @ 1)

dz?'
—— @

dy3?

[zt !

Figura 3.8: Diagrama Planar de los cruces 10, 4 y 15

En el Diagrama Planar dado en la figura (Fig. 3.8) se muestra las intersecciones de la
curva ; (color rojo) primero con la curva ; (color azul) y luego con la curva -, (color
negro). Finalmente se muestra la interseccion de la curva 7; con la curva 7y (color
verde). Usando el convenio establecido para el volumen, en cada cruce el volumen no
degenerado formado por los vectores dz”, dz* y el vector dy® son: (+1), (—=1) y (—1)

respectivamente.

Para obtener el resultado cuantitativo para el anudamiento del Link de cuatro

componentes reescribiremos el invariante dado por (3.121f) como:

5@ = 2 5 ([1x (I x 1)) - 1) S (3.125)

7’7j7k7l

con
Sn =5 (3.126)

Donde n indica el nimero de combinaciones de intersecciones validas entre curvas
(trayectorias 7, j, k y [) que contribuyen con el invariante. Entonces para la primera

combinacion dada por el Diagrama Planar de la Figura 3.8 tenemos que el producto
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de los volimenes no degenerados resulta:
S ={(+1) x (-1) x (=1)} = +1. (3.127)

Luego sigue la combinacién de intersecciones dadas por las “comunicaciones” 7, 1 y

15:

© (1) ® R &) (1)

—0—> —e—>— 0

Figura 3.9: Diagrama Planar de los cruces 7, 1 y 15

Sy = {(—1) x (+1) x (1)} = +1. (3.128)

La siguiente combinacion de intersecciones que contribuyen con el invariante corres-
ponde a las “comunicaciones” 8, 1 y 14. Calculando el producto de los voliimenes no

degenerados para esta combinacién, obtenemos:

Sy = {(+1) x (+1) x (+1)} = +1. (3.129)
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dzf“ (+1) @ ‘ (+1) (+1)
(] >— — —4—o—

dy3’ dz’;2

Figura 3.10: Diagrama Planar de los cruces 8, 1y 14

La ultima combinacién de intersecciones que contribuyen al invariante corresponde
a las “comunicaciones” 9, 4 y 14. El producto de volimenes no degerados formados en

cada una de las tres intersecciones, resulta:

@ dzf‘l (-1) @ | © (+1)

—a} .

('IZ]:‘1 dy,

Figura 3.11: Diagrama Planar de los cruces 9, 4 y 14

Sy={(=1) x (=1) x (+1)} = +1. (3.130)

Por 1ltimo, realizando la suma de las combinaciones que contibuyen como se indica

en (j3.126), obtenemos:

Sp = (+1) + (+1) + (+1) + (+1) = +4. (3.131)
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Finalmente, al aplicar el invariante S al Link de cuatro componentes obtenemos:
2 _ 2 2 I x L - T -2 2 I x I - T
5@ = 16”;”([[1 x (I x L)) - 1) x 4= 4;}%([11 x (x L) - 0) . (3.132)
Con este resultado podemos afirmar que el invariante dado por la accién a orden dos

S detecta el anudamiento dado por el Link de cuatro componentes mostrado en las

figuras anteriores distinguiéndolo de cuatro curvas desanudadas.

En el siguiente capitulo usaremos todas las herramientas desarrolladas para rea-
lizar la interpretacion geométrica del invariante dado por (3.102f) y estudiaremos si el

mismo puede enterarse del anudamiento del Link de Whitehead.
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Capitulo

S(2): Link de Whitehead

En este capitulo emplearemos todas las herramientas desarrolladas anteriormente
con el fin de estudiar si el invariante obtenido, para el caso particular de dos particulas
de Wong con iso-cargas independientes, puede detectar y caracterizar al Link de Whi-
tehead |17]. La motivacion de este estudio surge del hecho de que Milnor [11] ubica
al Link de Whitehead en la misma “categoria” del Link de cuatro componentes como

nudos del mismo orden.

4.1. Interpretacién geométrica de Ség)part,

Tomemos como punto de partida la expresion (3.102)), que corresponde al invarian-

te de nudo asociado a la accién S® para dos particulas independientes con iso-cargas

ortonormales:
2 1 3 v aryic a
Sé—)part. - gg/m ay |:4€H peaﬁ'ygyx a9px d9By bYyy c (TI Tl T2bT2d + leTldTZ T2C)
3Gy nps agae (TTTTITS + T TR
3 c rplay,b a, T c Qo xz,a]b
- §gbcgadT[1T2[] Y ]T[%Tl[} vl + 29acgde[1Tg]yT[CllT2[f } J- (4.1)
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

El objetivo es seguir el esquema planteado de interpretaciéon geométrica para cada uno
de los términos de 52 “part. Y luego determinar si este invariante puede “enterarse” del

anudamiento del Link de Whitehead dado por la Figura 4.1.

Figura 4.1: Fig. 4.1: Link de Whitehead

Consideremos de inmediato el primer término de (4.1)), que podemos reescribir de

la siguiente manera:

3

3
3 Gz ay€ eHvP By

v arperrbrpd
P e Wgy:v a9pz dgﬁybg'yycT T T T Gua i1 9px poxs X

H1T1 rpaZa rp 323 rp 222
X YBy p3rsJyy pawa Tl Tl T2 T2 Guz ay

Sustituyendo la métrica g,y por la dos forma —H,,(z,v) v el factor de forma,

obtenemos:

3 _

e [ [ ot f 0 5 e
32 ol 7 2 Y2

X Hpgy, (y, 723)Hw4 (y7 v )Hua (m, 'Yy)

3
uvp _afy H1 Ha M3 M2 ai
= 326 € ?{dz j{d% 7{ dz }{ dz, eyﬂlalepwmeigmagewwAl/4 dyit x
72 72

X / dys? L dy$*6® (yr — 12)0® (ys — ya) e,ms/ dy2s6® (y, — ys).
(4.2)
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

Al igual que en la discusion para la interpretacion geométrica del Link de cuatro com-
ponentes en este término nos encontramos con un haz de caminos paralelos (cuyos
vectores tangentes son dys?) que comienza en el infinito espacial y termina coincidien-
do con el haz de caminos v*. Este haz se encuentra “solo”, es decir, no se encuentra
asociado (por medio de los puntos finales) a ninguna trayectoria cerrada de las parti-
culas de Wong. Entonces para que la ec. pueda contar una contribucién distinta
de cero debe suceder que los haces de caminos paralelos ¥*' y ¥% deben coincidir. Al
igual debe suceder con los haces v® y 7*. Adicionalmente el haz de caminos que se

encuentra solo debe coincidir con y* y 7* y terminar cortando a y*' y y*2.

Ahora pasemos a interpretar geométricamente el segundo término de la ec. (4.1)),

que viene dado por:

3

3
v brd v,
3729113[: ayeu peaﬁvguz agpz d98y by ch Tl TQGTQC - @‘fu peaﬁvgucc u1x1gpa: H2T2 X

U3T3 2T b1 L1 4 T4
X 9By pswsYvy paza A A E b Guz ay-

3 o .
— —e“l”’ealh/d?’x/d?’y]{ dz:’f?{ dzé”f dzi“]{ Az Hypy (2, 7)) Hppy (2, 772) X
32 " " 72 V2

X Hpgy, (3/7 ’YZS)HWM (y, 724)H;wz (5’77 Vg)

3
nvp _afy u3 u2 H1 Ha (o3}
=—3g¢ € 7{ dzs 7{ dzg 7{ dz, 7{ dzy eyulalepmweﬁugagewwzl/ﬂ dyyt x
" " V2 V2 et

< [y [ dys [ s — )5 (s — ya)epans [, duE 0O — )
Y il

(4.3)

La intepretacion de este término es similar al anterior. Para que sea distinto de cero
debe ocurrrir que los haces de caminos paralelos v*' y 4?2 coincidan. Al igual debe
suceder con los haces v** y v*. Ademas el haz que se encuentra solo debe coincidir

con los dos tltimos (y* y 4*) y terminar cortando a los dos primeros (771 y v?2).

A continuacién analizaremos el tercer término entre corchetes del lado derecho de

la expresién (4.1)). Por simplicidad no tomaremos en cuenta la antisimetrizacion de los
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead
indices presentes en las coordenadas bi-locales. Entonces este término:

3 3
uvp brperpdrpay, a _ nge 1T 22
ge vz bgpac dgach T1 T T g/w: ay — ge Guvx H1x1 gpx ,ugazggusa:s uszTl Tl X

HU3T3 4Ty, H5T5
1,771, Jux paza

y sustituyendo al igual que antes la dos forma H,,,(x,?) se obtiene:

3 “
= —fe"”p]{ dz{”% dzé”"?{ dzf)f‘?’j[ dsz‘*/ dzé”’/ﬂ dyi”/ﬂ dygz/ﬂ dy§3/ﬂ dyg*
8 71 71 Y2 Y2 0 ¥*1 ¥*2 vZ3 ~vZ4

EVM1Oé1eusuzazeﬂma?,euwom(s(g)(yl - y3)5(3) (yQ - 25)5(3) (yl - y4)'
(4.4)

Para que el término descrito por la iltima expresion detecte alguna contribucion debe
suceder que los haces de caminos paralelos 7%, v y 7%, que se encuentran asociados
a las trayectorias vy, 72 v 72 respectivamente deben cortarse en un mismo punto y
ademds la curva 7, debe tener una interseccién distinta de cero con el haz v que
estd asociado a la trayectoria cerrada 7;. Adicionalmente, en cada punto donde se
intersecten los haces y las curvas, los vectores involucrados deben formar un volumen

no degenerado.
Ahora analizamos el cuarto término dado por:

3
vp crpbray, a _ ny P1T1 222
ge vz bgpx dgacT T T T gux ay — ge Guz ug:cggpa: ,ulcrflgu5x5 ungTl T2 X

H3T3rjaTs, H5T5
T2 Tl g,ul‘ HaTa

e’“’”/d3 /d3 7( fdz ﬁ 7( / 2t Hyp (2,77 Hop (,77) X

XHug,ug (Z57 752)HMM4 (l’, ’754)

3 -
= —ge"”p]{ dzf% dzé“j{ dz;ﬁ?j{ dzf‘*/ dzé%/ﬂ dytt | dy§‘2/ﬂ dy§‘3/ﬂ dyg*
7 Y2 Y2 Y1 0 v*1 v*2 v*3 Y4

€ppron Epspzan Euu3a3€uu4a45(3) (yl - y3)6(3) (y2 - 25)5(3) (yl - y4>
(4.5)

El andlisis de la expresion anterior es muy similar al realizado para la ecuacién (4.4))

ya que este término contard una contribucién si los haces de caminos paralelos v**
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

v* y la curva v*, que se encuentran asociados a las trayectorias vy, 72 v 1 respecti-
vamente deben cortarse en un mismo punto y también que la curva 7, debe tener una

interseccion distinta de cero con el haz v*? que esta asociado a la trayectoria cerrada

V2.

El quinto término de (4.1)) lo podemos descomponer de la siguiente manera:

_ ]isgbcgadT[clTQ[?yvb}]’[zT[? nal g ooy = 13% TP vl le um}gbcgadT g (46)
+ 136 Tiedpienly, o TeTde o (47)
_ 136T1[b ay}T[a M]gbcgadT T2 G (4.8)
a 136T[b N e God T{ T G g (4.9)

Para realizar la interpretacion geométrica de este término analizaremos cada uno de
los términos de la derecha dados por (4.6), (4.7), (4.8) y (4.9). Comenzamos analizando
el término (4.6), por simplicidad no consideraremos la antisimetrizacién de los indices

de los objetos bi-locales:

3 b, cyrpa, px c
T6T2 yT g gbcgadTlTnguxay =

THITL, P22 H3Ts, H4T4
1

T Gpana pazad2 X
16 HaT4 22

Gpiz1 pszs Juszs pewe

% Tiu5$5 Tiu6x6 .

Al sustituir las coordenadas de caminos de uno y dos indices y la métrica g, ., por

—H,,(z,~7), obtenemos:

3 21 N ) ;
— o sl [T ok [T et et e (0 g (75,77 %
Y2 0 1 0 71 Y2

X H,u4u2 <Z4’ ’752)

3 z1 z
=g foastt [T f st [Tase f dt f detn e, [ dupa® - =) x
0 Y1 Y1 Y2 #5
X | o D5 (s = 2w | 570 (2~ 20).
72
(4.10)
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

De esta expresion podemos argumentar que para contar alguna contribucion debe
suceder que la trayectoria cerrada 7; cruce ordenadamente primero a los caminos
paralelos 7?2 que terminan en la trayectoria v, y luego debe intersectar en algin punto
a los caminos que pertenecen a v% y que finalizan en la curva asociada a la particula
2. Entonces lo anterior describe que 7; debe hacer dos cortes sucesivos al haz de la
curva yp. De la misma forma, para contar una contribucién que no sea nula, debe
suceder que la curva 7, intersecte en algtin punto al haz de caminos v asociados a la
trayectoria v;. Y en cada corte los vectores involucrados deben formar un volumen no

degenerado.

Ahora esturiaremos el término (4.7):

3 b, cyrpa, px c
T6T1 yT : gbcgadTQTldguxay =

Tﬂlxl s H222 T2,U/3-7337 HaTa

T2 9pama powatl X
16 H4aT4 (U222

gmm M5$5g,u3903 H6T6

X Téusﬂ?s Titt6ﬂ?6

3 z z N .
_ 0 7{ dzi / e f 2t / * gzt ]{ 2 f 2 Hopy s (21,77 o (23, 7))
16 71 0 Y2 0 Y2 0l

X Hu4u2 (Z4> 752)

3 z Z
— 7% 1/ legQ]{ dzéLS/ 3d25 f % dZG 6#1#5(11/ dy?lé (yl _Zl) >
16 0 72 7
%o | o B0 W = 20) 6y [ 5?6 (02— 24).
(4.11)

El andlisis de este término es similar al anterior siendo ahora la curva 7, la que debe
realizar dos cortes sucesivos a los haces asociados a la trayectotia ;. Primero debe
cortar al haz v* y luego en algin punto al haz v%. Adicionalmente la curva ~; debe
cortar en algiin punto al haz de caminos paralelos y abiertos 4% que terminan en s,

si es que queremos que este término en particular detecte alguna contribucion.

Ahora consideremos el término (4.8), que reescribremos de la siguiente manera:

3 Tulﬂ»‘h M2$52T1M39037M41’4

3 b, av a, LT c
7T1 yT a gbcgadTQTngu:c ay — _Eguuu poweL1

X
16

g#lxl Msxsgusxs H6X6

X Télt5$5 Téuﬁzfs
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

Z1 z3 - -
dz{“/ dzé”f dz§L3/ dzjf“% dzé”’]{ Az H s (21, Y7 ) H g (23, 77°) X
0 7 0 Y2 Y2

X HM4#2 (247 722)

3 z z
=g e [as fae [Tage ) de f@wwm/dwawfaw
16 ol 0 71 Y2
XGMB#GOZS/ dy§35 ®) (y3 6#4#2&2 /52 dyg25 (y2 - 24)'
0

(4.12)

Observamos en la expresién anterior que para contabilizar una contribucién distinta
de cero, debe ocurrir que la curva asociada a la particula de Wong ~; debe cruzar
ordenadamente primero al haz de caminos paralelos 7?? asociado consigo misma, luego
cortar en algin punto a los caminos del haz 7% que finaliza en la trayectoria 7s.
Finalmente cruzar al haz % que también esta asociado a la trayectoria 7,. Y en todas
las intersecciones los vectores involucrados deben formar volumenes no degenerados.

Por tltimo el término (4.9) pasa a ser:

3 « a, 4T C 3
7T2b YT ghead Ty Tldgwc oy = _Egﬂwi H2®2 =2

16 fE uQmTéuSm’ MMQMM pszs Juzzs peze X
X THeTsTfeTs
Al sustituir las coordenadas de caminos de uno y dos indices y la métrica g, ., por
—H,,(z,~7), obtenemos:
21 z3 = >
dzi" / dzé”% dzg“”/ dzjf“j{ dzg”"j{ Az H s (210, Y7 ) H g (23, 77°) X
0 V2 0 7 7
X HN4#2 (247 722)
3 zZ1 z3
=g f e [Ta f ae [Tage ) de f@www/dwawﬁaw
16 Y2 0 72 71
Xeua,usa?,/ dy?36 ®) (yS 6#4#2&2 /52 dng(s (yZ - 24)'
gl
(4.13)

Para que el término descrito por la tltima expresion detecte alguna contribucion debe
ocurrir que la curva cerrada v, cruce ordenadamente primero al haz de caminos para-

lelos v* asociado consigo misma, luego cortar en algiin punto a los caminos paralelos
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

v* que terminan en ;. Finalmente debe realizar un corte al haz de caminos abiertos

y paralelos v® que terminan en la trayectoria de la particula ;.

Ahora continuamos nuestro andlisis para el ultimo término de (4.1]), que se puede

descomponer de la siguiente manera:

igacgdefoyTﬁTz[f P oy = ; P g TETETS G oy (4.14)
b g T T gy (415)
- ; P e Gha TETETSY G g (4.16)
- ; P e g TS TITEY G . (4.17)

Para analizar este término estudiaremos cada uno de sus componentes dados por
(4.14), (4.15), (4.16) y (4.17). Consideremos el término (4.14), que puede ser reescrito

de la siguiente manera

1
7Téu,111 H2xo ,LL3$3T1;L4:B4T1ALsSC5 T2,MS$6 X

1 ab c
o QLM gacgdelTldT;yguacay - 3

8

X Guoxs pazaJuszs pses Juizr pewe -

Al sustituir las coordenadas de caminos de uno y tres indices v gup vy = —H,u (2,7Y)

obtenemos:
1 H1 = H2 i 13 14 5 16 Z4 Z5
YA d2} ; dzh ; dz4 4 dz} 4 dzt 4 dz§° H iy (22, V) H g s (23, 77°) X
2 1 1 2
XHM%(ZD'YZG)v
si ahora sustituimos la dos formas H,, (z,9):

1 z1 29 )
3 dz{“/ dzé‘z/ dzé“j{ dzf‘*f dzE° ¢ dz§° € pson /ﬂ dy 6B (yy — 21) x
V2 0 0 7 gé! 72 %6

X€pspsan [,24 dy§25(3)<y2 — 29)€uzpzas /\/55 dy§36(3)<3/3 — z3).

(4.18)

La expresion (4.18)) muestra que para que detecte alguna contribucién debe suceder

que la trayectoria cerrada -, cruce ordenadamente primero a los caminos paralelos
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

pertenecientes al haz v® que termina en la trayectoria ~; y luego debe intersectar en

algin punto a los caminos que pertenecen a v** y que finalizan nuevamente en la curva

T

Finalmente debe realizar un corte al haz de caminos paralelos v*¢ que terminan en

la propia curva ;.

Con un procedimiento similar para la obtencién del término (4.14) se obtienen los tres

términos restantes. El término (4.15) viene dado por:

1 1
pnxab crpdpoy _ 1T (222 J3T3 a4 s T5 6 L6
3 17 Gacvd 15 15T Gpo oy = T4 LT X

8

X Guoxs pazaYuses pses Juizt pewe

z1 29
j{ dz{“/ dzé”/ dzé‘?’j{ dsz“j{ dzgf’?f dzgﬁem%m/ﬂ dy‘flts(g)(?/l —21) X
71 0 0 Y2 Y2 Y1 ~%6

X €pspigas /724 dy32(5(3)(y2 - ZQ)GHS%QS LZS dyg35(3) (y3 — 23).

(4.19)

ool =

De esta expresion podemos argumentar que para contabilizar alguna contribucién debe

suceder que la trayectoria cerrada 7, cruce ordenadamente primero a los caminos

paralelos pertenecientes al haz v® que terminan en la trayectoria 7, y luego debe

intersectar en algin punto al haz de caminos paralelos v** que también estan asociados

a 7. Quiere decir que 7, debe realizar dos cortes sucesivos no nulos sobre el haz de

caminos asociado a ;. Seguidamente v; debe realizar una intersecciéon con el haz ~*

que terminan en la propia curva ;.

Ahora realizaremos la interpretacién geométrica de (4.16), que viene dado por:

1 1
uxrab crpdrpoy _ H1T1 H2T2 H3T3 T4 s T5 6 T6
- ng GacGrd L1715 T Juz oy = — §T1 TTH 57T X

X Quaxs pazaJuzzs pses Y1z peze

1 21 22
—*f dz{”/ dzé‘z/ dzf{?’j{ dsz“j{ dzéf‘r’j{ d2E° € pson /_ dy1 6B (yy — 21) x
8 Jm 0 0 M 72 72 Y76
X €pgpaas [ya dyg‘25(3) (yg - 22)6%%03 [/35 dy§35(3)(y3 — 23).

(4.20)
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La expresion (4.20) nos afirma que la curva ~; debe cortar primero, en ese orden, al
) )

haz asociado a la trayectoria v, (%), luego intersectar en algin punto a los caminos

paralelos de v** que terminan en si misma. Finalmente cortar al haz v*¢ asociado con

la trayectoria de la particula de Wong ntimero 2.

Llegamos de esta manera a la interpretacion geométrica del iltimo término, que

corresponde a (4.17):

1 1
uxab crpdroy _ U1T1 U2T2 U3T3 4T s s L6 L6
- gTz GacGvaly 17Ty Guz oy = —-T15 LT X

8

X Guows paza Juses pses Juizr pewe

1 zZ1 292
-3 f A4 / 24 / A2 7{ dz 7{ dzt 7{ defoe, / Ay (g — 2) x
72 0 0 72 71 71 ~%6
X€papaar /754 dys26® (Y2 — 22) € psas Lz5 Ay 53 (ys — 23).

(4.21)

La expresion muestra que para contar alguna contribuciéon debe suceder que
la trayectoria cerrada 7, cruce ordenadamente primero a los caminos paralelos per-
tenecientes al haz 7% que termina en la trayectoria v, y luego debe intersectar en
algin punto a los caminos que pertenecen a ¥** y que finalizan en la propia curva 7s.
Finalmente debe realizar un corte al haz de caminos paralelos v% que terminan en
la curva ;. En cada uno de estos cortes debe suceder que los vectores involucrados

deben formar voltimenes no degenerados.

Hemos explicado qué debe suceder con cada término que compone al invariante

2 0
dado por Sé_)part. para que cuente o detecte alguna contribucién que no sea nula. En
la préxima seccion analizaremos si todos los componentes anteriores pueden describir

el anudamiento del Link de Whitehead.
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

4.2. Interpretacion geométrica del Link de Whitehead

En esta seccién estudiaremos si el anudamiento del Link de Whitehead puede des-
2)

“part.- Para realizar este andlisis nos apoyaremos en los

cribirse a través del invariante Sé
resultados obtenidos en la secciéon previa y en la forma esquemaética de interpretacién

introducida en la seccion 3.5 del capitulo 3.

Para comenzar procedamos a introducir debidamente en el dibujo de la Fig. 4.1
los haces de caminos paralelos asociadas a las dos trayectorias cerradas, vea la Fig.
4.2. De esta manera seguiremos el esquema planteado de interpretacion geométrica
aplicando las expresiones de los términos que componen a Séa)part_ al anudamiento de

Whitehead.

R S S——

e e X

Figura 4.2: Esquema de haces asociados para el Link de Whitehead
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Observando la Fig. 4.2 podemos decir que el primer término del invariante dado
por la expresion es nulo debido a que los productos vectoriales de los vectores
tangentes involucrados en las intersecciones de los haces de caminos paralelos se dege-
neran. De igual manera, ocurre con el segundo término de dado por la expresion
. También tenemos que el tercer y cuarto término, expresiones y (4.5), son
nulos porque nunca (en la Fig. 4.2) se cortan los haces de caminos abiertos asociados
a las dos curvas para el Link de Whitehead.

Por lo tanto, los términos que pueden ser distintos de cero para la Fig. 4.2 son los

términos quinto y sexto de 1} Entonces el invariante SéQ_)pm puede escribirse como:
2
S5 art = S5 + S, (4.22)

4

donde S5 = .21551' y Se = | 1Sﬁj corresponden a la suma de los componentes del
1= J

quinto y sexto término respectivamente.

4

Aligual que para el Link de cuatro componentes estamos interesados en cuantificar
el anudamiento del Link de Whitehead y de esta manera determinar si el invariante
Séi)pm puede medir dicho anudamiento. Con este fin hemos enumerado cada uno de
las intersecciones vélidas o “comunicaciones” entre las curvas 7; (de color rojo) y 7

(de color azul). También usaremos la convencién del volumen formado por los vectores

dz", dz* y dy® en cada una de las intersecciones dada por la Figura 3.7.

A continuacion apliquemos el quinto término de al esquema de haces mostra-
do en la Fig.4.2. Para facilitar el andlisis, escribiremos cada uno de los componentes
de este término en funcién de las cantidades D;,, y de esta manera complementar
la interpretacién geométrica de cada uno de ellos usando la forma esquematica de
interpretaciéon discutida en la seccién (3.5). Entonces, el término (4.6) lo podemos

reescribir:

3 b, av a, T c 3 b, o a, 1T
1767—’27 yTI7M gbcgadTngguxay = E 27 yT17M leDQag,uxay'

(4.23)
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Esta expresion nos indica que la curva ~; debe “comunicarse” dos veces seguidas con
la curva v, y ademés justo cuando ~; realiza la primera “comunicaciéon” con 7s, esta
tltima “comunicarse” con 7; en algin punto. Por otra parte, la expresién para (4.14)

dada por las integrales:

3 21 . 23 }
0 dz{“/ dzé”j{ dzé“/ dsz‘*j{ dzg’f dzg%uwwl/ dy?16® (y; — 1) x
Y2 0 71 0 71 72
X €pspgas /756 dy?35(3) (yg — ’23)6,“4#2042 /722 dyg‘Qd (y2 — 24),

(4.24)

nos dice que en cada interseccién los volimenes €, ,a, 24 d25>dys?, €uq60,d25° dzg° dys®
Y €uipsar d21 " d2E°dyi™ deben ser no degenerados para contar una contribucién distinta

de cero.

Como el término (4.14) involucra tres “comunicaciones” ordenadas podemos cal-
cular el nimero de combinaciones posibles para que dicho término cuente una contri-
bucién. Hay 5 cortes mostrados en la figura (Fig. 4.2), los cuales podemos combinar
de 3 en 3. El nimero total de combinaciones resulta:

d 5!

Entonces tenemos 10 maneras de escoger los 5 “comunicaciones” de 3 en 3. Podemos
eliminar las “comunicaciones” que no contribuyen para este término, seria la niimero 3
ya que representa la interseccién de v con los haces asociados consigo misma. Entonces
el nimero de combinaciones se reduce a:

4 4!

= =4 (4.26)
NEE

Es posible que este resultado se vea disminuido en virtud del orden en que debe ocurrir
las “comunicaciones”.

Veamos la Fig. 4.2 y tomaremos como punto de partida para recorrer a la curva vy,

el punto Q. Al iniciar el recorrido de la curva v, ésta debe intersectar en primer lugar
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a los haces asociados a 7,, seguidamente cruzar nuevamente a los haces asociados a la
curva 9. Cuando ocurre la primera intersecciéon de 7y, con los haces de v, esta tltima
debe intersectar a los haces asociados a ;. De tal manera que la tinica combinaciéon
no nula se logra combinando las “comunicaciones” 1, 5 y 2, mostrados en el Diagrama

Planar de la Fig.4.3:

@ (1) @ l (1 @ (1)

an

dyy?
—<—O—y'— —— O —

dzf:
yn
de : T

Figura 4.3: Diagrama Planar de los cruces 1, 5 y 2

Usando el convenio establecido para el volumen, en cada cruce el volumen no
degenerado formado por los vectores dzh?, dz§* y el vector dys? son: (+1), (—=1) y
(—1) respectivamente. Entonces para esta combinacién tenemos que el producto de

los volimenes no degenerados resulta:

3 3
= E(+1) = —. (4.27)

Ss1 =~ A(+1) x (1) x (~1)) =

16

Seguimos con el siguiente término dado por (4.7) que podemos reescribir:

3 b, av a, T c 3 b, o a, T
1761—’17 yT27u gbcgadTQTldg;may = E 17 yT27M D2bDlag,uzo¢y'

(4.28)

Leemos de esta expresién que la curva ~, cruza dos veces seguidas a los haces (o
superficie) de ;. Ademés, justo cuando 7, realiza el primer “corte” al haz de 7, ésta

intersecta al haz de 7, en algiin punto. Existe una tinica combinaciéon para que este
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

término sea distinto de cero. La misma viene dada por las “comunicaciones” 2, 4 y 5

(vea Fig. 4.5).

@ (1) @ Aoe @ l &

0 >~ ——— a0

Figura 4.4: Diagrama Planar de los cruces 2, 4 y 5

Calculando el producto de los voltimenes formados por los vectores dz”, dz* y dy®

involucrados en cada interseccion, obtenemos:

3 3
= 1—6(+1) = —. (4.29)

Si2 = 2 {(=1) x (+1) x (=)} -

16

Continuemos con el término (4.8), que rescribiremos usando la cantidad D;

3 ayra, uT c 3 ayrma, T
- 1767_71b7 yT1’M gbcgadT2T2dguac ay — _ETF yTl o D2bD2agum ay (430)

Este término es distinto de cero si la curva v, intersecta en primer lugar a los haces
asociados consigo misma, luego realiza dos cortes seguidos a la superficie (o haz) de
~2. Este término es directamente igual a cero porque segin la Fig. 4.2 la curva v; (de

color rojo) nunca intersecta a los haces asociados consigo misma.

Nos queda por evaluar el iltimo componente del quinto término sobre el esquema

de haces paralelos del Link de Whitehead que corresponde a (4.9):

3 o a X C 3 (0% a T
- ETS Tyt gbcgadT1T1d9uzay = _ETS’ YT D1p D1 oGy ay- (4.31)
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

Este término describe que la curva 7, debe intersectar ordenadamente a los haces
asociados consigo misma y luego dos veces seguidas a los haces de ;. Observando
la Fig. 4.2 e iniciando el recorrido de la curva v, en el punto P, tenemos que existe
una combinacion distinta de cero para este término. La misma estd dada por las

“comunicaciones” 3, 2 y 4.

O T () SO W

> >— (] >

Figura 4.5: Diagrama Planar de los cruces 3, 2 y 4

En el Diagrama Planar dado en la Fig. 4.7 se muestra las “comunicaciones” de la curva
v2 (color azul) primero consigo misma y luego las dos “comunicaciones” consecutivas
con 7 (color rojo). Usando el convenio establecido para el volumen, en cada cruce el
volumen no degenerado formado por los vectores dz”, dz* y el vector dy® son: (+1),

(—1) y (+1) respectivamente.

Por lo tanto, para esta combinacion el producto de los voliimenes no degenerados

resulta:

854 = _136 (—|—1) X (—1) X (+1)} = —i(—l) = i (432)

Estos resultados nos permiten determinar Ss:

d 3 3 3 9
55—ZSSi—S51+S52+S53+S54— (16) + <16) + (0) + (16> =16

1=a

(4.33)
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Capitulo 4: S®: Link de Whitehead

Este resultado nos muestra que el quinto término del invariante Sé%)part detecta el
anudamiento del Link de Whitehead. Ahora nos queda por determinar si el sexto
término puede detectar dicho anudamiento y si no produce un resultado analogo pero
de signo contrario que cancele la contribucién del quinto término diremos que Sﬁ)pm

puede medir y caracterizar el anudamiento no trivial del Link de Whitehead.

Estudiemos ahora si el sexto término de (4.1]) puede detectar el anudamiento de
Whitehead. Comencemos aplicando el término (4.14) al esquema de haces de la Fig.
4.2. Escribiendo dicho término en funcién de la cantidad D; ,,, obtenemos:

1 Ta c « 1 Ta
§T2M bgacgdel T1dT2 ygux ay — g 2M bDZua:Dl ale (434)

Esta expresion nos indica que la curva 7, debe realizar tres intersecciones validas
ordenadas, primero a la superficie (o haz) de 71, luego vuelve a intersectar a la superficie
(o haz) de 71 y por ultimo a la superficie asociada consigo misma. El nimero de

combinaciones posibles para que este término sea distinto de cero viene dado por:

d 5!

Si eliminamos las “comunicaciones” 1 y 5 ya que no contribuyen a este término (estos
corresponden a las intersecciones de la curva ; con los haces de 7,), el nimero de
combinaciones se reduce a:

3 3!

Por lo tanto, tenemos solo una combinacion posible para que este término pueda contri-
buir con el invariante. De hecho, esta combinacion viene dada por las “comunicaciones”

2,4y 3:
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@ - @ O W

— 0 B o —

Figura 4.6: Diagrama Planar de los cruces 2, 4 y 3

En este diagrama se muestra las tres intersecciones y en cada una de ellas se
forman volimenes no degenerados entre los vectotes dz*, dz” y dy® como lo exige la

expresion para (4.14) dada por:

1 z1 F)
= - dz{“/ dzgz/ dzg‘?’?é dsz“jlé dzE° jlg dz° em%al/ dy 6 (y — 21) x
8 Jre 0 0 7 7 Y2

X€u2#4az/ dy2a25 3)(y2 6#3#5043 /ﬁ”s dy335 <y3 - 23)'
(4.37)

Por lo tanto, para esta combinacion el producto de volimenes no degenerados resulta:

1 1 1
Analicemos ahora que sucede al aplicar el término (4.15) al esquema de haces
de la Fig. 4.2. Para ello, complementemos el anélisis usando la forma esquemaética de

interpretacion:

1 rab c 1 Ta
STM gacgde TdTl guzay gTM bDl;u:D2aD2b (439)

Leemos de esta expresion que la curva v, debe “comunicarse” dos veces seguidas con
la curva ~ys, y por tltimo consigo misma. Observando la Fig. 4.2 vemos que la curva =,
nunca se “comunica’ consigo misma. Por lo tanto, este término es directamente igual

a cero.
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Del mismo modo, el término (4.16) puede escribirse en funcién de la cantidad

D; 1z como:
1 uxab crdmoy 1 uxab
- ng gacgdel T2 T2 uz ay = _ng D2,umD1aD2b (44())

De la expresion anterior podemos argumentar que la curva v, debe intersectar orde-
nadamente en primer lugar a la superficie asociada a s, luego a la superficie asociada
consigo misma y por ultimo a la superficie de v5. Como este término involucra nueva-

mente la “comunicacion” de 7, consigo misma es nulo.

Finalmente, analicemos el término (4.17) sobre el esquema de haces paralelos del

Link de Whitehead. Usemos nuevamente la forma esquematica de interpretacién:
1 pux ab crpdmoy . 1 uxab
- gTQ gacgdeQTl Tl g,u:v ay — _gTQ Dl/m:D2aD1b (441>

Esta expresion indica que la curva v, debe intersectar en primer lugar a la superficie
(o haces) de 1, luego al haz asociado consigo misma y finalmente al haz asociado a ;.
Para este término existe una combinacion de intersecciones no nula, la misma viene

dada por las “comunicaciones” 4, 3, 2: Por lo tanto, podemos contar una contribuciéon

@ A (+1) @ I @ (1)

0 - o —> [ iz

Figura 4.7: Diagrama Planar de los cruces 4, 3 y 2

para este término dada por:

Sea = —; {(+) x (#+) x (=1)} = —=(—1) = +-. (4.42)
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Si ahora calculamos Sg, obtenemos:

d 1 1
Se =Y Sei = Se1+ Se2 + Se3 + Sea = (—8> +(0) + (0) + (+8) =0. (4.43)

Este resultado muestra que aunque los términos (4.14) y (4.17) al aplicarlos sobre
el esquema de haces para el Link de Whitehead puedan detectar el anudamiento, el

término global Sg no puede hacerlo ya que la contribucién de (4.17) es igual y opuesta

a la dada por (4.14).

De esta manera podemos decir que el invariante que puede detectar el anudamien-

to del Link de Whitehead vienen dados por los términos (4.6), (4.7) y (4.9):

2 3 b, a,uT c 3 b, a, Jx c
Sé—)part. = |:16T2[ y]Tl[ : ]gbcgadTl T2dg;m: ay + ETl[ y]TQ[ a ]gbcgadTQ Tflgu:p ay
3 b, a, Jx c
- ETZ[ il TQ[ : ]gbcgadTl Tldg;w: ay]~

(4.44)

El resultado dado por puede describir la forma en como se enlazan las dos
curvas que constituyen al Link de Whitehead, que en nuestro caso representan las
trayectorias asociadas a dos particulas de Wong que interactiian de forma particular a
través de un campo no-Abeliano de Chern-Simons. Este resultado demuestra que hay
una estrecha relacién entre las teorias topoldgicas con invariantes de nudo, no solo a
nivel cudntico como lo expresan los resultados obtenidos por Witten [1] sino también
a nivel clasico como se demuestra en este trabajo. En la actualidad los invariantes de
nudo han sido invocados en la descripcion de ciertas propiedades de arrollamiento de

polimeros [22,[23] y recientemente se ha demostrado especial interés en la estructura

de nudos en el desdoblamiento del ADN celular [4].
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Conclusiones

En el presente trabajo hemos estudiado los invariantes de nudos obtenidos a par-
tir del estudio de las ecuaciones clasicas de movimiento de la teoria no-Abeliana de
Chern-Simons acoplada con fuentes. Partimos del hecho de que la accién clasica debe
preservar su caracter topologico (independiente de la métrica) cuando se evaliia sobre
las ecuaciones de movimiento; esto conduce a expresiones analiticas de invariantes de

nudo asociadas a las lineas de universo de las particulas de Wong.

Siguiendo el método presentado en [9)/10] calculamos las ecuaciones de movimiento
de la teoria a partir de la accién desarrollada por Balachandran |12] la cual es inva-
riante de calibre. Los resultados muestran que las ecuaciones obtenidas constituyen un
sistema altamente no lineal dificil de resolver exactamente. Con el fin de poder resolver
las ecuaciones, se propone un esquema perturbativo de solucion y al sustituir dichas
soluciones en la acciéon dada por pudimos escribir la acciéon on-shell como una
expansion en serie de un parametro A, en donde cada uno de los términos de la serie
corresponde a un invariante de nudo [9,/10]. Una de las ventajas que ofrece este método
es que no es necesario calcular la serie completa de S,,,_snen para obtener invariantes
de nudos, y se puede estudiar el problema hasta el orden deseado. En este trabajo
se obtuvieron las tres primeras contribuciones de la accion S, SM y S@) que estén

relacionadas con los tres primeros invariantes.
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Con el fin de escribir los invariantes en un lenguaje puramente geométrico, esto es,
en términos de variables que dependen exclusivamente de las trayectorias seguidas por
las particulas de Wong se introdujo los T-objetos, conocidos también como multitan-
gentes o coordenadas de caminos introducidas por primera vez en [18,/19] y los objetos
Juz vy que aparecen naturalmente en las soluciones de las ligaduras diferenciales que

satisfacen las coordenadas de caminos.

El primer invariante obtenido viene dado directamente por la acciéon a orden ce-
ro S© [9] y corresponde a una combinacién de Nimeros de Anudamiento de Gauss
L(i,7), que es un invariante bien conocido en la literatura y aparece en casi todas las
discusiones de la teoria de Chern-Simons. El segundo invariante, de mayor comple-
jidad corresponde al Tercer Coeficiente de Milnor M; ;) vy se encuentra identificado
con la accién a primer orden SO [9]. Este invariante puede caracterizar las propie-
dades de anudamiento de los anillos de Borromeo, que constituyen un link no trivial
de tres componentes que posee Nimeros de Gauss nulos entre cualquier par de dichas
componentes. El 1ltimo invariante estudiado dado por la accién a orden dos S [14]
corresponde al Cuarto Coeficiente de Milnor, este invariante puede describir el anu-
damiento no trivial de un Link de cuatro componentes (Fig. 3.4), que posee Ntimeros
de anudamiento de Gauss nulos para cualquier para de componentes asi como M ;x)
nulo para cualquier combinacién de tres componentes. De hecho, estos tres invariantes
corresponden con los tres primeros miembros de una familia de invariantes de nudo
descubiertos por Milnor llamados Coeficientes de Anudamiento de Orden Superior,

donde el n-ésimo coeficiente esta definido si todos los anteriores son cero [6/11].

Luego pasamos a interpretar geométricamente cada uno de los invariantes obte-
nidos y para ello utilizamos el método introducido previamente en [14] en el cual se
sustituye la métrica g, ,, por la 2-forma H,,(z,~77) dependiente de caminos abier-
tos que finalizan en el punto y. Dicho método permite describir la forma en que se
encuentran anudadas las curvas cerradas asociadas a las particulas de Wong. De esta

manera fue posible explicar analiticamente el anudamiendo del Link de Hopf (Fig.
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3.1) mediante el Nimero de Anudamiento de Gauss L(7,j). De igual modo, vimos
que el Tercer coeficiente de Milnor M, ;) es capaz de caracterizar las propiedades
de anudamiento de los Anillos de Borromeo (Fig. 3.3) y que S® puede distinguir el

anudamiento de un Link de cuatro componentes como el dado por la Figura 3.4.

También implementamos una forma esquemaética de interpretacion de los invarian-
tes que nos permite medir cuantitativamente el anudamiento especifico entre curvas.
Este método es de gran utilidad ya que las expresiones analiticas para los invariantes
de nudos no ofrecen la informacién suficiente para determinar si dos curvas estan anu-
dadas o no. A través de este esquema es posible descartar las “comunicaciones” que
no contribuyen con los invariantes y obtener el valor nimerico de las que si contibu-
yen. Esta forma esquematica puede simplificar considerablemente la interpretacién de

invariantes de ordenes superiores.

Los aspectos desarrollados anteriormente nos permitieron estudiar el anudamiento
de Link de Whitehead a través del invariante obtenido para el orden dos de la accién
on-shell, considerando el caso particular de dos particulas de Wong con corrientes or-
tonormales. Analizando cada uno de los términos que componen al inavariante Séz_)part
y aplicando la forma esquemaética de interpretacién, obtuvimos que dicho invariante si
detecta el anudamiento no trivial del Link de Whitehead. Estos resultados constituyen
un aporte importante a la relacién que existe entre teorias de campos interactuado con

materia y la teoria de nudos.

Posibles trabajos futuros estan enmarcados en la obtencién de expresiones analiti-
cas para Coeficientes de Anudamiento de Orden Superior a partir de sucesivas correc-
ciones a la accién sobre las ecuaciones de movimiento. En virtud de lo complejo que
pueden resultar las expresiones para estos invariantes seria conveniente desarrollar una
diagramatica al “estilo” de la de Feynman que permita obtener de una forma directa

y simplificada las sucesivas correcciones, y por lo tanto sus invariantes asociados.

Por otro lado, seria interesante estudiar cuales serian las teorias topologicas “In-
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termedias” cuya accién on-shell produce de manera exacta cada uno de los invariantes
obtenidos. En este sentido, ya se ha desarrollado la teoria “Intermedia” |15] que re-
suelta de manera exacta produce el tercer coeficiente de Milnor M ;.. Entonces cabria
preguntarse: ;Cudl sera la teoria que resuelta a nivel exacto produce el invariante rela-
cionado con S®? ; Existird una manera sistemética de obtener las teorfas Intermedias?.

Estas y otras interrogantes seran materia de estudios posteriores.
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Apéndice A

Ecuaciones de movimento para las matrices

Para obtener las ecuaciones de movimiento para las matrices g;(7), relacionadas
con las particulas de Wong, emplearemos el método descrito en el trabajo de Bala-
chandran [12]. Las matrices g;(7) siendo elementos de SU(N), pueden parametrizarse

CO1mo

gi = gi(&) = enga’ (A1)

donde los 7% son los generadores linealmente independientes de SU(N). Mas inclusive,

como g;(a) es una representacion de un grupo de Lie, se cumple que

9(@)g(8) = g(&(a, B)), (A.2)

donde por simplicidad hemos suprimido el subindice ¢ que identifica a las particulas.

Ahora escribiendo a £(0, 5) = 8y £(0,a) = « el pardmetro £ puede escribirse como:

Ela,B) =a+ B+0(2 3% ap). (A.3)
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Desarrollando hasta primer orden en da obtenemos

(0)9(3) = ole(d3)
— o (60,9 + peslose’)

%3
=g <5 + M|a:050zb>
dg O¢°

g(ﬁ)—kaﬁcaabhxfo & ( )
Usando la ecuacion anterior junto a la parametrizacion de los g(£) obtenemos la rela-
cién
ara ag cbs b
(14 60°T°) g(8) = g(4) + 5 J-Nsa’, (A5)
y asi, vemos que
1°g(8) = 29 N (3) (A6)
g - 8/80 ) .

donde hemos definido la matriz N como:

a c
N®(B) = ib |azo- (A7)

5
Ademas el hecho de que los generadores T son linealmente independientes, puede

verse con facilidad [9] que la matriz N es invertible, por lo que de (A.6) se tiene:

dg(B)
o3¢

También seran ttiles en el calculo de las ecuaciones de Euler-Lagrange para los elemn-

= (N"H)“T(B). (A.8)

tos de grupo g(§), las siguientes relaciones:

.09
g - 8§a€ 9 (A9>

1

y derivando gg~" = 1 resulta

oce I pedd

—1
O~ _ 199 -1 (A.10)
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Realizando variaciones de la accién dada por S;,; con respecto a los N? — 1 pardmetros

independientes £f(7) se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange para las particulas:

oL d (OL"
_ =) = A1l
og dr (95 z) . (A
donde el Lagrangiano de interaacién viene dado por:

L= ZTT( 19, (1) D gi(7)) = ZTT (Kig: ' (7) (g + Aigi)) - (A.12)
Procediendo con este Lagrangiano evaluamos las expresiones presentes en (A.11) y
obtenemos,

oL 109 4., _ 199
=Tr|-Kg* g+ A Tr | Kg* by A13
oL _, 0g
— =Tr|Kg'== A4
fe =1 (K k). (A1)
d OL _ Og _ o P9
—— =Tr|-Kg* 1¢0 9 ! . A.15
dr o ( g g ¢ aga K9 eaoer® ) (A.15)
Si ahora sustituimos en la ecuacion de Euler-Lagrange:
dg dg dg
Tr|-Kg '==¢g 'D,g+ Kg 'A== | =Tr | -Kg 497" : Al
7’( 97 peat -9+ Kg dee ) T( g 99 aga> (A.16)

Usando la ecuacion (A.8), obtenemos
Tr (T*(—(Drg)Kg™' + gKg ' A+ gKg'g97")) = 0
= Tr (T"(~gg ™' 1 — AT + IA+Igg™")) = 0 (A.17)

que, con unas pocas lineas de algebra sencilla se convierte en:

TrTI, (g9 +A)] = 0
= [I,(g9 "+ 4)] = 0. (A.18)
Finalmente, observando que,
[=gKg" +gKg" =[99I, (A.19)

tenemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange para los parametros independientes

£%(7) se pueden escribir de la forma

DI, =1+ [A;, 1] = 0. (A.20)
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