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Resumen

El objetivo principal de este Trabajo Especial de Grado consiste en dar una demostracién
de una dualidad de tipo Monge-Kantorévich para funciones de costo semicontinuas inferior-
mente, acotadas inferiormente, en el producto de espacios completamente regulares. Para
ello se utilizaran propiedades de las medidas de Radon, que permiten la representacién de
ciertos funcionales como integrales respecto a ellas.

Utilizando el teorema de Hahn-Banach se extenderan los funcionales antes mencionados
para demostrar una version de la dualidad para funciones continuas y acotadas.

Finalmente se considerara el caso en que la funcion de costo sea semicontinua inferior-

mente y acotada inferiormente.

Palabras Claves: transporte optimo, dualidad, funciones semicontinuas, Monge-Kantordvich,
medidas de Radon.



Introducciéon

Gaspard Monge fue un célebre matematico francés del siglo XVIII, amigo intimo de
Napoleon Bonaparte, devoto revolucionario y uno de los fundadores de la Escuela Politécni-
ca(1794) en Francia, muy conocido por su intuiciéon geométrica. En su “Mémoire sur la
théorie des déblais et des remblais” [2], que aparece alrededor de 1781, propone un problema
en el cual busca minimizar el costo de transportar la tierra en una excavacién al moverla a
un destino final.

Se puede pensar que el material en la excavacion tiene una cierta distribucién digamos pu
y se quiere organizar respecto a otra distribucién v en el sitio de llegada, de tal manera que
el costo del transporte sea minimo. Un modelo mateméatico para el problema anterior es el
que sigue:

min / o, T(x))du(z),

T(p)=v
donde ¢ es una funciéon de costo y el minimo se toma respecto a todas las funciones 1" que
llevan @ a v; es decir, la medida imagen.

No fue hasta aproximadamente 220 anos mas tarde que se demostrd que éste problema
en general tiene solucién, Monge habia asumido que la tenia y dio interesantes aportes sobre
su geometria. Por otra parte, el matematico y economista ruso, Leonid Kantorévich, premio
Nobel en economia en 1975 y cuyos aportes varian entre otros en las ramas de andlisis
funcional, anélisis numérico, programacion lineal, se interesé en el problema de Monge pero

sin saber de su trabajo y reformul6 el problema de la siguiente manera:

min c(x,y)dm(x,y),
min [ [ itz

donde ¢ nuevamente es una funcién de costo, 7(z, y) es una medida de probabilidad conjunta

y el minimo se toma sobre todas las medidas 7 que satisfacen

/Ydﬂ(x,y)Zdu(ﬂﬁ), /Xdﬂ(x,y):dV(y)-

Esta condicion se debe a que para admitir un transporte debe ser necesario que la cantidad

de material tomado del punto de partida x coincida con du(z) y que toda la masa transferida
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al punto final y coincida con dr(y). Més rigurosamente, se pide que m cumpla:
T[Ax Y] =p[A], 7[X x B]=v[B]

para todos los conjuntos medibles A de X y B de Y.

Este problema es una version probabilistica del propuesto por Monge, en el sentido que se
permite que el material tomado del lugar inicial pueda ser distribuido en varias partes en el
lugar final. Kantorévich demostré un resultado en el cual no determina el transporte éptimo,

pero de existir, puede ser reformulado en términos de precios 6ptimos. Dicho resultado es la

e {/w(y)dv—/‘lf(w)du}-

o(y)—¥(z)<c(z,y)

Dualidad de Kantorovich que establece:
min c(x,y)dr(x,
min [ [ etz

Una interpretacion de la igualdad anterior puede ser la siguiente: Imagine que usted es
el jefe de una compania tratando de organizar como enviar la produccion de algin bien a
un establecimiento donde sera comprado o almacenado por un consumidor final, de manera
que el coste del transporte sea minimo; es decir, se tiene el problema del lado izquierdo de
la igualdad. En medio de esta organizacion, se acerca un tercero que dice ser especialista en
transporte y le propone comprar sus bienes en la fabrica y venderlos de vuelta a usted en
el lugar de destino, asegurandole que él se encargara del transporte y sin importar el lugar
de llegada o el de salida, no le cobrard mas de lo que costé el transporte. La expresion entre
llaves del lado derecho de la igualdad es lo que el especialista habra ganado al final del dia,
al venderle de vuelta los productos que le compré al inicio, por lo que si desea maximizar su
ganancia, el supremo es lo que debe alcanzar.

Desde éste punto de vista, la dualidad de Kantorévich nos dice que es equivalente para
usted minimizar el costo del transporte a que un tercero maximice su ganancia al venderle
de vuelta sus productos en el lugar de consumo.

A finales del siglo XIX, hubo una revolucion en la materia de transporte éptimo, gracias
a trabajos independientes hechos por Yann Brenier [3], mostrando alguna relacién entre
éste problema y mecdnica de fluidos, por Mike Cullen [4] relaciondndolo con problemas de

meteorologia y por John Mather [5], a problemas de sistemas dindmicos.
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En el presente trabajo se estudiara un resultado relacionado a la dualidad antes mencio-
nada.

En el Capitulo 1 se estudiaran algunas propiedades de las funciones semicontinuas, asi
como de las medidas de Radon definidas en el producto de espacios completamente regulares
y con marginales prescritos.

En el Capitulo 2 se estudiaran ciertos funcionales, asi como su representacién integral
respecto a una medida de Radon.

En el Capitulo 3 se uniran las herramientas desarrolladas en los capitulos anteriores para

demostrar una dualidad de tipo Monge-Kantorévich.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran algunas definiciones y algunos resultados referentes a las redes,
funciones semicontinuas y medidas de Radon, lo cual servira de base en el desarrollo de este

Trabajo Especial de Grado.

1. Redes y Semicontinuidad

Las redes generalizan la nocién de sucesion, de manera que ciertos resultados familiares
sobre la relacion entre sucesiones y espacios métricos puedan ser demostrados para espacios
topoldgicos arbitrarios. Tal generalizacién se hace necesaria ya que, a menos que se imponga
alguna condicién extra sobre el espacio topologico; como los axiomas de numerabilidad, no
siempre es posible construir sucesiones y subsucesiones de la manera que se quisiera. La
solucién a este problema viene dada por expandir la nocién de una sucesiéon {z,} a algin
objeto matematico para el cual el indice n, no necesariamente sea un niimero natural, sino que

pueda tomar valores en un conjunto parcialmente ordenado (no necesariamente numerable).

DEFINICION 1.1. Una topologia T sobre un conjunto X es una coleccién de subconjuntos
de X tal que:
1) 0, X e
(2) 7 es cerrado bajo intersecciones finitas.

(3) 7 es cerrado bajo uniones arbitrarias.

DEFINICION 1.2. Un conjunto no vacio X junto con una topologia 7 es llamado espacio

topoldgico, y se denota por (X, 7).

OBSERVACION 1.3. Sobre un conjunto X se pueden definir varias topologias, si no hay
confusién respecto a la topologia considerada entonces se hablara del espacio topolégico X.
A los elementos de 7 se le denominan conjuntos abiertos y a los complementos de éstos se le

denominan conjuntos cerrados.

DEFINICION 1.4. Sean (X,7) un espacio topolégico y € X. Un entorno de x es un
conjunto U € 7 tal que z € U.
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DEFINICION 1.5. Un conjunto A es un conjunto dirigido si existe una relacién < sobre

A que satisface:

(a) A XA, para cada X € A,
(D) si A1 = Ay y Ao <X A3, entonces A\ =X s,
(c) si A1, A2 € A, entonces existe A3 € A tal que Ay 2 A3 y Ay = As.

La relacién = es llamada direccién sobre A, o se dice que dirige a A.

OBSERVACION 1.6. Las primeras dos propiedades son requerimientos familiares de una
relacion de orden parcial, sin embargo, note que no esté la antisimetria . Una direccién no

necesariamente es un orden parcial.

El concepto de red, que generaliza la nocién de sucesion se puede introducir ahora usando

conjuntos dirigidos arbitrarios para reemplazar el conjunto de los nimeros naturales.

DEFINICION 1.7. Una red en un espacio topolégico X es una funcién g : A — X, donde
A es un conjunto dirigido. El punto g(\) usualmente se denota por z,, y se hablard de la

red {zx},c,, 0 si no hay confusién respecto al conjunto dirigido tomado, se hablard de la red
{ZL’)\}.

La definicién de convergencia de una red se modela de la conocida convergencia de suce-

clones.

DEFINICION 1.8. Sea {x)},., una red en un espacio topoldgico X. Se dice que {x)}, .,

converge a x € X si para cada entorno U de z, existe \g € A tal que A > Ay implica x, € U.

OBSERVACION 1.9. Sila red {z)},., converge a  entonces se escribe zy — x.

Una notacién que también se utilizara es la siguiente:
limzxy, = z.
)

DEFINICION 1.10. Sean X un espacio topoldgicoy f: X — RU{—o00,+00} una funcién
definida en X. Se dice que f es una funcién semicontinua inferiormente (resp. semicontinua
superiormente) en un punto a € X, si para cada ntimero real s con s < f(a) (resp. s > f(a)),

existe un entorno V de a tal que s < f(z) (resp. s > f(z)) para todo x € V.

OBSERVACION 1.11. Una funcién se dice semicontinua inferiormente (resp.semicontinua
superiormente) en X si es semicontinua inferiormente (resp.semicontinua superiormente)

para todo x € X.
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EJEMPLO 1.12. La funcién f : R — R definida por

x2 1z
f<x>:{ S

-1, siz=0

es semicontinua inferiormente.

OBSERVACION 1.13. La condicién para que f sea semicontinua inferiormente en un punto
a, puede ser expresada de la siguiente manera: para cada s < f(a), el conjunto (s, o0]
debe ser un entorno de a.
De la definicién [1.10] se observa que f es semicontinua inferiormente si —f es semicontinua

superiormente.

DEFINICION 1.14. Sea F una familia de subconjuntos de un espacio topolégico X. Se
dice que F tiene la propiedad de interseccion finita si la interseccion de cualquier subfamilia

finita de F es no vacia.

Una caracterizacién sobre la compacidad de un espacio topolégico en términos de la
propiedad de interseccion finita viene dada por el siguiente resultado que se dara sin demos-
tracién. Ver [17].

PROPOSICION 1.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. X es compacto siy sélo si cualquier
familia {F}},.; de conjuntos cerrados en X que tiene la propiedad de interseccion finita, tiene

interseccion no vacia.

El siguiente resultado es una versién del Teorema del Valor Extremo [ver [19] Theo
4.16, p.89] para funciones semicontinuas inferiormente definidas en un espacio topolégico

compacto.

TEOREMA 1.16 (ver [8]). Si X es un espacio topoldgico compacto y f : X — [—o0, 0]

es una funcion semicontinua inferiormente sobre X. Entonces

K- {x € X : f(x) = inf f(y)}

yeX

es un subconjunto cerrado no vacio de X.

DEMOSTRACION.
Sea C' = f(X) C [—00,00], y para ¢ € C se define el conjunto F. = {x € X : f(z) < ¢}.

Como

Fo={zeX:f(x)<ch=f"([-o0,c]) = f (X \(c,00]) = X\ f(c, 0],
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y f es una funcién semicontinua inferiormente, entonces F,. es un conjunto cerrado.
Suponga que ¢i,...,¢, € C' 'y sea ¢g = min{c;: 1<k <n}. Por ser ¢y < ¢ para todo

k=1,...,n, se tiene que
n
ﬂFck:FCO%w;
k=1

es decir, se tiene una familia {F, : ¢ € C} de conjuntos cerrados que tiene la propiedad de
interseccién finita, y como un espacio topoldgico es compacto si y solo si cualquier familia
de conjuntos cerrados con la propiedad de interseccién finita, tiene interseccion no vacia, se
sigue que

() E.#0,

ceC
y ademas ésta interseccion es cerrada ya que cada F. es cerrado.

Ahora bien, veamos por doble contencién que el conjunto K es precisamente ésta interseccion.

Seax € () F., entonces para todo ¢ € C' se cumple que f(z) < ¢,y como C' = f(X), entonces
ceC
tenemos que para todo y € X, f(x) < f(y); esto es, x € K.

Por otro lado, sea z¢ € K. Entonces para todo y € X se tiene que f(x¢) < f(y), por lo tanto
para todo ¢ € C, f(xg) < ¢, es decir

To € ﬂFc

En consecuencia K = [ F. que ya se vio es un conjunto cerrado no vacio de X.
ceC
U

DEFINICION 1.17. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es reqular si dado un
conjunto cerrado A # () y un punto z ¢ A, existen conjuntos disjuntos U y V abiertos tal
quezrzelUy ACV.

DEFINICION 1.18. Sea X un espacio topolégico X. Se dice que X es completamente
regular si dado un conjunto cerrado A # ) y un punto z ¢ A, existe una funcién continua

f:X —0,1] tal que f(z) =0y f(A) = 1.

PROPOSICION 1.19. Si X es un espacio completamente reqular y A es un conjunto ce-
rrado. Entonces existe una funcién continua g : X — [0,1] tal que g(z) =1 y g(A) =0 si
x ¢ A.

DEMOSTRACION.

Sea x € X tal que x ¢ A. Como X es un espacio completamente regular, entonces existe
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una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f(z) =0y f(A) = 1. Por lo tanto basta tomar
la funcion g =1 — f. O

OBSERVACION 1.20. Los espacios completamente regulares son regulares y el producto

de espacios completamente regulares es completamente regular.[Ver [13], Theo. 14.10, p.95]

TEOREMA 1.21 (ver [§][16]). Si (X, T) es un espacio topolégico completamente reqular y

f >0 es una funcion real finita semicontinua inferiormente definida en X. Entonces
f=sup{g: X > R[gelC(X),g< [}

DEMOSTRACION.
Sea M(f) ={g: X >R |geC(X),g < f}. Como f >0, se tiene que 0 € M(f) y por lo

tanto es no vacio. Ahora bien, sean x € X, € > 0 y considere el conjunto
F = f7!(~00, f(z) — €.
Por la semicontinuidad de la funcién f se sigue que
X\F=f"(f(z) —e o] €,

y en consecuencia I’ es un conjunto cerrado. Note que x ¢ F'| y como X es completamente
regular entonces existe una funcién continua h : X — [0,1] tal que h(xz) =1y h(F) = 0.
Si f(x) — e <0, entonces

yaque h>0y f>0.
Si f(x) —e>0yy€ X, entonces

- 0, siy e F

(f(@) =€) hly) = { (f(@) =) h(y), siygF
<{ 0, siy e F
"l G-, siygF
< f(y),

por lo tanto (f(x) —€)h < f; y como (f(x) —€)h es una funcién continua, se tiene que
(f(x) —€)h € M(f). De donde

sup (M (f)(x)) = (f(x) — €) h(x) = f(z) =€,
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como € es arbitrario, se sigue que sup (M (f)(x)) > f(z) y como z se tomé arbitrariamente,

sup M(f) = f.
Por otro lado, f es cota superior de M(f), es decir,
sup M(f) < f,
y en consecuencia se tiene que f = sup M (f). O

2. Medidas de Radon

En lo sucesivo X denotara un espacio topolégico Hausdorff.

Uno de los principales conceptos de la teoria de la medida es el de un algebra de conjuntos.

DEFINICION 1.22. Un algebra de conjuntos A es una clase de subconjuntos de un conjunto
X dado tal que:

i) X,0e A,
it) Si A, B € A, entonces A\ B € A.

DEFINICION 1.23. Un algebra de conjuntos A se dice o-algebra si para cualquier sucesién
oo

de conjuntos {4,} C A se cumple que |J A, € A.

n=1
DEFINICION 1.24. Al par (X, .A) que consiste de un conjunto X y una o-algebra A de

sus subconjuntos es llamado espacio medible.

DEFINICION 1.25. Sea F una familia de subconjuntos de un conjunto X. A la menor
o-algebra de subconjuntos de X que contiene a F se le llama la o-algebra generada por F 'y

se denotara por o(F).

DEFINICION 1.26. Una funcién real de conjuntos j, definida sobre una clase de conjuntos

M(U A,) = ZM(An),

o0
siempre que |J A, € Ay los conjuntos A,, sean disjuntos dos a dos.

n=1

A se dice o-aditiva si

DEFINICION 1.27. Una medida p es una funcién de conjuntos no negativa o-aditiva

definida en una o-algebra, tal que p()) = 0.

DEFINICION 1.28. A la tupla (X, A, ) donde X es un conjunto, A es una o-algebra de

subconjuntos de X y p es una medida sobre A, se le llama espacio de medida.
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OBSERVACION 1.29. En el caso particular cuando p(X) = 1 se dice que u es una medida
de probabilidad y que (X, .A, i) es un espacio de probabilidad.

Una de las o-algebras mas utilizadas sobre un espacio topolégico X es la o-algebra de
Borel; aquella generada por todos los conjuntos abiertos de X, que se denotara por B(X), y

es la g-algebra que se utilizard a menos que explicitamente se diga lo contrario.

OBSERVACION 1.30. Si K es la clase de todos los conjuntos cerrados de X entonces
K C B(X) ya que un conjunto es cerrado si su complemento es abierto. Como B(X) es
una o-algebra entonces o(K) C B(X), y por el mismo argumento antes mencionado se tiene
que B(X) C o(K) y en consecuencia B(X) = o(K). Esto es, la o-algebra B(X) también es

generada por los conjuntos cerrados de X.

DEFINICION 1.31. Sean X y Y espacios topolégicos. Una funcién f : X — Y se dice que
es de Borel o que es Borel medible si f~'(B) € B(X) para todo B € B(Y).

LEMA 1.32. Toda funcion continua entre espacios topologicos es Borel medible.

Otra o-algebra importante sobre un espacio topologico X es aquella generada por los
conjuntos de la forma {z € X : f(z) > 0}, donde f es una funcién continua sobre X. Esta

o-algebra es llamada la o-algebra de Baire y se denotard por Ba(X).

OBSERVACION 1.33. Los conjuntos de la forma {z € X : f(x) > 0} donde f € C(X)
son llamados conjuntos funcionalmente abiertos y sus complementos son llamados conjuntos
funcionalmente cerrados. La c-algebra Ba(X) también es generada por la clase Cp(X) de

todas las funciones reales continuas y acotadas definidas en un espacio topolégico X.

OBSERVACION 1.34. A los conjuntos que pertenecen a B(X) se les dice conjuntos de
Borel y a los conjuntos que pertenecen a Ba(X) se les dice conjuntos de Baire.

Si E € Ba(X) entonces tiene la forma
{z: (filx), fox),..., fulx),...) € B}, f; € C(X), B e B(R™).
En efecto, la clase
E ={F € Ba(X)|E se representa de la forma antes mencionada} ,

contiene a los conjuntos de la forma {f > 0}, f € C(X), que por definicién generan la o-
algebra Ba(X), por lo tanto basta ver que £ es una o-algebra.
Si E € £ entonces el complemento del conjunto E tiene la misma representacion de E con

la misma familia f; pero se considera el conjunto R* \ B en vez de B.
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Por otro lado, dada una sucesién de conjuntos {E;} i>1 € &, entonces para cada F; se tiene

[o.¢]
un conjunto B; y una familia f;, en la que E; se representa, por lo tanto E = (] E; puede
j=1

oo
representarse de la forma requerida al considerarse B = [] B; y en consecuencia & = Ba(X).
J=1

DEFINICION 1.35. Sea X un espacio topolégico.

e Una medida definida sobre la o-algebra de Borel B(X) se dice que es una medida
de Borel.

e Una medida definida sobre la o-algebra de Baire Ba(X) se dice que es una medida
de Bazre.

e Una medida de Borel p sobre X se dice que es una medida de Radon si para todo

B € B(X) y e > 0, existe un conjunto compacto K, C B tal que u(B\ K.) < €.

DEFINICION 1.36. Sean X,Y espacios topoldgicos, p una medida sobre X y f: X — Y
una funcién p-medible. La medida imagen sobre Y viene dada por v = po f~' : B
wu(f~Y(B)). Y se usard la notacién f(u) = po f~1.

OBSERVACION 1.37. La medida imagen f(u) es una medida en (Y, B(Y')). En efecto, para
todo B € B(Y),
F)(B) = (o f~)(B) = u(f1(B)) = 0,
ya que p es una medida.

Por otro lado, dada una sucesion {E,, },-,; C B(Y') de conjuntos disjuntos dos a dos, entonces

FW Ea) = n( (U Ea) = w(lJ £ (ED)

=Y u(f N E) =D F)(En),

Finalmente,
F) (@) = p(f(0)) = p(®) = 0.

DEFINICION 1.38. Una funcién de conjuntos no negativa p definida en algtin sistema A
de subconjuntos de un espacio topologico X se dice regular interior sobre A si para todo
e > 0, existe un conjunto compacto K, en X tal que u(A) < e para todo elemento A € A

que no intersecta a k..

DEFINICION 1.39. Una funcién de conjuntos no negativa p definida en algtn sistema A
de subconjuntos de un espacio topoldgico X se dice regular en A si para todo A € A y todo
€ > 0, existe un conjunto cerrado F; tal que F. C A, A\ F. € Ay u(A\ F.) <e.



2. MEDIDAS DE RADON 13

PROPOSICION 1.40. Si p es una medida de Borel reqular y reqular interior. Entonces

es una medida de Radon.

DEMOSTRACION.
Sean B € B(X) y € > 0. Como p es regular interior entonces existe un conjunto compacto
K. tal que u(B\ K.) < e. Ademas como p es regular entonces existe un conjunto cerrado F,
tal que F, C By u(B\ F.) < ¢, por lo tanto al tomar el conjunto compacto H, = F. N K,
se obtiene que H. C By (B \ H,) < €. Esto es, i es una medida de Radon. O

TEOREMA 1.41. Sea X un espacio métrico. Entonces todo conjunto cerrado es de la

forma g=1(0) para alguna funcién real continua g.

DEMOSTRACION.

Sea (X, d) un espacio métrico y Z un conjunto cerrado. Como Z es un conjunto cerrado,
entonces Z = {x € X | d(z,Z) = 0}, por lo tanto basta definir g(z) = d(z, Z). O

DEFINICION 1.42. Sea (X,d) un espacio métrico. Se le dice §-entorno de un conjunto
A C X al conjunto formado por la unién de todas las bolas de radio d > 0 y centros en los

elementos del conjunto A.

TEOREMA 1.43. Sea X un espacio métrico. Entonces toda medida de Borel p sobre X es

reqular.

DEMOSTRACION.

Considere la clase A dada por:
A ={A € B(X)| Dado € > 0 existen F, cerrado , U, abierto con F. C A C U.},
cuyos elementos ademas satisfacen la propiedad
w(U N\ F,) < e.
La clase A es no vacia ya que al tomar A = U, = F, = (), se obtiene que
HUN Fo) = p(0) =0 <e.

Se quiere ver que A = B(X).
Sea A un conjunto cerrado, entonces A € B(X). Al elegir F. = Ay U, = A°, donde A° es

algun d-entorno de A, se obtiene que

A’ | A cuando § — 0,
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y en consecuencia
W(A%) = p(A),
es decir,

p(Ue\ Fe) = N(Aé\A) <€

Por lo tanto la clase A contiene a los conjuntos cerrados que se sabe generan a la o-algebra
de Borel. Asi, basta demostrar que la clase A es una g-algebra.

Por construccién, la clase A es cerrada bajo la operaciéon de complementacion, por lo que es
suficiente verificar que A es cerrada bajo uniones numerables.

Sea {Ai}n21 C A una sucesion de conjuntos disjuntos y € > 0. Entonces existe un conjunto

cerrado F; y un conjunto abierto U; tal que

para cada 7 > 1.
k

oo
El conjunto U = U U; es abierto y el conjunto 7} = U F; es cerrado para cualquier k£ > 1,
i=1 i=1

de donde
Zyc|JAicU,

=1

y por la o-subaditividad de u se tiene que

w0\ F)) <262 t=¢

=1

[e.@]
Como p es o-aditiva entonces p(Zx) — p(UJ F;) si k — oco. En consecuencia
i=1

w(U\ Zy,) = UU\UF

=p(J Wi\ F)) <

'CS

Il
.

(2

cuando k£ — oo.

O

COROLARIO 1.44. Toda medida de Baire p sobre un espacio topologico X es regular. Mas

atun, para todo conjunto de Baire E y todo € > 0, existe una funcion continua f sobre X tal
que f~1(0) C E yu(E\ f71(0)) <e.
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DEMOSTRACION.

Sea F € Ba(X), entonces tiene la forma

E={zeX:(fia),..., fu2),...) € B},

donde B € B(R*®) y f,, € C(X) para todo n > 1.

La funcién h : X — R* definida por h(z) = (fi(z),..., fu(z),...) es continua ya que cada
fn es continua. Sea p la medida imagen de p por h. Por el teorema anterior existe un
conjunto cerrado A C B tal que uo(B\ A) < €, como R™ es un espacio métrico y se sabe
que todo conjunto cerrado en un espacio métrico es de la forma ¢—'(0) para alguna funcién

continua g, entonces se tiene que

po(B\ g~ (0)) < e

con g : R® — R continua en R*°.
Ahora bien, la funcién f : X — R definida por f(z) = g(fi(x),..., fu(x),...) es continua
en X ya que la composicion de funciones continuas es continua y por definicion de medida

imagen se obtiene que
po(B\ g7(0)) = po(B) — po(g~(0))
= p(h™(B)) = p(h™(g71(0))) = u(E) — u(f~1(0)) = w(E\ f7(0)),
de donde
p(EN\ f710)) = po(B\ g~ (0)) < e.
O

OBSERVACION 1.45. Dado un espacio completamente regular S, se denotard por M,(S)
el espacio de todas las medidas de Radon reales, acotadas sobre S.
Se denotara por P(S) el conjunto de todas las medidas de probabilidad de Radon sobre
S, R(S) el conjunto de todos los subconjuntos compactos de S y Cy(S) el espacio de las

funciones reales continuas y acotadas sobre S, que estara dotado de la norma
If lloo=sup | f(2) |
x€S
para toda f € Cy(S).
DEFINICION 1.46. Una medida o € M,(S) es positiva si

/Sfdazo

para toda f € C,(S).
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OBSERVACION 1.47. Se utilizar4 la notacién funcional para integrales. Por ejemplo, para

7 € P(S), 7(f) denotard la integral
/ fdr.
S

DEFINICION 1.48. Sea (X, B(X), 1) un espacio de medida. Se denotard por £ (X, B(X), p1)

al conjunto
LNX,B(X),p) = {f : X = R | f es Borel medible y / |fldu < oo},
X
y en algunos casos se utilizard la notacion £(p).

PROPOSICION 1.49. Sean S, T espacios completamente requlares y ¢ : S — T una funcién
continua y sobreyectiva. Sean o € P(S) y 7 € P(T). Entonces las siquientes afirmaciones

son equivalentes:

(i1) 7(f) = o(f o @) para toda f € Cy(T);
(iii) Para toda funcién de Borel f:T — [—o00, 00| en L'(7),
se tiene que fo ¢ € LY (o) y o(f o) =7(f).
DEMOSTRACION.
((i) = (i1)) Note que
{z:(foo)(w) e M} =0""({y: fly) € M})
para M C [—o0,00]. En efecto: si z, € {x : (fo¢)(x) € M}, entonces
f(9(x0)) € M,

al hacer ¢(xq) = yo se tiene que f(yo) € M, de donde

Yo € {y: fly) € M},

y asi
mo € ¢ ({y: fly) € M}),
por lo tanto
{z:(fog)(x) e M} C o' ({y: fly) € M}).
Analogamente se obtiene la otra contencion.
Ahora bien, para ver que fo@ es integrable y su integral coincide con la de f, es suficiente

tratar con funciones no negativas f.
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Si f es la funcién indicadora de un conjunto medible A en [—o00, 00|, entonces se sigue de lo

anterior que f o ¢ es la funcién indicadora de ¢~1(A) y por lo tanto
| 1ast0) =) ) = oo W) = [ (fo0)do.
A ¢~ H(F)

La igualdad anterior permanece valida para f como funcién simple.

En el caso general, sea f una funcién medible y {f, },>1 una sucesién creciente de funciones
simples que converge a f. Entonces { f,0¢},>1 es una sucesién creciente de funciones simples
que converge a la funcion medible f o ¢. Por definicion de integral de una funcion medible

no negativa, se tiene que

/de(b(") :Ji”c}o/xfndw’) IJLH;O/XUnosb) dO’I/X(foq§) do.

((i7i) = (1i)) Esta implicacién es directa.

((it) = (7)) Sea G un subconjunto abierto de 7. Una funcién f : T — [—o0,00] es se-
micontinua inferiormente si (ver [1.10) ¢ € R implica que f~! (¢, o] pertenece a la topologia.

Note que
T, sit<O0
I (ool =1 G, sio<t<l1
0, sit>1

y como G es abierto, entonces I es semicontinua inferiormente.

Dado que T es un espacio completamente regular, existe (ver una red { fo taer en G (T)
tal que fo(x) 1T Ig(x), para todo x € T

Por otra parte, como 7(f) = o(f o ¢) para todo f € C,(T) y al observar que

]G’ O gb = ]¢*1(G)7

entonces, al pasar al limite en la ecuacién 7(f,) = o(f, o ¢) y al aplicar el Teorema de

Convergencia Mondtona ([ver[9], Theo. 1.5, p.20]) se obtiene que:

lim7(f,) = lim/ fodr = / Igdr = 7(G)

lino(fy00) =lim [ (fa00)dr = [ (1o 6)do = (67 (G) = 9(0)(G),
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es decir ambas medidas 7, ¢(0) coinciden en conjuntos abiertos y por lo tanto en conjuntos

de Borel y en consecuencia son iguales.

((i) = (i4i)) Sea f la funcién indicadora de un conjunto medible Borel B en [—o0, o0].

Como 7 = ¢(0), entonces

o(f) = /B fr = /B fdo(o)

— [ fovdr=a(foo)
$~1(B)

Como se vio en el apartado (i) = (i), la igualdad anterior permanece vélida para funciones
simples y en el caso general para funciones medibles Borel.
0

Ahora bien, dados dos espacios completamente regulares X Y. Se denotarda por Z al
espacio Z = X x Y, y por prx, pry a las proyecciones naturales de Z sobre X y Y respec-

tivamente. Esto es,

prx X XY =X, pry: X xY =Y.

(z,y) — 2 (z,y) =y

Dadas 1 € P(X) y v € P(Y), se denotara por II(u,v) el conjunto de todas las medidas
m € P(Z) tales que prx(m) = py pry(m) =v.

OBSERVACION 1.50. (i, v) # 0, ya que la medida producto 8 = u @ v € U(u, v).
Dadas u : X — (—o00,00] y v : Y — (—o00,¢0], la expresiéon u @ v denotard la funcién
(2, y) = u(z) +v(y).

COROLARIO 1.51. Sim € P(Z). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) m € I(p, v);
(77) Para todo A € B(X)y B € B(Y) se tiene (A X Y) = u(A) y
(X x B) =v(B);
(171) Para toda u € Co(X) y v € Co(Y) se tiene que m(u @ v) = p(u) + v(v);
(1v) Siempre que u: X — (—o00,00] y v:Y — (—00,00] sean
funciones de Borel en L*(11) y L'(v) respectivamente, se tiene entonces que

udve LY () y m(udv) = plu)+vv).

DEMOSTRACION.

((i) = (4i)) Por definicién se tiene que

W(p,v) = {r € P(Z) : prc(m) = p, pry(x) = v},

Simell(p,v), AeB(X), BeB(Y) entonces

pu(A) = prx(m)(A) = m(pry' (A)) = m(A x V),

v(B) = pry(m)(B) = n(pry!(B)) = (X x B).

((i) = (dir)) Sea m € II(u,v), entonces prx(m) = py pry(m) = v, es decir p es la me-
dida imagen de m en X X Y por pry, y v es la medida imagen de 7 por pry.

Sean u € Cy(X) y v € C(Y), por la proposicién anterior se tiene que

pu) =nm(uoprx) y v(v) =m(vopry).

Luego,
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(wopry)+m(vopry)

(w0 pr) (z,y)dm(z, y) + / (vopry) (z,y)dn(z,y)

XxY

3

plu) +v(v) =

xY

T~

X
~

[u(z) +v(y)] dn(z, y)

(u @) (z,y)dn(z,y)

((¢) = (iv)) Sean u € L' (u) y v € LY(v), por la proposicién anterior se tiene que
uopry € LY7) y vopry € L),
de donde
(woprx) + (vopry) € LYm)
y por lo tanto
u(x) +v(y) = [(woprx) + (vopry)] (z,y) € L' (),
es decir
udv e Lm).
Por otra parte, por hipotesis
p=prx(m) y v=rpry(m),

entonces

((i1) = (i)) Note que

de donde

y en consecuencia
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Similarmente para

XXBCXXY,

se obtiene que
v(B) = (X x B) = n(pry'(B)),
es decir

v =pry(n).

((i7i) = (7)) Sea f € Cp(X) y considere las siguientes funciones:
u(x) = (foprx) (,y), y v(y) =0.
Como u € Cp(X) y v € Cp(Y') entonces
T(u@v) =7(foprx) = p(foprx) = p(f)
para toda f € Cy(X), por lo tanto, por la proposicién anterior
w=prx(m).

Similarmente para g € Cp(Y'), al considerar las funciones u(z) = 0y v(y) = (f opry) (x,y)

se obtiene que v = pry (7). En consecuencia

m e (u,v).

((iv) = (di)) Sean uy : X — (—00,00] y vy : Y — (—00, 00| definidas por

Ul(fﬁ) = [Axy(fF,y), "01(?/) =0,

para todo z € X,y € Y y A € B(X). Entonces
u vy € LN(7) y m(ug ®vy) = p(uy) + v(vy),

es decir

W([AXY + O) = M([AXY)a
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ademas se tiene que
1, si(z,y) e AxY
0, si(z,y)¢ AxXY

]A><Y =

1, sizeA
= = [A’
0, siz¢ A
de donde
T(AXY) = p(A).
Similarmente para uy = 0, vo = Ixxp vy B € B(Y), se tiene que
(X x B) =v(B).
0]

OBSERVACION 1.52. En el capitulo 3 se utilizard el siguiente resultado que se da sin

demostracién:

TEOREMA 1.53 (ver [T0][11]). II(,v) es un subconjunto no vacio débilmente compacto
de P(Z).

En el teorema anterior se hace referencia a la topologia débil inducida sobre M,(Z) por
Co(Z2).

DEFINICION 1.54. Sea X un espacio topoldgico. la topologia débil sobre el espacio M, (Z)

de medidas de Radon sobre X es aquella cuya base consiste de los conjuntos

/fid,u—/fidy <6,@':1,...,n},
X X

donde p € My(Z), fi € Cp(Z), € > 0, y se denotara por o(My(Z),Cy(Z2)).




Capitulo 2

Representacion de algunos funcionales

1. El funcional p y algunas propiedades

En lo sucesivo se considerardn los espacios de probabilidad (X, B(X), u),(Y,B(Y),v),
(Z,B(Z),m) y F(Z) denotara el conjunto de todas las funciones f : Z — [—00,00) que son
semicontinuas superiormente, y para f € F(Z), ®(f) denotara el conjunto de pares (u,v)
de funciones de Borel u : X — (—o00,00] y v:Y — (—00,00] tales que u € L (X, B(X), )
yv e L (Y,B(Y),v), que ademds satisfacen

fz,y) < ulz) +o(y),
para todo (z,y) € Z. Es decir:
F(Z)={f:Z — [—00,00)| [ es semicontinua superiormente} ,

O(f) = {(u,v)|u: X = (—00,00],v:Y = (—00,00] ,u € L), v € L'(V), f <u+v}.

Para f € F(Z) se define el funcional p como :

0
00, si d(f) =0.

) mf{u(u) +v(v) : (u,v) € D(f)}, st @(f) #
p(f) =

PROPOSICION 2.1. El funcional p(f) es mondtono y ademds cumple que p(0) = 0,

DEMOSTRACION.
Sean f,g € F(Z) con f < g.
Si ®(g) # (), entonces existen u € L'(u) , v € L} (v) tales que g < u + v, por lo tanto

f<g<u+w,

es decir, ®(f) # 0 y ademds p(f) < p(g).
Si ®(g) = (), entonces p(g) = oo y cualquiera sea el valor de p(f) se obtiene p(f) < p(g); es

decir,

f = p(f)

23
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es monotono.

Por otra parte, de las obvias desigualdades 0(z,y) < 0(z) + 0(y), 1(z,y) < 1(z) +
0(y), —1(z,y) < 0(z) + (—1)(y) y como u,v,m son medidas de probabilidad en XY, 7

respectivamente, entonces

p(0)=0, p(1)=1 y p(-1)=-L
O

OBSERVACION 2.2. Por el Corolario [1.51] si f € F(Z), (u,v) € ®(f) y m € (y,v).
Entonces
m(f) < m(u®v) = p(u) +v(v),
es decir 7(f) < p(f) para toda 7w € Il(u,v) y f € F(Z).

PROPOSICION 2.3. Sobre el espacio Cp(Z), el funcional p : Cp(Z) — R U {oo} tiene las

siguientes propiedades:

() = [ f lloo< (fﬁfezf(x’y) <p(f) < sup f<| fllo VS €C(Z);

(x,y)eZ
(17) Para f € Cy(Z), la funcion f — p(f) es sublineal;
(7i1) plu @ v) = p(u) + v(v) para toda u € Co(X) y v € Cp(Y).

DEMOSTRACION.
(1) Sea f € Cp(Z). Como || f |leo=sup{| f(x,y) |: (z,y) € Z}, entonces se tiene que

[ flle< f flzy) v sup flz,y) <| f e -
(z,y)eZ (z,y)eZ

Para el caso ( in)fo < p(f):
x,y)e
Sea f : Z — [—00,00), si ®(f) = () entonces se cumple que ( ir;fo < p(f).
x,y)e
Si ®(f) # 0, existen u, v tales que f < u+ v, y como

(a%ﬁzf(“’ b) < f(x,y) <u(z) +o(y),

entonces al integrar se obtiene que

/X><Y( inf f(a,b)dr < flz,y)dr < /

u(adp+ | oy)dv = plu)+v(0) Viay) € 2,
a,b)eZ XxY X Y
de donde

inf f(a,b) <p(f)

(a,b)eZ
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ya que 7 es una medida de probabilidad.

Para el caso p(f) < sup f:

Se sabe que
flz,y) < sup f(a,b), V(z,y) € Z,

(ap)eZ
luego al tomar

u(z) = sup f(a,b) y o(y)=0,
(ab)eZ

se tiene que f(x,y) < u(x)+v(y), y al integrar, se obtiene
/ sup f(a,b)du + / Odv = sup f(a,b),
X (a,b)eZ Y (a,b)eZ

de donde
p(f) < sup f(a,b).

(a,b)eZ
(i1) Dado A € R tal que A > 0y f € Cy(Z), entonces

POA) :{ imf {u(hu) + v(Av) : (hu, Av) € @A)}, si ®Af) # D

o0, si d(\f) = 0.
_ ) mf{u) () (w0) € B(f)}, st &(f) #0
= Ap(f).

Ahora bien, sean fi, fo € Co(Z), (u1,v1) € D(f1) y (u2,v2) € ®(f2). Entonces
(u1 + ug, v1 +v2) € (f1 + f2),
por lo que

p(fi+ f2) < plur +uz) +v(vr +v2) = (p(ur) + v(vi)) + (p(uz) +v(vs))

es decir
p(fi + f2) < p(fr) + p(fa).
(731) Como (u,v) € ®(u P v) y m € II(u, v), por el Corolario se tiene que
m(u®v) < pudv),

de donde
p(u) +v(v) =7(udv) < plu®v) < plu) +v(v),
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y por lo tanto se sigue que
p(u®v) = p(u) +v(v).

2. Representacién de ciertos funcionales

En ésta seccién se recordaran algunos resultados y definiciones de teoria de la medida que
permitiran la representacién de funcionales que cumplen ciertas condiciones de regularidad,

en términos de integrales respecto a una medida de Radon.

DEFINICION 2.4. Dado S un espacio completamente regular y L : Cy(S) — R un funcional
lineal. Se dice que L es reqular interior si para todo € > 0 existe un conjunto compacto
Q(e) € R(S) tal que | L(f) |< € para toda f € Cy(S) que cumpla:

(i) f se anula en Q(e),
(i) || £ llo 1.

DEFINICION 2.5. Sea X un conjunto y m : 2% — [0, +00] una funcién definida sobre

todos los subconjuntos de X. Se dice que m es una medida exterior sobre X si:

(1) m(A) < m(B), siempre que A C B;

(idi) m(| ) 42) < 3" m(Au), para toda sucesion {A,}z1 C X.
n=1 n=1

DEFINICION 2.6. Sea X un conjunto y m : 2% — [0, +-00] una funcién definida sobre todos
los subconjuntos de X tal que m(f) = 0. Un conjunto A C X se dice medible Carathéodory

respecto a m ( o Carathéodory m-medible) si para todo E C X se tiene que
m(ENA)+m(E\A) =m(E).

La clase de todos los conjuntos Carathéodory m-medibles se denotara por 9i,,.
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TEOREMA 2.7 (ver [12]). Sea m una funcion de conjuntos con valores en [0, +00] definida

sobre la clase de todos los subconjuntos de un conjunto X tal que m()) = 0. Entonces:

(1) M, es un algebra y la funcidn m es aditiva sobre M, .

(2) Para toda sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos, {A,}n>1 C M.y, se cumple que

m(En| JA)=> m(ENA4), VECX;
=1 =1

. n—oo .
=1 1=n

m(En|JA) => m(EnA)+ lim m(En|JA), VECX.
=1

(3) Si la funcion m es una medida exterior sobre X, entonces la clase M, es una

o-algebra y la funcion m con valores en [0, +00] es o-aditiva sobre M,,.

DEMOSTRACION.
(1) Sea A C X, se sabe que A\ ) = Ay (A°)° = A. Por lo tanto, de la igualdad

m(E N A)+m(E\ A) = m(E)

se sigue que, ) € M,, y la clase M,, es cerrada bajo complementos.

Sean Ay, Ay € M, vy E C X; como A; y Ay son m-medibles se tiene que
m(E) =m(ENA;) +m(E\ 4)
— (BN A +m((B\ A 0 Ay) +m((B\ A\ Ay)
(I) =m(ENA)+m((E\ A)NA)+m(E\ (A UA,)).
De las siguientes igualdades:
EN(AUuAd)nA =EnA;, EnN(AUA)NA]=(E\A)NA,,
y la m-medibilidad de A;, se obtiene
m(EN(A1UA))=m(EN(AUA)NA)+m(EN (A UAy) N\ Ar)
(I1) =m(ENA)+m((E\ A) N A,).
Al sustituir la expresién anterior en (I), se tiene que
m(E) =m(EN (AU Az)) + m(E\ (A1 U Ap));

es decir, Ay U Ay € M, y por lo tanto IM,,, es un algebra.

Sean Aj, Ay conjuntos disjuntos y al considerar £ = X en la expresion (II) se obtiene

m(A1 U AQ) = m(Al) + m(Ag)
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(2) Sea {A;}i>1 C M, una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos. Si se denota por

S, v R, como:
S, = OA" y R,= GA’"
i=1 i=n
De la igualdad (II), se tiene
m(ENS,) =m(ENS,_1)+m(ENA,),

ya que
(E\ Sp—1)NA, =ENS. |, =ENA,.

Al hacer induccién sobre n se obtiene la primera igualdad de (2).

Ahora bien, de las igualdades
RiNSy1=581 y Ri\Si1=Ry,
se sigue que

m(E N Rl)

m(ENRyNSp_1) +m(EN R\ Sp-1)
m(ENSy—1) +m(ENR,)

3
,_.

m(E NA)+m(ENR,).

1

i

Por otra parte, de la medibilidad de A,, se obtiene que:

m(ENR,) =m(ENR,NA,)+m(ENR,\ A,)

=m(ENA,) +m(EN R, ).

En consecuencia {m(E N R,)}, -, es una sucesiéon decreciente y asi

n—oo

m(Eﬁ[in):im(EﬂA hmmEﬂUA

(3) Sea {Ai}i21 C 9M,, una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos.
Sea A = |J A;. La segunda igualdad en (2) implica que para F C X se tiene

i=1

m(ENA) Zi (ENA;)
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y como m es una medida exterior entonces m es o-subaditiva y en consecuencia se tiene la

otra desigualdad. Por lo tanto
(I11) m(ENA)=> m(ENA).
i=1

Por otra parte, como 9, es un algebra entonces
Sn:AlLJAQU"'UAnE&nm,

por lo tanto, de la primera igualdad en (2) se sigue que

m(E) =m(ENS,)+m(E\ S,) > im(E NA;)+m(E\A) Vn,

i=1

y de la igualdad (III) se obtiene que
m(E) >m(ENA)+m(E\ A),

y por la subaditividad de m se tiene la desigualdad contraria; de donde, A € 9M,, y en
consecuencia M, es una o-algebra.
Por ultimo al considerar el conjunto £ = X en (III) se obtiene la o-aditividad de m sobre
M.

OJ

OBSERVACION 2.8. En lo sucesivo el simbolo 1 denotaré la funcién constantemente igual
a l.

LEMA 2.9. Sea F un espacio vectorial de funciones sobre un conjunto ) tal que
max(f,g) € F para todo f,g € F y 1 € F. Sea L un funcional lineal sobre F con las
siguientes propiedades: L(f) > 0 siempre que f > 0, L(1) = 1, y L(f,) — 0 para toda

sucesion de funciones {f,} C F decreciente a cero. Sea el conjunto LT definido por

L+ — {f Q= Rlf(z) = T}L}%fn(w)7 {fn}n21 CF,0< f, < far1, f es acotada, } )

Entonces el funcional Ly : LT — R definido por Li(f) = lim L(f,) estd bien definido,
n—oo
coincide con el funcional L sobre funciones acotadas no negativas en F y posee las siguientes

propiedades:
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(i) Li(f) < Li(g) paratoda f,g € LT con f <g.
(ii) Li(f+9g)=Li(f) + Li(9), vy Li(cf)=cLi(f) paratoda f,g € L
y todo ¢ € [0, +00).
(iii) min(f,g) € LT, méax(f,g) € LT para toda f,g € LT, y
Ly(f) + Li(g) = L1(min(f, 9)) + L1(mdx(f, g)).

(i) lm f, € LT para toda sucesion{f,},~; C LT de funciones creciente acotada
n—oo =

uniformemente, y se tiene que Ly(lim f,) = lm Li(f,).
n—oo n—oo

DEMOSTRACION.

Observe que si {f,}n>1 ¥ {9k }x>1 son dos sucesiones de funciones no negativas en F con
lim f, < lim gy,
n—00 k—o0
entonces
lim L(f,) < lim L(g).
n—00 k—o00
En efecto, si se tiene una sucesion de funciones {i,},., C F creciente a otra funcién 1,
entonces la sucesién {¢ — wn}nzl decrece a cero, y por las propiedades del funcional L,
entonces se cumple que L(¢ — ,) — 0, es decir, L(v)) = lim L(1,).
n—oQ

Ahora bien, como
min(fn,gx) € F y min(f,gx) T fn cuando k — oo

ya que

T k—oo
entonces

L(fn) = lm L(min(f,, gx)) < lim L(gk),
k—o00 k—o00
por lo tanto basta tomar el limite cuando n — oco. Esto muestra que L; sobre L1 estd bien
definido, i.e, es independiente de la elecciéon de una sucesién creciente, convergente a un
elemento en L1 y en particular, se obtiene que sobre F N L* el funcional L; coincide con L.
Las propiedades (i) y (ii) se siguen del hecho que se satisfacen en F.
Por otra parte, si {fu},51{9n},>1 son dos sucesiones en JF no negativas tales que f,, T f

y gn T ¢, entonces se tiene que

méx(f, g) = lim méJX(fmgn)»
n—o0
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min(f,g) = m min(f,, g,),
n—oo
y ambos limites son mondtonos ya que max(f,,g,) T max(f,g) y min(f,, g,) T min(f,g).

Por lo tanto, la propiedad (iii) se sigue de la definicién de L; y la igualdad

méx(f,g) +min(f,g) = f +g,
ya que
Ly (min(f, 9)) + Li(méx(f, 9)) = lim L(min(fy, gn) +méx(fn, gn))
= lim L(fo +gn) = lm L(fo) + lim L(g,) = Li(f) + L1(9)-

Para verificar (iv), sea {fmn},,5; C F T fo € LT si m — oo. Si se define

Im = méXfm,m
n<m
entonces
ng}—,nggmH ) fm,négmgfm SZ?’LSm

Al tomar

lim f,=f vy lim g, =y,

n—0o0 m—0o0
como g, < fin < f, al fijar n y hacer m — oo entonces

9<f v JonT fn,
en consecuencia
fa<g Vn,
de donde f < g. Esto es

lim f, = lim ¢, € L.
n—oo m—0oQ

Por otra parte,

Ll(gm) S Ll(gm—i-l) Y Ll(fm,n) S Ll(gm> S Ll(fm) SZ. n S m,
por lo tanto

ln_Ly(f) = lim Li(g) = La( Mm_g,,) = Ly( lim f,,)

m— 00
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TEOREMA 2.10 (ver [10]). Sea F un espacio vectorial de funciones sobre un conjunto
tal que max(f,g) € F para todo f,g € F y 1 € F. Sea L un funcional lineal sobre F con
las siquientes propiedades: L(f) > 0 siempre que f >0, L(1) = 1, y L(f,) — 0 para toda
sucesion de funciones {f,} C F decreciente a cero. Entonces, existe una tunica medida de

probabilidad p en la o-algebra o(F) = A generada por F tal que F C LY(u) y
(2.10.1) L(f) = / fdu, VfeF.
Q

DEMOSTRACION.
(1) Sea G la clase de todos los conjuntos G tal que Ig € LT y sea

w(G) = Li(Ig) paratodo G € G,
donde L; es el funcional dado por el lema anterior. Como se tiene que
[GlﬂGQ - ml’n([Gn IG2)7 [G1UG2 - méX([GU IGQ)?

entonces por la propiedad (7i7) del lema , la clase G es cerrada respecto a intersecciones
finitas y uniones finitas.
Para ver que la clase G es cerrada respecto a uniones numerables note que si {G,},, es
una sucesién creciente de conjuntos en G tal que G, 1 G, entonces {Ig,},, T Ig y por la
propiedad (iv), entonces
Ig = lim Ig, € LT,
n—o0

de donde

o0

G=|JG.eq.
n=1

Adicionalmente, la funcién p es no negativa, mondtona, aditiva en G y cumple que
1w(G1NGa) + p(GrU Ga) = Li(lgina.) + Li(leiue,)
= Ll(min(fgl, [Gz)) + Ll(méx(lgl, IGQ))

= u(G1) + u(Gs) para todo G1,G5 € G,

W(G) = Lille) = Li(lim I,
= lim Li(Ig,) = lim u(G,), si {Gp}n>1 C G es una sucesion creciente a G.

Note ademas que p(2) = 1. De acuerdo al Teorema la funcién

w'(A) =inf{u(@G): Ge G, ACG},
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es una medida en la clase
B={BCQ:u(B)+u(Q\B) =1},

por lo tanto la restriccién de p* a B es la medida que se quiere y se denotara por pu.

(2) Se debe verificar que A = o(F) C B.
Si f € LT, entonces
{f>c}t€G paratodo ceR.
En efecto,
Iipsey = Jirglomfn(l, nmax(f —¢,0)),

en consecuencia, todas las funciones en £* son medibles respecto a la o-algebra o(G).
Por otra parte, todas esas funciones son medibles respecto a o(F), y como G C o(L") =

o(F), entonces se obtiene la igualdad
A=0c(F)=0(9).
Basta entonces demostrar que G C B.
Sean G € Gy { fn}n21 C JF una sucesion creciente de funciones no negativas tal que
Ig = lim f,,
n—oo
entonces

1(G) = u(G) = lim Ly(f,).

n—oo

Como
pHG) +p QN G) 2 1,
para probar que G € B, es suficiente ver que
PG+ (Q\G) < 1
lo que es equivalente a la desigualdad
(2.10.2) 2\ G) < nh_}rgo Li(1— f).

Las funciones {1 — f,},>1 son decrecientes a I\g, ademas para cualquier n y cualquier
c € (0,1), el conjunto U. = {1 — f, > ¢} contiene a Q \ G, y por lo anterior, entonces

pertenece a G. En consecuencia de la desigualdad

IUC S C_l(l - fn)7
se obtiene
PN\ G) < u(Ue) = Li(Iy,) < ¢ Li(1 = f).
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Al hacer ¢ — 1 y luego n — oo, se obtiene (2.10.2).
(4) Finalmente falta demostrar que F C L£'(u) y que (2.10.1) es cierto.

Se sabe del apartado anterior que todas las funciones en £ son A-medibles. Si f = Ig,
donde G € G, entonces la igualdad se sigue de la definicién de p. Esta igualdad se mantiene
para cualquier combinacion lineal finita de funciones indicadoras de conjuntos en G.

Sea f € LTy f < 1. Entonces f es el limite de la sucesién creciente de funciones

2"—1 2n—1

Jn = Z J2 o ncp<(jrnzny = 27 Z Lipsjony-

Jj=1 Jj=1

Se sigue entonces que
Li(f) = / fudi.
Q

La propiedad (iv) que se estableci6 en el lema y las propiedades de la integral muestran
que cuando n — oo, el lado izquierdo y el lado derecho de la igualdad convergen a Ly(f) y
a fQ fdu, respectivamente. Mas atin, se puede extender el mismo razonamiento a todas las
funciones no negativas f € F, ya que

f= lim min(f,n) y min(f,n) € L.

n—oo

Finalmente, para cualquier funcion f € F, se tiene que

f =max(f,0) — max(—f,0),

lo cual conlleva la afirmacion.
La unicidad de g en (2.10.1) se sigue del hecho que esta tinicamente determinada en la clase

G, que es cerrada respecto a intersecciones finitas y genera A.

O

TEOREMA 2.11 (ver [10]). Sea F un espacio vectorial de funciones acotadas sobre un
conjunto § tal que méx(f,g) € F para todo f,g € F y 1 € F. Supongamos que existe un
funcional lineal L sobre F continuo respecto a la norma || f|| = sup|f(z)|. Entonces L puede

e

ser representado en la forma L = Lt — L, donde L™ >0, L™ > 0 y para todo f € F no

negativa,

(2.11.1) L*(f) = sup L(g), L~ (f)= —infL(g).

0<g<f 0<g<f
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DEMOSTRACION.
Dadas dos funciones no negativas f,g € F y una funcién h € F tal que 0 < h < f + g, se
puede escribir A = hy + ho, donde hq, hy € F,

0<h <f, 0<hy<g.

En efecto:

Sean hy = min(f, h), hy = h — hy. Entonces
hi,ho € F, 0<h < f, hy>0 y hy<g,

ya que, si hi(x) = h(x), entonces hyo(x) = 0y si hy(z) = f(z), entonces

porque h < g+ f.

Sea LT(f) definida como en (2.11.1). Note que la cantidad L*(f) es finita, ya que
|L(R)[ < L[]} < [[ LA,
ademds para todo nimero real no negativo t y f > 0,

L*(tf) = sup L(tg) =t sup L(g) = tL*(f).

0<tg<tf 0<g<f

Para funciones no negativas f,g € F el funcional L' es aditivo. En efecto sean f > 0y

g > 0 funciones en JF, entonces
L*(f +g) =sup{L(h) : 0 < h < f+g}
= sup{L(h1) + L(hy) : 0 < hy < f, 0 < hy < g}
=sup{L(h1):0<hy < f}+sup{L(hg) : 0 < h2<g}
=L (f) +L"(g)
Ahora bien, para toda f € F, se define
LY(f)=L"(f")—=L"(f"), donde f=[f"—f" y ["=mdx(f,0), /7 =—min(f0).

Note que si f = f1 — fa, con fi1, fo > 0, entonces

L7(f) =L (f1) = L™ (f2).
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En efecto, como f = fT — f~ entonces se obtiene que

h+f=f+f,
por lo tanto
LY (f)+L7(f7) =L (f2) + LT(f7),

que es lo que se queria y adicionalmente se sigue que
LY(tf)=tL*(f) VteRy feF.

La aditividad del funcional L™ para funciones f, g € F se sigue de su aditividad en funciones
no negativas, las propiedades antes mencionadas y el hecho que se puede escribir f = f*—f~,

g=g" —g . Estoes

frg="4+9)—-(f"+9g)

LY (f+g)=L"(f"+¢")—LT(f +g7)
= L*(f)+ L"(g).

Finalmente, por definicién L*(f) > L(f) para funciones no negativas f € F, por lo tanto,
el funcional L~ definido como L~ := LT — L es no negativo y en consecuencia se tiene el
resultado.

O

COROLARIO 2.12 (ver[10]). Suponga que ademds de las condiciones del Teorema anterior,
el funcional L tiene la siguiente propiedad: L(f,) — 0 para toda sucesion de funciones
{fn} C F mondtona decreciente a cero. Entonces los funcionales Lt y L~ también tienen
ésta propiedad. En particular, L™ y L~ estdn definidos por medidas sobre o(F) y tienen

representacion (2.10.1) respecto a esas medidas.

DEMOSTRACION.
Sea {fn}n>1 una sucesién en F mondtona decreciente a cero y sea € > 0. Para cada n se

puede encontrar una funcion ¢, € F tal que 0 < ¢, < f,, v ademés

L(Spn) > L+(fn) - 62—71’
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ya que L*(f) = sup L(g).

0<g<f
Sea g, = min(p, ..., p,). Se puede verificar por induccién que

(2.12.1) LY (fn) < L(gn) + ezn:w'.

i=1
Esta desigualdad se cumple para n = 1, ahora bien suponga que se cumple paran =1, ..., m.

De las siguientes igualdades:

Gm+1 = MIN(Grm, Prt1)

MAX(Gm; Prm+1) + M (G, Prot1) = Gm + P,
se obtiene que
L(max(gm, Pm+1)) + L(gm+1) = L(gm) + L(om+1)
> L(gm) + LT (frms1) — €277
Por otro lado, como
In < Om < o Pmt1 S fmr < i,

y por la hipoétesis inductiva entonces se sigue que

m

L(max(g,, Spm—i-l)) < L+(fm) < L(gm) + EZQ_ia

i=1
y en consecuencia

m

L(gm) + L+(fm+1) —e2 L(gm+1) < L(gm) + € Z 270

i=1
por lo tanto se obtiene (2.12.1) para n = m + 1, es decir la desigualdad se cumple para todo
n € N.

Ahora bien, como g, < f, para todo n, entonces la sucesién {g,} decrece a cero, por lo

n>1

que L(gn) — 0y de (2.12.1) se sigue que

limsup L1 (f,) <,
n—o0

como ¢ es arbitrario y LT(f,) es no negativo, entonces L*(f,) — 0. La afirmacién para L~

se sigue de manera similar. O

TEOREMA 2.13 (ver [10][14]). Sea X un espacio topoldgico. Si L es un funcional lineal

continuo sobre Cy(X) que satisface la siguiente propiedad:

lim L(f,) =0,

n—o0
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para toda sucesion {f,}, -, C Co(X) decreciente puntualmente a cero. Entonces existe una

medida de Baire tal que

L) = | Ha)duta)
para toda f € Cy(X).

DEMOSTRACION.

Se sigue del Teorema y Corolario [2.12]
O

OBSERVACION 2.14. Los Teoremas y Corolarios antes vistos permiten demostrar el si-

guiente resultado de representacién de funcionales lineales continuos que son regulares inte-

riores(ver definicion2.4)).

TEOREMA 2.15 (ver [10]). Sea S un espacio completamente regular, L : Cy(S) — R un
funcional lineal continuo y reqular interior. Entonces existe una unica medida de Radon o,

tal que
1) = | sao,
para toda f € Cy(S).
DEMOSTRACION.
Sean {f,,},~, C Cy(S) una sucesién de funciones mondtonas decreciente a cero tal que | f,| < 1
para todo n > 1 y suponga que ||L|| < 1. Sea € € (0,1) y considere el correspondiente
conjunto compacto K. Por el Teorema de Dini ([ver[19], Theo. 7.13. p.150]), se sabe que toda

sucesion de funciones continuas monétona decreciente a cero sobre un conjunto compacto

converge uniformemente, por lo tanto existe n, € N tal que
sup | fn] <,
K.

para todo n > ny.

Para todo n > ng sea g, € Cp(X) tal que g, = f,, sobre K.y |g,| < €. Entonces
| L(gn)| <€,
ya que L es regular interior. Como f, — g, = 0 sobre K.y |f, — ga| < 2, se sigue que
[L(fn = gn)| < 2,

de donde
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y en consecuencia, como se verifican las hipdtesis del teorema anterior, el funcional L es
generado por una medida de Baire o.

Para ver que o es regular interior, suponga que B € Ba(.S) no intersecta el conjunto compacto
K, por laregularidad de la medida de Baire o se puede encontrar un conjunto funcionalmente
cerrado Z C By un abierto U tal que BC U y o(U\ Z) < ¢/2.

Por la completa regularidad del espacio S, existe una funcién continua f : .S — [0, 1] tal que

f =1sobre Z y f =0 afuera de U; en particular f = 0 sobre K, por lo tanto

/S fdo = /U fdo + o fdo

§/fda+ fdo + fdo <o(Z)+€e/2+€/2=0(Z)+€
z B\Z U\B

de donde
o(Z) < /fda <o(Z)+e<o(B)+e,
en consecuencia ’
o(Z) <¢€/2,
y asi
o(B) <e€/2+¢/2=¢.
O

En el teorema anterior se obtuvo una representacion para funcionales lineales continuos
en términos de una medida de Baire que es regular interior. ;Es suficiente ver esto para
asegurar que la medida es de Radon?, es decir, ya se vio que toda medida de Borel que es
regular y regular interior es una medida de Radon pero no se ha visto si esto es cierto para
una medida de Baire.

La respuesta es si, y viene dada por el siguiente teorema que damos sin demostracién.

TEOREMA 2.16 (ver [10]). Sea X wun espacio topolégico completamente regular. Toda

medida de Baire i sobre X que es reqular interior admite una unica extension a una medida
de Radon.

Ahora bien, después de desarrollar todas éstas herramientas para la representaciéon de
funcionales continuos, el siguiente resultado muestra una relacion entre éstos y el funcional

p antes definido.
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TEOREMA 2.17. Sea I : Co(Z) — R un funcional lineal tal que 1(f) < p(f) para toda
[ € Cy(Z). Entonces existe una unica medida o € (p,v) tal que I(f) = [, fdo.

DEMOSTRACION.
Considere el Teorema para el caso S = Z. Por el Corolario y la proposicion se
tiene que

I(f) < p(f) < [l
para todo f € Cy(Z). Al reemplazar f por —f se obtiene que —I(f) < || f|lc ¥ por lo tanto

LA < N1 flloes

es decir, I es continuo. Para ver que [ es regular interior sean ¢ > 0 y K, L conjuntos

compactos de X y Y respectivamente que satisfacen
p(X\K)<e/2 y v(Y\L)<e¢g/2
Sea f € Cy(Z), suponga que f se anula en el conjunto compacto K x Ly que |||l < 1.
Al hacer
u(x):{l’ size X\ K | v(y):{l’ siye Y\ L

0, size K 0, siye L
se tiene que (u,v) € ®(f), y asi

I(f) < p(f) < plu) +v(v) <e
Similarmente (u,v) € ®(—f) y como —I(f) = I(—f), entonces
(NI <e

es decir, I es regular interior. Por el Teorema existe una tnica medida o € M;(Z) tal

que I(f) = [, fdo para todo f € Cy(Z).
Note que 0 € P(Z):

en efecto, observe que si f € C;f (Z), entonces
—I(f) =1(=f) <p(=f) <0
y por lo tanto I(f) > 0, esto es, 0 € M, (Z) (ver definicién , ademés
(1) <p)=1y —I(1)=1I(-1) <p(=1) = -1,

por lo que
/ do = I(1) = 1.
Z

N={udv:uelC(X),vel(Y)},

Finalmente, sea
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entonces para f € N se tiene que p(f) = 7(f) (ver Corolario , y por lo tanto
I(f) <=(f) v I(=f) <7(=f),
en consecuencia I(f) = w(f) para toda f € N, esto es,
o(u®v) = p(u) +rvv)
para toda u € Cp(X) y v € Cp(Y), es decir,

o€ (p,v).



Capitulo 3

Dualidad de Monge-Kantorévich en Espacios Completamente

Regulares

1. Convergencia en Espacios Completamente Regulares

Hasta ahora se han desarrollado herramientas relativas a la teoria de la medida que
permitieron representar funcionales continuos respecto a medidas de Radon. Ahora se dara
un resultado sobre la convergencia de redes de funciones semicontinuas y un resultado que

permitira construir redes decrecientes.

LEMA 3.1. Sea © un espacio compacto y sea {ga},c una red decreciente en C(S2), que
converge puntualmente a una funcion semicontinua superiormente g : {2 — [—00, 00).
Entonces

iy oal) = Rfgg o) = mgyole)

DEMOSTRACION.
Como ) es un conjunto compacto y g es una funcién semicontinua superiormente entonces
g alcanza su maximo (ver Teorema |1.16]).

Sea A una constante tal que mé(); g(w) < A. Para cada « en el conjunto dirigido A se define
we
Fla)={weN:g,(w) > A}.

Siay,...,a, € A, entonces se puede encontrar 5 € A (ver definicién [1.5)) tal que o, < 3

para r =1,...,n. Como {g,},., es decreciente, entonces g,, > g, por lo que
F(B) C Flan) N F(ag)N---N Flay,).

Ademas por ser g, continua, F'(a)) es un conjunto cerrado.
Si F(a) # 0 para todo a entonces {F ()}, ., es una familia de conjuntos cerrados con la
propiedad de interseccion finita(ver definicién [1.14)), luego por ser 2 un conjunto compacto,

se tiene que

ﬂF(a) # 0.

42
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Sea wy € () F(«). Entonces g,(wp) > A para todo a. Pero esto contradice el hecho que
«

{9a(wo)} e tiende a g(wy), por lo tanto existe g tal que F(ag) = 0, entonces

(o) < i
Udol) = o) < 4

para todo a > «q.
O

LEMA 3.2. Sean zy € Z, h <0 una funcion semicontinua superiormente yt € R tal que
h(zp) < t. Entonces eziste g € Cp(Z) tal que h < g < 0.

DEMOSTRACION.
Si t > 0, entonces al elegir g = 0 se obtiene el resultado.

Seant < 0y s € R tal que
h(z0) < s <t,
al considerar
V ={z:h(z) <s},

entonces se tiene un punto zy y un conjunto abierto V', y por ser Z un espacio completamente
regular entonces existe una funcién continua f : Z — [0,1] tal que f(z) = 0 para todo
z2€ Z\V'y f(z) = 1. Por lo que basta tomar g = s - f.

[

2. Dualidad de tipo Monge-Kantorévich para funciones semicontinuas

TEOREMA 3.3. Sea h : Z — [—00,00) una funcion semicontinua superiormente. Si
existen funciones reales semicontinuas inferiormente a € L'(u) y b € LY (v) tales que
h(z,y) < a(x)+ b(y) para todo (x,y) € Z. Entonces

Hrllz(ix )W(h) = inf {p(u) + v(v) : (u,v) € ®(h)}.
mell(p,v

DEMOSTRACION.

Considere primero el caso en el que h € Cp(Z).
Sea M el espacio vectorial dado por M = {\h : A € R} y sea J : M — R definido por

J(OR) = Ap(h).
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J es un funcional lineal dominado por p. En efecto:
Sean \1h, \sh € M y a, A € R, entonces

J(Ah + Ash) = J((A1 4+ A2)h) = (A1 + X2)p(h)
= Mip(h) + Aap(h)
= J(\h) + J(A\gh)

J(a(AR)) = J((aA)h) = (aA)p(h)
= a(Mp(h)) = aJ(\h).
Si A > 0, entonces J(AR) = Ap(h) = p(\h).
Si A <0, se tiene que
0 < p(0) = p(Ah — Ah) < p(Ah) + p(=Ah),
de donde —p(—Ah) < p(Ah), luego
J(Ah) := Ap(h) = —p(=Ah) < p(Ah),

en consecuencia J(Ah) < p(Ah) para todo A € R.
Ahora bien, por el Teorema de Hahn-Banach ([ver [20], Theo 3.3, p.58]) existe un funcional
lineal [ : Cp(Z) — R tal que I(f) < p(f) para todo f € Cp(Z) y ademés

1(h) = p(h).

Por el Teorema existe una medida o € II(p, v) tal que I(f) = o(f) para todo f € Cp(Z),

por lo que la ecuacién I(h) = p(h) se puede escribir como

Por otra parte, ya se vio que m(h) < p(h) para todo 7w € II(u, v) (ver Corolario , por lo

tanto se tiene que

méx w(h) =o(h) =p(h) =inf{u(u) +vv): (u,v) € &(h)}.

well(p,v)
Ahora considere el caso h semicontinua superiormente y h < 0:
Por el Lema se puede construir una red decreciente {h,},.4 € Co(Z) que converge

puntualmente a h y tal que h, < 0 para todo a.
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Entonces {m(ha)},c4 € una red decreciente en [—o0,0] para cada m € II(u,v) y por el

Teorema de Convergencia Monétona ([ver[9], Theo. 1.5, p.20]),

7(he) — w(h) € [—00,0].

Al escribir

fa(m) = 7(ha), f(m)=m(h)
y como II(y,v) es un conjunto no vacio o (My(Z),Cy(Z))-compacto (ver Teorema [1.53),
entonces {fo},c4 €s una red decreciente en C(I1(y, v)), que converge a f. Por el Lema [3.1]se
tiene que

lim méx f,(7)=inf max f,(7)= max ),
T Wen(#,mf (1) =i WGH(W)f () Wen(w)f( )

ademads por el Corolario f(m) < p(h) y por el primer caso ya visto, entonces

mé o =p(h,
ﬂen(,fu)f (m) = p(ha)

para todo a. Por lo tanto

para todo m € II(u, v) y todo a. En consecuencia

max m) < p(h) <infplh,) =nf mix f,(p) = mix
mix f(r) <p(h) < infp(he) =inf mix fo(p) = méx f(p)

y por lo tanto se obtiene la igualdad

max f(mw) = p(h),
(mix f(m) = p(h)
al devolver la notacién se obtiene
mex (k) = ph) = inf {u(v) + v(v) : (u,v) € D(h)}
mell(p,v
como se queria.
Finalmente considere el caso general, donde la condiciéon h < a & b reemplaza el hecho de
asumir A < 0. Sea k = h — a @ b, entonces k : Z — [—00,0] es una funcién semicontinua
superiormente y por lo que ya se vio,
max w(k) = p(k).
(ix (k) = p(k)

Mas aun

p(h) = p(k) + p(a) + v(b),
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y para toda 7w € II(u, v)
mw(h) =7n(k) + pu(a) + v(b).
Por lo tanto
e w(h) = i 7 (k) + () +0(0) = p(k) + pla) + () = p(h)
es decir
max w(h) = p(h) = inf {u(u) +v(v) : (u,v) € P(h)}.

mell(p,v)

O

En conclusion, el transporte 6ptimo es una importante herramienta para el analisis que
ha encontrado aplicaciones en areas como la economia. Pero mas recientemente con el auge
de la inteligencia artificial ésta teoria ha mostrado utilidad al enfrentar problemas de machine
learning al optimizar algunos algoritmos que involucran funciones de pérdida, por lo que sin
duda alguna gracias al progreso de ésta se lograran avances tanto en la ciencia de datos como

en la matematica.
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