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RESUMEN

En este trabajo se presenta la implementacion de la integral J de dominio mediante el
Método de Elementos de Contorno (MDEC) para el analisis de grietas tridimensionales
considerando el efecto termoeldstico en componentes mecanicos o estructuras. Esta
técnica esta relacionada con la metodologia de extensién virtual del frente de grieta. Se
calculan los esfuerzos, deformaciones, derivadas de desplazamientos y temperatura en
puntos internos para evaluar la integral de energia de dominio mediante las ecuaciones
integrales apropiadas.

Para el cédlculo de los factores de intensidad de esfuerzo se utiliza la integral M.
Esta técnica esta basada en la utilizacion de campos auxiliares para poder desacoplar
los factores en grietas sometidas a modos mixtos. La implementacién y desarrollo
para grietas en cuerpos sometidos a gradientes térmicos es presentada y demuestra ser
adecuada para este analisis. Se presentan algunos ejemplos para demostrar la robustez
del método, los resultados obtenidos son compatibles con los reportados en trabajos de
otros autores.

Palabras Clave: Integral J de dominio, Integral M, mecanica de fractura, método
de elementos de contorno, termoelasticidad.



Nomenclatura

¢ Coordenada local

b Fuerza de volumen

d Distancia interatomica

E Médulo de elasticidad

G Energia relajada por avance de grieta
f Funcién genérica

G, Fuerza impulsora critica

J Parametro fractomecanico o Jacobiano de transformacion de coordenadas
J Valor promedio de J

K Factor de intensidad de esfuerzo

k Pardametro de discontinuidad

q Flujo de calor o funcién de la extensién virtual de grieta
q* Solucién fundamental de flujo de calor
t; Traccién en la direccion ¢

u; Desplazamiento en la direccién ¢

P Tensor de momentum

r Distancia entre puntos

S Superficie

x; Coordenada cartesiana en la direccién 4
Y Parametro adimensional

W Densidad de energia elastica

a Coeficiente de expansiéon térmica

(6 Parametro de la funcién optimizada

6 Tensor identidad



Aa Area de extensién virtual de grieta
¢ Deformacion

U Funcién de forma para elementos bidimensionales
I' Contorno

~ Tension superficial o coordenada local
1 Coordenada local

A Coeficiente de conduccion de calor

1 Moédulo de corte

v Modulo de Poisson

IT Energia potencial elastica

0 Temperatura

0* Soluciéon fundamental de temperatura
p Radio de entalla

o Esfuerzo

2 Dominio

w; Factor de peso para integracién por puntos de Gauss en el punto ¢ o parametro
funcién optimizada

® Funcién de forma para elementos tridimensionales
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Capitulo 1

Introduccion

El primer matematico en considerar la resistencia de los sélidos a la ruptura fue Galileo
[27]. Aunque no consideré el comportamiento eldstico de los sélidos defini6 la direccién
que siguieron varios investigadores. La teoria matematica de la elasticidad, como se
la conoce hoy, trata el calculo de deformaciones, o desplazamientos relativos, en un
solido sujeto a fuerzas o movimiento. La descubrimientos mé&s importantes basados
en esta teoria fueron la determinacion de la relacion lineal entre esfuerzos y defor-
maciones, propuesta por Hooke en 1660 y que se conoce como la Ley de Hooke y la
formulacion de la ecuaciones de movimiento de Navier en 1821. Desde que estas teorias
se establecieron, todos los problemas de deformaciones pequenas de cuerpos elasticos se
redujeron a calculos matematicos. Lord Kelvin trabajé en la determinacion de esfuerzos
y deformaciones en cuerpos sélidos elasticos sujetos a variaciones de temperatura. Los
resultados a los que llegd, basado en la termodindmica, no obtuvo una formulacién de un
sistema de ecuaciones diferenciales. En 1838, Duhamel derivé los términos adicionales
que debian contener las ecuaciones en el tensor de deformaciones cuando un cuerpo esta
sujeto a un gradiente de temperatura. Sin embargo el estudio de esfuerzos térmicos ha
tomado reciente interés en la solucion de problemas practicos y es un factor de diseno
en muchos componentes de estructuras modernas sujetas, por ejemplo, a calentamiento.

Hoy en dia, se encuentran muchas estructuras de ingenieria sujetas a cargas termo-
mecanicas. En plantas nucleares, por ejemplo, los reactores utilizan sodio liquido como
refrigerante y operan a temperaturas elevadas, la carga de origen térmico es la mas
importante para estos componentes. Por otra parte, ciertos componentes electrénicos
utilizados en plantas de generacion pueden estar sujetos a esfuerzos térmicos inducidos
por calentamiento por efecto Joule debido al flujo de corriente en materiales conduc-
tivos. El monitoreo y prueba de componentes de reactores en fusién nuclear han sido
incrementados desde los accidentes en la unidad 2 de Three Mile Island en 1979 y la
unidad 4 de Chernobyl en 1886.

En los ultimos anos las fallas en estructuras y el deseo de contar con estructuras
seguras y confiables ha llevado al desarrollo de varios criterios de fractura para distintas
aplicaciones, incluyendo puentes, aeronaves y recipientes a presion convencionales y
nucleares; asi como también al desarrollo de planes de control de fractura para nuevas
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e inusuales estructuras como: torres de perforacién costa afuera, plantas nucleares
flotantes, transbordadores espaciales, etc.

Una de las razones por las que ocurren fallas en estructuras o componentes de
maquinas se deben a defectos en los materiales que los componen. Las grietas son un
tipo de defecto [29], que al aumentar su tamano hasta uno critico pueden producir la
falla total del componente por fractura. Los defectos estan presentes debido al proceso
de fabricacion, manufactura o servicio. La Mecanica de Fractura se ha convertido
en la herramienta primaria para controlar la fractura fragil y las fallas por fatiga en
estructuras.

La Mecanica de Fractura Lineal y Elastica es un campo de la mecanica de fractura
que se usa para analizar situaciones dentro del limite elastico y lineal de los materiales.
Es una disciplina que se ocupa de mantener y determinar la seguridad estructural refe-
rente a grietas, puede ayudar al proceso de diseno en la seleccién inicial de materiales,
niveles de esfuerzos de diseno, tamanos tolerables de grieta para control de calidad e
inspeccion.

Para aplicaciones practicas de ingenieria, el diseno de componentes de geometria
compleja para ser empleados en condiciones reales sujetos a cargas termo-mecéanicas
requieren del uso de métodos experimentales o numéricos y de los dos, los métodos
numéricos son una opcién mas econdmica y flexible. Debido a esto el desarrollo de
una herramienta para modelado tridimensional de componentes sujetos a cargas termo-
mecénicas esta razonablemente justificado. Durante las tltimas décadas el desarrollo
de los métodos numéricos ha surgido como una poderosa herramienta de diseno e inves-
tigacién en problemas relacionados con propagacion de grietas. Principalmente debido
al rapido desarrollo de los métodos numéricos en analisis de esfuerzos, conjuntamente
a la disponibilidad de recursos computacionales de gran capacidad se pueden realizar
calculos de forma rapida y eficaz.

El objetivo de este trabajo consiste en la implementacién de la integral J de dominio
en el analisis de grietas tridimensionales utilizando el método de elementos de contorno.
Se expondran los conceptos de la metodologia aplicada, sus ventajas y caracteristicas,
asi como una descripcion de la importancia del problema a tratar. La precision y ro-
bustez del método serd probada a través de algunos ejemplos, comparando los resultados
obtenidos con soluciones analiticas o aproximadas si es que existen.

1.1 Antecedentes

Las primeras investigaciones realizadas en el campo de la mecénica de fractura fueron
llevadas a cabo por Griffith [8] en materiales como el vidrio, basado en la formulacién
matemética de Inglis (1913) , quien analizé placas con agujeros elipticos sometidas a
carga para determinar la concentracion de esfuerzos. En los inicios de 1920, Griffith
encontré que la falla fragil de un material elastico podia ser caracterizada por una
variable, llamada mas tarde razon de energia relajada, cuyo valor critico, independiente
de la geometria de la estructura, es una propiedad mecanica del material. Se observé
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que el fenémeno de concentracion de esfuerzos esencialmente ocurria en la vecindad del
vértice de la grieta y es posible estudiarlo desde un punto de vista macroscopico con
la ayuda de variables intrinsecas como la geometria, solicitaciones y propiedades del
material. En elasticidad lineal esta respuesta se representa como una singularidad en el
campo de esfuerzos. Irwin [8] realizé el estudio de esta singularidad y en 1956 defini6
los factores de intensidad de esfuerzo en grietas para casos particulares.

A pesar que muchos modelos de investigacién se enfocan en modelos bidimensionales,
existen aplicaciones de ingenieria que demandan un modelo tridimensional. La investi-
gaciéon del fenémeno de fractura se realiza en el campo experimental y computacional.
Entre estas dos opciones los métodos numéricos han resultado ser mas econémicos y
flexibles por su adaptabilidad a diversas situaciones. Una técnica numérica que esta
consolidandose actualmente es el método de Elementos de Contorno debido a que re-
sulta ser ventajoso respecto al método de elementos finitos y adecuado en el analisis de
fractura . En elementos finitos la formulacién requiere continuidad de bajo orden para
soluciones que son de un orden mayor, para obtener resultados precisos la malla debe
ser muy refinada en la regién donde las variables de campo presentan gradientes, en
termoelasticidad estas regiones estan situadas alrededor del vértice de la grieta debido
a que los esfuerzos y la temperatura tedricamente tienden al infinito en esa region; otro
inconveniente es el remallado del modelo para cada incremento en el tamano de la fisura
lo que resulta en una gran demanda de recurso computacional.

Una de las principales ventajas del método de elementos de contorno es que sélo se
requiere la discretizacion del contorno, lo que significa una reducciéon en el modelo y
tamano de los sistemas de ecuaciones que se generan. La malla del contorno puede ser
facilmente ensamblada alrededor de la fisura y de acuerdo a la complejidad del problema
se pueden ensayar con una buena aproximacién mallas gruesas. La formulacion de
elementos de contorno esta basada en la teoria de ecuaciones integrales y representa en
forma natural el comportamiento singular en el vértice de grieta; ademas que relaciona
las variables fisicas del problema (en termoelasticidad: temperatura, flujo de calor,
desplazamientos y tracciones en el contorno) de forma directa.

Los fundamentos de teoria de ecuaciones integrales fueron introducidas en la mecéanica
del continuo en teoria de potencial por Fredholm [44], y por Betti, Somigliana, Muskhel-
ishvili [34] y Kupradze [26] en elasticidad. El método directo de elementos de contorno
fue desarrollado en elasticidad por Rizzo [45], y en teoria de potencial por Jaswon [23]
y Symm [50]. En las formulaciones iniciales del método directo, las variables primarias
se consideraban constantes sobre segmentos lineales aunque en algunos casos reflejaba
demasiada imprecisién. Mds tarde Lachat y Watson [44] desarrollaron representaciones
paramétricas de la geometria y las variables resultando en una mejor aproximacion de
las variables. Esta formulacion fue mejorada y expandida en las disciplinas de inge-
nieria, haciendo del método de elementos de contorno algo manejable para aplicaciones
en ingenieria, por ejemplo se puede revisar el trabajo de Brebbia, Telles y Wrobel [7].
Existen muchas formas de formular las ecuaciones integrales; en teoria potencial Jaswon
y Ponter [24] utilizaron la tercera identidad de Green y sus derivadas como variables de
contorno, luego Brebbia y Brebbia y Dominguez [6] derivaron las ecuaciones integrales
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utilizando el método de residuos ponderados. En elastostatica, la formulacién directa
fue presentada por Cruse y Rizzo [13] basado en el teorema reciproco de Betti. Las ecua-
ciones integrales de contorno utilizadas en termoelasticidad son las correspondientes a
potencial y elasticidad. En la década de 1960 Nowacki e Ignaczak contribuyeron a la
formulacién integral de contorno para solucion de problemas con valor en la frontera.

En la aplicacién en mecénica de fractura, fue Cruse [15] quien demostré que las
ecuaciones integrales resultaban en un sistema matemético inconsistente debido a la
coincidencia de las superficies de la grieta. Se propusieron distintas metodologias para
sobrellevar este problema, por ejemplo se modelaron problemas con simetria de cargas
y geometria. Otra técnica propuesta fue la formulacién por subregiones de Blandford,
Ingraffea y Liggett [5], en este método el dominio es dividido en multiples regiones en
la direccién de la grieta creando unos contornos artificiales que no son tnicos, lo que
representa una desventaja en el analisis de propagacion. Otro método utilizado fue el
de discontinuidad de desplazamientos desarrollado por Crouch como lo cita [11], asf la
grieta es tratada como una superficie simple en la cual la diferencia de desplazamientos
es la Unica incégnita a determinar [3]. En este trabajo se aplica el método dual de
elementos de contorno que consiste en la utilizacién de dos tipos de ecuaciones en
las superficies de fractura resolviendo el problema de la inconsistencia matematica, de
esta manera el problema es resuelto en una regiéon simple y tnica. El método dual
de elementos de contorno bidimensional fue reportado por Portela, Aliabadi y Rooke
en las publicaciones [36], [37], [38]; luego este se extendi a tres dimensiones por Mi y
Aliabadi [31], [32]. Actualmente ha sido implementado en elastoplasticidad por Leitao,
en elastodinamica pot Fedelinski y en concreto por Saleh y Aliabadi.

En la mecanica de fractura lineal los campos del frente de grieta se caracterizan por
un factor de intensidad de esfuerzos denominado K, este valor depende de la configu-
racion de carga del cuerpo, de la forma de la grieta y del modo de solicitacién. Este
factor se puede obtener por distintos métodos aproximados, tales como: extrapolacién
de desplazamientos y esfuerzos [14], elementos especiales en el vértice de la grieta [25],
la técnica de substraccién de singularidad [2] y por relajacién de energia de deformacién
[16]. El método de integrales independientes del camino de integracién esta basado en
principios energéticos y proveen una alternativa en el calculo de la razén de energia
relajada por avance del frente de grieta. La mds conocida es la integral J [33] basado
en el tensor de momentum de energia de Eshelby. En el andlisis de grietas tridimen-
sionales con termoelasticidad Aliabadi, dell’Erba y Prasad [1] aplicaron la integral J
como una integral compuesta por una parte que se integra sobre una linea y otra sobre
una superficie. Una formulacion distinta en el calculo de la razén de energia relajada
en el frente de grieta fue propuesta por Moran y Nakamura [46] utilizando la integral
de energia de dominio; esta aproximacion es versatil, ya que puede ser aplicada a prob-
lemas estéticos o cuasiestaticos con elasticidad, elastoplasticidad o viscoplasticidad [9]
y termoelasticidad.
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1.2 Objetivos

El objetivo general de este trabajo consiste en la implementacién de la integral J de
dominio para el andlisis tridimensional de grietas con termoelasticidad utilizando el
método de elementos de contorno.

1.2.1 Objetivos Especificos

1. Implementar en un cédigo computacional las ecuaciones de elasticidad y potencial
requeridas para modelar el problema termoelastico de grietas tridimensionales.

2. Implementar de la integral J, como integral de dominio considerando los efectos
termoelasticos.

3. Desacoplar los factores de intensidad de esfuerzo para los distintos modos de
solicitacion.

4. Validar los resultados obtenidos con esta formulacion y presentarlos en un informe
final.
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Capitulo 2

Fundamento teorico

2.1 Ecuaciones Basicas de los Medios Continuos

El estudio en termoelasticidad permite determinar los esfuerzos producidos por un
campo de temperatura y también calcular la distribucién de temperatura debido a la
accién de fuerzas internas que varfan con el tiempo [44]. La termoelasticidad contiene
la teoria de conduccién de calor y la teoria de esfuerzos y deformaciones debidas al flujo
de calor cuando se acoplan los campos de temperatura y deformaciones.

La deformacién total en cada punto de un cuerpo considerando el efecto de la tem-
peratura esta compuesta de dos partes: una debido a las deformaciones requeridas para
mantener la continuidad del cuerpo como las producidas por cargas actuando en el
contorno, y otra parte debido a la expansién proporcional a la temperatura

1+v v
=T YT g

I3 O'kkéij + a&éij (2.1)

donde E es el médulo de Young, v es el médulo de Poisson y « el coeficiente lineal
de expansion térmica. Se puede observar de lo anterior que las deformaciones por corte
no dependen de la variacién de temperatura, debido a que la expansién libre no produce
distorsion angular en un material isotropico.

Las deformaciones estan relacionadas a los esfuerzos por medio de la Ley de Hooke
para elasticidad en caso isotérmico. La ecuaciéon 2.1 se puede expresar en términos de
esfuerzos:

E v FE
i 1+1/(6]+1—21/6kk J) 1+ (2.2)

2.1.1 Termoelasticidad en Estado Estacionario.

Para un sélido elastico el estado de equilibrio se expresa como:
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O'ijyj -+ bz =0 (23)

donde b; son las fuerzas de cuerpo y la ecuacion (2.3) es la ecuacion de equilibrio.
Las deformaciones se pueden representar por el tensor de deformaciones infinitesimal
de Cauchy como

1
eij = 5 (Ui +uji) (2.4)
donde u; son los desplazamientos. A través de la ecuacién de equilibrio (2.3), la
Ley de Hooke y la ecuacién (2.4) se puede definir una ecuacién diferencial en derivadas
parciales de segundo orden que expresa la condicién de equilibrio conocida como la
ecuacion de Navier:

Moﬁi (2.5)

M
,UJUiyjj + 71@'7]’,‘ + bZ = (1 — 21/) ;

1-—-2v

donde 6 es la temperatura, b; son las fuerzas de volumen y p la constante de Lamé.
Segun la convencién de suma u; representa un tensor de primer orden, donde ¢ toma
los valores 1, 2 y 3 y u;; representa la derivada parcial de la componente 7 del tensor
u; en la direccién j.

2.1.2 Ecuacion de Conduccion de Calor

El flujo de calor es una cantidad de calor que pasa a través de una superficie por unidad
de area y tiempo, se relaciona con la temperatura como

q = qgini = —A0,;n; (2.6)
donde X es el coeficiente de conduccién de calor y n; son los componentes del vector

normal a la superficie. Considerando conduccién en estado estacionario

)

donde se expresa que la temperatura solo es una funcién escalar de posiciéon y no
depende del tiempo en este caso.
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2.2 Mecanica de Fractura

Se puede definir la fractura como la culminacién del proceso de deformacién plastica
en un cuerpo sometido a carga que se manifiesta como la separacién o fragmentacién
de un cuerpo sélido en dos o mas partes.

Existen dos tipos de fractura: ductil y fragil. En la primera, los metales sometidos
a un ensayo de traccién presentaran una estriccion en la zona central de la probeta para
romper finalmente con valores de reduccion de drea de hasta 100 % en algunos casos.
Por otro lado, la fractura fragil se caracteriza por pequenas cantidades de deformacion
plastica, con fisuras propagandose rapidamente a lo largo de planos cristalograficos bien
definidos que poseen baja energia superficial. Ambos casos se diferencian al tener en
cuenta la deformacién localizada en el material que rodea el vértice de fisura durante
la propagacion de la grieta.

La mayoria de los estudios de mecanica de fractura son realizados en el campo lineal
elastico lo que es valido y constituye una buena aproximacion para muchas aplicaciones
en ingenieria. En el vértice de fisura se presenta un campo de deformacién no lineal,
que se puede considerar relativamente pequeno comparado con el dominio que lo rodea,
en ese caso puede decirse que el material esta en un estado de fluencia a pequena escala
y los conceptos de Mecénica de Fractura Lineal Eldstica (MFLE) son aplicables.

4& b(w,)
L

\ Frente de
grieta
N
Modo Modo Modo t(:z:3)
I apertura 1I deslizante III antiplano
(a) (b)

Figura 2.1: a) Modos de Fractura, b) Sistema de coordenadas local en el frente de grieta

La separacion de las caras de una fisura estan asociadas con tres modos de defor-
macion, figura (2.1a). Estos modos de carga estan referidos en nimeros romanos I, 11
y III, descritos como: modo I de apertura o tensién en el plano, modo II debido a corte
y modo III antiplano. Considerando un sistema de coordenadas esférico centrado en la
posicién 7 en el frente de grieta, figura (2.1b), el campo de tensiones esté constituido por
los esfuerzos en las direcciones normal, tangencial, binormal y combinaciones, siendo
funcién del dngulo 6 y de la distancia r desde el vértice de la grieta [8].
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2.3 Campos Termoelasticos en el Frente de Grieta

Sih [49] a través del método de variable compleja en dos dimensiones en un cuerpo
infinito demostré que la caracteristica singular de los esfuerzos térmicos son similares a
los mecéanicos. Los campos de desplazamientos y esfuerzos en el sistema de coordenadas
local en el frente de grieta fueron dados por Hartranf y Sih [22], ellos demostraron que
en ciertos planos los campos bidimensionales y tridimensionales coinciden.

El campo de desplazamientos en el plano (n,b) esta dado por:

1 2
Uy = EV”;{Kfcosg[(l—Zu)—i—serﬂg]

—I—Knseng {2 (1 —2v) + cos? ('20]} +O(r)

1 2
u = EV” 7: {steng [2(1 — 2v) + cos? g}

+Kr cosg [(1 —2v) + senQSﬂ } +0O(r)

1 2
Uy = 2 ;V\/ 7nKUIsenQ—I—O() (2.8)

y para esfuerzos:

K -
Op = ! Cosg[l—senwsen—w —

2 2 ]

=5

~ smg [Q—l—cos%cos%p_ + 0 (1)

301
o, = 27Ir7“ cosg 1+ sengseng_ +

K 3
1L gin £ cos £ cos 22 + O (1)

V2mr 2 2 2

DN
<

oo

2v
oy = %{chosg Knsen2]+0()

o = By smgcosfcosg—(p—{—
e 22 2

K 3¢
&l cosg [1 — sen§56n7} +0(1)

\ 2T

Kir . o
nt = — sin— + O (1
It V2rr 2 (1)
K
P 1L cos2 4+ 0 (1) (2.9)

\27r 2
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donde (7, ¢, ¢) corresponden a un sistema de coordenadas esféricas, K; son los fac-
tores de intensidad en el punto Q, O (r) corresponde a términos de orden mayor a
medida que 7 — 0 y O (1) son términos globales.

Aplicando analisis geométrico y expandiendo en series las expresiones anteriores,
Hartranft y Sih generalizaron el campo de esfuerzos para puntos fuera del plano (n,b).
Los resultados obtenidos son:

Op = f {1 — sengpsen—w_ —
\/27rrcosgz5 i) 2 2 |
@ @ 3]
=2 —cos—| +0(1
—QWrcosqul 2[ —|—C082C082_+ (1)
' 4 ' 4 3¢
= 1 °r
oy \/mco 2{ + sen— sen2_+
Kot e v 30
—_— —cos— + 0O (1
\/Wsmzcos2cos 5 T (1)
2v %)
= ——— K - K O (1
ot V27T COs ¢ [ ) HSQRQ} +O()
_ K P o 3P
Onp = msm 5 Cos 5 CoS 5 +
Kip ® ¢ 3y ]
——————cos— |1 — — 1 4+0(1
Frrcosqﬁcos 5 { sengsen—-| + (1)
Kirr . P
w = ———=sin—+0(1
Ont \/27Trcos¢sm 2 +0()
K
o = iCOSE—FO(l) (2.10)

\/ 27 cos ¢ 2

Existen dos caracteristicas importantes de estos campos: los desplazamientos tienen
un orden de variacién O (1/r) en el plano perpendicular al frente y los esfuerzos presen-
tan una singularidad del orden O (1/4/7) .

2.4 Factores de Intensidad de Esfuerzos

Uno de los conceptos méas importantes en mecéanica de fractura es el factor de intensidad
de esfuerzos. Es una herramienta efectiva para caracterizar los campos elasticos en la
region del vértice de grieta. Si dos cuerpos con grietas de formas distintas y bajo cargas
diferentes tienen el mismo valor del factor de intensidad de esfuerzos alrededor del frente
de grieta, entonces los campos elasticos cerca del frente serdn los mismos.

El factor de intensidad de esfuerzo se puede definir como

K =Yoyma (2.11)

donde o es el esfuerzo, a es la longitud de la grieta y Y es un nimero adimensional que
depende de la geometria. Los factores de intensidad de esfuerzos se pueden expresar
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explicitamente de las ecuaciones (2.10) como los valores de esfuerzo en el limite cuando
se aproxima el frente de grieta. Sustituyendo ¢ = 0 en las ecuaciones (2.10)

K; = llir(l) V2nroy (r,0,0)
K = limv27mroy (r,0,0)

r—0

K][] = l%\/2wrabt(r,0,0) (212)

donde K, K1 v Ky son los factores de intensidad de esfuerzos en Modo I, Modo
IT y Modo III y representan una medida de la singularidad 1/+/r del campo de esfuerzos
en el vértice de grieta.

2.5 Razoén de Energia de Deformaciéon Relajada

El primer estudio sisteméatico para tratar el fendmeno de fractura fue llevado a cabo
por Griffith basado en un balance energético. Propuso que para que la fisura se torne
inestable y comience a propagarse, la disminucién de la energia potencial por relajacion
de tensiones durante el avance de la fisura debe ser mayor o igual que el aumento de
energia superficial representado por la creacion de las nuevas superficies de fractura.

i du
da — da
Siendo II es la energia potencial expresada como un balance de la energia de deformacion
y el trabajo hecho por las cargas y U la energia requerida para el crecimiento de la grieta.
El trabajo por unidad de area para extender la fisura suele designarse fuerza impulsora
critica y se representa con el simbolo G.. Este criterio también puede expresarse en

términos del parametro K y K. que es la tenacidad a fractura o fractotenacidad y es
una propiedad del material, talque K > K.,

(2.13)

K?=EQG, (2.14)

Criterio de Orowan. Orowan encontré que el valor critico de la tensién remota
para que se produzca la propagacion de la fisura es:

YEp
L=/ =L 2.1
g 4a d (2.15)

donde F es el médulo de Young, «v es la tension superficial, d la distancia interatémica
en ausencia de carga y p es el radio del extremo de la entalla.

Para cuerpos lineales elasticos la energia potencia relajada G esta relacionada con
los factores de intensidad de esfuerzo K a través de la formula siguiente:

112 1—
K2+ TVKIQI n T”K%H (2.16)

1—12

G=—%

23



Figura 2.2: Grieta eliptica en una placa sometida a carga.

Los factores de intensidad de esfuerzo y la razon de energia relajada son equiva-
lentes en el campo lineal elastico en fractura mecanica, sin embargo es muy comin en
ingenieria usar los valores de K como referencia.

2.6 La Integral J

Consideremos un cuerpo homogéneo con un material elastico lineal o no lineal, libre de
fuerzas de volumen y sujeto a un estado bidimensional de esfuerzos o;; que dependen
solamente de las coordenadas z; y x2, supongamos que el cuerpo contiene una entalla
o fisura paralela al eje x; como se muestra en la figura (2.3). La densidad de energia
elastica esta dada por

W = /6 O-ijdgij (217)

Consideremos ahora la integral J definida como:
r

donde I' es un contorno que rodea el vértice de la grieta en sentido antihorario, n
es el vector normal exterior al contorno, ¢; son las componentes de traccion, u;; son
las derivadas de desplazamiento u; con respecto a la direccién del eje xz; y dI' es un
elemento de arco a lo largo de I'.

Rice demostré que la integral J es una integral independiente del camino de in-
tegracién, para materiales eldsticos (lineales y no lineales) y es igual al cambio en la
energia potencial I debido a una extension virtual de grieta da:

dll

J = ——
da

(2.19)
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Figura 2.3: Contorno de la integral J alrededor del vértice de la grieta.

Si se selecciona una curva arbitrariamente pequena I" alrededor del vértice de fisura,
la independencia del valor de la integral de la curva elegida nos dice que J puede
considerarse un parametro que caracteriza el campo de esfuerzos y deformaciones en
dicho vértice.

Consideremos el caso en que una fisura sufre una extensién da llevando consigo el
contorno de integracién como se muestra en la figura (2.4)

Jda = / (Wnida — tyu; yda) dT (2.20)
I

Se puede interpretar que el primer término de la integral representa el incremento

Figura 2.4: Extension virtual de grieta en un continuo bidimensional.
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neto de energia de deformacion elastica dentro del contorno I'. Este incremento se pro-
duce porque al moverse el contorno una distancia da se produce un flujo positivo de
energia en el frente del contorno y un flujo negativo en la parte posterior del mismo. Es
importante destacar que la variaciéon de energia en este caso esta referida por unidad
de espesor. Analizando el segundo término de la ecuacién (2.20), representa el trabajo
elemental realizado por los vectores traccién que actiian sobre el elemento de contorno
dl' , durante el desplazamiento da, por unidad de espesor, siendo el trabajo total real-
izado por las fuerzas que actian sobre el contorno a medida que este se desplaza, dado
que este trabajo es un trabajo gastado, surge que del producto de J da, para continuos
elasticos (lineales 0 no), es la energia neta que entra al contorno y esté disponible para
la extension de la fisura, entonces se encuentra la correspondencia entre la razén de
energia relajada G'y J.

1 — 12 1—v
K3 + TK?H (2.21)
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Capitulo 3

Método de Elementos de Contorno

El método de elementos de contorno consiste en la solucién de ecuaciones integrales,
o en forma mas especifica, en la solucién de ecuaciones integrales singulares. Se fun-
damenta en la transformacion de ecuaciones diferenciales parciales que describen el
comportamiento de las incognitas dentro de un dominio y sobre el contorno del mis-
mo en una ecuacién integral que relaciona solamente las variables del contorno. La
forma del método como se le conoce hoy es el resultado de muchos aportes realizados
por otros investigadores en los tltimos anos. Las primeras investigaciones en esta area
fueron publicadas por Betti, quien formulé el teorema de trabajo reciproco al conside-
rar el trabajo realizado por los esfuerzos en un estado elastico realizando trabajo en las
deformaciones de un estado solucién distinto, que puede concluirse es un trabajo con
un sentido matemaético. Somigliana fue el primero en utilizar el teorema de Betti para
derivar una forma de las identidades integrales.

La disponibilidad de recursos computacionales de gran capacidad hizo posible imple-
mentar el proceso algebraico mediante la discretizacién tal que una solucién numérica
es alcanzable.

Existen dos aproximaciones bésicas en la formulacion de ecuaciones integrales depen-
diendo de las incégnitas. La mas conocida es la formulacion directa donde las variables
desconocidas son las variables fisicas del problema, por ejemplo, temperatura, flujo de
calor, desplazamientos y tracciones en el anélisis termoelastico. En oposicion se tiene la
formulacion indirecta en la cual las variables desconocidas son representadas mediante
funciones ficticias de densidad, que para muchos casos no tienen sentido fisico, pero a
partir de las cuales las variables fisicas pueden derivarse.

Fue necesario relacionar la capacidad numérica del método de elementos de contorno
(MEC) con el de método de elementos finitos, muy bien conocido en la comunidad de
ingenierfa. La terminologia del MEC indica el caracter de discretizacién de superficies.
Hoy dia el MEC estd bien establecido y se utiliza con gran interés en muchas aplicaciones
de ingenieria, asi lo muestran algunos autores de libros como Brebbia y Dominguez [6],
Brebbia, Telles y Wroble [7] entre otros.
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3.1 Método Dual de Elementos de Contorno

En el andlisis de mecanica de fractura computacional, una grieta se modela como dos
superficies coplanares, esto hace la aplicacion del MEC en las superficies de la grieta
lleve a una degeneracién numérica de la formulacién (matriz singular) por la aplicacién
de un mismo tipo de ecuacién integral a dos superficies coincidentes, tal como lo
demostré Cruse [15].

Algunas estrategias para sobrellevar esta dificultad han sido propuestas: el método
con funciones de Green presentado por Snyder y Cruse [48], el método de discontinuidad
de desplazamientos por Crouch [12], el método de subregiones de Blandford, Ingraffea y
Liggett [5] y el método dual de elementos de contorno desarrollado por Portela, Aliabadi
y Rooke [37].

El método con funciones de Green utiliza soluciones fundamentales que incluyen una
solucién exacta para una grieta libre de tracciones en un dominio infinito, por lo tanto
no se requiere el modelo de la grieta, la técnica es exacta pero limitada a problemas
bidimensionales con grietas rectas. El método de discontinuidad de desplazamientos
reemplaza cada par de puntos coincidentes de la grieta por un punto fuente tinico, en
esta técnica la unica incognita sobre la grieta son las diferencias de desplazamiento
entre superficies de la grieta, la desventaja de esta metodologia es que si son requeridos
los valores de desplazamiento sobre la grieta deben llevarse a cabo céalculos extras y no
es tan general en problemas con tracciones o desplazamientos en las superficies de la
grieta. El método de subregiones ha sido ampliamente utilizado para tratar el problema
de las superficies coplanares de la grieta. Con esta metodologia se consideran los puntos
coincidentes sobre la grieta integrables sobre curvas distintas. El problema principal
consiste en la creacion de superficies nuevas a partir del vértice de la grieta, las cuales
no tienen porque ser unicas dificultando el proceso de mallado para propagacién.

El método dual de elementos de contorno (MDEC) sobrelleva el problema de modela-
do al considerar los puntos coincidentes sobre la grieta pero introduciendo una ecuacién
integral adicional (la ecuacién de flujo de calor y tracciones en termoelasticidad). Todas
las ecuaciones tienen el mismo camino de integracién sobre el contorno, por lo tanto el
problema se resuelve en una region simple. El MDEC ha sido aplicado en problemas
bi-dimensionales por Prassad, Aliabadi y Rooke [40] y en problemas tridimensionales
por dell’Erba y Aliabadi [1].

En este capitulo se presentan las ecuaciones utilizadas en el método dual de elemen-
tos de contorno en tres dimensiones para termoelasticidad en problemas de fractura
lineal elastica. Se presenta la estrategia de discretizacion en el contorno para satisfacer
las condiciones de continuidad para las integrales singulares, asi como su tratamiento
dependiendo del grado de singularidad.

3.2 Ecuaciones Integrales de Contorno

A continuacion se escriben las ecuaciones integrales de contorno para termoelasticidad
en estado estacionario obtenidas a partir de la ecuacién de Laplace (2.7) y la ecuacién
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de Navier (2.5).
La ecuacién integral de temperatura para un punto z’ que se encuentra en el contorno
de un dominio €2 se escribe como:

CPV.
c(a)0(a") — / ¢ (', 2)0 (x)dl = — / 0* (z', ) q () dT (3.1)
r r

donde 0 y g denotan las temperaturas y flujo respectivamente, I' es el contorno de
integracién, 0* y ¢* son las soluciones fundamentales. La ecuacién de flujo para un
punto en el contorno:

CPV.

@) ) [0 g @ =m @) [ @ @) () T

donde las integrales estan en funcién de los valores principales de Hadamar (HPV)
y Cauchy (C'PV), siendo n; (z') el vector normal al contorno en punto de colocacién.
La ecuacién integral de desplazamiento se escribe como:

cpv. _
cij (&) uj (2) +/ T (2, ) u; (x) dl“—/FPi (2',7) 6 (x)dl
/U,] ' x)t; (z)dl — /QZ 2, x)q(z)dl (3.3)

donde u; y t; representan los valores de desplazamiento y tracciéon en el contorno

respectivamente y Tj;, P, U;;, Q; son las soluciones fundamentales de elasticidad y

termoelasticidad. La ecuacion integral de traccion se escribe como:

5 )+ ) [ Y s (@ 2) g () dT — g () / CPV'E.@',:E)e(x) dr +
:u( + ) ’ no_ / cPv. /
(72)anj(x)9(x)—nj(x)/r Upij (2',2) ty () dT—n; (z QZ] ', xz)q(x)dl

donde Ti;x, Pij, Uijk, @ij son las soluciones fundamentales de elasticidad y termoe-
lasticidad para la ecuacién de traccién.

3.3 Soluciones Fundamentales

Un campo fundamental elastico es un campo exacto definido en un espacio €2, rodeado
por un contorno I'y,, en el cual un sistema de fuerzas externas estd dado por una carga
unitaria en un punto arbitrario, ' € .. Esta carga unitaria se puede representar
como una fuerza de cuerpo en funcién del Delta de Dirac. En potencial la solucién
corresponde a la ecuacién de Laplace considerando una fuente de calor concentrada de
magnitud unitaria en un punto. Una caracteristica de estas soluciones es que dependen
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de la distancia entre el punto fuente z’ y el punto de dominio z, y son continuamente
diferenciables; sin embargo cuando la distancia entre este par de puntos es muy pequena
algunas soluciones presentan un comportamiento singular y se clasifican como singulares
suaves, singulares fuertes, o hipersingulares [O ( L ) ,n=20,1,2,3|.

T'V'L

1

0" (X',2) = — (3.52)
* / _ TENg
(X' z) = - (3.5b)
*k / _ Tﬂ:
0 (X', 0) = 1 (3.5¢)
(X x) = o (377 kg — n4 (3.5d)
— a(l+v) or
B(X 2)=—"" (p,— —p, .
? ( ,.flf) 87 (1 _ 1/) r (nl anr,z> (3 56)
— o —a(l+v)
Q’L (X ,fE) - 87T/\ (1 . V) T,Z (35f>
—_ FEa Oii
Pij (X/, I) = Pz ) {n;ﬂ"k [ Y — 3T’,i7”’j‘| -+ TLZ'TJ + an’i}
dr(l—v)r 1—2v (3.58)
—Q (1 + 1/) 5@
G (X )= —— L g — J 3.5h
Qi (X, ) STA (1 —v) (T’” 1—2u> (3.5h)
, -1 or
T’ij (X ,.CIZ) = m a—n [(1 — 2V) 6ij + 37“’1'7"’]'] — (1 — 21/) (njr,,- — n,ﬂ"’j) ‘
3.51)
-1
(X p) = (3 —4) s+ 5]
Ul] ( 7'CE) 1671' (1 o V) ILLT {(3 V) 62] + T,ITJ} (3 5J)
, E or
Tkij (X ,l‘) = m 3% [(1 — 2V) 61‘]‘7"].3 +v ((SikTJ' + 6]']67‘72‘) — 57"1‘7‘7]'7‘7]6]
+3v (ngr 7 +ngr ) + (1 —2v) (3ngr ;v + njdi + nidji)
1
Uk:ij (X/, 117) = m [(1 — 2V) ((5¢kr’j + 5jkr,i — 5ijr,k) + 37”,2'7”,]'7”,]{;] (3 51)

3.4 Metodologia

El procedimiento de anélisis en un problema por medio de métodos numéricos se puede
subdividir en tres etapas importantes:

1. Preproceso: consiste en la preparacion del modelo a ser analizado, los datos
geométricos y condiciones de contorno que permitan aproximarse lo mejor posible al
hecho fisico. Aqui se realiza la discretizacion del contorno. El objetivo de esta etapa es

30



preparar los datos necesarios y suficientes para resolver el problema.

2. Proceso: se realizan todos los cédlculos inherentes al método, utilizando los datos,
condiciones de contorno para determinar las variables desconocidas, para esto se sigue
la logica de un algoritmo de calculo fundamentado en este trabajo en el método de
elementos de contorno.

3. Postproceso: se utilizaran los resultados de la etapa anterior, para el calculo
de esfuerzos, deformacion, derivadas de desplazamiento y temperatura en puntos en el
dominio, para poder evaluar la integral de energia de dominio.

3.5 [Estrategia de Discretizacion

La solucion para problemas termoelasticos consisten en determinar los campos de
tempe-ratura, flujo de calor, desplazamientos y tracciones relacionadas a través de
las ecuaciones (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4). Estas variables son calculadas a través de un
proceso de discretizacién de las ecuaciones anteriores sobre el contorno, de esta forma
se genera un sistema de ecuaciones lineal que al ser resuelto algebraicamente definen
todas las incognitas. La estrategia general de modelado de un problema con el método
de elementos de contorno puede resumirse como:

e FEl contorno es discretizado en una serie de elementos sobre los cuales los campos
0, q, u; y t; son interpolados utilizando las funciones de forma y un nimero finito
de valores nodales.

e Los campos termoelasticos aproximados #, ¢, u; y t; son expresados como combi-
nacién lineal de funciones basicas en un sistema local de coordenadas.

e Los campos termoelaticos aproximados son sustituidos en las ecuaciones integrales
(3.1), (3.2), (3.3) y (3.4) y el punto de colocacién z’ es colocado sobre un nodo
del contorno. Después de integrar elemento por elemento se obtiene un sistema
de ecuaciones lineal con valores nodales.

e El procedimiento se repite para todos los nodos formando un sistema lineal de
ecuaciones.

e Finalmente con las condiciones de contorno preescritas, el sistema de ecuaciones
es resuelto y todos los valores nodales incognita se determinan. Este proceso se
lleva a cabo para puntos internos X' utilizando las ecuaciones integrales corre-
spondientes en una etapa de postproceso.

Se debe tener especial cuidado en las ecuaciones integrales de flujo y traccién debido
a los requerimientos de continuidad de los campos, esto se describe a continuacion.

La estrategia de modelado del MDEC puede resumirse como lo implementaron Pras-
sad y dell’Erba para los casos bidimensional y tridimensional respectivamente.
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Elemento continuo
cuadrilatero

NI B S

Figura 3.1: Estrategia de discretizacion.

e Las superficies de la grieta se discretizan con elementos cuadrilateros cuadraticos
discontinuos.

e Todas las demas superficies se modelan con elementos continuos.

e La ecuacién integral de desplazamiento (3.3) y temperatura (3.1) son aplicadas
para puntos de colocacién en una superficie de la grieta.

e La ecuacion integral de traccién (3.4) y flujo (3.2) son aplicadas en los puntos de
colocacién en la otra superficie de grieta.

e Las ecuaciones integrales de desplazamiento (3.3) y temperatura (3.1) se aplica
en los puntos de colocacién de todas las demas superficies.

En este trabajo se utilizaran elementos isoparamétricos, significa que la geometria
y las variables son interpoladas utilizando las mismas funciones. Las superficies de las
grietas son modeladas utilizando elementos cuadraticos discontinuos, todas las demaés
superficies se modelan con elementos continuos y la transicion entre ambos por medio
de elementos semidiscontinuos. (ver figura 3.1)

De acuerdo a la representacion isoparamétrica la variaciéon de temperatura, flujo de
calor, desplazamientos y tracciones sobre un elemento se aproximan como

n n

0=73 T¥(&,&)0m™ g = > (&, &)
a=1 a=1

Uy = mz U (&1, &) ui™ li = Z%; U (&, &)t (3.6)
a=1 a=1
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Figura 3.2: Transformacion de un sistema de coordenadas global a uno local.

donde ¥* son las funciones de interpolacién para el elemento I',,,en un sistema de
coordenado local (£1,&2), m™ es el nimero de nodos en el elemento n. En este trabajo
se hacen uso de elementos cuadraticos cuadrilateros de 8 nodos, las funciones de forma
para elementos continuos son:

U= {1-00-n)(E-n-1) W= (1-8)1-n
U = c1+O0-nE-n-1)  W=s1+6(1-7)
o= LU Eru-1)  U=3(1-€)(1+)
U= (-0 (E4n-1) W= (-(1+7) @)

Para los elementos semidiscontinuos y totalmente discontinuos se puede distinguir
que los nodos de colocacién, también llamados nodos funcionales, estan colocados den-
tro del elemento, la suavidad del punto fuente es entonces garantizada y por lo tanto el
requerimiento de continuidad de las variables de contorno para la existencia de la solu-
cién de la ecuaciones integrales de termoelasticidad. Las variables de contorno dentro
de un elemento discontinuo son interpoladas con las siguientes funciones:
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v - 4k3(k OUh—m(~E-n—k) U= (2 —&) (k-
v = 4k3<k+£>< ) (E—n—k) U=
= 4k3(k+€)(/f+n)(€+77—k) V= — (k=€) (147

Vo= =) (Ea—k) 0=
donde k£ es un parametro de posicion para los nodos de colocaciéon que varia entre
0 < k£ < 1. El valor de £ = 0.5 es utilizado en este trabajo, ya que permite una
distribucion homogénea de los puntos de colocacién en las superficies de la grieta.
La transicion entre elementos continuos y discontinuos en la boca de la fisura se pro-
duce con elementos semidiscontinuos, las funciones de forma para este tipo de elementos
son:

1 __ 1 2 = L 2

“ a0k e =) W= e (1-8) ()
Ve s Ok -1) W= 149 E-n (1)
Vo s (O (8 W= oL (1-€) (k)

T O (=) ¥ = (=0 (k=) (1)

3.6 Discretizacion del MDEC

Siguiendo el procedimiento de la seccién anterior las ecuaciones integrales pueden pre-
sentarse en forma discretizada. Para las ecuaciones (3.1) y (3.3) aplicadas en un punto
¥ en el contorno I'™

C ()0 (z*)

= S5 [ 0w m) v ) e ey

n=1a=

Yy [ [ o aem) e en € dean (320)

n=1a=1
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Figura 3.3: Elementos discontinuo y semidiscontinuo.

%) w; ()

N 1 p1
St [ ] U () U (6n) T (6 ) dédn

(S

~—~

Cyj

S [ 1 e ) e () (€ ded

J
=1

Q
—_

Q

z iMmZ im

+ Ze"a/ll/ (2, (€,1)) U° (€,) T" (€,1) dédy

=1

S | [ Qi e En) v o) Emdgdn (31)

3
Il
—
Q

|M§

para las ecuaciones (3.1) y (3.3) para un punto =™ en el contorno I'*

%9 (w) +30 (w) (3.12)
- ZZH’” [ [ E) U () I (Em)dedn (3.13)
—Zqu / / 0" (%, (€,m)) ™ (€,0) T" (€,1) ddn
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%Ui (x“’) — luz (m“”)
Ng N

=Y [ U (e ) ) I o e

N

1 1
—ZZu//lT e, (6,0)) U (E.m) " (€.m) dédy

LS [ [ R e em) v e I dedr

n=1a=1 1

S [ e en) e e (G

n=1a=1

para las ecuaciones (3.2) y (3.4) para un punto = en el contorno I'~

30(x) + 50(=*)

= S5 [ [ e e em) v € (€ dedy
+Zl Zle"a [ [ (e en) v en 7 €y dean (315)

(@) e [ U (a2 (6m) W (6m) T (€ m) e

M=
hﬁ

NN
S+
—
H|

€
~—
|
—~ Nl
S
—
_|_
€
~—

M M5
M=
g

) ue / / Ty (27,2 (6,m)) O (&,m) J" (€, m) dédn

3 m (o)

Hi” (=)o [ [ Py (o7 0 6 m) W (60) " (6, m) iy
_Nzin () o [ [ @ (= Em) W (6m) I (6. dey

- ﬁ“e (a7) i (27) (3.16)

donde Ng es el numero total de elementos, N es el nimero de nodos por elemento
y J" es el jacobiano de la transformacion del sistema de coordenada global al sistema

de coordenadas local.
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J" (&m) = 8$ﬁ;§’”) x axigs’"> (3.17)

3.7 Ensamble del Sistema de Ecuaciones

Las ecuaciones integrales de contorno al ser integradas sobre todos los nodos del con-
torno generan un sistema algebraico de ecuaciones que se puede expresar en forma
matricial

Hu=Gt (3.18)

El método utilizado en resolver casos de termoelasticidad no acoplada consiste en
resolver primero el problema de potencial y luego el problema eléstico asociado, sin em-
bargo el campo térmico no depende del campo de esfuerzos. Ambos tipos de ecuaciones
pueden ser acoplados en un solo sistema para resolverse simultaneamente. Con este
esquema se requiere un menor recurso computacional para llevar a cabo la integracién
numérica, entonces se puede expresar el sistema como

[H {ua} =[G {ta} (3.19)
donde
Ul tl
_ ) u2 ) 12
U = s tq = ts
0 q
y
Hy Hip Hiz Hig G G2 Giz G
(HY) = Hy Hyy His Hy Go] = Go1 Goa Gaz Gy

Hsy Hsy Hs3 Hsg Gs1 Gz Gsz Gy
0 0 0 Hp 0 0 0 G

Los coeficientes G y H se obtienen al integrar las ecuaciones de elasticidad y de
potencial (subindices §). Como los problemas a analizar son tridimensionales el tamano
de las matrices es 4N; X 4 N7 donde Np es el nimero total de nodos de la geometria
discretizada y en consecuencia el tamano de los vectores u y t es 4Nrp.

Al aplicar las condiciones de contorno el sistema de ecuaciones se reordena de forma
tal que todas las incégnitas estan del lado izquierdo de la igualdad y todos los valores
conocidos del lado derecho, quedando un sistema

Ax=b (3.20)

37



donde la matriz A contiene coeficientes de G* y H®. FEl sistema de ecuaciones puede
resolverse utilizando métodos de eliminacién Gausiana y resolvedores iterativos. Como
el método de eliminacion gausiana no depende de un criterio de convergencia, satisface
los requerimientos de precision en los resultados y es utilizado en este trabajo.

3.8 Tratamiento de las Integrales Singulares

La evaluacién de los coeficientes de las matrices mencionadas anteriormente se realiza
al tomar en las ecuaciones integrales los nodos de colocacion e integrar sobre todos los
elementos del modelo. Muchas de estas integrales son regulares y se pueden llevar a
cabo con un proceso de integracion de cuadratura de Gauss, que para una cierta funcién
f(&,7m) en un espacio bidimensional es de la forma:

g1 g2

11
[ ] € dedn= 323" f (6 (321)
=1 j=

donde w; y w; son los factores de peso, (&, n;) son las coordenadas paramétricas y

91y g2 son el nimero de puntos de Gauss en las direcciones ¢ y 7 respectivamente. Sin

embargo, dependiendo de la naturaleza y posicién relativa del punto de colocacion y

el elemento sobre el que se lleva cabo la integracién, existen cuatro tipos de integrales
singulares:

o [ntegrales singulares cercanas: En este caso, el nodo de colocacién no pertenece al
elemento de integracion, pero la proximidad introduce un error cuando la variacion
del integrando es acentuada.

e [ntegrales singulares suaves: Esto ocurre cuando el nodo de colocacién pertenece
al elemento de integracién y la singularidad del nicleo es O (1/r). Este es el caso
de las funciones 0* (2", z), U;; (2™, x), P; (2", x) y Q; (2™, ).

o [Integrales singulares fuertes: Esto ocurre cuando el nodo de colocacién pertenece
al elemento y la singularidad es del orden O (1/ 7“2)_.Este es el caso de las funciones
q* (xn’ Z’) ’ ) 7 (ZL'_,.I'), ﬂj (xn’ .CI?), Ukij (ZL'_,.T) y Pij (ZL'_,.T).

e Integrales hipersingulares: Esto ocurre cuando el nodo de colocacién pertenece al
elemento y la singularidad es del orden O (1/r%). Este es el caso de las funciones

¢ (7, 2) y Thij (™, ).
3.9 Calculo de Variables de Postproceso

3.9.1 Puntos Internos

Las derivadas de desplazamientos en puntos internos son calculadas a partir de la
ecuacion integral de contorno obtenida al derivar analiticamente la ecuacién (3.3):
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Figura 3.4: Sistema de coordenadas local (§1,&3) y sistema de coordenadas z9.

uig (') + /FTij,k (2, z) uj (z)dl — /F?M (', x)0 (z)dl

— /]F Uyis (', 2) t; () dD — /F Qi (2, 2) ¢ (z) dT (3.22)

Donde Tyjx (2, %), Usjx (2, 2), Pig (2',2) y Qi (2, ) son las derivadas de los cam-
pos fundamentales. Las derivadas de temperatura, en forma andloga se obtienen al
derivar la ecuacién (3.1):

00 (X) = [ (@3 (X'.2)0 @)l (@) = [ 03, (X 2)q@)dD(a)  (3.23)

donde ¢, (X',z) y 0% (X', z) son las derivadas de las soluciones fundamentales de
la ecuacion de temperatura.

Una vez que son conocidas las derivadas de desplazamiento, los esfuerzos y defor-
maciones pueden ser calculados utilizando las relaciones basicas de mecanica del medio
continuo, ecuaciones (2.2) y (2.4).

3.9.2 Puntos Sobre el Contorno

Las derivadas parciales de desplazamientos y temperatura en puntos sobre el contorno
se obtienen a partir de las ecuaciones (3.22) y (3.23) respectivamente en forma similar
que para puntos internos, llevando el punto del dominio al contorno. Sin embargo
utilizando las ecuaciones integrales se presenta el problema de la hipersingularidad de
los integrados de la ecuacién, para sobrellevar esta dificultad se calculan a partir de
los desplazamientos, temperaturas y las tracciones en el contorno mediante derivacién
numérica. Considérese un sistema local de coordenadas z7 tal que el vector normal
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unitario al elemento de contorno es z§. Si uf, €, of; y t7 son los desplazamientos,

deformaciones, esfuerzos y tracciones respectivamente en el sistema de coordenadas
local y 6 la temperatura, los componentes de esfuerzo pueden expresarse como:

o5, =1t parai=1,2,3 (3.24)

7

y de la Ley de Hooke para termoelasticidad,

1+v

5kk52'j 1—

Oij = 2,u |:5ij + ﬁ 0495”] (325)

haciendo
o _ o
033 = 13

B 1 1—-2v
C1-v| 2u

t5—v(el +e5) + (1+v) 0400]

eliminando €35 de la ecuacién (3.25)

(e] 1 o [¢] o [¢]
o5 = 1_V{Vt3+2ﬂ[511+V522_(1+V)049 I}
[e] 1 o o o [¢]
O22 = 1_V{Vt3+2ﬂ[522+V511_(1"”/)0‘0 I}

Oly = 2UeY,

Las deformaciones €, pueden calcularse a partir de la ecuacién (2.4) aplicada en
el sistema de coordenadas local. Debe destacarse que las derivadas de desplazamiento
y temperatura estan calculadas inicialmente en las direcciones intrinsecas sobre un
elemento (&1, &2) y son transformadas al sistema local de coordenadas x¢. Finalmente las
nueve componentes de derivadas de desplazamiento son calculadas aplicando derivacién
en cadena, las derivadas de desplazamiento en el sistema global estan relacionadas a las
derivadas respecto a las direcciones intrinsecas del elemento de contorno du;/0¢; como
sigue

ouy  Oui Oy,

U 3.26
9 O 0 (826
donde 0xj/0¢; es la matriz del Jacobiano de la transformacion.
O m \Il
Z 0 61752) oa (327)

af] a=1 aé—] i
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Se puede observar de la ecuacién (3.26) una vez expandida produce un sistema de
seis ecuaciones con nueve derivadas como incognitas. Tres de estas incognitas u; g,
U2 ¥ Us3, pueden calcularse directamente del tensor de deformaciones €11, €22 ¥ €33
respectivamente utilizando la ecuacién (2.4). Esto deja el sistema con seis incégnitas,
que pueden ser reducidas a tres si los valores de 15, €13 ¥ €93 son sustituidos en la
ecuacién (2.4) y luego reemplazados en el sistema de ecuaciones. Finalmente, las tres
restantes incégnitas son calculadas utilizando un grupo de tres ecuaciones tomadas del
sistema generado por la ecuacién (3.26). Debe notarse que una o més derivadas pueden
ser cero simultaneamente dependiendo de la orientacion del elemento y su forma, la
seleccion de estas tres ecuaciones no puede ser arbitraria, siendo necesario hacer una
seleccion especial en cada caso.

o 1 ouy N ouj B 1 ou; 0&; N ou; 0&, N ou; 0&; N ouj 0&,
v 3x§-’ 0xy n 0&; (‘390;-’ 0&s (‘390; 0& 0xf  0& Oxy

€

En forma andloga, para las derivadas de temperatura en puntos del contorno, se
lleva cabo una estrategia similar a la expuesta para las derivadas de desplazamiento

00 00 Oxy,
= 3.28

o~ OV (&1, &)
——==0"" 3.29
%L 29

donde W (&1, &) son las funciones de forma para los elementos de contorno.
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Capitulo 4

Calculo de Factores de Intensidad
de Esfuerzo

Desde su introducciéon como parametro fractomecanico los factores de intensidad de es-
fuerzo han ganado gran aceptaciéon como una clave para determinar el comportamiento
en la Mecédnica de Fractura Lineal y Elastica. Se pueden aplicar algunas metodologias
en la determinacion de estos factores, por ejemplo, el criterio de apertura de desplaza-
mientos (COD), que consiste en la extrapolacién de desplazamientos en la vecindad
del frente de grieta tanto en dos como tres dimensiones, pero con la desventaja que se
requiere una discretizaciéon muy fina de la malla en la grieta. Otra técnica que resulta
prominente son las integrales independientes de camino basadas en leyes de conser-
vacion. Una de las mas conocidas es la integral J de Rice en la cual la densidad de
energia de deformacién y el trabajo realizado por las tracciones son integradas a lo
largo de un contorno cerrado que encierra el vértice de grieta. Desde la introduccién
de la integral J muchos investigadores han tratado de especializarla para caracterizar
singularidades debido a otro tipo de cargas, como efectos de inercia y gradientes de
temperatura.

La implementacién de la integral J mediante elementos de contorno fue presentada
por Aliabadi [3]| para elasticidad bidimensional y tridimensional. Una aplicacién de
la integral J en termoelasticidad bidmensional fue presentada por Prassad, Aliabadi
y Rooke [40], [41], [42] y [43] incluyendo problemas de estado estacionario y dependi-
entes del tiempo. Recientemente dell’Erba [18] presenté la formulacién de la integral
J con termoelasticidad utilizando el método de elementos de contorno. La integral
esta compuesta de una integral de contorno més una integral de area y los factores de
intensidad de esfuerzo se descomponen calculando campos termoeldsticos simétricos y
antisimétricos en una regién definida alrededor del frente de grieta. La descomposicion
hace posible obtener los modos I, II y I1I para los factores de intensidad de esfuerzo fun-
damentado en que la integral se convierte en la suma de tres integrales (J Lo Jity gt )
asociada con los tres modos.

La intensidad de los campos de esfuerzo y deformaciones en la vecindad de un frente
tridimensional de grieta esta dada por valores a trozos de J sobre ese frente. En grie-
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Frente de
grieta

Figura 4.1: Area y contorno para la evaluacion de la integral J en el frente de grieta.

tas tridimensionales, los campos bidimensionales en deformaciéon plana son solamente
aproximaciones asintéticas en el frente de grieta, por lo tanto una integral J de linea
bidimensional puede ser usada muy cerca del vértice de fisura. En anélisis mediante
elementos finitos el calculo de los campos cerca de esta zona es muy dificil, es por ello que
Shih et. al. [46] proponen la metodologia de una integral J de dominio (drea/volumen)
para el calculo de energia relajada.

4.1 Método de Integrales de Contorno

La metodologia de las integrales de contorno se basa en la aplicacion de el teorema
de la divergencia a la ecuacién (2.18) la cual produce una integral remota de linea
definida sobre un contorno en el plano normal principal en el punto 7, figura (4.1),
complementado por una integral definida sobre la superficie encerrada por el contorno.

j:J0+JA

Una integral de este tipo es la propuesta por Kishimoto et al. como lo citan Prassad
y dell’Erba [44], [18] para termoelasticidad.

j: / (Wn1 — tiU,'J) dI’ + /an'kke,ldﬂ (41)
r

La evaluaciéon numérica de la parte correspondiente a .J4 requiere la integracion
sobre elementos del vértice de la grieta presentando problemas de singularidad.

4.2 Integral de Energia de Dominio

Los métodos para integrales de dominio fueron desarrollados por Moran y Shih, Shih et
al y Nikishkov y Atluri como los cita Cisilino [11], asi en las integrales de contorno y las
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Figura 4.2: a) Frente de grieta, b) Extensién virtual del frente de grieta.

integrales de dominio se derivan al aplicar el teorema de la divergencia a la integral J
de Rice, lo que produce una integral definida sobre un dominio finito encerrando cierta
porcién del frente de grieta. Esta metodologia es equivalente a la técnica de avance
virtual del frente de grieta y estd mejor adaptada para su implementacién numérica
que las integrales de contorno. En esta seccion se trata en detalle su desarrollo e
implementacion.

Dentro de la teoria de termoelasticidad no acoplada cuasi estatica las deformaciones
se pueden escribir como la suma de una parte elastica mas una parte debido al campo
de temperatura

la integral J de Rice se deriva del tensor de momentun de Eshelby como lo cita
dell’Erba [18].
Pij = Wop; + oijuiy, (4.3)
donde W es la densidad de energia de deformacion y us, es el campo de derivadas de
desplazamiento elastico. Una propiedad importante de este tensor es que su divergencia
es cero
Fij; =0 (4.4)

por lo tanto la integracion sobre un dominio finito sera nula, quedando expresada
la independencia de camino de la integral siguiente:
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/Q aixj (W6kj + Uijuzk> Q=0 (4.5)

donde 2 es el dominio de integracién rodeado por un contorno cerrado C' que excluye
el vértice de grieta

Considérese un frente tridimensional de grieta con un vector tangente a lo largo del
frente como se muestra en la figura (4.2a). En la posicién n donde se evalda la razén de
energia relajada se define un sistema de coordenadas local tal que z; esté en la direccion
normal al frente, x5 en la direccién normal a la fisura y x3 en la direcciéon tangente al
frente de grieta.

Denotemos por 6l (1) el avance local del frente de grieta en el punto 7 en la direccién
normal al frente y contenido en el plano de la grieta, y sea ds (n) la longitud elemental
de arco a lo largo del frente como se muestra en la figura (4.2b). Tomando términos de
primer orden en 6l

T =T Aa = / T (1) 81 () ds (4.6)
donde L. denota el segmento de linea del frente de grieta en consideracién y 61 (1)
es un avance arbitrario del frente. Aqui 611 es el descenso de la energia potencial y .J es
por lo tanto la energia relajada por unidad de avance del frente de grieta, de esta forma
el valor de J (n) puede ser pesado a lo largo de un frente tridimensional. Debe notarse
que a pesar que la ecuacién (2.18) proviene de un anélisis bidimensional se aplica al caso
tridimensional, ya que en el limite cuando r — 0, la condicién de deformacién plana
prevalece y por lo tanto los campos tridimensionales aproximan un problema plano.
Consideremos que la fisura tiene un espesor h como se muestra en la figura (4.3a)
y argumentamos que cuando h — 0 se obtiene la configuracién de grieta de interés.
La superficie de la entalla estd compuesta por las caras S, y Sg, con normales en la
direccién x5, y una cara cuya normal esta en el plano x; — x3. Ahora, dejemos que la
entalla con cara S; con normal m;, en el plano x; — x3 avance una distancia Aaly en la
direccién xy, por ejemplo:

Aalpmy = 6l (n) (4.7)

Mas aun restringimos a [ moverse sobre S; y que sea una funcién de x; y w3
solamente; por lo tanto I = 0 y se obtiene que

:]_ Aa = ACL/S (O'ijUng - W(Skz) lk mZdS (48)

Cuando Aal corresponde a una traslacion, [, puede ser sacado del signo de la inte-
gral y se obtiene que J= Jil,. Para desarrollar una integral de dominio (volumen), se
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Segmento de la
superficie de entalla

St

(@) (b)

Figura 4.3: a) Dominio de integracién encerrado por las superficies S;, ST, S~ y S1.b)
Esquema de la entalla de altura h.

considera un volumen encerrado por las superficies S;, ST, S~ y S; como se muestra en
la figura (4.3a). Seguidamente una funcién auxiliar g se define como

| lgen S
U = { 0en S; (4.9)

junto con el requerimiento de que g sea lo suficientemente suave en el volumen se
puede reestructurar (4.8) en la forma de un integral sobre la superficie cerrada (S = S1+
ST+ 57 —5;) y considerando las caras de la grieta libres de tracciones

J = /S (0ijuje — Woki) g midS (4.10)

Para llegar a esta expresion se considera que m; = 0, mg = 0y my = =£1 en las caras
de la grieta. Se aplica el teorema de la divergencia a la integral de superficie cerrada
(4.10), y utilizando la ecuacién (4.2) y considerando que h — 0 para la configuracién
real, se obtiene la integral de dominio

J = /V { (UZJ 9, W6k1> oz, + Jmozaxqu} dv (4.11)

Consistente con la independencia de camino de la integral J, la ecuacién (4.11) es
independiente del dominio de integracién, por lo tanto cualquier volumen V' puede ser
considerado para el célculo de J, asf se puede observar en la figura (4.8) al considerar
cualquier dominio tubular rodeando el segmento del frente de grieta. La superficie S;
esta formada por la traslacién del contorno I' a lo largo del segmento L. en en el frente

46



Figura 4.4: Dominio tubular encerrando un segmento en el frente de grieta.

de grieta, la superficie externa S; comprende la parte cilindrica externa y los extremos
laterales.
Como una aproximacién la razén de energia relajada esta dada por

B J Aa
Aa fLC Ik () mu, (n) dn

donde el término en el denominador es el incremento del area de la grieta debido a
un avance virtual del frente.

J(n) (4.12)

4.3 La Funcién q

La funcién auxiliar g, introducida en el apartado anterior sirve para modelar el avance
virtual del frente de grieta. A pesar que la funcién puede adoptar cualquier forma
arbitraria el tnico requerimiento para la funcién es que sea lo suficientemente suave
dentro del dominio V' de integracion, ya que la integral de energia de dominio requiere
ademads su derivada.

Shih et al [46] demostraron que para la IED el valor de J es insensible a la forma
asumida de la funcién. Sin embargo, se ha encontrado que la forma de la funcién es
relevante en el calculo de la integral M; que se desarrolla mas adelante para el desacople
de los factores de intensidad de esfuerzo. Los tipos de funcion que se utilizan en es este
trabajo son la funcién g con variaciéon bicuadratica y optimizada.

4.3.1 Funcién ¢ Bicuadratica

La funcién se define para variar en forma bi-cuadrética en las direcciones tangencial y
nodal al frente de grieta. Considerando que la evaluacion se lleva a cabo en el punto n
que estd en el medio de un segmento del frente L. con r, como el radio del camino de
integracién la funcién q se describe como:
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q(z) = ||1 - (Lf;2>2 [1 - (riﬂ (4.13)

donde r es la distancia desde el frente de grieta en el plano x; — x3 como se muestra
en la figura (4.7).

4.3.2 Funcion g Optimizada

En un paper reciente Saliva et al. [47] proponen una forma optimizada de la funcién
q que bajo ciertas consideraciones asegura la convergencia de la Integral de Energia de
Dominio. La funcién propuesta es:

w? ]|~

q(x) = (4.14)

— N f—
w fol| 4+ & ) o — 2|7

donde wP, w™ y (3 son unos parametros a escoger, y z; son las posiciones de los
N puntos con valor g preescrito nulo. Estos puntos son dados en este trabajo como
aquellos nodos de celdas localizados en la superficie Sy, la superficie externa del volumen
de integracion.

Utilizando los parametros w?, w™ y (3 es posible controlar que parte del dominio
contribuye significativamente a la integral. En particular 3 esté asociado con las suavi-
dad de g. Valores grandes inducen gradientes aproximadamente nulos alrededor del
frente de grieta, donde los valores no nulos de ¢ estan preescritos. En contraste, los
campos presentan cambios abruptos fuera de estas regiones. Con w? y w", la regién
con gradientes no nulos pueden ser trasladados cerca del frente de grieta o cerca del
contorno del volumen de integraciéon donde los valores nulos de ¢ estan preescritos. En
la figura (4.5) se presenta la influencia de estos pardmetros en funcién de r/r,.

Es importante mencionar que Saliva et al [47] proponen especificar el valor de ¢ inde-
pendientemente de la malla, en este trabajo los valores de ¢ son interpolados utilizando
las funciones de forma de las celdas como se indica en la ecuacién (4.23).

4.4 La Integral M;

Entre los métodos disponibles para calcular los parametros fractomecanicos, la integral
de energia de dominio ha surgido como una buena herramienta para problemas de
fractura elastica y termoelastica. El proceso de transformar una integral de contorno en
una de dominio es ventajoso para propodsitos numéricos debido a que se pueden obtener
parametros fractomecanicos precisos sin necesidad de resolver con gran precisién los
campos singulares en la vecindad de la fisura.
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Figura 4.5: Formas de la funciéon ¢ bicuadratica y optimizada.

La integral M; es una metodologia para desacoplar los factores de intensidad de
esfuerzo en modo mixto tridimensional. Consideremos dos estados en equilibrio deno-
tados por los superindices (1) y (2), la superposicién de estos generan un nuevo estado

(1+2) con Kj(Hz).
KM =k 4+ kP (4.15)

Los factores estan relacionados a la integral J en condiciones de esfuerzo plano,
como:

_ 1 2 2 Kin
J—J]+JII+JIII—E(KI+KH)+ 2 (4.16)

la integral J para el estado superpuesto queda como:

(1+2)) 2
1 2 2 (KIII )
(+2) _ L (142) (142) \tar )
JoD = E[(KI )+ (K5) ]+ =
) 1) 5
= IO P[RR+ KGR SR @)

y la integral M; queda definida como:
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1 2
KKy

2
My = J0 g0 @ = Z [RDE® 1 kDK +
H (4.18)

E

A través de la ecuacién (4.11) se determinan los valores de J(*2) J) y j@)
donde el estado de equilibrio (1) se obtendra del andlisis por elementos de contorno
y el estado (2) a través de las soluciones asintéticas conocidas para condiciones de
deformaciéon plana. Luego de obtener el valor de la integral M; se calcula los factores
de intensidad de esfuerzo considerando los siguientes tres casos para el estado (2):

2 2 2
K = LK = 0,Kfj) =
K =0, K7 =1, Kj7y = 0
K = 0.K[7 =0, Kfj) =1

entonces es posible obtener los factores de intensidad de esfuerzo por separado:

MeE MYE
KD = ME R = M2 K - (4.19)

La forma de la integral M; en funcién de las variables de campo y los estados
superpuestos es:

M; = /V {(afjl)u§2,3 + a@)uﬁ - O’i(;)fg-)(ski) Qr,i + 07(1271)049,(;)%} av

v

(4.20)

debe tenerse en cuenta que el campo eldstico (2) corresponde a las soluciones
asintoticas para las cuales no existe un gradiente de temperatura, con lo cual se puede
asumir que la integral M; atin de esta forma contempla los efectos térmicos producidos
por el estado (1).

Esta metodologia es aplicable a grieta rectas y circulares (radio de curvatura con-
stante), sin embargo como cita Gosz et al [19] deben considerarse otros términos para
casos de grietas con frente curvo con curvatura variable.

4.5 Implementacion Numérica

La porcion del dominio del modelo en la que se evalia la integral de dominio es dis-
cretizada mediante elementos de volumen o celdas de 20 nodos, sobre los cuales las
variables son aproximadas por el producto de las funciones de inteporlacion de la celdas
y los valores nodales de o;;, u;j, € v 6. En la figura (4.6) se muestran dos tipos
de celdas, las continuas y semidiscontinuas, las 1ltimas se utilizan en las posiciones
sobre la superficie de la grieta para evitar calcular las variables de los campos sobre los
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Figura 4.6: Tipos de celdas: a) continuas, b) semidiscontinuas.

elementos de la grieta y por consideraciones en la direccion de discontinuidad de los
elementos de la grieta.
Las funciones de forma para las celdas continuas son:

P = (148 (=) (1=7) (€~ 7—7-2)
¥ =148 (1-7) (1 -)
@ = (14 (14+0) (1=) (€57~
=1 (1-8) (1 4+n)(1-)
= (1= (1 +7) (1) (~€+7-7-2)
¢6=%(1—€) (1-n")1-
¥ = (1= - (1= (~E—n—7-2)
Cbgzi(l—éz)(l—n)(l—v)
¥ = (1+61-n)(1-7?)
PO= 2 (14+6)(14+) (1-7?)
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q>11 —

) (1 +m7) (1 7)
0

1-7%)

A+HA=n) A+ (E=n+7-2)

(
(1+¢) (1 7)2) 1+7)
1+A+n)A+7)(E+n+7-2)
( &) 1+ (1+7)

1= 40+ (=E+n+y-2)
(1-&(1-7) 1+
( A=)+ (=E—n+v-2)

9% | (1 — &) (1=n)(1+7) (4:21)

Hypl)—loolr—u-hl»—loolr—l..pl»aoolr—nblbaqkh—t

—_
|

Para las celdas semidiscontinuas las funciones de forma son:
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11481 -n)(k—v)

L1
' = ) E—n—v-2)
g2 1A+~ n?) (k—7)

2 (k:+1)

5 11+ A+n)(k—2)
=< D E+n—v-2)
ol 10 -8)(1+n) (k-9

2 (k+1)

5 1(1-8A+n)(k—2)
QI)6_1(1—5)(1—772)(’f—7)

2 (k+1)

; 10-HA-—n)(k—")
o7 = D (=&—n—7-2)
ot L1 =) (1 —n) (k-7

2 (k+1)
oo - LA+ A-—n)A+7y)(k-1)

4 k
g0 1A+ A +n) (A +9)(k—7)

4 k
o - 1A=+ (L +9)(k—1)

T4 k
o2 11-9A-n(+7) (k-7

T4 k
3 1A+ (1—=n)1+9)
d =1 Y (k& — kn+~v — 2k)
(1)14_1(1+§)( )(1+7)

2 (k:+1)
5 10+8HA+n)(1+7)
P =~ R T (k& 4+ kn+~ — 2k)
QI)16_1(1—52)(1+77)(1+7)

2 (k+1)
Pl — i(l — f)k(ik_:—ni)(l + ’7) (—]{f + kn + v — 2]€>
@18—1(1_5)“_”2)(1—’_7)

2 (k+1)
w 1(1-=§0-n)0+7)
* =1 Kkt 1) (=hE =k +7 = 2k)
o2 _ %(1—52)( n)(1+7) (4.22)
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Extension virtual de grieta q

Figura 4.7: Extensién del frente de grieta en funcién del nodo de interés M.

donde k es un parametro de discontinuidad que varia entre 0 < k < 1.

La discretizacién del volumen forma una red alrededor del frente de grieta, donde
los volumenes de integracién coinciden con los distintos anillos de celdas. Esto se ilustra
en la figura (4.8),donde una de las caras del modelo ha sido removida para mostrar la
grieta y los dominios de integracion.

Como se observa en la figura (4.7), la extension virtual de la grieta se adapta de
acuerdo a la ubicacién del nodo de interés M en el frente, si es un nodo medio o de
superficie, se expande sobre un solo elemento, conectando los nodos M-1, M y M+1
y los nodos M-2 y M, respectivamente. Por otra parte si M es un nodo de esquina,
se extiende sobre dos elementos conectando los nodos desde M-2 a M+2. La funcién
auxiliar ¢ debe ser lo suficientemente suave dentro del dominio V' de integracién.

La funcién g; se especifica en todos los nodos de integracién de las celdas. Consistente
con la formulacién isoparamétrica, lo valores de ¢; estan dados por

20
=3 e (En)Q (4.23)

donde ®* (¢, 7,) son las funciones de forma definidas sobre cada volumen y Q% son
los valores nodales para el nodo n-ésimo, de la definicién de g (ver la ecuacién (4.9))
Q¢ = 0 si el o — ésimo nodo esta en S;. Si la propagacién de la grieta se restringe a
ser en la direccién normal al frente, Q)5 y )5 se desvanecen idénticamente.

Siguiendo manipulaciones estandar

3. 00 agk

4ij = Z Z

a=1k=1 &y, a%

(4.24)
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Frente de agrieta Carminng de integracian

Figura 4.8: Discretizacion del contorno y dominios de integracién para la evaluacién de
la integral J.

donde &, con k = 1,2, 3 son las coordenadas locales en la celda isoparamétrica.
El modelo de integracién gaussiana utilizado es el siguiente:

cel. Vol. p=1

=y S (0025 ) 2% 4 00 e (2
J = Z Z { l(o’w Dy W(Skz> oz + O'nnaamk Qk] det <a§k> }p Wp (4 25)

donde m es el nimero de puntos de Gauss por celda, y w, son los factores de peso.
En forma andloga la integral de interaccién M presenta el esquema siguiente:

S ox;
MI = Z Z [(o’z(jl)u§2]z + O'Z(JQ)Uél’z — 02(]1)555)5/%1) Qk,i —+ Uéﬁae(;)qk} det -3 wp
cel. Vol. p=1 ’ ’ ’ 8516 p

(4.26)
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Capitulo 5

Ejemplos y resultados

En esta seccion se muestra la aplicacion de la implementacién de la integral J de dominio
y la integral M, para ejemplos de grietas internas y externas con frente recto y circular.
Para cada caso se comparan los resultados con los obtenidos por otros autores mediante
métodos numéricos como elementos finitos, contra soluciones exactas o experimentales
si es que existen.

Para todos los ejemplos las propiedades mecanicas del material son: médulo de
Young E = 1000 M Pa, médulo de Poisson v = 0.3, coeficiente de expansion térmica
a =107° /°C y conductividad térmica A = 1TW/°C'm, en ningin caso se considera la
influencia de la temperatura en la variacién de estos parametros.

5.1 Probeta con Grieta Lateral en Condicion de De-
formacion Plana

Para poder validar el algoritmo propuesto se ensaya un modelo con caracteristicas
bidimensionales. Consideremos un panel con una grieta lateral como se muestra en la
figura (5.1a) sometido inicamente a cargas térmicas, los desplazamientos normales de
las caras laterales fueron restringidos para simular una condiciéon de deformacién plana.
En el extremo x = 0 se prescribe una temperatura § = —100°C que varia linealmente
como se muestra en la figura (5.1a) hasta el extremo z = W donde 6 = 100°C. La
longitud de la grieta es a = 10 mm, el ancho de la placa W = 2a, la longitud L = Wy
el espesor de la placa t = a/10.

La discretizacién del modelo se presenta en la figura (5.2). Se utilizaron dos mallas,
clasificadas como: malla fina y extrafina, la primera estd compuesta por 242 elementos
(18 en la superficie de la grieta) y 899 nodos y la segunda compuesta de 374 elementos
de contorno (18 sobre la grieta) y 1319 nodos. Para el cdlculo de J se construyeron
siete anillos de celdas con radios que varian entre 5% y 75% de la longitud de la grieta
compuestos por 60 celdas y 526 nodos para malla fina y 116 celdas con 958 nodos para
la malla extrafina.

En condiciones de deformacién plana los factores de intensidad de esfuerzo se pueden
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Figura 5.1: Placa con grieta lateral, geometria y carga.

r/a

0.050 | 0.090 | 0.150 | 0.225 | 0.338 | 0.500 | 0.750 | Prom. | Ref.

Superficie | 0.534 | 0.527 | 0.525 | 0.525 | 0.526 | 0.528 | 0.529 | 0.528 | 0.504
A% 0.72 | 443 | 411 | 4.08 | 4.29 | 4.60 | 4.78 | 4.57 -

Interior | 0.538 | 0.529 | 0.527 | 0.526 | 0.528 | 0.530 | 0.532 | 0.530 | 0.504
A% 6.35 | 4.77 | 440 | 4.35 | 4.56 | 493 | 541 | 4.97 -

Tabla 5.1: Valores de K7 probeta fina.

calcular a través de la relacion: Ky = [JE/ (1 — V2)]1/ ? que se presentan normalizados
como Kj = K;/og\/ma, donde 09 = aFb,/ (1 — v) es el esfuerzo en el extremo x = W
debido al campo de temperatura y las restricciones. Los resultados estan reportados
para el frente de grieta en puntos localizados en la superficie y en el plano medio.
Los resultados reportados por Moran, Shih y Nakamura [46] reportan un error del 4%
respecto a los reportados por Wilson y Yu para deformacion plana utilizando elementos
finitos en una probeta bidimensional. Mediante la integral J de dominio con el MEC
el error es menor al 5% para probeta fina y menor al 2% para la probeta extrafina,
ver tablas 5.1 y 5.2. La diferencia entre los valores calculados y los de la referencia
estan reportados como A%. El error entre caminos de integracién, excepto para el
primer anillo, es menor al 1.0 % y los resultados demuestran similitud entre nodos en
la superficie y el nodo en el plano medio de la probeta. Para este ejemplo se utiliz6 la
variacion parabdlica de la funcion g.
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r/a

0.050 | 0.090 | 0.150 | 0.225 | 0.338 | 0.500 | 0.750 | Prom. | Ref.

Superficie | 0.482 | 0.497 | 0.501 | 0.501 | 0.502 | 0.502 | 0.502 | 0.499* | 0.504

A% -4.49 | -1.31 | -0.52 | -0.41 | -0.33 | -0.22 | 0.88 | -0.32* -

Interior | 0.489 | 0.500 | 0.502 | 0.502 | 0.503 | 0.503 | 0.503 | 0.501* | 0.504
A% -3.01 | -0.78 | -0.23 | -0.21 | -0.18 | -0.06 | -0.06 | -0.05* -

Tabla 5.2: Valores de K} probeta extra fina, (*) implica que el promedio fue calculado
sin considerar el valor del primer camino de integracion.

100.
a0.
0.

20.
0.

=30
-40.
-50.
-60.
=70
-80.
-80.
-100.

Figura 5.2: Distribucién de temperatura y deformacién exagerada de la probeta con
grieta lateral, malla fina y extra fina.
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r/a

0.050 | 0.090 | 0.150 | 0.225 | 0.338 | 0.500 | 0.750 | Prom. | Ref.

Superficie | 0.497 | 0.489 | 0.487 | 0.486 | 0.486 | 0.486 | 0.496 | 0.490 | 0.495

A% 1.36 | -0.14 | -0.59 | -0.74 | -0.75 | -0.77 | 1.18 | -0.06 -

Interior | 0.497 | 0.489 | 0.487 | 0.486 | 0.486 | 0.486 | 0.496 | 0.490 | 0.495
A% 1.36 | -0.14 | -0.59 | -0.74 | -0.75 | -0.77 | 1.18 | -0.06 -

Tabla 5.3: Valores de K} probeta con grieta central en deformaciéon plana.

5.2 Probeta con Grieta Interna en Condicion de De-
formacion Plana

Las relaciones geométricas consideradas en este caso son: longitud de la grieta a =
10mm, ancho de la placa W = 2a, longitud L = W/2 y espesor de la placa t = a/10.
Sobre las superficies de la grieta en 0 < x < W/2 e y = L la temperatura preescrita es
01 = 0°Cen las superficies en z = W e y = £+ L la temperatura preescrita es 8y = 100 °C'
como se observa en la figura (5.10), todas las demds superficies se consideran aisladas,
se prescriben condiciones de desplazamiento apropiadas por simetria en z = 0, de esta
manera solo se discretiza una mitad del modelo como se muestra en la figura (5.3), el
nimero de nodos y elementos para la malla fina es la misma que en el ejemplo anterior.

Los resultados para el factor de intensidad de esfuerzo estdn normalizados como
K} = K;/aFE (6, — 6;)v/W. En la tabla 5.3 se presenta el valor de K} comparado con
la solucién calculada por Sumi y Katayama utilizando el método de variable compleja
y reportado por Murakami et al [18] para un problema bidimensional en deformacién
plana. Para este ejemplo se utilizo la variacion parabdlica de la funcién g.

5.3 Probeta Gruesa con Grieta Lateral

Este ejemplo corresponde a una probeta con las mismas caracteristicas térmicas que en
el ejemplo 1. La grieta estd contenida en una probeta gruesa como se muestra en la
figura (5.4a), por condicién de simetria geométrica en y = t/2 los desplazamientos nor-
males a este plano son restringidos. El propdsito es poder observar el comportamiento
de la integral J en grietas que tocan una superficie libre y también identificar el com-
portamiento de los factores de intensidad de esfuerzo a lo largo del frente de grieta.

La longitud de la grieta es a = 10mm, el ancho de la placa es W = 2a, la longitud
L = 3W y el espesor de la placa es t = 15 mm. El modelo discretizado figura (5.7a)
esta compuesto por 292 elementos de contorno y 1351 nodos. Para el cdlculo de J
se construyeron 4 anillos de celdas con radios que varian entre un 20% y 75 % de la
longitud de la grieta, compuestos por 408 celdas y 2302 nodos de celdas.
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Figura 5.3: Malla fina probeta con grieta central.

Figura 5.4: Esquema probeta gruesa, (a) grieta sobre un borde libre, (b) grieta interna.
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Figura 5.5: Valores de K7 a lo largo del frente de grieta.

Los valores normalizados K = K/ aF0,~/W promediados se presentan en la grafica
(5.5) donde el origen de coordenadas y/t coincide con el plano medio de la probeta y se
observa que en esta posicion el valor de K} se aproxima a la solucién en deformacién
plana, mientras que en el extremo donde la grieta toca la superficie de la probeta el valor
de K7 tiende a disminuir debido a que la singularidad de los campos en esta posicién
es distinta a (1/4/7). De la gréfica puede observarse que los valores de K} presentan
una mejor aproximacion que los obtenidos por dell’Erba [18] mediante la formulacién
por desplazamiento de puntos sobre la grieta (COD) utilizando elementos con funciones
de interpolacién especiales. Es importante destacar que con la integral de dominio se
puede calcular J en el nodo sobre el frente de grieta que toca el extremo libre de la
probeta.

5.4 Probeta con Grieta Interna con una Superficie
Libre

Este ejemplo corresponde a una probeta con las mismas caracteristicas de carga que en
el ejemplo 2, la grieta es interna y por condiciones de simetria como se presenta en la
figura (5.4b) solo una cuarta parte del cuerpo es modelada.

En este caso se analiza el calculo de los factores de intensidad de esfuerzo mediante
la integral M; comparando las aproximaciones parabdlica y optimizada de la funcién gy.
Se puede observar que utilizando la funciéon optimizada se obtiene un mejor resultado
en el punto que toca la superficie libre la probeta, donde los campos tiene una variacién
mas fuerte que (1/4/r), sin embargo muchos autores hacen referencia a que en esta
posicién se requiere una mayor discretizaciéon del modelo para poder obtener resultados
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Figura 5.6: Valores de K} a lo largo del frente de grieta calculados con la funcién ¢
bicuadratica y optimizada.

adecuados. El modelo discretizado tiene el mismo ntimero de elementos que el problema
anterior, ver figura (5.7b) . En la grafica (5.6) se puede observar que la diferencia de K7
calculado con la aproximacién parabdlica y optimizada (parametros: 5 = 6.0, w? = 6.0
y w™ = 1.0) a lo largo del frente no presenta gran variacién hasta acercarse al borde
libre, donde la aproximacion optimizada reporta mejores resultados.

Para poder analizar el comportamiento de la integral J con ambas aproximaciones
debemos considerar que para el caso termoelastico J estd dado como el aporte de una
parte elastica y otra térmica:

J:J6+Jt

donde la parte eldstica esta multiplicada por la derivada g ; y la parte térmica por la
funcién ¢ (revisar la ecuacién 4.11) En la figura (4.5) se observa la forma g y podemos
intuir que la derivada de la funcién optimizada es siempre nula en los extremos, por lo
tanto el aporte de J, es nulo en esos puntos, en oposicién a la funcién bicuadratica que
se anula inicamente en el extremo donde ¢ = 1. Por otra parte J; se adapta a la forma
de q en ambos casos y depende del dominio de integracion.

Es importante destacar que para el desacople de los factores de intensidad de es-
fuerzo se esta utilizando como estado elastico auxiliar las soluciones asintéticas para
deformacién plana en una zona donde ocurre un estado de esfuerzos plano (extremo li-
bre de la probeta), por lo tanto la capacidad de cdlculo con la aproximacién parabdlica
es menos precisa que la aproximacion optimizada, podemos observar que la repuesta de
la parte térmica permanece invariable a pesar de la funcién g, utilizada, lo cual lleva a
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Figura 5.8: Valores de K7 en la ubicacién y/t = 0.96875 para los 4 caminos de inte-
gracién (r/a) mediante la funcién ¢ bicuadratica.

confirmar que el efecto de la suavidad de la funcién pondera sobre todo la parte elastica,
la cual modifica con mayor relevancia los resultados.

En las graficas (5.8) y (5.9) se muestran lo valores de K obtenidos para el pentltimo
nodo sobre el frente de grieta utilizando las aproximaciones bicuadratica y optimizada
separados en aporte elastico y térmico, para ambos casos el valor de K; es muy parecido
con un error menor al 3%. Una observacién importante es que la funcién bicuadratica
presenta un mejor comportamiento para volimenes definidos cerca del frente de grieta
y no estd afectada por el nimero de celdas que se considere en la direccion tangente
al frente de grieta. Esto puede observarse al comparar los resultados para el camino
de integracién r/a = 0.20 en las tablas 5.4 y 5.5, donde para la funcién optimizada
los valores de K} presentan un comportamiento oscilatorio para las distintas posiciones
sobre el frente de grieta.

5.5 Cuerpo Cilindrico con Grieta Circular Interna

La geometria utilizada consiste en una barra de seccion circular con una grieta interna
de forma circular sometida a cargas térmicas y mecanicas como se observa en la figura
(5.10). El radio y altura de la barra se denotan como R y h respectivamente. La grieta
circular (penny-shaped) tiene radio » = 10 mm localizada en eje de la barra, la razones
geométricas son las siguientes: R/a = 10y h/R = 6. Para todos los casos la malla esta
compuesta por 1434 nodos y 224 elementos de contorno, sobre la grieta se colocaron 152
elementos, para el calculo de J se construyeron 4 caminos de integracién compuestos
por 4352 nodos y 832 celdas.
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Figura 5.9: Valores de K7 en la ubicacién y/t = 0.96875 para los 4 caminos de inte-
gracién (r/a) mediante la funcién g optimizada.

r/a
Posicién | 0.20 | 0.35 | 0.50 | 0.75 | prom.
0.00000 | 0.481 | 0.505 | 0.511 | 0.517 | 0.504
0.12500 | 0.487 | 0.506 | 0.511 | 0.517 | 0.505
0.25000 | 0.478 | 0.492 | 0.496 | 0.499 | 0.491
0.37500 | 0.476 | 0.479 | 0.480 | 0.480 | 0.479
0.50000 | 0.439 | 0.446 | 0.448 | 0.449 | 0.445
0.62500 | 0.409 | 0.412 | 0.412 | 0.413 | 0.411
0.75000 | 0.365 | 0.371 | 0.372 | 0.373 | 0.371
0.81247 | 0.309 | 0.311 | 0.311 | 0.312 | 0.311
0.87500 | 0.271 | 0.276 | 0.277 | 0.277 | 0.275
0.90627 | 0.223 | 0.224 | 0.224 | 0.224 | 0.224
0.93750 | 0.175 | 0.179 | 0.180 | 0.181 | 0.179
0.96875 | 0.123 | 0.128 | 0.129 | 0.131 | 0.128
1.00000 | 0.313 | 0.569 | 0.858 | 1.389 | 0.782

Tabla 5.4: Valores normalizados K7 utilizando la variacién bicuadrética.
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r/a
Posicion | 0.20 | 0.35 | 0.50 | 0.75 | prom.*
0.00000 | 0.473 | 0.493 | 0.507 | 0.511 | 0.504
0.12500 | 0.490 | 0.487 | 0.488 | 0.488 | 0.487
0.25000 | 0.430 | 0.492 | 0.495 | 0.495 | 0.494
0.37500 | 0.474 | 0.477 | 0.477 | 0.477 | 0.477
0.50000 | 0.394 | 0.447 | 0.449 | 0.449 | 0.448
0.62500 | 0.407 | 0.410 | 0.410 | 0.410 | 0.410
0.75000 | 0.295 | 0.324 | 0.325 | 0.325 | 0.325
0.81247 | 0.302 | 0.303 | 0.303 | 0.303 | 0.303
0.87500 | 0.200 | 0.204 | 0.204 | 0.204 | 0.204
0.90627 | 0.217 | 0.217 | 0.217 | 0.217 | 0.217
0.93750 | 0.164 | 0.165 | 0.165 | 0.165 | 0.165
0.96875 | 0.131 | 0.131 | 0.131 | 0.131 | 0.131
1.00000 | 0.199 | 0.209 | 0.210 | 0.210 | 0.210

Tabla 5.5: Valores normalizados K utilizando la funcién ¢ optimizada (* los valores
promedio no consideran el valor del primer camino de integracién r/a = 0.20).

5.5.1 Caso 1

Para todos los ensayos la temperatura en la superficie de la grieta fue preescrita 8 =
—100 °C' y todas las demads superficies de la probeta con temperatura § = 0 °C'. La
grieta fue rotada respecto al eje y formando un angulo de 0°, 30° y 45° respecto al plano
r — y para cada ensayo..

Los valores de K} = K;/ (Eozé’\/%/ (1—-v) 0.9418> [17] calculados presentan un
comportamiento axisimétrico grafica (5.11), K;; = 0y Kj;; = 0 para todas las inclina-
ciones de la grieta, lo cual confirma que en el modelo las dimensiones de la grieta son
muy pequenas respecto al tamano de la probeta y la inclinacién no genera otro modo
de solicitacion.

5.5.2 Caso 2

En este ensayo las condiciones térmicas son iguales a las del caso 1, la probeta ademas
esta sometida a un esfuerzo de traccion o = 1000 M Pa en los extremos z =0y z = h;
la grieta tiene una inclinacion de 45°grados respecto al plano x — y alrededor del eje .

Los valores de K}, Kj; y Kj;; normalizados como K;/F, donde F = £af,/a/m,
se presentan en la grafica (5.12). Se puede observar que el valor de K} es constante a
lo largo de todo el frente, mientras que el comportamiento de Kj; y Kj;; es senoidal y
presentan un desface de 90°, esto es razonable porque en la posiciéon donde ocurre un
modo IT de solicitacion de la grieta no existe el modo I1II y viceversa, para este caso la
se utilizé la variacién bicuadratica de la funcién q.
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Figura 5.10: Grieta circular en una barra cilindrica.
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Figura 5.11: Variacién de K a lo largo del frente de grieta (3/27)
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Figura 5.12: Factores de intensidad de esfuerzo en modo I, IT y III normalizados para
la grieta circular interna inclinada a 45°.

5.6 Probeta con Grieta Semicircular

El esquema de esta probeta se muestra en la figura (5.13) . La geometria corresponde
a una grieta semicircular con una inclinacién de la grieta respecto al plano z — y de 0°
y 45° para cada caso. Las relaciones geométricas a/W = 0.5, L/W =2y T/W =2,
la grieta esta aislada y un gradiente de temperatura dirigido en la direccion del eje y
con temperaturas preescritas §; = —100 °C' en y = 0y 05 = 100 °C' en y = T , todas
las demas superficies estan aisladas y el desplazamiento normal en la direccién z fue
restringido en z = 0y z = 2L. En la figura (5.15) se presentan las mallas para la grieta
plana e inclinada donde los modelos estan compuestos de 260 elementos de contorno
(76 sobre la grieta) y 1249 nodos, para el célculo de J se construyeron tres caminos
de integracion con radios que varian entre un 20% y un 75 % del tamafio de la grieta
compuestos por 416 celdas y 2374 nodos de celdas. Los valores de K normalizados como
K;/F, donde F = 1%&922\/%, se presentan en la figura (5.14). Para la grieta con
inclinacion de 0%solo existe el modo I de solicitacion variando de acuerdo al estado de
esfuerzos generado por temperatura, sin embargo en la grieta con inclinacion de 45°se
producen modos de solicitacién I, IT y III, donde K7; tiene una variacién lineal. En este
ejemplo solo se uitlizo la variacién bicuadratica de la funcién q.
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Figura 5.14: Factores de intensidad de esfuerzo en modo I, IT y III normalizados para
la grieta semicircular inclinada a 0%y 45°a lo largo del frente de grieta (3/m).
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Figura 5.15: Deformadas de las probetas con grieta semicircular inclinada a 0%y 45°.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha realizado la implementacion de la integral J de dominio mediante
el método de elementos de contorno considerando cargas de origen térmico. La eficien-
cia que ofrece el MEC en el cdlculo de variables en puntos internos hace posible que la
implementacion de la integral de energia de dominio se realice en una etapa de post-
proceso, inclusive puede ser aplicada en modelos para los cuales ya son conocidos los
resultados en el contorno. La precisién de la metodologia esta relacionada con la ven-
taja que tiene el MEC en el célculo variables en puntos dentro del dominio (derivadas
de desplazamiento y temperatura).

También se presentd la implementacién de la integral M; para el calculo de los
factores de intensidad de esfuerzo correspondiente a una etapa de postproceso. Es
importante destacar que la formulacién de la integral M; ha sido desarrollada e imple-
mentada considerando el efecto del gradiente de temperatura en problemas tridimen-
sionales termoelasticos partiendo de la formulacién elastica. La integral M| se basa en
la independencia de camino de la integral J y la consideracién de dos estados elasticos
que permiten el desacople de los factores de intensidad de esfuerzo de forma eficiente
y precisa. El procedimiento seguido demuestra ser eficiente y numéricamente viable al
seleccionar la solucion auxiliar analitica correspondiente a deformacion plana. Los cam-
pos auxiliares asintoticos para problemas de deformacién plana han sido implementados
para descomponer los factores de intensidad de esfuerzo en grietas en modo mixto, los
resultados han demostrado ser concordantes con los de las referencias obtenidos por
otros métodos numéricos.

Se ha colocado especial énfasis en la seleccién de la funciéon auxiliar g presente en
la formulacién de la integral de dominio. Dos aproximaciones han sido consideradas:
una variacion bicuadratica y una optimizada recientemente propuesta en un paper por
Saliva et al. [47]. La funcién g constituye un pardmetro importante en la operacién
de la metodologia propuesta. Los resultados obtenidos demuestran que la funcion g
optimizada opera marcadamente mejor para puntos localizados en la interseccion del
frente de grieta con una superficie libre, obteniéndose mejores resultados para K que
respecto a la variacion bicuadratica.

La funcién g, bicuadratica se comporta mejor para volumenes de integracion definidos
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cerca del frente de grieta, y no se ve afectada por el nimero de celdas utilizadas para
el volumen de integracion en la direccion tangente al frente de grieta.

Se realizo un anélisis enfocado en que la integral J de dominio con termoelasticidad
depende en parte de g; la derivada de la funcién auxiliar y otra de g;. El aporte
de la parte elastica se complementa con el aporte del gradiente de temperatura y el
valor de J se mantiene constante para cualquier camino de integracién seleccionado.
A pesar que los parametros de la funcién auxiliar ¢, han sido originalmente aplicados
en estudios de fractura eldstica se demuestra que su adaptacion con termoelasticidad
resultada adecuada.
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