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Resumen

En este trabajo, se formulan, implementan y comparan dos esquemas en diferen-
cias finitas compactas (DFC) para modelar la propagacién de ondas acusticas bajo
condiciones de borde tipo Dirichlet en mallas 2-D rectangulares. El mas novedoso de
estos esquemas utiliza los operadores DFC formulados por Aboulai y Castillo [1] en
mallas centro distribuidas. Estos operadores resultan de factorizar los operadores en
DF triparamétricos de gradiente y divergencia miméticos de cuarto orden de precision,
como el producto de sus homélogos de segundo orden y nuevos operadores auxiliares
dependientes en los parametros miméticos. En esta descomposicién, los esténciles en
DF resultantes son de menor tamano que en el caso triparamétrico original y de alli se
deriva su calificativo compacto. El segundo esquema utiliza los operadores en DFC so-
bre mallas nodales estudiados por Lele [38], y que requieren resolver un sistema lineal
en banda para la diferenciacion implicita en cada linea coordenada de la malla. En
este caso, la precision se limita a cuarto orden y los sistemas lineales resultan tridia-
gonales, cuya resolucion via el algoritmo de Thomas es de bajo costo computacional.
La integracién temporal es comin a ambos esquemas y se formula a partir del méto-
do de Crank-Nicolson utilizando una implementacion computacional eficiente basada
en el algoritmo de Peaceman-Rachford de direccién implicita alternada. Se presenta
un analisis formal de estabilidad basado en el método de Von Neumann y por tanto
enfocado en la discretizacién en los puntos interiores de la malla. Igualmente, se ana-
liza la complejidad algoritmica de estos esquemas en cuanto al nimero de operaciones
aritméticas en mallas de igual resolucién. Estos analisis muestran que ambos esquemas
son incondicionalmente estables respecto al pardmetro CFL y ademés presentan igual

complejidad operacional. La fase de experimentacion numeérica considera problemas



de diferente complejidad y que demandan una resolucién precisa de las condiciones
de frontera. En problemas sencillos con solucion exacta arménica, la precision y tasas
de convergencia del esquema centro distribuido son ligeramente superiores. Sin em-
bargo, las mismas decaen en problemas severos de capa limite y resultan inferiores a
las mostradas por el esquema nodal. Como referencia comparativa final, también se
implementa un esquema con diferenciacién mimética centro distribuida y basado en
la integracién temporal explicita de Leap-frog. Para este esquema, las contribuciones
de este trabajo son una parametrizacién mimética 6ptima que induce un mayor limi-
te de estabilidad CFL, ademas de ciertas comparaciones en precisiéon y convergencia

respecto a los esquemas DFC mencionados.
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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

Las soluciones numéricas de la ecuacién de onda acustica mediante la técnica de
diferencias finitas han contribuido a diferentes aplicaciones fisicas, pero posiblemente
la modelaciéon de ondas sismicas de tipo compresional es el area que mas ha promo-
vido el desarrollo de estas técnicas. Los métodos pioneros en mallas nodales [3] y en
mallas centro distribuidas [62], que incluyen discretizaciones en DF con segundo orden
de precisién, han evolucionado a técnicas modernas de cuarto orden o superior en el
segundo tipo de malla ([4], [17], [42]). En una malla centro distribuida, las representa-
ciones discretas de las propiedades del material y de los campos escalares acisticos son

definidas en mallas nodales individuales, y desplazadas por la mitad del paso de malla

h
2

en una o mas direcciones. Es decir, la densidad, el médulo de compresibilidad, la
presion del medio, y las componentes del vector velocidad de particula, coexisten en
mallas separadas. El objetivo de esta distribucién, es que cada variable dependiente
quede localizada en el centro de aquellas de las que depende, y asi la diferenciacion
numérica opere con paso % Esta ventaja en precisiéon numérica de las mallas centro
distribuidas sobre las nodales, ha sido también explotada por métodos desarrollados
para medios eldsticos o viscoelasticos ([25], [39], [47], [54], [63]). Los analisis de disper-
sion numérica para ondas de cuerpo, presentados en algunas de las citadas referencias,
sirven como una justificacion tedrica al uso de estas mallas, sobre las que se aplican

DF de al menos cuarto orden de precisién. Sin embargo, el uso de largos esténciles

en DF para la discretizacion de alto orden de las condiciones de frontera puede dege-

10



11

nerar en inestabilidades numéricas forzando a la implementacion de técnicas mixtas
que reducen el orden de aproximacién en la vecindad de las fronteras ([15], [21], [22],
[25], [52]). De esta forma, surge la necesidad de utilizar técnicas que empleen DF de
cuarto orden o superior consistentemente en todo el dominio de discretizacién, y que
permitan una descripcion estable y poco dispersiva de la dindmica ondulatoria, incluso
en las fronteras fisicas.

Tradicionalmente, los métodos en DF para problemas dependientes del tiempo se
clasifican en explicitos o implicitos atendiendo a la discretizacion de las derivadas tem-
porales. En el caso explicito, la solucién aproximada en un punto de la malla puede ser
calculada directamente en términos de los valores discretos de esta solucion en instan-
tes de tiempo anteriores, mientras que en un método implicito se requiere resolver un
sistema de ecuaciones lineales por cada iteracién temporal. Algunos ejemplos clasicos
para cada una de estas familias son el método Leap-frog y el método Crank-Nicolson,
respectivamente. Las formulaciones y propiedades de estos métodos para el caso de la
ecuacién de advecciéon pueden consultarse en [60].

Sin embargo, Kreiss introduce una nueva clase de DF que también podria clasi-
ficarse como implicita, en la cual resultan linealmente acoplados los valores discretos
de una funcién y sus derivadas a partir de la discretizacién espacial ([27], [46]). En
un esténcil en DF implicito de tipo Kreiss, los valores de las derivadas espaciales en
mas de un punto de malla se expresan como la suma ponderada de varios valores dis-
cretos de la funcién, y sélo mediante la solucién de un sistema lineal (generalmente
en banda) se pueden calcular los primeros. El costo computacional de esta resolucién
simultanea es compensado por el hecho de que estos nuevos esténciles DF resultan mas
cortos que los de igual precision obtenidos por DF espacialmente explicitas, y por esta
razén el método de tipo Kreiss es llamado en DF compacto (DFC). Lele [38] propo-
ne mecanismos simples de construcciéon de DFC tanto en mallas nodales como en las
centro distribuidas, empleando series de Taylor. Este autor también plantea férmulas
de interpolacion y de filtrado, donde las tltimas pueden ser de gran utilidad en estabi-
lizar aplicaciones en DFC con alto orden. Posteriormente, Carpenter y colaboradores

estudian las propiedades de estabilidad de formulaciones DFC en mallas nodales con
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cuarto y sexto orden para la ecuacion de adveccién, empleando la teoria de Gustafs-
son, Kreiss, y Sundstrom (G-K-S) ([6], [26]). En este estudio, se usa como punto de
partida el sistema semidiscreto (las derivadas temporales permanecen continuas) y sus
conclusiones son generizables a diversos esquemas de integracién temporal incluyendo
el esquema Leap-frog (de dos etapas), y los métodos de Runge Kutta de tres o més
etapas.

Los trabajos de Lele, Carpenter y coautores sirvieron de base al uso de las técni-
cas DFC espacialmente implicitas para la resolucién numérica de diversos problemas
fisicos, progresivamente mas complejos y generales. En el drea de mecanica de flui-
dos, se pueden listar aplicaciones en dominios de dos y tres dimensiones espaciales,
con incluso fronteras de geometria irregular, y que ameritan que las ecuaciones de
Navier-Stokes y las ecuaciones de Euler para gases, sean formuladas en términos de
coordenadas generalizadas ([19], [24], [36], [43], [64], [65]). En algunas de estas refe-
rencias, se sostiene que el aglutinamiento del mallado curvilineo en zonas estrechas del
dominio fisico, demanda la incorporacién de técnicas de filtrado para reducir la exci-
taciéon de modos espurios® por el método numérico, evitando posibles inestabilidades.
Sin embargo, otros autores argumentan que una discretizacion estable de condiciones
de frontera empleando DFC de alto orden (orden 6 o superior) también requiere de
estas técnicas de filtrado. Aplicaciones de las DFC implicitas con algunas de estas
versatilidades numéricas pueden también encontrarse para las ecuaciones de Maxwell
([18], [56], [67]), Schrodinger [20], Korteweg-de Vries (KdV) [40] y Burgers [55]. Una
caracteristica comun en todos estos trabajos, es el empleo de Runge Kutta de orden 3
6 4 (RK3 o RK4) como técnica de integracién temporal, con la consecuente restriccién
de estabilidad del tipo CFL (sigla que hace referencia a los famosos matematicos R.
Courant, K. Friedrichs y H. Lewy).

El uso de las DFC espaciales para la resolucién numérica de la ecuacién de onda
acustica, e incluso para ecuaciones hiperbdlicas un poco maés generales, ha sido con-
sistentemente acompanado de discretizaciones implicitas en tiempo, seguidas de una

descomposicién del sistema lineal resultante y acoplado en ambas direcciones, median-

'Modos que inducen inestabilidades numéricas
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te el uso de la técnica de direcciones alternantes implicitas (ADI, por sus siglas en
inglés). De esta manera, el esfuerzo computacional de cada iteraciéon temporal se re-
duce a la resolucién de multiples sistemas en bandas, cada uno definido en una sola
direccion espacial. Frente a los esquemas explicitos en tiempo, estos métodos basados
en DFC y ADI ofrecen un rango de estabilidad C'F'L superior, favorecido atin mas
por el empleo de esténciles cortos en la discretizacién de las condiciones de frontera.
Los primeros métodos DFC-ADI en medios 2-D rectangulares se deben a Lees [37],
McKee [44], y Ciment y Leventhal [11], estos tltimos pioneros en la aplicacién de las
formulas de Kreiss. La evolucion de estos esquemas numéricos ha conducido a métodos
incondicionalmente estables ([30], [31], [32], [34], [45]), y a métodos con limites C'F'L
en el paso de integracion temporal ([16], [35], [41]). El presente trabajo aprovecha los
esquemas condicionalmente estables sugeridos por Strickwerda en su texto [60]. Estos
emplean la discretizacién temporal de Crank-Nicolson factorizada eficientemente me-
diante ADI, y resulta una extension al caso acustico del método original de Peaceman
y Rachford disenado para la ecuacién de difusién. En la literatura reciente se cuenta
con aplicaciones 2-D de esta familia de esquemas [13], y estudios de sus propiedades
numéricas de estabilidad y dispersién [33]. Resulta importante puntualizar que los
esquemas numeéricos citados en este parrafo usan exclusivamente DFC nodales con se-
gundo o cuarto orden de precision. Ademas, su uso es relativamente bajo comparado
con las multiples aplicaciones de DFC a otras ecuaciones, tales como las listadas en el
parrafo anterior.

Recientemente, Aboulai y Castillo en [1] presentan un enfoque explicito para la
diferenciacion compacta en una malla centro distribuida 1-D, el cual evita la solucion
de cualquier sistema lineal en el calculo de las aproximaciones a la primera deriva-
da. Como primer paso, estos autores descomponen el operador D, de la divergencia
mimética de cuarto orden de precisién como un producto del operador auxiliar RY
con el operador de segundo orden Ds; es decir Dy = R4D D,. Las filas interiores de
RP poseen tnicamente tres elementos no nulos, y asf se reduce en uno el ancho de
banda interior de Dy4. La aplicacién anidada de RY D,V produce una aproximaciéon

v, de cuarto orden en los centros de celdas x;, 1. De manera analoga, el operador RY
2



propuesto en [1] lleva a una aproximacion u, del gradiente en una malla con nodos z;.
A la fecha, las tnicas aplicaciones de estos operadores DFC centro distribuidos son las
publicadas por el autor de este trabajo y colaboradores en [12] y [13], enfocadas en la
simulaciéon de ondas acusticas.

Considerando lo expuesto anteriormente, el objetivo principal de este trabajo es
formular e implementar métodos en diferencias finitas compactas (DFC) para la reso-
lucion de la ecuacion de onda acustica usando los operadores implicitos reformulados
por Lele en mallas nodales, y los operadores explicitos de Aboulai-Castillo en ma-
llas centro distribuidas, ambos con cuarto orden de precision. Este objetivo general

conduce a a la ejecucion de los siguientes objetivos especificos:

1. Formular los métodos de resolucion de la ecuacion de onda actstica es dos di-
mensiones empleando los operadores DFC en mallas nodales y centro distribuidas

acoplados a la integracion implicita de Crank-Nicolson en tiempo.

2. Implementar los métodos formulados en (1) incorporando el algoritmo de Peaceman-

Rachford de direccién implicita alternada para realizar la integracién en tiempo.

3. Analizar la estabilidad y la complejidad operacional de los métodos DFC imple-

mentados en (2).

4. Formular e implementar un método tradicional de integracién temporal Leap-
frog, que use las formas tri-paramétricas de los operadores miméticos gradiente

y divergencia con cuarto orden de precision.

5. Encontrar la parametrizacion mimética 6ptima que le permita al resolvedor Leap-

frog en (4) operar con un méximo rango de estabilidad.

6. Comparar la precision, orden de convergencia y tiempo de simulacion de los

métodos numéricos implementados en (2) y (4).



Capitulo 2

Modelo matematico y operadores

mimeéticos

En este capitulo se presentan brevemente algunos términos y conocimientos previos
que facilitaran la comprensién del resto de los capitulos. El capitulo empieza definien-
do el problema que se trabajara y describiendo las caracteristicas de los operadores
miméticos. A continuacién, se deducen las expresiones matematicas obtenidas al rea-
lizar la generalizacion de los operadores miméticos en mallas centro distribuidas. Por
ultimo, el capitulo finaliza describiendo el método numérico de Leap-frog basado en

operadores miméticos aplicados a estas mallas.

2.1. Ecuacién de onda acistica y sus aplicaciones

Las ondas acusticas son un tipo de ondas longitudinales que se propagan al provocar
la compresién y descompresién adiabatica! de las particulas del medio. Un ejemplo
muy conocido de ondas acusticas son las ondas sonoras dadas por las vibraciones de
las particulas de un liquido o un gas producidas por una fuente sonora. El sonido es un
tipo de onda longitudinal donde las moléculas del medio vibran en la misma direccién
de propagacion de la perturbacion, que en este caso es una alteracion en la presion del

fluido.

'Es el proceso que no permite el intercambio de calor

15



16

La ecuacion general de ondas actsticas en 2-D estda determinada por el siguiente

sistema
Lou — .54 f
k ot
(2.1)
Pg_qt) = _vua

donde u es la presién del fluido, ¥ = (v, w) es su velocidad, f es la fuente, p es la
densidad y k es el modulo de compresién adiabatica. Se supone el dominio espacial
normalizado (z,y) € 02 = (0,1) x (0,1) con una condicién inicial u(z,y,t = 0) =
uo(z, y).

Los valores de presiéon u o velocidad ¢ de las particulas que se encuentran en el
borde del medio acustico, estan sujetos a condiciones de frontera. La formulacién de
la ecuacién de onda (2.1) permite imponer algunas condiciones de borde usuales de
manera muy sencilla a través de condiciones tipo Dirichlet. Por ejemplo, el caso de
fronteras o paredes rigidas se modela al considerar velocidad nula en los puntos de
ese borde. Por otro lado, imponer un valor de cero sobre la presion a lo largo de una
frontera, la convierte en una interfaz entre el material y el vacio, lo cual recibe el
nombre de superficie libre, ampliamente usada en aplicaciones sismicas para modelar
el contacto de la tierra, o el agua, con el aire. Los métodos numéricos desarrollados
en este trabajo se limitan a resolver el modelo ondulatorio (2.1) bajo condiciones de

borde Dirichlet.

2.2. Teorema de la divergencia discreto: Formula-
ciéon mimética Castillo-Grone

La discretizacién mimética de un problema de valor de frontera consiste en reem-
plazar los operadores continuos gradiente (V), divergencia (V-), y rotacional (Vx)
presentes en el modelo diferencial original, por aproximaciones G, D, y/o C, respecti-
vamente, que satisfagan versiones discretas de los teoremas integrales fundamentales
de Gauss, Green, o Stokes. La formulacién general de Castillo y Grone [7] parte de

considerar, en un dominio €2 con frontera continua 0f2, los campos diferenciables esca-
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lar u y vectorial v, para los cuales el teorema de la divergencia y la regla del producto

permiten escribir la siguiente ecuacion matematica:

/V~ﬁudV+/Vu~17dV:/ u(on) dS. (2.2)
Q Q o0

Para construir una versién discreta de (2.2), estos autores definen productos inter-
nos ponderados por matrices Wp y W, denotados respectivamente por < .,. >y, y
por < .,. >, junto con aproximaciones para la divergencia (D ~ V), el gradiente
(G = V) y el operador de frontera B. Esta identidad discreta, andloga a la ley de

conservacién (2.2), presenta la siguiente forma:

< Dv,u>y, + <Gu,v >y,=< Bv,u > (2.3)

El operador de frontera B permite la aproximacién de la derivada normal en los bor-
des, mediante BG ~ % siendo n el vector normal exterior. Los operadores lineales
miméticos D y G requeridos para calcular las aproximaciones de la divergencia y el
gradiente son matrices de diferenciacién construidas de acuerdo a las evaluaciones vec-
toriales v y u de los campos continuos v y u, respectivamente, sobre la malla definida
en ). El modelo actistico (2.1) tratado en este trabajo carece de efectos rotacionales,
y por lo tanto se omiten detalles adicionales de la discretizacién mimética del opera-
dor Vx, pero un lector interesado en los mismos puede recurrir a las referencias [9]
y [53] para documentarse. Ademas, en este trabajo tampoco se incorpora el operador
de frontera B en los procesos de discretizacién compacta, sino que exclusivamente el
trabajo se fundamenta en la aplicaciéon de los operadores miméticos lineales D y G
para obtener cuarto orden de precision en los resultados. La principal razén de no
incorporar el operador mimético B en este trabajo se debe a que, hasta la fecha, los
resultados numéricos publicados que incluyen el uso de este operador ([10], [23], [57],

[59]), limitan la precisién obtenida de los resultados al segundo orden.
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2.3. Operadores miméticos gradiente y divergencia
en mallas centro distribuidas

Los detalles algebraicos de las construcciones de los operadores miméticos de di-
ferenciacion e integracién se encuentran en las referencias originales [7], [8] y [10]. En
esta seccidn solo se revisan los operadores D y G con segundo y cuarto orden de preci-
sion que son los utilizados en la formulacion de los operadores DFC de interés en este
trabajo. Consideremos una particién de N celdas uniformes sobre el intervalo [0, 1] con
nodos x; =i1x h, 0 <1 < N, para h = %, y los centros de celda Tipl = % Las
evaluaciones de campos diferenciables v y u en esta malla permiten definir los vectores

V' y U de la siguiente manera:

Vo= (0(xo), v(x1), - v(zy))T € RN (2.4)
U = (u(xo),u(r1/2), ---7U($N—1/2),U($N))T € R"*?
Los operadores G y D son matrices de diferenciacion compuestas por esténciles

centro distribuidos de orden (N 4+ 1) x (N +2) y N x (N + 1), respectivamente. De

esta forma, GU es un vector de aproximacién para Z—Z en todos los nodos de la malla
incluyendo ambas fronteras, mientras que DV es el vector de aproximacién para g—g en

cada centro de celda. La figura 2.1 ilustra esta distribucion espacial de las componentes

de v, u, GU y DV en la malla mimética.

Gupp  (Dv)y  (Gu),  (Dv);  (Gu), (Dv)x-g (Gu)y—1 (DV)n—y (Gu)x
ug, U Uy U1 us Vs Un-2 Up_3 Un—1 Un_L1 Un.UN
d | | | l )
Tg T J:% Ty_3 L"N_% N

‘7% —_— - ) — - L ——

Figura 2.1: Malla centro distribuida unidimensional

Los operadores de segundo orden en precisién para el gradiente GG, y para la diver-

gencia Dy corresponden a
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8 1
-3 3 3
0 -1 1
1
G =5 e RIVFUX(N+2) (2.5)
-1 1 0
1 8
5 9 3
y
-1 1
-1 1
1
Dy =+ € RVX(N+D (2.6)
-1 1
-1 1

La notacién de estos operadores incluye un subindice para senalar el orden de preci-
sion. Se observa que el operador Dy estd completamente definido por el esténcil central
estdndar h™1[—1, 1] asi como todas las filas internas del operador Gy. Sin embargo, G
también contiene el esténcil lateral j:h_l[—g, 3, —%] para llevar a cabo la diferenciacién
en los nodos de la frontera. Aun cuando las metodologias de construcciéon mimética
desarrolladas en [7], [8] y [10] son més generales que las formulaciones tradicionales en
DF, los esténciles en G5 y Dy son equivalentes a las formulas de Taylor en la malla
encajada objeto de estudio. Esto indica que los operadores DF de segundo orden en
la malla 1-D centro distribuida son tinicos, y por lo tanto, independientes del proceso
constructivo. El caso de los operadores miméticos de cuarto orden es diferente. Castillo
y colaboradores en [7] y [8] proponen una familia triparamétrica de esténciles centro
distribuidos para cada uno de estos operadores (gradiente y divergencia) de cuarto

orden, tal y como se presenta a continuacién:
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g11 gi2 g13 g14 gi5 gie O
16 128 31 29 3 54 1 36
i05 35 @G —ogtYac 5p—12ac —ggtF ac g7 ac ag 0
1 -8 8¢ 55+t98c —9-128c $+% B¢ —5—LBe Ba O
G4 —_— 7 16 128 3 11 27 54 51 36 27
h | ~1057 3 ¢ §t97%¢ —5—1276 —[t+5 76 55-77%¢ ¢ 0 27)
1 9 9 1
0 0 0 34 -3 5 T2
donde
124832 16512 18816 13696 10789 1161 9261 963
= — Y _ _ ; Y I p— _ —
g1 42735 " 1295 ¢ 7 035 7€ T Ta95 1€ 9127 5956 37 ¢ T 407 7€ T 37 @
421 1508 12318 0 1284 12189 6966 55566 5778
= —_— — _— _— H = —_—-— - — = — _— _—
913 g768 | 37 ¢ T o7 PG T g7 @ g14 16280 185 ¢ 2035 ¢ g5 @
1789 A6A4 5292 385 48 129 1029 107
= _ — _ _ ; o e T p— _— s
915 22792 © 259 Y¢ 7T 407 7€ T Ta59 7€ 916 = o7 ~ 37 Y¢ 7 g7 PG T 37 €
y
di1 di2 di3 dig dis dig 0O
i—o&p —%+50¢D %—1001[) —i-‘rlOOcD —5ap ap O
1 -Bp  53+5Bp —3-108p 2+108p —o;-5Bp Bp O
Dy = — 2.
L= -5 H+5w —E-109p —3+10 -5 w0 (2.8)
1 9 9 1
0 0 0 34 -3 g5 o1
donde
6851 39 675 551 8153 195 3375 2755
d 2+ 222 8+ 222 s dig = —20 2R, _20g 200 2.9
1 7788 T 50 P T 519 PP T Gag 1P 12= J5e ~ 59 P T g9 PP T Gag 0 (29
. 3867 390 6750 5510 ; 9005 390 6750 510 5 10)
3 = —+ —a« —_— —_— ; = — —ap — —— - — .
13 5192 59 “P T 619 PP T gag 7P YT T 5576 59 P T a9 PP eag P
3529 195 3375 2755 24 39 675 551
d 2027 R+ 2, 4 22 dig=—— X qp_22pg, 2" 2.11
15 15576 50 “P T a9 PP T Ga0 7P 16="519  50°° " 620" " 519 P (2.11)

Los operadores G'y D han sido recientemente aplicados para modelar varios fenéme-

nos fisicos, incluyendo la propagacién de ondas. Solano y colaboradores en [58] y [59]

proponen métodos miméticos de segundo orden para la propagaciéon de ondas actsti-

cas con aplicaciones sismicas. Rojas v coautores en [48], (49|, [51 52| emplean los
p Jas'y ) ) y p
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operadores miméticos de cuarto orden en la simulacién de superficies libres y rupturas
dindmicas en sélidos eldsticos. Brent en [53] resuelve numéricamente las ecuaciones de
Maxwell en presencia de las condiciones de frontera tipo Dirichlet también empleando
estos operadores de cuarto orden. Cérdova y colaboradores en [13] utilizan una nueva
formulacién compacta de [2] para G4 y D, al resolver la ecuacién de onda acistica
bajo condiciones Dirichlet. Note la dependencia de estos operadores G4 y D, en los
parametros ag, ap, Ba, Bp Y Ya, Vb, de acuerdo a su estructura matricial dada por
las ecuaciones (2.7) y (2.8). Es importante mencionar que ningin criterio de optimali-
dad ha guiado la seleccién de estos parametros mas que minimizar el ancho de banda
de estos operadores, y con esto el costo computacional de su aplicacion. En particu-
lar, los métodos en [48], [49], [51] y [52] eligen los siguientes valores: ag = ap = 0,
Ba=P0Pp=0,y7% =7 = —i debido a que reducen la longitud de los esténciles
laterales en los bloques 4 x 6 de las esquinas superior e inferior en G4 y Dy. De esta

forma, los operadores miméticos G4 y D4 con ancho de banda minimos son:

47888 1790 14545 8997 2335 25 (),
14245 407 9768 16280 22792 9768
16 _31 29 _3 1 0 0--
105 24 24 40 168
Gy = (2. 12)
1 _9 9 _1 ..
0 24 8 8 24 0 0
1 9 9 1
0 0 24 ) 8 Y 0
4751 909 6091 1165 129 25 0
5192 1298 15576 5192 2596 15576
L _9 9 1 0 0 0
24 3 8 24
D, = . . . ) (2. 13)
0 3 s s ~=au 0 0
1 _9 9 _ 1
0 0 24 8 3 24 0
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2.4. Método Leap-frog basado en operadores miméti-
cos

El método de integracion temporal Leap-frog es posiblemente el méas utilizado para
la resolucién de la ecuacion de onda (en medios actsticos, eldsticos o mas complejos),
donde la discretizacion espacial esta basada en DF'. Este es el caso de todos los miméti-
cos mencionados en la seccién anterior ([49], [50], [52], [57], [59]), asi como de otros
esquemas que utilizan las DF tradicionales de Taylor ( [4], [5], [15], [25], [39], [54], [62],
[63]). En este trabajo se aplica el método de Leap-frog en combinacién con los opera-
dores espaciales G4 y D, con dos objetivos principales. El primero es estudiar el efecto
de los parametros miméticos en las propiedades de estabilidad del método numérico.
El segundo objetivo es emplear este método y sus resultados como referencia para los
nuevos esquemas DFC desarrollados en este trabajo, cuya integracion temporal esta

basada en Crank-Nicolson y ADI.

2.4.1. Caso unidimensional

En esta subseccién, se considera el siguiente modelo ondulatorio basado en (2.1),
con términos de velocidad v y tensién u experimentadas por las particulas de una

cuerda elastica de longitud 1:

v=-% 0<z<]1,
(2.14)
Up = —%, 0<t.
Por simplicidad, se asume que el sistema es libre de traccién en ambos extremos de
la cuerda, es decir, u(0,t) = u(1,t) = 0. El modelo puede ser considerado como la
forma adimensional de un caso més general con densidad del material p y médulo de
la resistencia p. Aqui, la velocidad de la onda ¢ esta definida como ¢ = %.
En este caso unidimensional, se denotan por los vectores V € R"*! y U € R"*+2,
los valores discretos de los campos de velocidad v y tension u respectivamente, en la

malla mostrada en la figura 2.1. A continuacion se usan los operadores de cuarto orden
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G4y Dy, v la integracion temporal Leap-frog para formular la version simplificada a
1-D de los métodos usados por Rojas y colaboradores [49], [52] para la propagacién
de ondas elasticas. Este método Leap-frog que depende de los parametros miméticos

presenta la siguiente expresion:

VTt = Vs - AtGa(ag, Ba,16) U™, U™ = U™ — AtDy(ap, Bp, o)V
(2.15)

donde At representa el paso de tiempo y m es el indice de iteracion temporal.

2.4.2. Caso bidimensional

La extensién del método de Leap-frog a un dominio bidimensional parte del si-

guiente modelo para la propagacion de ondas acusticas:

4

Uy = _g_gv

wt:_%a 0<$,y< 17 (216>
_ v ow

U = s 8_y’ 0 g t.

\

Anélogamente que en el caso anterior, se combina la integraciéon Leap-frog con
la discretizacion espacial de cuarto orden de los operadores G4 y D4 para definir el
método numérico. Considere los valores discretos de los campos u, v y w ilustrados en
la malla de la figura 2.2, que permiten definir las matrices U, V' y W de dimensiones
(N+2) X (N+2), (N+2)x (N+1)y (N+1)x(N+2), respectivamente. Asumiendo
condiciones de borde tipo Dirichlet para u y las cuales se almacenan en la primera y
ultima fila y columna de la matriz U, el método numérico puede expresarse en términos

algebraicos en la forma:

( 1 1
Vmts = ymea — AtUTGT

Wmts = Wm—s — AtG,U™ (2.17)

Ut = Um — At (vm+%DZ + D4wm+%)

\
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leleled

[T Av Vw

Figura 2.2: Discretizacion en diferencias finitas mimética de campos continuos sobre
una malla encajada 2-D



Capitulo 3

Diferencias Finitas Compactas

(DFC) de orden superior

En este capitulo se revisan dos familias de operadores de diferenciacién finita com-
pacta en mallas unidimensionales. La primera corresponde a los operadores implicitos
tradicionales estudiados por Lele en [38], y nuestra revision se limita al caso de mallas
nodales y diferenciacién con cuarto y sexto orden de precision. La segunda familia se
conforma de los operadores miméticos centro distribuidos presentados por Aboulai y
Castillo con una precision de cuarto orden. Ambas familas de DFC serdn usadas en
el préximo capitulo para la formulacién de los métodos numéricos para la ecuacion
acustica 2-D (2.1), y los mismos conforman el tema principal de investigacion de esta

tesis.

3.1. DFC implicitas en mallas nodales: Operadores
unidimensionales

Lele en [38] presenta un mecanismo de construccién para férmulas de DFC basado
en expansiones de Taylor, y que puede aplicarse en mallas 1-D ya sean nodales o centro
distribuidas. La flexibilidad de esta construccién permite obtener esténciles centrados

para la diferenciacion en el interior de la malla, asi como de esténciles laterales para

25
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la aproximacién de derivadas en las fronteras y nodos cercanos. Estos esténciles se
agrupan en matrices de diferenciacion para su aplicacion y mejor estudio, pero la
formulacién en [38] permite facilmente minimizar su ancho de banda, lo cual justifica
el calificativo compacto de las DFC. A continuacién, se presenta la construccion de

una familia de operadores en DFC de cuarto y sexto orden en mallas nodales.
Consideremos una particién uniforme del intervalo [0,1] en N celdas de igual ta-
mano h, donde se denotan las evaluaciones de una funcién suave u(z) en los puntos
de la malla x; = ¢h como u;, para i = 0,--- , N, y Nh = 1. Una férmula en DFC
para aproximar la primera derivada de u(x) en esta malla, puede ser escrita de manera

general como la siguiente combinacion lineal

/ (Wig1 — ui—1) (Uit2 — ui—2) (Wirs — ui—3)
' = b . (3.1
’U,z+01( 1+1+uz 1)+ﬂ( 1+2+uz 2) a 2h + 4h +c Gh (3 )

El orden de precisién de (3.1) depende de ciertas condiciones sobre los coeficientes «,
B, a, by c. Las mismas surgen al sustituir las evaluaciones de la funcién u(x) y su

derivada en esta férmula mediante las expansiones de Taylor

h4 h®
Ui Uy = 20+ P+ D) g

12 Ui 360 Ui
4ht 8hS
Ui o+ul_y = 2uj+4h*u]" + 3 —u) + — T ul 4
2h3 2h° 2h7
Ui—i—l —Ui—1 = QhU; + ?u;" ?UY —|— 7' UYII +

8h3 /// 64h5 14 28h7 VII

g T T T
486h° 4374R7

Uirs —uj—3 = 6hu) + 9h3u) + w + —uyH

TR

Uiy — Uj—2 = 4hu + —

Posterior a la sustitucion mencionada arriba, se agrupan los términos de acuerdo al

orden de derivacién, de donde resulta
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4
(14 20+ 26)u) + (a + 48)h*uf" + (% + 55) hlul + <i + %) hou/ ™ 4 =

360 45
(3.2)
26 3c a 16 1
/ 2 m 4.V
(a—l—b—i—c)uz—i—(g—l—? §>h z+(5| E +§c)huz+
a  2° 3° 6, VII

Asi, las férmulas en DFC para u/(z) con segundo, cuarto y sexto orden, son obtenidas
al imponer progresivamente las siguientes condiciones lineales sobre los coeficientes en

(3.2). Esto es,

1+2(a+pB) = a+b+c (3.3)
6(a+4p) = a+4b+9c

5l(+168) = 12(a + 16b + 81c).

El sistema anterior de 3 ecuaciones lineales para los 5 coeficientes de (3.1) indica que
este mecanismo conduce a familias multiparamétricas de DFC, y que pueden usarse
criterios adicionales al orden de truncamiento al definir una férmula especifica. Tal
como se discute en [38], minimizar el tamano del esténcil DFC implica una reduccién
del ancho de banda de los sistemas lineales asociados a la diferenciacién via (3.1). Sin
embargo, criterios alternativos de seleccién de estos coeficientes pueden ser importantes
en aplicaciones particulares.

Si se considera el caso particular § = 0, el sistema lineal derivado de (3.1) es
tridiagonal por la izquierda. De igual forma, la escogencia de ¢ = 0 reduce este sistema
a ser pentadiagonal por la derecha. Las dos primeras condiciones lineales en (3.3) para

este caso f = ¢ = 0, permiten determinar los coeficientes restantes

4420 b_4a—1
3 7 3 7

a

(3.4)

y conducen a DFC centradas dependientes en el pardmetro libre . El valor asignado
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a este parametro a puede también seguir algtin criterio de optimilidad. Por ejemplo,
para o = 411, el método DFC dado por (3.1) viene a ser tridiagonal por la derecha
pues b = 0, y su implementacion computacional es de bajo costo. Esta formula DFC
corresponde a

3
Uiy A+ uy, = 7 (Wit1 — wi-1). (3.5)

Alternativamente, en [38] se deriva el error de truncamiento local (etl) de la férmula

(3.1) bajo las condiciones (3.4), y resulta que
4 4, (v) 6
etl = 5(304 — Dhiug,,y + O(R°). (3.6)

Como consecuencia la DFC centrada (3.5) tiene un etl de cuarto orden. Adicionalmen-
te, note que el valor o = % anula el término de cuarto orden en la expresién (3.6), lo
cual permite deducir la siguiente féormula DFC centrada a partir de (3.1) con sexto
orden de precisién

u;_l + 3u; + UQ_H = —Uj—9 — 28ui,1 + 28ui+1 + ui+2) . (37)

2 ¢

En este tiltimo caso, la sustitucién de o = 1 en las condiciones lineales (3.4), conducen
a los valores a = 1974 y b= %. Esta terna de valores corresponden a la tinica solucién
de (3.3), bajo las condiciones de minimo ancho de banda o« = = 0, lo cual enfa-
tiza la consistencia de la formulacién (3.2). Los esquemas DFC centrados anteriores
requieren de féormulas semejantes, pero basadas en esténciles laterales, para permitir
la aproximacién de '(z) en todos los nodos de malla, incluyendo las fronteras xqy y
xy. En particular, [38] estudia la relacién lineal

up + auf = <au0 + buy + Cuy + c/l\u3> : (3.8)

1
h
la cual permite construir formulas paramétricas con segundo y tercer orden de preci-
sion, mediante un procedimiento basado en Taylor y similar al anterior. Sin embargo,

en este trabajo sélo consideramos la inica aproximacion de cuarto orden que es posible



29

deducir partiendo de la formulacién (3.8), y la cual corresponde a

—17U0 + 9U1 + 9UQ — Us
6h '

ug + 3uy = (3.9)
Note que la diferenciacion numérica basada en (3.5) y (3.9) genera aproximaciones no-
dales a u/(x) que son consistentemente de cuarto orden en toda la malla. Para alcanzar
una mayor precisién, se extiende la formulacién (3.8) al anadir nuevas evaluaciones,
tanto de la funcién como de su derivada, en nodos interiores de la malla. Tyler en [61]
aplica esta idea y presenta formulas DFC con un orden de precisién incremental hasta
doce, pero manteniendo una estructura izquierda tridiagonal y pentadiagonal. En este

trabajo, nos limitamos al uso de la siguiente DFC lateral de sexto orden,

1 197 > 5 > 1
u6 + 5U,1 = E (—EUO — Eul + 5U2 — §U3 + EU4 — %u5) (310)

Esta formula es presentada en la tabla 5, pagina 29, de la tesis de J. Tyler [61].

A continuacion, las formulas DFC anteriores se expresan en forma vectorial aten-
diendo al orden de precision ofrecido. A diferencia de los esquemas tradicionales en
DF donde la implementacién y el andlisis pueden hacerse separadamente para cada
esténcil, las formulaciones vectoriales de la DFC son esenciales para estos fines. Con-
sidere a U y U’ como los vectores con las aproximaciones u; y u;, respectivamente, en
todos los nodos de malla. La forma vectorial que combina los esténciles DFC en los

casos de cuarto y sexto orden, puede escribirse como

P44U/ - Q44U, PGGU, = QGGU, donde U, U/ € RN. (311)

RY*N v sus coeficientes son dados por los esténci-

Las matrices Py v (Q44 pertenecen a
les en (3.5) v (3.9). De igual manera, Pyss,Qs6 € RN, y sus entradas estdn definidas
por las férmulas (3.7) y (3.10). En algunas aplicaciones, es importante calcular las
aproximaciones u; sélo en los puntos interiores de la malla, pero usando todos los

valores u;, esto es, incluyendo los valores en las fronteras. Este tipo de aplicaciones

incluyen por ejemplo, la solucion de BVP bajo condiciones de borde tipo Dirichlet,
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y requieren de formulaciones DFC reducidas. Esta reduccion consiste en combinar li-
nealmente el esténcil centrado y el lateral, de tal forma de eliminar los valores w y
u/y en los sistemas (3.11). De esta manera, se obtiene un nuevo sistema DFC genérico
PU = QU, donde U’ € RN-2, P € RW-2x(N=2) 'y ) € RW-2*N_ Estas nuevas

matrices quedan definidas para el caso de cuarto orden como,

[ 6 6 0 --- 0 ]
1 4 1 0 .- 0
R L .
0 0 1 4 1
I 0 0 6 6 |
9 9 1 0 ]
-3 0 3
Qu = % R (3.13)
-3 0 3
I -1 -9 9 |
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mientras que para el caso de sexto orden se tiene,

360 720

12 36 12

_ 12 36 12

Py = o , (3.14)
12 36 12

720 360

—36 —750 480 360 —60 6
-1 -2 0 28 1
(3.15)

SRS

Qes =
-1 -28 0 28 1
—6 60 —360 —480 750 36

3.2. DFC explicitas en mallas centro distribuidas:
Operadores Aboulai-Castillo Rs y Rp

En la seccion 2.3 del capitulo anterior, se revisaron los operadores en DF miméticas
para diferenciacién explicita en mallas centro distribuidas G4 y D,. Para la diferen-
ciacion en los nodos de frontera y vecinos estos operadores presentan esténciles tripa-
ramétricos tal como lo muestran las ecuaciones (2.7) y (2.8). En [1], Aboulai y Castillo
introducen una factorizacién de G4 y D, en términos de operadores auxiliares Rg y
Rp, cuyo ancho de banda tiene un elemento menos respecto a los esténciles originales
en G4 y Dy4. Sin embargo, estos autores se limitan al caso tinico de operadores miméti-
cos con ancho de banda minimo, los cuales corresponden a una seleccién particular de
los parametros en los esténciles de frontera de G4 y D4. La determinacion de algin
conjunto éptimo de estos parametros miméticos es, sin duda, extensible a sus versiones
compactas Rg y Rp, y por esto es importante la expresion paramétrica de los mismos.
Es asi como esta seccién se ocupa de extender la derivacién de Rg y Rp dada en [1]

al considerar su dependencia en los pardmetros miméticos de los operadores generales
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G4 y Dy, dados por (2.7) y (2.8). En el caso de R, se buscan las componentes 7;;

de su bloque superior izquierdo 4 x 6 (y andlogamente las del bloque inferior derecho

4 x 6) que satisfagan la identidad RgGy = G4(ag, Ba,va)- El producto RgGy resulta

8 1
—37ri1 3rii—ri2 —3Ti1+r12—T13

8 3 1
—37T21 37T21—T22 —3T21+Te2—T23
8 ray 3 . 1. . a:
—37T31 37T31—7T32 —3T31+732—T33

RGG2 - 8 3 1
—3 741 37T41—T42 —3T41+T42-T43

0 0 0

La simple comparacién con la

T13—T14

T23—T24

T33—T34

T43—T44

1
24

T14—T15

24 —T"

T34—-T35

T44—T45

|
ool

T15—T16
25 125726
T35—T36
T45—T46

9
8

T16

726

36

expresion Gy(ag, Ba,Vg) en (2.7) muestra que g =

rog = r3g = T4 = 0, lo que hace que estos cuatro esténciles laterales tengan un

elemento menos que sus contra partes en el operador gradiente G4. Las 4 x 5 entra-

das r;; restantes en estos esténciles se encuentran resolviendo las veinte ecuaciones

lineales que surgen de igualar los bloques superior izquierdos de las matrices RgGo

y G4(ag, Ba,Va). De este modo, al hacer uso de la herramienta de célculo simbdlico

MAPLE;, se obtiene la siguiente familia tri-paramétrica Rg (g, g, va). Esto es,

T11 12 r13 T14 ri5 0
2 48 941 171 29 233 1 29
—35 1352 810 35 —120t 35 @G T8~ 7 @¢ @ 0
48 1 171 13 233 1 29
g/BG —%17 35 ﬁ""ﬁﬁa _ﬂ_7BG Ba O
R = 2 48 57 171 33 233 51 29 3.16
G 351t357¢ —280 35 G a0t 3 VG g7 16 Y6 0 ( )
1 13 1
0 0 0 ~L B _L
donde
6192 7056 5136 15604 22059 25137 18297 3119
T = et 0.1 _ — —_—_— — r = fe% —
1 12057 7 2035°¢ T 1295 /¢ T 14245 127 095 “¢ T 9035 P¢ T 1295 7€ T 113960
30057 34251 24931 19909 BTAL 4263 3103
r = - ag — - - ;T4 = —— — —
13 1295 “¢ 7 2035 "¢ T 12095 '€ 7 Beogo’ T 259 “C¢ T 407 PG T amg 7
129 1029 ) 107 48
r = —ag——Ba— —v6 — —.
15 37 “¢ 7 407 7¢ T 37 ¢ T Gor



33

Note que la opcién para los pardmetros del gradiente ag = g = 0y 7o = —1/24,
reduce el ancho de banda del segundo esténcil lateral a 4, mientras que el tercer y el
cuarto esténcil se convierten en el esténcil interior de longitud 3. En [1], los autores
derivan este caso compacto de matriz Rg a partir de la matriz gradiente G4 de ancho
de banda minimo.

Un procedimiento andlogo da lugar a una expresién general del operador Rp de-
pendiente de los pardmetros libres miméticos en Dy(ap, Bp,vp). Por simplicidad, se
usa nuevamente la notacioén r;; para nombrar las entradas del bloque superior izquierdo

4 x 6 de la matriz Rp. El producto RpDs resulta

—Tri1 Ti1—7T12 T12—7T13 T13—T14 T14—T15 Ti5—T1i6 T16
—T21 T21—T22 T22—T23 T23—T24 T24—T25 T25—T26 T26

—T31 T31—T32 7T32—T33 733734 T34—T35 735736 T36

o o o o

RDD2 — —T41 T417T42 T42—743 T43—T44 T44—T45 T45—T46 T46

1
0 0 0 = -

[ee][%e}

9 —
8

Las condiciones lineales sobre las componentes 7;; surgen al satisfacer la igualdad
RpDs = Dy(ap,Pp,vp) componente a componente, y su solucién proporciona la

forma paramétrica de Rp,

T11 712 T13 T14 ris 0
*i‘FO&D %*401D 7i+6aD —4ap ap 0
Bp —3—4Bp 13+6B8p —37—4Bp Bp O
s+yp —it-4vp 24690 L—49p p 0 -
Rp = 24 6 24 12 (317)
1 13 1
0 0 0 — 51 15 —a1
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donde

by B9, 675, 551 6851 by 136, 2700, 2204 559

T 5% T 649" T 649 P T 7788’ 127 59 “P T 649 7P T 649 P T 15576

L o_ 234 4050 3306 1513 156 2700 2204 2953

BT 750 P T 649 7P T 649 P T 3s0a’ M T 59 P T 649 PP T Tea9 P T 15576

s = -2, 85, 551 24

BT 5P T 649"P T 649 P T 649
Del mismo modo al caso del gradiente, escoger los parametros ap = fp = 0y
vp = —1/24 conduce al caso més compacto de matriz Rp, cuyos esténciles tienen un

ancho de banda 3 con la excepcién del primero que presenta cinco entradas no nulas

(al igual que el ultimo esténcil en el bloque inferior derecho).

3.3. Operadores de cuarto orden G y D cuasi ne-
gativo adjuntos

En esta seccidn, se analiza el potencial de los operadores miméticos de cuarto orden
gradiente GG, y divergencia D, cuasi adjuntos en la estabilidad de la discretizacion tipo
Leap-frog de la ecuacion de onda 1-D descrita en la seccién 2.4. Para establecer un
contexto para esta parametrizacion especial de Gy y Dy, consideremos el caso donde
la integral de superficie en la identidad de Gauss (2.2) se anule a consecuencia de que

el campo u satisface condiciones Dirichlet homogéneas. De esta manera,
< grad(u),v >=< u, —div(v) > (3.18)

donde se ha usado otra notacién clédsica para los operadores diferenciales continuos y
el producto escalar. Si consideramos G 'y D como operadores genéricos en DF y u, v
como vectores resultantes de una discretizacion de los campos continuos originales, la

version discreta de (3.18) es simplemente
<Gu,v>=<u,—Dv>. (3.19)

Este resultado implica que G = —D7, lo cual muestra que uno de estos operadores
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es el negativo adjunto del otro. Esta propiedad es ampliamente conocida y es satisfecha
por los operadores continuos. En el caso discreto, los operadores en DF gradiente y
divergencia desarrollados por Shashkov y co-autores, son negativo adjuntos por cons-
truccién, y las ventajas de esta propiedad para las soluciones numéricas de ciertos
problemas se discuten en [28] y [29], por ejemplo. Sin embargo, la precisién de esta
familia mimética se limita al segundo orden, lo que hace su aplicacién a problemas de
propagacién de ondas muy sensibles a errores de dispersién numérica, en comparacion
a implementaciones en DF de orden superior.

Los operadores miméticos Castillo-Grone de cuarto orden G4 y D4 no satisfacen
una relacién reciproca de negativa adjuncion. Esta limitacion viene dada por las di-
mensiones originales de estos operadores matriciales (definidas por la malla centro
distribuida de discretizacién, ecuacién (2.5)), y por la presencia de esténciles laterales
para la diferenciacion en los bordes de la malla. En el caso particular de condiciones
Dirichlet homogéneas para u, el producto Gu en (3.19) puede efectuarse en términos
de la matriz 674, que resulta al omitir la primera y la tltima columna del operador
mimético G4, pues u = 0 en los extremos del intervalo. Este operador reducido va4
coincide en dimensién con —D7, pero ademas las componentes interiores de ambas
matrices (las entradas que no dependen de los pardmetros miméticos) también coinci-
den. En estos términos, el operador @2 podria aproximar al negativo adjunto de Dy,
es decir G ~ — DT, para una escogencia apropiada de los pardmetros miméticos dis-
ponibles en ambas matrices. Al denotar por A, el bloque superior 6 x 5 de la matriz

suma G4 + DT, se tiene que

g12-+di1 g13+357—ap 914—PBp 915— 35 —D 916

73711+9ag+d12 %7120&@4»504[) 7$+% ag+5Bp 13*47376 ag+5vp ag
12

Ao 31+9Bc+dis  —12fc—10ap  Fpe-108p —5-FBc-107p Ba
349yg+dia —3-129¢+10ap 55+ va+108p 55— ya+10vp yotoy

dis —5ap —58p —51—57D 0

die ap Bp 51+ 0

No existe un conjunto solucién para los parametros miméticos en G4 y DI que per-
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mita resolver las 28 ecuaciones lineales equivalentes a la ecuacién matricial homogénea
A = 0Ogxs. Por lo tanto, se encuentra una solucién aproximada en términos de los

minimos cuadrados que corresponde con la siguiente sextupla

7390 14929 1037
* f— 7’ * pr— —7’ * = —— 3.20
G = To3337 6 = “37s013’ ¢ = 1170675 (3.20)
o B0 M3 L 18T
D= 67819" PP T Tar71017 P T T R0382°

En resumen, este conjunto de parametros miméticos permite que los operadores 64
y D4 sean cuasi negativo adjuntos. De igual manera, esta parametrizacion especial
permite definir el caso cuasi negativo adjunto de los operadores Aboulai-Castillo R
y Rp.

A continuacion se retoma el método de Leap-frog para la ecuacién de onda unidi-
mensional presentado en la seccion 2.4. Dadas las condiciones Dirichlet homogéneas
para u, la matriz GG, es sustituida por la lateralmente reducida CNJ4, y este esquema se
reescribe

At At ~

A T e At ML C B 1Y

donde m es el indice de iteracién temporal, y los vectores bajo calculo son U € RY y
V € R¥*1. Se considera ahora el nuevo vector discreto ¢ = [Vm_% ; U™], y se expresa

este método numérico como un esquema iterativo convencional

Ingq —pG
¢" = Hg™ donde H = . (3.22)

—pD Iy +p*DG

La matrices Iy e Iy corresponden a la matriz identidad de dimensién N y N + 1,
respectivamente, mientras que p = % es el pardmetro de estabilidad CFL (el cual
lleva los nombres de R. Courant, K. Friedrichs y H. Lewy, matematicos ampliamente
famosos). La estabilidad de este esquema Leap-frog ha sido estudiada ampliamente
por técnicas tedricas y aproximadas, con el objetivo comun de obtener los limites del
numero C'F'L que garanticen un incremento acotado de los errores de redondeo durante

los célculos. En el caso de simulaciones de larga duracion, es decir, aplicaciones de
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este tipo de esquemas por cien mil o mas iteraciones, con un paso de tiempo fijo, las
condiciones derivadas de la definicion de estabilidad débil son las que realmente regulan
el crecimiento del error. La estabilidad débil esta garantizada siempre y cuando el radio
espectral de la matriz de iteracién del esquema no exceda 1. Aqui se denota la matriz
de iteraciéon como H(p,aq, fa, Ve, @p, Bp,Yp), lo que hace explicita su dependencia
en p y en los parametros miméticos.

Una propiedad muy interesante del conjunto de parametros miméticos (3.20), es
la ampliacion del intervalo p, donde el radio espectral de la matriz discretizaciéon H,
es decir, p(H), satisface p(H) < 1. Por lo tanto, el rango de estabilidad CFL del es-
quema Leap-frog (3.22) es mas amplio para estos parametros especiales cuasi negativo
adjuntos, en comparacién con el mismo esquema basado en el conjunto paramétrico
compacto. Aun cuando no se demuestra formalmente este hecho, un estudio empirico
exhaustivo de p(H) en funcién de p, soporta esta afirmacién. A modo de ilustracién,
la figura 3.1 presenta las curvas de p(H) (en lineas negras continuas) en referencia a

tres séxtuplas de pardmetros: el conjunto cuasi negativo adjunto (k = 1), el conjunto

compacto (k = 0), y un conjunto inestable (k = —1) correspondiente a
1
ag:_ﬂaﬁg:0775207a%:_ﬂaﬁgzoavg:(L (323>

con un rango de estabilidad vacio para p, es decir, el esquema Leap-frog es incondi-
cionalmente inestable para este conjunto de parametros. Los resultados de la figura
3.1, corresponden a una malla gruesa de N = 10, donde p(H) se mantiene igual a
1 hasta valores C'F'L maximos, de pyax= 0.901 y pyax = 0.816, para los conjuntos
de pardmetros cuasi negativo adjunto y compacto, respectivamente (ver el recuadro
en esta figura). Por lo tanto, el primero de estos conjuntos de parametros permite ta-
manos de paso temporal 10 % mas grandes que el segundo, en simulaciones Leap-Frog.
El denominado conjunto inestable induce inestabilidades de crecimiento exponencial
en los experimentos numéricos, independientemente del valor de p usado al establecer
el tamano de paso temporal. En este estudio empirico, también se ilustran los valores

p(H) para otras séxtuplas miméticas que resultan combinaciones lineales de estos con-
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Figura 3.1: Radio espectral de la matriz de iteracién H del método Leap-frog para
diferentes conjuntos de pardametros miméticos.

juntos de pardametros de referencia. Por ejemplo, para valores positivos del coeficiente
de ponderacién 0 < k < 1 (lineas negras punteadas), el primer pardmetro mimético
ag viene dado por kaj + (1 — k)a$ en estas combinaciones lineales, mientras que
ag resulta igual a (1 + k)a§ — kal, en el caso de valores de k negativos, es decir,
—1 < k <0 (lineas punteadas grises). Los mismos promedios se aplican también a los
restantes parametros miméticos. Como se puede ver en la figura 3.1, pyax decae con
k, vy este decrecimiento es drastico en el rango —1 < k£ < —0,99.

Entre las posibles preguntas abiertas respecto a la ventaja en estabilidad que ofre-
cen los parametros miméticos cuasi negativo adjuntos respecto a la popular séxtupla
compacta, aqui se analiza brevemente sélo su dependencia en el tamano de la malla.
La figura 3.2 muestra que el C'F'L umbral pyjax del caso cuasi negativo adjunto cae
rapidamente desde ~ 0.9 hasta un valor limite de ~ 0.857, a medida que N aumenta.
Por lo tanto, este conjunto de pardmetros todavia permite una ampliacién modesta
del paso de tiempo cerca del ~ 5% con respecto a la séxtupla compacta, cuyo pyax

parece independiente del tamano de la malla. En este caso compacto, la insensibilidad

de pyax respecto a N podria explicarse por el hecho de que el segundo, tercer y cuarto
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Figura 3.2: Radio espectral de la matriz de iteraciéon del método Leap-frog ante la
variacion del nimero de celdas de malla N.

esténcil lateral en ambos miméticos G4 y D, en las ecuaciones (2.7) y (2.8), se reducen
a las férmulas de Taylor con cuarto orden de precision, en los correspondientes puntos
de malla. Estos seis esténciles DF de Taylor resultan tinicos en estas localizaciones
de malla. Como referencia, la figura 3.2 también muestra el comportamiento de pyax
por el Leap-frog basado en los operadores miméticos de segundo orden Gy y Ds, cu-
yos esténciles coinciden con las férmulas de Taylor. En este caso de segundo orden,
pvax ~ 0.93 vy es constante ante variaciones de N, semejante al caso compacto con

cuarto orden de precision.



Capitulo 4

Métodos en DFC para la ecuacion
de onda acustica en dominios

rectangulares

En este capitulo se presentan dos métodos en DFC para la resolucion numérica del
modelo ondulatorio de propagacién actstica (2.1) en mallas rectangulares. El primero
emplea una malla nodal para la discretizacion espacial y utiliza las férmulas en DFC
con cuarto orden revisadas en la seccion (3.1). El segundo método aplica las versiones
compactas de los operadores miméticos gradiente y divergencia con cuarto orden de
precision presentadas en la seccion 2.3. En ambos métodos la integracion temporal
es de tipo Crack-Nicolson, pero resuelta alternando las direcciones coordenadas x e y
(esquemas tipo ADI) siguiendo la descomposicién de Peaceman-Rachford (PR). Este
esquema ADI-PR ha sido aplicado ampliamente en la solucién de la ecuacién de difu-
sién (ver por ejemplo [60], y sus referencias), pero su uso en problemas ondulatorios
se reduce a muy pocos trabajos ([11], [16], [32], [33] [37], [44]). Cabe destacar que
la formulacion de estos métodos DFC facilmente se adapta a operadores espaciales
con sexto orden de precision, pero desafortunadamente estos nuevos métodos resultan
inestables en algunos de nuestros experimentos numeéricos, tal como se comenta en el

préximo capitulo.

40
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4.1. Un esquema DFC nodal con integraciéon tem-

poral tipo Crank-Nicolson Peaceman-Rachford

4.1.1. Formulacion

En este método, la diferenciacién finita compacta del modelo (2.1) procede en la
malla nodal (x;,y;) donde j,i =0,--- , N —1, y donde se asume un paso comun h a lo
largo de ambos ejes de coordenadas, para simplificar su presentacion. Sobre esta malla
las aproximaciones del campo de presion continua u corresponden a los coeficientes
de la matriz U = [u;,], y matrices semejantes V' y W son definidas para almacenar
las aproximaciones a las componentes del vector velocidad (v, w), respectivamente. A
continuacion, se denotan por U, y U, las matrices cuyas componentes aproximan u, y
u,, respectivamente, en todos los nodos de la malla. Estas aproximaciones se calculan
utilizando los operadores en DFC Py @ referidos en la ecuacién (3.11) y los productos

matriciales

U,PT ~UQ" , PU, ~ QU.

Las aproximaciones para u, se obtienen resolviendo un sistema lineal tridiagonal N X
N para cada fila de U,, el cual incluye estimaciones para u, en la frontera 02 de
[0,1] x [0,1]. De manera andloga se calcula cada una de las N columnas de U,. La
estructura tridiagonal de la matriz P de estos sistemas, favorece su factorizaciéon LU
via algoritmos estandar tipo Thomas, y permite que la posterior resolucion de estos
multiples sistemas lineales resulte eficiente computacionalmente.

La disponibilidad de estimaciones de Vu en 02 permite la aproximacién del vector
de velocidad mediante la integracién en tiempo de la ecuacion (2.1) en la frontera. Sin
embargo, V - ¥ = v, + w, debe ser aproximado solamente en los nodos interiores de la
malla, porque u es dada por las condiciones de Dirichlet en 0€). Con este propésito se
utilizan los operadores reducidos Py ) dados por las ecuaciones (3.12) y (3.13), con
dimensiones (N —2) x (N —2) y (N —2) x N, respectivamente, para los casos de cuarto
orden de precisiéon. En esta formulacién, también se consideran V', (con dimensiones

(N—2)xN),y W, (con dimensiones N x (N —2)), versiones reducidas de las matrices
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originales V' y W, respectivamente, donde se han eliminado las filas (de V') y las
columnas (de W) correspondientes a los valores de fronteras. Las aproximaciones en
DFC para v, y w, se consiguen mediante la resolucién de (N — 2) sistemas lineales
para calcular las filas de V,, y (N — 2) sistemas lineales adicionales para calcular las

columnas de W, dados por las ecuaciones matriciales siguientes

V. ~VQT . PW,~QW.
A continuacién se formula la discretizacion en DFC del modelo actstico (2.1) siguiendo

la metodologia descrita por Strickwerda en [60] para la ecuacién de difusién 1-D. Al

respecto, se introducen los operadores espaciales continuos

u — Uy u — W,
Ao = |—u, ., Alv| =10 (4.1)
w 0 w —Uy

VO (PT)1]  p-1QW |
gl | vl
A |V | == |UQT(PT)™! . A |V =— 0 : (4.2)
wil wil ..o
i 0 | _P‘lQU_

Se procede ahora a la aplicaciéon de la técnica Crank-Nicolson para la integracion
temporal de (2.1), posterior a la diferenciacién espacial en términos de Ay, y Agy,. Este

procedimiento conduce a

At At At At
(I — 7A1h — 7A2h) Ugl;l = (] + 7141;1 + 7142;1) glN (43)

donde At es el paso del tiempo y U@y representa la aproximacién nodal compacta
Yy Ucn

[U,V,W]T en el tiempo t = mAt. La identidad discreta (4.3) puede ser reemplazada
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. . . ., 7’ . z . m+1 m
por la siguiente factorizacién después de despreciar el término A, Ao, (Ugn — Usn)

que es de orden O(A#t?):

At At At At
(1 - 7Alh) (I - 7/1%) ugt! = (1 + 7Alh) (1 + 7A%) one (4.4)

La aplicacién de la descomposicién de Peaceman-Rachford (PR) a esta formulacién

conduce a un computo en dos etapas

At At

At At
(I — 7A2h) Ug§1 = (I + 7A1h) *CN7 (46)

cada una de las cuales alterna la aplicacion de los operadores Ay, v Asp, y en con-
secuencia la direccién de resolucion del sistema lineal unidimensional (metodologia
ADI). La aproximacién intermedia Ugy sélo se utiliza como un término provisional
en la formulacién anterior (4.7), pero no se conserva al final de la implementacién

computacional como se explicara brevemente a continuacién.

4.1.2. Detalles de la implementaciéon ADI

El célculo de [U,V,W]* por la primera etapa del algoritmo de ADI-PR involucra
dos conjuntos de sistemas lineales para las filas de U y V*
TP 4 Aty=QT = U™ PT — AL (P-1QW™ PT)

(4.7)
V*PT—F%U*QT — VmPT

Estas ecuaciones vectoriales pueden desacoplarse mediante la incorporacion de una
iteracion de punto fijo que se inicia desde Vi) = V™, y para k = 0,1,2,- - resuelve

los dos sistemas tridiagonales unidimensionales
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U(k+1)PT = a; — %V(k)QT
(4.8)
Vi PT = b — 8U3411)Q7,
donde han sido omitidos los supraindices para simplificar la notacién, y los nue-
vos subindices indican los pasos de la iteracion interna de punto fijo. Los vectores
a; y b; denotan términos conocidos correspondientes al nivel de tiempo t,,. En es-
te trabajo, se utilizaron las diferencias en norma infinita HU(kH) — U(k)” <= Tol y
”V(kﬂ) - V(k)” <= Tol como criterios de parada para esta iteracion interna. Para la
implementacion de la segunda etapa (ADI-PR), se procede de una forma desacoplada
similar para obtener T y Wmtt,
A nivel computacional, el calculo del vector a; dado en la primera ecuacién de (4.7)
no requiere de invertir la matriz P, sino que dicho célculo es reescrito convenientemente
para usar una descomposicién LU de esta matriz DFC, o el algoritmo de Thomas dada

su estructura tridiagonal. De igual manera se procede con la matriz P, en la segunda

etapa ADI-PR de este método DFC nodal

4.2. Un esquema DFC centro distribuido con inte-

gracion temporal Crank-Nicolson Peaceman-

Rachford

En este caso, la discretizacion de los campos actisticos continuos en (2.1) tiene lugar
en la malla escalonada mostrada en la figura 2.2, y la diferenciacién finita compacta
resulta de aplicar los operadores de la seccién 2.3. De nuevo, se considera una malla
uniforme de paso h en ambas direcciones y un total de (N — 1) x (N — 1) celdas
cuadradas, con el proposito uinico de simplificar la siguiente formulacion. Los valores
discretos de u son localizados en los centros de celda, y en los puntos centrales de
las aristas de frontera, ademéds de un valor adicional en cada una de las esquinas de
la malla (ver cuadro izquierdo de la figura 2.2). De esta manera, la componente del

ou

gradiente 3" puede ser aproximada por la aplicacion del operador R%(G2) alolargo de
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las lineas de la malla u en la direccion z. Estas aproximaciones comparten los mismos
sitios de malla con la componente de velocidad v (ver cuadro derecho en la figura
2.2). De manera anéloga, las localizaciones de malla de la velocidad w también acojen
a las aproximaciones para g—z calculadas por la aplicacién del mismo operador a lo
largo de las lineas de la malla para u en la direccion y. Nétese que la distribucion de
malla de las componentes de velocidad v y w es una consecuencia de su dependencia
espacial respecto de Vu segun la ecuacién de onda (2.1). Al nivel de implementacién,
las matrices U, V', y W que almacenan los valores discretos de presion y velocidades
tienen dimensiones diferentes, correspondientes a (N + 1) x (N +1), (N+1) x N,y
N x (N + 1), respectivamente. Este método también hace uso de la matriz reducida
V obtenida de V al eliminar la primera y la tltima fila de V, asi como de la matriz
reducida W derivada de W omitiendo la primera y la tiltima columna. La aproximacién
DFC centro distribuida para V - ¥ es calculada exclusivamente en los centros de celdas
y estd dada por la matriz V(R},Dy)T + (R4, D)W sobre la malla completa, donde el
operador compuesto R}, D, presenta las dimensiones apropiadas. La formulacién del
esquema DFC centro distribuido procede de manera analoga al caso anterior de la
discretizacion DFC nodal, y por esto sélo se comentan las diferencias principales a
continuacién. En primer lugar, los operadores de diferenciacién espacial en (4.2) estan

sustituidos por

U V(RpDy)" U RpD,W
A |V | == |U(RgG9)T , Ao |V =— 0
W 0 w RaGU

A continuacién, estos operadores se acoplan a la integracion temporal de Crank-
Nicolson del modelo actstico (2.1) seguida por la descomposicién PR, dadas por las
ecuaciones (4.3)-(4.6). Ahora bien, las ecuaciones individuales para las matrices inter-

medias de aproximaciones U*, V* y W* vienen a ser
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U + 484V DIRE = U" — & Rp(D, W)
V' AT GHRE = v (4.9)
W' = W™ — & Rg(GU™).

Semejante al método nodal, la matriz W* se determina explicitamente de la tltima
ecuacion, mientras que U* y V* estan acopladas en el subsistema definido por las dos
primeras ecuaciones. Con el fin de utilizar la diferenciacién compacta unidimensional,
este subsistema se resuelve mediante un método de punto fijo andlogo a (4.8) con
los términos vectoriales independientes apropiadas a; y b;. Posteriormente, la segunda
etapa de esta descomposiciéon PR permite calcular V™! en forma explicita, y son las
matrices U™ y W™+ que ahora estan sujetas a un célculo iterativo tipo punto fijo,

al igual que sucede en el método nodal.

4.3. Analisis de estabilidad de Von Neumann para
el esquema DFC nodal

En esta seccion se desarrolla un andlisis de estabilidad de Von Neumann para el
método DFC nodal siguiendo el procedimiento presentado por Strickwerda en su texto
[60], y revisado en el apéndice A. Este autor también presenta un breve andlisis de este
tipo para esquemas DF nodales tipo ADI en el caso bidimensional de la ecuacion de
difusion con coeficientes constantes. Su conclusion a partir de este analisis limitado sélo
a los esténciles interiores de la malla, es la estabilidad incondicional respecto a h y At,
de esta familia de métodos. Resulta viable extender el planteamiento de Strickwerda
al caso de métodos nodales tipo ADI para la ecuacién de onda siempre que ésta se
formule como una EDP de segundo orden, en lugar del sistema presién-velocidad (2.1).
Algunos trabajos recientes que siguen este enfoque son [33] y [66]. En este trabajo por
el contrario, se desarrolla un andlisis Von Neumann de estabilidad tipo vectorial, al
partir de la formulacién presion-velocidad (2.1) de la ecuacién de onda. La conclusién

del mismo es la estabilidad incondicional del método ADI-PR nodal de la seccion 4.1.1
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respecto al parametro CFL \ = %. Sin embargo, este método también contempla la
implementacion de condiciones de frontera tipo Dirichlet empleando esténciles DFC
laterales, lo que impone restricciones en el CF'L para garantizar la estabilidad. Este
tipo de cotas no son analizadas en esta seccion, sino que son exploradas numéricamente
en el siguiente capitulo. Esta misma metodologia de andlisis de estabilidad, se ha
aplicado al caso del método ADI-PR centro distruibuido de la seccion 4.2.

Considere una malla nodal uniforme (ih, jh) en la formulacién del método ADI-PR
de la seccion 4.1.1. En el caso de los nodos interiores esta formulacion puede reescribirse

usando los siguientes operadores discretos p,,py, ¢z ¥ qy

1 4 1
(Potta)iy = g(ua)ijm1 + 3(e)iy + 3 (Ua)i g
1 4 1
(yuy)y; = gluyiong + 3(uy)ig + 3(uy)iv,j
1 1
(Qmu)m = _Euz‘,j—l + Euz‘,j—‘rl
1
(Qyu)i,j = —Eui—l,j + EuiJrLj'

Note que estos operadores permiten la aplicacién de la férmula DFC centrada (3.5)

al campo u en ambas direcciones coordenadas x y y, en la forma

Pz (u:r)zg = GzUij, Dy (uy>ij = QyUig, (4.10)

y de igual manera se aplican a ambas componentes de la velocidad v y w. Estos cuatro
operadores son evidentemente lineales, pero ademas la tupla p, y p, conmutan cuando

son aplicados a un campo discreto f sobre una malla nodal. Es decir,

Dz (pyf)ij = Dy (pr)ij :

En nuestro caso, f podria representar alguna de las soluciones fisicas de interes, o
alguna de sus derivadas espaciales, nodalmente discretizadas. La primera etapa del

método ADI-PR nodal puede escribirse como las tres siguientes ecuaciones escalares
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acopladas
- At At
v+ —v, = u"——w
2 7 2 Y
—u, +v° = v
2 x
w = w — 7uy

donde se ha omitido la dependencia puntual de la malla por simplicidad. A continua-
cion, estas ecuaciones son reescritas mediante la aplicaciéon de los operadores p,, py,
¢z v ¢, definidos anteriormente, y de las relaciones DFC dadas por (4.10). Especifi-
camente, se aplica la composicién de los operadores p,(p,(-)) a la primera ecuacion,
mientras a la segunda y tercera ecuaciones se aplican individualmente, los operadores
Px() ¥ py(+), respectivamente. El objeto de estas transformaciones es reemplazar las
nuevas evaluaciones p,(uy), py(ty), pe(vz) ¥y py(wy), por sus equivalentes evaluaciones
en términos de los operadores ¢, y ¢y, a través de las relaciones DFC (4.10). Asf que
después de usar la conmutatividad de p, y p, a conveniencia, la primera etapa (4.11)

se reescribe en la forma vectorial siguiente

p:vpy %py(h 0 u” pzpy 0 _%pwa/ U
¢ pe O vt | = 0 p. O o | @1
0 0y w” ~5tg, 0 Dy w

Esta misma secuencia de transformaciones en términos de los operadores p,, py, ¢z ¥

¢, permite reescribir la segunda etapa del esquema ADI-PR nodal (4.5) de la siguiente

manera
m+1
papy 0 Sipagy | | w pepy  —4pyge 0O u
0 Py 0 v = | —4lg, D 0 vt | (4.12)
Sa, 0 py w 0 0 p || wr

Siguiendo el analisis de Von Neumann revisado en la secciéon del apéndice A.1.3,

la matriz de amplificacién G establece la siguiente relacién entre las transformadas de
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Fourier de las soluciones discretas en los tiempos my m + 1

m—+1 m
U u
%l’y v = G%xy v (413)
w w

donde 3, es la transformada de Fourier en dos dimensiones dada en la ecuacién

(A.12). Esto permite escribir

/ / R (RS (4.14)

h

para 12 = —1. Las variables &, y &, son las correspondientes variables de frecuencia
espacial asociadas a = y y, respectivamente. Procedemos ahora con el andlisis estandar
al sustituir cada una de las soluciones escalares del esquema por un modo discreto de

Fourier. En el caso de u;; se tiene que
_ gzl 1(j0+i0y) (415)

donde 0, = h&, y 8, = h§, corresponden con angulos variando en el intervalo [—, 7.

La aplicacién de los operadores p, y p, a este modo armoénico resulta

1 4
pxU:-? _ 3g;n 1(] 1)9 0y + 3gm 1(]91+19) (4.16)
1
m 1(]—1—1)9
+ 39u €

1 —10, 4 1 10, m
4 2
= (§ + 3 COS(@Q) ugy

_ m
= Tzl

y analogamente

4 2
pyuy; = (— + = Cos(Qy)) ui = myu (4.17)
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quedando asi definidos 7, y m,. Alternativamente, al sustituir (4.15) en los operadores

¢z Y qy Se obtiene

(—6_10”” 4 61995)

2

Qe = Elsen(t%) (4.19)
2

qQ = Elsen(ey). (4.20)

Para este caso de soluciones discretas arménicas, las ecuaciones (4.11) y (4.12) pueden

escribirse en la forma

AU*=BU™ 'y  CU™' = DU, (4.21)

en términos de las siguientes matrices

Ty Ty my(1Asen(d,)) 0 Ty Ty 0 my(—1Asen(d,))
A= 1\sen(d,) Ty 0 |,B= 0 T 0 ,
0 0 Ty —1Asen(d,) 0 Ty
Ty Ty 0 m,(1Asen(6,)) Ty Ty my(—1Asen(d;)) O
C = 0 T 0 ;D=1 —1\sen(6,) Ty 0
1Asen(d,) O Ty 0 0 Ty

En consecuencia, la matriz de amplificacién G para este esquema, escrito como un

método de un solo paso, viene dada por

G=C"'DA'B. (4.22)



Las inversas y productos matriciales requeridos en (4.22) se calculan mediante la
herramienta de calculo simbdlico MAPLE, lo cual conduce a la siguiente expresién

explicita para G

"aznﬂ'f/ Trf! 2 2 (=2Zsen?(6y)) ﬁmﬂi 72m,
o+ (=A% sen®(0z)) + 5, 24 (—1A sen(@m)Q) 2222 (—1hsen(0y))
2 o2
252 (—1hsen(6)) % + 3= 2572 (=A% sen(f) sen(0y))
27 ® v,
G = 2= (1A sen(fy)) —272T0 (A2 sen(f;) sen(By)) Tz (—A2sen?(6y))
! g §4 sen? (0 ) sen?(6,)
At ) 8 Y
v
donde
2 2 2 2 2 2
0, = m, + A sen®(6,), oy =, + A"sen”(0,), y p = 0,0,. (4.23)

Las condiciones sobre la estabilidad de este esquema pueden ahora establecerse
sobre la norma y los autovalores de G, haciendo uso de la restriccion (A.32) y el teorema
A.3, respectivamente. Note que en el caso A = 0, se tiene que §, = 72, §, = 7, y
p= 7T3267T§, de donde G equivale a la matriz identidad, y el esquema resulta trivialmente
estable. Sin embargo, para A > 0 la estabilidad del esquema debe analizarse para los
angulos 0, = h&, y 0, = h&, variando en el intervalo [—, 7]. En este caso, un estudio
analitico de la norma y/o el radio espectral de G resulta muy complejo, por lo que se
depende de un estudio numérico de estos parametros. Las figuras dadas a continuacion,
presentan || G || v p(G) para tres valores C'F'L representativos A = 1,5,50. Por un
lado, estos resultados muestran que p(G) = 1 para los valores considerados de A, y
asumiendo igual comportamiento para cualquier C'F L, se concluye que el esquema en
cuestion es incondicionalmente estable. Por otro lado, el maximo valor para la norma
infinita de G en el rango de variacién de 6, y 6, crece con A, pero lo importante para
la estabilidad es el comportamiento de || G™ ||« a medida que m — oo y h permanece
constante. La figura 4.4 ilustra los méximos valores de || G™ || para los casos de
m = 1,2,4,8,---,4096, es decir, las primeras 12 potencias de 2, considerando los 3
valores C'F'L de referencia anteriores. Estos resultados permiten intuir que la norma

infinita de G™ permanece acotada para m — oo, atin en el caso de A = 50, y de igual

manera para valores de A aiin mayores.
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G, 1=1 p(G), 1=1

Figura 4.1: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con A = 1, caso DFC nodal.

61, 2=5 0(G), =5

Figura 4.2: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con A = 5, caso DFC nodal.

G|, =50 p(G), 1=50
40
35
30
25
20
15
10
5
3 2 4 0 1 2 3
(a) (b)

Figura 4.3: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con A =50, caso DFC
nodal.
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G,
60 T ! :
o N
a a
50+ 1
A A
400
A 0 A=1
30¢ + A=5 |
A A=50
20+
a
10¢ A
i s v+ o+ 4 + +
Oo 5 o o o o o o
10° 10' 10? 10°
m

Figura 4.4: Norma infinita de G™ para el método nodal en los casos A = 1, 5, 50.

4.4. Analisis de estabilidad de Von Neumann para
el esquema DFC centro distribuido

Como se ha mencionado anteriormente, este analisis considera exclusivamente los
esténciles DF aplicados en los puntos interiores de la malla. Para el esquema centro
distribuido ADI-PR presentado en la secciéon 4.2, estos esténciles corresponden a la
formula centrada de cuarto orden dada a continuacién. Se asume un paso constante

de malla h en ambas direcciones y se introducen los siguientes operadores discretos d,

y dy
. 1. 9. 9 . |
m 1., 9 .. 9 .. I ., 1
dyuz‘j = (ﬂui_;j — gui_%’j + guH%J — ﬂquJ) E (425)

Los operadores d, y d, permiten simpificar la formulacién de las etapas de este esque-
ma.
Siguiendo el andlisis de Von Neumann, la matriz de amplificacion G establece la

siguiente relacion de las soluciones discretas en los instantes de tiempos m y m + 1 en
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el espacio de Fourier

m—+1 m
u u
Sy | 0 = GSuy | v (4.26)
w w
ij i

donde G, es la transformada discreta de Fourier en dos dimensiones dada por la
ecuacién (A.12). La expresién de G se obtiene al sustituir u;; por un modo discreto
del tipo

u:r]z _ gmel(jﬁgc-‘ri@y)7 -7 < Qw 0, < (427)

Y

siendo 0, = h&, para &, la frecuencia espacial asociada a la variable x, y con similar de-

2 = —1. De igual manera, las soluciones discretas para

finicién para 6, = h&,. Ademads, 1
v v w deben ser reemplazadas por correspondientes modos discretos. La sustitucion

de (4.27) en el operador en DF (4.24) conduce a

el = _24ui—% o 8”2‘—% + 8ui+% o 24”2‘—&-%
[ 1 —210, 9 71191 9 1191 1 10, m
B gC TR Ty |

9 60, 1 0, N 1 460 .
= |-sen— — —sen — + —sen” — | 1u];
172 42 Ty
[ 0, 1 0, 1 0, 0,
= _2 sen — + 3 sen® 5} Lu; = gsen (sen2 > + 6) tugy. (4.28)

Un resultado semejante se obtiene para d,u;;. Estos resultados simplificados para d,u;;
y dyu;; acorde a (4.28) seran sustituidos en las dos etapas del esquema ADI-PR centro
distribuido. Sin embargo, previamente se reescribe la primera etapa del esquema en

términos de estos operadores en DF, en la forma AU = BU™

1 4d, 0 u 10 -4, u™
Mg, 1 0 v | = 0 1 0 v |- (4.29)
0 0 1 w —atq, 0 1 w™
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De manera analoga, la segunda etapa de este esquema se puede expresar como
CU™ = DU

m+1

1 0 £, u 1 —4d, 0 u
0 1 0 v = —-&d, 1 0 0 (4.30)
atd, 0 1 w 0 0 1| ]|w

De este modo, el método puede escribirse como un esquema de un solo paso U™ =

GU™, para la matriz de amplificacion
G=C"'DA'B. (4.31)

Conviene expresar G en términos de las variables angulares 6, y 60,. Para esto, la

simplificacién resultante (4.28) se introduce en las matrices A, B, C, y D a través de

|

Oa
2
d, = % sen (Ey) {1 + ésen2 <%>} (4.33)

las nuevas variables

(4.34)
siendo A = % el parametro CFL. A la vez, esta sustitucién revela que A~! = ﬁ y
Ct= ﬁ, por lo que
' BDDB
G = , (4.35)
P

para p = (1 +067)(1 4 ;). Finalmente, la forma general de la matriz de amplificacién

viene dada por

1—62—02 —2i6, —idy(2—02)
G = —2i6, 1 - 62 —26,6, : (4.36)
—idy(2 —02) —20,0, 14020, -0

Semejante al caso del método nodal, las condiciones sobre la estabilidad de este
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esquema centro distribuido pueden ahora establecerse sobre la norma y los autovalores
de G, haciendo uso de (A.32) y el teorema A.3, respectivamente. Note que en el caso
A = 0, se tiene que , = d, = 0 y entonces G se reduce a la matriz identidad, y el
esquema resulta estable. Sin embargo, para A\ > 0 se tiene que | J, |< %, por lo que la

estabilidad del esquema debe estudiarse en el intervalo bidimensional

(SN
(SN

< 0y, 0y < (4.37)

No es trivial acotar la norma y/o el radio espectral de G en el rango (4.37) en forma
analitica, y aun los resultados dados por una herramienta de calculo simbdlico como
MAPLE no son sencillos de interpretar. Asi que se ha optado por una exploracién
numérica y las figuras dadas a continuacién presentan || G ||« y p(G) para los tres
valores C'F'L representativos A = 1,5, 50, tomados en el caso nodal. Note que p(G) < 1
para estos valores de A, e igual cota para el radio espectral fue observada para multiples
valores del C'F'L no ilustrados, lo que lleva a concluir que el esquema en cuestion es
incondicionalmente estable. De igual manera se tiene que || G [[oo< 1,6--- en los 3
casos considerados de A, y a continuacion se estudia empiricamente si la norma de G™
permanece acotada a medida que m — oo. La figura 4.8 ilustra los méximos valores
de || G™ || para los casos de m =1,2,4,8,--- 4096, al considerar estos 3 valores de
referencia para el CFL. El hecho que || G™ ||~ decrece mondtonamente para valores
grandes de m por encima de 100, permite intuir la estabilidad incondicional de este

esquema ante valores arbitrarios de \.

4.5. Comentarios acerca de la convergencia de los
esquemas DFC

Al revisar la formulacion de ambos esquemas DFC, tanto nodal en la seccién 4.1.1
como centro distribuido en la seccién 4.2, no es dificil concluir que el error local de
truncamiento es orden O(h?*, At?) en ambos casos. De esta manera, estos esquemas son

consistentes con la ecuacién de ondas (2.1) de acuerdo la definicién A.2. Por otro lado,
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||G|LJ,}‘=1 -
15 . ‘ ‘ |
1
0.5
w 0
il
i
-0.5
-1

Figura 4.5: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con A = 1, caso DFC centro
distribuido.

”G"m’}ﬂs p(G), »=5

IIlllllIIlIl
I
A
i “‘“‘ll“ulm|mmuumm|
.
“"“““““"“1'1“'“m“‘l‘“““““.““'g““‘a‘%, A h
ui| :

s,
e\

Figura 4.6: Norma infinita y radio espectral de la matriz G’ con A = 5, caso DFC centro
distribuido.

||G|L, % =50 .

!
i
L
i

i
» i
k i

Figura 4.7: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con A = 50, caso DFC
centro distribuido.
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Ie™,
141 : ‘
Q [e] (] [e] o) o
16] + * + % o ° o .
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a 0 =1
121 + =5 7
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Figura 4.8: Norma infinita de G™ para el método centro distribuido en los casos

A =1, 5,50.

las secciones anteriores han sido dedicadas a justificar la estabilidad tipo Von Neumann
de estos métodos DFC, y de acuerdo al teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer A.1,

se concluye su convergencia ante el refinamiento de malla.



Capitulo 5

Complejidad algoritmica,
experimentos numéricos y analisis

de resultados

En este capitulo se presentan los resultados numéricos de los métodos en DFC
formulados en el capitulo 4. Los casos de estudio corresponden a dos problemas de
propagacién actstica en medios rectangulares sujetos a condiciones de borde tipo Di-
richlet con soluciones exactas conocidas. El andlisis de resultados se centra en la pre-
cision y convergencia experimental alcanzados por ambos métodos, y ademas incluye
una comparacién de los tiempos de computo. Adicionalmente, se presenta un estudio
de la complejidad algoritmica de estos métodos DFC a nivel de calculo, de gran utili-
dad para estos anélisis y para futuras optimizaciones de c6digo y/o implementaciones

paralelas.

5.1. Complejidad operacional del método DFC no-
dal

El esquema DFC nodal se compone de las dos etapas ADI-PR iterativas descritas

en la seccién 4.1.1, cuyo objetivo es calcular [U,V, W]|™*! a partir de las soluciones

59
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discretas previas en el instante de calculo ¢ = mAt. A continuacién se reescriben estas
etapas ADI al agrupar los términos conocidos en t = mAt. En el caso de la primera

etapa, los términos en el lado derecho de (4.7) permiten definir las matrices

_ At — . _ _
A=U"P" - 715 (P'QW™P")
B=V"pP7"
por lo que (4.8) es equivalente a
IST EQT
[U* V*] A 2 _ [A B} , (5.1)
ey aYl PT

2

Las filas de las matrices intermedias se calculan iterativamente, aplicando en cada

paso el algoritmo de Thomas que explota la tridiagonalidad de P y P

_ At~
Ui PT = A - 2 ViQ'
At ’
V*k+1PT =B - 7U£+1QT

V= Ve (5.2)

hasta que (||Uj,; — Uil| <€)y (|[Vier — Vil < €). Note que esta tltima ecuacién
matricial agrupa las ecuaciones (4.8), escrita para cada fila. De manera similar se
escribe la segunda etapa ADI-PR que permite calcular U™ y W™ iterativamente

columna a columna, mientras que V™! se calcula de forma explicita

_ At -
pupytt = Cc-—Qwp

AQt , WD W (5.3)
PIWr = D-SQiupy

con

c=pu -2 (PVQ ("))

D =PW~"
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Este método nodal se implementa en términos de los siguientes dos pseudo-codigos,
donde el algoritmo 1 es el principal y responsable del célculo explicito de W* y V™,
asi como de las matrices A y C. Las etapas ADI son entonces implementadas por el

algoritmo 2. Estos dos algoritmos requieren de los siguientes parametros y constantes:

» N: Numero de nodos en cada direccién espacial del dominio [0,1] x [0, 1].

cfl: Parametro de estabilidad para ajustar el paso de tiempo. El maximo valor
de c¢fl es 0,915 en el caso del método nodal, y se reduce a 0,815 para el método

DFC centro distribuido.

e: Tolerancia exigida para la convergencia de los ciclos ADI. El valor numérico

de € es 107,

® Kae: Maximo nimero de iteraciones de cada ciclo ADI. El valor de k,,,, es 6.

A nivel algoritmico se emplea la siguiente notacion:

» X: es la matriz reducida a partir de la matriz X de acuerdo a las formulaciones

de los métodos DFC en las secciones (3) y (4.2).
s : denota todos los elementos de una matriz en la direccion indicada.

» T denota los elementos 2, 3, ... hasta (N —1) de una matriz en la direccién indicada.
La complejidad operacional es funcién de la densidad de la malla N, siendo N el

tamafio de los vectores y matrices DFC involucrados (N —2 ~ N, para N grande). El

Tsim*(N—

niumero total de iteraciones temporales Nz, = < 1), donde T'sim es el tiempo

total de simulacién.

Para realizar el andlisis de complejidad, y obtener el tiempo de célculo requerido,

se consideran las siguientes operaciones matriciales:
» Suma y resta de matrices densas T, con complejidad O(N?).
= Multiplicacién de matriz densa por un escalar Ty con complejidad O(N?).

» Multiplicacién de dos matrices dispersas (en banda) Tss con complejidad O(N).
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Algoritmo 1 DFC Nodal

Entrada: U, € RV*N At >0

Salida: U € RVXN vV ¢ RVXN W ¢ RVXN
1: Procedimiento NODAL(U,, N, cfl, Tsim)
2: At + L

N-1
3: U° « U, > Inicializacion
4: VO 0
5: WO 0
6: (P,Q,P,Q) + OPERADORES-DFC-NODAL(N)
T: Para m € 0... %™ hacer
8: A« P\ (QW™(;,n)PT)) > Célculo de A
9: WH(:,7) « W™(:,7) — 3P\ QU™(5,)
10 (U,V)" +ADI-FiLas(U™, V™ A)
11: C«+ (PV*(5:)Q")\ PT > Calculo de C
12: V(e )« VA — 50, ) QT/PT
13: (Ot Wmtl) « ADI-coLumnas(U*, W*, C)
14: t+—t+ At

15: fin Para
16: Devuelve U, V, W

17: fin Procedimiento

» Multiplicacién de una matriz dispersa por una matriz densa 7' ¢ con complejidad

O(N?).

= Solucién de N sistemas de ecuaciones tridiagonales usando el algoritmo de Tho-

mas (Tsgr) con complejidad O(N?).
» Célculo de la norma Frobenius de una matriz densa (Ty) con complejidad O(N?).

Adicionalmente, se denota al ntimero total de iteraciones en una simulacién de
T'sim unidades de tiempo como Ia; = %(ZN_U
La tabla 5.1 muestra la cantidad de operaciones requeridas por el método DFC

nodal. El coste operacional viene determinado por los ciclos del calculo ADI, de orden

polinomial y cuyo término principal serfa Topar & 32 * Ia; * karax * N? = O(N3).



63

Algoritmo 2 ADI-etapas

Entrada: U € RVXN vV e RVXN A ¢ RIN=2)x(N=2) L~ 0, ¢ > 0
Salida: U* € RVXN v* ¢ RVxN

1: Procedimiento ADI-riLAS(U,V,A)

22 A« UE)PT - £IA(1...N -2,)

B« V(;,:)PT

Uy <+ U(5)9)

Vi + V(T, :)

Repetir > Aplicacién del algoritmo de Thomas

Up1 < A - 5 (v, QY) /PT

Vi < B -4 (U,1QT) /PT

test <= |[Upgr — Ugl| + [[Vies1 — V|

10: Uy < Uy

11: Vi < Vi

12: k+—k+1

13: hasta que ((test <e¢) || (k> kmaz)) > Criterio de Parada
14: Devuelve U* < U, V* + V,,

15: fin Procedimiento

Entrada: U € RV*N W e RVXN C e RV-2x(V=2) L~ (. >0

Salida: U™+l ¢ RVXN Wwmtl ¢ RNXN

16: Procedimiento ADI-coLumNas(U, W, C)

17: C(—f’U(T,T)—%C(:,l...N—Z)

188 D+ PW(;,7)

19: Uy <+ U(5)9)

20: Wi W(:,7)

21: Repetir > Aplicacién del algoritmo de Thomas
22:  Upp < P\ (C - 5LQWy)

23: Wi < P\ (D - 5QUyy)

24: test < ||Ugs1 — Ugl| + |[[Wgt1 — Wi

25: U < Uy

26: Wi «— Wi

27: k+—k+1

28: hasta que ((test <e¢) || (k> kmaz)) > Criterio de Parada
29: Devuelve U™t « U, Wt « W,

30: fin Procedimiento
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Cuadro 5.1: Cantidad total de operaciones requeridas por el método DFC nodal.

’ Seccion ‘ Maximo iteraciones ‘ T_ ‘ T, ‘ T ‘ Tsg ‘ Tys ‘ TsEr ‘ TN ‘
Inicializacion 1 5
Calculo de A N 1 2 1
Calculo de W* In; 1 1 1 1
ADI inicializacion Ia; 4 1 2
ADI-filas Ing * karax 4 2 2 2
Calculo de C Ia: 1 2 1
Calculo de VmH! In; 1 1 1 1
ADI inicializacién N 4 1 2
ADI-columnas Ine * karax 4 4 2 2 2

5.2. Complejidad operacional del método DFC cen-

tro distribuido

El anélisis de complejidad de este esquema usa las mismas definiciones y notaciones
de coste operacional del método anterior, asi como sus pardmetros y constantes. Los
algoritmos asociados a la implementacion de este método centro distribuido corres-
ponden con los algoritmos 3 y 4.

Algoritmo 3 DFC centro distribuido

Entrada: U, € RV+TUX(N+) Ap >
Salida: U ¢ R(N+1)><(N+1)’ Ve R(N-H)XN’W c RVX(N+1)
1: Procedimiento CENTRO DISTRIBUIDO(U,, N, cfl, T'sim)

. cfl
2: At 55

3: U° « U, > Inicializacion
4: VO 0
5: WO 0
6: (D4, G4) <~ OPERADORES-DFC-CENTRO(N)
7 Paramc0... TXZ” hacer
8: A Dyx W™(:)7) > Célculo de A
9: WH(:,7) = Wm(:,7) — 3G, U™ (5,9)
10 (0,V)" +ADI-FiLas(U™, V™ A)
11: C <+ V*(5,)D,T > Calculo de C
12: V(T ) « VAT — STU*(5,0)Ga T
13: (Gm+t Wmtl) « ADI-coLuMnas(U*, W*, C)
14: t+—t+ At

15: fin Para
16: Devuelve U,V W

17: fin Procedimiento
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Algoritmo 4 ADI-etapas

Entrada: U ¢ RWVHDx(N+D) 'y ¢ RIVHDXN A ¢ RIN-DX(N=1) 'y ¢ RV-DXN Hg ¢
RVX(NHD k> 0.6 >0
Salida: U* ¢ R(N+1)><(N+1)’V* c RN+ xN
1: Procedimiento ADI-FiLAS(U,V,A)
22 A« UE)-SA01...N -2,

B+« V(i)

U, + U(5)9)

Vi« V(5,:)

Repetir > Aplicacién del algoritmo de Thomas

Upr < A - 5V, HpT

Vit < B—5U, 1 HT

test < |[Ups1 — Ugll + [[ Vs — Vil

10: Uy < Upyg

11: Vi~ Vi

12: k<+—k+1

13: hasta que ((test <¢) || (k> kmaz)) > Criterio de Parada
14: Devuelve U* «+ U, V* + Vi,

15: fin Procedimiento

Entrada: U € RWHDx(VHD W ¢ RNx(VHD ¢ e RV-DX(N=1) 1> 0,6 > 0

Salida: U™+t1 ¢ R(N+1)X(N+1),Wm+1 c RVx(N+1)

16: Procedimiento ADI-coLumnas(U, W, C)

17 C+« PU(LY) - §C(;,1...N - 2)

188 D+ PW(;,7)

19: Uy < U(5)9)

20: Wi« W(:,7)

21: Repetir > Aplicacién del algoritmo de Thomas
22:  Upy < C— S'HpW,

23 Wy + D - S'HLU,

24: test < ||Ugy1 — Ugl] + || W1 — W]

25: U + Uy

26: Wi +— Wi

27: k+—k+1

28: hasta que ((test <e¢) || (k> kmaz)) > Criterio de Parada
29: Devuelve U™t « U, Wt « W,

30: fin Procedimiento
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La tabla 5.2 muestra la cantidad de operaciones requeridas por el método DFC
centro distribuido. Igual que en el caso nodal, el coste operacional viene determinado
por los calculos de los dos ciclos ADI, de orden polinomial y cuyo término principal
serfa TopnTrO = 28 * Ing * karax * N? &~ O(N?). De esta manera, el nimero total de
operaciones en este método es menor al requerido por el método nodal. Sin embargo,
debido a que los SEL a resolver por el método nodal son tridiagonales y consumen

O(N?) operaciones en cada ciclo ADI, la complejidad de ambos métodos es la misma.

Cuadro 5.2: Cantidad total de operaciones requeridas por el método DFC centro dis-
tribuido.

’ Seccién \ Maximo iteraciones \ T_ \ T, \ T\ \ Tss \ Tys \ Tspr, \ Tn ‘
Inicializacién 1 5 2
Calculo de A In; 1 1
Célculo de W* Iz 1 1 1 1
ADI inicializacién N 4 1 1
ADI-filas IAt * kMAX 4 2 2
Calculo de C In; 1 1
Célculo de V! N 1111 1
ADI inicializacion In; 1 1
ADI-columnas Ine * kprax 4 4 | 2 2 2

5.3. Experimento 1: Condiciones de borde homo-
géneas

El modelo actstico (2.1), bajo las condiciones de borde homogéneas tipo Dirichlet,

admite la siguiente solucién analitica

W@,y t) = sen (%T‘”) sen (2;—9) cos (?) (5.4)

Esta solucién es armoénica en espacio y tiempo. Siendo la velocidad de onda ¢ = \/% ,

esta debe satisfacer la relacion de dispersion ¢ = %, donde A y T representan los
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periodos espaciales y temporales de la solucién exacta u, respectivamente. A conti-
nuacion se plantea una familia de pruebas numéricas con igual nimero de celdas N
en cada direccion coordenada de la malla, por lo que la resolucién espacial esta dada
por el nimero de nodos que discretizan la longitud de onda A, esto es NA. Las mallas
computacionales con NA < 4 tienen una resolucién pobre dado que el muestreo esta
cerca del limite teérico de Nyquist (NA = 2). Tal simulacién para un esquema basado
en DF de cuarto orden de precision puede ser calificada como una prueba fuerte dado
lo gruesa de la malla. Por otro lado, aquellas mallas donde 4 < NA < 8 pueden ser
llamadas “moderadamente resueltas”, mientras que cuando NA > 10 la malla es den-
sa en relaciéon a la longitud de onda bajo propagacion. Naturalmente, la precision de
la simulacién debe aumentar a medida que la malla se refine, y pase de ser gruesa a
muy densa. Estos criterios sobre la resolucion de la malla son ampliamente aceptados
en la simulacién de ondas sismicas ([14], [17], [25], [63]). Note que para un mismo
numero de celdas N, la malla del método DFC centro distribuido tiene 1 nodo adicio-
nal, lo cual es despreciable al cuantificar la resoluciéon para N grande. Para brindar
una referencia a la precisién y tiempo de computo de los esquemas DFC, para este
experimento también se presentan los resultados del método centro distribuido con
integracion Leap-frog formulado en la seccion 2.4.2, bajo la parametrizacién mimética
dada en (3.20).

Especificamente, en este experimento se tomd A = i y se realizaron nueve simula-
ciones con cada uno de los tres esquemas numéricos mencionados, usando mallas con
el mismo numero de celdas N = 8,16, 32,48, 64,96, 128,192, 256. De esta manera, la
resolucion de la malla mejora progresivamente con NA = 2,4,8,12,16, - --. El paso de
tiempo At se toma de acuerdo a la cota de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy
cflm donde At = cfl™*(h/c) y se considera ¢ constante en todas estas pruebas.
Este limite cfI™*" varia para cada método numérico y mediante una experimentacion

exhaustiva se han obtenido los valores indicados en la tabla 5.3. En este anélisis ex-
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ploratorio, se usa como referencia para los esquemas centro distribuidos la condicién
de Von Neumann conocida para el modelado de la propagaciéon de ondas elasticas en
dominios 2-D homogéneos y no acotados h~'c’ At < (vV257_,|Ck|) ™! ~ 0,606 (véase,
por ejemplo, [14], [54]). Aqui, C} denota los coeficientes del esténcil para la diferen-
ciacién centrada en espacio, con una precisién O(h?"), donde ¢’ denota la velocidad
de la onda compresional. Estos coeficientes corresponden al esténcil interior encajado
de las matrices G4y Dy.

Las figuras 5.1a y 5.1b muestran los errores absolutos en norma de Frobenius de
las soluciones numéricas calculadas por cada esquema, cuando el tiempo de simulacion
varia de T'sim = 5T a T'sim = 20T, respectivamente. Estos experimentos permiten
evaluar el comportamiento de la precisién de la solucion y la convergencia heuristica
cuando los esquemas numéricos ejecutan simulaciones por centenas de iteraciones (~
500) y pocos miles de iteraciones (~ 2,000). Una comparacién cualitativa de estas
figuras indica que los errores de ambos esquemas DFC son mas dispersos en mallas
muy densas (N > 48), y de menor magnitud que los producidos por el esquema
basado en Leap-frog. Solamente en mallas con resolucién pobre o moderada (N <
48), la precisiéon lograda por estos tres esquemas es comparable, con cierta ganancia
mostrada por ambos métodos centro distribuidos. Por ejemplo, los errores dados por
estos métodos son cerca del 30% de los observados en las soluciones DFC nodales
cuando N = 16. Esta ventaja en precisién es una consecuencia de la diferenciacién
encajada que reduce a la mitad el espaciado de la malla en comparacién con una
formula DF nodal. Solamente el esquema mimético en DFC mantiene esta superioridad
en precision sobre las mallas de alta resoluciéon debido a su rapida convergencia. En
las simulaciones sobre mallas més finas (N = 256), este esquema proporciona errores
que son sélo el 5% y el 2% de las discrepancias observadas en las soluciones similares
del DFC nodal en ambas pruebas.

Se ha realizado un ajuste por minimos cuadrados lineales de los datos de error
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representados en las figuras 5.1a y 5.1b en escala logaritmica, para estimar las tasas
de convergencia experimentales de cada esquema ante refinamiento de la malla. Estos
resultados se listan en la tabla 5.3. Ambos esquemas compactos muestran una con-
vergencia alrededor del cuarto orden en comparacion con el esquema Leap-frog que
solamente muestra una precision de segundo orden. Estos resultados indican que la
magnitud de los errores de discretizaciéon en tiempo derivados de la integracién de
Crank-Nicolson y la descomposicién ADI-PR, no superan los errores causados por la
diferenciacion espacial basada en operadores DFC de cuarto orden. Por otro lado,
la técnica Leap-frog no es capaz de preservar la precisién de la discretizacion centro
distribuida en espacio.

Cuadro 5.3: Limites C'FL de estabilidad, rango del total de iteraciones, y tasas de
convergencia estimadas en las simulaciones numeéricas.

maz lasas de converg. Tasas de converg.
Esquema cfl , _
(T'sim = 5T) (T'sim = 207
DFC nodal 0.915 4.04 3.80
DFC centro distribuido  0.815 4.71 4.40
Leap-frog centro distrib.  0.450 1.97 1.95

La figura 5.2 muestra la tasa porcentual de los tiempos de calculo de ambas si-
mulaciones DFC. Esto es, los tiempos observados en el método nodal divididos por
sus correspondientes (para igual N) registrados en el método centro distribuido, y
luego escalados a 100 %. Omitiendo el registro anémalo para la malla con méas grosor
(N = 8), se observa que el primer esquema requiere de tiempos de ejecucién entre
cuatro y cinco veces mayores a los tiempos de calculo invertidos por el segundo es-
quema. Aun cuando las simulaciones del esquema DFC nodal utilizan su mayor limite
cfl™*® vy por lo tanto requieren un menor nimero de iteraciones para alcanzar el
mismo tiempo de simulacion T'sim, la solucién de los sistemas lineales tridiagonales
anidados amerita de tiempos de ejecucién mayores. Estos resultados son consistentes
con los analisis presentados en las secciones anteriores, pues ambos esquemas presentan

la misma complejidad algoritmica O(N?3). Asi, el cociente de sus tiempos de ejecucién
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Errores en norma Frobenius (Tsim = 57T)

100 N 2 T 0 T ]
*
+
10} 5t R ]
0 0 t
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Figura 5.1: Comparacién de los errores absolutos en norma de Frobenius de las solu-

ciones numéricas calculadas por cada esquema cuando el tiempo de simulacién es: (a)
Tsim = 5T, (b) T'sim = 20T



71

Fracciones porcentuales del tiempo de calculo (nodal / centro distribuico)
1,000 T T T ————

O Experimento: Tsim = 5T
* Experimento; Tsim = 20T

500F 8

100 b—L — -
5 10 100 30

log N

Figura 5.2: Cociente de los tiempos de computo de las simulaciones DFC nodales
divididas por los tiempos de ejecuciéon correspondientes de las simulaciones DFC centro
distribuidas, cuando T'sim varia de 5T a 207

debe tender a una constante a medida que N crece.

Finalmente, los tiempos de ejecucion del esquema Leap-frog centro distribuido no
superan el 5% de los tiempos de célculo registrados por su homélogo DFC, en ambas
pruebas T'sim = 5T a T'sim = 20T, cuando la malla es al menos moderadamente fina

(N > 32).

5.4. Experimento 2: Condiciones de borde hete-
rogéneas

En este segundo experimento numérico, las condiciones iniciales y de borde del

modelo acistico (2.1) son tomadas de tal manera que su solucién tinica corresponde a

u(z,y,t) = |C(a"—(1—2)"+y" - (1 —9)*) +sen <27A”) sen (T’)} cos (Q;t) . (5.5)

En este caso, resultan heterogéneas tanto la EDP en (2.1), esto es f # 0, como las
condiciones de contorno tipo Dirichlet. Note que la soluciéon continua u es arménica

en el tiempo, igual que en el experimento 1. Sin embargo, u presenta una componente
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polinomial en espacio que puede conducir a problemas de capa limite de acuerdo a los
valores considerados para los parametros C'y k. Estas dificultades opcionales, tanto
a nivel de implementacién como de resolucién numérica, hacen de este experimento 2
un problema mas complejo e interesante que el anterior.

Para permitir una comparacion inmediata con los resultados del experimento 1, en
estas nuevas simulaciones se mantiene el valor del parametro A = %1, y se efectiian nueve
ejecuciones de cada esquema numérico DFC para N = 8,16, 32,48, 64, 96, 128, 192, 256.
Sin embargo, la escasa precision del método DFC nodal en el caso de N = 8 conduce
a ejecutar una simulacién de cada esquema para N = 24. Por simplicidad, sobre
estas mallas se plante6 una primera etapa de experimentacion exhaustiva al asignar
a k cada uno de los enteros 2,3, ...,10, y tomar C' = k. Estas pruebas confirmaron
los valores cfl™* dados en la tabla 5.3 como limites para la estabilidad empirica de
ambos métodos DFC. Como primer objetivo en estas nuevas simulaciones, se plantea
estudiar detalladamente la dependencia de la precisién y la convergencia experimental
en el paso de tiempo At. Asi se usan tres valores de referencia para el C'FL, que
corresponden al 50 %, 75 %, y 100 % del limite c¢fI™ inherente a cada método DFC.
Esto se traduce en que para un mismo mallado dado por el nimero de celdas N, se
efectiian tres simulaciones del mismo esquema al variar el At en estas tres proporciones
del cfi™**. Adicionalmente, la rigidez del problema de capa limite es la principal
fuente de dificultad a evaluar en este experimento. En estas nuevas simulaciones, el
parametro k toma los valores 2, 4, v 8, que resultan representativos del comportamiento
de ambos esquemas en este problema. Para simplificar la parametrizacién se considera
nuevamente C' = k.

Las figuras 5.3 presentan los errores absolutos en norma de Frobenius de las so-
luciones numéricas calculadas por ambos esquemas DFC ante la variacién de k y cfl
mencionada anteriormente. Como primer comentario comparativo, se consideran las

simulaciones de ambos métodos efectuadas al limite del cfI"**, para los 3 casos del
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parametro k = 2,4, 8. La precision de estos esquemas es muy semejante para los ex-
perimentos dados por k =2 y k = 4, pero cuando la dificultad de problema aumenta
para k = 8, el método DFC nodal resulta mas preciso en mallas con gran resolucién
(N > 64). Un segundo punto de comparacién es la dependencia de la precisiéon de
estos métodos en la reduccién del cfl, y con esto el refinamiento de la malla temporal.
Para un mismo valor de k, la magnitud de los errores del esquema DFC nodal decae
con el ¢fl siendo mas notoria en mallas finas (N > 48). Por otro lado, los errores del
esquema DFC centro distribuido para las simulaciones a 50 % y 75 % del limite ¢ fI™**
son préacticamente iguales para cada caso de k. En mallas muy densas (N > 128),
la precision de este método mejora si el paso de tiempo se toma de acuerdo a la op-
cién cf1™m**. Estas evidencias experimentales conducen a concluir que el esquema DFC
centro distribuido presenta un incremento del error global al aumentar el nimero de
iteraciones temporales con la disminucién del C'F'L, mientras que el error global del
esquema DFC nodal decae junto al error local de truncamiento temporal al reducir el
paso de tiempo At.

Semejante al experimento 1, se han estimado las tasas de convergencia experimen-
tales de cada esquema ante refinamiento de la malla mediante ajustes por minimos
cuadrados lineales a los datos de error representados en las figuras 5.3. Estos resultados
se presentan en las tablas 5.4, 5.5, y 5.6. En forma general, las tasas de convergencia
de cada método tienen una fuerte dependencia del C'F'L empleado en la simulacién,
y son menos sensibles al valor de k que define el problema. El método DFC nodal
exhibe una convergencia practicamente cuadratica que mejora al reducir la fraccion
del cfl™** que determina el paso temporal, hasta acercarse a un tercer orden para el
caso de las simulaciones a 50 % de este limite. Por otro lado, las tasas de convergencia
del esquema DFC centro distribuido son cercanas al segundo orden cuando se ajusta
el paso de tiempo de acuerdo al limite ¢fI™*", y caen de superlineal a lineal al refinar

la malla temporal. La convergencia del esquema DFC centro distribuido es afectada
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por la complejidad del problema al aumentar k.

4 Errores en norma de Frobenius (k = 2)
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Figura 5.3: Comparacion de los errores absolutos en norma de Frobenius de las so-

luciones numéricas calculadas por cada esquema cuando el tiempo de simulacion es
Tsim = \%T con: (a) k=2, (b) k=4, (c) k=8

Finalmente, se comparan los tiempos de calculo de ambos esquemas al resolver el
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Cuadro 5.4: Parametro C'F'L empleado en las simulaciones junto al nimero de itera-
ciones observadas y tasas de convergencia estimadas en el experimento k = 2

Esquema cfl Tasas de converg.
0.46 2.703
DFC nodal 0.68 2.248
0.91 1.952
0.41 1.382
DFC centro distribuido 0.61 1.315
0.81 1.951

Cuadro 5.5: Parametro C'F'L empleado en las simulaciones junto al ntimero de itera-
ciones observadas y tasas de convergencia estimadas en el experimento k£ = 4

Esquema cfl Tasas de converg.
0.46 2.712
DFC nodal 0.68 2.250
0.91 1.933
0.41 1.257
DFC centro distribuido 0.61 1.206
0.81 1.830

Cuadro 5.6: Parametro C'F'L empleado en las simulaciones junto al ntimero de itera-
ciones observadas y tasas de convergencia estimadas en el experimento k£ = 8

Esquema cfl Tasas de converg.
0.46 2,717
DFC nodal 0.68 2.251
0.91 1.915
0.41 1.146
DFC centro distribuido 0.61 1.124
0.81 1.729

mismo problema definido por el parametro k, y cuando estas simulaciones son efectua-
das al limite cfI"™*" respectivo. Este enfoque exclusivo en los resultados obtenidos para
el maximo C'F'L se justifica en el hecho que la precisién lograda por ambos esquemas
es muy semejante para cada valor de k considerado, siendo el tiempo de ejecucion
el siguiente parametro comparativo de importancia. La figura 5.4 muestra las tasas

porcentuales al dividir el tiempo de ejecucion de cada simulacién del nodal entre el
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tiempo respectivo observado en el esquema centro distribuido. Note que estas tasas
son ligeramente sensibles al valor de k sélo en mallas poco densas (N < 48), y en
este rango el esquema nodal llega a requerir hasta 3 veces el tiempo de ejecucion del
metodo centro distribuido. Sin embargo, a medida que la malla es refinada estas tasas
decaen y en los casos de alta resoluciéon, N = 192 y N = 256, el esquema nodal solo
requiere de casi la mitad del tiempo de calculo de su contraparte centro distribuido.
Aunque este resultado no es posible explicarlo a la luz del andlisis de complejidad
de las secciones anteriores, puede deberse al hecho que el esquema nodal solo efectia
90 % de las iteraciones efectuadas por el centro distribuido para cada N, dada sus

diferencias en el limite cfI™**.
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Figura 5.4: Tiempos de computo de las simulaciones nodales en relaciéon con los tiempos
de ejecucion correspondientes a las pruebas en DFC centro distribuidas al variar k y
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Capitulo 6

Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo de investigacion, se emplearon dos familias de diferencias finitas
compactas (DFC) para discretizar la formulacién en velocidad y presién de la ecuacion
de ondas acusticas con un cuarto orden de precisién en mallas 2-D rectangulares.
La primera familia aplica un proceso de diferenciacién compacta implicita en una
malla nodal que amerita la resolucién de un sistema lineal tridiagonal en cada linea
coordenada. Alternativamente, la segunda familia se basa en un proceso explicito de
diferenciacion en mallas centro distribuidas y que equivale al producto de una matriz en
banda por un vector. Para la discretizacion temporal, ambos esquemas DFC comparten
la formulacion de Crank-Nicolson en combinacién con la técnica de factorizacién del
algoritmo de Peaceman-Rachford (PR). Asi, la actualizacién de los campos discretos
procede en dos etapas, alternando la direccién de coordenadas de la diferenciacion en
DFC, y que son conocidas como iteraciones ADI.

Desde un punto de vista formal, la estabilidad y la complejidad operacional de
los esquemas DFC nodal y centro distribuido fueron analizadas en este trabajo. El
analisis de estabilidad corresponde a la aplicacion del método de Von Newmann al
caso vectorial de la ecuacién de onda en términos de velocidad y presion, por lo que
el factor de amplificacion resulta en una matriz G para cada método. Dada la com-

plejidad del estudio analitico del espectro de GG, se opté por un estudio empirico de

7
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sus autovalores. Asi se muestra que el radio espectral de G permanece acotado por 1
para ambos esquemas, independientemente del valor del parametro CFL. Aunque este
analisis es valido inicamente en medios infinitos, y en consecuencia es de poca utilidad
préactica, representa una contribucion tedrica a esta area, pues no se ha encontrado un
analisis semejante en la literatura. En cuanto a la complejidad algoritmica, el orden
de operaciones aritméticas en una malla uniforme con N celdas en cada direccién es
O(N?), y este resultado es comiin a ambos esquemas DFC. El método nodal requiere
de la resolucién de sistemas tridiagonales por cada paso de diferenciacion, lo cual es
efectuado por el algoritmo de Thomas en O(N) de operaciones y que coincide con el
costo de calculo del producto matriz-vector del método alternativo.

A nivel experimental estos esquemas DFC fueron aplicados a dos problemas de
propagacion acustica bajo condiciones de frontera tipo Dirichlet y con solucién exacta
conocida. En el primer experimento, la solucion analitica es armoénica en espacio y
tiempo con periodo espacial A, y se consideraron solamente mallas uniformes con paso
h fijo. Una experimentacién exahustiva indicé que el esquema DFC nodal admite un
mayor limite de estabilidad Courant-Friedrichs-Lewy cfl"* ~ 0,91, en comparacién

™ ~ 0,81. En un conjunto

con el resultante para el DFC centro distribuido cf
particular de pruebas numéricas donde cada esquema ajusta el paso de tiempo de
acuerdo al cfl"™* correspondiente, el esquema centro distribuido resulté mas preciso
en mallas con alta resolucion en el rango NA > 12. Un ajuste con minimos cuadrados
de los datos de error revela que la tasa de convergencia de ambos esquemas DFC
es aproximadamente igual a 4. Adicionalmente, el método centro distribuido requirio
solamente entre un % y }l del tiempo de ejecucién necesario para las simulaciones
nodales, hecho que también se observéd en mallas con resolucién a partir de NA > 4.

En el segundo experimento numérico, la solucién continua al problema asociado

incorpora un término polinomial de grado k, que conlleva a dificultades de tipo capa

limite en las fronteras de la malla. Tres valores representativos son escogidos para este
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parametro k, especificamente k = 2,4 y 8. En primer lugar, los resultados confirman

[™e* reportados en el experimento anterior. En simulaciones efec-

los valores limite cf
tuadas al c¢fI™* correspondiente, la precisién de ambos esquemas DFC es semejante
en los casos de k = 2 y k = 4, pero al considerar la opcién k = 8 los errores del
centro distribuido son superiores en mallas muy refinadas. El incremento de la reso-
lucién temporal, al considerar fracciones del 50 % y 75 % del cfI™* para ajustar el
paso de tiempo, induce un ligero deterioro de la precision del esquema centro distri-
buido en mallas muy densas. Al contrario, los errores del método nodal decaen con el
paso temporal, y son pocos sensibles al incremento del parametro k. En cuanto a la
convergencia experimental, el esquema centro distribuido alcanza tasas entre lineales
y casi cuadraticas, siendo siempre inferiores a las logradas por el método nodal que
se ubican en el rango aproximado [2,3|. Finalmente, los tiempos de cémputo de las
simulaciones DFC nodales son entre dos y tres veces mayores a las requeridas por el
método alternativo en mallas poco densas y de mayor utilidad préactica. Sin embargo,
el refinamiento de la malla espacio-temporal reduce esta diferencia al punto que las
ejecuciones centro distribuidas requieren casi el doble de tiempo en mallas muy finas.
La opcién de un limite ¢ fI™** superior por parte del DFC nodal en simulaciones con
un alto nimero de iteraciones temporales, parece explicar su mayor rapidez en mallas
con densidad extrema.

Como referencia comparativa también se implementa en este trabajo el método de
integracién temporal de Leap-frog con segundo orden de precisién. La diferenciacién
espacial se basa en una parametrizacion 6ptima de las DF miméticas con cuarto orden,
que amplia el rango CFL de estabilidad para la propagacién de ondas acusticas. En el
caso del primer experimento numérico, este esquema exhibe una precision comparable
a los métodos DFC sélo en mallas con resolucién moderada NA < 12, dada su limi-
tante convergencia experimental de segundo orden. En este esquema, la diferenciacion

espacial es explicita y procede como un producto matriz-vector al igual que el esquema
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DFC centro distribuido, por lo que estos resultados inducen a concluir acerca de la
ventaja en precisién y estabilidad de la integraciéon de Crank-Nicolson desacoplada
mediante la técnica ADI-PR.

A manera de recomendaciones, para la continuacién de este trabajo de investigacion

se consideran los siguientes puntos:

= Reformular los esquemas DFC presentados en los casos de condiciones de borde
tipo Newmann y/o condiciones absorbentes de amplia aplicacién en la propaga-

cién de ondas acusticas.

= Plantear un analisis de estabilidad para ambos métodos DFC que considere la

discretizacion de las condiciones de frontera.

» Extender las formulaciones DFC ADI-PR actuales a dominios tridimensionales

(3D) en problemas con condiciones de frontera tipo Dirichlet.



Apéndice A

Estabilidad de métodos en
diferencias finitas: Definiciones y

teoremas basicos

En este apéndice se presentan las definiciones y teoremas que fundamentan el
analisis de estabilidad de Fourier, o también conocido de Von Neumann, aplicados a
esquemas en diferencias finitas para EDP dependientes del tiempo. Esta revision se
complementa con las definiciones de consistencia y convergencia también usadas al

analizar este tipo de métodos. La fuente bibliografica original es el texto [60].

A.1. Transformada de Fourier en un dominio uni-
dimensional

El andlisis de Fourier se aplica a funciones de variable real, o funciones de variable
discreta y definidas en el conjunto de los nodos de malla hZ = {hm : m € Z}. Para

una funcién u(z) definida en todo R, la Transformada de Fourier u(w) estd definida

81
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por
i(w) e "u(x)dz. Al
\/ 2m / (A1)
donde se denota por 1 la unidad imaginaria de los nimeros complejos (1 = —1). La

transformada de Fourier de u es una funcién en la variable real w, y esta definida
univocamente dada u. Asi esta funcion @ resulta una representacion alternativa de la

funcién u. La transformada inversa de Fourier viene dada por

I’LUI -~

= / w)dw, (A.2)

y permite volver a obtener la funcion original u a partir de @. La féormula inversa de
Fourier expresa la funcién u como una superposicion de ondas dadas por e"?, y cuyas
amplitudes 4 (w) pueden ser diferentes. De manera anéloga, si v es una funcién definida
para todos los nimeros enteros m € Z, su transformada de Fourier discreta viene dada
por

T (A.3)

>
—~
78"
~

1 o0

para £ € [—m, 7|, con v(—m) = 0(m). La transformada inversa viene dada por

U = = / MG (£)dE. (A.4)

El analisis de Fourier en todo 7Z es esencialmente el mismo estudio de representaciones
en series de Fourier en un intervalo. Considere una malla con espaciamiento h entre
los nodos, sobre los cuales son dados los valores v,,. Después de hacer un cambio de

variable en (A.3), también se puede definir la transformada mediante

B(¢ Z T (A.5)
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para £ € [—m/h,7/h], y su férmula inversa en la forma

e™EH(€)deE. (A.6)

Um =

e

Una consecuencia importante de las definiciones anteriores es que la norma L? de

I = \/ / o) [ ds (A7)

resulta equivalente a la norma L? de 4(w), es decir,

| tu@ e = [ i) P e (A8)

o0 o0

Adicionalmente, las transformadas discretas directa e inversa, también satisfacen una

relacion de igualdad de la norma L? de v y la norma L? de ©. Esto es

w/h M=00
lolk= [~ To© Pdi= Y wmPha=]vl. (A9)

—/h m=—00

Las relaciones (A.8) y (A.9) son llamadas relaciones de Parseval.

A.1.1. Transformada de Fourier en un dominio multidimen-

sional

La transformada de Fourier en varias dimensiones viene dada por la férmula

7 _ ! e " Pu(x)dx
u(w) = (QW)JQV /RN (x)dx, (A.10)

donde z v w son variables en RY, y el producto w -  corresponde al producto interno

usual de RY. La transformada inversa esta dada por

1 .
u(z) = (27T)% /]RN e u(w)dw. (A.11)
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Las transformadas discretas son igualmente validas y corresponden a extensiones
del caso 1-D. Las mismas corresponden a
hN
b(E) = Y ey, (A.12)

N
(271-)5 mezZN

para £ € [—7m/h,7/h]V, vy ala férmula inversa

1

Vpy = - / e"mEH(€)dE. (A.13)
(2m) = Ji=n/hm /N

La relacion de Parseval también es valida para dimensiones superiores, asi como otras

técnicas clasicas que se utilizan para problemas unidimensionales.

A.1.2. Convergencia, consistencia y estabilidad

Considere una EDP de la forma Pu = f que conforma un problema de valores
iniciales, y un esquema en diferencias finitas Pa;pv = f, con pasos de malla espacial
h v temporal At. La propiedad fundamental que debe satisfacer este esquema a fin
de ser 1til, es que sus soluciones aproximen a la solucion de la EDP correspondiente,
y estas aproximaciones mejoren a medida que los pasos h y At tienden a cero. A tal

esquema se le llama convergente.

Definicién A.1. Un esquema en diferencias finitas de un paso aproximando una EDP

es convergente, si para toda solucion u = u(t,x) de la EDP y soluciones v}, del esque-

0

ma, tales que v,,

converge a ug(x) cuando mh converge a x, se tiene que v converge

a u(t,z) para (nAt,mh) — (t,z) cuando h y At tienden a 0.

Una prueba directa de convergencia es usualmente compleja, y en su lugar se analizan

las propiedades de consistencia y estabilidad del esquema numérico.

Definicién A.2. Dados una EDP y un esquema en diferencias finitas, se dice que el
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esquema es consistente con la EDP si para toda funcion suave ¢ = ¢(t,x) se tiene que

P¢ — Prnpg =0 cuando h, At — 0 (A.14)

donde la convergencia es puntual en cada punto de red.

La condicion de suavidad sobre ¢(t,z) se refiere a la suficiente diferenciabilidad de
esta funcion en el contexto de la EDP y el esquema en diferencias bajo estudio.

Para introducir el concepto de estabilidad es importante notar que para un esque-
ma convergente, v/, — u(t,z) ante refinamiento de malla, y la solucién discreta v
permanece acotada siempre que la solucion exacta también lo sea. Esta es la esencia
fundamental de estabilidad, y para muchos esquemas esta condicién se traduce en res-
tricciones sobre los pasos h y At. La region de estabilidad de un esquema en diferencias
finitas contiene una sucesién de pasos (At,, h,), que converge hacia el origen cuando
v tiende al infinito, y para los cuales el esquema es estable (es decir, v! permanece

acotada).

Definicién A.3. Un esquema Paypv)), = 0 para una EDP de primer orden es estable
sty solo st existen un entero J y numeros positivos hy y ko tales que, para cualquier

intervalo de tiempo T, existe una constante positiva Cr tal que

m=o00 J  m=occ
Yo fon P<Crhd 0 Y [l (A.15)
m=—o00 7=0 m=—o00

para 0 <K nAt <T,0< h < hyy0 <At < k.

La desigualdad anterior puede escribirse en términos de la norma L?

lwln= b Y | wnl (A.16)

m=—0oQ

para una funcién w en la red discreta. En muchos de los problemas que involucran
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una EDP, la norma L? es una medicién de una cantidad fisica significativa, tal como

la energia del sistema. Con esta notacion la desigualdad (A.15) se puede escribir como

J
o la< [ Cr Y I vills? (A.17)
§=0
que es equivalente a
J
Lo In< G111 [l (A.18)
j=0

Para alguna constante C7.. Las desigualdades (A.15) y (A.18) expresan la idea de que
la norma de la solucién en cualquier tiempo t, con 0 < t < T, esta limitada, y con
esto la cantidad global de crecimiento de v™. El crecimiento es a lo sumo un multiplo
constante de la suma de las normas de la solucién en los primeros J + 1 pasos (J = 0,
para esquemas de un paso). Para esquemas multipaso (J > 0) se debe considerar la
solucién en los primeros J + 1 pasos temporales, o incorporar un procedimiento de
inicializacion para aproximarlos.

La importancia de los conceptos de consistencia y estabilidad se ve en el teorema
de equivalencia de Lax-Richtmyer, que es el teorema fundamental en la teoria de los

esquemas en diferencias finitas para problemas de valor inicial.

Teorema A.1 (Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer). Un esquema en dife-
rencias finitas consistente con una EDP para la cual el problema de valor inicial esta

bien planteado, es convergente si y solo si es estable.
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A.1.3. La ecuacion de adveccion y el analisis de estabilidad

de Von Neumann

El prototipo mas estudiado de las ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas es

la ecuacién de onda de primer orden, también llamada de adveccion

up + au, = 0, (A.19)

la cual modela la propagacién unidireccional en un medio 1-D con velocidad a(z).
Para facilitar la presentacion del andlisis de Von Neumann se asume que el medio
corresponde a toda la recta real, y que a es constante. Si la condicién inicial en el
tiempo ¢t = 0 es denotada como ug(z), por simple inspeccién se puede verificar que la

solucién de este problema de valor inicial (A.19) es

u(t,x) = up(x — at). (A.20)

Efectivamente, u(t, x) es la traslacion de ug(z) a través de la recta = — at = constante,
donde esta constante es cualquier ntimero real. Para este problema, uno de los métodos

en DF maés simples corresponde al esquema adelantado en tiempo y atrasado en espacio

Un—i—l — " "t — ph L
o o T =0 A.21
A T ’ (A.21)
que puede reescribirse como
vt = (1 —al)” +a |, (A.22)

n

donde A = At/h. Usando la férmula de inversién (A.6) para v

1 /'Tr/h he 5
vy = —— ey (€)dE A.23
G (A.23)
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y también para v, _; en (A.22), se obtiene

n+l __ 1

w/h
n = / e™E(1 — aX) + adeMEon(€)dE. (A.24)
T™J—n/h

Al comparar esta expresién con la férmula de inversién de Fourier para v™*!

n+l __ 1

meo V2T

w/h /\
v / emMEynt1(€)d¢ (A.25)
—x/h

y usando la unicidad de la transformada de Fourier, se requiere que el integrando de

(A.24) sea el mismo que en la férmula de inversién. De esta manera, se tiene que

—

vt (€)= [(1 —a)) + ae o (&) (A.26)
= g(h&)v"(£),
donde
g(hé&) = (1 —al) +are ™ (A.27)

es conocido como el factor de amplificacion.

La expresién (A.26) muestra que el avance de la solucién en un paso de tiempo
equivale a multiplicar la transformada de Fourier de la solucién, por el factor de ampli-
ficacion g(h¢). La aplicacién inductiva de esta relacién, hasta considerar la condicién

inicial representa el siguiente resultado importante

7€) = g(he)™O(). (A.28)

Para hacer atin més evidente la restriccion de estabilidad sobre g(h&) se usa la relacién
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de Parseval y las ecuaciones (A.9) y (A.28), obteniéndose

w/h w/h

By |on = / o) Pde= [ | g(he) P ) P de

—7/h —7/h

m=—00

De este modo, la desigualdad (A.15) en el caso J = 0 amerita que | g(h&) [*" sea

debidamente acotada. La magnitud | g(h&) |, donde 8 = h&, se reescribe como

1g(0) 7 = (1 —aX+arcos(h))? + a*\?sin?(0)

1
= 1—4a\(1 — a))sin? (59) :

Se observa que esta tltima expresién para | g(f) | estd acotada por 1, siempre que
0<ar < 1.

La condicién general de estabilidad para los esquemas de un paso con coeficientes
constantes se presenta en el siguiente teorema. En el ejemplo dado anteriormente, el
factor de amplificacién g es una funcién de 6 = h&, pero g podria también depender de
h y At, en otros esquemas. Estos casos mas generales podrian corresponder a métodos
DF multipasos y/o aquellos aplicados a EDP de segundo orden en tiempo. Asi este
teorema permite que la magnitud del factor de amplificacion exceda de 1 por una

cantidad muy pequena.

Teorema A.2. Un esquema en diferencias finitas de un paso con coeficientes cons-
tantes es estable, si y sdlo si existe una constante K (independientemente de 0, At y

h) y nimeros positivos ko y ho tales que
| g(0,At,h) [< 1+ Kh (A.29)

para todo 0 con At € (0,ko] y h € (0, hol. En el caso de que g(0, At,h) sea indepen-
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diente de At y h, la condicion de estabilidad (A.29) puede ser reemplazada por

| 9(0) < 1. (A.30)

Este teorema muestra que la estabilidad de un esquema en diferencias finitas para
EDP que satisface las hipdtesis impuestas, depende sélo del factor de amplificacion
g(h&). Esta observacién se debe a Von Neumann, y por esto lleva su nombre este tipo

de analisis.

A.1.4. Estabilidad de esquemas en diferencias finitas para sis-

temas de EDP

La siguiente ecuacién corresponde al caso multidimensional de la ecuacién de ad-
veccién 1-D (A.19)
u + Au, =0, (A.31)

donde u es un vector de funciones en R? y A es una matriz cuadrada d x d. Para que
el sistema (A.31) sea hiperbdlico, la matriz A debe ser diagonalizable con autovalores
reales.

En los casos de sistemas de EDP, el analsis de estabilidad de Von Neumann para
esquemas en DF de un solo paso conduce a una matriz de amplificacion G. Esta matriz
resulta al hacer la sustitucién de G"e"™? por v". La condicién de estabilidad es que

para cada T > 0, existe una constante Cr tal que

I G" < Cr, (A.32)

donde 0 < nAt < T, para n — oo. Una gran simplificacién al analizar (A.32) para
sistemas hiperbdlicos, se produce cuando el esquema tiene a G como una funcién

polinomial o racional de la matriz A. Entonces, la misma matriz que diagonaliza a
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A en (A.31), también diagonaliza a G, y la estabilidad del esquema vectorial puede
estudiarse al analizar la estabilidad de las ecuaciones escalares

wy + a;w, = 0, (A.33)

donde los a; son los autovalores de A. El nuevo vector de funciones w es linealmente
dependiente de u a través de la matriz de diagonalizacion.
Una condicién fuerte para la estabilidad de (A.31), la establece el siguiente teorema

a través del radio espectral de la matriz de amplificacién p(G).

Teorema A.3. Para toda matriz cuadrada G se tiene que

lim || G" ||=0 siysdlosi p(G)< 1.
n—oo
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