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A mi padre, Luis Córdova, por tenerlo y ser el principal est́ımulo en mis estudios.

A mis hermanos, a mis hijos y a mi bello nieto Isaac Josué.
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Resumen

En este trabajo, se formulan, implementan y comparan dos esquemas en diferen-

cias finitas compactas (DFC) para modelar la propagación de ondas acústicas bajo

condiciones de borde tipo Dirichlet en mallas 2-D rectangulares. El más novedoso de

estos esquemas utiliza los operadores DFC formulados por Aboulai y Castillo [1] en

mallas centro distribuidas. Estos operadores resultan de factorizar los operadores en

DF triparamétricos de gradiente y divergencia miméticos de cuarto orden de precisión,

como el producto de sus homólogos de segundo orden y nuevos operadores auxiliares

dependientes en los parámetros miméticos. En esta descomposición, los esténciles en

DF resultantes son de menor tamaño que en el caso triparamétrico original y de alĺı se

deriva su calificativo compacto. El segundo esquema utiliza los operadores en DFC so-

bre mallas nodales estudiados por Lele [38], y que requieren resolver un sistema lineal

en banda para la diferenciación impĺıcita en cada ĺınea coordenada de la malla. En

este caso, la precisión se limita a cuarto orden y los sistemas lineales resultan tridia-

gonales, cuya resolución v́ıa el algoritmo de Thomas es de bajo costo computacional.

La integración temporal es común a ambos esquemas y se formula a partir del méto-

do de Crank-Nicolson utilizando una implementación computacional eficiente basada

en el algoritmo de Peaceman-Rachford de dirección impĺıcita alternada. Se presenta

un análisis formal de estabilidad basado en el método de Von Neumann y por tanto

enfocado en la discretización en los puntos interiores de la malla. Igualmente, se ana-

liza la complejidad algoŕıtmica de estos esquemas en cuanto al número de operaciones

aritméticas en mallas de igual resolución. Estos análisis muestran que ambos esquemas

son incondicionalmente estables respecto al parámetro CFL y además presentan igual

complejidad operacional. La fase de experimentación numérica considera problemas
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de diferente complejidad y que demandan una resolución precisa de las condiciones

de frontera. En problemas sencillos con solución exacta armónica, la precisión y tasas

de convergencia del esquema centro distribuido son ligeramente superiores. Sin em-

bargo, las mismas decaen en problemas severos de capa ĺımite y resultan inferiores a

las mostradas por el esquema nodal. Como referencia comparativa final, también se

implementa un esquema con diferenciación mimética centro distribuida y basado en

la integración temporal expĺıcita de Leap-frog. Para este esquema, las contribuciones

de este trabajo son una parametrización mimética óptima que induce un mayor ĺımi-

te de estabilidad CFL, además de ciertas comparaciones en precisión y convergencia

respecto a los esquemas DFC mencionados.
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Caṕıtulo 1

Introducción y objetivos

Las soluciones numéricas de la ecuación de onda acústica mediante la técnica de

diferencias finitas han contribuido a diferentes aplicaciones f́ısicas, pero posiblemente

la modelación de ondas śısmicas de tipo compresional es el área que más ha promo-

vido el desarrollo de estas técnicas. Los métodos pioneros en mallas nodales [3] y en

mallas centro distribuidas [62], que incluyen discretizaciones en DF con segundo orden

de precisión, han evolucionado a técnicas modernas de cuarto orden o superior en el

segundo tipo de malla ([4], [17], [42]). En una malla centro distribuida, las representa-

ciones discretas de las propiedades del material y de los campos escalares acústicos son

definidas en mallas nodales individuales, y desplazadas por la mitad del paso de malla

h
2
, en una o más direcciones. Es decir, la densidad, el módulo de compresibilidad, la

presión del medio, y las componentes del vector velocidad de part́ıcula, coexisten en

mallas separadas. El objetivo de esta distribución, es que cada variable dependiente

quede localizada en el centro de aquellas de las que depende, y aśı la diferenciación

numérica opere con paso h
2
. Esta ventaja en precisión numérica de las mallas centro

distribuidas sobre las nodales, ha sido también explotada por métodos desarrollados

para medios elásticos o viscoelásticos ([25], [39], [47], [54], [63]). Los análisis de disper-

sión numérica para ondas de cuerpo, presentados en algunas de las citadas referencias,

sirven como una justificación teórica al uso de estas mallas, sobre las que se aplican

DF de al menos cuarto orden de precisión. Sin embargo, el uso de largos esténciles

en DF para la discretización de alto orden de las condiciones de frontera puede dege-
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nerar en inestabilidades numéricas forzando a la implementación de técnicas mixtas

que reducen el orden de aproximación en la vecindad de las fronteras ([15], [21], [22],

[25], [52]). De esta forma, surge la necesidad de utilizar técnicas que empleen DF de

cuarto orden o superior consistentemente en todo el dominio de discretización, y que

permitan una descripción estable y poco dispersiva de la dinámica ondulatoria, incluso

en las fronteras f́ısicas.

Tradicionalmente, los métodos en DF para problemas dependientes del tiempo se

clasifican en expĺıcitos o impĺıcitos atendiendo a la discretización de las derivadas tem-

porales. En el caso expĺıcito, la solución aproximada en un punto de la malla puede ser

calculada directamente en términos de los valores discretos de esta solución en instan-

tes de tiempo anteriores, mientras que en un método impĺıcito se requiere resolver un

sistema de ecuaciones lineales por cada iteración temporal. Algunos ejemplos clásicos

para cada una de estas familias son el método Leap-frog y el método Crank-Nicolson,

respectivamente. Las formulaciones y propiedades de estos métodos para el caso de la

ecuación de advección pueden consultarse en [60].

Sin embargo, Kreiss introduce una nueva clase de DF que también podŕıa clasi-

ficarse como impĺıcita, en la cual resultan linealmente acoplados los valores discretos

de una función y sus derivadas a partir de la discretización espacial ([27], [46]). En

un esténcil en DF impĺıcito de tipo Kreiss, los valores de las derivadas espaciales en

más de un punto de malla se expresan como la suma ponderada de varios valores dis-

cretos de la función, y sólo mediante la solución de un sistema lineal (generalmente

en banda) se pueden calcular los primeros. El costo computacional de esta resolución

simultánea es compensado por el hecho de que estos nuevos esténciles DF resultan más

cortos que los de igual precisión obtenidos por DF espacialmente expĺıcitas, y por esta

razón el método de tipo Kreiss es llamado en DF compacto (DFC). Lele [38] propo-

ne mecanismos simples de construcción de DFC tanto en mallas nodales como en las

centro distribuidas, empleando series de Taylor. Este autor también plantea fórmulas

de interpolación y de filtrado, donde las últimas pueden ser de gran utilidad en estabi-

lizar aplicaciones en DFC con alto orden. Posteriormente, Carpenter y colaboradores

estudian las propiedades de estabilidad de formulaciones DFC en mallas nodales con
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cuarto y sexto orden para la ecuación de advección, empleando la teoŕıa de Gustafs-

son, Kreiss, y Sundstrom (G-K-S) ([6], [26]). En este estudio, se usa como punto de

partida el sistema semidiscreto (las derivadas temporales permanecen continuas) y sus

conclusiones son generizables a diversos esquemas de integración temporal incluyendo

el esquema Leap-frog (de dos etapas), y los métodos de Runge Kutta de tres o más

etapas.

Los trabajos de Lele, Carpenter y coautores sirvieron de base al uso de las técni-

cas DFC espacialmente impĺıcitas para la resolución numérica de diversos problemas

f́ısicos, progresivamente más complejos y generales. En el área de mecánica de flui-

dos, se pueden listar aplicaciones en dominios de dos y tres dimensiones espaciales,

con incluso fronteras de geometŕıa irregular, y que ameritan que las ecuaciones de

Navier-Stokes y las ecuaciones de Euler para gases, sean formuladas en términos de

coordenadas generalizadas ([19], [24], [36], [43], [64], [65]). En algunas de estas refe-

rencias, se sostiene que el aglutinamiento del mallado curviĺıneo en zonas estrechas del

dominio f́ısico, demanda la incorporación de técnicas de filtrado para reducir la exci-

tación de modos espurios1 por el método numérico, evitando posibles inestabilidades.

Sin embargo, otros autores argumentan que una discretización estable de condiciones

de frontera empleando DFC de alto orden (orden 6 o superior) también requiere de

estas técnicas de filtrado. Aplicaciones de las DFC impĺıcitas con algunas de estas

versatilidades numéricas pueden también encontrarse para las ecuaciones de Maxwell

([18], [56], [67]), Schrodinger [20], Korteweg-de Vries (KdV) [40] y Burgers [55]. Una

caracteŕıstica común en todos estos trabajos, es el empleo de Runge Kutta de orden 3

ó 4 (RK3 o RK4) como técnica de integración temporal, con la consecuente restricción

de estabilidad del tipo CFL (sigla que hace referencia a los famosos matemáticos R.

Courant, K. Friedrichs y H. Lewy).

El uso de las DFC espaciales para la resolución numérica de la ecuación de onda

acústica, e incluso para ecuaciones hiperbólicas un poco más generales, ha sido con-

sistentemente acompañado de discretizaciones impĺıcitas en tiempo, seguidas de una

descomposición del sistema lineal resultante y acoplado en ambas direcciones, median-

1Modos que inducen inestabilidades numéricas
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te el uso de la técnica de direcciones alternantes impĺıcitas (ADI, por sus siglas en

inglés). De esta manera, el esfuerzo computacional de cada iteración temporal se re-

duce a la resolución de múltiples sistemas en bandas, cada uno definido en una sola

dirección espacial. Frente a los esquemas expĺıcitos en tiempo, estos métodos basados

en DFC y ADI ofrecen un rango de estabilidad CFL superior, favorecido aún más

por el empleo de esténciles cortos en la discretización de las condiciones de frontera.

Los primeros métodos DFC-ADI en medios 2-D rectangulares se deben a Lees [37],

McKee [44], y Ciment y Leventhal [11], estos últimos pioneros en la aplicación de las

fórmulas de Kreiss. La evolución de estos esquemas numéricos ha conducido a métodos

incondicionalmente estables ([30], [31], [32], [34], [45]), y a métodos con ĺımites CFL

en el paso de integración temporal ([16], [35], [41]). El presente trabajo aprovecha los

esquemas condicionalmente estables sugeridos por Strickwerda en su texto [60]. Estos

emplean la discretización temporal de Crank-Nicolson factorizada eficientemente me-

diante ADI, y resulta una extensión al caso acústico del método original de Peaceman

y Rachford diseñado para la ecuación de difusión. En la literatura reciente se cuenta

con aplicaciones 2-D de esta familia de esquemas [13], y estudios de sus propiedades

numéricas de estabilidad y dispersión [33]. Resulta importante puntualizar que los

esquemas numéricos citados en este párrafo usan exclusivamente DFC nodales con se-

gundo o cuarto orden de precisión. Además, su uso es relativamente bajo comparado

con las múltiples aplicaciones de DFC a otras ecuaciones, tales como las listadas en el

párrafo anterior.

Recientemente, Aboulai y Castillo en [1] presentan un enfoque expĺıcito para la

diferenciación compacta en una malla centro distribuida 1-D, el cual evita la solución

de cualquier sistema lineal en el cálculo de las aproximaciones a la primera deriva-

da. Como primer paso, estos autores descomponen el operador D4 de la divergencia

mimética de cuarto orden de precisión como un producto del operador auxiliar RD
4

con el operador de segundo orden D2; es decir D4 = RD
4 D2. Las filas interiores de

RD
4 poseen únicamente tres elementos no nulos, y aśı se reduce en uno el ancho de

banda interior de D4. La aplicación anidada de RD
4 D2V produce una aproximación

vx de cuarto orden en los centros de celdas xj+ 1
2
. De manera análoga, el operador RG
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propuesto en [1] lleva a una aproximación ux del gradiente en una malla con nodos xj.

A la fecha, las únicas aplicaciones de estos operadores DFC centro distribuidos son las

publicadas por el autor de este trabajo y colaboradores en [12] y [13], enfocadas en la

simulación de ondas acústicas.

Considerando lo expuesto anteriormente, el objetivo principal de este trabajo es

formular e implementar métodos en diferencias finitas compactas (DFC) para la reso-

lución de la ecuación de onda acústica usando los operadores impĺıcitos reformulados

por Lele en mallas nodales, y los operadores expĺıcitos de Aboulai-Castillo en ma-

llas centro distribuidas, ambos con cuarto orden de precisión. Este objetivo general

conduce a a la ejecución de los siguientes objetivos espećıficos:

1. Formular los métodos de resolución de la ecuación de onda acústica es dos di-

mensiones empleando los operadores DFC en mallas nodales y centro distribuidas

acoplados a la integración impĺıcita de Crank-Nicolson en tiempo.

2. Implementar los métodos formulados en (1) incorporando el algoritmo de Peaceman-

Rachford de dirección impĺıcita alternada para realizar la integración en tiempo.

3. Analizar la estabilidad y la complejidad operacional de los métodos DFC imple-

mentados en (2).

4. Formular e implementar un método tradicional de integración temporal Leap-

frog, que use las formas tri-paramétricas de los operadores miméticos gradiente

y divergencia con cuarto orden de precisión.

5. Encontrar la parametrización mimética óptima que le permita al resolvedor Leap-

frog en (4) operar con un máximo rango de estabilidad.

6. Comparar la precisión, orden de convergencia y tiempo de simulación de los

métodos numéricos implementados en (2) y (4).



Caṕıtulo 2

Modelo matemático y operadores

miméticos

En este caṕıtulo se presentan brevemente algunos términos y conocimientos previos

que facilitarán la comprensión del resto de los caṕıtulos. El caṕıtulo empieza definien-

do el problema que se trabajará y describiendo las caracteŕısticas de los operadores

miméticos. A continuación, se deducen las expresiones matemáticas obtenidas al rea-

lizar la generalización de los operadores miméticos en mallas centro distribuidas. Por

último, el caṕıtulo finaliza describiendo el método numérico de Leap-frog basado en

operadores miméticos aplicados a estas mallas.

2.1. Ecuación de onda acústica y sus aplicaciones

Las ondas acústicas son un tipo de ondas longitudinales que se propagan al provocar

la compresión y descompresión adiabática1 de las part́ıculas del medio. Un ejemplo

muy conocido de ondas acústicas son las ondas sonoras dadas por las vibraciones de

las part́ıculas de un ĺıquido o un gas producidas por una fuente sonora. El sonido es un

tipo de onda longitudinal donde las moléculas del medio vibran en la misma dirección

de propagación de la perturbación, que en este caso es una alteración en la presión del

fluido.

1Es el proceso que no permite el intercambio de calor
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La ecuación general de ondas acústicas en 2-D está determinada por el siguiente

sistema 
1
k
∂u
∂t

= −∇ · ~v + f

ρ∂~v
∂t

= −∇u,
(2.1)

donde u es la presión del fluido, ~v = (v, w) es su velocidad, f es la fuente, ρ es la

densidad y k es el módulo de compresión adiabática. Se supone el dominio espacial

normalizado (x, y) ∈ ∂Ω = (0, 1) × (0, 1) con una condición inicial u(x, y, t = 0) =

u0(x, y).

Los valores de presión u o velocidad ~v de las part́ıculas que se encuentran en el

borde del medio acústico, están sujetos a condiciones de frontera. La formulación de

la ecuación de onda (2.1) permite imponer algunas condiciones de borde usuales de

manera muy sencilla a través de condiciones tipo Dirichlet. Por ejemplo, el caso de

fronteras o paredes ŕıgidas se modela al considerar velocidad nula en los puntos de

ese borde. Por otro lado, imponer un valor de cero sobre la presión a lo largo de una

frontera, la convierte en una interfaz entre el material y el vaćıo, lo cual recibe el

nombre de superficie libre, ampliamente usada en aplicaciones śısmicas para modelar

el contacto de la tierra, o el agua, con el aire. Los métodos numéricos desarrollados

en este trabajo se limitan a resolver el modelo ondulatorio (2.1) bajo condiciones de

borde Dirichlet.

2.2. Teorema de la divergencia discreto: Formula-

ción mimética Castillo-Grone

La discretización mimética de un problema de valor de frontera consiste en reem-

plazar los operadores continuos gradiente (∇), divergencia (∇·), y rotacional (∇×)

presentes en el modelo diferencial original, por aproximaciones G, D, y/o C, respecti-

vamente, que satisfagan versiones discretas de los teoremas integrales fundamentales

de Gauss, Green, o Stokes. La formulación general de Castillo y Grone [7] parte de

considerar, en un dominio Ω con frontera continua ∂Ω, los campos diferenciables esca-
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lar u y vectorial v, para los cuales el teorema de la divergencia y la regla del producto

permiten escribir la siguiente ecuación matemática:

∫
Ω

∇ · ~vu dV +

∫
Ω

∇u · ~v dV =

∫
∂Ω

u(~v̇̂n) dS. (2.2)

Para construir una versión discreta de (2.2), estos autores definen productos inter-

nos ponderados por matrices WP y WQ, denotados respectivamente por < ., . >WQ
y

por < ., . >WP
, junto con aproximaciones para la divergencia (D ' ∇·), el gradiente

(G ≈ ∇) y el operador de frontera B. Esta identidad discreta, análoga a la ley de

conservación (2.2), presenta la siguiente forma:

< Dv,u >WQ
+ < Gu,v >WP

=< Bv,u > (2.3)

El operador de frontera B permite la aproximación de la derivada normal en los bor-

des, mediante BG ≈ ∂
∂n̂

siendo n̂ el vector normal exterior. Los operadores lineales

miméticos D y G requeridos para calcular las aproximaciones de la divergencia y el

gradiente son matrices de diferenciación construidas de acuerdo a las evaluaciones vec-

toriales v y u de los campos continuos v y u, respectivamente, sobre la malla definida

en Ω. El modelo acústico (2.1) tratado en este trabajo carece de efectos rotacionales,

y por lo tanto se omiten detalles adicionales de la discretización mimética del opera-

dor ∇×, pero un lector interesado en los mismos puede recurrir a las referencias [9]

y [53] para documentarse. Además, en este trabajo tampoco se incorpora el operador

de frontera B en los procesos de discretización compacta, sino que exclusivamente el

trabajo se fundamenta en la aplicación de los operadores miméticos lineales D y G

para obtener cuarto orden de precisión en los resultados. La principal razón de no

incorporar el operador mimético B en este trabajo se debe a que, hasta la fecha, los

resultados numéricos publicados que incluyen el uso de este operador ([10], [23], [57],

[59]), limitan la precisión obtenida de los resultados al segundo orden.
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2.3. Operadores miméticos gradiente y divergencia

en mallas centro distribuidas

Los detalles algebraicos de las construcciones de los operadores miméticos de di-

ferenciación e integración se encuentran en las referencias originales [7], [8] y [10]. En

esta sección sólo se revisan los operadores D y G con segundo y cuarto orden de preci-

sión que son los utilizados en la formulación de los operadores DFC de interés en este

trabajo. Consideremos una partición de N celdas uniformes sobre el intervalo [0, 1] con

nodos xi = i ∗ h, 0 6 i 6 N , para h = 1
N

, y los centros de celda xi+ 1
2

= xi+xi+1

2
. Las

evaluaciones de campos diferenciables v y u en esta malla permiten definir los vectores

V y U de la siguiente manera:

V = (v(x0), v(x1), ..., v(xN)))T ∈ RN+1 (2.4)

U = (u(x0), u(x1/2), ..., u(xN−1/2), u(xN))T ∈ RN+2

Los operadores G y D son matrices de diferenciación compuestas por esténciles

centro distribuidos de orden (N + 1) × (N + 2) y N × (N + 1), respectivamente. De

esta forma, GU es un vector de aproximación para du
dx

en todos los nodos de la malla

incluyendo ambas fronteras, mientras que DV es el vector de aproximación para dv
dx

en

cada centro de celda. La figura 2.1 ilustra esta distribución espacial de las componentes

de v, u, GU y DV en la malla mimética.

Figura 2.1: Malla centro distribuida unidimensional

Los operadores de segundo orden en precisión para el gradiente G2 y para la diver-

gencia D2 corresponden a
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G2 =
1

h



−8
3

3 −1
3

0 −1 1
. . . . . .

−1 1 0

1
3
−3 8

3


∈ R(N+1)×(N+2) (2.5)

y

D2 =
1

h



−1 1

−1 1
. . . . . .

−1 1

−1 1


∈ RN×(N+1) (2.6)

La notación de estos operadores incluye un sub́ındice para señalar el orden de preci-

sión. Se observa que el operador D2 está completamente definido por el esténcil central

estándar h−1[−1, 1] aśı como todas las filas internas del operador G2. Sin embargo, G2

también contiene el esténcil lateral ±h−1[−8
3
, 3,−1

3
] para llevar a cabo la diferenciación

en los nodos de la frontera. Aun cuando las metodoloǵıas de construcción mimética

desarrolladas en [7], [8] y [10] son más generales que las formulaciones tradicionales en

DF, los esténciles en G2 y D2 son equivalentes a las fórmulas de Taylor en la malla

encajada objeto de estudio. Esto indica que los operadores DF de segundo orden en

la malla 1-D centro distribuida son únicos, y por lo tanto, independientes del proceso

constructivo. El caso de los operadores miméticos de cuarto orden es diferente. Castillo

y colaboradores en [7] y [8] proponen una familia triparamétrica de esténciles centro

distribuidos para cada uno de estos operadores (gradiente y divergencia) de cuarto

orden, tal y como se presenta a continuación:
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G4 =
1

h



g11 g12 g13 g14 g15 g16 0 ···
16
105
− 128

35
αG − 31

24
+9αG

29
24
−12αG − 3

40
+ 54

5
αG

1
168
− 36

7
αG αG 0 ···

− 128
35

βG
1
24

+9βG − 9
8
−12βG

9
8

+ 54
5
βG − 1

24
− 36

7
βG βG 0 ···

− 16
105
− 128

35
γG

3
8

+9 γG − 11
24
−12 γG − 27

40
+ 54

5
γG

51
56
− 36

7
γG γG 0 ···

0 0 0 1
24

− 9
8

9
8
− 1

24
···

...
...

...
...

...
. . .

. . .
. . .


(2.7)

donde

g11 = −
124832

42735
+

16512

1295
αG +

18816

2035
βG +

13696

1295
γG; g12 =

10789

3256
−

1161

37
αG −

9261

407
βG −

963

37
γG

g13 = −
421

9768
+

1548

37
αG +

12348

407
βG +

1284

37
γG; g14 = −

12189

16280
−

6966

185
αG −

55566

2035
βG −

5778

185
γG

g15 =
11789

22792
+

4644

259
αG +

5292

407
βG +

3852

259
γG; g16 = −

48

407
−

129

37
αG −

1029

407
βG −

107

37
γG ,

y

D4 =
1

h



d11 d12 d13 d14 d15 d16 0 ···
1
24
−αD − 9

8
+5αD

9
8
−10αD − 1

24
+10αD −5αD αD 0 ···

−βD 1
24

+5βD − 9
8
−10βD

9
8

+10βD − 1
24
−5βD βD 0 ···

− 1
24
−γD 5

24
+5 γD − 3

8
−10 γD − 17

24
+10 γD

11
12
−5 γD γD 0 ···

0 0 0 1
24

− 9
8

9
8
− 1

24
···

...
...

...
...

...
. . .

. . .
. . .


(2.8)

donde

d11 = −
6851

7788
+

39

59
αD +

675

649
βD +

551

649
γD; d12 =

8153

15576
−

195

59
αD −

3375

649
βD −

2755

649
γD (2.9)

d13 =
3867

5192
+

390

59
αD +

6750

649
βD +

5510

649
γD; d14 = −

9005

15576
−

390

59
αD −

6750

649
βD −

5510

649
γD (2.10)

d15 =
3529

15576
+

195

59
αD +

3375

649
βD +

2755

649
γD; d16 = −

24

649
−

39

59
αD −

675

649
βD −

551

649
γD . (2.11)

Los operadoresG yD han sido recientemente aplicados para modelar varios fenóme-

nos f́ısicos, incluyendo la propagación de ondas. Solano y colaboradores en [58] y [59]

proponen métodos miméticos de segundo orden para la propagación de ondas acústi-

cas con aplicaciones śısmicas. Rojas y coautores en [48], [49], [51] y [52] emplean los



21

operadores miméticos de cuarto orden en la simulación de superficies libres y rupturas

dinámicas en sólidos elásticos. Brent en [53] resuelve numéricamente las ecuaciones de

Maxwell en presencia de las condiciones de frontera tipo Dirichlet también empleando

estos operadores de cuarto orden. Córdova y colaboradores en [13] utilizan una nueva

formulación compacta de [2] para G4 y D4 al resolver la ecuación de onda acústica

bajo condiciones Dirichlet. Note la dependencia de estos operadores G4 y D4 en los

parámetros αG, αD, βG, βD y γG, γD, de acuerdo a su estructura matricial dada por

las ecuaciones (2.7) y (2.8). Es importante mencionar que ningún criterio de optimali-

dad ha guiado la selección de estos parámetros más que minimizar el ancho de banda

de estos operadores, y con esto el costo computacional de su aplicación. En particu-

lar, los métodos en [48], [49], [51] y [52] eligen los siguientes valores: αG = αD = 0,

βG = βD = 0, y γG = γD = − 1
24

debido a que reducen la longitud de los esténciles

laterales en los bloques 4 × 6 de las esquinas superior e inferior en G4 y D4. De esta

forma, los operadores miméticos G4 y D4 con ancho de banda mı́nimos son:

G4 =


47888
14245

1790
407

−14545
9768

− 8997
16280

− 2335
22792

− 25
9768

0 · · ·
16
105

−31
24

29
24

− 3
40

1
168

0 0 · · ·

0 1
24

−9
8

9
8

− 1
24

0 0 · · ·

0 0 1
24

−9
8

9
8

− 1
24

0 · · ·

 (2.12)

D4 =


−4751

5192
909
1298

6091
15576

−1165
5192

129
2596

− 25
15576

0 · · ·
1
24

−9
8

9
8

− 1
24

0 0 0 · · ·

0 1
24

−9
8

9
8

− 1
24

0 0 · · ·

0 0 1
24

−9
8

9
8

− 1
24

0 · · ·

 (2.13)
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2.4. Método Leap-frog basado en operadores miméti-

cos

El método de integración temporal Leap-frog es posiblemente el más utilizado para

la resolución de la ecuación de onda (en medios acústicos, elásticos o más complejos),

donde la discretización espacial esta basada en DF. Este es el caso de todos los miméti-

cos mencionados en la sección anterior ([49], [50], [52], [57], [59]), aśı como de otros

esquemas que utilizan las DF tradicionales de Taylor ( [4], [5], [15], [25], [39], [54], [62],

[63]). En este trabajo se aplica el método de Leap-frog en combinación con los opera-

dores espaciales G4 y D4 con dos objetivos principales. El primero es estudiar el efecto

de los parámetros miméticos en las propiedades de estabilidad del método numérico.

El segundo objetivo es emplear este método y sus resultados como referencia para los

nuevos esquemas DFC desarrollados en este trabajo, cuya integración temporal esta

basada en Crank-Nicolson y ADI.

2.4.1. Caso unidimensional

En esta subsección, se considera el siguiente modelo ondulatorio basado en (2.1),

con términos de velocidad v y tensión u experimentadas por las part́ıculas de una

cuerda elástica de longitud 1:


vt = −∂u

∂x
, 0 6 x 6 1,

ut = − ∂v
∂x
, 0 6 t.

(2.14)

Por simplicidad, se asume que el sistema es libre de tracción en ambos extremos de

la cuerda, es decir, u(0, t) = u(1, t) = 0. El modelo puede ser considerado como la

forma adimensional de un caso más general con densidad del material ρ y módulo de

la resistencia µ. Aqúı, la velocidad de la onda c esta definida como c2 = µ
ρ
.

En este caso unidimensional, se denotan por los vectores V ∈ Rn+1 y U ∈ Rn+2,

los valores discretos de los campos de velocidad v y tensión u respectivamente, en la

malla mostrada en la figura 2.1. A continuación se usan los operadores de cuarto orden
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G4 y D4, y la integración temporal Leap-frog para formular la versión simplificada a

1-D de los métodos usados por Rojas y colaboradores [49], [52] para la propagación

de ondas elásticas. Este método Leap-frog que depende de los parámetros miméticos

presenta la siguiente expresión:

V m+ 1
2 = V m− 1

2 −∆tG4(αG, βG, γG)Um, Um+1 = Um −∆tD4(αD, βD, γD)V m+ 1
2

(2.15)

donde ∆t representa el paso de tiempo y m es el ı́ndice de iteración temporal.

2.4.2. Caso bidimensional

La extensión del método de Leap-frog a un dominio bidimensional parte del si-

guiente modelo para la propagación de ondas acústicas:
vt = −∂u

∂x
,

wt = −∂u
∂y
, 0 6 x, y 6 1,

ut = − ∂v
∂x
− ∂w

∂y
, 0 6 t.

(2.16)

Análogamente que en el caso anterior, se combina la integración Leap-frog con

la discretización espacial de cuarto orden de los operadores G4 y D4 para definir el

método numérico. Considere los valores discretos de los campos u, v y w ilustrados en

la malla de la figura 2.2, que permiten definir las matrices U , V y W de dimensiones

(N +2)× (N +2), (N +2)× (N +1) y (N +1)× (N +2), respectivamente. Asumiendo

condiciones de borde tipo Dirichlet para u y las cuales se almacenan en la primera y

última fila y columna de la matriz U , el método numérico puede expresarse en términos

algebráicos en la forma:
V m+ 1

2 = V m− 1
2 −∆tUmGT

4

Wm+ 1
2 = Wm− 1

2 −∆tG4U
m

Um+1 = Um −∆t
(
V m+ 1

2DT
4 +D4W

m+ 1
2

) (2.17)
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Figura 2.2: Discretización en diferencias finitas mimética de campos continuos sobre
una malla encajada 2-D



Caṕıtulo 3

Diferencias Finitas Compactas

(DFC) de orden superior

En este caṕıtulo se revisan dos familias de operadores de diferenciación finita com-

pacta en mallas unidimensionales. La primera corresponde a los operadores impĺıcitos

tradicionales estudiados por Lele en [38], y nuestra revisión se limita al caso de mallas

nodales y diferenciación con cuarto y sexto orden de precisión. La segunda familia se

conforma de los operadores miméticos centro distribuidos presentados por Aboulai y

Castillo con una precisión de cuarto orden. Ambas familas de DFC serán usadas en

el próximo caṕıtulo para la formulación de los métodos numéricos para la ecuacion

acústica 2-D (2.1), y los mismos conforman el tema principal de investigación de esta

tesis.

3.1. DFC impĺıcitas en mallas nodales: Operadores

unidimensionales

Lele en [38] presenta un mecanismo de construcción para fórmulas de DFC basado

en expansiones de Taylor, y que puede aplicarse en mallas 1-D ya sean nodales o centro

distribuidas. La flexibilidad de esta construcción permite obtener esténciles centrados

para la diferenciación en el interior de la malla, aśı como de esténciles laterales para

25
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la aproximación de derivadas en las fronteras y nodos cercanos. Estos esténciles se

agrupan en matrices de diferenciación para su aplicación y mejor estudio, pero la

formulación en [38] permite fácilmente minimizar su ancho de banda, lo cual justifica

el calificativo compacto de las DFC. A continuación, se presenta la construcción de

una familia de operadores en DFC de cuarto y sexto orden en mallas nodales.

Consideremos una partición uniforme del intervalo [0,1] en N celdas de igual ta-

maño h, donde se denotan las evaluaciones de una función suave u(x) en los puntos

de la malla xi = ih como ui, para i = 0, · · · , N , y Nh = 1. Una fórmula en DFC

para aproximar la primera derivada de u(x) en esta malla, puede ser escrita de manera

general como la siguiente combinación lineal

u′i + α(u′i+1 + u′i−1) + β(u′i+2 + u′i−2) = a
(ui+1 − ui−1)

2h
+ b

(ui+2 − ui−2)

4h
+ c

(ui+3 − ui−3)

6h
. (3.1)

El orden de precisión de (3.1) depende de ciertas condiciones sobre los coeficientes α,

β, a, b y c. Las mismas surgen al sustituir las evaluaciones de la función u(x) y su

derivada en esta fórmula mediante las expansiones de Taylor

u′i+1 + u′i−1 = 2u′i + h2u′′′i +
h4

12
uVi +

h6

360
uV IIi + · · ·

u′i+2 + u′i−2 = 2u′i + 4h2u′′′i +
4h4

3
uVi +

8h6

45
uV IIi + · · ·

ui+1 − ui−1 = 2hu′i +
2h3

6
u′′′i +

2h5

5!
uVi +

2h7

7!
uV IIi + · · ·

ui+2 − ui−2 = 4hu′i +
8h3

3
u′′′i +

64h5

5!
uVi +

28h7

7!
uV IIi + · · ·

ui+3 − ui−3 = 6hu′i + 9h3u′′′i +
486h5

5!
uVi +

4374h7

7!
uV IIi + · · ·

Posterior a la sustitución mencionada arriba, se agrupan los términos de acuerdo al

orden de derivación, de donde resulta
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(1 + 2α + 2β)u′i + (α + 4β)h2u′′′i +

(
α

12
+

4

3
β

)
h4uVi +

(
α

360
+

8β

45

)
h6uV IIi + · · · =

(3.2)

(a+ b+ c)u′i +

(
a

6
+

2b

3
+

3c

2

)
h2u′′′i +

(
a

5!
+

16

5!
b+

81

5!
c

)
h4uVi +(

a

7!
+

26

7!
b+

36

7!
c

)
h6uV IIi + · · ·

Aśı, las fórmulas en DFC para u′(x) con segundo, cuarto y sexto orden, son obtenidas

al imponer progresivamente las siguientes condiciones lineales sobre los coeficientes en

(3.2). Esto es,

1 + 2(α + β) = a+ b+ c (3.3)

6(α + 4β) = a+ 4b+ 9c

5!(α + 16β) = 12(a+ 16b+ 81c).

El sistema anterior de 3 ecuaciones lineales para los 5 coeficientes de (3.1) indica que

este mecanismo conduce a familias multiparamétricas de DFC, y que pueden usarse

criterios adicionales al orden de truncamiento al definir una fórmula espećıfica. Tal

como se discute en [38], minimizar el tamaño del esténcil DFC implica una reducción

del ancho de banda de los sistemas lineales asociados a la diferenciación v́ıa (3.1). Sin

embargo, criterios alternativos de selección de estos coeficientes pueden ser importantes

en aplicaciones particulares.

Si se considera el caso particular β = 0, el sistema lineal derivado de (3.1) es

tridiagonal por la izquierda. De igual forma, la escogencia de c = 0 reduce este sistema

a ser pentadiagonal por la derecha. Las dos primeras condiciones lineales en (3.3) para

este caso β = c = 0, permiten determinar los coeficientes restantes

a =
4 + 2α

3
, b =

4α− 1

3
, (3.4)

y conducen a DFC centradas dependientes en el parámetro libre α. El valor asignado
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a este parámetro α puede también seguir algún criterio de optimilidad. Por ejemplo,

para α = 1
4
, el método DFC dado por (3.1) viene a ser tridiagonal por la derecha

pues b = 0, y su implementación computacional es de bajo costo. Esta fórmula DFC

corresponde a

u′i−1 + 4u′i + u′i+1 =
3

h
(ui+1 − ui−1) . (3.5)

Alternativamente, en [38] se deriva el error de truncamiento local (etl) de la fórmula

(3.1) bajo las condiciones (3.4), y resulta que

etl =
4

5!
(3α− 1)h4u

(v)
(xi)

+O(h6). (3.6)

Como consecuencia la DFC centrada (3.5) tiene un etl de cuarto orden. Adicionalmen-

te, note que el valor α = 1
3

anula el término de cuarto orden en la expresión (3.6), lo

cual permite deducir la siguiente fórmula DFC centrada a partir de (3.1) con sexto

orden de precisión

u′i−1 + 3u′i + u′i+1 =
1

12h
(−ui−2 − 28ui−1 + 28ui+1 + ui+2) . (3.7)

En este último caso, la sustitución de α = 1
3

en las condiciones lineales (3.4), conducen

a los valores a = 14
9

y b = 1
9
. Esta terna de valores corresponden a la única solución

de (3.3), bajo las condiciones de mı́nimo ancho de banda α = β = 0, lo cual enfa-

tiza la consistencia de la formulación (3.2). Los esquemas DFC centrados anteriores

requieren de fórmulas semejantes, pero basadas en esténciles laterales, para permitir

la aproximación de u′(x) en todos los nodos de malla, incluyendo las fronteras x0 y

xN . En particular, [38] estudia la relación lineal

u′0 + α̂u′1 =
1

h

(
âu0 + b̂u1 + ĉu2 + d̂u3

)
, (3.8)

la cual permite construir fórmulas paramétricas con segundo y tercer orden de preci-

sión, mediante un procedimiento basado en Taylor y similar al anterior. Sin embargo,

en este trabajo sólo consideramos la única aproximación de cuarto orden que es posible
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deducir partiendo de la formulación (3.8), y la cual corresponde a

u′0 + 3u′1 =
−17u0 + 9u1 + 9u2 − u3

6h
. (3.9)

Note que la diferenciacion numérica basada en (3.5) y (3.9) genera aproximaciones no-

dales a u′(x) que son consistentemente de cuarto orden en toda la malla. Para alcanzar

una mayor precisión, se extiende la formulación (3.8) al añadir nuevas evaluaciones,

tanto de la función como de su derivada, en nodos interiores de la malla. Tyler en [61]

aplica esta idea y presenta fórmulas DFC con un orden de precisión incremental hasta

doce, pero manteniendo una estructura izquierda tridiagonal y pentadiagonal. En este

trabajo, nos limitamos al uso de la siguiente DFC lateral de sexto orden,

u′0 + 5u′1 =
1

h

(
−197

60
u0 −

5

12
u1 + 5u2 −

5

3
u3 +

5

12
u4 −

1

20
u5

)
(3.10)

Esta foŕmula es presentada en la tabla 5, página 29, de la tesis de J. Tyler [61].

A continuación, las fórmulas DFC anteriores se expresan en forma vectorial aten-

diendo al orden de precisión ofrecido. A diferencia de los esquemas tradicionales en

DF donde la implementación y el análisis pueden hacerse separadamente para cada

esténcil, las formulaciones vectoriales de la DFC son esenciales para estos fines. Con-

sidere a U y U′ como los vectores con las aproximaciones ui y u′i, respectivamente, en

todos los nodos de malla. La forma vectorial que combina los esténciles DFC en los

casos de cuarto y sexto orden, puede escribirse como

P44U
′ = Q44U, P66U

′ = Q66U, donde U,U′ ∈ RN . (3.11)

Las matrices P44 y Q44 pertenecen a RN×N , y sus coeficientes son dados por los esténci-

les en (3.5) y (3.9). De igual manera, P66,Q66 ∈ RN×N , y sus entradas están definidas

por las fórmulas (3.7) y (3.10). En algunas aplicaciones, es importante calcular las

aproximaciones u′i sólo en los puntos interiores de la malla, pero usando todos los

valores ui, esto es, incluyendo los valores en las fronteras. Este tipo de aplicaciones

incluyen por ejemplo, la solución de BVP bajo condiciones de borde tipo Dirichlet,
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y requieren de formulaciones DFC reducidas. Esta reducción consiste en combinar li-

nealmente el esténcil centrado y el lateral, de tal forma de eliminar los valores u′0 y

u′N en los sistemas (3.11). De esta manera, se obtiene un nuevo sistema DFC genérico

P̄ Ū′ = Q̄U, donde Ū′ ∈ RN−2, P̄ ∈ R(N−2)×(N−2), y Q̄ ∈ R(N−2)×N . Estas nuevas

matrices quedan definidas para el caso de cuarto orden como,

P̄44 =



6 6 0 · · · 0

1 4 1 0 · · · 0

0 1 4 1 0 · · · 0
. . . . . . . . .

0 · · · 0 1 4 1

0 · · · 0 6 6


, (3.12)

Q̄44 =
1

h



−9 9 1 0 · · ·

−3 0 3

−3 0 3
. . . . . . . . .

−3 0 3

−1 −9 9


(3.13)
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mientras que para el caso de sexto orden se tiene,

P̄66 =



360 720

12 36 12

12 36 12
. . . . . . . . .

12 36 12

720 360


, (3.14)

Q̄66 =
1

h



−36 −750 480 360 −60 6

−1 −28 0 28 1
. . . . . . . . . . . . . . .

−1 −28 0 28 1

−6 60 −360 −480 750 36


. (3.15)

3.2. DFC expĺıcitas en mallas centro distribuidas:

Operadores Aboulai-Castillo RG y RD

En la sección 2.3 del caṕıtulo anterior, se revisaron los operadores en DF miméticas

para diferenciación expĺıcita en mallas centro distribuidas G4 y D4. Para la diferen-

ciación en los nodos de frontera y vecinos estos operadores presentan esténciles tripa-

ramétricos tal como lo muestran las ecuaciones (2.7) y (2.8). En [1], Aboulai y Castillo

introducen una factorización de G4 y D4 en términos de operadores auxiliares RG y

RD, cuyo ancho de banda tiene un elemento menos respecto a los esténciles originales

en G4 y D4. Sin embargo, estos autores se limitan al caso único de operadores miméti-

cos con ancho de banda mı́nimo, los cuales corresponden a una selección particular de

los parámetros en los esténciles de frontera de G4 y D4. La determinación de algún

conjunto óptimo de estos parámetros miméticos es, sin duda, extensible a sus versiones

compactas RG y RD, y por esto es importante la expresión paramétrica de los mismos.

Es aśı como esta sección se ocupa de extender la derivación de RG y RD dada en [1]

al considerar su dependencia en los parámetros miméticos de los operadores generales
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G4 y D4, dados por (2.7) y (2.8). En el caso de RG, se buscan las componentes rij

de su bloque superior izquierdo 4× 6 (y análogamente las del bloque inferior derecho

4× 6) que satisfagan la identidad RGG2 = G4(αG, βG, γG). El producto RGG2 resulta

RGG2 =



− 8
3
r11 3 r11−r12 − 1

3
r11+r12−r13 r13−r14 r14−r15 r15−r16 r16 0 ···

− 8
3
r21 3 r21−r22 − 1

3
r21+r22−r23 r23−r24 r24−r25 r25−r26 r26 0 ···

− 8
3
r31 3 r31−r32 − 1

3
r31+r32−r33 r33−r34 r34−r35 r35−r36 r36 0 ···

− 8
3
r41 3 r41−r42 − 1

3
r41+r42−r43 r43−r44 r44−r45 r45−r46 r46 0 ···

0 0 0 1
24

− 9
8

9
8

− 1
24

···

...
...

...
...

... ... ... ...


La simple comparación con la expresión G4(αG, βG, γG) en (2.7) muestra que r16 =

r26 = r36 = r46 = 0 , lo que hace que estos cuatro esténciles laterales tengan un

elemento menos que sus contra partes en el operador gradiente G4. Las 4 × 5 entra-

das rij restantes en estos esténciles se encuentran resolviendo las veinte ecuaciones

lineales que surgen de igualar los bloques superior izquierdos de las matrices RGG2

y G4(αG, βG, γG). De este modo, al hacer uso de la herramienta de cálculo simbólico

MAPLE, se obtiene la siguiente familia tri-paramétrica RG(αG, βG, γG). Esto es,

RG =



r11 r12 r13 r14 r15 0 ···

− 2
35

+ 48
35
αG

941
840
− 171

35
αG − 29

420
+ 233

35
αG

1
168
− 29

7
αG αG 0 ···

48
35
βG − 1

24
− 171

35
βG

13
12

+ 233
35

βG − 1
24
− 29

7
βG βG 0 ···

2
35

+ 48
35
γG − 57

280
− 171

35
γG

33
140

+ 233
35

γG
51
56
− 29

7
γG γG 0 ···

0 0 0 − 1
24

13
12
− 1

24
···

...
...

...
...

... ... ...


(3.16)

donde

r11 = −
6192

1295
αG −

7056

2035
βG −

5136

1295
γG +

15604

14245
; r12 =

22059

1295
αG +

25137

2035
βG +

18297

1295
γG −

3119

113960

r13 = −
30057

1295
αG −

34251

2035
βG −

24931

1295
γG −

19909

56980
; r14 =

3741

259
αG +

4263

407
βG +

3103

259
γG +

9101

22792

r15 = −
129

37
αG −

1029

407
βG −

107

37
γG −

48

407
.
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Note que la opción para los parámetros del gradiente αG = βG = 0 y γG = −1/24,

reduce el ancho de banda del segundo esténcil lateral a 4, mientras que el tercer y el

cuarto esténcil se convierten en el esténcil interior de longitud 3. En [1], los autores

derivan este caso compacto de matriz RG a partir de la matriz gradiente G4 de ancho

de banda mı́nimo.

Un procedimiento análogo da lugar a una expresión general del operador RD de-

pendiente de los parámetros libres miméticos en D4(αD, βD, γD). Por simplicidad, se

usa nuevamente la notación rij para nombrar las entradas del bloque superior izquierdo

4× 6 de la matriz RD. El producto RDD2 resulta

RDD2 =



−r11 r11−r12 r12−r13 r13−r14 r14−r15 r15−r16 r16 0 ···

−r21 r21−r22 r22−r23 r23−r24 r24−r25 r25−r26 r26 0 ···

−r31 r31−r32 r32−r33 r33−r34 r34−r35 r35−r36 r36 0 ···

−r41 r41−r42 r42−r43 r43−r44 r44−r45 r45−r46 r46 0 ···

0 0 0 1
24

− 9
8

9
8

− 1
24

···

...
...

...
...

... ... ... ...


Las condiciones lineales sobre las componentes rij surgen al satisfacer la igualdad

RDD2 = D4(αD, βD, γD) componente a componente, y su solución proporciona la

forma paramétrica de RD,

RD =



r11 r12 r13 r14 r15 0 ···

− 1
24

+αD
13
12
−4αD − 1

24
+6αD −4αD αD 0 ···

βD − 1
24
−4βD

13
12

+6βD − 1
24
−4βD βD 0 ···

1
24

+γD − 1
6
−4 γD

5
24

+6 γD
11
12
−4 γD γD 0 ···

0 0 0 − 1
24

13
12
− 1

24
···

...
...

...
...

... ... ...


(3.17)
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donde

r11 = −
39

59
αD −

675

649
βD −

551

649
γD +

6851

7788
; r12 =

156

59
αD +

2700

649
βD +

2204

649
γD +

5549

15576

r13 = −
234

59
αD −

4050

649
βD −

3306

649
γD −

1513

3894
; r14 =

156

59
αD +

2700

649
βD +

2204

649
γD +

2953

15576

r15 = −
39

59
αD −

675

649
βD −

551

649
γD −

24

649
.

Del mismo modo al caso del gradiente, escoger los parámetros αD = βD = 0 y

γD = −1/24 conduce al caso más compacto de matriz RD, cuyos esténciles tienen un

ancho de banda 3 con la excepción del primero que presenta cinco entradas no nulas

(al igual que el último esténcil en el bloque inferior derecho).

3.3. Operadores de cuarto orden G y D cuasi ne-

gativo adjuntos

En esta sección, se analiza el potencial de los operadores miméticos de cuarto orden

gradiente G4 y divergencia D4 cuasi adjuntos en la estabilidad de la discretización tipo

Leap-frog de la ecuación de onda 1-D descrita en la sección 2.4. Para establecer un

contexto para esta parametrización especial de G4 y D4, consideremos el caso donde

la integral de superficie en la identidad de Gauss (2.2) se anule a consecuencia de que

el campo u satisface condiciones Dirichlet homogéneas. De esta manera,

< grad(u), v >=< u,−div(v) > (3.18)

donde se ha usado otra notación clásica para los operadores diferenciales continuos y

el producto escalar. Si consideramos G y D como operadores genéricos en DF y u, v

como vectores resultantes de una discretización de los campos continuos originales, la

versión discreta de (3.18) es simplemente

< Gu,v >=< u,−Dv > . (3.19)

Este resultado implica que G = −DT , lo cual muestra que uno de estos operadores
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es el negativo adjunto del otro. Esta propiedad es ampliamente conocida y es satisfecha

por los operadores continuos. En el caso discreto, los operadores en DF gradiente y

divergencia desarrollados por Shashkov y co-autores, son negativo adjuntos por cons-

trucción, y las ventajas de esta propiedad para las soluciones numéricas de ciertos

problemas se discuten en [28] y [29], por ejemplo. Sin embargo, la precisión de esta

familia mimética se limita al segundo orden, lo que hace su aplicación a problemas de

propagación de ondas muy sensibles a errores de dispersión numérica, en comparación

a implementaciones en DF de orden superior.

Los operadores miméticos Castillo-Grone de cuarto orden G4 y D4 no satisfacen

una relación rećıproca de negativa adjunción. Esta limitación viene dada por las di-

mensiones originales de estos operadores matriciales (definidas por la malla centro

distribuida de discretización, ecuación (2.5)), y por la presencia de esténciles laterales

para la diferenciación en los bordes de la malla. En el caso particular de condiciones

Dirichlet homogéneas para u, el producto Gu en (3.19) puede efectuarse en términos

de la matriz G̃4, que resulta al omitir la primera y la última columna del operador

mimético G4, pues u = 0 en los extremos del intervalo. Este operador reducido G̃4

coincide en dimensión con −DT , pero además las componentes interiores de ambas

matrices (las entradas que no dependen de los parámetros miméticos) también coinci-

den. En estos términos, el operador G̃4 podŕıa aproximar al negativo adjunto de D4,

es decir G̃ ' −DT , para una escogencia apropiada de los parámetros miméticos dis-

ponibles en ambas matrices. Al denotar por A, el bloque superior 6 × 5 de la matriz

suma G̃4 +DT
4 , se tiene que

A =



g12+d11 g13+ 1
24
−αD g14−βD g15− 1

24
−γD g16

− 31
24

+9αG+d12
1
12
−12αG+5αD − 1

30
+ 54

5
αG+5βD

3
14
− 36

7
αG+5 γD αG

1
24

+9βG+d13 −12βG−10αD
54
5
βG−10βD − 5

12
− 36

7
βG−10 γD βG

3
8

+9 γG+d14 − 1
2
−12 γG+10αD

9
20

+ 54
5
γG+10βD

17
84
− 36

7
γG+10 γD γG+ 1

24

d15 −5αD −5βD − 5
24
−5 γD 0

d16 αD βD
1
24

+γD 0


No existe un conjunto solución para los parámetros miméticos en G̃4 y DT

4 que per-
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mita resolver las 28 ecuaciones lineales equivalentes a la ecuación matricial homogénea

A = 06×5. Por lo tanto, se encuentra una solución aproximada en términos de los

mı́nimos cuadrados que corresponde con la siguiente sextupla

α∗G =
7390

193337
, β∗G = − 14929

378943
, γ∗G = − 1037

1170675
(3.20)

α∗D =
3270

67819
, β∗D = − 14374

277101
, γ∗D = − 1873

80382
.

En resumen, este conjunto de parámetros miméticos permite que los operadores G̃4

y D4 sean cuasi negativo adjuntos. De igual manera, esta parametrización especial

permite definir el caso cuasi negativo adjunto de los operadores Aboulai-Castillo RG

y RD.

A continuación se retoma el método de Leap-frog para la ecuación de onda unidi-

mensional presentado en la sección 2.4. Dadas las condiciones Dirichlet homogéneas

para u, la matriz G4 es sustituida por la lateralmente reducida G̃4, y este esquema se

reescribe

Um+1 = Um − ∆t

h
D4V

m+1/2, V m+1/2 = V m−1/2 − ∆t

h
G̃4U

m, (3.21)

donde m es el ı́ndice de iteración temporal, y los vectores bajo cálculo son U ∈ RN y

V ∈ RN+1. Se considera ahora el nuevo vector discreto qm = [V m− 1
2 ; Um], y se expresa

este método numérico como un esquema iterativo convencional

qm+1 = Hqm donde H =

IN+1 −pG̃

−pD IN + p2DG̃

 . (3.22)

La matrices IN e IN+1 corresponden a la matriz identidad de dimensión N y N + 1,

respectivamente, mientras que p = ∆t
h

es el parámetro de estabilidad CFL (el cual

lleva los nombres de R. Courant, K. Friedrichs y H. Lewy, matemáticos ampliamente

famosos). La estabilidad de este esquema Leap-frog ha sido estudiada ampliamente

por técnicas teóricas y aproximadas, con el objetivo común de obtener los ĺımites del

número CFL que garanticen un incremento acotado de los errores de redondeo durante

los cálculos. En el caso de simulaciones de larga duración, es decir, aplicaciones de
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este tipo de esquemas por cien mil o más iteraciones, con un paso de tiempo fijo, las

condiciones derivadas de la definición de estabilidad débil son las que realmente regulan

el crecimiento del error. La estabilidad débil está garantizada siempre y cuando el radio

espectral de la matriz de iteración del esquema no exceda 1. Aqúı se denota la matriz

de iteración como H(p, αG, βG, γG, αD, βD, γD), lo que hace expĺıcita su dependencia

en p y en los parámetros miméticos.

Una propiedad muy interesante del conjunto de parámetros miméticos (3.20), es

la ampliación del intervalo p, donde el radio espectral de la matriz discretización H,

es decir, ρ(H), satisface ρ(H) 6 1. Por lo tanto, el rango de estabilidad CFL del es-

quema Leap-frog (3.22) es más amplio para estos parámetros especiales cuasi negativo

adjuntos, en comparación con el mismo esquema basado en el conjunto paramétrico

compacto. Aun cuando no se demuestra formalmente este hecho, un estudio emṕırico

exhaustivo de ρ(H) en función de p, soporta esta afirmación. A modo de ilustración,

la figura 3.1 presenta las curvas de ρ(H) (en ĺıneas negras continuas) en referencia a

tres séxtuplas de parámetros: el conjunto cuasi negativo adjunto (k = 1), el conjunto

compacto (k = 0), y un conjunto inestable (k = −1) correspondiente a

αUG = − 1

24
, βUG = 0, γUG = 0 , αUD = − 1

24
, βUD = 0, γUD = 0, (3.23)

con un rango de estabilidad vaćıo para p, es decir, el esquema Leap-frog es incondi-

cionalmente inestable para este conjunto de parámetros. Los resultados de la figura

3.1, corresponden a una malla gruesa de N = 10, donde ρ(H) se mantiene igual a

1 hasta valores CFL máximos, de pMAX= 0.901 y pMAX = 0.816, para los conjuntos

de parámetros cuasi negativo adjunto y compacto, respectivamente (ver el recuadro

en esta figura). Por lo tanto, el primero de estos conjuntos de parámetros permite ta-

maños de paso temporal 10 % más grandes que el segundo, en simulaciones Leap-Frog.

El denominado conjunto inestable induce inestabilidades de crecimiento exponencial

en los experimentos numéricos, independientemente del valor de p usado al establecer

el tamaño de paso temporal. En este estudio emṕırico, también se ilustran los valores

ρ(H) para otras séxtuplas miméticas que resultan combinaciones lineales de estos con-
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Figura 3.1: Radio espectral de la matriz de iteración H del método Leap-frog para
diferentes conjuntos de parámetros miméticos.

juntos de parámetros de referencia. Por ejemplo, para valores positivos del coeficiente

de ponderación 0 6 k 6 1 (ĺıneas negras punteadas), el primer parámetro mimético

αG viene dado por kα∗G + (1 − k)αCG en estas combinaciones lineales, mientras que

αG resulta igual a (1 + k)αCG − kαUG, en el caso de valores de k negativos, es decir,

−1 6 k 6 0 (lineas punteadas grises). Los mismos promedios se aplican también a los

restantes parámetros miméticos. Como se puede ver en la figura 3.1, pMAX decae con

k, y este decrecimiento es drástico en el rango −1 6 k 6 −0,99.

Entre las posibles preguntas abiertas respecto a la ventaja en estabilidad que ofre-

cen los parámetros miméticos cuasi negativo adjuntos respecto a la popular séxtupla

compacta, aqúı se analiza brevemente sólo su dependencia en el tamaño de la malla.

La figura 3.2 muestra que el CFL umbral pMAX del caso cuasi negativo adjunto cae

rápidamente desde ∼ 0.9 hasta un valor ĺımite de ∼ 0.857, a medida que N aumenta.

Por lo tanto, este conjunto de parámetros todav́ıa permite una ampliación modesta

del paso de tiempo cerca del ∼ 5 % con respecto a la séxtupla compacta, cuyo pMAX

parece independiente del tamaño de la malla. En este caso compacto, la insensibilidad

de pMAX respecto a N podŕıa explicarse por el hecho de que el segundo, tercer y cuarto
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Figura 3.2: Radio espectral de la matriz de iteración del método Leap-frog ante la
variación del número de celdas de malla N .

esténcil lateral en ambos miméticos G4 y D4 en las ecuaciones (2.7) y (2.8), se reducen

a las fórmulas de Taylor con cuarto orden de precisión, en los correspondientes puntos

de malla. Estos seis esténciles DF de Taylor resultan únicos en estas localizaciones

de malla. Como referencia, la figura 3.2 también muestra el comportamiento de pMAX

por el Leap-frog basado en los operadores miméticos de segundo orden G2 y D2, cu-

yos esténciles coinciden con las fórmulas de Taylor. En este caso de segundo orden,

pMAX ∼ 0.93 y es constante ante variaciones de N , semejante al caso compacto con

cuarto orden de precisión.



Caṕıtulo 4

Métodos en DFC para la ecuación

de onda acústica en dominios

rectangulares

En este caṕıtulo se presentan dos métodos en DFC para la resolución numérica del

modelo ondulatorio de propagación acústica (2.1) en mallas rectangulares. El primero

emplea una malla nodal para la discretización espacial y utiliza las fórmulas en DFC

con cuarto orden revisadas en la seccion (3.1). El segundo método aplica las versiones

compactas de los operadores miméticos gradiente y divergencia con cuarto orden de

precisión presentadas en la sección 2.3. En ambos métodos la integracion temporal

es de tipo Crack-Nicolson, pero resuelta alternando las direcciones coordenadas x e y

(esquemas tipo ADI) siguiendo la descomposición de Peaceman-Rachford (PR). Este

esquema ADI-PR ha sido aplicado ampliamente en la solución de la ecuación de difu-

sión (ver por ejemplo [60], y sus referencias), pero su uso en problemas ondulatorios

se reduce a muy pocos trabajos ([11], [16], [32], [33] [37], [44]). Cabe destacar que

la formulación de estos métodos DFC fácilmente se adapta a operadores espaciales

con sexto orden de precisión, pero desafortunadamente estos nuevos métodos resultan

inestables en algunos de nuestros experimentos numéricos, tal como se comenta en el

próximo caṕıtulo.

40
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4.1. Un esquema DFC nodal con integración tem-

poral tipo Crank-Nicolson Peaceman-Rachford

4.1.1. Formulación

En este método, la diferenciación finita compacta del modelo (2.1) procede en la

malla nodal (xj, yi) donde j, i = 0, · · · , N − 1, y donde se asume un paso común h a lo

largo de ambos ejes de coordenadas, para simplificar su presentación. Sobre esta malla

las aproximaciones del campo de presión continua u corresponden a los coeficientes

de la matriz U = [uj,i], y matrices semejantes V y W son definidas para almacenar

las aproximaciones a las componentes del vector velocidad (v, w), respectivamente. A

continuación, se denotan por Ux y Uy las matrices cuyas componentes aproximan ux y

uy, respectivamente, en todos los nodos de la malla. Estas aproximaciones se calculan

utilizando los operadores en DFC P y Q referidos en la ecuación (3.11) y los productos

matriciales

UxP
T ' UQT , PUy ' QU.

Las aproximaciones para ux se obtienen resolviendo un sistema lineal tridiagonal N ×

N para cada fila de Ux, el cual incluye estimaciones para ux en la frontera ∂Ω de

[0, 1] × [0, 1]. De manera análoga se calcula cada una de las N columnas de Uy. La

estructura tridiagonal de la matriz P de estos sistemas, favorece su factorización LU

v́ıa algoritmos estándar tipo Thomas, y permite que la posterior resolución de estos

múltiples sistemas lineales resulte eficiente computacionalmente.

La disponibilidad de estimaciones de ∇u en ∂Ω permite la aproximación del vector

de velocidad mediante la integración en tiempo de la ecuación (2.1) en la frontera. Sin

embargo, ∇ · ~v = vx +wy debe ser aproximado solamente en los nodos interiores de la

malla, porque u es dada por las condiciones de Dirichlet en ∂Ω. Con este propósito se

utilizan los operadores reducidos P̄ y Q̄ dados por las ecuaciones (3.12) y (3.13), con

dimensiones (N−2)×(N−2) y (N−2)×N , respectivamente, para los casos de cuarto

orden de precisión. En esta formulación, también se consideran V̄ , (con dimensiones

(N−2)×N), y W̄ , (con dimensiones N×(N−2)), versiones reducidas de las matrices
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originales V y W , respectivamente, donde se han eliminado las filas (de V ) y las

columnas (de W ) correspondientes a los valores de fronteras. Las aproximaciones en

DFC para vx y wy se consiguen mediante la resolución de (N − 2) sistemas lineales

para calcular las filas de V̄x, y (N − 2) sistemas lineales adicionales para calcular las

columnas de W̄y, dados por las ecuaciones matriciales siguientes

V xP̄
T ' V Q̄T , P̄W y ' Q̄W.

A continuación se formula la discretización en DFC del modelo acústico (2.1) siguiendo

la metodoloǵıa descrita por Strickwerda en [60] para la ecuación de difusión 1-D. Al

respecto, se introducen los operadores espaciales continuos

A1


u

v

w

 =


−vx
−ux

0

 , A2


u

v

w

 =


−wy

0

−uy

 (4.1)

con versiones discretas correspondientes

A1h


U

V

W

 = −



V̄ Q̄T (P̄ T )−1

. . . . . . . . . . .

UQT (P T )−1

. . . . . . . . . . .

0


, A2h


U

V

W

 = −



P̄−1Q̄W̄

. . . . . . . .

0

. . . . . . . .

P−1QU


. (4.2)

Se procede ahora a la aplicación de la técnica Crank-Nicolson para la integración

temporal de (2.1), posterior a la diferenciación espacial en términos de A1h y A2h. Este

procedimiento conduce a

(
I − ∆t

2
A1h −

∆t

2
A2h

)
Um+1

CN =

(
I +

∆t

2
A1h +

∆t

2
A2h

)
Um

CN (4.3)

donde ∆t es el paso del tiempo y Um
CN representa la aproximación nodal compacta

[Ū , V,W ]T en el tiempo t = m∆t. La identidad discreta (4.3) puede ser reemplazada
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por la siguiente factorización después de despreciar el término A1hA2h(U
m+1
CN −Um

CN)

que es de orden O(∆t2):

(
I − ∆t

2
A1h

)(
I − ∆t

2
A2h

)
Um+1

CN =

(
I +

∆t

2
A1h

)(
I +

∆t

2
A2h

)
Um

CN. (4.4)

La aplicación de la descomposición de Peaceman-Rachford (PR) a esta formulación

conduce a un cómputo en dos etapas

(
I − ∆t

2
A1h

)
U∗CN =

(
I +

∆t

2
A2h

)
Um

CN (4.5)

(
I − ∆t

2
A2h

)
Um+1

CN =

(
I +

∆t

2
A1h

)
U∗CN, (4.6)

cada una de las cuales alterna la aplicación de los operadores A1h y A2h, y en con-

secuencia la dirección de resolución del sistema lineal unidimensional (metodoloǵıa

ADI). La aproximación intermedia U∗CN sólo se utiliza como un término provisional

en la formulación anterior (4.7), pero no se conserva al final de la implementación

computacional como se explicará brevemente a continuación.

4.1.2. Detalles de la implementación ADI

El cálculo de [U, V,W ]∗ por la primera etapa del algoritmo de ADI-PR involucra

dos conjuntos de sistemas lineales para las filas de U
∗

y V ∗
U
∗
P̄ T + ∆t

2
V ∗Q̄T = U

m
P̄ T − ∆t

2

(
P̄−1Q̄WmP̄ T

)
V ∗P T + ∆t

2
U∗QT = V mP T .

(4.7)

Estas ecuaciones vectoriales pueden desacoplarse mediante la incorporación de una

iteración de punto fijo que se inicia desde V(0) = V m, y para k = 0, 1, 2, · · · resuelve

los dos sistemas tridiagonales unidimensionales



44


U (k+1)P̄

T = ai − ∆t
2
V(k)Q̄

T

V(k+1)P
T = bi − ∆t

2
U(k+1)Q

T ,

(4.8)

donde han sido omitidos los supráındices para simplificar la notación, y los nue-

vos sub́ındices indican los pasos de la iteración interna de punto fijo. Los vectores

ai y bi denotan términos conocidos correspondientes al nivel de tiempo tm. En es-

te trabajo, se utilizaron las diferencias en norma infinita
∥∥U (k+1) − U (k)

∥∥ <= Tol y∥∥V(k+1) − V(k)

∥∥ <= Tol como criterios de parada para esta iteración interna. Para la

implementación de la segunda etapa (ADI-PR), se procede de una forma desacoplada

similar para obtener U
m+1

y Wm+1.

A nivel computacional, el cálculo del vector ai dado en la primera ecuación de (4.7)

no requiere de invertir la matriz P̄ , sino que dicho cálculo es reescrito convenientemente

para usar una descomposición LU de esta matriz DFC, o el algoritmo de Thomas dada

su estructura tridiagonal. De igual manera se procede con la matriz P , en la segunda

etapa ADI-PR de este método DFC nodal

4.2. Un esquema DFC centro distribuido con inte-

gración temporal Crank-Nicolson Peaceman-

Rachford

En este caso, la discretización de los campos acústicos continuos en (2.1) tiene lugar

en la malla escalonada mostrada en la figura 2.2, y la diferenciación finita compacta

resulta de aplicar los operadores de la sección 2.3. De nuevo, se considera una malla

uniforme de paso h en ambas direcciones y un total de (N − 1) × (N − 1) celdas

cuadradas, con el propósito único de simplificar la siguiente formulación. Los valores

discretos de u son localizados en los centros de celda, y en los puntos centrales de

las aristas de frontera, además de un valor adicional en cada una de las esquinas de

la malla (ver cuadro izquierdo de la figura 2.2). De esta manera, la componente del

gradiente ∂u
∂x

puede ser aproximada por la aplicación del operador R4
G(G2) a lo largo de
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las ĺıneas de la malla u en la dirección x. Estas aproximaciones comparten los mismos

sitios de malla con la componente de velocidad v (ver cuadro derecho en la figura

2.2). De manera análoga, las localizaciones de malla de la velocidad w también acojen

a las aproximaciones para ∂u
∂y

calculadas por la aplicación del mismo operador a lo

largo de las ĺıneas de la malla para u en la dirección y. Nótese que la distribución de

malla de las componentes de velocidad v y w es una consecuencia de su dependencia

espacial respecto de ∇u según la ecuación de onda (2.1). Al nivel de implementación,

las matrices U , V , y W que almacenan los valores discretos de presión y velocidades

tienen dimensiones diferentes, correspondientes a (N + 1)× (N + 1), (N + 1)×N , y

N × (N + 1), respectivamente. Este método también hace uso de la matriz reducida

V̄ obtenida de V al eliminar la primera y la última fila de V , aśı como de la matriz

reducida W derivada de W omitiendo la primera y la última columna. La aproximación

DFC centro distribuida para ∇·~v es calculada exclusivamente en los centros de celdas

y está dada por la matriz V (R4
DD2)T + (R4

DD2)W sobre la malla completa, donde el

operador compuesto R4
DD2 presenta las dimensiones apropiadas. La formulación del

esquema DFC centro distribuido procede de manera análoga al caso anterior de la

discretización DFC nodal, y por esto sólo se comentan las diferencias principales a

continuación. En primer lugar, los operadores de diferenciación espacial en (4.2) están

sustituidos por

A1h


U

V

W

 = −


V (RDD2)T

U(RGG2)T

0

 , A2h


U

V

W

 = −


RDD2W

0

RGG2U

 .
A continuación, estos operadores se acoplan a la integración temporal de Crank-

Nicolson del modelo acústico (2.1) seguida por la descomposición PR, dadas por las

ecuaciones (4.3)-(4.6). Ahora bien, las ecuaciones individuales para las matrices inter-

medias de aproximaciones U∗, V ∗ y W ∗ vienen a ser
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
U
∗

+ ∆t
2

(V
∗
DT

2 )RT
D = U

m − ∆t
2
RD(D2W

m
)

V
∗

+ ∆t
2

(U
∗
GT

2 )RT
G = V m

W
∗

= Wm − ∆t
2
RG(G2U

m).

(4.9)

Semejante al método nodal, la matriz W ∗ se determina explicitamente de la última

ecuación, mientras que U∗ y V ∗ están acopladas en el subsistema definido por las dos

primeras ecuaciones. Con el fin de utilizar la diferenciación compacta unidimensional,

este subsistema se resuelve mediante un método de punto fijo análogo a (4.8) con

los términos vectoriales independientes apropiadas ai y bi. Posteriormente, la segunda

etapa de esta descomposición PR permite calcular V m+1 en forma expĺıcita, y son las

matrices Um+1 y Wm+1 que ahora están sujetas a un cálculo iterativo tipo punto fijo,

al igual que sucede en el método nodal.

4.3. Análisis de estabilidad de Von Neumann para

el esquema DFC nodal

En esta sección se desarrolla un análisis de estabilidad de Von Neumann para el

método DFC nodal siguiendo el procedimiento presentado por Strickwerda en su texto

[60], y revisado en el apéndice A. Este autor también presenta un breve análisis de este

tipo para esquemas DF nodales tipo ADI en el caso bidimensional de la ecuación de

difusión con coeficientes constantes. Su conclusión a partir de este análisis limitado sólo

a los esténciles interiores de la malla, es la estabilidad incondicional respecto a h y ∆t,

de esta familia de métodos. Resulta viable extender el planteamiento de Strickwerda

al caso de métodos nodales tipo ADI para la ecuación de onda siempre que ésta se

formule como una EDP de segundo orden, en lugar del sistema presión-velocidad (2.1).

Algunos trabajos recientes que siguen este enfoque son [33] y [66]. En este trabajo por

el contrario, se desarrolla un análisis Von Neumann de estabilidad tipo vectorial, al

partir de la formulación presión-velocidad (2.1) de la ecuación de onda. La conclusión

del mismo es la estabilidad incondicional del método ADI-PR nodal de la sección 4.1.1
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respecto al parámetro CFL λ = ∆t
h

. Sin embargo, este método también contempla la

implementación de condiciones de frontera tipo Dirichlet empleando esténciles DFC

laterales, lo que impone restricciones en el CFL para garantizar la estabilidad. Este

tipo de cotas no son analizadas en esta sección, sino que son exploradas numéricamente

en el siguiente caṕıtulo. Esta misma metodoloǵıa de análisis de estabilidad, se ha

aplicado al caso del método ADI-PR centro distruibuido de la sección 4.2.

Considere una malla nodal uniforme (ih, jh) en la formulación del método ADI-PR

de la sección 4.1.1. En el caso de los nodos interiores esta formulación puede reescribirse

usando los siguientes operadores discretos px, py, qx y qy

(pxux)i,j =
1

3
(ux)i, j−1 +

4

3
(ux)i, j +

1

3
(ux)i, j+1

(pyuy)ij =
1

3
(uy)i−1, j +

4

3
(uy)i, j +

1

3
(uy)i+1, j

(qxu)i,j = −1

h
ui, j−1 +

1

h
ui, j+1

(qyu)i, j = −1

h
ui−1, j +

1

h
ui+1, j.

Note que estos operadores permiten la aplicación de la fórmula DFC centrada (3.5)

al campo u en ambas direcciones coordenadas x y y, en la forma

px (ux)ij = qxuij, py (uy)ij = qyuij, (4.10)

y de igual manera se aplican a ambas componentes de la velocidad v y w. Estos cuatro

operadores son evidentemente lineales, pero además la tupla px y py conmutan cuando

son aplicados a un campo discreto f sobre una malla nodal. Es decir,

px (pyf)ij = py (pxf)ij .

En nuestro caso, f podŕıa representar alguna de las soluciones f́ısicas de interes, o

alguna de sus derivadas espaciales, nodalmente discretizadas. La primera etapa del

método ADI-PR nodal puede escribirse como las tres siguientes ecuaciones escalares
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acopladas

u∗ +
∆t

2
v∗x = um − ∆t

2
wy

∆t

2
u∗x + v∗ = vm

w∗ = wm − ∆t

2
uy

donde se ha omitido la dependencia puntual de la malla por simplicidad. A continua-

ción, estas ecuaciones son reescritas mediante la aplicación de los operadores px, py,

qx y qy definidos anteriormente, y de las relaciones DFC dadas por (4.10). Espećıfi-

camente, se aplica la composición de los operadores px(py(·)) a la primera ecuación,

mientras a la segunda y tercera ecuaciones se aplican individualmente, los operadores

px(·) y py(·), respectivamente. El objeto de estas transformaciones es reemplazar las

nuevas evaluaciones px(ux), py(uy), px(vx) y py(wy), por sus equivalentes evaluaciones

en términos de los operadores qx y qy, a través de las relaciones DFC (4.10). Aśı que

después de usar la conmutatividad de px y py a conveniencia, la primera etapa (4.11)

se reescribe en la forma vectorial siguiente
pxpy

∆t
2
pyqx 0

∆t
2
qx px 0

0 0 py



u∗

v∗

w∗

 =


pxpy 0 −∆t

2
pxqy

0 px 0

−∆t
2
qy 0 py



u

v

w


m

. (4.11)

Esta misma secuencia de transformaciones en términos de los operadores px, py, qx y

qy permite reescribir la segunda etapa del esquema ADI-PR nodal (4.5) de la siguiente

manera
pxpy 0 ∆t

2
pxqy

0 px 0

∆t
2
qy 0 py



u

v

w


m+1

=


pxpy −∆t

2
pyqx 0

−∆t
2
qx px 0

0 0 py



u∗

v∗

w∗

 . (4.12)

Siguiendo el análisis de Von Neumann revisado en la sección del apéndice A.1.3,

la matriz de amplificación G establece la siguiente relación entre las transformadas de
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Fourier de las soluciones discretas en los tiempos m y m+ 1

=xy


u

v

w


m+1

= G=xy


u

v

w


m

(4.13)

donde =xy es la transformada de Fourier en dos dimensiones dada en la ecuación

(A.12). Esto permite escribir

uij =
1

2π

∫ π
h

−π
h

∫ π
h

−π
h

eı(jhξx+ihξy)[=xyu](ξx, ξy)dξxdξy (4.14)

para ı2 = −1. Las variables ξx y ξy son las correspondientes variables de frecuencia

espacial asociadas a x y y, respectivamente. Procedemos ahora con el análisis estándar

al sustituir cada una de las soluciones escalares del esquema por un modo discreto de

Fourier. En el caso de umij se tiene que

umij = gmu e
ı(jθx+iθy) (4.15)

donde θx = hξx y θy = hξy corresponden con ángulos variando en el intervalo [−π, π].

La aplicación de los operadores px y py a este modo armónico resulta

pxu
m
ij =

1

3
gmu e

ı(j−1)θxeıθy +
4

3
gmu e

ı(jθx+iθy) (4.16)

+
1

3
gmu e

ı(j+1)θxeıθy

=

(
1

3
e−ıθx +

4

3
+

1

3
eıθx

)
umij

=

(
4

3
+

2

3
cos(θx)

)
umij

= πxu
m
ij ,

y análogamente

pyu
m
ij =

(
4

3
+

2

3
cos(θy)

)
umij = πyu

m
ij (4.17)
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quedando aśı definidos πx y πy. Alternativamente, al sustituir (4.15) en los operadores

qx y qy se obtiene

qxu
m
ij =

(
−e−ıθx + eıθx

)
h

umij (4.18)

qx =
2

h
ı sen(θx) (4.19)

qy =
2

h
ı sen(θy). (4.20)

Para este caso de soluciones discretas armónicas, las ecuaciones (4.11) y (4.12) pueden

escribirse en la forma

AU∗ = BUm y CUm+1 = DU∗, (4.21)

en términos de las siguientes matrices

A =


πxπy πy(ıλ sen(θx)) 0

ıλ sen(θx) πx 0

0 0 πy

 , B =


πxπy 0 πx(−ıλ sen(θy))

0 πx 0

−ıλ sen(θy) 0 πy

 ,

C =


πxπy 0 πx(ıλ sen(θy))

0 πx 0

ıλ sen(θy) 0 πy

 , D =


πxπy πy(−ıλ sen(θx)) 0

−ıλ sen(θx) πx 0

0 0 πy

 .

En consecuencia, la matriz de amplificación G para este esquema, escrito como un

método de un solo paso, viene dada por

G = C−1DA−1B. (4.22)



Las inversas y productos matriciales requeridos en (4.22) se calculan mediante la

herramienta de cálculo simbólico MAPLE, lo cual conduce a la siguiente expresión

expĺıcita para G

G =


π2
xπ

2
y

ρ
+
π2
y

ρ
(−λ2 sen2(θx)) +

(−λ2 sen2(θy))

δy
2
πxπ

2
y

ρ
(−ıλ sen(θx)) 2

π2
xπy

ρ
(−ıλ sen(θy))

2πx
δx

(−ıλ sen(θx))
(−λ2 sen2(θx))

δx
+
π2
x
δx

2 πx
δxπy

(−λ2 sen(θx) sen(θy))

2
π2
xπy

ρ
(−ıλ sen(θy)) −2

πxπy

ρ
(λ2 sen(θx) sen(θy))

π2
x
ρ

(−λ2 sen2(θy))

+
λ4 sen2(θx) sen2(θy)

ρ

+
π2
y

δy


donde

δx = π2
x + λ2 sen2(θx), δy = π2

y + λ2 sen2(θy), y ρ = δxδy. (4.23)

Las condiciones sobre la estabilidad de este esquema pueden ahora establecerse

sobre la norma y los autovalores deG, haciendo uso de la restricción (A.32) y el teorema

A.3, respectivamente. Note que en el caso λ = 0, se tiene que δx = π2
x, δy = π2

y, y

ρ = π2
xπ

2
y, de donde G equivale a la matriz identidad, y el esquema resulta trivialmente

estable. Sin embargo, para λ > 0 la estabilidad del esquema debe analizarse para los

ángulos θx = hξx y θy = hξy variando en el intervalo [−π, π]. En este caso, un estudio

anaĺıtico de la norma y/o el radio espectral de G resulta muy complejo, por lo que se

depende de un estudio numérico de estos parámetros. Las figuras dadas a continuación,

presentan ‖ G ‖∞ y ρ(G) para tres valores CFL representativos λ = 1, 5, 50. Por un

lado, estos resultados muestran que ρ(G) = 1 para los valores considerados de λ, y

asumiendo igual comportamiento para cualquier CFL, se concluye que el esquema en

cuestión es incondicionalmente estable. Por otro lado, el máximo valor para la norma

infinita de G en el rango de variación de θx y θy crece con λ, pero lo importante para

la estabilidad es el comportamiento de ‖ Gm ‖∞ a medida que m→∞ y h permanece

constante. La figura 4.4 ilustra los máximos valores de ‖ Gm ‖∞ para los casos de

m = 1, 2, 4, 8, · · · , 4096, es decir, las primeras 12 potencias de 2, considerando los 3

valores CFL de referencia anteriores. Estos resultados permiten intuir que la norma

infinita de Gm permanece acotada para m→∞, aún en el caso de λ = 50, y de igual

manera para valores de λ aún mayores.
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(a) (b)

Figura 4.1: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con λ = 1, caso DFC nodal.

(a) (b)

Figura 4.2: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con λ = 5, caso DFC nodal.

(a) (b)

Figura 4.3: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con λ =50, caso DFC
nodal.
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Figura 4.4: Norma infinita de Gm para el método nodal en los casos λ = 1, 5, 50.

4.4. Análisis de estabilidad de Von Neumann para

el esquema DFC centro distribuido

Como se ha mencionado anteriormente, este análisis considera exclusivamente los

esténciles DF aplicados en los puntos interiores de la malla. Para el esquema centro

distribuido ADI-PR presentado en la sección 4.2, estos esténciles corresponden a la

fórmula centrada de cuarto orden dada a continuación. Se asume un paso constante

de malla h en ambas direcciones y se introducen los siguientes operadores discretos dx

y dy

dxu
m
ij =

(
1

24
um
i, j− 3

2
− 9

8
um
i, j− 1

2
+

9

8
um
i, j+ 1

2
− 1

24
um
i, j+ 3

2
)

)
1

h
(4.24)

dyu
m
ij =

(
1

24
um
i− 3

2
, j
− 9

8
um
i− 1

2
, j

+
9

8
um
i+ 1

2
, j
− 1

24
um
i+ 3

2
, j

)
1

h
. (4.25)

Los operadores dx y dy permiten simpificar la formulación de las etapas de este esque-

ma.

Siguiendo el análisis de Von Neumann, la matriz de amplificación G establece la

siguiente relación de las soluciones discretas en los instantes de tiempos m y m+ 1 en
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el espacio de Fourier

=xy


u

v

w


m+1

ij

= G=xy


u

v

w


m

ij

(4.26)

donde =xy es la transformada discreta de Fourier en dos dimensiones dada por la

ecuación (A.12). La expresión de G se obtiene al sustituir uij por un modo discreto

del tipo

umij = gmeı(jθx+iθy), −π 6 θx, θy 6 π (4.27)

siendo θx = hξx para ξx la frecuencia espacial asociada a la variable x, y con similar de-

finición para θy = hξy. Además, ı2 = −1. De igual manera, las soluciones discretas para

v y w deben ser reemplazadas por correspondientes modos discretos. La sustitución

de (4.27) en el operador en DF (4.24) conduce a

dxu
m
ij =

[
1

24
um
i− 3

2
− 9

8
um
i− 1

2
+

9

8
um
i+ 1

2
− 1

24
um
i+ 3

2

]
=

[
1

24
e−

3
2

ıθx − 9

8
e−

1
2

ıθx +
9

8
e

1
2

ıθx − 1

24
e

3
2

ıθx

]
umij

=

[
9

4
sin

(
θx
2

)
− 1

12
sin

(
3

2
θx

)]
ıumij

=

[
9

4
sen

θx
2
− 1

4
sen

θx
2

+
1

3
sen3 θx

2

]
ıumij

=

[
2 sen

θx
2

+
1

3
sen3 θx

2

]
ıumij =

1

3
sen

θx
2

(
sen2 θx

2
+ 6

)
ıumij . (4.28)

Un resultado semejante se obtiene para dyuij. Estos resultados simplificados para dxuij

y dyuij acorde a (4.28) serán sustituidos en las dos etapas del esquema ADI-PR centro

distribuido. Sin embargo, previamente se reescribe la primera etapa del esquema en

términos de estos operadores en DF, en la forma AŪ = BUm


1 ∆t

2
dx 0

∆t
2
dx 1 0

0 0 1



ū

v̄

w̄

 =


1 0 −∆t

2
dy

0 1 0

−∆t
2
dy 0 1



um

vm

wm

 . (4.29)



55

De manera análoga, la segunda etapa de este esquema se puede expresar como

CUm+1 = DŪ
1 0 ∆t

2
dy

0 1 0

∆t
2
dy 0 1



u

v

w


m+1

=


1 −∆t

2
dx 0

−∆t
2
dx 1 0

0 0 1



ū

v̄

w̄

 . (4.30)

De este modo, el método puede escribirse como un esquema de un solo paso Um+1 =

GUm, para la matriz de amplificación

G = C−1DA−1B. (4.31)

Conviene expresar G en términos de las variables angulares θx y θy. Para esto, la

simplificación resultante (4.28) se introduce en las matrices A, B, C, y D a través de

las nuevas variables

δx =
∆t

h
sen

(
θx
2

)[
1 +

1

6
sen2

(
θx
2

)]
(4.32)

δy =
∆t

h
sen

(
θy
2

)[
1 +

1

6
sen2

(
θy
2

)]
(4.33)

(4.34)

siendo λ = ∆t
h

el parámetro CFL. A la vez, esta sustitución revela que A−1 = D
(1+δ2x)

y

C−1 = B
(1+δ2y)

, por lo que

G =
BDDB

ρ
, (4.35)

para ρ = (1 + δ2
x)(1 + δ2

y). Finalmente, la forma general de la matriz de amplificación

viene dada por

G =
1

ρ


1− δ2

x − δ2
y −2iδx −iδy(2− δ2

x)

−2iδx 1− δ2
x −2δxδy

−iδy(2− δ2
x) −2δxδy 1 + δ2

xδ
2
y − δ2

y

 . (4.36)

Semejante al caso del método nodal, las condiciones sobre la estabilidad de este
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esquema centro distribuido pueden ahora establecerse sobre la norma y los autovalores

de G, haciendo uso de (A.32) y el teorema A.3, respectivamente. Note que en el caso

λ = 0, se tiene que δx = δy = 0 y entonces G se reduce a la matriz identidad, y el

esquema resulta estable. Sin embargo, para λ > 0 se tiene que | δx |6 7
6
, por lo que la

estabilidad del esquema debe estudiarse en el intervalo bidimensional

−7

6
≤ δx, δy ≤

7

6
. (4.37)

No es trivial acotar la norma y/o el radio espectral de G en el rango (4.37) en forma

anaĺıtica, y aún los resultados dados por una herramienta de cálculo simbólico como

MAPLE no son sencillos de interpretar. Aśı que se ha optado por una exploración

numérica y las figuras dadas a continuación presentan ‖ G ‖∞ y ρ(G) para los tres

valores CFL representativos λ = 1, 5, 50, tomados en el caso nodal. Note que ρ(G) 6 1

para estos valores de λ, e igual cota para el radio espectral fue observada para múltiples

valores del CFL no ilustrados, lo que lleva a concluir que el esquema en cuestión es

incondicionalmente estable. De igual manera se tiene que ‖ G ‖∞6 1,6 · · · en los 3

casos considerados de λ, y a continuación se estudia emṕıricamente si la norma de Gm

permanece acotada a medida que m → ∞. La figura 4.8 ilustra los máximos valores

de ‖ Gm ‖∞ para los casos de m = 1, 2, 4, 8, · · · , 4096, al considerar estos 3 valores de

referencia para el CFL. El hecho que ‖ Gm ‖∞ decrece monótonamente para valores

grandes de m por encima de 100, permite intuir la estabilidad incondicional de este

esquema ante valores arbitrarios de λ.

4.5. Comentarios acerca de la convergencia de los

esquemas DFC

Al revisar la formulación de ambos esquemas DFC, tanto nodal en la sección 4.1.1

como centro distribuido en la sección 4.2, no es dif́ıcil concluir que el error local de

truncamiento es orden O(h4,∆t2) en ambos casos. De esta manera, estos esquemas son

consistentes con la ecuación de ondas (2.1) de acuerdo la definición A.2. Por otro lado,
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(a) (b)

Figura 4.5: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con λ = 1, caso DFC centro
distribuido.

(a) (b)

Figura 4.6: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con λ = 5, caso DFC centro
distribuido.

(a) (b)

Figura 4.7: Norma infinita y radio espectral de la matriz G con λ = 50, caso DFC
centro distribuido.
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Figura 4.8: Norma infinita de Gm para el método centro distribuido en los casos
λ = 1, 5, 50.

las secciones anteriores han sido dedicadas a justificar la estabilidad tipo Von Neumann

de estos métodos DFC, y de acuerdo al teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer A.1,

se concluye su convergencia ante el refinamiento de malla.



Caṕıtulo 5

Complejidad algoŕıtmica,

experimentos numéricos y análisis

de resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados numéricos de los métodos en DFC

formulados en el caṕıtulo 4. Los casos de estudio corresponden a dos problemas de

propagación acústica en medios rectangulares sujetos a condiciones de borde tipo Di-

richlet con soluciones exactas conocidas. El análisis de resultados se centra en la pre-

cisión y convergencia experimental alcanzados por ambos métodos, y además incluye

una comparación de los tiempos de cómputo. Adicionalmente, se presenta un estudio

de la complejidad algoŕıtmica de estos métodos DFC a nivel de cálculo, de gran utili-

dad para estos análisis y para futuras optimizaciones de código y/o implementaciones

paralelas.

5.1. Complejidad operacional del método DFC no-

dal

El esquema DFC nodal se compone de las dos etapas ADI-PR iterativas descritas

en la sección 4.1.1, cuyo objetivo es calcular [Ū , V,W ]m+1 a partir de las soluciones

59
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discretas previas en el instante de cálculo t = m∆t. A continuación se reescriben estas

etapas ADI al agrupar los términos conocidos en t = m∆t. En el caso de la primera

etapa, los términos en el lado derecho de (4.7) permiten definir las matrices

A = ŪmP̄T − ∆t

2

(
P̄−1Q̄WmP̄T

)
B = VmPT

por lo que (4.8) es equivalente a

[
U∗ V∗

] P̄T ∆t

2
QT

∆t

2
Q̄T PT

 =
[
A B

]
. (5.1)

Las filas de las matrices intermedias se calculan iterativamente, aplicando en cada

paso el algoritmo de Thomas que explota la tridiagonalidad de P y P̄


U∗k+1P̄

T = A− ∆t

2
V∗kQ̄

T

V∗k+1P
T = B− ∆t

2
U∗k+1Q

T

, V∗0 = Vm (5.2)

hasta que (||U∗k+1 −U∗k|| < ε) y (||V∗k+1 −V∗k|| < ε). Note que esta última ecuación

matricial agrupa las ecuaciones (4.8), escrita para cada fila. De manera similar se

escribe la segunda etapa ADI-PR que permite calcular Um+1 y Wm+1 iterativamente

columna a columna, mientras que Vm+1 se calcula de forma expĺıcita


P̄Um+1

k+1 = C− ∆t

2
Q̄Wm+1

k

PTWm+1
k+1 = D− ∆t

2
QTUm+1

k+1

, Wm+1
0 = Wm (5.3)

con

C = P̄U∗ − ∆t

2

(
P̄V∗Q̄T (P̄T )−1

)
D = PW∗.
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Este método nodal se implementa en términos de los siguientes dos pseudo-códigos,

donde el algoritmo 1 es el principal y responsable del cálculo expĺıcito de W∗ y Vm+1,

aśı como de las matrices A y C. Las etapas ADI son entonces implementadas por el

algoritmo 2. Estos dos algoritmos requieren de los siguientes parámetros y constantes:

N : Número de nodos en cada dirección espacial del dominio [0, 1]× [0, 1].

cfl: Parámetro de estabilidad para ajustar el paso de tiempo. El máximo valor

de cfl es 0,915 en el caso del método nodal, y se reduce a 0,815 para el método

DFC centro distribuido.

ε: Tolerancia exigida para la convergencia de los ciclos ADI. El valor numérico

de ε es 10−6.

kmax: Máximo número de iteraciones de cada ciclo ADI. El valor de kmax es 6.

A nivel algoŕıtmico se emplea la siguiente notación:

X̄: es la matriz reducida a partir de la matriz X de acuerdo a las formulaciones

de los métodos DFC en las secciones (3) y (4.2).

: denota todos los elementos de una matriz en la dirección indicada.

:̄ denota los elementos 2, 3, ... hasta (N−1) de una matriz en la dirección indicada.

La complejidad operacional es función de la densidad de la malla N , siendo N el
tamaño de los vectores y matrices DFC involucrados (N − 2 ≈ N , para N grande). El

número total de iteraciones temporales Niter = Tsim∗(N−1)
cfl

, donde Tsim es el tiempo
total de simulación.

Para realizar el análisis de complejidad, y obtener el tiempo de cálculo requerido,

se consideran las siguientes operaciones matriciales:

Suma y resta de matrices densas T+ con complejidad O(N2).

Multiplicación de matriz densa por un escalar Tλ con complejidad O(N2).

Multiplicación de dos matrices dispersas (en banda) TSS con complejidad O(N).
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Algoritmo 1 DFC Nodal

Entrada: Uo ∈ RN×N ,∆t > 0
Salida: U ∈ RN×N ,V ∈ RN×N ,W ∈ RN×N

1: Procedimiento Nodal(Uo,N, cfl,Tsim)
2: ∆t← cfl

N−1

3: U0 ← Uo . Inicialización
4: V0 ← 0
5: W0 ← 0
6: (P,Q, P̄, Q̄)← Operadores-DFC-nodal(N)
7: Para m ∈ 0 . . . Tsim∆t hacer
8: A← P̄ \ (Q(Wm(:, :̄)PT )) . Cálculo de A
9: W∗(:, :̄)←Wm(:, :̄)− ∆t

2 P \QUm(̄:, :̄)

10:
(
Ū, V̄

)∗ ←ADI-filas(Um,Vm,A)
11: C← (P̄V∗(̄:, :)Q̄T ) \ P̄T . Cálculo de C
12: Vm+1(̄:, :)← V∗(̄:, :)− ∆t

2 U∗(̄:, :̄)QT /PT

13:
(
Ūm+1,W̄m+1

)
←ADI-columnas(U∗,W∗,C)

14: t← t+ ∆t
15: fin Para
16: Devuelve U,V,W

17: fin Procedimiento

Multiplicación de una matriz dispersa por una matriz densa T×S con complejidad

O(N2).

Solución de N sistemas de ecuaciones tridiagonales usando el algoritmo de Tho-

mas (TSEL) con complejidad O(N2).

Cálculo de la norma Frobenius de una matriz densa (TN) con complejidad O(N2).

Adicionalmente, se denota al número total de iteraciones en una simulación de

Tsim unidades de tiempo como I∆t = Tsim∗(N−1)
cfl

.

La tabla 5.1 muestra la cantidad de operaciones requeridas por el método DFC

nodal. El coste operacional viene determinado por los ciclos del cálculo ADI, de orden

polinomial y cuyo término principal seŕıa TNODAL ≈ 32 ∗ I∆t ∗ kMAX ∗N2 ≈ O(N3).
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Algoritmo 2 ADI-etapas

Entrada: U ∈ RN×N ,V ∈ RN×N ,A ∈ R(N−2)×(N−2), k > 0, ε > 0
Salida: U∗ ∈ RN×N ,V∗ ∈ RN×N

1: Procedimiento ADI-filas(U,V,A)
2: A← U(̄:, :̄)P̄T − ∆t

2 A(1 . . . N − 2, :)
3: B← V(̄:, :)PT

4: Uk ← U(̄:, :̄)
5: Vk ← V(̄:, :)
6: Repetir . Aplicación del algoritmo de Thomas
7: Uk+1 ← A− ∆t

2

(
VkQ̄

T
)
/P̄T

8: Vk+1 ← B− ∆t
2

(
Uk+1Q

T
)
/PT

9: test← ||Uk+1 −Uk||+ ||Vk+1 −Vk||
10: Uk ← Uk+1

11: Vk ← Vk+1

12: k ← k + 1
13: hasta que ((test ≤ ε) || (k ≥ kmax)) . Criterio de Parada
14: Devuelve U∗ ← Uk,V

∗ ← Vk

15: fin Procedimiento
Entrada: U ∈ RN×N ,W ∈ RN×N ,C ∈ R(N−2)×(N−2), k > 0, ε > 0
Salida: Um+1 ∈ RN×N ,Wm+1 ∈ RN×N
16: Procedimiento ADI-columnas(U,W,C)
17: C← P̄U(̄:, :̄)− ∆t

2 C(:, 1 . . . N − 2)
18: D← P̄W(:, :̄)
19: Uk ← U(̄:, :̄)
20: Wk ←W(:, :̄)
21: Repetir . Aplicación del algoritmo de Thomas
22: Uk+1 ← P̄ \

(
C− ∆t

2 Q̄Wk

)
23: Wk+1 ← P \

(
D− ∆t

2 QUk+1

)
24: test← ||Uk+1 −Uk||+ ||Wk+1 −Wk||
25: Uk ← Uk+1

26: Wk ←Wk+1

27: k ← k + 1
28: hasta que ((test ≤ ε) || (k ≥ kmax)) . Criterio de Parada
29: Devuelve Um+1 ← Uk,W

m+1 ←Wk

30: fin Procedimiento
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Cuadro 5.1: Cantidad total de operaciones requeridas por el método DFC nodal.

Sección Máximo iteraciones T= T+ Tλ TSS T×S TSEL TN

Inicialización 1 5
Cálculo de A I∆t 1 2 1
Cálculo de W ∗ I∆t 1 1 1 1 1
ADI inicialización I∆t 4 1 1 2
ADI-filas I∆t ∗ kMAX 4 4 2 2 2 2
Cálculo de C I∆t 1 2 1
Cálculo de V m+1 I∆t 1 1 1 1 1
ADI inicialización I∆t 4 1 1 2
ADI-columnas I∆t ∗ kMAX 4 4 2 2 2 2

5.2. Complejidad operacional del método DFC cen-

tro distribuido

El análisis de complejidad de este esquema usa las mismas definiciones y notaciones
de coste operacional del método anterior, aśı como sus parámetros y constantes. Los
algoritmos asociados a la implementación de este método centro distribuido corres-
ponden con los algoritmos 3 y 4.

Algoritmo 3 DFC centro distribuido

Entrada: Uo ∈ R(N+1)×(N+1),∆t > 0
Salida: U ∈ R(N+1)×(N+1),V ∈ R(N+1)×N ,W ∈ RN×(N+1)

1: Procedimiento Centro distribuido(Uo,N, cfl,Tsim)
2: ∆t← cfl

N−1

3: U0 ← Uo . Inicialización
4: V0 ← 0
5: W0 ← 0
6: (D4,G4)← Operadores-DFC-centro(N)
7: Para m ∈ 0 . . . Tsim∆t hacer
8: A← D4 ∗Wm(:, :̄) . Cálculo de A
9: W∗(:, :̄)←Wm(:, :̄)− ∆t

2 G4Um(̄:, :̄)

10:
(
Ū, V̄

)∗ ←ADI-filas(Um,Vm,A)

11: C← V∗(̄:, :)D4
T . Cálculo de C

12: Vm+1(̄:, :)← V∗(̄:, :)− ∆t
2 U∗(̄:, :̄)G4

T

13:
(
Ūm+1,W̄m+1

)
←ADI-columnas(U∗,W∗,C)

14: t← t+ ∆t
15: fin Para
16: Devuelve U,V,W

17: fin Procedimiento
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Algoritmo 4 ADI-etapas

Entrada: U ∈ R(N+1)×(N+1),V ∈ R(N+1)×N ,A ∈ R(N−1)×(N−1),HD ∈ R(N−1)×N ,HG ∈
RN×(N+1), k > 0, ε > 0

Salida: U∗ ∈ R(N+1)×(N+1),V∗ ∈ R(N+1)×N

1: Procedimiento ADI-filas(U,V,A)
2: A← U(̄:, :̄)− ∆t

2 A(1 . . . N − 2, :)
3: B← V(̄:, :)
4: Uk ← U(̄:, :̄)
5: Vk ← V(̄:, :)
6: Repetir . Aplicación del algoritmo de Thomas
7: Uk+1 ← A− ∆t

2 VkHD
T

8: Vk+1 ← B− ∆t
2 Uk+1HG

T

9: test← ||Uk+1 −Uk||+ ||Vk+1 −Vk||
10: Uk ← Uk+1

11: Vk ← Vk+1

12: k ← k + 1
13: hasta que ((test ≤ ε) || (k ≥ kmax)) . Criterio de Parada
14: Devuelve U∗ ← Uk,V

∗ ← Vk

15: fin Procedimiento
Entrada: U ∈ R(N+1)×(N+1),W ∈ RN×(N+1),C ∈ R(N−1)×(N−1), k > 0, ε > 0
Salida: Um+1 ∈ R(N+1)×(N+1),Wm+1 ∈ RN×(N+1)

16: Procedimiento ADI-columnas(U,W,C)
17: C← P̄U(̄:, :̄)− ∆t

2 C(:, 1 . . . N − 2)
18: D← P̄W(:, :̄)
19: Uk ← U(̄:, :̄)
20: Wk ←W(:, :̄)
21: Repetir . Aplicación del algoritmo de Thomas
22: Uk+1 ← C− ∆t

2 HDWk

23: Wk+1 ← D− ∆t
2 HGUk

24: test← ||Uk+1 −Uk||+ ||Wk+1 −Wk||
25: Uk ← Uk+1

26: Wk ←Wk+1

27: k ← k + 1
28: hasta que ((test ≤ ε) || (k ≥ kmax)) . Criterio de Parada
29: Devuelve Um+1 ← Uk,W

m+1 ←Wk

30: fin Procedimiento
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La tabla 5.2 muestra la cantidad de operaciones requeridas por el método DFC

centro distribuido. Igual que en el caso nodal, el coste operacional viene determinado

por los cálculos de los dos ciclos ADI, de orden polinomial y cuyo término principal

seŕıa TCENTRO ≈ 28 ∗ I∆t ∗ kMAX ∗N2 ≈ O(N3). De esta manera, el número total de

operaciones en este método es menor al requerido por el método nodal. Sin embargo,

debido a que los SEL a resolver por el método nodal son tridiagonales y consumen

O(N2) operaciones en cada ciclo ADI, la complejidad de ambos métodos es la misma.

Cuadro 5.2: Cantidad total de operaciones requeridas por el método DFC centro dis-
tribuido.

Sección Máximo iteraciones T= T+ Tλ TSS T×S TSEL TN

Inicialización 1 5 2
Cálculo de A I∆t 1 1
Cálculo de W ∗ I∆t 1 1 1 1
ADI inicialización I∆t 4 1 1
ADI-filas I∆t ∗ kMAX 4 4 2 2 2
Cálculo de C I∆t 1 1
Cálculo de V m+1 I∆t 1 1 1 1
ADI inicialización I∆t 1 1 1
ADI-columnas I∆t ∗ kMAX 4 4 2 2 2

5.3. Experimento 1: Condiciones de borde homo-

géneas

El modelo acústico (2.1), bajo las condiciones de borde homogéneas tipo Dirichlet,

admite la siguiente solución anaĺıtica

u(x, y, t) = sen

(
2πx

Λ

)
sen

(
2πy

Λ

)
cos

(
2πt

T

)
. (5.4)

Esta solución es armónica en espacio y tiempo. Siendo la velocidad de onda c =
√

k
ρ
,

esta debe satisfacer la relación de dispersión c = Λ
T

, donde Λ y T representan los
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peŕıodos espaciales y temporales de la solución exacta u, respectivamente. A conti-

nuación se plantea una familia de pruebas numéricas con igual número de celdas N

en cada dirección coordenada de la malla, por lo que la resolución espacial está dada

por el número de nodos que discretizan la longitud de onda Λ, esto es NΛ. Las mallas

computacionales con NΛ < 4 tienen una resolución pobre dado que el muestreo está

cerca del ĺımite teórico de Nyquist (NΛ = 2). Tal simulación para un esquema basado

en DF de cuarto orden de precisión puede ser calificada como una prueba fuerte dado

lo gruesa de la malla. Por otro lado, aquellas mallas donde 4 6 NΛ 6 8 pueden ser

llamadas “moderadamente resueltas”, mientras que cuando NΛ > 10 la malla es den-

sa en relación a la longitud de onda bajo propagación. Naturalmente, la precisión de

la simulación debe aumentar a medida que la malla se refine, y pase de ser gruesa a

muy densa. Estos criterios sobre la resolución de la malla son ampliamente aceptados

en la simulación de ondas śısmicas ([14], [17], [25], [63]). Note que para un mismo

número de celdas N , la malla del método DFC centro distribuido tiene 1 nodo adicio-

nal, lo cual es despreciable al cuantificar la resolución para N grande. Para brindar

una referencia a la precisión y tiempo de cómputo de los esquemas DFC, para este

experimento también se presentan los resultados del método centro distribuido con

integración Leap-frog formulado en la sección 2.4.2, bajo la parametrización mimética

dada en (3.20).

Espećıficamente, en este experimento se tomó Λ = 1
4

y se realizaron nueve simula-

ciones con cada uno de los tres esquemas numéricos mencionados, usando mallas con

el mismo número de celdas N = 8, 16, 32, 48, 64, 96, 128, 192, 256. De esta manera, la

resolución de la malla mejora progresivamente con NΛ = 2, 4, 8, 12, 16, · · · . El paso de

tiempo ∆t se toma de acuerdo a la cota de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy

cflmax, donde ∆t = cflmax(h/c) y se considera c constante en todas estas pruebas.

Este ĺımite cflmax vaŕıa para cada método numérico y mediante una experimentación

exhaustiva se han obtenido los valores indicados en la tabla 5.3. En este análisis ex-
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ploratorio, se usa como referencia para los esquemas centro distribuidos la condición

de Von Neumann conocida para el modelado de la propagación de ondas elásticas en

dominios 2-D homogéneos y no acotados h−1cP∆t 6 (
√

2Σn
k=1|Ck|)−1 ∼ 0,606 (véase,

por ejemplo, [14], [54]). Aqúı, Ck denota los coeficientes del esténcil para la diferen-

ciación centrada en espacio, con una precisión O(h2n), donde cP denota la velocidad

de la onda compresional. Estos coeficientes corresponden al esténcil interior encajado

de las matrices G4 y D4.

Las figuras 5.1a y 5.1b muestran los errores absolutos en norma de Frobenius de

las soluciones numéricas calculadas por cada esquema, cuando el tiempo de simulación

vaŕıa de Tsim = 5T a Tsim = 20T , respectivamente. Estos experimentos permiten

evaluar el comportamiento de la precisión de la solución y la convergencia heuŕıstica

cuando los esquemas numéricos ejecutan simulaciones por centenas de iteraciones (∼

500) y pocos miles de iteraciones (∼ 2,000). Una comparación cualitativa de estas

figuras indica que los errores de ambos esquemas DFC son más dispersos en mallas

muy densas (N > 48), y de menor magnitud que los producidos por el esquema

basado en Leap-frog. Solamente en mallas con resolución pobre o moderada (N <

48), la precisión lograda por estos tres esquemas es comparable, con cierta ganancia

mostrada por ambos métodos centro distribuidos. Por ejemplo, los errores dados por

estos métodos son cerca del 30 % de los observados en las soluciones DFC nodales

cuando N = 16. Esta ventaja en precisión es una consecuencia de la diferenciación

encajada que reduce a la mitad el espaciado de la malla en comparación con una

fórmula DF nodal. Solamente el esquema mimético en DFC mantiene esta superioridad

en precisión sobre las mallas de alta resolución debido a su rápida convergencia. En

las simulaciones sobre mallas más finas (N = 256), este esquema proporciona errores

que son sólo el 5 % y el 2 % de las discrepancias observadas en las soluciones similares

del DFC nodal en ambas pruebas.

Se ha realizado un ajuste por mı́nimos cuadrados lineales de los datos de error
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representados en las figuras 5.1a y 5.1b en escala logaŕıtmica, para estimar las tasas

de convergencia experimentales de cada esquema ante refinamiento de la malla. Estos

resultados se listan en la tabla 5.3. Ambos esquemas compactos muestran una con-

vergencia alrededor del cuarto orden en comparación con el esquema Leap-frog que

solamente muestra una precisión de segundo orden. Estos resultados indican que la

magnitud de los errores de discretización en tiempo derivados de la integración de

Crank-Nicolson y la descomposición ADI-PR, no superan los errores causados por la

diferenciación espacial basada en operadores DFC de cuarto orden. Por otro lado,

la técnica Leap-frog no es capaz de preservar la precisión de la discretización centro

distribuida en espacio.

Cuadro 5.3: Ĺımites CFL de estabilidad, rango del total de iteraciones, y tasas de
convergencia estimadas en las simulaciones numéricas.

Esquema cflmax Tasas de converg. Tasas de converg.
(Tsim = 5T ) (Tsim = 20T )

DFC nodal 0.915 4.04 3.80
DFC centro distribuido 0.815 4.71 4.40
Leap-frog centro distrib. 0.450 1.97 1.95

La figura 5.2 muestra la tasa porcentual de los tiempos de cálculo de ambas si-

mulaciones DFC. Esto es, los tiempos observados en el método nodal divididos por

sus correspondientes (para igual N) registrados en el método centro distribuido, y

luego escalados a 100 %. Omitiendo el registro anómalo para la malla con más grosor

(N = 8), se observa que el primer esquema requiere de tiempos de ejecución entre

cuatro y cinco veces mayores a los tiempos de cálculo invertidos por el segundo es-

quema. Aun cuando las simulaciones del esquema DFC nodal utilizan su mayor ĺımite

cflmax, y por lo tanto requieren un menor número de iteraciones para alcanzar el

mismo tiempo de simulación Tsim, la solución de los sistemas lineales tridiagonales

anidados amerita de tiempos de ejecución mayores. Estos resultados son consistentes

con los análisis presentados en las secciones anteriores, pues ambos esquemas presentan

la misma complejidad algoŕıtmica O(N3). Aśı, el cociente de sus tiempos de ejecución
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(a)

(b)

Figura 5.1: Comparación de los errores absolutos en norma de Frobenius de las solu-
ciones numéricas calculadas por cada esquema cuando el tiempo de simulación es: (a)
Tsim = 5T , (b) Tsim = 20T .
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Figura 5.2: Cociente de los tiempos de cómputo de las simulaciones DFC nodales
divididas por los tiempos de ejecución correspondientes de las simulaciones DFC centro
distribuidas, cuando Tsim vaŕıa de 5T a 20T .

debe tender a una constante a medida que N crece.

Finalmente, los tiempos de ejecución del esquema Leap-frog centro distribuido no

superan el 5 % de los tiempos de cálculo registrados por su homólogo DFC, en ambas

pruebas Tsim = 5T a Tsim = 20T , cuando la malla es al menos moderadamente fina

(N > 32).

5.4. Experimento 2: Condiciones de borde hete-

rogéneas

En este segundo experimento numérico, las condiciones iniciales y de borde del

modelo acústico (2.1) son tomadas de tal manera que su solución única corresponde a

u(x, y, t) =

[
C
(
xk − (1− x)k + yk − (1− y)k

)
+ sen

(
2πx

Λ

)
sen

(
2πy

Λ

)]
cos

(
2πt

T

)
. (5.5)

En este caso, resultan heterogéneas tanto la EDP en (2.1), esto es f 6= 0, como las

condiciones de contorno tipo Dirichlet. Note que la solución continua u es armónica

en el tiempo, igual que en el experimento 1. Sin embargo, u presenta una componente
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polinomial en espacio que puede conducir a problemas de capa ĺımite de acuerdo a los

valores considerados para los parametros C y k. Estas dificultades opcionales, tanto

a nivel de implementación como de resolución numérica, hacen de este experimento 2

un problema más complejo e interesante que el anterior.

Para permitir una comparación inmediata con los resultados del experimento 1, en

estas nuevas simulaciones se mantiene el valor del parámetro Λ = 1
4
, y se efectúan nueve

ejecuciones de cada esquema numérico DFC para N = 8, 16, 32, 48, 64, 96, 128, 192, 256.

Sin embargo, la escasa precisión del método DFC nodal en el caso de N = 8 conduce

a ejecutar una simulación de cada esquema para N = 24. Por simplicidad, sobre

estas mallas se planteó una primera etapa de experimentación exhaustiva al asignar

a k cada uno de los enteros 2, 3, ..., 10, y tomar C = k. Estas pruebas confirmaron

los valores cflmax dados en la tabla 5.3 como ĺımites para la estabilidad emṕırica de

ambos métodos DFC. Como primer objetivo en estas nuevas simulaciones, se plantea

estudiar detalladamente la dependencia de la precisión y la convergencia experimental

en el paso de tiempo ∆t. Aśı se usan tres valores de referencia para el CFL, que

corresponden al 50 %, 75 %, y 100 % del limite cflmax inherente a cada método DFC.

Esto se traduce en que para un mismo mallado dado por el número de celdas N , se

efectúan tres simulaciones del mismo esquema al variar el ∆t en estas tres proporciones

del cflmax. Adicionalmente, la rigidez del problema de capa ĺımite es la principal

fuente de dificultad a evaluar en este experimento. En estas nuevas simulaciones, el

parámetro k toma los valores 2, 4, y 8, que resultan representativos del comportamiento

de ambos esquemas en este problema. Para simplificar la parametrización se considera

nuevamente C = k.

Las figuras 5.3 presentan los errores absolutos en norma de Frobenius de las so-

luciones numéricas calculadas por ambos esquemas DFC ante la variación de k y cfl

mencionada anteriormente. Como primer comentario comparativo, se consideran las

simulaciones de ambos métodos efectuadas al ĺımite del cflmax, para los 3 casos del
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parámetro k = 2, 4, 8. La precisión de estos esquemas es muy semejante para los ex-

perimentos dados por k = 2 y k = 4, pero cuando la dificultad de problema aumenta

para k = 8, el método DFC nodal resulta más preciso en mallas con gran resolución

(N > 64). Un segundo punto de comparación es la dependencia de la precisión de

estos métodos en la reducción del cfl, y con esto el refinamiento de la malla temporal.

Para un mismo valor de k, la magnitud de los errores del esquema DFC nodal decae

con el cfl siendo más notoria en mallas finas (N > 48). Por otro lado, los errores del

esquema DFC centro distribuido para las simulaciones a 50 % y 75 % del ĺımite cflmax

son prácticamente iguales para cada caso de k. En mallas muy densas (N > 128),

la precision de este método mejora si el paso de tiempo se toma de acuerdo a la op-

ción cflmax. Estas evidencias experimentales conducen a concluir que el esquema DFC

centro distribuido presenta un incremento del error global al aumentar el número de

iteraciones temporales con la disminución del CFL, mientras que el error global del

esquema DFC nodal decae junto al error local de truncamiento temporal al reducir el

paso de tiempo ∆t.

Semejante al experimento 1, se han estimado las tasas de convergencia experimen-

tales de cada esquema ante refinamiento de la malla mediante ajustes por mı́nimos

cuadrados lineales a los datos de error representados en las figuras 5.3. Estos resultados

se presentan en las tablas 5.4, 5.5, y 5.6. En forma general, las tasas de convergencia

de cada método tienen una fuerte dependencia del CFL empleado en la simulación,

y son menos sensibles al valor de k que define el problema. El método DFC nodal

exhibe una convergencia prácticamente cuadrática que mejora al reducir la fracción

del cflmax que determina el paso temporal, hasta acercarse a un tercer orden para el

caso de las simulaciones a 50 % de este ĺımite. Por otro lado, las tasas de convergencia

del esquema DFC centro distribuido son cercanas al segundo orden cuando se ajusta

el paso de tiempo de acuerdo al ĺımite cflmax, y caen de superlineal a lineal al refinar

la malla temporal. La convergencia del esquema DFC centro distribuido es afectada



74

por la complejidad del problema al aumentar k.

(a)

(b)

(c)

Figura 5.3: Comparación de los errores absolutos en norma de Frobenius de las so-
luciones numéricas calculadas por cada esquema cuando el tiempo de simulación es
Tsim = 5√

2
T con: (a) k=2, (b) k=4, (c) k=8

Finalmente, se comparan los tiempos de cálculo de ambos esquemas al resolver el
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Cuadro 5.4: Parámetro CFL empleado en las simulaciones junto al número de itera-
ciones observadas y tasas de convergencia estimadas en el experimento k = 2

Esquema cfl Tasas de converg.

0.46 2.703
DFC nodal 0.68 2.248

0.91 1.952
0.41 1.382

DFC centro distribuido 0.61 1.315
0.81 1.951

Cuadro 5.5: Parámetro CFL empleado en las simulaciones junto al número de itera-
ciones observadas y tasas de convergencia estimadas en el experimento k = 4

Esquema cfl Tasas de converg.

0.46 2.712
DFC nodal 0.68 2.250

0.91 1.933
0.41 1.257

DFC centro distribuido 0.61 1.206
0.81 1.830

Cuadro 5.6: Parámetro CFL empleado en las simulaciones junto al número de itera-
ciones observadas y tasas de convergencia estimadas en el experimento k = 8

Esquema cfl Tasas de converg.

0.46 2.717
DFC nodal 0.68 2.251

0.91 1.915
0.41 1.146

DFC centro distribuido 0.61 1.124
0.81 1.729

mismo problema definido por el parámetro k, y cuando estas simulaciones son efectua-

das al ĺımite cflmax respectivo. Este enfoque exclusivo en los resultados obtenidos para

el máximo CFL se justifica en el hecho que la precisión lograda por ambos esquemas

es muy semejante para cada valor de k considerado, siendo el tiempo de ejecución

el siguiente parámetro comparativo de importancia. La figura 5.4 muestra las tasas

porcentuales al dividir el tiempo de ejecución de cada simulación del nodal entre el
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tiempo respectivo observado en el esquema centro distribuido. Note que estas tasas

son ligeramente sensibles al valor de k sólo en mallas poco densas (N 6 48), y en

este rango el esquema nodal llega a requerir hasta 3 veces el tiempo de ejecución del

metodo centro distribuido. Sin embargo, a medida que la malla es refinada estas tasas

decaen y en los casos de alta resolución, N = 192 y N = 256, el esquema nodal solo

requiere de casi la mitad del tiempo de cálculo de su contraparte centro distribuido.

Aunque este resultado no es posible explicarlo a la luz del análisis de complejidad

de las secciones anteriores, puede deberse al hecho que el esquema nodal solo efectúa

90 % de las iteraciones efectuadas por el centro distribuido para cada N , dada sus

diferencias en el ĺımite cflmax.

Figura 5.4: Tiempos de cómputo de las simulaciones nodales en relación con los tiempos
de ejecución correspondientes a las pruebas en DFC centro distribuidas al variar k y
Tsim = 5√

2
T



Caṕıtulo 6

Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo de investigación, se emplearon dos familias de diferencias finitas

compactas (DFC) para discretizar la formulación en velocidad y presión de la ecuación

de ondas acústicas con un cuarto orden de precisión en mallas 2-D rectangulares.

La primera familia aplica un proceso de diferenciación compacta impĺıcita en una

malla nodal que amerita la resolución de un sistema lineal tridiagonal en cada ĺınea

coordenada. Alternativamente, la segunda familia se basa en un proceso expĺıcito de

diferenciación en mallas centro distribuidas y que equivale al producto de una matriz en

banda por un vector. Para la discretización temporal, ambos esquemas DFC comparten

la formulación de Crank-Nicolson en combinación con la técnica de factorización del

algoritmo de Peaceman-Rachford (PR). Aśı, la actualización de los campos discretos

procede en dos etapas, alternando la dirección de coordenadas de la diferenciación en

DFC, y que son conocidas como iteraciones ADI.

Desde un punto de vista formal, la estabilidad y la complejidad operacional de

los esquemas DFC nodal y centro distribuido fueron analizadas en este trabajo. El

análisis de estabilidad corresponde a la aplicación del método de Von Newmann al

caso vectorial de la ecuación de onda en términos de velocidad y presión, por lo que

el factor de amplificación resulta en una matriz G para cada método. Dada la com-

plejidad del estudio anaĺıtico del espectro de G, se optó por un estudio emṕırico de

77
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sus autovalores. Aśı se muestra que el radio espectral de G permanece acotado por 1

para ambos esquemas, independientemente del valor del parámetro CFL. Aunque este

análisis es válido únicamente en medios infinitos, y en consecuencia es de poca utilidad

práctica, representa una contribución teórica a esta área, pues no se ha encontrado un

análisis semejante en la literatura. En cuanto a la complejidad algoŕıtmica, el orden

de operaciones aritméticas en una malla uniforme con N celdas en cada dirección es

O(N3), y este resultado es común a ambos esquemas DFC. El método nodal requiere

de la resolución de sistemas tridiagonales por cada paso de diferenciación, lo cual es

efectuado por el algoŕıtmo de Thomas en O(N) de operaciones y que coincide con el

costo de cálculo del producto matriz-vector del método alternativo.

A nivel experimental estos esquemas DFC fueron aplicados a dos problemas de

propagación acústica bajo condiciones de frontera tipo Dirichlet y con solución exacta

conocida. En el primer experimento, la solución anaĺıtica es armónica en espacio y

tiempo con peŕıodo espacial Λ, y se consideraron solamente mallas uniformes con paso

h fijo. Una experimentación exahustiva indicó que el esquema DFC nodal admite un

mayor ĺımite de estabilidad Courant-Friedrichs-Lewy cflmax ∼ 0, 91, en comparación

con el resultante para el DFC centro distribuido cflmax ∼ 0, 81. En un conjunto

particular de pruebas numéricas donde cada esquema ajusta el paso de tiempo de

acuerdo al cflmax correspondiente, el esquema centro distribuido resultó más preciso

en mallas con alta resolución en el rango NΛ > 12. Un ajuste con mı́nimos cuadrados

de los datos de error revela que la tasa de convergencia de ambos esquemas DFC

es aproximadamente igual a 4. Adicionalmente, el método centro distribuido requirió

solamente entre un 1
5

y 1
4

del tiempo de ejecución necesario para las simulaciones

nodales, hecho que también se observó en mallas con resolución a partir de NΛ > 4.

En el segundo experimento numérico, la solución continua al problema asociado

incorpora un término polinomial de grado k, que conlleva a dificultades de tipo capa

ĺımite en las fronteras de la malla. Tres valores representativos son escogidos para este
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parámetro k, espećıficamente k = 2, 4 y 8. En primer lugar, los resultados confirman

los valores ĺımite cflmax reportados en el experimento anterior. En simulaciones efec-

tuadas al cflmax correspondiente, la precisión de ambos esquemas DFC es semejante

en los casos de k = 2 y k = 4, pero al considerar la opción k = 8 los errores del

centro distribuido son superiores en mallas muy refinadas. El incremento de la reso-

lución temporal, al considerar fracciones del 50 % y 75 % del cflmax para ajustar el

paso de tiempo, induce un ligero deterioro de la precisión del esquema centro distri-

buido en mallas muy densas. Al contrario, los errores del método nodal decaen con el

paso temporal, y son pocos sensibles al incremento del parámetro k. En cuanto a la

convergencia experimental, el esquema centro distribuido alcanza tasas entre lineales

y casi cuadráticas, siendo siempre inferiores a las logradas por el método nodal que

se ubican en el rango aproximado [2, 3]. Finalmente, los tiempos de cómputo de las

simulaciones DFC nodales son entre dos y tres veces mayores a las requeridas por el

método alternativo en mallas poco densas y de mayor utilidad práctica. Sin embargo,

el refinamiento de la malla espacio-temporal reduce esta diferencia al punto que las

ejecuciones centro distribuidas requieren casi el doble de tiempo en mallas muy finas.

La opción de un ĺımite cflmax superior por parte del DFC nodal en simulaciones con

un alto número de iteraciones temporales, parece explicar su mayor rapidez en mallas

con densidad extrema.

Como referencia comparativa también se implementa en este trabajo el método de

integración temporal de Leap-frog con segundo orden de precisión. La diferenciación

espacial se basa en una parametrización óptima de las DF miméticas con cuarto orden,

que ampĺıa el rango CFL de estabilidad para la propagación de ondas acústicas. En el

caso del primer experimento numérico, este esquema exhibe una precisión comparable

a los métodos DFC sólo en mallas con resolución moderada NΛ 6 12, dada su limi-

tante convergencia experimental de segundo orden. En este esquema, la diferenciación

espacial es expĺıcita y procede como un producto matriz-vector al igual que el esquema
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DFC centro distribuido, por lo que estos resultados inducen a concluir acerca de la

ventaja en precisión y estabilidad de la integración de Crank-Nicolson desacoplada

mediante la técnica ADI-PR.

A manera de recomendaciones, para la continuación de este trabajo de investigación

se consideran los siguientes puntos:

Reformular los esquemas DFC presentados en los casos de condiciones de borde

tipo Newmann y/o condiciones absorbentes de amplia aplicación en la propaga-

ción de ondas acústicas.

Plantear un análisis de estabilidad para ambos métodos DFC que considere la

discretización de las condiciones de frontera.

Extender las formulaciones DFC ADI-PR actuales a dominios tridimensionales

(3D) en problemas con condiciones de frontera tipo Dirichlet.



Apéndice A

Estabilidad de métodos en

diferencias finitas: Definiciones y

teoremas básicos

En este apéndice se presentan las definiciones y teoremas que fundamentan el

análisis de estabilidad de Fourier, o también conocido de Von Neumann, aplicados a

esquemas en diferencias finitas para EDP dependientes del tiempo. Esta revisión se

complementa con las definiciones de consistencia y convergencia también usadas al

analizar este tipo de métodos. La fuente bibliográfica original es el texto [60].

A.1. Transformada de Fourier en un dominio uni-

dimensional

El análisis de Fourier se aplica a funciones de variable real, o funciones de variable

discreta y definidas en el conjunto de los nodos de malla hZ = {hm : m ∈ Z}. Para

una función u(x) definida en todo R, la Transformada de Fourier û(w) está definida

81
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por

û(w) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−ıwxu(x)dx. (A.1)

donde se denota por ı la unidad imaginaria de los números complejos (ı2 = −1). La

transformada de Fourier de u es una función en la variable real w, y está definida

uńıvocamente dada u. Aśı esta función û resulta una representación alternativa de la

función u. La transformada inversa de Fourier viene dada por

u(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

eıwxû(w)dw, (A.2)

y permite volver a obtener la función original u a partir de û. La fórmula inversa de

Fourier expresa la función u como una superposición de ondas dadas por eıwx, y cuyas

amplitudes û(w) pueden ser diferentes. De manera análoga, si v es una función definida

para todos los números enteros m ∈ Z, su transformada de Fourier discreta viene dada

por

v̂(ξ) =
1√
2π

∞∑
m=−∞

e−ımξvm (A.3)

para ξ ∈ [−π, π], con v̂(−π) = v̂(π). La transformada inversa viene dada por

vm =
1√
2π

∫ π

−π
eımξv̂(ξ)dξ. (A.4)

El análisis de Fourier en todo Z es esencialmente el mismo estudio de representaciones

en series de Fourier en un intervalo. Considere una malla con espaciamiento h entre

los nodos, sobre los cuales son dados los valores vm. Después de hacer un cambio de

variable en (A.3), también se puede definir la transformada mediante

v̂(ξ) =
1√
2π

m=∞∑
m=−∞

e−ımhξvm h (A.5)



83

para ξ ∈ [−π/h, π/h], y su fórmula inversa en la forma

vm =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
eımhξv̂(ξ)dξ. (A.6)

Una consecuencia importante de las definiciones anteriores es que la norma L2 de

u

‖ u ‖2=

√∫ ∞
−∞
| u(x) |2 dx (A.7)

resulta equivalente a la norma L2 de û(w), es decir,

∫ ∞
−∞
| u(x) |2 dx =

∫ ∞
−∞
| û(w) |2 dw. (A.8)

Adicionalmente, las transformadas discretas directa e inversa, también satisfacen una

relacion de igualdad de la norma L2 de v y la norma L2 de v̂. Esto es

‖ v̂ ‖2
h=

∫ π/h

−π/h
| v̂(ξ) |2 dξ =

m=∞∑
m=−∞

| vm |2 h =‖ v ‖2
h . (A.9)

Las relaciones (A.8) y (A.9) son llamadas relaciones de Parseval.

A.1.1. Transformada de Fourier en un dominio multidimen-

sional

La transformada de Fourier en varias dimensiones viene dada por la fórmula

û(w) =
1

(2π)
N
2

∫
RN
e−ıw·xu(x)dx, (A.10)

donde x y w son variables en RN , y el producto w · x corresponde al producto interno

usual de RN . La transformada inversa esta dada por

u(x) =
1

(2π)
N
2

∫
RN
eıw·xû(w)dw. (A.11)
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Las transformadas discretas son igualmente válidas y corresponden a extensiones

del caso 1-D. Las mismas corresponden a

v̂(ξ) =
hN

(2π)
N
2

∑
m∈ZN

e−ıhm·ξvm (A.12)

para ξ ∈ [−π/h, π/h]N , y a la fórmula inversa

vm =
1

(2π)
N
2

∫
[−π/h,π/h]N

eıhm·ξv̂(ξ)dξ. (A.13)

La relación de Parseval también es válida para dimensiones superiores, aśı como otras

técnicas clásicas que se utilizan para problemas unidimensionales.

A.1.2. Convergencia, consistencia y estabilidad

Considere una EDP de la forma Pu = f que conforma un problema de valores

iniciales, y un esquema en diferencias finitas P∆t,hv = f , con pasos de malla espacial

h y temporal ∆t. La propiedad fundamental que debe satisfacer este esquema a fin

de ser útil, es que sus soluciones aproximen a la solución de la EDP correspondiente,

y estas aproximaciones mejoren a medida que los pasos h y ∆t tienden a cero. A tal

esquema se le llama convergente.

Definición A.1. Un esquema en diferencias finitas de un paso aproximando una EDP

es convergente, si para toda solución u = u(t, x) de la EDP y soluciones vnm del esque-

ma, tales que v0
m converge a u0(x) cuando mh converge a x, se tiene que vnm converge

a u(t, x) para (n∆t,mh)→ (t, x) cuando h y ∆t tienden a 0.

Una prueba directa de convergencia es usualmente compleja, y en su lugar se analizan

las propiedades de consistencia y estabilidad del esquema numérico.

Definición A.2. Dados una EDP y un esquema en diferencias finitas, se dice que el
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esquema es consistente con la EDP si para toda función suave φ = φ(t, x) se tiene que

Pφ− P∆t,hφ→ 0 cuando h,∆t→ 0 (A.14)

donde la convergencia es puntual en cada punto de red.

La condicion de suavidad sobre φ(t, x) se refiere a la suficiente diferenciabilidad de

esta función en el contexto de la EDP y el esquema en diferencias bajo estudio.

Para introducir el concepto de estabilidad es importante notar que para un esque-

ma convergente, vnm → u(t, x) ante refinamiento de malla, y la solución discreta vnm

permanece acotada siempre que la solución exacta también lo sea. Esta es la esencia

fundamental de estabilidad, y para muchos esquemas esta condición se traduce en res-

tricciones sobre los pasos h y ∆t. La región de estabilidad de un esquema en diferencias

finitas contiene una sucesión de pasos (∆tv, hv), que converge hacia el origen cuando

v tiende al infinito, y para los cuales el esquema es estable (es decir, vnm permanece

acotada).

Definición A.3. Un esquema P∆t,hv
n
m = 0 para una EDP de primer orden es estable

si y sólo si existen un entero J y números positivos h0 y k0 tales que, para cualquier

intervalo de tiempo T , existe una constante positiva CT tal que

h

m=∞∑
m=−∞

| vnm |26 CT h

J∑
j=0

m=∞∑
m=−∞

| vjm |2, (A.15)

para 0 6 n∆t 6 T , 0 < h 6 h0 y 0 < ∆t 6 k0.

La desigualdad anterior puede escribirse en términos de la norma L2

‖ w ‖h=

√√√√h

m=∞∑
m=−∞

| wm |2 (A.16)

para una función w en la red discreta. En muchos de los problemas que involucran
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una EDP, la norma L2 es una medición de una cantidad f́ısica significativa, tal como

la enerǵıa del sistema. Con esta notación la desigualdad (A.15) se puede escribir como

‖ vn ‖h6

√√√√CT

J∑
j=0

‖ vj‖h2 (A.17)

que es equivalente a

‖ vn ‖h6 C∗T

J∑
j=0

‖ vj ‖h . (A.18)

Para alguna constante C∗T . Las desigualdades (A.15) y (A.18) expresan la idea de que

la norma de la solución en cualquier tiempo t, con 0 < t < T , está limitada, y con

esto la cantidad global de crecimiento de vn. El crecimiento es a lo sumo un múltiplo

constante de la suma de las normas de la solución en los primeros J + 1 pasos (J = 0,

para esquemas de un paso). Para esquemas multipaso (J > 0) se debe considerar la

solución en los primeros J + 1 pasos temporales, o incorporar un procedimiento de

inicialización para aproximarlos.

La importancia de los conceptos de consistencia y estabilidad se ve en el teorema

de equivalencia de Lax-Richtmyer, que es el teorema fundamental en la teoŕıa de los

esquemas en diferencias finitas para problemas de valor inicial.

Teorema A.1 (Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer). Un esquema en dife-

rencias finitas consistente con una EDP para la cual el problema de valor inicial esta

bien planteado, es convergente si y sólo si es estable.
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A.1.3. La ecuación de advección y el análisis de estabilidad

de Von Neumann

El prototipo más estudiado de las ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas es

la ecuación de onda de primer orden, también llamada de advección

ut + aux = 0, (A.19)

la cual modela la propagación unidireccional en un medio 1-D con velocidad a(x).

Para facilitar la presentación del análisis de Von Neumann se asume que el medio

corresponde a toda la recta real, y que a es constante. Si la condición inicial en el

tiempo t = 0 es denotada como u0(x), por simple inspección se puede verificar que la

solución de este problema de valor inicial (A.19) es

u(t, x) = u0(x− at). (A.20)

Efectivamente, u(t, x) es la traslación de u0(x) a través de la recta x− at = constante,

donde esta constante es cualquier número real. Para este problema, uno de los métodos

en DF más simples corresponde al esquema adelantado en tiempo y atrasado en espacio

vn+1
m − vnm

∆t
+ a

vnm − vnm−1

h
= 0, (A.21)

que puede reescribirse como

vn+1
m = (1− aλ)vnm + aλvnm−1, (A.22)

donde λ = ∆t/h. Usando la fórmula de inversión (A.6) para vn

vnm =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
eımhξv̂n(ξ)dξ (A.23)
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y también para vnm−1 en (A.22), se obtiene

vn+1
m =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
eımhξ[(1− aλ) + aλe−ıhξ]v̂n(ξ)dξ. (A.24)

Al comparar esta expresión con la fórmula de inversión de Fourier para vn+1

vn+1
m =

1√
2π

∫ π/h

−π/h
eımhξv̂n+1(ξ)dξ (A.25)

y usando la unicidad de la transformada de Fourier, se requiere que el integrando de

(A.24) sea el mismo que en la fórmula de inversión. De esta manera, se tiene que

v̂n+1(ξ) = [(1− aλ) + aλe−ıhξ]v̂n(ξ) (A.26)

= g(hξ)v̂n(ξ),

donde

g(hξ) = (1− aλ) + aλe−ıhξ (A.27)

es conocido como el factor de amplificación.

La expresión (A.26) muestra que el avance de la solución en un paso de tiempo

equivale a multiplicar la transformada de Fourier de la solución, por el factor de ampli-

ficación g(hξ). La aplicación inductiva de esta relación, hasta considerar la condición

inicial representa el siguiente resultado importante

v̂n(ξ) = g(hξ)nv̂0(ξ). (A.28)

Para hacer aún más evidente la restricción de estabilidad sobre g(hξ) se usa la relación
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de Parseval y las ecuaciones (A.9) y (A.28), obteniéndose

h
m=∞∑
m=−∞

| vnm |2=

∫ π/h

−π/h
| v̂n(ξ) |2 dξ =

∫ π/h

−π/h
| g(hξ) |2n| v̂0(ξ) |2 dξ.

De este modo, la desigualdad (A.15) en el caso J = 0 amerita que | g(hξ) |2n sea

debidamente acotada. La magnitud | g(hξ) |, donde θ = hξ, se reescribe como

| g(θ) |2 = (1− aλ+ aλ cos(θ))2 + a2λ2 sin2(θ)

= 1− 4aλ(1− aλ) sin2

(
1

2
θ

)
.

Se observa que esta última expresión para | g(θ) | está acotada por 1, siempre que

0 6 aλ 6 1.

La condición general de estabilidad para los esquemas de un paso con coeficientes

constantes se presenta en el siguiente teorema. En el ejemplo dado anteriormente, el

factor de amplificación g es una función de θ = hξ, pero g podŕıa también depender de

h y ∆t, en otros esquemas. Estos casos más generales podŕıan corresponder a métodos

DF multipasos y/o aquellos aplicados a EDP de segundo orden en tiempo. Aśı este

teorema permite que la magnitud del factor de amplificación exceda de 1 por una

cantidad muy pequeña.

Teorema A.2. Un esquema en diferencias finitas de un paso con coeficientes cons-

tantes es estable, si y sólo si existe una constante K (independientemente de θ, ∆t y

h) y números positivos k0 y h0 tales que

| g(θ,∆t, h) |6 1 +Kh (A.29)

para todo θ con ∆t ∈ (0, k0] y h ∈ (0, h0]. En el caso de que g(θ,∆t, h) sea indepen-
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diente de ∆t y h, la condición de estabilidad (A.29) puede ser reemplazada por

| g(θ) |6 1. (A.30)

Este teorema muestra que la estabilidad de un esquema en diferencias finitas para

EDP que satisface las hipótesis impuestas, depende sólo del factor de amplificación

g(hξ). Esta observación se debe a Von Neumann, y por esto lleva su nombre este tipo

de análisis.

A.1.4. Estabilidad de esquemas en diferencias finitas para sis-

temas de EDP

La siguiente ecuación corresponde al caso multidimensional de la ecuación de ad-

vección 1-D (A.19)

ut + Aux = 0, (A.31)

donde u es un vector de funciones en Rd y A es una matriz cuadrada d× d. Para que

el sistema (A.31) sea hiperbólico, la matriz A debe ser diagonalizable con autovalores

reales.

En los casos de sistemas de EDP, el análsis de estabilidad de Von Neumann para

esquemas en DF de un solo paso conduce a una matriz de amplificación G. Esta matriz

resulta al hacer la sustitución de Gneımθ por vnm. La condición de estabilidad es que

para cada T > 0, existe una constante CT tal que

‖ Gn ‖6 CT , (A.32)

donde 0 6 n∆t 6 T , para n → ∞. Una gran simplificación al analizar (A.32) para

sistemas hiperbólicos, se produce cuando el esquema tiene a G como una función

polinomial o racional de la matriz A. Entonces, la misma matriz que diagonaliza a
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A en (A.31), también diagonaliza a G, y la estabilidad del esquema vectorial puede

estudiarse al analizar la estabilidad de las ecuaciones escalares

wt + aiwx = 0, (A.33)

donde los ai son los autovalores de A. El nuevo vector de funciones w es linealmente

dependiente de u a través de la matriz de diagonalización.

Una condición fuerte para la estabilidad de (A.31), la establece el siguiente teorema

a través del radio espectral de la matriz de amplificación ρ(G).

Teorema A.3. Para toda matriz cuadrada G se tiene que

ĺım
n→∞

‖ Gn ‖= 0 si y sólo si ρ(G) < 1.
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