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Y RÁPIDAMENTE OSCILANTE EN EL TIEMPO

Trabajo Especial de Grado presentado por

Barbara Montañes
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RESUMEN.

Este TEG está dedicado al estudio teórico del oscilador armónico en la

red en presencia de un campo eléctrico no homogéneo y rápidamente oscilante

en el tiempo. Debido a que este es un sistema cuántico impulsado periódica-

mente y sometido a un régimen de alta frecuencia, hacemos uso de la teoŕıa de

Floquet para obtener la forma de la función de onda. Luego, usamos el método

de Maricq para calcular el Hamiltoniano efectivo y el operador de micromo-

vimiento. Mediante el Hamiltoniano efectivo calculamos las autofunciones y

el espectro de enerǵıa, donde obtenemos que la alta frecuencia produce una

selección de auto-estados del sistema y produce degeneración; también obser-

vamos que la no homogeneidad del campo eléctrico produce la aparición de

nuevos estados. Utilizamos la función de onda para calcular de forma numérica

la densidad de probabilidad y los valores medios de la posición y del momen-

tum, donde vemos que la part́ıcula eventualmente se encuentra oscilando entre

dos puntos de la red, entre los cuales hay uno preferencial. Mediante el valor

medio de la posición, deducimos que hay localización dinámica. Finalmen-

te, deducimos que hay un umbral en la frecuencia para el cual el sistema no

responde.
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3.1. El oscilador armónico cuántico en la red. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2. El oscilador armónico en la red en presencia de un campo eléctrico homogéneo. 46
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correspondiente a semiconductores. Las zonas moradas indican las regiones

llenas con electrones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4. Oscilaciones de Bloch, con un periodo τB = 2π~
ae|E| . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1. (E + 2A)/(1
2
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INTRODUCCIÓN.

El oscilador armónico es el sistema más estudiado en la F́ısica, en especial en la f́ısi-

ca del estado sólido donde los puntos de una red cristalina representan a los átomos en

un sólido cristalino, los cuales realizan pequeñas oscilaciones sinusoidales alrededor de su

punto de equilibrio; este comportamiento se representan mediante el oscilador armónico

cuántico. Basandonos en el creciente interés en el estudio de este sistema f́ısico forzado,

consideramos necesario el estudio del sistema oscilador armónico cuántico forzado en una

red.

En 1986, Mattis [1] propone al oscilador armónico cuántico en la red para modelar el

espectro de autovalores de la capa de inversión en la superficie de un semiconductor cuan-

do los electrones (o huecos) saltan en una región de densidad de carga eléctrica constante.

Seguidamente, Chalbaud, Gallinar y Mata [2] en ese mismo año publican las soluciones

a este problema, donde las autofunciones vienen dadas por las funciones de Mathieu; a

diferencia del caso continuo donde las autofunciones vienen dada por las funciones de

Hermite. Luego, Gallinar y Chalbaud [3] estudiaron la dinámica que sigue el oscilador

armónico cuando está en presencia de un campo eléctrico homogéneo, siendo uno de sus

aportes las oscilaciones de Bloch amortiguadas asociada a este sistema.

Por otra parte, sabemos que uno de los temas que actualmente ha adquirido un gran

interés en el área de f́ısica del estado sólido, tanto en estudios experimentales como teóri-

cos, son los sistemas cuánticos impulsados periódicamente [4]; ya que ofrece una forma

prometedora para explorar nuevos fenómenos cuánticos que seŕıan dif́ıciles o imposibles

de observar de otra manera. Estos sistemas cuánticos influyen notablemente en la localiza-

ción dinámica [5, 6] y en la transiciones de fase dinámicas [7, 8]. Para tratar estos sistemas

cuánticos impulsados periódicamente utilizamos la Teoŕıa de Floquet, la cual se usa para

estudiar los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periódicos y ha

sido extendido al tratamiento de Hamiltonianos dependientes periódicamente del tiempo

por Shirley y posteriormente por Sambe alrededor de 1970 [9, 10]. Nuestro interés en tra-

bajar con esta teoŕıa está basado en que este método nos permite obtener las soluciones

para un problema con Hamiltoniano dependientes periódicamente del tiempo, de manera

no perturbativa [11, 12, 13, 14]. Aunque la forma general de la solución de una ecuación

diferencial con coeficientes periódicos es dada por el Teorema de Floquet; este teorema

por śı mismo no nos proporciona información de cómo calcular la función o solución de

Floquet, simplemente afirma que tal función existe [15, 14, 11, 16].



Recientemente, se ha generado un gran interés en el área de la f́ısica de materia conden-

sada en estudiar los sistemas cuánticos impulsados periódicamente y sometidos a un régi-

men de alta frecuencia; por ejemplo, en el contexto de transporte cuántico [17, 18, 19, 20],

fases cuánticas topológicas [21, 22] y detecciones cuánticas del Fermión de Majorana

[23, 24]. Aunque el estudio de las ecuaciones diferenciales con coeficientes periódicos pre-

senta una seria dificultad debido a que no se conoce ningún método general para deter-

minar una solución de Floquet del Hamiltoniano periódico; tenemos que un método muy

usado especialmente para el ĺımite de alta frecuencia, donde la contribución de orden

superior es despreciable, es la expansion de Floquet-Magnus [11, 16]. En este TEG, utili-

zamos la representación dada por Maricq de dicha expansion [25].

Basandonos en lo antes expuesto, en este TEG, estudiamos el comportamiento del

modelo dado por Gallinar-Chalbaud, pero con un campo eléctrico no homogéneo que os-

cila rápidamente en el tiempo. El desarrollo de este trabajo se estructura en los siguientes

objetivos:

Objetivo General.

Estudiar la dinámica del sistema f́ısico oscilador armónico en una red unidimensional

bajo la acción de un campo eléctrico no homogéneo, periódico y rápidamente oscilante en

el tiempo.

Objetivos Espećıficos.

• Estudiar la documentación teórica relacionada a teoŕıa de bandas, método de tight-

binding, teoŕıa de Floquet, oscilaciones de Bloch, expansión de Floquet-Magnus,

método de Maricq, localización dinámica y el oscilador armónico en una red.

• Hallar el Hamiltoniano efectivo, independiente del tiempo, de manera estroboscópi-

ca, considerando como Hamiltoniano del sistema

H(t) = −2A cos(ap) +
kx2

2
+
(
εx− γ

3
x3
)

cos(ωt), ω >> ω0 (1)

• Calcular el espectro y las funciones de ondas del Hamiltoniano efectivo y analizar

la distribución de probabilidad asociada.



• Hallar el operador de micromovimiento, mostrar que posee términos oscilantes y

analizar la presencia de términos no adiabáticos en la función de onda del Hamilto-

niano dependiente del tiempo.

Este TEG, está organizado de la siguiente manera:

• En el Caṕıtulo 1, introduciremos los conceptos básicos para la comprensión del con-

texto en el que se desarrolla este TEG. Comenzaremos por estudiar como se agrupan

los estados electrónicos en las bandas de enerǵıa, para diferenciar los tipos de sólidos

cristalinos; enfoncando nuestra atención en los materiales semiconductores. Seguido

de esto, se presenta la teoŕıa de Floquet como herramienta para analizar la forma

general de la solución de una ecuación diferencial con coeficientes periódicos. En la

Sección 1.4, daremos una descripción de la aproximación de tight-binding, debido a

que la enerǵıa cinética del Hamiltoniano del sistema en estudio es la enerǵıa asociada

a la aproximación de tight-binding. Finalmente, discutiremos acerca de la definición

de las oscilaciones de Bloch.

• En el Caṕıtulo 2, estudiaremos un método para hallar al menos una solución de Flo-

quet del Hamiltoniano periódico, llamado expansion de Floquet-Magnus; utilizando

la representación dada por Maricq de dicha expansion. Al final de este caṕıtulo,

introduciremos el concepto de adiabaticidad, debido a que nuestro sistema está so-

metido a una perturbación con dependencia temporal.

• En el Caṕıtulo 3, hacemos una revisión bibliográfica del oscilador armónico cuántico

en la red, comenzaremos por Mattis [1] quien propone al oscilador armónico cuánti-

co en la red. Seguidamente, señalamos las soluciones de este problema que dieron

Chalbaud, Gallinar y Mata [2]. Finalmente, en la Sección 3.2, analizamos la dinámi-

ca que sigue el oscilador armónico cuando está en presencia de un campo eléctrico

homogéneo basandonos en el trabajo de Gallinar y Chalbaud [3], donde uno de sus

aporte es las oscilaciones de Bloch asociada a este sistema.

• En el Caṕıtulo 4, se muestran los resultados principales de este TEG. En la Sección

4.1, calculamos anaĺıticamente, haciendo uso de la representación de Maricq, el Ha-

miltoniano efectivo y el Operador de micromovimiento; del Hamiltoniano efectivo



cálculamos las autofunciones y el espectro de enerǵıa. Analizamos el comportamien-

to del espectro en función de los parámetros A, ε y γ. En la Sección 4.2, haciendo uso

de la teoŕıa de Floquet, obtenemos la Función de Onda de (1). Además, discutimos

sobre los términos no adiabáticos del operador de micromovimiento. Finalmente, en

la Sección 4.3, mostramos cómo es la dinámica que sigue la función de onda median-

te el estudio de la densidad de probabilidad de los operadores posición y momentum

y del valor medio de dichos operadores .



Caṕıtulo 1

Teoŕıa de Bandas.

En este caṕıtulo introduciremos los conceptos básicos para la comprensión del con-

texto en el que se desarrolla este TEG. Comenzaremos por estudiar como se agrupan los

estados electrónicos en las bandas de enerǵıa, para diferenciar los tipos de sólidos cris-

talinos; enfoncando nuestra atención en los materiales semiconductores. Seguido de esto,

se presenta la teoŕıa de Floquet como herramienta para analizar la forma general de la

solución de una ecuación diferencial con coeficientes periódicos [14, 15, 13]. En la sección

1.4, daremos una descripción de la aproximación de tight-binding, debido a que la enerǵıa

cinética del Hamiltoniano del sistema en estudio es la enerǵıa asociada a la aproximación

de tight-binding. Finalmente, discutiremos acerca de la definición de las oscilaciones de

Bloch y el cómo podemos observarlas.

1.1. Bandas de Enerǵıa.

Las bandas de enerǵıa electrónica en un sólido representan la estructura electrónica

básica del sólido. Para estudiar la formación de la banda de enerǵıa, consideramos la

agregación de los N átomos (N ≈ 1023); cuando estos átomos se aproximan, los niveles

de enerǵıa de cada átomo se ven influenciados por los otros átomos, de manera que el

nivel de enerǵıa de uno en particular se divide en N subniveles estrechamente espaciados,

formando aśı una banda de enerǵıa [26, 27].

Tenemos que los electrones en los cristales están repartidos en bandas de enerǵıa, estas

bandas de enerǵıa son: la banda de valencia en la cual se encuentra los electrones de los

estados de valencia no conductores, esta banda está predominantemente llena de electro-

nes; las bandas de condución están dominantemente vaćıas. A la mı́nima diferencia de
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Figura 1.1: Estructura de bandas.

enerǵıa entre estas bandas de enerǵıa se le denomina gap o banda de enerǵıa prohibida.

En la Figura 1.1 mostramos la estructura de banda de un cristal, donde la frontera entre

los estados ocupados y los no ocupados a temperatura cero es la enerǵıa de Fermi, de

manera que las bandas de valencia son bandas con enerǵıa menor a la enerǵıa de Fermi,

mientras que las bandas de conducción aparecen a enerǵıas superiores [26, 28].

Una manera de imaginar a un aislante es juntando varios átomos que no comparten

electrones entre śı; de esta manera los electrones se localizan mayoritariamente alrededor

del átomo al que pertenecen. Los aislantes tienen un gap grande y por lo tanto sus elec-

trones requieren grandes cantidades de enerǵıa para moverse (> 1 eV ); debido a que un

campo eléctrico externo no seŕıa lo suficientemente intenso como para que los electrones

pasen a la banda de conducción. Los semiconductores (como el silicio y el germanio) son

materiales tecnológicamente muy útiles, debido a que sus átomos comparten mejor los

electrones y por lo tanto sus gaps son más pequeños que los gaps de los aislantes. Los

semicoductores son por tanto excelentes interruptores presente en cualquier procesador

moderno. Por otra parte, tenemos que en los metales existen muchos estados energéti-

cos vaćıos donde los electrones pueden excitarse con facilidad (ver Figura 1.2). El metal

posee estados electrónicos que necesitan una enerǵıa muy pequeña con respecto a la que

necesitan los semiconductores para conducir. Otra manera de tener un metal es cuando
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Figura 1.2: Esquema de la ocupación eléctronica de las bandas permitidas de enerǵıa

correspondiente a aislantes y metales. Las zonas moradas indican las regiones llenas con

electrones.

las bandas de enerǵıa se solapan en un cristal que tiene un número par de electrones por

celda primitiva, en este caso tendŕıamos dos bandas parcialmente llenas [26, 29, 30, 31].

1.2. Semiconductores.

Un semiconductor intŕınseco o puro es un semiconductor cristalino sin impurezas ni

defectos en su red, tales como el silicio y el germanio. En el cero absoluto (0 K) el semi-

conductor tiene justo los suficientes electrones para llenar las bandas de valencia, por lo

que no sobran electrones para ocupar las bandas de conducción, como se muestra en la

Figura 1.1. En este caso el semiconductor se comporta como un aislante [28, 30].

Sin embargo, cuando incrementamos la temperatura la agitación térmica rompe algu-

nos enlaces que quedan incompletos. Cada enlace roto crea un par de portadores, electrón

y hueco. Estos electrones se excitan térmicamente desde la banda de valencia hasta la

banda de conducción, en donde se convierten en móviles. Por otra parte, tenemos que la

ocupación electrónica de un semiconductor depende del aumento de la temperatura, ya

que el número de estados accesibles (o huecos) aumenta (ver semiconductor de la izquier-

da de 1.3) cuando aumentamos la temperatura y de la presencia de impurezas, ya que el

semiconductor sufre un déficit de electrones (ver semiconductor de la izquierda de 1.3)

o aumento de electrones (ver semiconductor de la derecha de 1.3) cuando éste está en

presencia de impurezas [26].
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Figura 1.3: Esquema de la ocupación eléctronica de las bandas permitidas de enerǵıa

correspondiente a semiconductores. Las zonas moradas indican las regiones llenas con

electrones.

La banda de conducción está vacante en el cero absoluto y está separada por una

banda prohibida de la banda de valencia llena. Cuando se aumenta la temperatura, los

electrones se excitan térmicamente desde la banda de valencia hasta la banda de con-

ducción. Tanto los electrones de la banda de conducción como los orbitales vacantes o

huecos que dejan tras śı en la banda de valencia, contribuyen a la conductividad eléctrica.

Además, la conductividad eléctrica de un semiconductor es generalmente mucho menor

que la de un conductor, debido al número reducido de electrones y huecos disponibles.

Otra caracteŕısticas de los semiconductores es que su conductividad depende fuertemente

de la temperatura, que es la que regula el número de portadores [26, 31].

1.3. Teoŕıa de Floquet.

El matemático francés Achille Marie Gaston Floquet formuló en 1883 un teorema

para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias conocido posteriormente como el teore-

ma de Floquet. Este teorema da las soluciones a las ecuaciones diferenciales lineales con

coefientes periódicos, y ha sido extendido al tratamiento de Hamiltonianos dependientes

periódicamente del tiempo [11, 12, 13, 14].

Nuestro interés en trabajar con esta teoŕıa está basado en que este método nos permite
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obtener las soluciones para un problema con Hamiltoniano dependientes periódicamente

del tiempo,

H(t) = H(t+ τ)

La forma general de la solución de una ecuación diferencial con coeficientes periódicos

es dada por el Teorema de Floquet. El cual estudiaremos a continuación.

1.3.1. Teorema de Floquet

Comenzamos el estudio del teorema de Floquet partiendo de las soluciones de la ecua-

ción de Hill, la cual tiene la forma

Ψ′′(t) + q(t)Ψ(t) = 0 (1.1)

dicha ecuación está caracterizada por la periodicidad de q(t) con periodo mı́nimo τ ; es

decir

q(t+ τ) = q(t).

Sean ψ1(t) y ψ2(t) dos soluciones linealmente independientes de la ecuación de Hill,

entonces ψ1(t+ τ) y ψ2(t+ τ) son también soluciones de la ecuación de Hill, ya que dicha

ecuación permanece invariante al sustituir t por t+τ . Ahora bien, por medio del siguiente

teorema indicaremos cuando una solución es de tipo Floquet.

Teorema # 01: Solución o Función de Floquet

Existe al menos una constante ρ no nula y una solución ψ(t) de la ecuación de Hill

que cumple con la siguiente igualdad

ψ(t+ τ) = ρψ(t) (1.2)

todas las soluciones ψ(t) que cumplen con esta propiedad son consideradas soluciones o

funciones de Floquet [15].

Este teorema nos garantiza que hay al menos una solución de la ecuación de Hill que

cumple con la propiedad de Floquet enunciada en el Teorema # 01, pero este teorema no

nos dice nada acerca de la otra solución de dicha ecuación, Ψ2(t). Para estudiar que pasa

con la segunda solución de la ecuación de Hill, enunciamos el siguiente teorema [13]
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Teorema # 02

Existen dos soluciones linealmente independientes ψ1(t) y ψ2(t) de la ecuación de Hill,

tal que

i) ψ1(t) = eh1tP1(t) , ψ2(t) = eh2tP2(t) donde h1 y h2 son constantes, no necesaria-

mente distintas, y P1(t) y P2(t) son funciones periódicas con peŕıodo τ .

o

ii) ψ1(t) = ehtP1(t) , ψ2(t) = eht[xP1(t) + P2(t)] donde h es una constante, y P1(t) y

P2(t) son funciones periódicas con peŕıodo τ .

En el caso (i) tenemos que ambas soluciones cumplen con la propiedad de Floquet, es

decir, son de forma

ψi(t+ τ) = ρiψi(t) i = 1, 2.

Este caso es el más usado, debido a que el teorema de Bloch se puede ver como una

combinación lineal de dos soluciones de la ecuación de Hill de tipo Floquet; es decir, que

ambas soluciones de la ecuación de Hill cumplan con la propiedad de Floquet [15]. Este

teorema es análogo al teorema de Bloch, donde el potencial es periódico en el espacio.

1.3.2. Teorema de Bloch

En 1928, Bloch descubrió que no importa cuán fuerte sea el potencial periódico, mien-

tras sea periódico, se conserva el momento cristalino. Este descubrimiento se conoce como

el Teorema de Bloch.

El Teorema de Bloch enuncia que la función de onda de un electrón en un potencial

periódico externo

V (x) = V (x+ a),

se puede escribir como el producto de una función con la misma periodicidad del potencial

y un factor de fase derivado de la simetŕıa traslacional, es decir,

ψj,k(x) = eikxuj,k(x),
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con uj,k(x) = uj,k(x+ a), j es el número de banda y k un vector del espacio rećıproco.

Al desplazar la función de onda con un vector de traslación unitario a (para el caso

unidimensional), ésta adquiere la forma

ψj,k(x+ a) = eikaψj,k(x) , (1.3)

de modo que la densidad de probabilidad |ψj,k(x)|2 es exactamente la misma debido a que

la magnitud del factor de fase es uno [32].

Por otra parte, tenemos que las funciones de Bloch son funciones periódicas en k [33];

es decir,

ψj,k+ 2π
a

(x) = ψj,k(x).

Las funciones de Bloch pueden combinarse en paquetes de ondas localizadas para

representar electrones que se propagan libremente a través del campo potencial de los

núcleos iónicos.

Un ejemplo unidimensional que nos ayudará a la comprensión de este teorema es el

modelo de Kronig-Penney, el cual consiste en una sucesión de pozos cuadrados y aunque

es una simplificación muy grande respecto a un potencial real, muestra la estructura de

bandas t́ıpicas debidas a la simetŕıa traslacional de la red (ver [26, 28]).

1.4. Aproximación de electrones fuertemente enlaza-

dos (Aproximación de Tight-Binding)

El modelo de electrones fuertemente enlazados (tight-binding) o el método de LCAO

(combinación lineal de orbitales atómicos) fue originalmente propuesto por Bloch en 1928.

La idea del modelo de tight-binding es representar los estados electrónicos de la red por

funciones, tales que cerca de un ión se parezca a un estado atómico [34]. Además, debido

a que experimenta ligeras variaciones por la presencia de otros átomos en el sólido y a que

los electrones están fuertemente ligados a sus propios átomos, sus funciones de onda están

casi libres de influencia por átomos vecinos. La aproximación es más útil para describir

las bandas de enerǵıa que surge de la capa d parcialmente llena de los atómos de metales

de transición y para describir la estructura electrónica de aislantes [28, 31].
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En el desarrollo de este modelo, suponemos que todos los átomos de la red se compor-

tan de misma manera, por lo que estudiamos como un sólo átomo localizado en un punto

de la red se ve afectado por sus átomos vecinos mediante el Hamiltoniano, Hat, y extrapo-

lamos este comportamiento a los demás átomos. Mediante la ecuación de Schrödinguer,

tenemos

HatΨn = EnΨn,

donde requerimos que Ψn(x) sea muy pequeño cuando x exceda una distancia del orden

de la constante de red a.

Ahora bien, supongamos que ψa(x− l) es un orbital atómico para un átomo libre con

centro l, esto implica que podemos construir una función que satisface la condición de

Bloch

ψk(x) =
1√
N

N∑
l=1

eiklψa(x− l). (1.4)

Tenemos que ψa(x − l) es de gran magnitud en las vecindades de l y decae rápida-

mente para otros puntos alrededor de l. Al alcanzar el vecino próximo, ψa(x− l) ≈ 0 y el

solapamiento entre los ψa es mı́nimo.

Procedemos a escribir a ψk(x) como una función de Bloch usual; es decir,

ψk(x) =
1√
N
eikx

N∑
l=1

e−ik(x−l)ψa(x− l) ,

esto implica que ψk(x) es una función que depende unicamente de la posición relativa x−l.

Como primera aproximación, tenemos que el valor esperado de la enerǵıa se comporta

como

ε(k) =
〈ψk|H(x)|ψk〉
〈ψk|ψk〉

. (1.5)

Tenemos que la corrección para los valores de átomo libre será pequeña si las funciones

de onda vecinas y potenciales no se superponen. Por otra parte, debido a que ψk(x)

es la función de onda electrónica, y además hay N electrones, tenemos que sumar la

contribución de todos los electrones. De esta forma

ε(k) =

〈∑
l′

ψk

∣∣∣∣∣H(x)

∣∣∣∣∣∑
l′

ψk

〉
=

1

N

∑
ll′

eik(l−l′) 〈ψk(x− l′) | H(x) | ψk(x− l)〉
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=⇒ ε(k) =
1

N

∑
h

eikhεh (1.6)

de donde, h = l − l′. Haciendo l′ = 0, obtenemos que

εh = 〈ψk(x) | H(x) | ψk(x− h)〉 . (1.7)

Debido a la periodicidad de la red, las integrales εh dependen únicamente de la posición

relativa de los átomos, h = l− l′, de los sitios sobre los cuales los orbitales estan centrados.

Por otra parte, tenemos que V (x) es la enerǵıa potencial cristalina, la cual separare-

mos en dos contribuciones: Va que es la contribución de la enerǵıa potencial de un átomo

aislado situado en el origen y Ṽ (x) la contribución debida a los otros átomos.

Usando (1.6), tenemos que

ε(k) =
1

N

(
ε0 +

∑
h

eikhεh

)
(1.8)

Para h = 0 de (1.7), tenemos que

ε0 = εa +
〈
ψk(x) | Ṽ (x) | ψk(x)

〉
= εa

donde 〈ψk(x) | Hat | ψk(x)〉 = εa, si h = 0 y 〈ψk(x) | Hat | ψk(x)〉 = 0 si h 6= 0.

Estas integrales εh serán distintas de cero sólo cuando se considere superposición de

funciones entre átomos primeros vecinos. También esperamos que sólo se superpongan los

orbitales de la banda más externa. Las otras bandas, correspondientes a niveles atómicos

de enerǵıa más bajos, no alcanzan a superponerse a la distancia de equilibrio interatómica.

Las integrales εh = −A son todas iguales entre śı y los niveles de enerǵıa estan dados

por:

ε(k) = εa − A
(
eika + e−ika

)
= εa − 2A cos(ka) (1.9)

Si la banda no está completamente llena, la enerǵıa total de todos los electrones dis-

minuye a medida que los átomos se mueven juntos y el ancho de banda aumenta. Esta

disminución de la enerǵıa es precisamente la fuerza vinculante de un enlace metálico. Esto

es resultado del hecho de que los electrones que sostienen los átomo juntos son móviles,

por esta razón pueden reajustar sus posiciones cuando el cristal es deformado [28, 29, 31].
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1.5. Funciones de Wannier.

Aunque el método de tight-binding es conceptualmente más simple, existen serias difi-

cultades cuando intentamos usarlo como un método cuantitativo. Parte de esas dificultades

surgen porque los estados de tight-binding no son ortogonales entre śı. En particular, si

construimos dos estados del mismo número de onda pero basado en diferentes estados

atómicos podemos fácilmente ver que debido a términos de solapamiento esos estados

no son ortogonales. Estas dificultades podŕıan evitarse tomando combinaciones lineales

apropidas de los orbitales atómicos en diferentes átomos tal que las integrales de super-

posición desaparezcan. Hay una manera sistemática de lograr esto que es el método de

las funciones de Wannier [29, 33].

Las funciones de Wannier forman una base apropiada para expresar estados localizados

en sólidos cristalinos. Tenemos que cada estado de Bloch puede ser expresado por una

serie de Fourier, es decir,

ψj,k(x) =
( a

2π

)1/2∑
n

Wj,n(x)eikna, (1.10)

de donde Wj,n(x) es la función de Wannier de la j-ésima banda y la n-ésima celda. Por

otra parte, tenemos que

Wj,n(x) = Wj(x− na)

y

Wj,n(x) =
( a

2π

)1/2
∫ π/a

−π/a
ψj,k(x)dk. (1.11)

Aśı, de (1.11), vemos que la función de Wannier Wj,n(x) es una combinación lineal lo-

calizada de todas las ondas de Bloch de una banda dada. Haciendo uso de la normalización

de las funciones de Bloch∫ ∞
−∞

ψ∗j,k(x)ψj′,k′(x)dx =
2π

a
δj,j′δ(k − k′) (1.12)

para k y k′, en la primera zona de Brillouin. Tenemos que∫ ∞
−∞

W ∗
j,n(x)Wj′,n′(x)dx = δj,j′δn,n′ (1.13)

En virtud de que podemos definir la función de onda de Bloch como
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ψ̃j,k(x) = eiφj(k)ψj,k(x)

la cual describe el mismo estado normalizado que ψj,k(x), siempre que φj(k) sea una

función real y que

φj(k + 2π/a)− φj(k) = 2πrj

con rj siendo un entero, tenemos que

W̃j(x) =
( a

2π

)1/2
∫ π/a

−π/a
ψ̃j,k(x)dk =

( a
2π

)1/2
∫ π/a

−π/a
eiφj(k)ψj,k(x)dk

lo cual nos dice que la función de Wannier no está uńıvocamente definida [33].

1.6. Oscilaciones de Bloch.

Las oscilaciones de Bloch fueron señaladas por primera vez por Bloch y Zener mientras

estudiaban las propiedades eléctrica de los cristales. Ellos observaron que el movimiento de

los electrones en un cristal perfecto que está bajo la acción de un campo eléctrico constante

seŕıa oscilatorio en lugar de uniforme. Por esta razón, se deduce que este fenómeno llamado

oscilaciones de Bloch describe las oscilaciones de una particula confinada en un potencial

periódico cuando una fuerza constante está actuando sobre la particula [4, 35, 36].

Para describir este comportamiento, calculamos la posición con respecto al tiempo,

X(t), de esta forma observaremos la trayectoria que sigue la part́ıcula en un instante de-

terminado. Para esto, tenemos que la ecuación de movimiento para un electrón perturbado

por un campo eléctrico constante E es

~
dk

dt
= −eE (1.14)

que tiene la solución

k(t) = k(0)− eE

~
t.

La velocidad v del electrón está dada por

v(k) =
1

~
dε(k)

dk
(1.15)
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donde ε(k) indica la relación de dispersión para una banda de enerǵıa dada. Supongamos

que ε(k) es la enerǵıa asociada a la aproximación de tight-binding, esto es

ε(k) = −2A cos(ak) (1.16)

donde a es la constante de red y A es el elemento de matriz de “salto”.

Aśı, v(k) esta dada por

v(k) =
2Aa

~
sin(ak) .

Por lo tanto, la trayectoria que sigue el electrón para un determinado tiempo, tomando

k(0) = 0, es

X(t) =

∫ t

0

v(k(t′))dt′ = X(0)− 2A

eE
cos

(
aeE

~
t

)
(1.17)

donde X(0) = 2A
eE

.

Esto muestra que el electrón oscila en el espacio real. La frecuencia angular de las

oscilaciones viene dada por ωB = ae|E|
~ y el peŕıodo con el cual se efectúan las oscilaciones

es τB = 2π~
ae|E| .

Figura 1.4: Oscilaciones de Bloch, con un periodo τB = 2π~
ae|E| .
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El fenómeno de las oscilaciones de Bloch, sólo podemos observarlo si τB es más corto

que el tiempo de relajación habitual τ .

Por otra parte, en un metal tenemos que τB es sustancialmente más largo que un

tiempo de relajación t́ıpico (temperatura ambiente) de τ . En este caso, para observar

las oscilaciones de Bloch tenemos dos posibilidades. La primera consiste en bajarle la

temperatura a un sólido casi perfecto para aumentar τ con respecto a τB. La segunda

es construyendo una red artificial con una constante b que es mucho más grande que la

escala atómica de a (por ejemplo usando una técnica de nanoestructura). Esto conducirá

a una distancia reducida en el espacio rećıproco que los electrones deben recorrer para

completar una oscilación de forma que se pueda observar el fenómeno [4, 36].



32 Teoŕıa de Bandas.



Caṕıtulo 2

Tratamiento a alta frecuencia.

Uno de los temas que actualmente ha adquirido un gran interés en el área de F́ısica del

estado sólido, y que es base fundamental en esta investigación son los sistemas cuánticos

impulsados periódicamente y sometidos a un régimen de alta frecuencia [17, 18, 19, 20].

Para tratar estos sistemas utilizamos la Teoŕıa de Floquet, la cual se usa para estudiar

los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periódicos [11, 12, 13, 14].

El Teorema de Floquet por śı mismo no nos proporciona información de como calcular la

función o solución de Floquet, simplemente afirma que tal función existe. En este caṕıtulo,

estudiaremos un método para hallar al menos una solución de Floquet del Hamiltoniano

periódico, llamado expansion de Floquet-Magnus; utilizando la representación dada por

Maricq de dicha expansion [25].

Al final de este caṕıtulo, introduciremos el concepto de adiabaticidad, debido a que

nuestro sistema está sometido a una perturbación con dependencia temporal [22, 37].

2.1. Evolución Dinámica de Sistemas Cuantizados

En esta sección, estudiamos como evoluciona la dinámica de los sistemas cuantizados

en el tiempo, mediante el operador de evolución temporal U(t). Tres maneras de descri-

bir la evolución dinámica son: el esquema de Schrödinger, el esquema de Heisenberg y el

esquema de interacción (o Dirac). En el esquema de Schrödinger, los estados cambian en

el tiempo y los operadores permanecen constante; a diferencia del esquema de Heisen-

berg, donde lo operadoras evolucionan en el tiempo y los estados permanecen constante.

Mientras que en el esquema de Dirac tenemos que tanto los operadores como los estados

evolucionan en el tiempo [38, 39].
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2.1.1. Esquema de Schrödinger

En el esquema de Schrödinger tenemos que los estados evolucionan con el tiempo y

los operadores que no dependen expĺıcitamente de t permanecen constantes. Por lo tanto,

para un estado en el instante t0, Ψ(t0), tenemos que mediante el operador de evolución

U(t, t0) definido en el espacio de Hilbert asociado al sistema cuantizado obtenemos el

estado Ψ(t) en un tiempo posterior t, esto es

Ψs(t) = U(t, t0)Ψs(t0). (2.1)

donde el sub́ındice se refiere a que estamos considerando los estados en el esquema de

Schrödinger [38, 40].

El operador de evolución temporal U(t, t0) es unitario, es decir,

U †(t, t0)U(t, t0) = U(t, t0)U †(t, t0) = I ,

y satisface la ecuación diferencial

− i~∂U(t, t0)

∂t
+H(t)U(t, t0) = 0 . (2.2)

Aśı, de la ecuación diferencial (2.2) obtenemos

− i~∂Ψs(t)

∂t
+H(t)Ψs(t) = 0 . (2.3)

Esta es la conocida forma de la ecuación dinámica de Schrödinger , donde el

Hamiltoniano H es denominado el Hamiltoniano del sistema.

Por otra parte, tenemos que los valores medios As evolucionan en el tiempo de acuerdo

a

< As >t=< Ψs(t)|As|Ψs(t) > . (2.4)

La ecuación dinámica de movimiento que obedece los observables dinámicos es

d

dt
< As >t=

i

~
< [H,As] >t . (2.5)

El esquema de Schrödinger es part́ıcularmente útil para ejecutar cálculos prácticos, ya

que la evolución temporal se obtiene resolviendo una ecuación diferencial [38].
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2.1.2. Esquema de Heisenberg

En el esquema de Heisenberg los operadores son los que evolucionan temporalmente

mientras que los estados permanecen constantes. La evolución temporal de los operadores

debe ser tal que dé lugar a los mismas propiedades cuánticas, para el mismo intante t,

que en el esquema de Schrödinger.

El esquema de Heisenberg es unitariamente equivalente a el de Schrödinger. Para

determinar la forma de los observables y de los estados en el esquema de Heisenberg

hacemos una transformación canónica generada por el operador de evolución U−1(t, t0),

definido en (2.2). Esto es,

ΨH(t) = U−1(t, t0)Ψs(t) , (2.6)

AH(t) = U−1(t, t0)AsU(t, t0) (2.7)

De las expresiones anteriores obtenemos que para el esquema de Heisenberg el vector

estado es un vector fijo en el espacio de Hilbert, es decir, el vector estado es constante

[38, 40].

Por otra parte, tenemos que el valor medio de cualquier observable en el tiempo t es

calculado a partir de

< AH >t=< ΨH(t)|AH |ΨH(t) > . (2.8)

Para evaluar esta ecuación hay que resolver la ecuación dinámica de los operadores

autoadjuntos

d

dt
< AH >t=

i

~
[H,AH ] +

∂AH
∂t

. (2.9)

Las propiedades cuánticas son expresadas mediante las reglas de conmutación, las cua-

les, para el mismo intante t, son las misma que en el esquema de Schrödinger.

La ventaja particular del esquema de Heisenberg es que las ecuaciones de movimiento

tienen la forma canónica y permiten la descripción covariante de las ecuaciones clásicas

de movimiento del análogo clásico. La desventaja del esquema en cuestión es que debemos

resolver una ecuación de movimiento diferente para cada observable [38].
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2.1.3. Esquema de Dirac o de Interacción

Este esquema fue diseñado para combinar las ventajas de los dos esquemas anterio-

res. Mientras mantiene las ecuaciones de movimiento simples, este esquema también nos

permite realizar cálculos en forma práctica y simple. El esquema de Interacción (o Di-

rac) es de gran utilidad cuando el Hamiltoniano al que está sometido el sistema se puede

descomponer como la suma de dos Hamiltoniano, H = H0 + W (t), donde H0 es tal

que las correspondientes ecuaciones de movimiento de Heisenberg son fácilmente solubles

[38, 39, 40]. En muchos casos, W (t) es una interacción perturbativa, pero no tenemos que

suponer nada sobre su magnitud.

El esquema de Interacción para definir los estados ΨD(t) y los observables dinámicos

AD del sistema, le aplicamos una transformación unitaria R(t0, t), donde la familia de

operadores R(t0, t) es unitaria y además satisface la ecuación diferencial (2.2), al esquema

de Schrödinger [38, 40]. Esto es,

ΨD(t) = R(t0, t)Ψs(t) , (2.10)

AD(t) = R(t0, t)AsR
−1(t0, t) . (2.11)

La evolución temporal de los observables depende sólo de H0, el cual, en muchas aplica-

ciones, corresponde al movimiento libre no influenciado por la interacción. Por otra parte,

la evolución temporal del vector estado es únicamente determinada porR(t0, t)W (t)R−1(t0, t),

el cual corresponde a los efectos dinámicos de la interacción.

La consecuencia inmediata de lo antes expuesto es que las ecuaciones de movimiento

de los diversos observables en el esquema de interacción seŕıan los mismos que los del

esquema de Heisenberg si W (t) ≡ 0. Las ecuaciones de movimiento de los observables en

el esquema de Interacción son formalmente ecuaciones de movimiento “libres” .

El vector estado obedece la ecuación dinámica

~
i

∂ΨD(t)

∂t
+R(t0, t)W (t)R−1(t0, t)ΨD(t) = 0 . (2.12)

El valor medio de cualquier observable en el tiempo t es calculado a partir de

< AD >t=< ΨD(t)|AD|ΨD(t) > . (2.13)

Para evaluar esta ecuación hay que resolver la ecuación dinámica de los operadores

autoadjuntos
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d

dt
< AD >t=

i

~
[
R(t0, t)H0R

−1(t0, t), AD
]

+
∂AD
∂t

. (2.14)

Las propiedades cuánticas son expresadas mediante las reglas de conmutación (relacio-

nes de Heisenberg), las cuales, para el mismo instante t son las misma que en el esquema

de Schrödinger y en el de Heisenberg [38].

El esquema de Interacción está a medio camino entre los esquema de Schrödinger y

el de Heisenberg, ya que tanto los estados como los observables cambian en el tiempo.

Además, las evoluciones cinemática y dinámica del sistema se separan [38].

En este TEG, trabajaremos con la interpretación dada por Dirac, es decir, con el es-

quema de Interacción. Debido a en nuestro sistema está en presencia de un campo eléctrico

no homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

2.2. Método de Floquet-Magnus.

Nuestro interés en estudiar este método se debe a que el sistema en estudio está en

presencia de un campo eléctrico que oscila rápidamente en el tiempo, por lo que la evo-

lución temporal de sus estados cuánticos pueden describirse mediante un Hamiltoniano

dependiente del tiempo. La ecuación de autovalores para este sistema viene dada por

dF (t)

dt
= iH(t)F (t), (2.15)

donde H(t) = H(t+τ), siendo τ el peŕıodo de dicho Hamiltoniano. El teorema de Floquet

indica que la solución Ψ(x, t) tiene una estructura muy precisa:

F (t) = P (t)e−iGt , (2.16)

donde G es el Hamiltoniano efectivo, un Hamiltoniano independiente del tiempo, y P (t)

es el operador de micromovimiento, el cual cumple con la siguiente propiedad P (t) =

P (t + τ) ∀t para garantizar la estructura de Floquet [11, 41]. Por lo tanto, aunque una

solución de (2.15) en general no sea periódica, la periodicidad del operador de micromo-

vimiento nos garantiza que (2.16) sea periódica [41].
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El teorema de Floquet por śı mismo no proporciona información práctica de como de-

terminar al Hamiltoniano efectivo y al operador de micromovimento. Simplemente afirma

su existencia. Aunque el estudio de las ecuaciones diferenciales con coeficientes periódi-

cos presenta una seria dificultad debido a que no se conoce ningún método general para

determinar a P (t) y a G.

Dos maneras de explorar la estructura de F (t) son

1era) Se realiza una expansión de Fourier de la solución formal, llevando a un sistema

infinito de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Aśı, el sistema fi-

nito dependiente de t es reemplazado por una constante al precio de manejar dimensión

infinita. La resolución del sistema truncado proporciona una solución aproximada.

2do) Es de caracter perturbativa. Trata directamente con la forma (2.16) expandiendo

P (t) =
∞∑
n=1

Pn(t) G =
∞∑
n=1

Gn , (2.17)

donde cada término G en (2.17) es fijo para asegurar Pn(t) = Pn(t + τ), lo que a su vez

garantiza la estructura de Floquet (2.16) en cualquier orden de aproximación [41].

2.3. Hamiltoniano efectivo.

En el teorema de Floquet, observamos al sistema estroboscópicamente, esto es, en

tiempos t2 = t1 + Nτ , donde Nτ es el tiempo estroboscópico medido en unidades del

peŕıodo. Es decir, el sistema se observa a dos escalas de tiempo: la primera escala se re-

presenta mediante el Hamiltoniano efectivo G, el cual se rige por el tiempo estroboscópico

[4]. El Hamiltoniano efectivo es el Hamiltoniano del sistema promediado, el cual nos da

la parte adiabática de los sistemas cuánticos impulsados periódicamente. Por esta razón,

podemos calcular las autofunciones y el espectro de enerǵıa mediante el Hamiltoniano

efectivo.

2.4. Operador de micromovimiento.

La segunda escala de tiempo que obtenemos al mirar el sistema de forma estrobóscopi-

ca está representada por el operador de micromovimiento, P (t). Este operador nos brinda
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la contribución que proviene de la dependencia periódica del tiempo de los modos Floquet,

ya que cumple con la siguiente propiedad, Pn(t) = Pn(t+τ), para garantizar la estructura

de Floquet (2.16) en cualquier orden de aproximación [11, 25, 41].

Mediante el operador de micromovimiento podemos recuperar la parte no adiabática

del sistema.

2.5. Expansion de Floquet-Magnus.

La aproximación de Floquet-Magnus, nos proporciona un método para determinar al

operador de micromovimiento y al Hamiltoniano efectivo, de tal manera que garantizamos

la estructura de (2.16).

Para estudiar este método, comenzaremos por introducir la función de Floquet (2.16)

en la ecuación diferencial (2.15), para obtener la ecuación de evolución para P (t):

Ṗ (t) = −iH(t)P (t)− iP (t)G , P (0) = I

determinamos G para asegurar que Pn(t) = Pn(t+ τ) [11, 41]. Ahora bien, reemplazamos

el esquema perturbativo usual en la ecuación (2.17)

P (t) = eΛ(t) , Λ(0) = 0 (2.18)

la periodicidad se preserva con Λ(t+ T ) = Λ(t).

Ahora bien, considerando las expansiones de las series Λ y G, esto es

Λ(t) =
∞∑
n=1

Λn(t) G =
∞∑
n=1

Gn , (2.19)

con Λn = 0, ∀n. Obtenemos finalmente, la forma explicita del ansatz propuesto para F (t)

F (t) = e
∑∞
n=1 Λn(t)e

∑∞
n=1Gn (2.20)

Este método es llamado la expansión de Floquet-Magnus [11].
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2.6. Representación de Maricq.

Esta representación de la expansión de Floquet-Magnus que nos brinda Maricq, es un

método más sencillo para determinar al operador de micromovimiento P (t), garantizando

la estructura de la función de Floquet.

Para estudiar este método dado por Maricq [25], tenemos que para un Hamiltoniano

periódico en el tiempo con peŕıodo τ , el operador de evolución satisface la condición de

ser unitario y de cumplir con la ecuación diferencial

dU(t)

dt
= −iH(t)U(t) . (2.21)

Como el Hamiltoniano H(t) es una función periódica en el tiempo, con peŕıodo τ ,

tenemos que la ecuación diferencial (2.21) tiene la forma de la ecuación diferencial de

Hill. Por el teorema de Floquet tenemos que la solución a la ecuación (2.21) es la función

de Floquet; por lo tanto, el operador de evolución puede ser escrito como

U(t) = P (t)e−iGt . (2.22)

Al sustituir el operador de evolución dado en (2.22) en la ecuación (2.21), obtenemos

dP (t)

dt
= −iH(t)P (t) + iP (t)G , (2.23)

con P (0) = I. Obtenemos un esquema perturbativo proponiendo las siguientes expansiones

P (t) =
∞∑
n=1

λnPn(t)

G =
∞∑
n=1

λnGn

(2.24)

y con la sustitución de H → λH. El factor λ se ha introducido para realizar un segui-

miento de los distintos ordenes y se fija en 1 al final.

Al sustituir la ecuación (2.24) en (2.23), y luego comparando los coeficientes de λn de

cada lado de la ecuación, obtenemos el resultado principal
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Pn(t) = −i
∫ t

0

dt′

{
H(t′)Pn−1(t′)−

n−1∑
k=1

Pk(t
′)Gn−k −Gn

}

Gn =
1

τ

∫ τ

0

dt′

{
H(t′)Pn−1(t′)−

n−1∑
k=1

Pk(t
′)Gn−k

} (2.25)

Los Gn son obtenidos con el requisito adicional de que cada Pn(t) son periódicos con

peŕıodo τ . Las condiciones de consistencia impuesta por este método son P0(t) = I y

G0 = 0 [25].

2.7. Convergencia.

En esta sección, estudiaremos la convergencia de las series dadas por las ecuaciones

en (2.24). Para cualquier discusión de la convergencia, cuando el tamaño de términos su-

cesivos debe ser determinado, el concepto de una norma debe ser introducido. En nuestro

caso sólo necesitamos saber que una norma puede definirse en el espacio de operadores

que contienen a H(t) [25].

De la ecuación (2.22) y de la periodicidad de P (t), tenemos que

U(τ) = eiGτ (2.26)

Determinamos U(t) por el método de aproximación de Picard. Una secuencia de fun-

ciones se define por

U(t) = 1

U(t) = 1− i
∫ t

0

λH(t′)Un(t′)dt′ .
(2.27)

El factor λ es introducido como un parámetro de expansión. Note que la secuencia

anterior produce por lo tanto una expansión en serie de potencia para U(t) en términos

del parámetro λ. Para la discusión actual de la convergencia, tenemos λ como una medida

del tamaño del Hamiltoniano. Aśı, ‖λH‖ = λ. Por inducción, la norma de las diferencias

de los términos sucesivos son

‖Un(t)− Un−1(t)‖ ≤ λntn

n!
. (2.28)

Por lo tanto, (2.27) produce una sucesión convergente para el propagador U(t). La pe-

riódicidad del Hamiltoniano es explicada por la expansión de H(t) en una serie de Fourier.
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Si la convergencia de Un(t) implica mediante la ecuación (2.26), que la serie para e−iGt

converge. Entonces, la serie de potencia G =
∑∞

n=1 λ
nGn tambien debe de converger [25].

Debido a las difilcutades en la evaluación de los términos de orden mayor Pn(t), es

deseable truncar la serie despues de los tres primeros términos [25].

2.8. Teorema Adiabático.

En esta sección estudiamos el teorema adiabático, debido a que nuestro sistema en es-

tudio consiste en el oscilador armónico cuántico en la red, el cual está en presencia de una

campo eléctrico no homogéneo que oscila rápidamente en el tiempo. Observando al siste-

ma estroboscópicamente, tenemos dos reǵımenes. El primero es cuando la perturbación o

la dependencia temporal del Hamiltoniano vaŕıan mucho más lentamente que los tiempos

caracteŕısticos del sistema, llamado ĺımite adiabático; en este reǵımen el operador de evo-

lución completo es equivalente a la evolución del sistema generado por el Hamiltoniano

estático. El segundo reǵımen es cuando esta aproximación no se cumple y los tiempos

caracteŕısticos de la dinámica del sistema son comparables a la dependencia temporal del

Hamiltoniano. En el caso de una perturbación periódica en el tiempo, debemos comparar

el peŕıodo τ del Hamiltoniano con los tiempos caracteŕısticos del sistema. Cuando estos

tiempos son del mismo orden, la perturbación es no adiabática [22].

Por otra parte, tenemos que si el Hamiltoniano H(t) de un sistema es dependiente del

tiempo t, la ecuación de movimiento de Schödinger

~
dΨ(t)

dt
= −iH(t)Ψ(t) (2.29)

tiene en general soluciones no estacionarias. Pero en el ĺımite cuando el cambio de H(t)

se hace más lento que los tiempos caracteŕısticos del sistema, el sistema pasa de un es-

tado estacionario de H(0) a otros estados estacionarios de H(t), para todo t. Esta es la

afirmación del teorema adiabático de la mecánica cuántica [37].

La prueba más completa hasta ahora dada al teorema adiabático se debe a Max Born

y Vladimir Fock. Ellos postularon que un estado f́ısico permanece en su autoestado ins-

tantáneo si la perturbación que actúa sobre él es suficientemente lenta en comparación

con los tiempos caracteŕısticos del sistema y hay una brecha entre su autovalor y el resto

del espectro del Hamiltoniano.



Caṕıtulo 3

El oscilador armónico cuántico en la

red.

En este caṕıtulo, hacemos una revisión bibliográfica del oscilador armónico cuántico

en la red, comenzamos por Mattis [1] quien en 1986 propone el oscilador armónico cuánti-

co en la red para modelar el comportamiento de los electrones (o huecos) que saltan en

una región de densidad de carga eléctrica constante en la superficie de un semicondutor.

Seguidamente, señalamos las soluciones de este problema que dieron Chalbaud, Gallinar

y Mata [2] en ese mismo año. Finalmente, analizamos la dinámica que sigue el oscilador

armónico cuando está en presencia de un campo eléctrico homogéneo basandonos en el

trabajo de Gallinar y Chalbaud [3], donde uno de sus aporte es las oscilaciones de Bloch

asociada a este sistema.

3.1. El oscilador armónico cuántico en la red.

En 1986, Mattis [1] propuso el Hamiltoniano, H, que describe al oscilador armónico

cuántico en la red para modelar el comportamiento de la densidad de carga en la super-

ficie de un semiconductor. Este Hamiltoniano tiene la forma H = H0 + V (x), donde H0

es la enerǵıa cinética del sistema, la cual adopta la forma del término de enerǵıa de la

aproximación de tight binding para describir el movimiento de las part́ıculas de Wannier

(electrones o huecos) cuando “saltan” desde un sitio de la red a otro.

El potencial V (x) describe el comportamiento de la densidad de carga de las part́ıcu-

las, la cual vaŕıa como V (x) ∝ x2/2, donde x = na ≥ 0 es la distancia perpendicular

desde la superficie del semiconductor, siendo n la etiqueta de los ı́ndices del plano y a la
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constante de la red o la distancia entre los planos que son paralelos a la superficie.

El Hamiltoniano en cuestión viene dado por

H = −A(eiap + e−iap) +
kx2

2
(3.1)

donde A ≥ 0 es el usual elemento de matriz de “salto”(hopping) obtenido a partir de la

estructura de banda de enerǵıa, k es la constante elástica del oscilador. Los operadores

e±iap producen las traslaciones de la part́ıcula en la red.

Basados en el trabajo de Mattis [1], Chalbaud, Gallinar y Mata [2] obtuvieron las

soluciones a este problema. Ellos partieron de la ecuación de Schrödinger en la represen-

tación de los momentos, HΨ(p) = EΨ(p), para obtener la forma canónica de la ecuación

diferencial de Mathieu, la cual resulta ser

d2Ψ(ν)

dp2
+ (α− 2q cos(2ν))Ψ(ν) = 0, (3.2)

donde

ν ≡ 1

2
ap, q ≡ − 8A

ka2
, α ≡ 8E

ka2
.

Como x/a tiene que ser un número entero porque la part́ıcula existe sólo en los puntos

de la red, las funciones de onda básicas en la representación de los momentos serán ondas

planas con la periodicidad de la red rećıproca p = 2π/a. Las autofunciones Ψr(ν) de (3.2)

vienen dadas en términos de las funciones de Mathieu ce2r(ν; q) y se2r(ν; q) :

Ψe
r(ν) = N e

r ce2r(ν; q) r = 0, 1, 2, ..., (3.3)

para las funciones periódicas pares de peŕıodo π, y

Ψ0
r(ν) = N0

r se2r(ν; q) r = 1, 2, ..., (3.4)

para las funciones periódicas impares de peŕıodo π, siendo N e
r y N0

r las constantes de

normalización apropiadas. Los autovalores de enerǵıa correspondientes son

Ee
r =

1

8
ka2a2r(q) r = 0, 1, 2, ... (par) (3.5)

y

E0
r =

1

8
ka2b2r(q) r = 1, 2, ... (impar), (3.6)

siendo a2r(q) y b2r(q) los números caracteŕısticos de las funciones de Mathieu periódi-

cas pares o impares de peŕıodo π, respectivamente. Los primeros cinco niveles de estos
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Figura 3.1: (E + 2A)/(1
2
ka2) versus el parámetro de la enerǵıa cinética 2A/ka2, para los

primeros cinco niveles del oscilador [2] .

autovalores de enerǵıa se muestran en la Figura 3.1, como una función del parámetro

adimensional “Enerǵıa cinética” 2A/ka2.

Uno de los resultado más importante del modelo oscilador armónico cuántico en la

red se observan cuando el parámetro de la enerǵıa cinética es cero. Debido a que en este

ĺımite Ee
r = E0

r = ka2r2

2
; es decir, la part́ıcula “se sienta” en los dos últimos vecinos más

cercanos del origen (o en el origen), por lo que la enerǵıa total pasa a ser sólo enerǵıa

potencial. En este mismo ĺımite (A = 0), las funciones de onda ce2r(ν; 0) y se2r(ν; 0) en

(3.3) y (3.4) se comportan respectivamente como cos(2rν) y sin(2rν), correspondientes a

la deslocalización en el espacio de los momentos. A medida que aumentamos el parámetro
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de la enerǵıa cinética se abre en niveles pares e impares, que se entrelazan entre śı como

se muestra en la Figura 3.1.

3.2. El oscilador armónico en la red en presencia de

un campo eléctrico homogéneo.

Basados en los resultados anteriores, Gallinar y Chalbaud se plantearón la pregunta de

cuáles efectos produce una fuerza constante, de intensidad α sobre el oscilador armónico

cuántico en una red [3]. En el ĺımite continuo el oscilador armónico cuántico forzado es

un modelo conocido de la mecánica cuántica, donde se observan que las autofunciones de

Hermite son desplazadas con respecto al caso donde el sistema no esta forzado, y autovalor

En experimenta un cambio general

En →
(
n+

1

2

)
~ω − α2

2k
. (3.7)

Al igual que en el ĺımite continuo, el problema α 6= 0 en la red también resulta ser so-

luble en forma cerrada, mostrando nuevas caracteŕısticas interesantes totalmente ausentes

en el caso continuo. Además, la presencia de la red da a lugar a dinámicas interesantes,

y aún algo polémicas, como lo son oscilaciones de Bloch, ausentes en el ĺımite del continuo.

El Hamiltoniano H que describe al oscilador armónico en una red unidimensional

sometido a un campo de fuerza constante, viene dado por

H = −A(eiap + e−iap) +
kx2

2
− αx (3.8)

Para resolver la ecuación de Schrödinger, consideraron x como una variable continua,

para luego proyectarla en el espacio de Hilbert discreto donde x/a toma sólo valores

enteros. Definiendo u ≡ x− x0; donde x0 ≡ α/k es la posición de equilibrio del oscilador

desplazado, los autores obtuvieron la ecuación diferencial de Mathieu

d2

dν2
Ψ(ν) + (E ′ − 2q cos(2ν))Ψ(ν) = 0 (3.9)

con ν ≡ ap/2, q ≡ −8A/ka2 y E ′ ≡ 8
ka2

(
E + α2

2k

)
.

Para obtener las soluciones de este problema, los autores aplicaron el teorema de

Floquet, por lo que las soluciones son escritas como



3.2 El oscilador armónico en la red en presencia de un campo eléctrico
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Ψr(u, v) =
∞∑

m=−∞

Cr
m(v)ei(v+2m)u (3.10)

donde v es el exponente caracteŕıstico de Floquet; con v = 2α
ka

.

Por otra parte, Gallinar y Chalbaud estudiaron de forma numérica la dinámica de los

paquetes de onda, partiendo de la función de onda del estado fundamental desplazada del

oscilador armónico en el ĺımite continuo:

ψ0 = (2/π
√
|q|)1/4exp[−x2/(a2

√
|q|)], (3.11)

con m = 1/2Aa2, ω = (k/m)1/2, τ = 2π
ω

y |q| = 8A/ka2.

Figura 3.2: El valor medio < x > en unidades de a para un paquete de onda en la red,

como una función del tiempo. La posición de equilibrio del oscilador es X0 = −10a. [3]

De la Figura 3.2, podemos observar el amortiguamiento de las oscilaciones de Bloch

debido al potencial parabólico.

Gallinar y Chalbaud mostrarón que los efectos de la red alteran drásticamente la de-

pendencia del campo α de los autovalores y autofunciones, aśı como tambien la dinámica

de los paquetes de onda del oscilador. Además, otros de sus aportes fue que este trata-

miento mecánico cuántico de la dinámica del paquete de onda muestra claramente las

deficiencias del modelo semiclásico. Particularmente, la amortiguación exacta encontrada
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cuando k 6= 0, ausente del modelo semiclásico.

Finalmente, ellos predicen que la presencia de intensidades no homogéneas en el cam-

po eléctrico debeŕıa inducir un alargamiento del peŕıodo de las oscilaciones de Bloch,

τB, en consecuencia esto aumentaŕıa la dificultad de la observación experimental de las

oscilaciones de Bloch.



Caṕıtulo 4

El oscilador armónico en la red en

presencia de un campo eléctrico no

homogéneo y rápidamente oscilante

en el tiempo.

En este TEG, estudiamos el efecto que produce el campo eléctrico no homogéneo y

rápidamente oscilante en el tiempo sobre el sistema del oscilador armónico cuántico en

una red. El Hamiltoniano que modela este comportamiento es

H(t) = −2A cos(ap) +
kx2

2
+
(
εx− γ

3
x3
)

cos(ωt), ω >> ω0 (4.1)

donde ε es la intensidad de la parte homogénea del campo eléctrico, γ es la intensidad de

la parte no homogénea del campo eléctrico y ω0 es la frecuencia natural del sistema.

En este caṕıtulo, se muestran los resultados principales de este TEG. En la Sección

4.1, calculamos anaĺıticamente, haciendo uso de la representación de Maricq, el Hamilto-

niano efectivo y el operador de micromovimiento; del Hamiltoniano efectivo cálculamos

las autofunciones y el espectro de enerǵıa. Analizamos el comportamiento del espectro en

función de los parámetros A, ε y γ. En la Sección 4.2, haciendo uso de la teoŕıa de Flo-

quet, obtenemos la Función de Onda de (4.1). Además, discutimos sobre los términos no

adiabáticos del operador de micromovimiento. Finalmente, en la Sección 4.3, mostramos

cómo es la dinámica que sigue la función de onda mediante el estudio de la densidad de pro-

babilidad de los operadores posición y momentum y del valor medio de dichos operadores .
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

4.1. Hamiltoniano efectivo: Espectro y Autofuncio-

nes.

El oscilador armónico cuántico en la red en presencia de un campo eléctrico no ho-

mogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo está representado por el Hamiltoniano de

la ecuación (4.1), el cual reescribimos de la siguiente manera

H(t) = H0 + V (x, t), V (x, t) = V (x, t+ τ) (4.2)

donde H0 = −2A cos(ap) + V1(x) representa al Hamiltoniano del oscilador armónico

cuántico en la red, donde la enerǵıa cinética es el término asociado a la enerǵıa de

tight-binding y V1(x) = kx2

2
es el potencial parabólico. Por otra parte, tenemos que

V (x, t) = V2(x) cos(ωt), V2(x) =
(
εx− γ

3
x3
)

es el potencial asociado al campo eléctri-

co no homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo, donde ω >> ω0, siendo ω0 =√
k
m

=
√

2Aa2k, la frecuencia natural del sistema.

Para encontrar las soluciones de H(t), aplicamos el Teorema de Floquet, enunciado

en la sección 1.3.1. Este teorema expresa que la forma de la función de onda para un

Hamiltoniano periódico en el tiempo es

Ψ(p, t) = P (t)e−iGtϕ(p) (4.3)

donde P (t) es el operador de micromovimiento, E y ϕ(p) son respectivamente el espectro

de enerǵıa y las autofunciones asociada al Hamiltoniano efectivo G. Debido a que el

teorema de Floquet por śı sólo no nos proporciona información de cómo calcular la función

o solución de Floquet, simplemente afirma que tal función existe; utilizamos la expansión

de Floquet-Magnus, en la representación dada por Maricq para calcular G y P (t) . En el

esquema perturbativo, Maricq propone las siguientes expansiones

P (t) =
∞∑
n=1

Pn(t)

G =
∞∑
n=1

Gn
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donde los Pn(t) y G son calculados de la siguiente manera

Pn(t) = −i
∫ t

0

dt′

{
H(t′)Pn−1(t′)−

n−1∑
k=1

Pk(t
′)Gn−k −Gn

}
,

Gn =
1

τ

∫ τ

0

dt′

{
H(t′)Pn−1(t′)−

n−1∑
k=1

Pk(t
′)Gn−k

}
.

Para calcular los Gn debemos tener en cuenta que Pn(t) = Pn(t+ τ) y las condiciones

de consistencia impuesta por el método, P0(t) = I y G0 = 0.

Aśı, obtenemos que los Gn y Pn(t) para el Hamiltoniano del sistema en estudio son

G1 = −2A cos(ap) + V1(x),

P1(t) = −iV2(x)

ω
sin(ωt),

G2 = 0

P2(t) =
4A

ω2
[cos(ap), V2(x)] sin2

(
ωt

2

)
− V 2

2 (x)

2ω2
sin2(ωt),

y

G3 = −4A2

ω2
[cos(ap), [cos(ap), V2(x)]]+

2A

ω2
[V1(x), [cos(ap), V2(x)]]+

A

2ω2
[V2(x), [cos(ap), V2(x)]]

Truncamos la serie hasta los términos de ω−2, debido a que ω es grande. Por lo tanto,

nos queda que el Hamiltoniano efectivo es

G = −2A cos(ap) + V1(x)− 4A2

ω2
[cos(ap), [cos(ap), V2(x)]]

+
2A

ω2
[V1(x), [cos(ap), V2(x)]]− A

2ω2
[V2(x), [cos(ap), V2(x)]]

y el operador de micromovimiento es

P (t) = 1− iV2(x)

ω
sin(ωt) +

4A

ω2
[cos(ap), V2(x)] sin2

(
ωt

2

)
− V 2

2 (x)

2ω2
sin2(ωt) (4.4)

Sustituyendo en el Hamiltoniano efectivo los conmutadores calculados en el Apéndice

A, considerando sólo términos de orden uno en γ y suponiendo que kγ ≈ 0, tenemos que

el Hamiltoniano efectivo es
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G =

(
−2A cos(ap)

(
1 +

4iAa3γ

ω2
sin(ap)− a2ε

4ω2

(
ε− 2γa2

3

))
+
iAka3ε

ω2
sin(ap)

)
−
(

2iAka2ε

ω2
cos(ap) +

Aa2γ

ω2
(8iA sin(ap) + aε) sin(ap)

)
∂

∂p

+

(
−k

2
+
Aa2γε

ω2
cos(ap)

)
∂2

∂p2

(4.5)

Del Hamiltoniano efectivo podemos observar que al agrupar los términos que acom-

pañan a la enerǵıa cinética,

−2A cos(ap)

(
1 +

4iAa3γ

ω2
sin(ap)− a2ε

4ω2

(
ε− 2γa2

3

)
+
ka2ε

ω2
x+

a2γε

2ω2
x2

)
,

vemos que el parámetro de la enerǵıa cinética, pasa de ser una constante (−2A) a ser

una función que depende del momentum y de la posición. Es decir, que al someter al Ha-

miltoniano a altas frecuencias la constante de hopping (salto) deja de ser una constante,

dependiendo ahora de la posición y del momentum de la part́ıcula.

Por otra parte, se puede observar que cuando γ = 0, recuperamos el Hamiltoniano

efectivo del oscilador armónico en la red cuando está en presencia de un campo eléctrico

homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo, esto es

G =

(
−2A cos(ap)

(
1− a2ε2

4ω2

)
+
iAka3ε

ω2
sin(ap)

)
− 2iAka2ε

ω2
cos(ap)

∂

∂p
− k

2

∂2

∂p2
(4.6)

Dicho Hamiltoniano ha sido considerado por González y Mart́ınez [publicación en pro-

ceso].

Sabemos de la sección 2.2, que el Hamiltoniano efectivo es el Hamiltoniano del sistema

promediado; debido a esto, podemos calcular las autofunciones y el espectro de enerǵıa

mediante el Hamiltoniano efectivo. Partiendo de la ecuación de autovalores en la repre-

sentación de los momentos, Gϕ(p) = Eϕ, obtenemos
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(
− 2A cos(ap)

(
1 +

4iAa3γ

ω2
sin(ap)− a2ε

4ω2

(
ε− 2γa2

3

))
+
iAka3ε

ω2
sin(ap)

− E

)
ϕ(p)−

(
2iAka2ε

ω2
cos(ap) +

Aa2γ

ω2
(8iA sin(ap) + aε) sin(ap)

)
∂ϕ(p)

∂p

+

(
−k

2
+
Aa2γε

ω2
cos(ap)

)
∂2ϕ(p)

∂p2
= 0

(4.7)

Ahora bien, procedemos a aplicar el método de eliminación de la primera derivada

para pasar la ecuación diferencial (4.7) a una ecuación diferencial de Hill. Este método

que implementamos a continuación se explica en detalle en el Apéndice B. Tenemos que

la ecuación diferencial (4.7) se puede escribir cómo

d2ϕ(p)

dp2
+N(p)

dϕ(p)

dp
+Q(p)ϕ(p) = 0 (4.8)

donde

N(p) = −
2iAka2ε
ω2 cos(ap) + Aa2γ

ω2 (8iA sin(ap) + aε) sin(ap)

−k
2

+ Aa2γε
ω2 cos(ap)

,

despreciando los términos mayores a ω−2, obtenemos

N(p) =
2Aa2

kω2
(2ikε cos(ap) + γ(aε+ 8iA sin(ap)) sin(ap)) (4.9)

y

Q(p) =
−2A cos(ap)

(
1 + 4iAa3γ

ω2 sin(ap)− a2ε
4ω2

(
ε− 2γa2

3

))
+ iAka3ε

ω2 sin(ap)− E

−k
2

+ Aa2γε
ω2 cos(ap)

,

despreciando los términos mayores a ω−2, obtenemos

Q(p) =
2

k
(E + 2A cos(ap)) +

Aa2

3k2ω2
(ε cos(ap)(2a2kγ + 12Eγ

− 3kε+ 24Aγ cos(ap)) + 6iak sin(ap)(−kε+ 8Aγ cos(ap))).

(4.10)

Aplicando la transformación ϕ(p) = v(p)u(p) a (4.8), obtenemos que

v(p) = e−
∫ N(p)

2
dp (4.11)
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d2u(p)

dp2
+ q(p)u(p) = 0 , (4.12)

donde

q(p) = −N
′(p)

2
− N2(p)

4
+Q(p) , (4.13)

como estamos despreciando los términos mayores a ω−2, tenemos que

N2(p) ≈ 0,

N ′(p) =
2Aa3

kω2
(8iaAγ sin(2ap) + aγε cos(ap)− 2ikε sin(ap)) ,

al sustituir en (4.13), obtenemos que

q(p) =
1

3kω2
(6kEω2 + A cos(ap)(−a2ε(a2kγ − 12Ekγ + 3kε) + 12kω2

+ 24a2Aγε cos(ap))).

(4.14)

Aśı, obtenemos que la ecuación diferencial para u(p) es

d2u(p)

dp2
+

1

3kω2
((6kEω2 + A cos(ap)(−a2ε(a2kγ − 12Ekγ + 3kε) + 12kω2

+ 24a2Aγε cos(ap)))u(p) = 0

(4.15)

Por otra parte, tenemos que∫
N(p)

2
dp =

Aa2γε

kω2
cos(ap)− 2iAa

kω2
(kε sin(ap)− Aγ(sin(2ap)− 2ap)) (4.16)

al sustituir (4.16) en (4.11), obtenemos

v(p) = e
Aa2γε

kω2
cos(ap)e−

2iAa
kω2

(kε sin(ap)−Aγ(sin(2ap)−2ap) (4.17)

La ecuación (4.15) tiene la forma de la ecuación de Hill, donde q(p) = q
(
p+ 2π

a

)
. Por

lo tanto, procedemos a aplicar el teorema de Floquet, esto es

uν(p) = eiaνp
∞∑

n=−∞

Cν
ne

ianp =
∞∑

n=−∞

Cν
ne

ia(n+ν)p , (4.18)
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donde ν es el exponente caracteŕıstico de Floquet. Para determinar ν, le aplicamos la

transformada de Fourier a uν(p), esto es

φν(x) =
1√
2π

∫
dpeipx

∞∑
n=−∞

Cν
ne

ia(n+ν)p

=
1√
2π

∞∑
n=−∞

Cν
n

∫
dpei(x+an+aν)p

=
1√
2π

∞∑
n=−∞

Cν
nδ(x+ an+ aν).

Al proyectar sobre el subespacio de Hilbert donde x = aη, con η ∈ Z, deducimos del

argumento de la función delta de Dirac que el exponente caracteŕıstico es

ν = −(n+ η) = −l, l ∈ Z,

es decir, ν es un entero.

Por otra parte, tenemos que las autofunciones vienen dada por la transformación

ϕ(p) = v(p)u(p).

ϕ(p) = e
Aa2γε

kω2
cos(ap)e−

2iAa
kω2

(kε sin(ap)−Aγ(sin(2ap)−2ap)
∞∑

n=−∞

Cν
ne

ia(n+ν)p. (4.19)

Ahora bien, para calcular el espectro de enerǵıa tenemos que

u′′ν(p) = −a2

∞∑
n=−∞

Cν
n(n+ ν)2eia(n+ν)p ,

al sustituirlo en la ecuación diferencial (4.15), obtenemos

− a2

∞∑
n=−∞

Cν
n(n+ ν)2eia(n+ν)p +

1

3kω2
((6kEω2 + A cos(ap)(−a2ε(a2kγ − 12Ekγ + 3kε)

+ 12kω2 + 24a2Aγε cos(ap)))
∞∑

n=−∞

Cν
ne

ia(n+ν)p = 0

(4.20)

Al hacer uso de la igualdad

cos(µap)eia(n+ν)p =
1

2

(
eia(n+ν+µ)p + e−ia(n+ν+µ)p

)
en la ecuación (4.20) y haciendo varias manipulaciones algebraicas , obtenemos la ecua-

ción en diferencia para los Cν
n
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S3C
ν
n−2 + S2C

ν
n−1 + (S1 − a2(n+ ν)2)Cν

n + S2C
ν
n+1 + S3C

ν
n+2 = 0 (4.21)

donde

S1 ≡
2E

k
+

4a2A2γε

k2ω2
,

S2 ≡
2A

k
− Aa4γε

6kω2
+

2Aa2Eεγ

k2ω2
− Aa2ε2

2kω2

y

S3 ≡
2a2A2γε

k2ω2
.

Para asegurar la convergencia de los Cν
n, dividimos la ecuación en diferencias (4.21)

por (S1 − a2n2), aśı

S3

S1 − a2n2
Cν
n−2 +

S2

S1 − a2n2
Cν
n−1 +

S1 − a2(n+ ν)2

S1 − a2n2
Cν
n +

S2

S1 − a2n2
Cν
n+1

+
S3

S1 − a2n2
Cν
n+2 = 0.

(4.22)

Luego, para determinar las ráıces del determinante de Hill, seguimos a F. M. Phelps en

[42], quien obtiene una expresión para calcular las ráıces de la ecuación del determinante,

este tratamiento lo explicamos con detalle en el Apéndice C. Siguiendo el procedimiento

descrito en el apéndice, obtenemos

∆(ν) = ∆(0)− sin2(νπ)

sin2(
S
1/2
1

a
π)
, (4.23)

en nuestro caso, tenemos que ν es un número entero; por lo tanto,

∆(ν) = ∆(0), (4.24)

como el determinante de Hill es ∆(ν) = 0, sus ráıces vienen dadas por

∆(0) = 0. (4.25)

Ahora bien, para calcular ∆(0), partimos de (4.22), donde obtenemos que el determi-

nante de Hill para ν = 0 es
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

...
...

...

· · · 1 S2

S1−4a2
S3

S1−4a2
0 0 · · ·

· · · S2

S1−a2 1 S2

S1−a2
S3

S1−a2 0 · · ·

· · · S3

S1

S2

S1
1 S2

S1

S3

S1
· · ·

· · · 0 S3

S1−a2
S2

S1−a2 1 S2

S1−a2 · · ·

· · · 0 0 S3

S1−4a2
S2

S1−4a2
1 · · ·

...
...

...
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (4.26)

El determinante es infinito. Sin embargo, dado que la serie de la cual se obtiene este deter-

minante es rápidamente convergente, debeŕıa ser posible tomar aproximaciones sucesivas

al determinante infinito y obtener una solución tan exacta como lo requiramos. Por lo

tanto, las aproximaciones sucesivas requeridas son

∆(0)0 = 1,

∆(0)1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 S2

S1−a2
S3

S1−a2

S2

S1
1 S2

S1

S3

S1−a2
S2

S1−a2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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∆(0)2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 S2

S1−4a2
S3

S1−4a2
0 0

S2

S1−a2 1 S2

S1−a2
S3

S1−a2 0

S3

S1

S2

S1
1 S2

S1

S3

S1

0 S3

S1−a2
S2

S1−a2 1 S2

S1−a2

0 0 S3

S1−4a2
S2

S1−4a2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

debido a que los términos mayores a ω−2 son despreciable, en este trabajo utilizaremos la

solución de primer orden del determinante de Hill, esto es

∆(0) ∼= 1 +
2S2

2S3 − 2S2
2(S1 − a2)− S2

3S1

S1(S1 − a2)2
. (4.27)

Aśı, usando la igualdad en (4.25), obtenemos que la forma implicita del espectro de

Enerǵıa es

− 1

3k(ka2 − 2E)2E2ω2

(
− 12kω2E4 + (12a2k2ω2 + 96A2a2γε)E3+

+ (24A2kω2 − 12A2a2kε2 − 3a4k3ω2 − 52a4A2kγε)E2

+ (6A2a4k2ε2 − 12A2a2k2ω2 − 120A4a2γε)E + 24A4a4kγε

)
= 0 ,

(4.28)

para E 6= 0 y E 6= ka2

2
. Aśı,

− 12kω2E4 + (12a2k2ω2 + 96A2a2γε)E3 + (24A2kω2 − 12A2a2kε2−

− 3a4k3ω2 − 52a4A2kγε)E2 + (6A2a4k2ε2 − 12A2a2k2ω2−

− 120A4a2γε)E + 24A4a4kγε = 0 ,

(4.29)

obtenemos un ecuación para el espectro de enerǵıa en función de los parámetros A, ε y γ.

Para completar la discusión del espectro de enerǵıa, analizaremos el espectro de enerǵıa

de nuestro sistema, dada por la ecuación (4.29) en paralelo al caso donde el campo eléctrico
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(a) Independiente del tiempo. (b) Dependiente del tiempo.

Figura 4.1: El espectro de enerǵıa en función del parámetro de la enerǵıa cinética A. Para

un campo eléctrico homogéneo

es homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo, donde el espectro de enerǵıa viene

dado por

− 1

(ka2 − 2E)E

(
2A2a2ε2 − 4A2ω2 − ka2ω2E + 2ω2E2

)
= 0 , (4.30)

donde al igual que en el caso donde el campo eléctrico es no homogéneo tenemos que para

garantizar la existencia de (4.30) se debe cumplir que E 6= 0 y E 6= ka2

2
.

De la Figura 4.1, observamos que la alta frecuencia produce una selección de autoesta-

dos del sistema, a diferencia del caso independiente del tiempo donde hay muchos estados

posibles. También se puede notar la degeneración, ya que para un valor de la enerǵıa

(E = ε) dado, hay ν estados posibles. Por otra parte, de la Figura 4.2 se deduce que la no

homogeneidad del campo eléctrico produce la aparición de dos nuevas bandas de enerǵıa

y por consecuencia de dos estados.

Por otra parte, de la gráfica 4.2(b) se puede apreciar que cuando el parámetro de la

enerǵıa cinética es muy pequeño desaparecen dos estados de enerǵıa. De la Figura 4.2(a),

observamos que a medida que aumentamos el parámetro de la enerǵıa cinética aumenta

la separación entre las bandas.

De las Figuras en 4.3, confirmamos que la no homogeneidad produce la aparición de

nuevos estados. Por otra parte, al detallar cada banda de enerǵıa en las gráficas 4.3(a)

y 4.3(b), observamos como responden las bandas de enerǵıa a la intensidad de la parte

homogénea del campo eléctrico, para el caso homogéneo y para el caso no homogéneo.



60
El oscilador armónico en la red en presencia de un campo eléctrico no

homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

(a) Campo eléctrico no ho-

mogéneo, con 0 < A ≤ 100.

(b) Campo eléctrico no ho-

mogéneo, con 0 < A ≤ 0,4.

(c) Campo eléctrico homogéneo,

con 0 < A ≤ 2

Figura 4.2: El espectro de enerǵıa en función del parámetro de la enerǵıa cinética A,

tanto para el caso no homogéneo como para el homogéneo, respectivamente. Se ha elegido

γ = 0,2 , ε = 0,8 , k = 1,8 , ω = 95.

Para el caso del campo eléctrico homogéneo, observamos que las bandas se comportan

de forma parabólica, predominando aśı el potencial parabólico sobre el potencial lineal.

Luego, al estudiar cada banda individualmente, observamos que la banda superior (Figura

4.4(a)), se comporta como una función convexa, generando un máximo de enerǵıa; a di-

ferencia de la banda inferior (Figura 4.4(b)), que se comporta como una función cóncava,

generando aśı un mı́nimo de enerǵıa.

Por otra parte, para el caso del campo eléctrico no homogéneo, observamos que tanto

la banda superior como la inferior se comportan como una recta con pendiente positiva,

por lo que deducimos que el potencial predominante es el lineal. A diferencia de las ban-
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(a) Campo eléctrico homogéneo,

con −1 ≤ ε ≤ 1.

(b) Campo eléctrico no ho-

mogéneo, con −1 ≤ ε ≤ 1.

Figura 4.3: El espectro de enerǵıa en función de la intensidad del campo eléctrico ho-

mogéneo, ε. Se ha elegido γ = 0,2 , A = 100 , k = 1,8 , ω = 95.

(a) Banda superior, con −1 ≤ ε ≤
1.

(b) Banda inferior, con −1 ≤ ε ≤
1.

Figura 4.4: Comportamiento del espectro de enerǵıa en función de la intensidad del campo

eléctrico homogéneo, ε. Para el caso donde sólo existe campo homogéneo. Se ha elegido

γ = 0,2 , A = 100 , k = 1,8 , ω = 95.

das intermedia, las cuales se rigen por un comportamiento parabólico como se nota en la

Figura 4.5(c), predominando el potencial parabólico. Además, podemos observar que a

diferencia del caso del campo eléctrico homogéneo estas bandas no están acotadas.

De la Figura 4.6, observamos que las bandas de enerǵıa en función de la intensidad

de la parte no homogénea del campo eléctrico sigue un comportamiento similar al caso

de las bandas de enerǵıa en función de la intensidad de la parte homogénea del campo

eléctrico ante expuesto.
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

(a) ε(ε), con −1 ≤ ε ≤ 1. (b) Banda superior, con −1 ≤ ε ≤
1.

(c) Banda intermedia, con −1 ≤
ε ≤ 1.

(d) Banda inferior, con −1 ≤ ε ≤
1.

Figura 4.5: Comportamiento del espectro de enerǵıa en función de la intensidad del cam-

po eléctrico homogéneo, ε. Para el caso donde existe el campo homogéneo y campo no

homogéneo. Se ha elegido γ = 0,2 , A = 100 , k = 1,8 , ω = 95.

4.2. Función de Onda.

El Hamiltoniano que describe a nuestro sistema, es un Hamiltoniano que depen-

de periódicamente del tiempo; es decir, H(t) = H(t + τ). Por esta razón, para des-

cribir la evolución de este sistema usaremos el esquema de Interacción (o de Dirac),

en este esquema la función de onda evoluciona entre los tiempos t0 = 0 y t como

Ψ(p, t) = U(t, 0)Ψ(p, 0) = U(t)ϕ(p) donde ϕ(p) son las autofunciones del sistema.

Por otra parte, para asegurar la conservación de la probabilidad, el operador de evo-

lución debe ser unitario y además debe satisfacer la ecuación diferencial

∂U(t)

∂t
= −iH(t)U(t), U(0) = I. (4.31)
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(a) ε(γ), con −0,2 ≤ γ ≤ 0,2. (b) Banda superior, con −0,2 ≤
γ ≤ 0,2.

(c) Banda intermedia, con −0,2 ≤
γ ≤ 0,2.

(d) Banda inferior, con −0,2 ≤
γ ≤ 0,2.

Figura 4.6: Comportamiento del espectro de enerǵıa en función de la intensidad del campo

eléctrico no homogéneo, γ. Se ha elegido ε = 0,8 , A = 100 , k = 1,8 , ω = 95.

Esta forma de ecuación diferencial es conocida como la ecuación diferencial de Hill,

la cual tiene como solución la solución de Floquet, según el teorema de Floquet. Por lo

tanto, tenemos que el operador de evolución puede ser escrito en función de la solución

de Floquet

U(t) = e−iGtP (t), P (0) = I. (4.32)

Aśı, la función de onda para un Hamiltoniano periódico en el tiempo puede escribirse

de la siguiente manera

Ψ(p, t) = e−iGtP (t)ϕ(p) = e−iEtP (t)ϕ(p) (4.33)

donde P (t) es el operador de micromovimiento, E y ϕ(p) son respectivamente el espectro

de enerǵıa y las autofunciones asociada al Hamiltoniano efectivo G.
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

Por otra parte, de la ecuación 4.34, tenemos que el operador de micromovimiento para

el Hamiltoniano del sistema es

P (t) = 1− iV2(x)

ω
sin(ωt) +

4A

ω2
[cos(ap), V2(x)] sin2

(
ωt

2

)
− V 2

2 (x)

2ω2
sin2(ωt)

donde

V2(x) =
(
εx− γ

3
x3
)
,

donde el conmutador [cos(ap), V2(x)] en la representación de los momentos es

[cos(ap), V2(x)] = ia

((
εx− γ

3
x3
)

sin(ap)
∂

∂p
+ γ sin(ap)

∂2

∂p2

)
Sustituyendo el conmutador en el operador de micromovimiento y agrupando, obtenemos

que operador de micromovimiento en la representación de los momentos es

P (t) =

(
1 +

4iAa

ω2

(
ε− γa2

3

)
sin(ap) sin2

(
ωt

2

))

+

(
ε

ω
sin(ωt) +

4iAa2γ

ω2
cos(ap) sin2

(
ωt

2

))
∂

∂p

+

(
4iAa2γ

ω2
cos(ap) sin2

(
ωt

2

)
+
ε2

2ω
sin2(ωt)

)
∂2

∂p2

+
( γ

3ω
sin(ωt)

) ∂3

∂p3
+
( γε

3ω2
sin2(ωt)

) ∂4

∂p4

(4.34)

Como se puede notar de (4.34), P (t) es una función periódica con peŕıodo τ = 2π
ω

,

donde ω es la frecuencia con la cual oscila el campo eléctrico, para la cual ω >> ω0;

ω0 =
√

k
m

es la frecuencia natural del sistema, donde m, la masa efectiva del electron

en la red, viene dada por m = 1
2Aa2

[3]. Debido a que el tiempo con el cual responde, el

cual está dado por el operador de micromovimiento, es el peŕıodo de la forzadora, τ ; es

decir, el tiempo de respuesta es más pequeño que el tiempo caracteŕıstico del sistema, τ0;

decimos que nuestro sistema es no adiabático. Es decir, que al sistema no le da chance de

llegar al estado de equilibrio, por lo que se ve obligado a ir de un estado de no equilibrio

a otro estado de no equilibrio.

La acción del operador de micromovimiento sobre ϕ(p), considerando sólo términos de
1
ω

a orden 2, es
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P (t)ϕν(p) =e
Aa2γε

kω2
cos(ap)e−

2iAa
kω2

(kε sin(ap)−Aγ(sin(2ap)−2ap)
∞∑

n=−∞

Cν
ne

ia(n+ν)p

(
1+

+

(
4iAa

ω2

(
ε− γa2

3
(3(n+ ν)2 + 1)

)
sin(ap)− 4Aa3γ

ω2
(n+ ν) cos(ap)

)

sin2

(
ωt

2

)
+
ia(n+ ν)

ω

(
ε− γa2

3
(n+ ν)2

)
sin(ωt)+

+
εa2

2ω2
(n+ ν)2

(
2γa2

3
(n+ ν)2 − ε

)
sin2(ωt)

)
Finalmente, obtenemos que la función de onda para el oscilador armónico cuántico en

la red en presencia de un campo eléctrico no homogéneo y rápidamente oscilante en el

tiempo es

Ψν(p, t) =e−iEte
Aa2γε

kω2
cos(ap)e−

2iAa
kω2

(kε sin(ap)−Aγ(sin(2ap)−2ap)
∞∑

n=−∞

Cν
ne

ia(n+ν)p

(
1+

+

(
4iAa

ω2

(
ε− γa2

3
(3(n+ ν)2 + 1)

)
sin(ap)− 4Aa3γ

ω2
(n+ ν) cos(ap)

)

sin2

(
ωt

2

)
+
ia(n+ ν)

ω

(
ε− γa2

3
(n+ ν)2

)
sin(ωt)+

+
εa2

2ω2
(n+ ν)2

(
2γa2

3
(n+ ν)2 − ε

)
sin2(ωt)

)

(4.35)

4.3. Densidad de probabilidad y valores medios.

En esta sección, estudiaremos el comportamiento de los electrones por medio de la

densidad de probabilidad y que trayectoria sigue los electrones por medio del valor medio.

Los cálculos en esta sección se hacen de forma numérica, haciendo uso del lenguaje de

programación Python.
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

4.3.1. Densidades de probabilidad

Debido a que estamos trabajando en la representación de los momentos, comenzaremos

por estudiar la densidad de probabilidad en función del momento, ρ(p, t). La densidad de

probabilidad, ρ(p, t), es la probabilidad de encontrar a una part́ıcula en cierta región

del espacio de los momentos en un determinado tiempo t. En la representación de los

momentos tenemos que la densidad de probabilidad viene dada por

ρ(p, t) = Ψ∗ν(p, t)Ψν(p, t) (4.36)

donde Ψ∗ν(p, t) es el conjugado de la función de onda, la cual viene dada por

Ψ∗ν(p, t) =eiEte
Aa2γε

kω2
cos(ap)e

2iAa
kω2

(kε sin(ap)−Aγ(sin(2ap)−2ap)
∞∑

n=−∞

Cν
ne
−ia(n+ν)p

(
1+

−
(

4iAa

ω2

(
ε− γa2

3
(3(n+ ν)2 + 1)

)
sin(ap)− 4Aa3γ

ω2
(n+ ν) cos(ap)

)

sin2

(
ωt

2

)
− ia(n+ ν)

ω

(
ε− γa2

3
(n+ ν)2

)
sin(ωt)+

+
εa2

2ω2
(n+ ν)2

(
2γa2

3
(n+ ν)2 − ε

)
sin2(ωt)

)
.

(4.37)

Por otro lado, para observar el comportamiento de la densidad de probabilidad ρ(p, t),

hacemos un análisis numérico partiendo de la ecuación (4.36). Comenzamos por gráficar

ρ(p, t) en función de p dejando t fijo; donde p pertenece a la primera zona de Brillouin,

es decir, p ∈ (−π
a
, π
a
). Los t que fijaremos son t = 0, t = τ0, siendo τ0 = π

a

√
2
kA

el peŕıodo

natural del oscilador armónico cuántico en la red, t = τ , donde τ = 2π
ω

es el peŕıodo de la

forzadora, y t = τB, donde τB = 2π
εa

es el peŕıodo de Bloch. La gráfica de ρ(p, t) en función

de p dejando t fijo se presenta en la Figura 4.7. También estudiamos el comportamiento

que sigue la densidad de probabilidad en función del momento en la Figura 4.8.

De las Figuras 4.7 y 4.8, podemos deducir que el peŕıodo al cual responde el sistema

es el peŕıodo de la forzadora, τ . De esta manera comprobamos que nuestro sistema es no

adiabático, tal como se observo con el operador de micromovimiento.
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Figura 4.7: Densidad de probabilidad en función del momento, para diversos valores fijos

de t. Se ha elegido γ = 0,2 , ε = 0,8 , A = 100 , k = 1,8 , ω = 95 y E = 0,1401.

Figura 4.8: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función del momento. Se

ha elegido γ = 0,2 , ε = 0,8 , A = 100 , k = 1,8 , ω = 95 y E = 0,1401.

Luego, graficamos ρ(p, t) en función de t dejando p fijo; donde t ∈ (0, τ). Los p que

fijamos son p = − π
3a

, p = 0 y p = π
3a

. La gráfica de ρ(p, t) en función de t dejando p fijo

se presenta en la Figura 4.9.
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

Figura 4.9: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función del tiempo. Se ha

elegido γ = 0,2 , ε = 0,8 , A = 100, k = 1,8 , ω = 95 y E = 0,1401.

De la Figura 4.9, observamos que la densidad de probabilidad es temporalmente

asimétrica respecto al momento.

Por otra parte, tenemos que la densidad de probabilidad, ρ(x, t), es la probabilidad de

encontrar a una part́ıcula en cierta región del espacio en un determinado tiempo t. En la

representación de las coordenadas tenemos que la densidad de probabilidad viene dada

por

ρ(x, t) = Φ∗ν(x, t)Φν(x, t) (4.38)

donde Φν(x, t) es la transformada de Fourier de Ψν(p, t), esto es

Φν(x, t) =
1√
2π

∫
dpeipxΨν(p, t), (4.39)

en consecuencia, tenemos que su conjugado es

Φ∗ν(x, t) =
1√
2π

∫
dpeipxΨ∗ν(p, t).
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Figura 4.10: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función de la posición.

Se ha elegido γ = 0,2 , ε = 0,8 , A = 100, k = 1,8 , ω = 95 y E = 0,1401.

Partiendo de la ecuación (4.38), graficamos la densidad de probabilidad en función de

la posición, para x ∈ (−40, 10) (unidades de distancia), dejando t fijo.

De la Figura 4.10, podemos observar que la part́ıcula tiene mayor probabilidad de en-

contrarse en la región (−30,−20) (unidades de distancia) y en el caso del tiempo t = τ/2

y t = 3τ/2, la part́ıcula tiene dos sitios fuertemente probables de donde encontrarse,

siendo uno más probable que otro. También, deducimos por la variación de la amplitud

de la densidad de probabilidad que a medida que aumentamos el tiempo, la part́ıcula

se desplaza de forma oscilatoria, con peŕıodo τ ; este desplazamiento es debido al campo

eléctrico no homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

Ahora bien, estudiaremos cómo responde la densidad de probabilidad al variar el signo

de la intensidad del campo eléctrico homogéneo.

De la Figura 4.11, observamos como se comporta la densidad de probabilidad en fun-

ción del momento al variar el signo de la intensidad de la parte homogénea del campo

eléctrico,ε. Para ε positivo la amplitud de la densidad de probabilidad es mayor que para ε

negativo, también se puede ver que para ε positivo, el máximo de amplitud de la densidad

de probabilidad con repecto al momento para un peŕıodo τ , es el mı́nimo de amplitud de

la densidad de probabilidad con repecto al momento cuando ε es negativo; es decir, que
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

(a) ε = 0,8 y E = 0,1401

(b) ε = −0,8 y E = −0,264012

Figura 4.11: Comportamiento de la densidad de probabilidad versus del momento al variar

el signo de ε. Se ha elegido γ = 0,2 , A = 100, k = 1,8 y ω = 95.

al cambiar el signo de ε se produce un desfase de ±π de la densidad de probabilidad en

función del momento para un peŕıodo nτ (con n ∈ Z).

En la Figura 4.12, observamos que la variación del signo de la intensidad de la parte
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(a) ε = 0,8 y E = 0,1401

(b) ε = −0,8 y E = −0,264012

Figura 4.12: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función de la posición al

variar el signo de ε. Se ha elegido γ = 0,2 , A = 100, k = 1,8 y ω = 95.

homogénea del campo eléctrico no produce ningún efecto sobre la densidad de probabili-

dad en función de la posición.

Por otra parte, cuando variamos el signo de la intensidad de la parte no homogénea del

campo eléctrico observamos que la amplitud de la densidad de probabilidad es la misma
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

(a) γ = 0,1 y E = 0,0834

(b) γ = −0,1 y E = −0,1153

Figura 4.13: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función del momento al

variar el signo de γ. Se ha elegido ε = 0,8 , A = 100, k = 1,8 y ω = 95.

cuando γ es positivo o negativo (ver Figura 4.13). También se puede ver que al cambiar

el signo de γ se produce un desfase de ±π de la densidad de probabilidad en función del

momento para un peŕıodo nτ (con n ∈ Z). Por lo que deducimos que la dirección del

campo eléctrico la proporciona la variación del signo de ε y de γ.
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(a) γ = 0,1 y E = 0,0834

(b) γ = −0,1 y E = −0,1153

Figura 4.14: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función de la posición al

variar el signo de γ. Se ha elegido ε = 0,8 , A = 100, k = 1,8 y ω = 95.

De las Figuras en 4.14, observamos que al cambiar el signo de la intensidad de la parte

no homogénea del campo eléctrico se produce un pequeño cambio en la amplitud de la den-

sidad de probabilidad. También observamos un cambio de dirección en el desplazamiento

de la part́ıcula, ya que cuando γ es positivo la part́ıcula se desplaza hacia la derecha y

cuando γ es negativo la part́ıcula se desplaza a la izquierda. Por esto deducimos que la di-
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

(a) A = 13,80 y E = 0,0124

(b) A = 59,23 y E = 1,191

(c) A = 96,65 y E = 0,1401

Figura 4.15: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función del momento al

variar A y E. Se ha elegido ε = 0,8 , γ = 0,2 , k = 1,8 y ω = 95.
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(a) A = 13,80 y E = 0,0124

(b) A = 58,18 y E = 0,0762

(c) A = 96,65 y E = 0,1401

Figura 4.16: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función del tiempo al

variar A y E. Se ha elegido ε = 0,8 , γ = 0,2 , k = 1,8 y ω = 95.
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

(a) A = 13,80 y E = 0,0124

(b) A = 58,18 y E = 0,0762

(c) A = 96,65 y E = 0,1401

Figura 4.17: Comportamiento de la densidad de probabilidad en función de la posición al

variar A y E. Se ha elegido ε = 0,8 , γ = 0,2 , k = 1,8 y ω = 95.
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rección del movimiento de la part́ıcula en el espacio la proporciona el cambio de signo de γ.

Al estudiar la densidad de probabilidad en función del tiempo, no observamos ningún

efecto al variar el signo de las intensidades ε y γ.

Por otro lado, estudiamos como se comporta la densidad de probabilidad cuando va-

riamos el parámetro de enerǵıa cinética A y los valores de enerǵıa en una banda de enerǵıa.

De la secuencia de las Figuras en 4.15, observamos que a medida que le inyectamos

enerǵıa al sistema, la amplitud de la densidad de probabilidad aumenta grandemente. Por

otra parte, tenemos que al estudiar el comportamiento de la densidad de probabilidad en

función del tiempo, observamos que la asimetŕıa temporal de la densidad de probabilidad

con respecto al momento se acentúa a medida que A y E aumentan.

Por otra parte, de la Figura 4.17, observamos que para A pequeña la part́ıcula tie-

ne sólo un sitio fuertemente probable donde encontrarse, a medida que aumentamos el

parámetro A, la part́ıcula pasa a tener dos sitios fuertemente probables donde encontrase,

siendo uno más probable que otro.

4.3.2. Valores Medios

Una de las predicciones más importante que se obtiene a partir del Hamiltoniano de

tight-binding es el fenómeno de localización dinámica. Cuando el desplazamiento cuadráti-

co medio permanece acotado a medida que el tiempo transcure, se dice que la part́ıcula

o paquete de ondas está localizado [43]. Las condiciones para que esto ocurra depende de

la forma particular que tenga el campo eléctrico presente en el sistema.

Por otro lado, estudiamos el valor medio de los observable X y P , con la intención

de observar el comportamiento oscilatorio de los valores medios de dichos observables,

aśı como indagar si el sistema exhibe localización dinámica.

De la Figura 4.18, observamos que la part́ıcula eventualmente está oscilando entre dos

puntos de la red, tal como se observa en la densidad de probabilidad en función de la posi-

ción. Además, se puede apreciar que el movimiento que sigue la part́ıcula es periódico con

peŕıodo τ , la part́ıcula mantiene este movimiento entre las dos oscilaciones superpuestas.

Otra observación de suma importancia, es que el movimiento de la part́ıcula se mantiene
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Figura 4.18: El Valor Medio de X en función del tiempo. Se ha elegido γ = 0,2 , ε = 0,8 ,

A = 100, k = 1,8 , ω = 95 y E = 0,1401

acotado en el tiempo; es decir, hay localización dinámica. Por esta razón, podemos deducir

que los términos perturbativos no afectan la localización dinámica, pese a su dependencia

con la posición y a la alta frecuencia.

(a) ω = 35

(b) ω = 95

Figura 4.19: El valor medio de P en función del tiempo. Se ha elegido γ = 0,2 , ε = 0,8 ,

A = 100, k = 1,8 , ω = 95 y E = 0,1401
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El comportamiento del valor medio de P , es oscilatorio y acotado al igual que en el

caso anterior. De la Figura 4.19, observamos como cambia el peŕıodo de < P > a medida

que aumentamos la frecuencia de la forzadora, de la secuencia de figuras, observamos que

a medida que aumentamos ω, aumenta la frecuencia de la respuesta del sistema. Esto se

observa mejor en la Figura 4.20, donde graficamos el peŕıodo al cual responde el sistema a

medida que variamos τ = 2π/ω; de esta gráfica deducimos que el peŕıodo al cual responde

el sistema, es el peŕıodo de la forzadora, lo que confirma que el sistema es no adiabático.

Dado que τ << τB no observamos oscilaciones de Bloch.

Figura 4.20: El peŕıodo del valor medio de P en función de τ .

Otro comportamiento de suma importancia que observamos del valor medio de P en

la secuencia de Figuras en 4.19, es que a medida que aumentamos la frecuencia de la

forzadora disminuye la amplitud del valor medio de P . Esto se observa mejor en la Fi-

gura 4.21, donde graficamos como vaŕıa la amplitud del valor medio de P a medida que

aumentamos ω, de esta gráfica deducimos que para ω > 250 el sistema no responde, y en

consecuencia la part́ıcula deja de oscilar.

Como planteamos al inicio de este caṕıtulo, queremos estudiar como el modelo del

oscilador armónico cuántico es afectado al estar bajo la acción de un campo eléctrico no

homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

Al estudiar el Hamiltoniano que describe este sistema por medio del teorema de Flo-

quet, observamos que la alta frecuencia produce una selección de auto-estados del sistema

y también produce degeneración, ya que para un valor de enerǵıa dado hay ν estados

posibles. También observamos que la no homogeneidad del campo eléctrico produce la
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homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo.

Figura 4.21: La amplitud del valor medio de P en función de ω.

aparición de dos nuevos estados.

Por otro lado, al estudiar el operador de micromovimiento deducimos que nuestro sis-

tema es no adiabático, debido a que la evolución del sistema no es unitaria. Esto también

se observa por medio del tiempo de repuesta del sistema, el peŕıodo de la forzadora, ya

que este es mucho menor al tiempo caracteŕıstico de sistema, cuando pasa esto decimos

que el sistema es no adiabático.

Al estudiar la densidad de probabilidad, observamos que esta es asimétrica temporal-

mente respecto al momento. También deducimos que la dirección del campo eléctrico no

homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo la proporciona el signo de ε y γ; y la di-

rección del movimiento de la part́ıcula en el espacio la proporciona el signo de γ. Además,

deducimos que el peŕıodo con el cual responde el sistema es el peŕıodo de la forzadora. Al

estudiar la densidad de probabilidad en función de la posición observamos que la part́ıcula

tiene mayor probabilidad de encontrarse en la región (−30,−20) (unidades de distancia)

y en el caso de t = (2n−1)τ
2

la part́ıcula tiene dos sitios fuertemente probables donde en-

contrarse. También deducimos mediante la amplitud de la densidad de probabilidad, que

a medida que aumentamos el tiempo la part́ıcula se desplaza de forma oscilatoria, con

peŕıodo τ ; este desplazamiento se debe al campo eléctrico no homogéneo y rápidamente

oscilante en el tiempo. Este comportamiento se confirma con el valor medio de X, como

se ve en la Figura 4.18. En esta gráfica observamos que la part́ıcula eventualmente se en-

cuentra oscilando entre dos puntos de la red, siendo uno más probable que otro. También

observamos que el movimiento de la part́ıcula se mantiene acotado en el tiempo, por lo

que deducimos que hay localización dinámica, a pesar de que el Hamiltoniano del sistema
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depende de la posición y está sometido a altas frecuencias.

Otra observación de suma importancia, es que a medida que aumentamos la frecuencia

de la forzadora disminuye la amplitud del valor medio de P , por lo que se deduce que hay

un umbral en la frecuencia para el cual el sistema no responde.
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CONCLUSIONES.

• En el Caṕıtulo 4, presentamos un estudio exhaustivo sobre la dinámica que sigue

el sistema oscilador armónico cuántico en una red unidimensional en presencia de

un campo eléctrico no homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo. Primero,

hallamos las soluciones del Hamiltoniano que describe el sistema mediante la teoŕıa

de Floquet, donde deducimos que a altas frecuencias la constante de hopping (sal-

to) deja de ser una constante, y pasa a ser un función que depende de la posición y

del momento de la part́ıcula, debido a la presencia de la alta frecuencia y la inho-

mogeneidad del campo eléctrico actuantes sobre el mencionado oscilador. Además,

observamos que la alta frecuencia produce una selección de auto-estados del siste-

ma y también produce degeneración, ya que para un valor de enerǵıa dado hay ν

(ν ∈ Z) estados posibles. También observamos que la no homogeneidad del campo

eléctrico no homogéneo y rápidamente oscilante en el tiempo produce la aparición

de dos nuevos estados, en comparación al campo eléctrico homogéneo y rápidamente

oscilante en el tiempo.

• En la Sección 4.1, presentamos los cálculos de las autofunciones y del espectro

de enerǵıa. Al estudiar el comportamiento del espectro de enerǵıa en función del

parámetro de enerǵıa cinética observamos que a medida que aumentamos dicho

parámetro, aumenta la separación entre las bandas. Por otra parte, al estudiar el

comportamiento del espectro de enerǵıa en función de la intensidad de la parte

homogénea del campo eléctrico, observamos que tanto la banda superior como la

inferior se comportan como una recta con pendiente positiva, predominando aśı el

efecto del potencial lineal. Sin embargo, las bandas intermedias siguen un compor-

tamiento parabólico, predominando aśı el potencial parabólico. En el espectro de

enerǵıa en función de la intensidad del campo eléctrico homogéneo, observamos que

a diferencia del caso del campo eléctrico homogéneo y rápidamente en el tiempo,

las bandas no están acotadas. Un comportamiento similar lo obtenemos al estudiar

como actúa las bandas de enerǵıas respecto a la intensidad de la parte no homogénea
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del campo eléctrico.

• En la Sección 4.2, presentamos la expresión para el operador de micromovimiento y

la función de onda; del operador de micromovimiento deducimos que nuestro sistema

es no adiabático, debido a que la evolución del sistema no es unitaria. Esto también

se observa mediante el tiempo de repuesta del sistema, para nuestro caso el siste-

ma responde con el peŕıodo de la forzadora, el cual es mucho menor que el tiempo

caracteŕıstico del sistema; cuando pasa esto decimos que el sistema es no adiabático.

• En la Sección 4.3, presentamos un análisis de forma numérica de la densidad de pro-

babilidad y de los valores medios de los operadores posición y momentum. Vemos

que la densidad de probabilidad en función del momento es asimétrica. También

deducimos que la dirección del campo eléctrico no homogéneo y rápidamente osci-

lante en el tiempo la proporciona el signo de ε y γ. Por otra parte, al estudiar la

densidad de probabilidad en función de la posición, observamos que la dirección del

movimiento de la part́ıcula en el espacio la proporciona el signo de γ.

• Finalmente, al estudiar la densidad de probabilidad en función de la posición ob-

servamos que la part́ıcula tiene mayor probabilidad de encontrarse en la región

(−30,−20) y en el caso de t = (2n−1)τ
2

la part́ıcula tiene dos sitios fuertemente pro-

bables donde encontrarse. También deducimos mediante la amplitud de la densidad

de probabilidad, que a medida que aumentamos el tiempo la part́ıcula se desplaza

de forma oscilatoria, con peŕıodo τ . Este comportamiento se confirma con el va-

lor medio de X, como se ve en la Figura 4.18. En esta gráfica observamos que la

part́ıcula eventualmente se encuentra oscilando entre dos puntos de la red. También

observamos que el movimiento de la part́ıcula se mantiene acotado en el tiempo, por

lo que deducimos que hay localización dinámica, a pesar de que el Hamiltoniano del

sistema depende de la posición y está sometido a altas frecuencias. Otra observación

de suma importancia, es que a medida que aumentamos la frecuencia de la forzadora

disminuye la amplitud del valor medio de P , por lo que se deduce que hay un umbral

en la frecuencia para el cual el sistema no responde.



Apéndice A

Cálculos de los conmutadores.

• Cálculo del conmutador [cos(ap), V2(x)] en la representación de los momentos, viene

dado por

[cos(ap), V2(x)]f(p) =
[
cos(ap),

(
εx− γ

3
x3
)]
f(p)

=iε

[
cos(ap),

d

dp

]
f(p) + i

γ

3

[
cos(ap),

d3

dp3

]
f(p)

=

(
iaε sin(ap) + ia

γ

3

(
3a cos(ap)

d

dp

− a2 sin(ap) + 3 sin(ap)
d2

dp2

))
f(p)

Aśı,

[cos(ap), V2(x)] =ia
((
ε− γ

3
a2
)

sin(ap) + iγa cos(ap)x− γ sin(ap)x2
)

(A.1)

• Cálculo del conmutador [cos(ap), [cos(ap), V2(x)]].
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En la representación de los momentos, tenemos

[cos(ap), [cos(ap), V2(x)]]f(p) =ia

((
ε− γ

3
a2
)

[cos(ap), sin(ap)]f(p)

+ γa cos(ap)

[
cos(ap),

d

dp

]
f(p) + γ sin(ap)

[
cos(ap),

d2

dp2

]
f(p)

)

=ia2γ

(
2a sin(ap) cos(ap) + 2 sin2(ap)

d

dp

)
f(p)

Aśı,

[cos(ap), [cos(ap), V2(x)]] =2ia2γ

(
a sin(ap) cos(ap) + i sin2(ap)x

)
(A.2)

• Cálculo del conmutador [V1(x), [cos(ap), V2(x)]].

En la representación de los momentos, tenemos

[V1(x), [cos(ap), V2(x)]]f(p) =− ika

2

[
d2

dp2
,

((
ε− γ

3
a2
)

sin(ap)

+ γa cos(ap)
d

dp
+ γ sin(ap)

d2

dp2

)]
f(p)
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2
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ε− γ

3
a2
)[ d2

dp2
, sin(ap)

]
f(p)

+ γa
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d2

dp2
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]
d

dp
f(p) + γ

[
d2

dp2
, sin(ap)

]
d2

dp2
f(p)

)

=− ika

2

(
a
(γ

3
a2 − ε

)
sin(ap) +

(
2ε− 5γ

3
a2

)
cos(ap)

d
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− 3γa sin(ap)
d2

dp2
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d3

dp3
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Aśı,

[V1(x), [cos(ap), V2(x)]] =− ika

2

(
a
(γ

3
a2 − ε

)
sin(ap) + i

(
2ε− 5γ

3
a2

)
cos(ap)x

+ 3γa sin(ap)x2 − 2iγ cos(ap)x3

)
(A.3)

• Cálculo del conmutador [V2(x), [cos(ap), V2(x)]].

En la representación de los momentos, tenemos

[V2(x), [cos(ap), V2(x)]]f(p) =ia

[(
εx− γ

3
x3
)
,
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3
a2
)
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[V2(x), [cos(ap), V2(x)]] =− εa2

((
ε− 2γ

3
a2

)
cos(ap)

− 2iγa sin(ap)x− 2γ cos(ap)x2

) (A.4)



Apéndice B

Método para eliminar la primera

derivada.

Mediante el método de la eliminación de la primera derivada en una ecuación diferen-

cial de 2do orden, transformamos una ecuación diferencial ordinaria de su forma estándar

ϕ′′(p) +N(p)ϕ′(p) +Q(p)ϕ(p) = 0 (B.1)

a una forma normal, mediante la transformación

ϕ(p) = u(p)v(p) , (B.2)

donde

dϕ(p)

dp
=v(p)u′(p) + u(p)v′(p)

d2ϕ(p)

dp2
=v(p)u′′(p) + 2u′(p)v′(p) + u(p)v′′(p) .

Al sustituir las derivadas anteriores en la ecuación diferencial (B.1), tenemos que

u(p)(N(p)v′(p) +Q(p)v(p) + v′′(p)) + u′(p)(N(p)v(p) + 2v′(p)) + v(p)u′′(p) = 0

Haciendo cero el término que acompaña a u′(p), obtenemos la ecuación para determi-

nar v(p), esto es

N(p)v(p) + 2v′(p) = 0 ⇒ v(p) = e−
∫ N(p)

2
dp (B.3)

Además, obtenemos la ecuación diferencial para u(p), la cual viene siendo la forma

normal de la ecuación diferencial ordinaria (B.1)



90 Método para eliminar la primera derivada.

u′′(p) + q(p)u(p) = 0. (B.4)

Para obetener q(p), partimos de (B.3), donde deducimos que

v′(p) =− N(p)

2
v(p)

v′′(p) =− N ′(p)

2
v(p) +

N2(p)

4
v(p) ,

esto conduce a

q(p) = −N
′(p)

2
− N2(p)

4
+Q(p) (B.5)

Finalmente, obtenemos que la forma normal de la ecuación diferencial (B.1), viene

dada por

u′′(p) + q(p)u(p) = 0 , q(p) = −N
′(p)

2
− N2(p)

4
+Q(p) .



Apéndice C

Determinante de Hill.

Para determinar las ráıces del determiante de Hill seguiremos a F. M. Phelps en [42],

donde se tiene que

∆(ν) = ∆i(ν)
∞∏

n=−∞

S1 − (n+ ν)2a2

S1 − n2a2
. (C.1)

Podemos reescribir S1 − (n+ ν)2a2 y S1 − n2a2 de la siguiente forma

S1 − (n+ ν)2a2 = (S
1/2
1 − (n+ ν)a)(S

1/2
1 + (n+ ν)a) ,

S1 − n2a2 = −n2a2

(
1− S1

n2a2

)
.

Aśı,

S1 − (n+ ν)2a2

S1 − n2a2
=

(S
1/2
1 − (n+ ν)a)(S

1/2
1 + (n+ ν)a)

−n2a2
(
1− S1

n2a2

)

=

(
1 +

νa−S1/2
1

na

)(
1 +

νa+S
1/2
1

na

)
1− S1

n2a2
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lo que implica que,

∞∏
n=−∞

S1 − (n+ ν)2a2

S1 − n2a2
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=
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) (C.2)

Sustituyendo la ecuación (C.2) en la ecuación (C.1), obtenemos

∆(ν) = −∆i(ν)

sin

(
νa−S1/2

1

a
π

)
sin

(
νa+S

1/2
1

a
π

)
sin2

(
S
1/2
1

a
π

)
Después del tratamiento dado por F. M. Phelps en [42], se tiene que la ecuación para

determinar las ráıces del determinante de Hill es

∆(ν) = ∆(0)− sin2(νπ)

sin2

(
S
1/2
1

a
π

) (C.3)

donde

S1 ≡
2E

k
+

4A2a2γε

k2ω2
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[22] Pablo Mat́ıas Pérez Piskunow. Efectos de la radiación en las propiedades eléctricas
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[41] J. A Oteo F. Casas and J. Ros. Floquet theory: exponential perturbative treatment.

Phys. Reports, 470, 2009.

[42] F. M. Phelps and J. H. Hunter. An analytical solution of the inverted pendulum.

AAPT, 1964.



96 BIBLIOGRAFÍA
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