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RESUMEN.

Este TEG esta dedicado al estudio teérico del oscilador arménico en la
red en presencia de un campo eléctrico no homogéneo y rapidamente oscilante
en el tiempo. Debido a que este es un sistema cuantico impulsado periédica-
mente y sometido a un régimen de alta frecuencia, hacemos uso de la teoria de
Floquet para obtener la forma de la funciéon de onda. Luego, usamos el método
de Maricq para calcular el Hamiltoniano efectivo y el operador de micromo-
vimiento. Mediante el Hamiltoniano efectivo calculamos las autofunciones y
el espectro de energia, donde obtenemos que la alta frecuencia produce una
seleccion de auto-estados del sistema y produce degeneracién; también obser-
vamos que la no homogeneidad del campo eléctrico produce la aparicién de
nuevos estados. Utilizamos la funcion de onda para calcular de forma numérica
la densidad de probabilidad y los valores medios de la posicién y del momen-
tum, donde vemos que la particula eventualmente se encuentra oscilando entre
dos puntos de la red, entre los cuales hay uno preferencial. Mediante el valor
medio de la posicion, deducimos que hay localizaciéon dindmica. Finalmen-
te, deducimos que hay un umbral en la frecuencia para el cual el sistema no

responde.
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INTRODUCCION.

El oscilador armonico es el sistema mas estudiado en la Fisica, en especial en la fisi-
ca del estado solido donde los puntos de una red cristalina representan a los dtomos en
un soélido cristalino, los cuales realizan pequenas oscilaciones sinusoidales alrededor de su
punto de equilibrio; este comportamiento se representan mediante el oscilador arménico
cuantico. Basandonos en el creciente interés en el estudio de este sistema fisico forzado,

consideramos necesario el estudio del sistema oscilador armoénico cudntico forzado en una

red.

En 1986, Mattis [1] propone al oscilador armdnico cudntico en la red para modelar el
espectro de autovalores de la capa de inversion en la superficie de un semiconductor cuan-
do los electrones (o huecos) saltan en una regién de densidad de carga eléctrica constante.
Seguidamente, Chalbaud, Gallinar y Mata [2] en ese mismo ano publican las soluciones
a este problema, donde las autofunciones vienen dadas por las funciones de Mathieu; a
diferencia del caso continuo donde las autofunciones vienen dada por las funciones de
Hermite. Luego, Gallinar y Chalbaud [3] estudiaron la dindmica que sigue el oscilador
armonico cuando esta en presencia de un campo eléctrico homogéneo, siendo uno de sus

aportes las oscilaciones de Bloch amortiguadas asociada a este sistema.

Por otra parte, sabemos que uno de los temas que actualmente ha adquirido un gran
interés en el area de fisica del estado sélido, tanto en estudios experimentales como teori-
cos, son los sistemas cudnticos impulsados periddicamente [1]; ya que ofrece una forma
prometedora para explorar nuevos fenémenos cuanticos que serian dificiles o imposibles
de observar de otra manera. Estos sistemas cuanticos influyen notablemente en la localiza-
cién dindmica [5, 6] y en la transiciones de fase dindmicas [7, 8]. Para tratar estos sistemas
cuanticos impulsados periddicamente utilizamos la Teoria de Floquet, la cual se usa para
estudiar los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes peridédicos y ha
sido extendido al tratamiento de Hamiltonianos dependientes periédicamente del tiempo
por Shirley y posteriormente por Sambe alrededor de 1970 [9, 10]. Nuestro interés en tra-
bajar con esta teoria esta basado en que este método nos permite obtener las soluciones
para un problema con Hamiltoniano dependientes periédicamente del tiempo, de manera
no perturbativa [11, 12, 13, 14]. Aunque la forma general de la solucién de una ecuacién
diferencial con coeficientes periddicos es dada por el Teorema de Floquet; este teorema
por si mismo no nos proporciona informacion de cémo calcular la funcién o solucién de

Floquet, simplemente afirma que tal funcién existe [15, 14, 11, 16].



Recientemente, se ha generado un gran interés en el area de la fisica de materia conden-
sada en estudiar los sistemas cuanticos impulsados periddicamente y sometidos a un régi-
men de alta frecuencia; por ejemplo, en el contexto de transporte cudntico [17, 18, 19, 20],
fases cudnticas topolégicas [21, 22] y detecciones cuanticas del Fermién de Majorana
(23, 24]. Aunque el estudio de las ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos pre-
senta una seria dificultad debido a que no se conoce ningin método general para deter-
minar una solucion de Floquet del Hamiltoniano periddico; tenemos que un método muy
usado especialmente para el limite de alta frecuencia, donde la contribucién de orden
superior es despreciable, es la expansion de Floquet-Magnus [11, 16]. En este TEG, utili-

zamos la representacién dada por Maricq de dicha expansion [25].

Basandonos en lo antes expuesto, en este TEG, estudiamos el comportamiento del
modelo dado por Gallinar-Chalbaud, pero con un campo eléctrico no homogéneo que os-
cila rapidamente en el tiempo. El desarrollo de este trabajo se estructura en los siguientes

objetivos:

Objetivo General.

Estudiar la dindmica del sistema fisico oscilador arménico en una red unidimensional
bajo la accion de un campo eléctrico no homogéneo, periddico y rapidamente oscilante en

el tiempo.

Objetivos Especificos.

e Estudiar la documentacion tedrica relacionada a teoria de bandas, método de tight-
binding, teoria de Floquet, oscilaciones de Bloch, expansion de Floquet-Magnus,

método de Maricq, localizacién dinamica y el oscilador arménico en una red.

e Hallar el Hamiltoniano efectivo, independiente del tiempo, de manera estroboscépi-

ca, considerando como Hamiltoniano del sistema

2

k
H(t) = —2Acos(ap) + % + (e:c — %x?’) cos(wt), w >> wy (1)

e Calcular el espectro y las funciones de ondas del Hamiltoniano efectivo y analizar

la distribucién de probabilidad asociada.



e Hallar el operador de micromovimiento, mostrar que posee términos oscilantes y
analizar la presencia de términos no adiabaticos en la funciéon de onda del Hamilto-

niano dependiente del tiempo.

Este TEG, esta organizado de la siguiente manera:

e En el Capitulo 1, introduciremos los conceptos basicos para la comprension del con-
texto en el que se desarrolla este TEG. Comenzaremos por estudiar como se agrupan
los estados electronicos en las bandas de energia, para diferenciar los tipos de sélidos
cristalinos; enfoncando nuestra atencion en los materiales semiconductores. Seguido
de esto, se presenta la teoria de Floquet como herramienta para analizar la forma
general de la solucién de una ecuaciéon diferencial con coeficientes peridédicos. En la
Seccién 1.4, daremos una descripcion de la aproximacion de tight-binding, debido a
que la energia cinética del Hamiltoniano del sistema en estudio es la energia asociada
a la aproximacién de tight-binding. Finalmente, discutiremos acerca de la definicion

de las oscilaciones de Bloch.

e En el Capitulo 2, estudiaremos un método para hallar al menos una solucién de Flo-
quet del Hamiltoniano periddico, llamado expansion de Floquet-Magnus; utilizando
la representacién dada por Maricq de dicha expansion. Al final de este capitulo,
introduciremos el concepto de adiabaticidad, debido a que nuestro sistema esta so-

metido a una perturbacion con dependencia temporal.

e En el Capitulo 3, hacemos una revision bibliografica del oscilador arménico cuantico
en la red, comenzaremos por Mattis [1] quien propone al oscilador arménico cuénti-
co en la red. Seguidamente, senalamos las soluciones de este problema que dieron
Chalbaud, Gallinar y Mata [2]. Finalmente, en la Seccién 3.2, analizamos la dindmi-
ca que sigue el oscilador armoénico cuando estd en presencia de un campo eléctrico
homogéneo basandonos en el trabajo de Gallinar y Chalbaud [3], donde uno de sus

aporte es las oscilaciones de Bloch asociada a este sistema.

e En el Capitulo 4, se muestran los resultados principales de este TEG. En la Seccion
4.1, calculamos analiticamente, haciendo uso de la representacién de Maricq, el Ha-

miltoniano efectivo y el Operador de micromovimiento; del Hamiltoniano efectivo



calculamos las autofunciones y el espectro de energia. Analizamos el comportamien-
to del espectro en funcién de los parametros A, € y v. En la Seccion 4.2, haciendo uso
de la teorfa de Floquet, obtenemos la Funcién de Onda de (1). Ademads, discutimos
sobre los términos no adiabaticos del operador de micromovimiento. Finalmente, en
la Seccién 4.3, mostramos como es la dindmica que sigue la funcién de onda median-
te el estudio de la densidad de probabilidad de los operadores posicién y momentum

y del valor medio de dichos operadores .



Capitulo 1
Teoria de Bandas.

En este capitulo introduciremos los conceptos basicos para la comprension del con-
texto en el que se desarrolla este TEG. Comenzaremos por estudiar como se agrupan los
estados electronicos en las bandas de energia, para diferenciar los tipos de sdlidos cris-
talinos; enfoncando nuestra atencién en los materiales semiconductores. Seguido de esto,
se presenta la teoria de Floquet como herramienta para analizar la forma general de la
solucién de una ecuacién diferencial con coeficientes periédicos [14, 15, 13]. En la seccién
1.4, daremos una descripcién de la aproximacion de tight-binding, debido a que la energia
cinética del Hamiltoniano del sistema en estudio es la energia asociada a la aproximacion
de tight-binding. Finalmente, discutiremos acerca de la definicién de las oscilaciones de

Bloch y el como podemos observarlas.

1.1. Bandas de Energia.

Las bandas de energia electronica en un sélido representan la estructura electrénica
basica del solido. Para estudiar la formacién de la banda de energia, consideramos la
agregaciéon de los N dtomos (N & 10?3); cuando estos dtomos se aproximan, los niveles
de energia de cada atomo se ven influenciados por los otros atomos, de manera que el
nivel de energia de uno en particular se divide en N subniveles estrechamente espaciados,

formando asi una banda de energia [26, 27].

Tenemos que los electrones en los cristales estan repartidos en bandas de energia, estas
bandas de energia son: la banda de valencia en la cual se encuentra los electrones de los
estados de valencia no conductores, esta banda esta predominantemente llena de electro-

nes; las bandas de conducion estan dominantemente vacias. A la minima diferencia de
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Banda de conduccion vacante

Banda prohibida Eg

Energia

Banda de valencia llena

Figura 1.1: Estructura de bandas.

energia entre estas bandas de energia se le denomina gap o banda de energia prohibida.
En la Figura 1.1 mostramos la estructura de banda de un cristal, donde la frontera entre
los estados ocupados y los no ocupados a temperatura cero es la energia de Fermi, de
manera que las bandas de valencia son bandas con energia menor a la energia de Fermi,

mientras que las bandas de conduccién aparecen a energias superiores [26, 28].

Una manera de imaginar a un aislante es juntando varios atomos que no comparten
electrones entre si; de esta manera los electrones se localizan mayoritariamente alrededor
del atomo al que pertenecen. Los aislantes tienen un gap grande y por lo tanto sus elec-
trones requieren grandes cantidades de energia para moverse (> 1 eV/); debido a que un
campo eléctrico externo no seria lo suficientemente intenso como para que los electrones
pasen a la banda de conduccién. Los semiconductores (como el silicio y el germanio) son
materiales tecnolégicamente muy ttiles, debido a que sus atomos comparten mejor los
electrones y por lo tanto sus gaps son mas pequenos que los gaps de los aislantes. Los
semicoductores son por tanto excelentes interruptores presente en cualquier procesador
moderno. Por otra parte, tenemos que en los metales existen muchos estados energéti-
cos vacios donde los electrones pueden excitarse con facilidad (ver Figura 1.2). El metal
posee estados electronicos que necesitan una energia muy pequena con respecto a la que

necesitan los semiconductores para conducir. Otra manera de tener un metal es cuando
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Energia

Aislante Metal

Figura 1.2: Esquema de la ocupacion eléctronica de las bandas permitidas de energia
correspondiente a aislantes y metales. Las zonas moradas indican las regiones llenas con

electrones.

las bandas de energia se solapan en un cristal que tiene un ntimero par de electrones por

celda primitiva, en este caso tendriamos dos bandas parcialmente llenas [26, 29, 30, 31].

1.2. Semiconductores.

Un semiconductor intrinseco o puro es un semiconductor cristalino sin impurezas ni
defectos en su red, tales como el silicio y el germanio. En el cero absoluto (0 K) el semi-
conductor tiene justo los suficientes electrones para llenar las bandas de valencia, por lo
que no sobran electrones para ocupar las bandas de conduccién, como se muestra en la

Figura 1.1. En este caso el semiconductor se comporta como un aislante [28,; 30].

Sin embargo, cuando incrementamos la temperatura la agitacion térmica rompe algu-
nos enlaces que quedan incompletos. Cada enlace roto crea un par de portadores, electron
y hueco. Estos electrones se excitan térmicamente desde la banda de valencia hasta la
banda de conduccién, en donde se convierten en moviles. Por otra parte, tenemos que la
ocupacion electrénica de un semiconductor depende del aumento de la temperatura, ya
que el numero de estados accesibles (o huecos) aumenta (ver semiconductor de la izquier-
da de 1.3) cuando aumentamos la temperatura y de la presencia de impurezas, ya que el
semiconductor sufre un déficit de electrones (ver semiconductor de la izquierda de 1.3)
o aumento de electrones (ver semiconductor de la derecha de 1.3) cuando éste estd en

presencia de impurezas [20].
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Energia

Semiconductor

Figura 1.3: Esquema de la ocupacion eléctronica de las bandas permitidas de energia
correspondiente a semiconductores. Las zonas moradas indican las regiones llenas con

electrones.

La banda de conduccion esta vacante en el cero absoluto y estd separada por una
banda prohibida de la banda de valencia llena. Cuando se aumenta la temperatura, los
electrones se excitan térmicamente desde la banda de valencia hasta la banda de con-
duccién. Tanto los electrones de la banda de conduccién como los orbitales vacantes o
huecos que dejan tras si en la banda de valencia, contribuyen a la conductividad eléctrica.
Ademas, la conductividad eléctrica de un semiconductor es generalmente mucho menor
que la de un conductor, debido al niimero reducido de electrones y huecos disponibles.
Otra caracteristicas de los semiconductores es que su conductividad depende fuertemente

de la temperatura, que es la que regula el nimero de portadores [26, 31].

1.3. Teoria de Floquet.

El matematico francés Achille Marie Gaston Floquet formulé en 1883 un teorema
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias conocido posteriormente como el teore-
ma de Floquet. Este teorema da las soluciones a las ecuaciones diferenciales lineales con
coefientes periddicos, y ha sido extendido al tratamiento de Hamiltonianos dependientes

periédicamente del tiempo [11, 12, 13, 14].

Nuestro interés en trabajar con esta teoria esta basado en que este método nos permite
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obtener las soluciones para un problema con Hamiltoniano dependientes periédicamente

del tiempo,

H(t)=H(t+r7)

La forma general de la solucion de una ecuacion diferencial con coeficientes peridédicos

es dada por el Teorema de Floquet. El cual estudiaremos a continuacion.

1.3.1. Teorema de Floquet

Comenzamos el estudio del teorema de Floquet partiendo de las soluciones de la ecua-

cién de Hill, la cual tiene la forma

(L) + q(t)T(t) = 0 (1.1)

dicha ecuacién estd caracterizada por la periodicidad de ¢(t) con periodo minimo 7; es

decir

q(t+7) = q(t).
Sean 1 (t) y 1¥(t) dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Hill,
entonces 11 (t +7) y 1o(t + 7) son también soluciones de la ecuacién de Hill, ya que dicha
ecuacién permanece invariante al sustituir ¢ por ¢+ 7. Ahora bien, por medio del siguiente

teorema indicaremos cuando una solucién es de tipo Floquet.
Teorema # 01: Soluciéon o Funcién de Floquet

FEziste al menos una constante p no nula y una solucion (t) de la ecuacion de Hill

que cumple con la siguiente tqualdad

b(t+7) = p(t) (1.2)

todas las soluciones ¥(t) que cumplen con esta propiedad son consideradas soluciones o
funciones de Floquet [15].

Este teorema nos garantiza que hay al menos una solucion de la ecuacion de Hill que
cumple con la propiedad de Floquet enunciada en el Teorema # 01, pero este teorema no
nos dice nada acerca de la otra solucién de dicha ecuacién, Wy(t). Para estudiar que pasa

con la segunda solucion de la ecuacién de Hill, enunciamos el siguiente teorema [13]
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Teorema # 02

Ezisten dos soluciones linealmente independientes 11(t) y 1o(t) de la ecuacion de Hill,

tal que

i) 1(t) = eMtPi(t) , o(t) = et Py(t) donde hy y hy son constantes, no necesaria-

mente distintas, y Pi(t) y Pa(t) son funciones periédicas con periodo T.

i) ¥y(t) = e"P(t) , Wo(t) = e [xP(t) + Po(t)] donde h es una constante, y Pi(t) y

Py(t) son funciones periddicas con periodo T.

En el caso (i) tenemos que ambas soluciones cumplen con la propiedad de Floquet, es

decir, son de forma

Vit +7) = pili(t) i=1,2

Este caso es el mas usado, debido a que el teorema de Bloch se puede ver como una
combinacion lineal de dos soluciones de la ecuacién de Hill de tipo Floquet; es decir, que
ambas soluciones de la ecuacién de Hill cumplan con la propiedad de Floquet [15]. Este

teorema es analogo al teorema de Bloch, donde el potencial es peridédico en el espacio.

1.3.2. Teorema de Bloch

En 1928, Bloch descubrié que no importa cuan fuerte sea el potencial periédico, mien-
tras sea perioddico, se conserva el momento cristalino. Este descubrimiento se conoce como

el Teorema de Bloch.

El Teorema de Bloch enuncia que la funciéon de onda de un electrén en un potencial

periédico externo

V(z) =V(x+a),

se puede escribir como el producto de una funciéon con la misma periodicidad del potencial

y un factor de fase derivado de la simetria traslacional, es decir,

V() = e uyp(x),
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con uj(z) = u;p(x + a), j es el nimero de banda y k un vector del espacio reciproco.

Al desplazar la funcién de onda con un vector de traslacion unitario a (para el caso

unidimensional), ésta adquiere la forma

Yip(x+a)= eikawj,k(x) , (1.3)

de modo que la densidad de probabilidad |¢; . (x)|* es exactamente la misma debido a que

la magnitud del factor de fase es uno [32].

Por otra parte, tenemos que las funciones de Bloch son funciones periédicas en k [33];

es decir,

Q/Jj,kwf ($) = ¢j,k(x)'

Las funciones de Bloch pueden combinarse en paquetes de ondas localizadas para
representar electrones que se propagan libremente a través del campo potencial de los

nucleos i6nicos.

Un ejemplo unidimensional que nos ayudara a la comprensién de este teorema es el
modelo de Kronig-Penney, el cual consiste en una sucesién de pozos cuadrados y aunque
es una simplificacién muy grande respecto a un potencial real, muestra la estructura de

bandas tipicas debidas a la simetria traslacional de la red (ver [26, 28]).

1.4. Aproximacion de electrones fuertemente enlaza-
dos (Aproximacion de Tight-Binding)

El modelo de electrones fuertemente enlazados (tight-binding) o el método de LCAO
(combinacién lineal de orbitales atémicos) fue originalmente propuesto por Bloch en 1928.
La idea del modelo de tight-binding es representar los estados electronicos de la red por
funciones, tales que cerca de un ién se parezca a un estado atémico [34]. Ademads, debido
a que experimenta ligeras variaciones por la presencia de otros atomos en el sélido y a que
los electrones estan fuertemente ligados a sus propios atomos, sus funciones de onda estan
casi libres de influencia por atomos vecinos. La aproximacién es mas 1til para describir
las bandas de energia que surge de la capa d parcialmente llena de los atémos de metales

de transicién y para describir la estructura electronica de aislantes [28, 31].
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En el desarrollo de este modelo, suponemos que todos los a&tomos de la red se compor-
tan de misma manera, por lo que estudiamos como un sélo atomo localizado en un punto
de la red se ve afectado por sus atomos vecinos mediante el Hamiltoniano, H, y extrapo-
lamos este comportamiento a los demas dtomos. Mediante la ecuacién de Schrédinguer,

tenemos

Hat‘yn = En\I]nv

donde requerimos que ¥, (x) sea muy pequenio cuando = exceda una distancia del orden

de la constante de red a.

Ahora bien, supongamos que ¢,(x — ) es un orbital atémico para un atomo libre con
centro [, esto implica que podemos construir una funcién que satisface la condiciéon de
Bloch

Up(z) = ﬁ ; eMapy(z — ). (1.4)

Tenemos que ¥, (z — [) es de gran magnitud en las vecindades de [ y decae répida-
mente para otros puntos alrededor de [. Al alcanzar el vecino préximo, 1,(x —1) ~ 0y el

solapamiento entre los 1), es minimo.

Procedemos a escribir a ¢ (x) como una funcién de Bloch usual; es decir,

N
(o) = e S0 e (o 1)
=1

esto implica que ¥, (x) es una funcién que depende unicamente de la posicién relativa z—1.

Como primera aproximacion, tenemos que el valor esperado de la energia se comporta

como

(Y H(z)|Yr)
e(h) = (WUrle)

Tenemos que la correccion para los valores de atomo libre serd pequena si las funciones

(1.5)

de onda vecinas y potenciales no se superponen. Por otra parte, debido a que ()
es la funcion de onda electrénica, y ademés hay N electrones, tenemos que sumar la

contribucién de todos los electrones. De esta forma

H(x)

e(k) = <Z Yk

3 wk> = S (o~ 1) | H(x) | (e~ D)

i
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= ¢(k) = %Zeikhsh (1.6)

de donde, h = [ —I'. Haciendo I’ = 0, obtenemos que

en = (Ye(x) [ H(x) [ Yz = h)) - (1.7)

Debido a la periodicidad de la red, las integrales €, dependen tinicamente de la posicion

relativa de los atomos, h = [ —1’, de los sitios sobre los cuales los orbitales estan centrados.

Por otra parte, tenemos que V' (x) es la energia potencial cristalina, la cual separare-
mos en dos contribuciones: V, que es la contribucion de la energia potencial de un atomo

aislado situado en el origen y ‘7(37) la contribucién debida a los otros atomos.

Usando (1.6), tenemos que

e(k) = % (50 + Z eikhsh> (1.8)

Para h =0 de (1.7), tenemos que
0=+ (U4(@) | V@) | () =<

donde (Vg () | Hat | Yr(2)) = €0, st h =0y (Yg(x) | Hat | Yr(z)) =0si h #0.

Estas integrales ¢, seran distintas de cero solo cuando se considere superposicion de
funciones entre atomos primeros vecinos. También esperamos que sélo se superpongan los
orbitales de la banda mas externa. Las otras bandas, correspondientes a niveles atémicos

de energia més bajos, no alcanzan a superponerse a la distancia de equilibrio interatomica.

Las integrales €, = —A son todas iguales entre si y los niveles de energia estan dados

por:

(k) =e, — A (™ + ™) =g, — 2Acos(ka) (1.9)

Si la banda no esta completamente llena, la energia total de todos los electrones dis-
minuye a medida que los atomos se mueven juntos y el ancho de banda aumenta. Esta
disminucién de la energia es precisamente la fuerza vinculante de un enlace metalico. Esto
es resultado del hecho de que los electrones que sostienen los atomo juntos son moviles,

por esta razén pueden reajustar sus posiciones cuando el cristal es deformado [28, 29, 31].




28 Teoria de Bandas.

1.5. Funciones de Wannier.

Aunque el método de tight-binding es conceptualmente mas simple, existen serias difi-
cultades cuando intentamos usarlo como un método cuantitativo. Parte de esas dificultades
surgen porque los estados de tight-binding no son ortogonales entre si. En particular, si
construimos dos estados del mismo niimero de onda pero basado en diferentes estados
atémicos podemos facilmente ver que debido a términos de solapamiento esos estados
no son ortogonales. Estas dificultades podrian evitarse tomando combinaciones lineales
apropidas de los orbitales atomicos en diferentes dtomos tal que las integrales de super-
posicién desaparezcan. Hay una manera sisteméatica de lograr esto que es el método de

las funciones de Wannier [29, 33].

Las funciones de Wannier forman una base apropiada para expresar estados localizados
en solidos cristalinos. Tenemos que cada estado de Bloch puede ser expresado por una

serie de Fourier, es decir,

Yjk(r) = (%) v Z Wj(z)e™ (1.10)

de donde W, (x) es la funcién de Wannier de la j-ésima banda y la n-ésima celda. Por

otra parte, tenemos que

W)= (52)" [ // ba(a)dk. (1.11)

Asi, de (1.11), vemos que la funcién de Wannier W, () es una combinacién lineal lo-
calizada de todas las ondas de Bloch de una banda dada. Haciendo uso de la normalizacion

de las funciones de Bloch

/ (@)Y (2)de = zf@,jlé(k — k') (1.12)

para k y k', en la primera zona de Brillouin. Tenemos que

/ Wi (@)W () das = 0O (1.13)

En virtud de que podemos definir la funcién de onda de Bloch como
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Diplx) = €90y ()

la cual describe el mismo estado normalizado que v;;(x), siempre que ¢;(k) sea una

funcién real y que

¢j(k +2m/a) — ¢;(k) = 27r;

con r; siendo un entero, tenemos que

o= (57)" [ Fwtonar= ()" [

lo cual nos dice que la funciéon de Wannier no estd univocamente definida [33].

ei‘bj(k)wj,k(:v)dk

w/a

1.6. Oscilaciones de Bloch.

Las oscilaciones de Bloch fueron senaladas por primera vez por Bloch y Zener mientras
estudiaban las propiedades eléctrica de los cristales. Ellos observaron que el movimiento de
los electrones en un cristal perfecto que esta bajo la accion de un campo eléctrico constante
seria oscilatorio en lugar de uniforme. Por esta razon, se deduce que este fenomeno llamado
oscilaciones de Bloch describe las oscilaciones de una particula confinada en un potencial

periédico cuando una fuerza constante estd actuando sobre la particula [4, 35, 36].

Para describir este comportamiento, calculamos la posicion con respecto al tiempo,
X (), de esta forma observaremos la trayectoria que sigue la particula en un instante de-
terminado. Para esto, tenemos que la ecuacién de movimiento para un electrén perturbado

por un campo eléctrico constante E es

h(ji—]z = —el (1.14)
que tiene la solucién
k(E) = k(0) — %t.
La velocidad v del electron estéd dada por
o(k) = LEH) (1.15)
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donde ¢(k) indica la relacién de dispersién para una banda de energfa dada. Supongamos

que £(k) es la energia asociada a la aproximacién de tight-binding, esto es
e(k) = —2Acos(ak) (1.16)

donde a es la constante de red y A es el elemento de matriz de “salto”.

Asi, v(k) esta dada por

v(k) = 21{% sin(ak) .

Por lo tanto, la trayectoria que sigue el electrén para un determinado tiempo, tomando
k(0) =0, es

X(t) = /Otv(k:(t’))dt’ — X (0) - 22 cos (Tt) (1.17)

donde X (0) = 24,

[

Esto muestra que el electron oscila en el espacio real. La frecuencia angular de las

. . . o ae|E| ’ A . .
oscilaciones viene dada por wp = =5~y el perfodo con el cual se efectiian las oscilaciones
__ 27h
eSS Tp = aclE]"
=

0.04

0.0 01 0.2 0.3 0.4 0.5

27h
aelE|"

Figura 1.4: Oscilaciones de Bloch, con un periodo 75 =
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El fenémeno de las oscilaciones de Bloch, sélo podemos observarlo si 75 es més corto

que el tiempo de relajacion habitual 7.

Por otra parte, en un metal tenemos que 7p es sustancialmente mas largo que un
tiempo de relajacién tipico (temperatura ambiente) de 7. En este caso, para observar
las oscilaciones de Bloch tenemos dos posibilidades. La primera consiste en bajarle la
temperatura a un solido casi perfecto para aumentar 7 con respecto a 7g. La segunda
es construyendo una red artificial con una constante b que es mucho mas grande que la
escala atémica de a (por ejemplo usando una técnica de nanoestructura). Esto conducird
a una distancia reducida en el espacio reciproco que los electrones deben recorrer para

completar una oscilacién de forma que se pueda observar el fendmeno [1, 36].
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Capitulo 2
Tratamiento a alta frecuencia.

Uno de los temas que actualmente ha adquirido un gran interés en el area de Fisica del
estado sélido, y que es base fundamental en esta investigacién son los sistemas cudnticos
impulsados periddicamente y sometidos a un régimen de alta frecuencia [17, 18, 19, 20].
Para tratar estos sistemas utilizamos la Teoria de Floquet, la cual se usa para estudiar
los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periédicos [11, 12, 13, 14].
El Teorema de Floquet por si mismo no nos proporciona informaciéon de como calcular la
funcion o solucion de Floquet, simplemente afirma que tal funcion existe. En este capitulo,
estudiaremos un método para hallar al menos una solucion de Floquet del Hamiltoniano
periddico, llamado expansion de Floquet-Magnus; utilizando la representacion dada por

Maricq de dicha expansion [25].

Al final de este capitulo, introduciremos el concepto de adiabaticidad, debido a que

nuestro sistema estd sometido a una perturbaciéon con dependencia temporal [22, 37].

2.1. Evolucion Dinamica de Sistemas Cuantizados

En esta seccion, estudiamos como evoluciona la dinamica de los sistemas cuantizados
en el tiempo, mediante el operador de evolucién temporal U(t). Tres maneras de descri-
bir la evolucién dindmica son: el esquema de Schrodinger, el esquema de Heisenberg y el
esquema de interaccién (o Dirac). En el esquema de Schridinger, los estados cambian en
el tiempo y los operadores permanecen constante; a diferencia del esquema de Heisen-
berg, donde lo operadoras evolucionan en el tiempo y los estados permanecen constante.
Mientras que en el esquema de Dirac tenemos que tanto los operadores como los estados

evolucionan en el tiempo [38, 39].
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2.1.1. Esquema de Schrodinger

En el esquema de Schrodinger tenemos que los estados evolucionan con el tiempo y
los operadores que no dependen explicitamente de ¢ permanecen constantes. Por lo tanto,
para un estado en el instante to, ¥(¢y), tenemos que mediante el operador de evolucién
U(t,ty) definido en el espacio de Hilbert asociado al sistema cuantizado obtenemos el

estado W(¢) en un tiempo posterior ¢, esto es

U(t) =Ul(t, to)Vs(to). (2.1)
donde el subindice se refiere a que estamos considerando los estados en el esquema de
Schrodinger [38, 40].

El operador de evolucién temporal U(t, o) es unitario, es decir,

Ut(t, to)U(t,to) = Ult, to)UT(t, 1) =1,

y satisface la ecuacién diferencial

QU (L, to)
5

Asi, de la ecuacién diferencial (2.2) obtenemos

FHHU(tt) =0 . (2.2)

L OW(t) _
— mT + H(t)W(t) =0 . (2.3)

Esta es la conocida forma de la ecuacion dindmica de Schrodinger, donde el

Hamiltoniano H es denominado el Hamiltoniano del sistema.

Por otra parte, tenemos que los valores medios A, evolucionan en el tiempo de acuerdo

< Ay =< (0| AT > (2.4)

La ecuacién dindmica de movimiento que obedece los observables dinamicos es

d 1
< As >= 7 < [H, As] >+ . (2.5)

El esquema de Schrodinger es particularmente 1til para ejecutar calculos préacticos, ya

que la evolucién temporal se obtiene resolviendo una ecuacién diferencial [38].
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2.1.2. Esquema de Heisenberg

En el esquema de Heisenberg los operadores son los que evolucionan temporalmente
mientras que los estados permanecen constantes. La evolucién temporal de los operadores
debe ser tal que dé lugar a los mismas propiedades cuanticas, para el mismo intante ¢,

que en el esquema de Schrodinger.

El esquema de Heisenberg es unitariamente equivalente a el de Schrodinger. Para
determinar la forma de los observables y de los estados en el esquema de Heisenberg
hacemos una transformacién candnica generada por el operador de evolucién U~ (¢, ),
definido en (2.2). Esto es,

\PH(t> = U_l(tv tO)\I/s(t) ) (26>

Ap(t) = U™ (t to) AU (¢, to) (2.7)

De las expresiones anteriores obtenemos que para el esquema de Heisenberg el vector
estado es un vector fijo en el espacio de Hilbert, es decir, el vector estado es constante
[38, 40].

Por otra parte, tenemos que el valor medio de cualquier observable en el tiempo ¢ es

calculado a partir de

< Ag >=<VYy(t)|Ag|Vu(t) > . (2.8)

Para evaluar esta ecuacion hay que resolver la ecuacion dinamica de los operadores

autoadjuntos

H, Ay] + 241 (2.9)

d 1
L og _
< Ag >¢ ot

dt h
Las propiedades cuanticas son expresadas mediante las reglas de conmutacion, las cua-

les, para el mismo intante ¢, son las misma que en el esquema de Schrodinger.

La ventaja particular del esquema de Heisenberg es que las ecuaciones de movimiento
tienen la forma candnica y permiten la descripcién covariante de las ecuaciones clasicas
de movimiento del analogo clasico. La desventaja del esquema en cuestion es que debemos

resolver una ecuaciéon de movimiento diferente para cada observable [38].
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2.1.3. Esquema de Dirac o de Interaccién

Este esquema fue disenado para combinar las ventajas de los dos esquemas anterio-
res. Mientras mantiene las ecuaciones de movimiento simples, este esquema también nos
permite realizar cdlculos en forma practica y simple. El esquema de Interaccién (o Di-
rac) es de gran utilidad cuando el Hamiltoniano al que estd sometido el sistema se puede
descomponer como la suma de dos Hamiltoniano, H = Hy + W (t), donde H, es tal
que las correspondientes ecuaciones de movimiento de Heisenberg son facilmente solubles
[38, 39, 40]. En muchos casos, W (t) es una interaccién perturbativa, pero no tenemos que

suponer nada sobre su magnitud.

El esquema de Interaccion para definir los estados W () y los observables dindmicos
Ap del sistema, le aplicamos una transformacién unitaria R(to,t), donde la familia de
operadores R(ty,t) es unitaria y ademds satisface la ecuacién diferencial (2.2), al esquema
de Schrodinger [38, 40]. Esto es,

Up(t) = R(to, 1)¥s(?) , (2.10)
Ap(t) = R(to,t) AR (to, 1) . (2.11)

La evolucion temporal de los observables depende solo de Hy, el cual, en muchas aplica-
ciones, corresponde al movimiento libre no influenciado por la interaccién. Por otra parte,
la evolucién temporal del vector estado es unicamente determinada por R(to, t)W (t) R~ (to, t),

el cual corresponde a los efectos dinamicos de la interaccion.

La consecuencia inmediata de lo antes expuesto es que las ecuaciones de movimiento
de los diversos observables en el esquema de interaccién serian los mismos que los del
esquema de Heisenberg si W (t) = 0. Las ecuaciones de movimiento de los observables en
el esquema de Interaccién son formalmente ecuaciones de movimiento “libres” .

El vector estado obedece la ecuacién dinamica

?aq’a—i(t) + R(to, YW ()R (to, )T p(t) = 0 . (2.12)

El valor medio de cualquier observable en el tiempo t es calculado a partir de

< Ap >,=< \I/D(t)‘AD’\I/D@) > . (213)

Para evaluar esta ecuacion hay que resolver la ecuacion dindmica de los operadores

autoadjuntos
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d i B DAp
- < Ap >,= - [R(to,t)HoR ' (to, 1), Ap] + = (2.14)

Las propiedades cuédnticas son expresadas mediante las reglas de conmutacion (relacio-
nes de Heisenberg), las cuales, para el mismo instante ¢ son las misma que en el esquema

de Schrédinger y en el de Heisenberg [38].

El esquema de Interaccion estd a medio camino entre los esquema de Schrodinger y
el de Heisenberg, ya que tanto los estados como los observables cambian en el tiempo.

Ademés, las evoluciones cinemética y dinamica del sistema se separan [38].

En este TEG, trabajaremos con la interpretacién dada por Dirac, es decir, con el es-
quema de Interaccién. Debido a en nuestro sistema esta en presencia de un campo eléctrico

no homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo.

2.2. Método de Floquet-Magnus.

Nuestro interés en estudiar este método se debe a que el sistema en estudio esta en
presencia de un campo eléctrico que oscila rapidamente en el tiempo, por lo que la evo-
lucion temporal de sus estados cuanticos pueden describirse mediante un Hamiltoniano

dependiente del tiempo. La ecuacion de autovalores para este sistema viene dada por

dF(t)
dt
donde H(t) = H(t+7), siendo 7 el periodo de dicho Hamiltoniano. El teorema de Floquet

— iH(H)F(t), (2.15)

indica que la solucién W(x,t) tiene una estructura muy precisa:

F(t) = P(t)e ¢ (2.16)

donde G es el Hamiltoniano efectivo, un Hamiltoniano independiente del tiempo, y P(t)
es el operador de micromovimiento, el cual cumple con la siguiente propiedad P(t) =
P(t + 7) Vt para garantizar la estructura de Floquet [11, 41]. Por lo tanto, aunque una
solucién de (2.15) en general no sea periddica, la periodicidad del operador de micromo-

vimiento nos garantiza que (2.16) sea periddica [41].
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El teorema de Floquet por si mismo no proporciona informacién practica de como de-
terminar al Hamiltoniano efectivo y al operador de micromovimento. Simplemente afirma
su existencia. Aunque el estudio de las ecuaciones diferenciales con coeficientes periddi-
cos presenta una seria dificultad debido a que no se conoce ningin método general para

determinar a P(t) y a G.
Dos maneras de explorar la estructura de F'(t) son

1¢7*) Se realiza una expansién de Fourier de la solucién formal, llevando a un sistema
infinito de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Asi, el sistema fi-
nito dependiente de t es reemplazado por una constante al precio de manejar dimension

infinita. La resolucion del sistema truncado proporciona una solucion aproximada.

29°) Es de caracter perturbativa. Trata directamente con la forma (2.16) expandiendo

P(t) = i P.(t) G= i G, (2.17)

donde cada término G en (2.17) es fijo para asegurar P,(t) = P,(t + 7), lo que a su vez

garantiza la estructura de Floquet (2.16) en cualquier orden de aproximacion [11].

2.3. Hamiltoniano efectivo.

En el teorema de Floquet, observamos al sistema estroboscépicamente, esto es, en
tiempos to = t; + N7, donde N7 es el tiempo estroboscopico medido en unidades del
periodo. Es decir, el sistema se observa a dos escalas de tiempo: la primera escala se re-
presenta mediante el Hamiltoniano efectivo G, el cual se rige por el tiempo estroboscépico
[4]. El Hamiltoniano efectivo es el Hamiltoniano del sistema promediado, el cual nos da
la parte adiabatica de los sistemas cuanticos impulsados periédicamente. Por esta razon,
podemos calcular las autofunciones y el espectro de energia mediante el Hamiltoniano

efectivo.

2.4. Operador de micromovimiento.

La segunda escala de tiempo que obtenemos al mirar el sistema de forma estrobdscopi-

ca estd representada por el operador de micromovimiento, P(t). Este operador nos brinda
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la contribucién que proviene de la dependencia peridédica del tiempo de los modos Floquet,
ya que cumple con la siguiente propiedad, P,(t) = P,(t+ ), para garantizar la estructura

de Floquet (2.16) en cualquier orden de aproximacion [11, 25, 41].
Mediante el operador de micromovimiento podemos recuperar la parte no adiabatica

del sistema.

2.5. Expansion de Floquet-Magnus.

La aproximacion de Floquet-Magnus, nos proporciona un método para determinar al
operador de micromovimiento y al Hamiltoniano efectivo, de tal manera que garantizamos

la estructura de (2.16).

Para estudiar este método, comenzaremos por introducir la funcién de Floquet (2.16)

en la ecuacion diferencial (2.15), para obtener la ecuacién de evolucién para P(t):

P(t) = —iH(t)P(t) —iP(t)G , P(0) =1

determinamos G para asegurar que P, (t) = P,(t+7) [l 1, 41]. Ahora bien, reemplazamos

el esquema perturbativo usual en la ecuacién (2.17)

P(t)=¢e* | A0)=0 (2.18)

la periodicidad se preserva con A(t + 1) = A(t).
Ahora bien, considerando las expansiones de las series A y G, esto es

A(t) = iAn(t) G = f: G, . (2.19)

con A,, =0, ¥n. Obtenemos finalmente, la forma explicita del ansatz propuesto para F'(t)

F(t) = S A0 7 G (2.20)

Este método es llamado la expansion de Floquet-Magnus [11].




40 Tratamiento a alta frecuencia.

2.6. Representacion de Maricq.

Esta representacion de la expansion de Floquet-Magnus que nos brinda Maricq, es un
método mas sencillo para determinar al operador de micromovimiento P(t), garantizando

la estructura de la funcién de Floquet.

Para estudiar este método dado por Maricq [25], tenemos que para un Hamiltoniano
periddico en el tiempo con periodo 7, el operador de evolucién satisface la condicion de

ser unitario y de cumplir con la ecuacién diferencial

du(t)
== = —iHOU() . (2.21)

Como el Hamiltoniano H(t) es una funcién periédica en el tiempo, con periodo T,
tenemos que la ecuacién diferencial (2.21) tiene la forma de la ecuacién diferencial de
Hill. Por el teorema de Floquet tenemos que la solucién a la ecuacién (2.21) es la funcién

de Floquet; por lo tanto, el operador de evolucién puede ser escrito como

U(t) = P(t)e " . (2.22)
Al sustituir el operador de evolucién dado en (2.22) en la ecuacién (2.21), obtenemos

WP — WP +iP(G (2.23)

con P(0) = I. Obtenemos un esquema perturbativo proponiendo las siguientes expansiones

P(t) = i AP, (1)

- (2.24)
G=> \"G,
n=1

y con la sustitucion de H — AH. El factor A se ha introducido para realizar un segui-

miento de los distintos ordenes y se fija en 1 al final.

Al sustituir la ecuacién (2.24) en (2.23), y luego comparando los coeficientes de A" de

cada lado de la ecuacion, obtenemos el resultado principal
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P,(t) = —i /Ot dt’ {H(t’)Pn_l(t’) — ni: Pe(t)Gp—k — Gn}

- (2.25)

o =2 / " {H(t’)Pn_l(t’) -y

. Pk(t’)Gn_k}
k=1

Los G,, son obtenidos con el requisito adicional de que cada P, (t) son periédicos con

periodo 7. Las condiciones de consistencia impuesta por este método son FPy(t) = Iy

Go =0 [27].

2.7. Convergencia.

En esta seccién, estudiaremos la convergencia de las series dadas por las ecuaciones
en (2.24). Para cualquier discusién de la convergencia, cuando el tamano de términos su-
cesivos debe ser determinado, el concepto de una norma debe ser introducido. En nuestro
caso solo necesitamos saber que una norma puede definirse en el espacio de operadores

que contienen a H(t) [25].
De la ecuacién (2.22) y de la periodicidad de P(t), tenemos que

U(r) = €7 (2.26)
Determinamos U(t) por el método de aproximacion de Picard. Una secuencia de fun-
ciones se define por
Uit)=1
t (2.27)
Ult)=1- z/ AH (YU, (t)dt" .
0
El factor A es introducido como un parametro de expansién. Note que la secuencia
anterior produce por lo tanto una expansién en serie de potencia para U(t) en términos
del parametro A. Para la discusién actual de la convergencia, tenemos A como una medida
del tamafio del Hamiltoniano. Asi, ||[AH|| = A. Por induccién, la norma de las diferencias
de los términos sucesivos son

A"
1Un(t) = Una(t)]| <

(2.28)

Por lo tanto, (2.27) produce una sucesién convergente para el propagador U(t). La pe-

riédicidad del Hamiltoniano es explicada por la expansién de H (t) en una serie de Fourier.
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Si la convergencia de U, (t) implica mediante la ecuacién (2.26), que la serie para e "

converge. Entonces, la serie de potencia G =)~ | A\"G,, tambien debe de converger [25].

Debido a las difilcutades en la evaluacién de los términos de orden mayor P,(t), es

deseable truncar la serie despues de los tres primeros términos [25].

2.8. Teorema Adiabatico.

En esta seccién estudiamos el teorema adiabatico, debido a que nuestro sistema en es-
tudio consiste en el oscilador armoénico cuantico en la red, el cual esta en presencia de una
campo eléctrico no homogéneo que oscila rapidamente en el tiempo. Observando al siste-
ma estroboscépicamente, tenemos dos regimenes. El primero es cuando la perturbacion o
la dependencia temporal del Hamiltoniano varian mucho méas lentamente que los tiempos
caracteristicos del sistema, llamado limite adiabatico; en este regimen el operador de evo-
luciéon completo es equivalente a la evolucion del sistema generado por el Hamiltoniano
estatico. El segundo regimen es cuando esta aproximacion no se cumple y los tiempos
caracteristicos de la dindmica del sistema son comparables a la dependencia temporal del
Hamiltoniano. En el caso de una perturbacion periddica en el tiempo, debemos comparar
el periodo 7 del Hamiltoniano con los tiempos caracteristicos del sistema. Cuando estos

tiempos son del mismo orden, la perturbacién es no adiabatica [22].

Por otra parte, tenemos que si el Hamiltoniano H () de un sistema es dependiente del

tiempo t, la ecuaciéon de movimiento de Schodinger

dW(t)
dt

tiene en general soluciones no estacionarias. Pero en el limite cuando el cambio de H(t)

h — —iH()T(t) (2.29)

se hace mas lento que los tiempos caracteristicos del sistema, el sistema pasa de un es-
tado estacionario de H(0) a otros estados estacionarios de H(t), para todo t. Esta es la

afirmacién del teorema adiabatico de la mecdanica cudntica [37].

La prueba mas completa hasta ahora dada al teorema adiabatico se debe a Max Born
y Vladimir Fock. Ellos postularon que un estado fisico permanece en su autoestado ins-
tantaneo si la perturbacion que actia sobre €l es suficientemente lenta en comparacion
con los tiempos caracteristicos del sistema y hay una brecha entre su autovalor y el resto

del espectro del Hamiltoniano.




Capitulo 3

El oscilador armonico cuantico en la

red.

En este capitulo, hacemos una revisiéon bibliografica del oscilador arménico cuéntico
en la red, comenzamos por Mattis [1] quien en 1986 propone el oscilador arménico cuédnti-
co en la red para modelar el comportamiento de los electrones (o huecos) que saltan en
una region de densidad de carga eléctrica constante en la superficie de un semicondutor.
Seguidamente, senalamos las soluciones de este problema que dieron Chalbaud, Gallinar
y Mata [2] en ese mismo ano. Finalmente, analizamos la dinamica que sigue el oscilador
armonico cuando estd en presencia de un campo eléctrico homogéneo basandonos en el
trabajo de Gallinar y Chalbaud [3], donde uno de sus aporte es las oscilaciones de Bloch

asociada a este sistema.

3.1. El oscilador armonico cuantico en la red.

En 1986, Mattis [1] propuso el Hamiltoniano, H, que describe al oscilador arménico
cuantico en la red para modelar el comportamiento de la densidad de carga en la super-
ficie de un semiconductor. Este Hamiltoniano tiene la forma H = Hy + V(z), donde H,
es la energia cinética del sistema, la cual adopta la forma del término de energia de la
aproximacién de tight binding para describir el movimiento de las particulas de Wannier

(electrones o huecos) cuando “saltan” desde un sitio de la red a otro.

El potencial V(x) describe el comportamiento de la densidad de carga de las particu-
las, la cual varfa como V(x) o< 22/2, donde z = na > 0 es la distancia perpendicular

desde la superficie del semiconductor, siendo n la etiqueta de los indices del plano y a la
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constante de la red o la distancia entre los planos que son paralelos a la superficie.

El Hamiltoniano en cuestion viene dado por

) ) ka2
H = —A(e' + e~iop) % (3.1)

donde A > 0 es el usual elemento de matriz de “salto” (hopping) obtenido a partir de la
estructura de banda de energia, k es la constante elastica del oscilador. Los operadores

e producen las traslaciones de la particula en la red.

Basados en el trabajo de Mattis [1], Chalbaud, Gallinar y Mata [2] obtuvieron las
soluciones a este problema. Ellos partieron de la ecuacion de Schrodinger en la represen-
tacion de los momentos, HV(p) = EW¥(p), para obtener la forma candnica de la ecuacion

diferencial de Mathieu, la cual resulta ser

R
() 4 (0 = 2gcos(20))0(v) = 0, (3.2)
dp?
donde
1 _ 84 _8E
Y=o 4= T T e

Como z/a tiene que ser un nimero entero porque la particula existe sélo en los puntos
de la red, las funciones de onda bésicas en la representacién de los momentos seran ondas
planas con la periodicidad de la red reciproca p = 27/a. Las autofunciones ¥, (v) de (3.2)

vienen dadas en términos de las funciones de Mathieu ces,. (v; q) v sea (v q) :
Ue(v) = Nices (viq) 7=0,1,2,..., (3.3)
para las funciones periédicas pares de periodo 7, y
W(v) = Nlseq (viq) 7=1,2,..., (3.4)

para las funciones periédicas impares de perfodo 7, siendo N¢ y N? las constantes de

normalizacion apropiadas. Los autovalores de energia correspondientes son

1

Ef = gk’CLQGZT(q) r= 07 17 2a (p(l’l“) (35)
Y 1
E° = ékGszr(Q) r=1,2,... (impar), (3.6)

siendo as,(q) v ber(q) los nimeros caracteristicos de las funciones de Mathieu periédi-

cas pares o impares de periodo m, respectivamente. Los primeros cinco niveles de estos
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Figura 3.1: (E + 2A4)/(3ka?) versus el pardmetro de la energia cinética 2A4/ka?, para los

primeros cinco niveles del oscilador [2] .

autovalores de energia se muestran en la Figura 3.1, como una funcién del pardmetro

adimensional “Energfa cinética” 2A/ka?.

Uno de los resultado méas importante del modelo oscilador arménico cuantico en la
red se observan cuando el parametro de la energia cinética es cero. Debido a que en este
limite £¢ = EY = k“—;T?; es decir, la particula “se sienta” en los dos ultimos vecinos mas
cercanos del origen (o en el origen), por lo que la energia total pasa a ser sélo energia
potencial. En este mismo limite (A = 0), las funciones de onda ces,(v;0) y seq, (v;0) en
(3.3) y (3.4) se comportan respectivamente como cos(2rv) y sin(2rv), correspondientes a

la deslocalizacion en el espacio de los momentos. A medida que aumentamos el parametro
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de la energia cinética se abre en niveles pares e impares, que se entrelazan entre si como

se muestra en la Figura 3.1.

3.2. El oscilador armodnico en la red en presencia de

un campo eléctrico homogéneo.

Basados en los resultados anteriores, Gallinar y Chalbaud se plantearén la pregunta de
cuales efectos produce una fuerza constante, de intensidad « sobre el oscilador armoénico
cudntico en una red [3]. En el limite continuo el oscilador arménico cudntico forzado es
un modelo conocido de la mecanica cuantica, donde se observan que las autofunciones de
Hermite son desplazadas con respecto al caso donde el sistema no esta forzado, y autovalor

FE,, experimenta un cambio general

1 o?
En—>(n+§)hw—ﬂ | (3.7)

Al igual que en el limite continuo, el problema « # 0 en la red también resulta ser so-
luble en forma cerrada, mostrando nuevas caracteristicas interesantes totalmente ausentes
en el caso continuo. Ademas, la presencia de la red da a lugar a dinamicas interesantes,

y atn algo polémicas, como lo son oscilaciones de Bloch, ausentes en el limite del continuo.

El Hamiltoniano H que describe al oscilador armoénico en una red unidimensional
sometido a un campo de fuerza constante, viene dado por
ka?

H = —A(e'P 4 e7'P) 4 - o (3.8)

Para resolver la ecuacion de Schrodinger, consideraron x como una variable continua,
para luego proyectarla en el espacio de Hilbert discreto donde x/a toma sélo valores
enteros. Definiendo u = x — x¢; donde zg = «/k es la posicién de equilibrio del oscilador
desplazado, los autores obtuvieron la ecuacién diferencial de Mathieu

d2

S5 V(v) + (B = 2qcos(20))¥(v) = 0 (3.9)

conv=ap/2, q=—-8A/ka*y FE' = %(E—i— g—;)

Para obtener las soluciones de este problema, los autores aplicaron el teorema de

Floquet, por lo que las soluciones son escritas como
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Uo(u,0) = > Cp(v)elHm (3.10)
2a

donde v es el exponente caracteristico de Floquet; con v = 7=.

Por otra parte, Gallinar y Chalbaud estudiaron de forma numérica la dindmica de los
paquetes de onda, partiendo de la funcion de onda del estado fundamental desplazada del

oscilador arménico en el limite continuo:

o = (2/m/la]) expl-a*/(a®V/]al)]; (3.11)

con m = 1/2Aa?, w = (k/m)"/?, 7 =2y |q| = 8A/ka’.

(@) <X>
(04 = -
/ka 10
_'0~
"“200 T T -1
10 20 t/¢ 30

Figura 3.2: El valor medio < x > en unidades de a para un paquete de onda en la red,

como una funcién del tiempo. La posicién de equilibrio del oscilador es Xy = —10a. [3]

De la Figura 3.2, podemos observar el amortiguamiento de las oscilaciones de Bloch

debido al potencial parabdlico.

Gallinar y Chalbaud mostrarén que los efectos de la red alteran drasticamente la de-
pendencia del campo « de los autovalores y autofunciones, asi como tambien la dinamica
de los paquetes de onda del oscilador. Ademads, otros de sus aportes fue que este trata-
miento mecanico cuantico de la dinamica del paquete de onda muestra claramente las

deficiencias del modelo semiclasico. Particularmente, la amortiguacion exacta encontrada
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cuando k # 0, ausente del modelo semiclésico.

Finalmente, ellos predicen que la presencia de intensidades no homogéneas en el cam-
po eléctrico deberia inducir un alargamiento del periodo de las oscilaciones de Bloch,
TB, en consecuencia esto aumentaria la dificultad de la observacién experimental de las

oscilaciones de Bloch.




Capitulo 4

El oscilador armoénico en la red en
presencia de un campo eléctrico no
homogéneo y rapidamente oscilante

en el tiempo.

En este TEG, estudiamos el efecto que produce el campo eléctrico no homogéneo y
rapidamente oscilante en el tiempo sobre el sistema del oscilador armoénico cuantico en
una red. El Hamiltoniano que modela este comportamiento es

k 2
H(t) = —2Acos(ap) + oy (ex — zx?)) cos(wt), w >> wy (4.1)

2 3
donde € es la intensidad de la parte homogénea del campo eléctrico, v es la intensidad de

la parte no homogénea del campo eléctrico y wy es la frecuencia natural del sistema.

En este capitulo, se muestran los resultados principales de este TEG. En la Seccién
4.1, calculamos analiticamente, haciendo uso de la representacion de Maricq, el Hamilto-
niano efectivo y el operador de micromovimiento; del Hamiltoniano efectivo calculamos
las autofunciones y el espectro de energia. Analizamos el comportamiento del espectro en
funcion de los parametros A, € y . En la Seccion 4.2, haciendo uso de la teoria de Flo-
quet, obtenemos la Funcién de Onda de (4.1). Ademas, discutimos sobre los términos no
adiabaticos del operador de micromovimiento. Finalmente, en la Seccion 4.3, mostramos
cémo es la dinamica que sigue la funcion de onda mediante el estudio de la densidad de pro-

babilidad de los operadores posicién y momentum y del valor medio de dichos operadores .
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4.1. Hamiltoniano efectivo: Espectro y Autofuncio-

nes.

El oscilador armoénico cuantico en la red en presencia de un campo eléctrico no ho-
mogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo esta representado por el Hamiltoniano de

la ecuacién (4.1), el cual reescribimos de la siguiente manera

H(t) = Hy+ V(z,t), V(x,t)=V(z,t+7) (4.2)

donde Hy = —2Acos(ap) + Vi(z) representa al Hamiltoniano del oscilador armdnico
cuantico en la red, donde la energia cinética es el término asociado a la energia de
kx?

tight-binding y Vi(z) = % es el potencial parabdlico. Por otra parte, tenemos que

V(z,t) = Va(x)cos(wt), Va(x) = (ex — 2a®) es el potencial asociado al campo eléctri-

co no homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo, donde w >> wy, siendo wy =
\/% = V2Aa2k, la frecuencia natural del sistema.

Para encontrar las soluciones de H(t), aplicamos el Teorema de Floquet, enunciado
en la seccién 1.3.1. Este teorema expresa que la forma de la funciéon de onda para un

Hamiltoniano periédico en el tiempo es

U(p,t) = P(t)e "“o(p) (4.3)

donde P(t) es el operador de micromovimiento, E y ¢(p) son respectivamente el espectro
de energia y las autofunciones asociada al Hamiltoniano efectivo GG. Debido a que el
teorema de Floquet por si s6lo no nos proporciona informacién de como calcular la funciéon
o solucion de Floquet, simplemente afirma que tal funcion existe; utilizamos la expansion
de Floquet-Magnus, en la representacién dada por Maricq para calcular G y P(t) . En el

esquema perturbativo, Maricq propone las siguientes expansiones

P(t) = Pult)

G = iGn
n=1
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donde los P,(t) y G son calculados de la siguiente manera

P(t) = —i /0 Lt {H(t’)Pnl(t’) - i Pt) Gy — Gn} ,

=1

—_

n

G, =2 /T dt’ {H(tl)Pnl(t,) -

T

Pk(t’)Gnk} .

k=1

Para calcular los G, debemos tener en cuenta que P,(t) = P,(t + 7) y las condiciones

de consistencia impuesta por el método, Py(t) =1y Gy = 0.
Asi, obtenemos que los G,, y P,(t) para el Hamiltoniano del sistema en estudio son

G1 = —2Acos(ap) + Vi(z),

Pi(t)=— i t
1 (1) = sin(wt),
Gy=0
4A Lo (Wi Vi(z) . 4
Py(t) = F[cos(ap),vg(x)] sin (7) — .z Sin (wt),
y
4 A% 2A A

Gy = =~ lcos(ap), lcos(ap), Va )|+ —5 Vi (2), [cos(ap), Vale) ]l 4+ Va(w), [cos(ap), Va()]

2w?
Truncamos la serie hasta los términos de w2, debido a que w es grande. Por lo tanto,
nos queda que el Hamiltoniano efectivo es

2

G = —2Acos(ap) + Vi(x) — %[COS(GPL [cos(ap), Va(z)]]

2A A

+—5 V(@) [cos(ap), Va(2)]] = 5~ [Va(), [cos(ap), Va(2)]]

y el operador de micromovimiento es

P(t)=1- zviix) sin(wt) + i—é[cos(ap), Va(z)] sin? (%t) — V;T(f) sin®(wt) (4.4)

Sustituyendo en el Hamiltoniano efectivo los conmutadores calculados en el Apéndice
A, considerando sélo términos de orden uno en 7 y suponiendo que kv = 0, tenemos que

el Hamiltoniano efectivo es
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4}43 2 2 2 A 3
G:(—2Acos(ap) (1+ ! arYsin(ap)——ZZ(e— ’ga >)—I—2 kaesin(ap))
w
0

w? w?
2i Aka? Aa?
_ (% cos(ap) + 527 (8iAsin(ap) + ae) sin(ap)) % (4.5)
ko Aa’ye 0?
+ (—5 + 2 cos(ap)) a2

Del Hamiltoniano efectivo podemos observar que al agrupar los términos que acom-

panan a la energia cinética,

4iAay a’e 2va? ka’e  a’ve
—2Acos(a 1 sin(ap) — — | € — T z? |,
(p)<+ w? (ap) 4w? 3 + w? +2w2
vemos que el parametro de la energia cinética, pasa de ser una constante (—2A) a ser
una funcién que depende del momentum y de la posicién. Es decir, que al someter al Ha-
miltoniano a altas frecuencias la constante de hopping (salto) deja de ser una constante,

dependiendo ahora de la posicion y del momentum de la particula.

Por otra parte, se puede observar que cuando v = 0, recuperamos el Hamiltoniano
efectivo del oscilador armonico en la red cuando esta en presencia de un campo eléctrico

homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo, esto es

a’e? iAka®e | 2iAka®e o ko
G = (—ZA cos(ap) (1 — 4w2) + 3 sm(ap)) — Tcos(ap)ﬁ—p T30 (4.6)

Dicho Hamiltoniano ha sido considerado por Gonzélez y Martinez [publicacién en pro-

ceso.

Sabemos de la seccion 2.2, que el Hamiltoniano efectivo es el Hamiltoniano del sistema
promediado; debido a esto, podemos calcular las autofunciones y el espectro de energia
mediante el Hamiltoniano efectivo. Partiendo de la ecuacion de autovalores en la repre-

sentacion de los momentos, Go(p) = E¢, obtenemos
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4iAady | a’e 2va? iAka’e
( — 2A cos(ap) <1 + — sin(ap) — 12 (e ——3 )> + 3 sin(ap)
2iAka?e Aa’y . , dp(p) (4.7)
— E |o(p) — 3 cos(ap) + —— (8iAsin(ap) + ae) sin(ap) “op ‘

2 2
+ <—E + Aarye cos(ap)) O ¢p) =0

2 w? op?

Ahora bien, procedemos a aplicar el método de eliminacién de la primera derivada

para pasar la ecuacién diferencial (4.7) a una ecuacién diferencial de Hill. Este método

que implementamos a continuacion se explica en detalle en el Apéndice B. Tenemos que

la ecuacién diferencial (4.7) se puede escribir cémo

d? d
Z)gp) + N(p)% +QP)plp) =0
donde
QzAka € COS(CLp) Aa27 (SZA Sin(ap) + CLE) Sin(ap)

Np = - )
®) —k —|— Aa = cos(ap)

despreciando los términos mayores a w2, obtenemos
2Aa? .
N(p) = - 5~ (2ike cos(ap) + v (ae + 8iAsin(ap)) sin(ap))
w?

Qp) =

—2A cos(ap) <1 + % sin(ap) — % (e — %)) + Lane ZA’“ $sin(ap) — E

k Aa? 'ye
-5+ cos(ap)
despreciando los términos mayores a w2, obtenemos
a2

YRR ———(ecos(ap)(2a*ky + 12E~

Q) = 1 (5 + 24 cos(ap)) +

— 3ke 4+ 24 Ay cos(ap)) + 6iak sin(ap)(—ke + 8 A~y cos(ap))).
Aplicando la transformacion ¢(p) = v(p)u(p) a (4.8), obtenemos que

op) = I

(4.8)

Y

(4.10)

(4.11)
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d*u(p
B y(putr) =0 (4.12)
P
donde
N'(p) N?
ap) = -0 L o) (4.13)
como estamos despreciando los términos mayores a w2, tenemos que
N*(p) = 0,
, 24a® . I
N'(p) = 17 (8ia Ay sin(2ap) + avye cos(ap) — 2ikesin(ap)) ,
w
al sustituir en (4.13), obtenemos que
q(p) =37 (6kEw? + Acos(ap)(—a*e(a*ky — 12Eky + 3ke) + 12kw?
w
(4.14)
+ 24a* Ave cos(ap))).
Asi, obtenemos que la ecuacién diferencial para u(p) es
d? 1
;;(f) + T2 ((6kEw? + Acos(ap)(—a’e(a®ky — 12Eky + 3ke) + 12kw?
(4.15)
+ 24a” Aye cos(ap)))u(p) = 0
Por otra parte, tenemos que
N(p A 21 A
/ -2 76 cos(ap) — lz a (kesin(ap) — Av(sin(2ap) — 2ap)) (4.16)
w?
al sustituir (4.16) en (4.11), obtenemos
v(p) = o 273 cos(ap) ,— 248 (ke sin(ap) — Ao (sin(2ap) ~2ap) (4.17)
La ecuacion (4.15) tiene la forma de la ecuacién de Hill, donde ¢(p) = ¢ (p + %). Por
lo tanto, procedemos a aplicar el teorema de Floquet, esto es
U (p) _ eiaup Z Czeianp _ Z Cgeia(n—i-u)p ’ (418)

n=—oo n=—oo
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donde v es el exponente caracteristico de Floquet. Para determinar v, le aplicamos la

transformada de Fourier a u,(p), esto es

1 , o .
o, () :_/_27r / dpe'™* Z Cge’“”*’fﬂ’

n=—oo

1 > .
:E Z Cz/dpez(x—i-an—&-au)p

:\/% Z Cro(x +an + av).

Al proyectar sobre el subespacio de Hilbert donde x = an, con n € Z, deducimos del

argumento de la funciéon delta de Dirac que el exponente caracteristico es
v=—(n+n)=-Il, l€Z,

es decir, v es un entero.

Por otra parte, tenemos que las autofunciones vienen dada por la transformacién

o(p) = v(p)u(p).

a2 € 1Aa . . i .
90(]9) _ 6% Cos(ap)e—%(kesm(ap)—Av(sm(Qap)—Qap) Z Cgeza(n-l—l/)p‘ (419>

n=—oo

Ahora bien, para calcular el espectro de energia tenemos que

u(p) = —a? Z C¥(n + v)2elalntp

al sustituirlo en la ecuacién diferencial (4.15), obtenemos

—a? Z C¥(n + v)2e P {1 —_((6kEw? + Acos(ap)(—a’e(a’ky — 12Eky + 3ke)

= 3kw?
+ 12kw? + 24a* Avye cos(ap))) i Cvetalntrir —
T (4.20)
Al hacer uso de la igualdad
cos(,uap)em("w)p _ % (eia(n+1/+,u)p + e—m(n+u+u)p)

en la ecuacién (4.20) y haciendo varias manipulaciones algebraicas , obtenemos la ecua-

cién en diferencia para los CV
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S3C” o+ S,C% 4 (S1 — a*(n 4+ v)?)CY + SoCy 1 +S53C, ., =0 (4.21)
donde
2F  4a’A%ve
Si=—+ ————
L= e

g = 24 Aa*ve 2Ad*FEey  Ad®é?
2= —— —

E 6kw? k202 2kw?
y
20 A%ye
Sg = —kj2w2

Para asegurar la convergencia de los C¥, dividimos la ecuacién en diferencias (4.21)

por (S; — a®n?), as

53 SQ Sl — a2(n + V)2 SQ
—C" —C" Ccr+ ———C
Sy —a?n? "2 + Sy —a2n? "1 + S1 — a?n? nt Sy — a2n2 "t
(4.22)
Ss 5
T 5 @ =0

Luego, para determinar las raices del determinante de Hill, seguimos a F. M. Phelps en
[42], quien obtiene una expresién para calcular las raices de la ecuacién del determinante,
este tratamiento lo explicamos con detalle en el Apéndice C. Siguiendo el procedimiento

descrito en el apéndice, obtenemos

sin?(vmr)
Alw) = A(0) - =2 (4.23)
sin®(ZL—)
en nuestro caso, tenemos que v es un nimero entero; por lo tanto,
A(v) = A(0), (4.24)
como el determinante de Hill es A(r) = 0, sus raices vienen dadas por
A(0) = 0. (4.25)

Ahora bien, para calcular A(0), partimos de (4.22), donde obtenemos que el determi-

nante de Hill para v = 0 es
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S1—4a?  S1—4a?

Sa 1 Sa
S1—a? S1—a?
pog
0 ,5'15}0,2 5'15;2(12
0 0 3=

0 0
S3
S1—a? 0
S S3
S1 S1
So
1 S1—a?
S
S1—4a? 1

=0 (4.26)

El determinante es infinito. Sin embargo, dado que la serie de la cual se obtiene este deter-

minante es rapidamente convergente, deberia ser posible tomar aproximaciones sucesivas

al determinante infinito y obtener una soluciéon tan exacta como lo requiramos. Por lo

tanto, las aproximaciones sucesivas requeridas son

S1—a?

= 1’
So S3
SI,QZ 51,a2
Sy
1 5 ,
Sa
S1—a? 1
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1 5% 72 0 0
515;2(12 1 sls_Qaz Sl%’ﬁ 0
AOP=| & = 1 2 s
0 S1Sfa2 Slsfa2 1 Slsfaz
0 0 Slfi)la2 Slfilai’ 1

debido a que los términos mayores a w~?2 son despreciable, en este trabajo utilizaremos la

soluciéon de primer orden del determinante de Hill, esto es

282253 — 2522(81 — CL2) — S§Sl

A0)=1
(0) + Sl(Sl — a2)2

(4.27)

Asi, usando la igualdad en (4.25), obtenemos que la forma implicita del espectro de

Energia es

1
" 3k(ka® — 2E)2E?w?
+ (24A%kw? — 12A%0%ke? — 3a*k3w? — 52a* A%krye) B? (4.28)

( — 12kw?E* + (12a*k*w? + 96 A%a’ye) E*+

+ (6A4%a* K ® — 12A%0%K*w? — 120A%a*vye)E + 24A4a4/me> =0,
paraE#OyE%&f. Asi,
— 12kw?E* + (126°K%w? + 96 A%a’ve) E? + (24A%kw?® — 12A%0% ke —

— 3a*kw? — 52a* A%kye) E? 4 (6A%a*k*e® — 12A%a* kW — (4.29)
— 120A%*ye)E + 24A%*kye = 0

obtenemos un ecuacién para el espectro de energia en funcion de los parametros A, € y 7.

Para completar la discusiéon del espectro de energia, analizaremos el espectro de energia

de nuestro sistema, dada por la ecuacién (4.29) en paralelo al caso donde el campo eléctrico
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(a) Independiente del tiempo. (b) Dependiente del tiempo.

Figura 4.1: El espectro de energia en funcion del parametro de la energia cinética A. Para

un campo eléctrico homogéneo

es homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo, donde el espectro de energia viene

dado por

1
— m <2A2a2€2 — 4A2w2 — kCLQwQE + 2w2E2) = 0 s (430)
a JE—

donde al igual que en el caso donde el campo eléctrico es no homogéneo tenemos que para

garantizar la existencia de (4.30) se debe cumplir que F # 0y E # %

De la Figura 4.1, observamos que la alta frecuencia produce una seleccién de autoesta-
dos del sistema, a diferencia del caso independiente del tiempo donde hay muchos estados
posibles. También se puede notar la degeneracién, ya que para un valor de la energia
(E = ¢) dado, hay v estados posibles. Por otra parte, de la Figura 4.2 se deduce que la no
homogeneidad del campo eléctrico produce la aparicién de dos nuevas bandas de energia

y por consecuencia de dos estados.

Por otra parte, de la grafica 4.2(b) se puede apreciar que cuando el pardmetro de la
energia cinética es muy pequeno desaparecen dos estados de energia. De la Figura 4.2(a),
observamos que a medida que aumentamos el parametro de la energia cinética aumenta

la separaciéon entre las bandas.

De las Figuras en 4.3, confirmamos que la no homogeneidad produce la aparicion de
nuevos estados. Por otra parte, al detallar cada banda de energia en las graficas 4.3(a)
y 4.3(b), observamos como responden las bandas de energia a la intensidad de la parte

homogénea del campo eléctrico, para el caso homogéneo y para el caso no homogéneo.
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15F
4_
2l 10F /
I
w 0 w 05
-2
0.0
o \
. | | | ] . -05¢ | | l .
0 20 40 60 80 100 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
A A_

(a) Campo eléctrico no ho- (b) Campo eléctrico no ho-
mogéneo, con 0 < A < 100. mogéneo, con 0 < A <04.

4r

(¢) Campo eléctrico homogéneo,
con 0 < A<2

Figura 4.2: El espectro de energia en funcién del parametro de la energia cinética A,
tanto para el caso no homogéneo como para el homogéneo, respectivamente. Se ha elegido
v=02,e=08,k=18,w=95.

Para el caso del campo eléctrico homogéneo, observamos que las bandas se comportan
de forma parabdlica, predominando asi el potencial parabdlico sobre el potencial lineal.
Luego, al estudiar cada banda individualmente, observamos que la banda superior (Figura
4.4(a)), se comporta como una funcién convexa, generando un maximo de energia; a di-
ferencia de la banda inferior (Figura 4.4(b)), que se comporta como una funcién céncava,

generando asi un minimo de energia.

Por otra parte, para el caso del campo eléctrico no homogéneo, observamos que tanto
la banda superior como la inferior se comportan como una recta con pendiente positiva,

por lo que deducimos que el potencial predominante es el lineal. A diferencia de las ban-
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200 ] 200
100 . 100
w 0 w 0
-100 . -100
-200t I I I 3 -200+, l
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
€ €

(a) Campo eléctrico homogéneo, (b) Campo eléctrico mno ho-

con —1 <e<1. mogéneo, con —1 < e < 1.

Figura 4.3: El espectro de energia en funcién de la intensidad del campo eléctrico ho-
mogéneo, €. Se ha elegido vy =02, A=100, k=18, w = 95.

140960 ‘ s 141.880F
-140.965 | 141875}
“ 440.9707\/, w 141.870 /\
-140.975! 1 141865)
-140980L | ‘ L1 1atse0l ‘ ‘ . .
-05 00 05 -10 05 00 05 10

E

(a) Banda superior, con —1 < ¢ < (b) Banda inferior, con —1 < € <
1. 1.
Figura 4.4: Comportamiento del espectro de energia en funcion de la intensidad del campo

eléctrico homogéneo, €. Para el caso donde sdlo existe campo homogéneo. Se ha elegido
v=02,A=100,%k=18,w=95.

das intermedia, las cuales se rigen por un comportamiento parabdlico como se nota en la
Figura 4.5(c), predominando el potencial parabdlico. Ademds, podemos observar que a

diferencia del caso del campo eléctrico homogéneo estas bandas no estan acotadas.

De la Figura 4.6, observamos que las bandas de energia en funcién de la intensidad
de la parte no homogénea del campo eléctrico sigue un comportamiento similar al caso
de las bandas de energia en funcién de la intensidad de la parte homogénea del campo

eléctrico ante expuesto.
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200
-140.7
100 8| -140.8
-140.9
w 0 1w
-141.0
-100
-141.1
-200 ] -2 ]
-10 -05 00 05 1.0 -10 -05 00 05 1.0
(a) e(e), con —1 < e < 1. (b) Banda superior, con —1 < e <
1.
18¢ ‘ ' ‘ T 1a2ap
0 1420/
1419}
w 05 w
1418
0.0
/ 141.7 ¢
-05 14161 ]
10 -05 00 05 1.0 -0  -05 00 05 10

(c) Banda intermedia, con —1 < (d) Banda inferior, con —1 < e <
e <1. 1.

Figura 4.5: Comportamiento del espectro de energia en funcién de la intensidad del cam-
po eléctrico homogéneo, €. Para el caso donde existe el campo homogéneo y campo no
homogéneo. Se ha elegido vy =02, A=100, k=1,8 , w = 95.

4.2. Funcion de Onda.

El Hamiltoniano que describe a nuestro sistema, es un Hamiltoniano que depen-
de periédicamente del tiempo; es decir, H(t) = H(t + 7). Por esta razon, para des-
cribir la evolucién de este sistema usaremos el esquema de Interaccién (o de Dirac),
en este esquema la funcién de onda evoluciona entre los tiempos t, = 0 y t como
U(p,t) =U(t,0)¥(p,0) = U(t)p(p) donde ¢(p) son las autofunciones del sistema.

Por otra parte, para asegurar la conservacién de la probabilidad, el operador de evo-
lucién debe ser unitario y ademas debe satisfacer la ecuacion diferencial
oU (t)

= —HOU), U0) =L (4.31)
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200
-140.8
100 1409
e 1w -1410
-100 1 141
-200 I a2
-02 -01 00 0.1 0.2 -02 -01 00 0. 0.2
v v

(a) e(), con —0,2 <~ <0,2. (b) Banda superior, con —0,2 <

7 <02

157 ‘ ' ‘ T a2ap

10 / 1420}

w 05 w 1419
0.0 / 14181
-05 141.7}

-02  -0.1 0.0 0.1 0.2 -02  -04 00 0.1 0.2
2 v

(c¢) Banda intermedia, con —0,2 < (d) Banda inferior, con —0,2 <
v <02 v <02

Figura 4.6: Comportamiento del espectro de energia en funcién de la intensidad del campo

eléctrico no homogéneo, 7. Se ha elegido e =0,8 , A=100, k=18, w = 95.

Esta forma de ecuacion diferencial es conocida como la ecuacion diferencial de Hill,
la cual tiene como solucién la solucion de Floquet, segin el teorema de Floquet. Por lo
tanto, tenemos que el operador de evolucién puede ser escrito en funcién de la solucién
de Floquet

U(t) = e “'P(t), P(0)=1L. (4.32)

Asi, la funcion de onda para un Hamiltoniano periédico en el tiempo puede escribirse

de la siguiente manera

U(p,t) = e "“"P(t)p(p) = e P(t)p(p) (4.33)

donde P(t) es el operador de micromovimiento, E y ¢(p) son respectivamente el espectro

de energia y las autofunciones asociada al Hamiltoniano efectivo G.
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Por otra parte, de la ecuacién 4.34, tenemos que el operador de micromovimiento para

el Hamiltoniano del sistema es

wt

P(t)=1- ZVZ(ZU) sin(wt) + ﬁ[cos(ap), Va()] sin? (_) B Vi ()

202

- 3 5 sin? (wt)

donde

Vo(z) = <ex - %x3> :

donde el conmutador [cos(ap), Va(x)] en la representacién de los momentos es

[cos(ap), Va(z)] = ia ((ea: — %IE?’) Sin(@p)a% + ’YSin(ap)aa_;)

Sustituyendo el conmutador en el operador de micromovimiento y agrupando, obtenemos

que operador de micromovimiento en la representacién de los momentos es

=122 (22 i (2

4iAa?
+ ( sin(wt) + ij 7 cos(ap) sin’ (w_t)) 9

2

Elm

(4.34)

4iAa® t 2 0?
+ < sz 7 cos(ap) sin’ (%) + ;—sin2(wt)) a2

w

I (% Sjn(wt)> 86—; + (% sin2(wt)> aa_;

Como se puede notar de (4.34), P(t) es una funcién periédica con periodo 7 = 2T

w?

donde w es la frecuencia con la cual oscila el campo eléctrico, para la cual w >> wy;
Wy = \/g es la frecuencia natural del sistema, donde m, la masa efectiva del electron
en la red, viene dada por m = ﬁ [3]. Debido a que el tiempo con el cual responde, el
cual estd dado por el operador de micromovimiento, es el periodo de la forzadora, 7; es
decir, el tiempo de respuesta es mas pequeno que el tiempo caracteristico del sistema, 7;
decimos que nuestro sistema es no adiabatico. Es decir, que al sistema no le da chance de
llegar al estado de equilibrio, por lo que se ve obligado a ir de un estado de no equilibrio

a otro estado de no equilibrio.

La accién del operador de micromovimiento sobre ¢(p), considerando sélo términos de

% a orden 2, es
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2

P(t)gpy(p> :eA:jge Cos(ap)ef ;32“ (kesin(ap)—A~v(sin(2ap)—2ap) Z Cueia(nJru)p <1+

n=—oo

3

# (M5 (= 2+ 02 1) Ysinfan) — 22572 05 ) costan))

sin? (‘it) + ta(n + v) (e — %‘lz(n + 1/)2) sin(wt)+

ECLQ 2

# o (e - ) sm2<wt>>

22

Finalmente, obtenemos que la funcion de onda para el oscilador arménico cuantico en
la red en presencia de un campo eléctrico no homogéneo y rapidamente oscilante en el

tiempo es

0o
\ij(p, t) :e—iEt6 A:jgc cos(ap)e— 2;3; (kesin(ap)— A~y (sin(2ap)—2ap) Z Ogeia(n-‘rl/)P (1+

n=—oo

# (15 (= 2604 02+ 1)) sintan) - 25 -4 cosan))

N 3 (4.35)
sin? (g) + m(nw—ﬂ) (e - %‘ﬁ(n + 1/)2) sin(wt)+
- ;L:?(” + v)? < e’ (n+v)* - e> sinQ(wt)>

4.3. Densidad de probabilidad y valores medios.

En esta seccion, estudiaremos el comportamiento de los electrones por medio de la
densidad de probabilidad y que trayectoria sigue los electrones por medio del valor medio.
Los calculos en esta seccion se hacen de forma numérica, haciendo uso del lenguaje de

programacion Python.
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4.3.1. Densidades de probabilidad

Debido a que estamos trabajando en la representacién de los momentos, comenzaremos
por estudiar la densidad de probabilidad en funcién del momento, p(p,t). La densidad de
probabilidad, p(p,t), es la probabilidad de encontrar a una particula en cierta region
del espacio de los momentos en un determinado tiempo ¢. En la representacién de los

momentos tenemos que la densidad de probabilidad viene dada por

p(p,t) =V, (p, )V, (p, 1) (4.36)

donde V¥ (p,t) es el conjugado de la funcién de onda, la cual viene dada por

U (p t) :eiEte% cos(ap)e%(ke sin(ap)—A~v(sin(2ap)—2ap) Z Cue—ia(n+u)p (1_|_
v\ n

(B2 (= 24 v+ 1)) sintan) — 25 40 cosan))

(4.37)

sin? (“’—t) _lantv) (e - 7;2 (n+ u)2) sin(wt)+

ECL2 2

e ey (273a (nt ) 6) Sm?(m)) .

Por otro lado, para observar el comportamiento de la densidad de probabilidad p(p, t),
hacemos un andlisis numérico partiendo de la ecuacién (4.36). Comenzamos por gréaficar
p(p,t) en funcién de p dejando ¢ fijo; donde p pertenece a la primera zona de Brillouin,
es decir, p € (=7, 7). Los t que fijaremos son ¢t = 0, t = 79, siendo 79 = g\/% el periodo
natural del oscilador armoénico cuantico en la red, t = 7, donde 7 = 27” es el periodo de la
forzadora, y t = 75, donde 75 = z—z es el periodo de Bloch. La grafica de p(p,t) en funcién
de p dejando t fijo se presenta en la Figura 4.7. También estudiamos el comportamiento

que sigue la densidad de probabilidad en funcién del momento en la Figura 4.8.

De las Figuras 4.7 y 4.8, podemos deducir que el periodo al cual responde el sistema
es el periodo de la forzadora, 7. De esta manera comprobamos que nuestro sistema es no

adiabatico, tal como se observo con el operador de micromovimiento.
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Figura 4.8: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién del momento. Se
ha elegidoy=02,¢=08,A=100, k=18, w =95y E =0,1401.

Luego, graficamos p(p,t) en funcién de ¢ dejando p fijo; donde ¢t € (0, 7). Los p que
fijamos son p = —3-, p = 0y p = 5. La gréfica de p(p,t) en funcién de t dejando p fijo

se presenta en la Figura 4.9.
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Figura 4.9: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcion del tiempo. Se ha
elegidoy=0,2,¢=08,A=100, k=18 ,w =95y F = 0,1401.

De la Figura 4.9, observamos que la densidad de probabilidad es temporalmente

asimétrica respecto al momento.

Por otra parte, tenemos que la densidad de probabilidad, p(x,t), es la probabilidad de
encontrar a una particula en cierta regién del espacio en un determinado tiempo ¢. En la
representacién de las coordenadas tenemos que la densidad de probabilidad viene dada

por

plx,t) =05 (x, t)P,(z,1) (4.38)

donde ®,(x,t) es la transformada de Fourier de ¥, (p,t), esto es

By (2, 1) = \/%7 / dpe™™ U, (p. 1), (4.39)

en consecuencia, tenemos que su conjugado es

1 .
®(e.t) = [ v im0
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Figura 4.10: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién de la posicién.

Se ha elegidoy = 0,2, =08, A=100, k=18, w =95y E = 0,1401.

Partiendo de la ecuacién (4.38), graficamos la densidad de probabilidad en funcién de

la posicién, para z € (—40,10) (unidades de distancia), dejando ¢ fijo.

De la Figura 4.10, podemos observar que la particula tiene mayor probabilidad de en-
contrarse en la regién (—30, —20) (unidades de distancia) y en el caso del tiempo ¢t = 7/2
y t = 37/2, la particula tiene dos sitios fuertemente probables de donde encontrarse,
siendo uno méas probable que otro. También, deducimos por la variacién de la amplitud
de la densidad de probabilidad que a medida que aumentamos el tiempo, la particula
se desplaza de forma oscilatoria, con periodo 7; este desplazamiento es debido al campo

eléctrico no homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo.

Ahora bien, estudiaremos como responde la densidad de probabilidad al variar el signo

de la intensidad del campo eléctrico homogéneo.

De la Figura 4.11, observamos como se comporta la densidad de probabilidad en fun-
ciéon del momento al variar el signo de la intensidad de la parte homogénea del campo
eléctrico,e. Para € positivo la amplitud de la densidad de probabilidad es mayor que para €
negativo, también se puede ver que para e positivo, el maximo de amplitud de la densidad
de probabilidad con repecto al momento para un periodo 7, es el minimo de amplitud de

la densidad de probabilidad con repecto al momento cuando € es negativo; es decir, que
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(b) e = —0,8 y E = —0,264012

Figura 4.11: Comportamiento de la densidad de probabilidad versus del momento al variar
el signo de €. Se ha elegido y=0,2, A =100, k =18 y w = 95.

al cambiar el signo de € se produce un desfase de +7 de la densidad de probabilidad en

funcién del momento para un periodo nr (con n € Z).

En la Figura 4.12, observamos que la variacion del signo de la intensidad de la parte
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Figura 4.12: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién de la posicién al

variar el signo de €. Se ha elegido y=0,2, A =100, k =18 y w = 95.

homogénea del campo eléctrico no produce ningun efecto sobre la densidad de probabili-

dad en funcién de la posicion.

Por otra parte, cuando variamos el signo de la intensidad de la parte no homogénea del

campo eléctrico observamos que la amplitud de la densidad de probabilidad es la misma
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Figura 4.13: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién del momento al

variar el signo de 7. Se ha elegido e = 0,8 , A =100, k = 1,8 y w = 95.

cuando v es positivo o negativo (ver Figura 4.13). También se puede ver que al cambiar
el signo de ~ se produce un desfase de +7 de la densidad de probabilidad en funcién del
momento para un periodo n7 (con n € Z). Por lo que deducimos que la direccién del

campo eléctrico la proporciona la variacion del signo de € y de 7.
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Figura 4.14: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién de la posicién al

variar el signo de 7. Se ha elegido e = 0,8 , A =100, k = 1,8 y w = 95.

De las Figuras en 4.14, observamos que al cambiar el signo de la intensidad de la parte

no homogénea del campo eléctrico se produce un pequeno cambio en la amplitud de la den-

sidad de probabilidad. También observamos un cambio de direccion en el desplazamiento

de la particula, ya que cuando « es positivo la particula se desplaza hacia la derecha y

cuando vy es negativo la particula se desplaza a la izquierda. Por esto deducimos que la di-
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Figura 4.15: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién del momento al
variar Ay F. Se ha elegidoe =08 ,7v=0,2,k =18y w=95.
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Figura 4.16: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién del tiempo al
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Figura 4.17: Comportamiento de la densidad de probabilidad en funcién de la posicién al
variar Ay F. Se ha elegidoe =08 ,7v=0,2,k =18y w=95.
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reccién del movimiento de la particula en el espacio la proporciona el cambio de signo de 7.

Al estudiar la densidad de probabilidad en funcién del tiempo, no observamos ningun

efecto al variar el signo de las intensidades € y ~.

Por otro lado, estudiamos como se comporta la densidad de probabilidad cuando va-

riamos el pardmetro de energia cinética A y los valores de energia en una banda de energia.

De la secuencia de las Figuras en 4.15, observamos que a medida que le inyectamos
energia al sistema, la amplitud de la densidad de probabilidad aumenta grandemente. Por
otra parte, tenemos que al estudiar el comportamiento de la densidad de probabilidad en
funcién del tiempo, observamos que la asimetria temporal de la densidad de probabilidad

con respecto al momento se acentia a medida que A y E aumentan.

Por otra parte, de la Figura 4.17, observamos que para A pequena la particula tie-
ne solo un sitio fuertemente probable donde encontrarse, a medida que aumentamos el
pardmetro A, la particula pasa a tener dos sitios fuertemente probables donde encontrase,

siendo uno més probable que otro.

4.3.2. Valores Medios

Una de las predicciones mas importante que se obtiene a partir del Hamiltoniano de
tight-binding es el fenémeno de localizacion dindmica. Cuando el desplazamiento cuadrati-
co medio permanece acotado a medida que el tiempo transcure, se dice que la particula
o paquete de ondas estd localizado [13]. Las condiciones para que esto ocurra depende de

la forma particular que tenga el campo eléctrico presente en el sistema.

Por otro lado, estudiamos el valor medio de los observable X y P, con la intencién
de observar el comportamiento oscilatorio de los valores medios de dichos observables,

asi como indagar si el sistema exhibe localizacion dinamica.

De la Figura 4.18, observamos que la particula eventualmente esta oscilando entre dos
puntos de la red, tal como se observa en la densidad de probabilidad en funcién de la posi-
cién. Ademsds, se puede apreciar que el movimiento que sigue la particula es peridédico con
periodo 7, la particula mantiene este movimiento entre las dos oscilaciones superpuestas.

Otra observacion de suma importancia, es que el movimiento de la particula se mantiene
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Figura 4.18: El Valor Medio de X en funcién del tiempo. Se ha elegido v =0,2, ¢ =0,8 |
A=100, k=18, w=9y F =0,1401

acotado en el tiempo; es decir, hay localizacion dinamica. Por esta razon, podemos deducir
que los términos perturbativos no afectan la localizacién dindmica, pese a su dependencia

con la posicién y a la alta frecuencia.
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Figura 4.19: El valor medio de P en funcién del tiempo. Se ha elegido v = 0,2 , e = 0,8 ,
A=100, k=18, w=95y F =0,1401
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El comportamiento del valor medio de P, es oscilatorio y acotado al igual que en el
caso anterior. De la Figura 4.19, observamos como cambia el periodo de < P > a medida
que aumentamos la frecuencia de la forzadora, de la secuencia de figuras, observamos que
a medida que aumentamos w, aumenta la frecuencia de la respuesta del sistema. Esto se
observa mejor en la Figura 4.20, donde graficamos el periodo al cual responde el sistema a
medida que variamos 7 = 27 /w; de esta gréfica deducimos que el periodo al cual responde
el sistema, es el periodo de la forzadora, lo que confirma que el sistema es no adiabatico.

Dado que 7 << 75 no observamos oscilaciones de Bloch.

Tymp

0.15+
0.10+

0.05+¢

0.05 0.10 0.15

Figura 4.20: El periodo del valor medio de P en funcién de 7.

Otro comportamiento de suma importancia que observamos del valor medio de P en
la secuencia de Figuras en 4.19, es que a medida que aumentamos la frecuencia de la
forzadora disminuye la amplitud del valor medio de P. Esto se observa mejor en la Fi-
gura 4.21, donde graficamos como varia la amplitud del valor medio de P a medida que
aumentamos w, de esta grafica deducimos que para w > 250 el sistema no responde, y en

consecuencia la particula deja de oscilar.

Como planteamos al inicio de este capitulo, queremos estudiar como el modelo del
oscilador arménico cudntico es afectado al estar bajo la accion de un campo eléctrico no

homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo.

Al estudiar el Hamiltoniano que describe este sistema por medio del teorema de Flo-
quet, observamos que la alta frecuencia produce una seleccién de auto-estados del sistema
y también produce degeneracion, ya que para un valor de energia dado hay v estados

posibles. También observamos que la no homogeneidad del campo eléctrico produce la
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Figura 4.21: La amplitud del valor medio de P en funcién de w.

aparicion de dos nuevos estados.

Por otro lado, al estudiar el operador de micromovimiento deducimos que nuestro sis-
tema es no adiabatico, debido a que la evolucién del sistema no es unitaria. Esto también
se observa por medio del tiempo de repuesta del sistema, el periodo de la forzadora, ya
que este es mucho menor al tiempo caracteristico de sistema, cuando pasa esto decimos

que el sistema es no adiabdatico.

Al estudiar la densidad de probabilidad, observamos que esta es asimétrica temporal-
mente respecto al momento. También deducimos que la direccién del campo eléctrico no
homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo la proporciona el signo de € y 7; y la di-
reccién del movimiento de la particula en el espacio la proporciona el signo de . Ademas,
deducimos que el periodo con el cual responde el sistema es el periodo de la forzadora. Al
estudiar la densidad de probabilidad en funcién de la posicion observamos que la particula
tiene mayor probabilidad de encontrarse en la regién (—30, —20) (unidades de distancia)
= w la particula tiene dos sitios fuertemente probables donde en-

contrarse. También deducimos mediante la amplitud de la densidad de probabilidad, que

y en el caso de t

a medida que aumentamos el tiempo la particula se desplaza de forma oscilatoria, con
periodo 7; este desplazamiento se debe al campo eléctrico no homogéneo y rapidamente
oscilante en el tiempo. Este comportamiento se confirma con el valor medio de X, como
se ve en la Figura 4.18. En esta gréafica observamos que la particula eventualmente se en-
cuentra oscilando entre dos puntos de la red, siendo uno mas probable que otro. También
observamos que el movimiento de la particula se mantiene acotado en el tiempo, por lo

que deducimos que hay localizacion dinamica, a pesar de que el Hamiltoniano del sistema
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depende de la posicién y esta sometido a altas frecuencias.

Otra observacion de suma importancia, es que a medida que aumentamos la frecuencia
de la forzadora disminuye la amplitud del valor medio de P, por lo que se deduce que hay

un umbral en la frecuencia para el cual el sistema no responde.
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CONCLUSIONES.

e En el Capitulo 4, presentamos un estudio exhaustivo sobre la dindmica que sigue
el sistema oscilador armoénico cuantico en una red unidimensional en presencia de
un campo eléctrico no homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo. Primero,
hallamos las soluciones del Hamiltoniano que describe el sistema mediante la teoria
de Floquet, donde deducimos que a altas frecuencias la constante de hopping (sal-
to) deja de ser una constante, y pasa a ser un funcién que depende de la posicién y
del momento de la particula, debido a la presencia de la alta frecuencia y la inho-
mogeneidad del campo eléctrico actuantes sobre el mencionado oscilador. Ademas,
observamos que la alta frecuencia produce una seleccion de auto-estados del siste-
ma y también produce degeneracion, ya que para un valor de energia dado hay v
(v € Z) estados posibles. También observamos que la no homogeneidad del campo
eléctrico no homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo produce la aparicién
de dos nuevos estados, en comparacion al campo eléctrico homogéneo y rapidamente

oscilante en el tiempo.

e En la Seccion 4.1, presentamos los cédlculos de las autofunciones y del espectro
de energia. Al estudiar el comportamiento del espectro de energia en funcién del
parametro de energia cinética observamos que a medida que aumentamos dicho
parametro, aumenta la separacién entre las bandas. Por otra parte, al estudiar el
comportamiento del espectro de energia en funcién de la intensidad de la parte
homogénea del campo eléctrico, observamos que tanto la banda superior como la
inferior se comportan como una recta con pendiente positiva, predominando asi el
efecto del potencial lineal. Sin embargo, las bandas intermedias siguen un compor-
tamiento parabdlico, predominando asi el potencial parabdlico. En el espectro de
energia en funcién de la intensidad del campo eléctrico homogéneo, observamos que
a diferencia del caso del campo eléctrico homogéneo y rapidamente en el tiempo,
las bandas no estan acotadas. Un comportamiento similar lo obtenemos al estudiar

como actua las bandas de energias respecto a la intensidad de la parte no homogénea




84

El oscilador armoénico en la red en presencia de un campo eléctrico no

homogéneo y rapidamente oscilante en el tiempo.

del campo eléctrico.

e En la Seccién 4.2, presentamos la expresion para el operador de micromovimiento y

la funcién de onda; del operador de micromovimiento deducimos que nuestro sistema
es no adiabatico, debido a que la evolucién del sistema no es unitaria. Esto también
se observa mediante el tiempo de repuesta del sistema, para nuestro caso el siste-
ma responde con el periodo de la forzadora, el cual es mucho menor que el tiempo

caracteristico del sistema; cuando pasa esto decimos que el sistema es no adiabéatico.

En la Seccion 4.3, presentamos un analisis de forma numérica de la densidad de pro-
babilidad y de los valores medios de los operadores posicion y momentum. Vemos
que la densidad de probabilidad en funcién del momento es asimétrica. También
deducimos que la direccion del campo eléctrico no homogéneo y rapidamente osci-
lante en el tiempo la proporciona el signo de € y «v. Por otra parte, al estudiar la
densidad de probabilidad en funcion de la posicién, observamos que la direccion del

movimiento de la particula en el espacio la proporciona el signo de ~.

Finalmente, al estudiar la densidad de probabilidad en funcién de la posicién ob-
servamos que la particula tiene mayor probabilidad de encontrarse en la region
(—30,—20) y en el caso de t = w la particula tiene dos sitios fuertemente pro-
bables donde encontrarse. También deducimos mediante la amplitud de la densidad
de probabilidad, que a medida que aumentamos el tiempo la particula se desplaza
de forma oscilatoria, con periodo 7. Este comportamiento se confirma con el va-
lor medio de X, como se ve en la Figura 4.18. En esta grafica observamos que la
particula eventualmente se encuentra oscilando entre dos puntos de la red. También
observamos que el movimiento de la particula se mantiene acotado en el tiempo, por
lo que deducimos que hay localizacion dinamica, a pesar de que el Hamiltoniano del
sistema depende de la posicion y estd sometido a altas frecuencias. Otra observacion
de suma importancia, es que a medida que aumentamos la frecuencia de la forzadora
disminuye la amplitud del valor medio de P, por lo que se deduce que hay un umbral

en la frecuencia para el cual el sistema no responde.




Apéndice A
Calculos de los conmutadores.

e Ciélculo del conmutador [cos(ap), Va(x)] en la representacion de los momentos, viene

dado por

[cos(ap). Va(2)] £ (p) = |cos(ap), (ex = 3a )| (p)

=ie {COS(ap), dip] f(p) +i% {COS(ap), d—pg} f(p)

d
= (iae sin(ap) + ia% (3a cos(ap)d—p

— a®sin(ap) + 3 sin(ap);—pz)> f(p)

Asi,

[cos(ap), Va(x)] =ia ((e — %a2> sin(ap) + iya cos(ap)x — 7y sin(ap)x2> (A.1)

e Calculo del conmutador [cos(ap), [cos(ap), Va(z)]].
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Calculos de los conmutadores.

En la representacion de los momentos, tenemos

[cos(ap). [cos(ap). Va(@)]L£ (p) :( (e = 34°) [eos(ap).sin(ap)] £ (p)

| 709+ 2 sintan) [costan),

+ ya cos(ap) {cos(ap), &

—ia’y <2a sin(ap) cos(ap) + 2 sin%ap)%) f(p)

Asi,

[cos(ap), [cos(ap), Va(z)]] =2ia*y (a sin(ap) cos(ap) + isinz(ap)x> (A.2)

e Calculo del conmutador [Vi(z), [cos(ap), Va(z)]].

En la representacion de los momentos, tenemos

Vo), feos(an), Va1 f ) = = 5" [% (- 3a)sintan

d d*
+7a cos(ap)d—p + Sm(@p)d_pg)] f(p)

d2

dp?

0| costan)| 1)+ | st dd—;ﬂp))

2 d3

— 3va sin(ap)d—p2 + 2y cos(ap)d—p3> f(p)

= f(p))
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Asi,

[Vi(z), [cos(ap), Va(z)]] = — il%a (a (%az - e) sin(ap) + 1 (26 — 5%@2) cos(ap)x

+ 3vyasin(ap)z? — 2iy cos(ap)x3>

e Calculo del conmutador [Va(z), [cos(ap), Va(z)]].

En la representacién de los momentos, tenemos

[Va(@), [cos(ap), Va(2)]] £ (p) =ia [ (er =327 ( (e = 2a?) sin(ap)

d ) d?
+ va COS(ap)d—p +7 Sln(ap)d—pg)] f(p)

(e _ %a2> [;—;,sin(ap)] f(p) + eva [%,COS(ap)} dipf(p)

tey [dip, sin(ap)] ! (p)>

_ mZ( (e _ 2?%2> cos(ap)

_ d d?
— 2va sm(ap)d—p + 27 cos(ap) P

Asi,
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Calculos de los conmutadores.

[Va(z), [cos(ap), Va(z)]] = — ea2< (e — 2%@2) cos(ap)

— 2iyasin(ap)r — 27 cos(ap)xz)




Apéndice B

Método para eliminar la primera

derivada.

Mediante el método de la eliminacion de la primera derivada en una ecuacién diferen-

cial de 2do orden, transformamos una ecuacion diferencial ordinaria de su forma estandar

¢"(p) + N()¢'(p) + Qp)p(p) =0 (B.1)

a una forma normal, mediante la transformacion

op) = u(po(p) | (B2)
donde
di)l—;p) =v(p)u'(p) + u(p)v'(p)
dQch(fzm =v(p)u”(p) + 2/ (p)v' (p) +u(p)v" (p) -

Al sustituir las derivadas anteriores en la ecuacién diferencial (B.1), tenemos que

u(p)(N(p)v'(p) + Q(p)v(p) + 0" (p)) + ' (p)(N(p)v(p) + 20'(p) + v(p)u"(p) = 0

Haciendo cero el término que acompana a u/(p), obtenemos la ecuacién para determi-

nar v(p), esto es

N(p)o(p) +20'(p) =0 = v(p) = e~ “H (B.3)

Ademsds, obtenemos la ecuacién diferencial para u(p), la cual viene siendo la forma

normal de la ecuacién diferencial ordinaria (B.1)
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u"(p) + q(p)u(p) = 0. (B.4)
Para obetener ¢(p), partimos de (B.3), donde deducimos que
: N(p)
(p) =— TU( )
) = - My M)
esto conduce a N A2
ar) = -0 L o) (B85

Finalmente, obtenemos que la forma normal de la ecuacién diferencial (B.1), viene

dada por

u"(p) + q(p)ulp) =0, qlp) =— - +Q(p) -




Apéndice C
Determinante de Hill.

Para determinar las raices del determiante de Hill seguiremos a F. M. Phelps en [12],

donde se tiene que

Aw) = A0 T 2 ;ff;gla . (C.1)

n=—oo

Podemos reescribir S; — (n + v)%a® y S; — n?a® de la siguiente forma

S — (n+v)%a® = (8% = (n+v)a)(S,* + (n + v)a) ,

S — n?a? = —n2d? (1 - 51 ) )

n2a?
Asi,

S1 — (n+v)%a? _(511/2 —(n+ 1/)@)(511/2 + (n+v)a)

Sy—nra® —na? (1 - ;35)
<1_+lm—5y2) (1_+zm+8y2>
- 1— 5

n2a?
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lo que implica que,

va—SY/? Va+Sl/2
ﬁ S; — (n+v)%d? ﬁ (1+ & )(l+ n )

S1 —n?a? 1— 5
n=—oo n=—oo nca

1/2 1/2
e (1252 ) e (1 )
a I o (1—2)

ua—Si/Qﬂ_ l/a+511/2ﬂ_
HZO:I 1+ ?m H:;l 1+ :7:7T

()
i 1" /)

n=-—00 n2m?2

. (uasll/2 ) . (l/a+si/2 )
simm|{ ————m | sim | ——7
a a Sl

o (52 v?a? — S
Sin a s

1 — n2a?) Si .o [ 512
n=—00 sin® ( Z—7

Sustituyendo la ecuacién (C.2) en la ecuacién (C.1), obtenemos

. <z/a—5'11/2 ) . (Va—l-Si/Q )
S1n TW S1n Tﬂ'
A(v) = =Aq(v)

) gl/2
81112( 1a s

Después del tratamiento dado por F. M. Phelps en [12], se tiene que la ecuacién para

sin (2225120 gin (et
(81— (n+v)%a?) (S) + v?a?) a a
= 1l = - (€2)

determinar las raices del determinante de Hill es

.9
Al) = A(0) — S lr) (C.3)
) (S%/Z )
sin LT
donde oE A2
Sl = — + ﬂ

k k2w?
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