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RESUMEN

En este trabajo se empezara ofreciendo informacion preliminar sobre la Desigualdad de
Simpson, Trapecio y sobre espacios LP. De forma especifica, sobre la Desigualdad de
Simpson se ofrece una Desigualdad principal para funciones en espacios LP, asi como
una generalizacion, se ofrecen también algunas generalizaciones de la Desigualdad de
Trapecio para funciones cuyas derivadas estan en LP. Ademas se ofrecen aplicaciones de

estos resultados a medias especiales.
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INTRODUCCION

En la literatura matematica, es bien conocido que, para una funcién integrable f :
la,b] — R, el método de Simpson (o Regla de Simpson), permite estimar la integral de

f sobre [a, b] mediante la siguiente expresién:

[ 1@~ i var (50) + 50

la cual es valida si f admite derivadas hasta el cuarto orden y fV) est4 acotada en [a, b].

De manera analoga, el método del trapecio permite estimar la integral de f sobre

[a, b] mediante la expresion:

/f e 0 )02 10)

siendo f una funcién que admite segunda derivada sobre el intervalo [a, b] y la misma
estd acotada en [a, b].
Por métodos de cuadratura se hace referencia a expresiones matematicas que, per-

miten estimar la integral de f sobre el intervalo [a, ], esto es, la siguiente expresion:

/a ) de

cuyo valor esta relacionado con la medida del area bajo la grafica de f en el intervalo

la,b]. El célculo de dreas ha tenido su origen desde tiempos remotos. En el siglo XXI
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a.C., los egipcios, para quienes la agricultura era la actividad méas importante y que se
desarroll6 principalmente en la cuenca del rio Nilo a lo largo del periodo 3100-332 a.C.,
presentaban problemas con el mismo ya que sus riadas anegaban los terrenos de cultivo,
los cuales borraban los limites de propiedad agricolas, lo que daba lugar a peligrosos
conflictos sociales, dando como solucién al calculo de superficies basado en la observacién,
registro, sistematizacion y generalizacion de las propiedades de las figuras geométricas
planas [1].

Maés tarde surgieron matematicos como Eudoxo y Arquimedes, los cuales, mediante el
Método de Exhauscién (ideado por el primero de ellos), resolvieron el problema del drea
de figuras curvilineas con figuras rectilineas, dando solucion al problema de hallar el area
del circulo, uno de los mas grandes problemas de la antiguedad. Este método también
hizo posible el calculo de areas de otras figuras curvas como el conoide y el esferoide, asi
como la longitudes de la parabola, la espiral, el calculo de volimenes como el elipsoide
,problemas resueltos por Arquimedes. Muchos de estos trabajos quedaron recopilados en
la obra 'Los Elementos’ de Euclides [9],[17].

Luego lo referente a la nocién de area de figuras geométricas, esto quedo sin tra-
bajarse por mucho tiempo, la razén de ello es, entre otras cosas, que el dlgebra no fue
desarrollada lo suficiente como para permitir un adecuado desarrollo de la geometria mas
alld las investigaciones de los matematicos griegos. No fue sino hasta el siglo XVII cuan-
do se desarroll el calculo de areas tras la introduccién del célculo infinitesimal, hecha
por Newton y Leibnitz y la introducciéon del Teorema Fundamental del Célculo, el cual
relacionaba el problema del area y el problema de hallar la tangente de una curva como
problemas inversos, aconteciendo poco después el desarrollo del concepto de funcién [7].

A partir de entonces, se comenzaron a deducir distintas propiedades, resultados y
formalizaciones del célculo de areas. Por ejemplo, en el ano 1854 Bernhard Riemman
formalizé por primera vez el concepto de la integral definida sobre un intevalo [a,b]
mediante la integral que actualmente lleva su nombre [58]. Més tarde fue generalizado

este concepto por los mateméaticos Henry Lebesgue y Thomas Joannes Stieltjes con las



integrales que llevan su nombre [62].

En este punto de la historia, se fueron desarrollando nuevos resultados y conceptos en
el d&mbito de la Teoria de integraciéon. Una de las cuestiones que surgieron, entre otras,
era determinar la validez del Teorema Fundamental del Calculo en el contexto de la
integral de Lebesgue. En 1905 Henry Lebesgue determiné que dicho resultado también
era valido para la integral de Lebesgue para una clase mas amplia de funciones, la cual
el matemdtico Giuseppe Vitali las llamé funciones absolutamente continuas [64].

El objetivo de este trabajo es presentar resultados relacionados al Método de Simpson
y el Método del Trapecio para funciones absolutamente continuas y para funciones que
admiten derivadas en LP [45]. Para esto, serdn tratadas algunas nociones bésicas calculo
diferencial e integral, y los conceptos tales como: Funciones de variacion acotada, fun-
ciones lipschitzianas, continuidad absoluta, espacios LP, y algunas aplicaciones de estos
resultados a medias especiales, la cual sera distribuido en trés capitulos de la manera

siguiente:

e En el Capitulo 1 se dan algunas nociones bésicas del cdlculo diferencial e integral,

topicos sobre funciones de variacién acotada, espacios LP y el método de Simpson.

e En el Capitulo 2 se expondran los principales resultados sobre la Desigualdad de
Simpson para funciones diferenciables en [a,b] y cuya derivada es una funcién p-
integrable en [a,b]. De forma concreta, seran desarrolladas las demostracion del
articulo [45]. De forma adicional, se daran a conocer algunas aplicaciones de estos
resultados a la teoria de medias y se proporcionaran nuevas desigualdades que las

involucran.

e En el Capitulo 3, se expondran una recopilacién de resultados sobre la Regla del
trapecio para funciones diferenciables cuya derivada de primer orden es una funcién

absolutamente continua en [a, b].



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En el presente capitulo se enunciaran algunas nociones basicas del calculo, como
la continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad en sentido de Riemann. Se dara una
introduccion a algunos métodos numéricos para hallar integrales definidas destacando
la Regla de Simpson y la Regla del Trapecio, lo cuales juegan un papel central en este
trabajo. Por uftimo, se hard una introduccién de los espacios LP(u), deduciendo a su vez,

algunas propiedades y resultados de estos espacios.

1.1 Continuidad y Diferenciabilidad

En esta seccién se enuncian algunas propiedades sobre funciones continuas y diferen-
ciables. Se empezara demostrando algunas desigualdades que son conocidas en los textos
de calculo. Sin embargo, realizadas las demostraciones de estas, podran ser usadas para

las demostraciones del resto de este trabajo.

Teorema 1. (Desigualdad Triangular) Sean 1, s, ..., x, € R, entonces:

Zﬂﬁk < Z |z (1.1)
k=1 k=1




Demostracion:
Realizaremos la demostracién mediante el principio de induccién sobre n. En efecto,

notemos que, para n = 2 se obtiene

(Il + .732)2 = SL’% + 21’11‘2 + $§
< 2+ 2lzi30| + 75
= |21’ + 2@ |z2] + [aa]”

= (Jo1| + |22])*.

€n resumen

(21 + 32)* < (J21] + |22])°

extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros, ocurre que

|ZL’1 —|—(L’2| S |ZL’1| + |l’2|

verificando (|1.1)) para n = 2.

Ahora bien, supongamos que, para cierto N € N, se safisface para todo
r1,%a,...,ony € Rysea xzyi; € R distinto a x1, x5, ...,2y. En virtud del cason =2y
la hipétesis inductiva, se tiene que:

N+1

N
E Tp| = E Tk + TNt
k=1

IN
E
&
B
+
5
=
t

/A
M= 7
=y
ol
_|_
s
=
+

Asi, por el principio de induccién, se satisface (l.1)) para cualesquiera

T1,To, ..., Ty € R.



Corolario 1. (Desigualdad Triangular Inversa) Dados x,y € R, se satisface la siguiente

desigualdad:

lz| = Jyll < [= =yl

Demostracién:

Por ([1.1)), se tiene que:

lz] = |z —y+y|

IN

|z —y| + |y

sustrayendo |y| a ambos miembros

|z = y| < [z =yl

De forma anéloga
lyl =z < |y — 2
multiplicando por -1 ambos lados de la desigualdad
—lz =yl <fz[ =y

€11 resuimen

—le =yl <o = [yl < o -yl
lo cual equivale a

x| — |yl < |z —yl.

A continuacién se introducira el concepto de continuidad:

Definicién 1. Sean A C R,z € Ay f: A — R una funcion. Se dice que f es continua

en xq si, dado € > 0, existe § = 0(g,x9) > 0 tal que, si x € A y |z — xo| < 0, entonces:

|f(x) = flzo)| < e
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y se expresa de la siguiente manera

lim f(z) = f(zo).

T—x0

Se dice que f es continua en B C A si es continua en x para todo x € B. Por iltimo,

se dice que f es continua si f es continua en A.

Ejemplo 1. La funcion f: R — R definida por f(x) =k, k € R constante. En efecto,

seana € R, e >0,y §=1. Asi, para todo x € R tal que |x — a| < 0, se tiene que:
[f(z) = fla)] = |k —FK]

= 0

< e

Asi f es continua.

Ejemplo 2. La funcion f : R — R definida por f(x) = z, es continua, pues para

ac€R,e>0,y 0 =¢, setiene que, si x € R, con |v —a| <, entonces:

|f(z) = fla)] = |z—aq
< 0

= €.
Luego f es continua.

Ejemplo 3. La funcién f : R — R definida por f(x) = |z| es continua. En efecto, sean
a €R, >0,y 6=e. Notese que, por el corolario , siz € R, con |x —a| <4, se

obtiene:

[f () = fl@)] = [lz] = lal
< |z —d

< €.

Esto indica que f es continua.



Ejemplo 4. La funcién f : R — R definida por f(z) = 2*. En efecto, seana € R, e > 0,
y 0 = ml’n{2|a€m’ 1}. Observemos que, para todo x € R con |x — al < 9§, se tiene lo

siquiente:

2] = |r—a+a
< |z —a|+]d Por
< 0+ al
< 1+ ]al.

De esta manera,

[f(z) = fl@)] = |2* —a’
= |z —a)(x+a)

= |z —allz+q]

S v
< P 1.1
() (el +lab por

< <2|a|5+ 1) (2]a] + 1)

= E&.

Por lo tanto f es continua.

Ejemplo 5. La funcion f : R — R definida por f(z) = % es continua en R — {0},
pues si, a € R —{0},e >0,y § = min{'%‘,%}, entonces para © € R — {0} tal que

x —al <6, se cumple que
| | ple g

ol = (a—2)+a]
< a— x|+ |z Por
< 0+ |z
< M%—]az\.
-2



de donde %' < |x|. De esta manera,

[f(z) = fla)] =

1 1
T a
ja — x|

|z]|al

< () (%)

= &
Ast, f es continua.
El siguiente resultado establece la continuidad de la composicién de dos funciones

Teorema 2. Sean A, B C R conjuntos, consideremos la funcion f : A — R. Suponga
que f(A) C B y sea xg € A tal que [ es continua en xy. Si g : B — R es tal que g es

continua en f(xg), entonces la composicion go f es continua en xq.

Demostracién:

Sea ¢ > 0. Como ¢ es continua en f(xg), existe 6; > 0 tal que, si y € B, con
[y = f(zo)| < b1, entonces [g(y) — g(f(z0))] <e.

Ademads, como f es continua en x, existe § > 0 tal que, para x € A, con |x — x¢| < 0,
entonces |f(x) — f(xo)| < 91, tras lo cual |g(f(x)) — g(f(zo))| < . En resumen, para
x € A, con |x —xg| < 0, entonces |g(f(x)) — g(f(x0))| < e, por lo tanto go f es continua
en .

El siguiente teorema recoge algunas propiedades basicas de las funciones continuas.

Teorema 3. Sean A C R, f,g : A — R funciones continuas en a € R y A\ € R,

entonces:

1. f+ g es continua en a.
2. \f es continua en a.

3. f — g es continua en a.
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4. f-g es continua en a.

5. Sig(a) # 0, entonces 5 es continua en a.

Demostracién:

1. Sea € > 0, como las funciones f, g son continuas en a, existen d1,d, > 0 tales que

|f(x) = f(a)| < % siempre que z € Ay |[v —a| < &

£
lg(z) — g(a)|] < 5 siempre que z € Ay |z — a| < ds.

Sea 0 = min{dy, d2}, si © € A con |x — a|] < 4, entonces

((f +9)(2) = (f +9)(a)] = [(f(z) = f(a)) + (9(z) = g(a))|
< |f(z) = fla)| +lg(x) — g(a)| Por

<5+5
2 2

= E&.

por lo tanto f + g es continua en a.

2. Seae > 0. Como f es continua en a, existe § > 0 tal que, parax € A, con |[z—al| < 4,

se tiene que:
€

|f(z) = fla)] < BYESS

En este caso,

(AN (@) = Af)@)] = [Af(x) = Af(a)l
= P(f(@) = f(a))]

= If(@) — f(a)
A
(w + 1) )
< E&.

11



Por ende, \f es continua en a.

. Note que, como g es continua en a, —g = (—1)g es continua en a (apartado 2)

y, en virtud del apartado 1 del teorema presente, f—g = f+(—1)g es continua en a.

. Como f, g son continuas en a, f + g también es continua en a.

2

Por otro lado, la funcién h : R — R dada por h(z) = x* es continua en R.

Asi, el Teorema garantiza que las funciones f2,¢* y (f + g)? son continuas en
1

a. Nuevamente, de los apartados anteriores, 3((f 4 ¢)* — f* — ¢°) es continua en a,

Ccomo
f-9= %[(f+g)2—f2—92]

entonces f - g es continua en a.

. Observe que la funcién h : R — {0} — R dada por h(z) = 2 es continua en

R — {0}. De esta manera, el Teorema garantiza que la funcién é = hoges

continua en a, ya que g(a) # 0,y como f es continua en a, 5 = fé es continua en a.

Por dltimo, se dara introduccién al siguiente resultado, el cual se enunciara sin de-

mostracién

Teorema 4. (Teorema de los Valores Extremos)[d] Sea f : [a,b] — R una funcion

continua. Entonces f esta acotada y alcanza su mdzrimo y minimo en [a,b].

A continuacién se introducird la nocién de diferenciacion

Definicién 2. Sean I C R un intervalo abierto, f : I — R una funcion y xq € 1. Se

dice que f es diferenciable en xq si existe el limite

o @) = f(wo)

T—To T — Iy

(1.2)

12



Al limite se le denomina derivada de f en xqy, denotado por f'(x).
St A C I es un conjunto abierto, se dice que f es diferenciable en A si es diferenciable

en todos los puntos de A.

Para mas informacion sobre propiedades, resultados y generalizaciones de la definicién

de derivadas, se puede revisar [22].

Teorema 5. [3, [4)] Sean A C I un conjunto abierto y c € A. Si [ es diferenciable en c,

entonces f es continua en c.

Demostracién:
Como
)= 0+ (F2=LD) g
entonces:

lim f(z) = lfm [f(c) + (M) (z — c)}

= tim o)+ tin = e
= flo)+ f(e)-0
= flo).

A continuacion se mostraran algunos resultados relacionados con las propiedades de

derivadas, para més informacién sobre sus demostraciones, se remite al lector a [7],[15],[20]

y [21].

Teorema 6. [21/,[15] Sean a,b € R, f,g: [a,b] — R funciones derivables en ¢ € (a,b)
y A € R. Entonces:

1. La suma [+ g es derivable en c y (f + g)'(c) = f'(¢) + ¢'(¢).
2. \f es derivable en c y (A\f)'(c) = Af'(c).
3. La diferencia f — g es derivable en c y (f — g)'(c) = f'(c) — ¢'(c).

13



4. El producto f - g es derivable en c y (fg)'(c) = f'(c¢)g(c) + f(c)d'(c).

5. Si g(c) #0, entonces f/g es derivable en c y (f/g) (c) = LI (c)

g%(c)

6. Sig: [a,b] — [m, M] es derivable en ¢ y f : [c,d] — R es derivable en g(c),

entonces la composicion f o g es derivable en c y se satisface:
(fog)(z) = f(9(x)) g'().

Observacion 1. Al ultimo enunciado del Teorema 6 se le conoce como la Regla de la
Cadena y es uno de los resultados mds importantes en la teoria de diferenciacion. Una

demostracion completa de este resultado puede verse en [27)].

A continuacién se dard introduccién a algunos resultados que sera de utilidad para el

resto de este trabajo. Para sus demostraciones, se remite al lector a [15], [20] y [22].

Teorema 7. [20/,[15] Sean a,b € R niameros reales, con a < b, y f : (a,b) — R

una funcion diferenciable sobre (a,b), entonces f es constante si, y solo si, para todo

x € (a,b), f'(x) = 0.

Teorema 8. (Teorema de Rolle)[22] Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b],
diferenciable en (a,b) y que satisface f(a) = f(b) = 0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f'(e)=0.

Teorema 9. (Teorema del Valor Medio)[15] Sean a,b € R nimeros reales, con a < b,
y [ :a,b) — R una funcion continua sobre |a,b], diferenciable sobre (a,b). Entonces
existe ¢ € (a,b) tal que:

f(b) = fa) = f'(0)(b — a).

Teorema 10. (Criterio de la Primera Derivada)[20] Sea f : [a,b] — R diferenciable

en (a,b) y ¢ € (a,b) un punto critico

e Si f'(z) >0 en (a,c) y f'(c) <0 en (c,b), entonces f(c) es un minimo local de f

en (a,b).

14



e Si f'(x) <0 en (a,c)y f'(c) >0 en (c,b), entonces f(c) es un mdzimo local de f

en (a,b).

o Si f'(x) tiene el mismo signo en ambos lados de c, entonces f no es un valor

extremo de f.

Teorema 11. (Criterio de la Sequnda Deriwada)[20] Supdngase que f : [a,b] — R es

una funcion tal que f',f" existen en todo punto del intervalo (a,b) y ¢ € (a,b) satisface
f'(e) =0
o Si f"(c) <0, entonces f es un mdzimo local de f en (a,b).

e Si f"(c) >0, entonces f es un minimo local de f en (a,b).

Definicién 3. [1§] Sea f: I — R una funcion. Se dice que [ satisface una condicion

de Lipschitz (o que es Lipschitz) en I si existe K > 0 tal que:

[f (@) = f(y)] < K|z —y]
para todo x,y € I. También se dice que f es K-lipschitziana en [a,b].
Para finalizar esta seccion, se hard introduccion de algunas desigualdades

Lema 1. (Desigualdad de Young) Sean a y b nimeros reales no negativos y p, q¢ nimeros

reales mayores que uno tales que % + % =1, entonces:

p q
<Y (1.3)
P q

Demostracion:

Seant >0y 0 < a < 1. Entonces se tiene:
t* <at+(1—a).
En efecto, se define la funcién h : (0, 00) — R mediante la expresién:
h(t) =at+ (1 —a) —t~.

15



Haciendo h/(t) = 0, se obtiene lo siguiente:

P'(t) = 0
a—at*! = 0
—t*t = -1

t = 1

Notese que h alcanza un minimo absoluto en t = 1. En efecto, como 0 < a < 1,

entonces:
e Para 0 <t < 1, se tiene que t*! > 1, de esta manera:

R(t) = ol -t

< 0.

Por lo que h es decreciente en (0, 1).
e Para t > 1, se tiene que t*~! < 1, luego:

() = a(l—t*1)

> 0.
Por lo que h es creciente en (1,00).

Luego, por el Criterio de la primera derivada , h alcanza un minimo en ¢t = 1. Como
h no tiene mas puntos criticos, h alcanza un minimo absoluto en t = 1. Esto, combinado

con que h(1) =0, demuestra que h(t) > 0 para todo t > 0. Es decir:

at+(1—a)—t* > 0

at+(1—a) > t*

En particular, para t = ‘g—: ya= 11—7, la desigualdad anterior se tranforma en:
la?P 1

< -— 4=

T pbt g

(=
’tx\m| S

16



o de forma equivalente

a? b
ab < — + —.
p q

Teorema 12. (Desigualdad De Hdélder Discreta) Sean x1,Ta,...,Tn,Y1,Y2,---,Yn

numeros reales y p,q > 1 tales que }D + % = 1. Entonces se tiene:

S fra] < (Z |kap) p (Z w) N (1.4)

Demostracion:
Para k =1,2,...,n,2, = 0 o yp = 0, es inmediato, pues la desigualdad en cuestion
se reduce a la identidad:

0=0.

Suponga que xp, # 0y yr, # 0 para algunos ki,ke. Para k = 1,2,... n, se definen

|ug| v |vg| de la manera siguiente:

T
Uy = ———— 1
n P
()
k=1
Yk
Vr =

(,;: kalq) :

Aplicando la desigualdad de Young a |ug| y |vx| y sumando sobre k, se obtiene lo

siguiente:
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S udlad < 3 L z'“k'q
k=1

1 |$k\p 1 Z Clul®
L Z %’p - Z’yl‘q

Por otro lado:

S turllorl = 3 ] |2

1
k=1 k=1 n P n a
(zw) (z w)
k=1 k=1

n

Z |k Yl

k=1

(&) ()

n

Z |2k Y|

k:ll <1
(zw) (zw)
k=1 k=1

T <Z> (Zy)

k=1

Finalmente obtenemos:

Es decir:
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1.2 Integracion

En esta seccién se tratard la nocién de integracién. Se definirdn algunos conceptos

previos para la introduccién de la integral definida, asi como algunos resultados bésicos

Definicién 4. Sean I C R un intervalo, I = [a,b] y P = {xg,x1,...,2,} un subconjunto
finito de I. Se dice que P es una particion de [a,b] si xg = a, x, = b y se cumple que
T < Tpyq para k = 0,1,...,n—1. Si f: I — R una funcién y cx € [xp_1, x| para
k=1,...,n, una suma de Riemann de f correspondiente a P, denotada por S(f, I, P)

se define de la siguiente manera:

n

S(f,1,P) = flex)(we — zpa).

k=1

La norma de P, denotada por ||P||, se define por:

1Pl = mdx {z) — 21}

Definicién 5. Sean P, Q) dos particiones de |a,b]. Se dice que P es un refinamiento de

Q@ (o que P refina a Q) si P 2 Q.

Proposicién 1. Sean P, Q particiones de [a,b] tales que P refina a Q). Entonces

1Pl < QI

Demostracion:
Se realizara esta demostracién mediante el Principio de Induccién sobre Card{Q— P}.
Sea ¢ € [a,b] — P, P = {xg,x1,...,2,}, supongamos que = PU {c} y j € N, con

1 <j<mntalquez;_; <c<xj Luego, como
(L’j—CS.Ij—JZj_l

C—Tj1 S Tj— Tj—1.

entonces

max{c —x;_ 1,2, —c} < x; — x4
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por consiguiente,

1Pl = méx {a — 241}
> { - x{c— 1z, 1,7; — .
> _méx {x)p — xp—1, méx{c — x;_1,z; — c}} (1.5)
= el (1.6)

Ahora bien, supéngase que Q@ — P = {yo,v1,-..,Ym} donde yo,y1,...,Ym € [a,b] — P

y ademas
QI < 1Pl

Luego, sea ym,41 € [a,b] — Q. Combinando (1.5)) y la hipdtesis inductiva, se obtiene

QU {ymsi}ll < Q]
< [P

Por lo tanto, ||Q|| < || P|| para toda particién @ que refina a P.

Ahora se definira la nocién de integral definida:

Definicién 6. Sean a,b € R tales que a < b, f : [a,b] — R una funcion acotada,
P = {xg,x1,...,2,} una particion de [a,b] y c1,¢a, ..., ¢, tales que ¢ € [xp_1,x)| para

k=1,...,n. Se dice que f es integrable sobre [a,b] si el siguiente limite

lim Z f(Ck)(l’k - .T}kfl)
k=1

1Pll—0

eziste.
En otras palabras, f es integrable Riemann si, para alguin A € R ocurre que, para cada
e > 0 existe 6 > 0 tal que, para cualquier particion P = {xg,x1,...,2,} que satisfaga

|P|| <& yeci,ca,...,c, tales que ¢y, € [xp_1, 2] para k =1,...,n, entonces

S Flen) (e — mp1) — A <.

Al nimero A se le conoce como Integral de Riemann de f de a hasta b y se denota

por fab f(x)dx.
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Observacion 2. Se puede demostrar que el nimero A de la definicion anterior es unico.

Ejemplo 6. Consideremos la funcion f : [a,b] — R dada por f(x) = z. Ahora

calculemos la integral de esta funcién entre a y b, para ello, sea € > 0, 0 = =,

P = {xg,x1,...,2,} una particion de [a,b] y para k = 0,1,....n — 1, ¢x € [Tk, Tp11],

luego

- b? — a?
> Fle) (@ren — zp) — 5
k=0
n—1 n—1 1'2 T
= Z Ck<37k+l - l"k) - Z k+12 k‘
k=0 k=0
n—1
T41 + Tk
= ($k+1 - l’k) Ci — 5
k=0
= Thtl + X
< Z(%H — ) |k — kHQ d Por
k=0
n—1
<Y (Tpyr — )
k=0
c n—1
< b—a Z(iﬁkﬂ — Ty)
k=0
€
_ h—
- a( a)
=e.
b2_a2

Luego f es integrable y adémas fabf(x) dr = 7=

Ejemplo 7. Consideremos la funcion f : [a,b] — R dada por f(z) = cos(z). Luego,si

e>0,y0= ﬁ, por el Teorema @), se obtiene
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n—1

Z cos(cg)(Tpy1 — xp) — sin(b) + sin(a)

k=0
n—1 n—1
=) cos(e)(wper — xx) — Y _(sin(zppq) — sin(z))
k=0 k=0
n—1
= Z(cos(ck) — cos(dp)) (k1 — ox) Por el Teorema (11)
k=0
n—1
d —d
< 2 |sin (Ck+ k)‘ sin (Ck k) (Tpy1 — Tk)
2 2
k=0
o o — dy]
<2 %(wk-&-l — T)
k=0
S (b — a) (xk+1 - xk)

A continuacion se enunciardn algunas propiedades sobre integrales definidas, cuya

demostracién puede hallarse en [3],[5],[6],[18],[22].

Teorema 13. Sean a,b € R, cona <b, A€ R, y f,g: [a,b] — R funciones integrables

sobre |a, b], entonces:

1. AMf + g es integrable y ademds:

b

/abD\f(x) +g(x)] dr = )\/abf(ac) dx +/a g(z) dz.

2. (Positividad) St f(x) > 0 para todo x € [a,b], entonces fabf(:c) dx > 0.

3. (Monotonia) Si f,g satisfacen que, para todo x € [a,b], f(z) < g(x), entonces
[} f(@yde < [} gla) do.

4. (Aditividad de la integral sobre intervalos) Si ¢ € (a,b), entonces

/abf(:c)d:c: /acf(x)dx+/cbf(x)dx.
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Observacion 3. Por convencion, se considera

[ ey =
/abf(x)dx:—/baf(.r)dx

El siguiente resultado es conocido en en la literatura matematica como el Teorema

y para a > b, entonces

Fundamental del Célculo. A continuacion se estableceran dos versiones del mismo:

Teorema 14. (Teorema Fundamental del Calculo, primera version)[20] Sean a,b € R

cona<byf:la,b — R una funcién continua.La funcion g : [a,b] — R dada por:

:/:f(t)dt
%A@mwzﬂm

Sean zg € [a,b] y € > 0.Como f es continua, existe ¢ > 0 tal que, para todo z € [a, D]

es diferenciable y ademds

Demostracién:

que satisfaga |z — x| < ¢, se tiene:

[f (@) = f(zo)| <e.

Si definimos F': [a,b] — R dada por

:/:f(t)dt

y | — zo| < 0, se obtiene

Fx) — F(xo)

r — X9

Jo© f(t)dt

— — f(zo)
T ZTo

x_w/f t)dt — f(xo)

= |f(c) = f(zo)] para algtin ¢ entre x y

— f(20)

< €.
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Demostrando asi que F' es derivable y ademas

dF
%(l‘o) = f(wo).

Teorema 15. (Teorema Fundamental del Calculo, sequnda version)[20)] Sean a,b € R
cona<b, f:la,b] — R una funcion integrable y F' una primitiva de f en [a,b] tal que

F(a™)=F(a) y F(b™) = F(b). Entonces

/ F(t)dt = F(b) — Fla).

Demostracion:

Sea P = {xg,x1,...,2,} una particién en [a,b]. Como F' es una funcién diferenciable
en (a,b) y continua en a y b se tiene que F' es continua en [a, b]. De aqui obtenemos que f
es continua en [ry_1, xg] y diferenciable en (x;_q,x) para k = 1,2, ..., n. Por el Teorema

(9), existe ¢, € (wp_1, z) tal que
F(xk) - F(l‘k_l) = F/(Ck)(l‘k - $k_1).
Observemos que

F(b) = Fla) = F(wn) = F(x)

n

= 3 (Flaw) ~ Flai))

k=1

= > Flen)(wp — wp1)

= Y flew) (@, — mrer)- (1.7)

Ahora bien, sean ¢ > 0, y § > 0 tales que, si P, = {yo,¥1,.-.,Yn} €s una particién de
[a,b] con ||Py|| < &y t1,ta,...,t, € [a,b] tales que, para k = 1,2,... ,n,y tx € (xp_1, %),

entonces
n

S° Pt e — i) — / £(t) dt

k=1

<e&.
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En particular, si t, = di de tal forma que d; satisfaga (1.7)) para k = 1,2,...,n

respecto a la particion P, entonces

<€

n b
Zf(dk:)(yk_ykl)_/ f(t)dt

por (1.7)), se cumple que

«mm—meiA%@m4<a

para todo € > 0, por lo tanto

/f@ﬁ:F@—F@.
[ |

A continuacion se enunciara una version de la Desigualdad Triangular para integrales.

Teorema 16. (Desigualdad Triangular para Integrales) Sean a,b € R con a < b, f :

la,b] — R una funcion integrable. Entonces

([ﬂ@@

Sean P = {xy,x9,...,x,} una particion de [a,b] y ¢1,¢o,...,ch1 tales que

ck € g, x| para k = 1,2,...,n — 1. En virtud de la desigualdad ({1.1]), se obtiene lo

b
< [ 1@l s (1.8)

Demostracién:

siguiente

i
L

< | fex)|(Trg1 — 2r).

S Flen) (s — )

B
Il

Considerando el limite cuando || P|| — 0, se obtiene

/ab f(z)dx

< [ @la
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Por 1ltimo, el siguiente resultado se enunciara sin demostracion. Para mas informacion

sobre la misma, véase [20].

Teorema 17. [26] Sean g : [a,b] — R una funcion integrable y f : [c,d] — R una

funcién continua con g([a,b]) C [e,d]. Entonces f o g es integrable.
De este resultado se desprenden los corolarios presentados a continuacion:

Corolario 2. [26] Sea f : [a,b] — R una funcidn integrable, entonces |f| y f* son

integrables en [a, b]
De la integrabilidad de la funcién identidad, se tiene lo siguiente:
Corolario 3. [26] Sea f : [a,b] — R una funcién continua, entonces f es integrable.

Por tltimo, como f - g = 3 [(f + g)* — f* — ¢°], del Corolario [2] y la linealidad de la

integral, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4. [26] Sean f,g : [a,b] — R funciones integrables, entonces f - g es inte-

grable.

Por ultimo, se mostrara un resultado que da la expresion de la integral de un producto

de funciones mediante el uso de primitivas.

Teorema 18. ([3/,[21)] y [26]) Sean f, g : [a,b] — R funciones integrables con primitivas

F, G respectivamente, entonces:

b b
| 106t s = FO)GO) - F@6@ - [ Flagta) i

Demostracién:

Como F', G son funciones diferenciables, F' - GG es diferenciable y asi

(F-G)(z) = f(2)G(z) + F(z)g(x).

Integrando ambos miembros y usando el Teorema , se tiene que

F(b)G(b) — F(a)G(a) = / f(2)G(z) dx —i—/ F(z)g(x)dx
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lo cual equivale a

/ f(2)G(z)dz = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / F(z)g(z) du.

1.3 Integracion Numérica

En ocasiones, el calculo de una primitiva puede llegar a ser muy engorroso o incluso,
imposible al momento de hallar la integral de una funcién. En muchas aplicaciones, es
posible que la esté expresada de forma tabulada. Por esta razon, para calcular fab f(z)dx,
resulta necesario hallar aproximaciones numéricas del area limitada por la curva, el eje
x y las rectas * = a y * = b. Existen varios métodos para aproximar integrales, sin
embargo, en este trabajo nos centramos en dos de ellos, La Regla del Trapecio y La
Regla de Simpson (para més informacién sobre otros métodos de integracion numérica,
véase [16],[25] y [27]). La Regla de Simpson debe su nombre al matemadtico ingles Thomas
Simpson (1710-1761), sin embargo, cabe destacar que el método de Simpson no es de su
autorfa, sino de Johannes Kepler (1571-1630), quien desarrollé dicha regla mediante ” El
Método del Barril”, més tarde formalizada por Simpson, tras la introduccién del calculo
infinitesimal hecha por Newton y Leibnitz, en su articulo Mathematical Dissertation on
a Variety of Physical and Analytical Subjects publicada en 1743. Para mayor informacion
sobre aspectos biograficos de Thomas Simpson y aspectos histoéricos de la desigualdad de

Simpson y temas relacionados, véase [2],[38],[39].

Definicién 7. Una formula de cuadratura es una funcion Q : [a,b] — R que permite

[mm:

para una funcion f: [a,b] — R integrable dada, y es de la forma

Q) = wif(wx)

aprozimar la integral
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donde x1,%9,...,x, € [a,b] son numeros reales dispuestos de manera creciente, y
wy, Wa, ..., W, € R elegidos de manera conveniente.

A los numeros xj, se les denomina nodos.

Definicién 8. [3Y] Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Diremos que una féormula
de cuadratura @ es de tipo interpolatorio (denotada también por f.c.t.i.) si dicha formula
aprozima o f mediante un polinomio P de grado m en los puntos (x1, f(x1)), (2, f(22)),

ooy (@, f(x)), donde xq, 2o, ..., x, son los nodos de la formula Q.

Observacién 4. Se puede demostrar que los pesos de una formula de cuadratura de tipo

interpolatorio Q vienen dados, para k =0,1,...,n por la expresion

b

n

T —xT;
Al conjunto de polinomios {Ly},_, donde Ly(z) = H =) se les denomina
=gk kT
base de Lagrange.
Definicién 9. Denotaremos el error de una formula de cuadratura @Q a la siguiente
eTpresion.:

Eq(f) = /:f(w) dr — Q(f)‘ .

Diremos que la formula de cuadratura () tiene orden m € N si satisface lo siquiente:

Eq(p) = para todo polinomio p de grado menor o igual a m y

0
Eq(q) #0 para algin polinomio q de grado m.

Observacion 5. Como el conjunto {z"}™_, forma una base vectorial para el espacio de
los polinomios de grado menor o igual a m, para verificar que una formula de cuadratura

es de orden m, basta comprobar lo siguiente
1. Eg(z™) =0 para0<n<my
2. EQ(xm+1) 7£ 0.
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De las férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio, existe una clase especial que es

de interés en este trabajo.

Definicién 10. Sean f : [a,b] — R una funcion integrable y Q una formula de cuadratu-

ra de tipo interpolatorio con nodos xi,Ts,...,x,. Se dice que Q es una Formula de
Newton-Cotes si los nodos xp, k = 1,2,...,n son equidistantes, esto es, pueden expre-
sarse de la siguiente manera b—a
T =a+k .
n

Se dice que () es una formula de Newton-Cotes cerrada si admite como nodos los
puntos extremos a,b del intervalo [a,b]. En caso contrario, se dice que @ es una formula

de Newton-Cotes abierta.

En algunos casos, la longitud de intervalo [a, b] es grande, por ende resulta necesario
particionar [a,b] en pequenios subintervalos y aplicar la férmula de cuadratura en cada

subintervalo. Esto promueve la siguiente definicion:

Definicién 11. Sea f : [a,b] — R wuna funcion integrable y P = {x¢,x1,...,2,} una
particion de [a,b]. Una formula de cuadratura compuesta Q) se obtiene de una formu-
la de cuadratura R aplicada a cada subintervalo [ry_1, k] y sumando cada una de las

estimaciones. Esto es

b n
JRICLEED S TATIEn))

En lo que sigue para los propdsitos de este trabajo, se estudiaran las féormulas de

cuadratura de Trapecio y Simpson.

1.3.1 Regla del Trapecio

Definicién 12. Sea f : [a,b] — R una funcion, se denomina la Regla del Trapecio a la
Formula de cuadratura siguiente

b—a
2

T(f,a,b) = [f(b) + f(a)].
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Observacion 6. La idea que antecede a la Regla del Trapecio consiste en aproximar
fabf(a:) dx mediante un polinomio de primer grado en x que interpola a f en (a, f(a)) y
(b, f(b)). De esta manera, T es una regla de cuadratura cerrada de nodos a,b. Si Py es

dicho polinomio, entonces Py admite la siguiente expresion

Pyoy - F0) = (@

(ORI

integrando desde a hasta b, haciendo uso de las propiedades de la integral (ver y el
Teorema (15)), se tiene que:

/abPl(x)dz = f(bl)):g()/ da:+/f

f(b) = f(a) (b—a)®

= JOZHORZ oo - a)
~ - (105119

La cual es la formula T descrita previamente.

El siguiente teorema es un resultado basico de la literatura matematica y proporciona
una estimacién del error generado por la férmula del Trapecio para funciones que admiten

segunda derivada acotada en [a, b].

Teorema 19. [2]] Sean I C R un intervalo abierto, a,b € I cona <by f:1 — R una
funcion que es dos veces diferenciable en I, con sequnda derivada acotada en |a,b]. Si
M > 0 es una cota superior de |f"(x)|, para x € [a,b], entonces el error Er(f), generado

por la Regla del Trapecio al aproximar fab f(z)dx, satisface

(b—a)’

Br()] <

M.

Demostracién:

Notemos que, para cada = € [a, b] la funcién Er : [a,b] — R dada por

“[f(2) + f(a).
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Es, por construccion, dos veces diferenciable, asi también lo es Fr y ademas

@) = f@)- O paye
@) @) - P —a)
2
y también
B~ LS @01
@ —a)

2

Considerando el valor absoluto en la segunda derivada de Er, y como El(a) = 0y

que M es cota superior de | f”(z)|, = € [a, b], se pueden aplicar la Desigualdad Triangular

para Integrales ([1.8]) y el Teorema , apartado 3 y obtener

|Ex(z)] = |E§;($)—E’T(a)|
/E’T'(t)dt‘

< / B dt

M(z — a)

x—a)?

4

Integrando nuevamente, considerando que Er(a) = 0 y aplicando la Desigualdad

Triangular para Integrales (1.8)) y el Teorema , apartado 3, se tiene

|Er(z)] = |Er(x) = Er(a)l

/a B dt

< / EL(t)] dt

T M(t — a)?
——dt
[
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(b—a)’
12

Obteniendo la desigualdad deseada.

Representacidn de |a Regla del Trapecio
12 T T T T T T T T T

1. /‘—\\\\x\ 1

Figura 1.1: Representacion de la Regla del Trapecio

En el ano 2004, N. Ujevic demostré el siguiente resultado, la cual supone otra version

de la Regla del Trapecio simple antes descrita [90].

Teorema 20. Sean I C R un intervalo abierto dado y a,b € I tales que a < b. Si

f:a,b] — R es una funcion diferenciable tal que
y<f(t)<T para todo x € [a,b] y v, T € R

entonces
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b—a b

(7@ + F0) — [ Fw)da| <

Para més informacién sobre otros métodos de aproximacién de integrales, véase [43].

1.3.2 Regla de Simpson

En la Regla del Trapecio se utilizaron trapecios (esto es, el drea bajo la curva de
segmentos de recta) para aproximar el area bajo la curva de f. Si en lugar de eso, se usan

segmentos parabodlicos, se obtiene la siguiente regla de integraciéon numérica.

Definicién 13. Sean a,b € R tales que a < b, y f : [a,b] — R una funcién continua.

La Regla de Simpson simple se define por la siguiente expresion:

bga [f(a)+4f (“;b) +f(b)]. (1.9)

Esta regla estda basada en la idea de aproximar la funcién f definida por un poli-
nomio de segundo grado, esto es, un polinomio de la forma p(r) = cz? + dx + e definido
sobre [a,b]. Para ilustrar esto, se considerardn [a,b] = [—h,h], con h > 0 y tres puntos
Po(=h,90), P1(0,y1) v Pa(h,y2) de la grafica de p. Observemos que

h h
/_hp(a:) de = /_h(c:c2 +dr +e)dx
z=h

1'3 172

r=—h
3 h2 3 h2
= |iC§+d?+€h:| — [—CE—Fd?—Gh

2ch3
= 63 + 2eh

h
= §[20h2 + 6¢].

Por otro lado, como los puntos FPy,P; y P» estan sobre la grafica de p, satisfacen la
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ecuaciéon de la misma. De esta manera se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

yo = ch®>—dh+e
Yy = ¢

ys = ch®+dh+e.

Adems3s

Yo +4y1 + vy = (2ch® + 2e) + 4e

= 2ch? + Ge.

Por lo tanto

h

h
=lyo +4y1 + 2] = p(z) dz.
3 h

Ahora bien, considerando a,b € R, con a < b, f : [a,b] — R una funcién continua y
a=b b-a

I

—

q:

72, %5%] — R una funcién polinémica cuadratica cuya grafica pasa por los puntos
PO(CLT_ba f(a))7 Pl(ov f (aT—H))) y P2(b_Ta7 f(b))7 entonces

b—a

[ o =250 v (50) ).

b
2

Luego, si se define p : [a,b] — R dada por

p@ﬁzq(x—a;b>~

se cumple que
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y ademas

- St s ar (S50) + ).

Es decir, la expresién derecha en ((1.9) representa el drea bajo la curva de una fun- cién
polinémica de segundo grado que pasa por los puntos Py(a, f(a)), Pl(aT“’,f (“T“’)) y
Pa(b, (D).

Representacidn grafica de la Regla de Simpson
25 T T T T T T T T T

20

15+

10+

Figura 1.2: Representacion de la Regla de Simpson

En lo que sigue se enunciaran resultados que tienen que ver con estimaciones de la
Regla de Simpson para todo tipo de funciones. Se empezara con la version clasica de la

Desigualdad de Simpson.

Teorema 21. (Desigualdad de Simpson)[21] Sea f : [a,b] — R una funcion que admite
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cuarta derivada acotada en (a,b). Entonces:

[ 1=t [+ ar (40 + ]| < S

donde || fleo = S<UI<)b{|f($)|}

Demostracién:

Se define ¢ : [0, %5%] — R dada por:

so(t)z%[f (a;—b—t) +f(a;b) +f(a;b+t>} —/ajbjtf(x)dx.

Derivando tres veces, se obtiene
a-+b t ,(a+Db
t - —¢
(5] =5l (579

J(t) = Hf(&;b—t)wf(a;b)w
] )
)]sl ()

()]t -r (50

+ 2
t]., (a+tbd s (a+b
sl () e ()]

QO”l(t) _ %[f//(a;b_t>+f//(a;b+t):|+%|:f//<a—2|—b_t)+f//(a—2}—b+t>:|
_[f"<“;b—t)+f” GTMH)]+%{f”(a;b—t>+f”(a;b+t)}+
t 11 a+b " a+b
s () e ()

De esto se tiene que

gp’"(t) _ % [_f/// (a;'b _ t> "‘f”/ (GTM +t>} .

Por hipétesis, fUV)(t) existe en (a,b), luego f" es continua en [a,b], y derivable en

(a,b). Por el Teorema (9), existe ¢ € (a,b) que depende de ¢, tal que

f/// ((L—2|—b —f—t) _ f/// (CLTM _ t> — Qtf(IV)(C)
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por ende, para todo t € [0, b_Ta]

2t2
O < S 1Y o

Integrando ambos miembros de 0 a x, 0 < x < b’T“ y mediante el Teorema ,

la propiedad de monotonia de la integral de Riemann y la desigualdad triangular para

integrales, se obtiene:

(@) < / () dt

v 2t?
< [ HIMY
0

2
= S
De manera analoga,
4
x
P'(@)] < Ellf(mlloo
T v
lp@)] = G llF " lloe.
En particular, si z = ”_Ta, entonces
b—a (b—a)®
L (55 < St
Por lo tanto
b—a a+b b (b—a)®
4 _ <= avy
5t s (U50) +10)] - [ rwad < CaR i,

[ |
En los tultimos afnos, varios matematicos han propuesto nuevas estimaciones en la
Desigualdad de Simpson para otras clases de funciones. Ta es el caso de S. S. Dragomir,

donde demostro lo siguiente:

Teorema 22. [/1] Sea f : [a,b] — R una funcion L-lipchitziana sobre |a,b]. Entonces

se tiene la siguiente desigualdad:

[ 5130 (58 s
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También, S.S. Dragomir, junto a R.P. Agarwal y P. Cerone demostraron un nuevo
resultado sobre la Desigualdad de Simpson para funciénes de variacién acotada en [a, b]

[70).

Teorema 23. [70/ Sea f : [a,b] — R una funcion de variacion acotada sobre [a,b].

Entonces se tiene la siguiente desigualdad:

f(a)+f(b)+2f(a+b)H b—a\b/

2 2

donde \/Z denota la variacién total de f sobre [a,b]. La constante 3 en la desigualdad

anterior es la mejor posible.

1.4 Espacios L*

En esta seccion se trataran algunas propiedades, resultados y desigualdades rela-
cionadas con los espacios LP. Se empezara esta seccion con algunos tépicos sobre Analisis
Funcional y Teoria de la Medida que serdn de utilidad para la comprension del contenido
de este Trabajo de Grado. Para los objetivos de este material, se consideraran espacios

vectoriales sobre R, para mayor informacién, se remite al lector a [31],[32],[34],[35].

Definicién 14. Sea V' un espacio vectorial real, junto a las operaciones suma y producto
por un escalar + : VXV — V, - KxV — V. Una norma en V es una funcion

| -1l : V — R que satisface las siguientes propiedades:
i) [|Z]] > 0 para todo ¥ € V.
it) |7 = 0 si, y solo si ¥ =0.
ii) SiZd eV yXeR, entonces | \Z|| = |N|||Z]].
iv) Sean T,y € V, entonces || T+ ¢|| < [|Z|| + [|7]]-

El par (V|| - ||), donde V' es un espacio vectorial real y || - || es una norma sobre V', se

denomina espacio normado.
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Proposicién 2. Sea (X, || - ||) un espacio normado, la aplicacion d : X x X — R
definida por:
d(z,y) = |z —yl|.

define una métrica en X.

Definicién 15. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, || ) tal que X es un

espacio métrico completo respecto a la métrica

d(x,y) = ||z =yl

Observacion 7. A la métrica d descrita en la definicion previa se le conoce como la

métrica inducida por la norma || - ||.

Definicién 16. Sea V un espacio vectorial real. Un producto interno sobre V es una

funcion < -,- >V x V. — R que satisface:
i) <&, >>0 para todo T € V.
i) <&, >=0 si, y solo si & = 0.

i) < @, >=< 1Y, T > para todo T,j € V.

1

- — — =

i) Si %y, 2 €V, entonces < T+ 9,7 >=<T,2 >+ < §,Z >.
v) Si A € R, entonces para todo Z, 5 € V, < A},g>: A< Ty >
Al par (V,< -,- >), se le denomina espacio con producto interno.

Proposicién 3. Sea (X, < -,- >) un espacio con producto interno. La aplicacion || - || :

X — R dada por
2] = vV<z,z>

define una norma en X.

Observacion 8. A la norma descrita en la proposicion anterior se le conoce como la

norma inducida por el producto interno < -,- >.
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Definicién 17. Sea X un conjunto. Una o-dlgebra A sobre X es una familia de subcon-

juntos de X que satisface lo siguiente:
i) @€ A
i) Si A€ A, entonces A° € A.

i11) Si {An}n>1 es una subfamilia numerable de A, entonces |J A, € A.
n=1

Al par (X, A) se le denomina espacio medible y a los elementos de A se le denotan

conguntos medibles.

Definicién 18. Sea (X, .A) un espacio medible, una medida sobre (X, A) es una funcion
w: A — [0,+00], (donde [0,+00] denota el conjunto de los nimeros reales positivos

extendido) que verifica lo siguiente:

i) (@) = 0.

i1) Si {An}n>1 es una subfamilia numerable de A disjunta dos a dos, entonces

A la terna (X, A, u) se le denomina espacio de medida.

Definicién 19. Sean (X, A) y (Y, B) dos espacios medibles. Una funcion se dice medible
si, para todo conjunto medible C' de (Y,B), f~*(C) es medible en (X, A).

Definicién 20. Sean p,q € R, con p,q > 1. Se dice que p y q son conjugados si se
satisface la siguiente expresion:

S =1
P q

Definicién 21. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y p € [1,00). Se define el espacio

LP(p) de la manera siguiente:
() = {f X —R: [ IfPdu< oo}
X
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y ademds, se define:
Lp) ={f: X — R: Existe M >0 tal que |f| < M c.s..}

Se puede demostrar que estas operaciones estan bien definidas y que, bajo la suma y

producto por un escalar usuales, £P(u) es un espacio vectorial sobre R.

Teorema 24. (Desigualdad de Hélder para Integrales)[32] Sean (X, A, i) un espacio de
medida, p,q > 1 tales que %—l—% =1y f,g: X — Rtales que f € L” y g € L1. Entonces
f-g€ LY (u) y se satisface lo siguiente:

[ 1folau < (/X\flpdu);(/xlglqdu);-

1

1
Denotemos por A = ([, |f[Pdu)?, B = ([ |9|?dp) . Se considerardn tres casos:

Demostracién:

i. SiA=00 B =0, en ambos casos f-g = 0 y la desigualdad es inmediata,
pues se reduce a la identidad

0=0.

ii. Si A =000 B = o0, resulta que [, |f-g|du > oo.

iii. Suponga que A y B son finitos no nulos y sean f; = %, g1 = 4. Aplicando

la desigualdad de Young, se obtiene, para cada x € X:

|f1(@)|[g1 ()] < (‘fl(;)’)p + \gl(qa:)|‘i"

Ahora bien, dado que, por construccion, |f1]?,|g1]|? son integrables, esta tltima
desigualdad muestra que |fi||g1| es integrable y por ende |f - g| = AB|f1 - ¢1| es

integrable. Esto es, |f - g| € L'(u). Ademés, por monotonia de la integral y por
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construccion de f; y g1, se tiene que

1
/|f1'91‘dﬂ < —</ ’f1|pdﬂ) /‘gl‘qdﬂ
X p
1 [XUPWL Jx 1914 dp
p q B
1 1
= __|.__
b q
= 1.
Finalmente:
/medﬂ<fﬂ3
X
esto es

\fg!du<( \flpdu) (/X |g|qdu)q.

Teorema 25. (Desigualdad de Minkowski)[32] Sean (X, A, ) un espacio de medida,
p,q > 1 tales que %—ké =1y f,g: X — R funciones integrables tales que f,g € LP,

entonces:

1+ gllp < [[fllp + llgllp-

Demostracién:
Si f,g son tal que || f + g|l, = 0, la desigualdad es inmediata. Se considerardn tres

Casos:

i. Si p =1, se puede aplicar la desigualdad triangular junto con las propiedades de

monotonia y linealidad de la integral para obtener:

/|f+g|du < /<|f|+|g|>du
X X

= [ 1ftdus [ ol

= 7l + llgllp-
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ii. Si p = oo entonces para M, N > 0 tales que u(|f|™* (M, 00)) = u(lg| (N, 0)) =
0 se tiene que, para z € X tal que |(f + g)(x)] > M + N, por la desigualdad

triangular, se satisface lo siguiente:

M+N = |f(z)+g(z)]
= /(@) +lg(z)].

luego |f(x)| > M o |g(x)| > N. Por consiguiente,
[f 497 (M + N, 00) C | f|(M, 00) U |g| (N, 00)

usando las propiedades de monotonia y sub-aditividad de pu, se obtiene

o
IN

u(|f + g7 (M + N, 00))
< (| fI7H (M, 00)) + pu(lgl ' (N, 00))

0+0

0.

Ast p()f + g|"(M + N,00)) = 0, lo cual demuestra que

{M >0 p(lf|1(M,00)) =0} + {N >0 p(Jg| (N, 00)) = 0}

C{H >0 (| f + g™ (H, 00)) = 0}.
Finalmente, de esto se desprende que

f({H > 0: u(|f + 9| (H,00)) = 0}) <
f({M > 02 (|17 (M, 00)) = 0}) + fuf({N > 0 : u(|g] (N, 00)) = 0})

esto es

1f + glloo < M1flloe + [19llcc-
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iii. Si 1 < p < oo, por hipétesis i + % = 1, de donde ¢ = 1%‘ Por otra parte, si

fig e LP f+ ge LP. Notese que:

[Gearae = [ £+ gr i an
X X
X

Por ende, (f + g)P~' € L9(u) ya que f + g € LP(u). Ademés:

IF+ g7l = ( [+ gy du);

p—1

- </X(f+g)”du> p

= |f+gllb~
Aplicando la Desigualdad de Holder, se obtiene

p pfld pfld
I gl < /X\fl\f+9! u+/X\ng+g\ "
< AN + 97 Mo + ol + 9P

Ul + gl + 9P

= (Ifll + gl ILf + gy

Por lo tanto

1f+glly < 171>+ llglly-

La siguiente proposicién enuncia las relaciones entre los espacios LP(ju):

Proposicion 4. [12] Sean (X, A, ) un espacio de medida tal que 0 < u(X) < oo y sean

p,q € R tales que 1 < p < q < 00, entonces L (pu) C LP(u) y ademds
11
1fllp < w(X) 2 e[ fllg-
para f € L(p).
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Demostracién:
Supéngamos que ¢ = oo y sea p € [l,00) y f € L*®(u). Notemos que |f|P =

[FPLas 110 + 1 PLg 1<)
Por otro lado, por hipétesis p(|f| > || f|ls) = 0, por consiguiente

/\flpdu _ / \fl”du+/ P du
X {1f1>I1 fllec} {F1Lflloo }

< 0+ [ fl[Ep(X)
= [ fIEp(X). (1.10)

El cual, por hipétesis, es finito, asi f € LP(u). Elevando a la % obtenemos

11l < I lloo(1(X)) 7.

Ahora bien, si ¢ < oo y f € L4, se tiene que

[t = [ au
= [ 1fde

El cual es finito, por ende f? € L». Denotando por 1 la funcién constantemente igual

/Il\qudu = /1du
X X

= pu(X).

a 1, se tiene que:

el cual, por hipotesis, es finito. Asi, aplicando la Desigualdad de Holder a los exponentes

conjugados p; = % y P2 = se obtiene que

qp’

/X e < IFPIIL e

- (/. Iflqdu) (X))

= |- (u(X))' s
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que son finitos, esto indica que f € LP. Finalmente, de esta tltima desigualdad se obtiene

1l = 1 laa(X)) 5.

[ |
Existe un enunciado més general valido para cualquier espacio de medida (X, A, u),

el cual puede verse en [12].

Proposicién 5. Sea (X, A, 1) un espacio de medida finito, p € (1,00) y f : X — R

una funcion tal que f € L>(u) entonces:

1Flloe = Mo [Lf]-

Demostracién:

Sea (pn)n>1 una sucesién de nimeros reales en [1, oo que tiende a co. Como f € L (p)
y u(X) < oo la proposicion {f garantiza que f € LP» para cada n > 1 y ademds, en
particular

1 £l < 1(X)77 | f oo

considerando el limite cuando n — oo, se obtiene:

i | fllp, < ([ flloo-
Pn—00

Por otro lado, sea € > 0, entonces para algun § > 0, se obtiene

ple: [f(@)] = [ fllee —€} = 0.

J1rPedi = 81 - 2
X
luego

i | fllp, = [ fllo — €
Pn—00

finalmente, como ¢ es arbitrario, se tiene que lim || f|,, > || fllc- De esta manera, se
Pn—00

demuestra que lim || f]|, = || f||oo-
p—00

46



1.5 Funciones de Variacion Acotada

Definicién 22. Sean f : [a,b] — R una funcion, P = {xg,z1,...,x,} una particion de

la,b], la variacion de f respecto a la P en [a,b] viene dada por:
V£, P) = 1f(we) = flan)l
k=1

El nimero

sup{V(f, P) : P es una particion de [a,b]}

se le denomina la variacion total de f en [a,b] y se denota por V(f,[a,b]) o \/Z f. Se dice
b

que [ es de variacion acotada en [a,b] si \/ f < oo.

a

Al conjunto de las funciones de variacién acotada sobre [a, b] se le denota por BV [a, b].
En la siguiente proposiciéon se recogen algunas propiedades basicas de las funciones de

variacién acotada, cuyas demostraciénes pueden verse en [2§]
Proposicién 6. [28] Sean f, g : [a,b] — R funciones de variacion acotada, entonces

a) f+ g es de variacion acotada y ademds

b

Vir+a<\/r+Vye

a

b) Si A € R, entonces
b b
\VAr =\ 7

c) Siz,y € la,b], con x <y, se satisface lo siguiente

@) = Fl <\ f.

a

d) Toda funcion de variacion acotada es acotada y ademds

sup{|f(z)] : a S w <} < |f(@)| +\/ .
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e) Si P, Q son dos particiones de |a,b] tales que P C Q, entonces V(f, P) <V (f,Q).

f) Sea c € (a,b), entonces f es de variacion acotada sobre |a,c| y [c,b] y ademds
b c b
Vi=VitVr

Proposicion 7. Toda funcion mondtona creciente es de variacion acotada.

Demostracion:
En efecto, si P = {xg,x1,...,2,} es una particién de [a,b|, entonces para k =
1,2,...,n, f(zr) — f(zk_1) es no negativo. De esta manera:

n

Z |f(zr) = fle—1)| = Z(f(ﬁk) — f(wr-1))

k=1
= fb) = f(a).
b
Lo cual demuestra que f es de variacién acotada y ademas \/ f=f)— f(a).

a

Teorema 26. (Teorema de Jordan)[28] Sea f : [a,b] — R una funcion, entonces f €
BVla,b] si, y solo si, f se puede expresar como diferencia de dos funciones mondtonas

crecientes.

Demostracién:

Supongamos que f es una funcién de variacién acotada y sea h : [a,b] — R dada

por:

notemos que, para x,y € [a,b] tales que x < y, por la aditividad y positividad de la

variacion, se tiene que

W)~ hx) = \[F-\/ s
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De esta manera, h es monétona creciente. Por otro lado, se define g : [a,b] — R

dada por

Luego f = h — g. Ademés, para x,y € [a,b] tales que x < y, se satisface
g(y) — g(z) = (\/f - f(y)> - (\/f - f(:c)>

= V=) - f@)

> 0 Por @, apartado c.

De esta manera, g es mondtona creciente en [a,b]. Asi, f se puede reescribir como
diferencia de dos funciones monétonas crecientes en |a, b].

Como toda funcién mondtona creciente es, en particular, de variacion acotada, las
partes a) y b) de la proposicion anterior, con A = —1, muestran que la diferencia de
funciones monétonas crecientes es de variacién acotada en [a, b)].

Observacion 9. La funcion h definida en el teorema precedente es conocida en la liter-
atura matemdatica sobre funciones de variacon acotada como funcion variacion de f y se
le denota por Vy. Lo que hace interesante el estudio de esta funcion es que muchas de las

propiedades de f como funcion las suele heredar la funcion Vy.

Observacion 10. Si f es de variacion acotada y hy, hy son funciones crecientes tales

que f = hy — hg, entonces se dice que hyi, ho son una descomposicion de Jordan de f.

A continuacion, se enunciard un resultado que permite ofrecer una representacion

explicita de \/Z f para ciertas clases de funciones f:
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Teorema 27. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en |a,b] y diferenciable en (a,b),

entonces f es de variacion acotada sobre |a,b] y ademds:

b b
\/f=/ () da

Para mayor informacién sobre funciones de variacién acotada, se remite a [22]

1.6 Funciones Absolutamente Continuas

La teoria de las funciones absolutamente continuas inici6 tras los trabajos del
matematico Henri Lebesgue sobre la integral que lleva su nombre, el cual, tras considerar
que la integral de Lebesgue supone una generalizacion de la integral de Riemann y de
la existencia del Teorema Fundamental del Célculo, el cual relaciona la diferenciacion
y la integracion como operaciones inversas, surgio la cuestion sobre hasta que punto es
posible generalizar este resultado en el contexto de la integral de Lebesgue. Lebesgue
descubrié que este resultado es véalido para una clase de funciones bien definida, la cual
Giusseppe Vitali més tarde las denoming las funciones absolutamente continuas [60], [64].

Por esta razon, en esta seccién se procedera con definiciones, propiedades y principales

resultados sobre las funciones absolutamente continuas.

Definicién 23. Sea f : [a,b] — R wuna funcion. Se dice que [ es absolutamente
continua sobre [a,b] si, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, si {(ag,bx)}r_;es una familia

finita de subintervalos abiertos de [a,b]| disjuntos dos a dos, tales que

n

Z(bk — ak) <9

k=1

entonces
n

S ) — flaw)] < e

k=1

Al congunto de las funciones absolutamente continuas se denota por AC|a,b].
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Observacion 11. Para el cason = 1, toda funcion absolutamente continua es uniforme-
mente continua (y por ende, es continua).

Se puede demostrar que bajo las operaciones usuales de suma de funciones y producto
por un escalar, AC|a, b] forma un espacio vectorial sobre R, y ademds, ACla,b] es cerrado

bajo el producto de funciones.
Teorema 28. Si f € AC|a,b], entonces f es de variacidn acotada en [a,b].

Demostracién:

Sea 6 > 0 tal que, para una familia finita de subintervalos abiertos {(ax, bx)}3_, de

la, b], que satisfaga Z(bk — ay) < J, entonces:

k=1
n
Z | f(br) — flax)| < 1.
k=1
Por otro lado, sea P = {zg,x1,...,2,} una particién de [a,b], N un entero positivo

tal que b_T“ < 0 y Py la particién equidistante de [a,b] con N subintervalos. Luego, si
() = P U Py, entonces
V(f.P) < V([ Q).
Ademas, si Q = {yo,¥1,---,Ym} ¥, paracada k =1,2,... N, I = [a+ (k— 1)1’%’,@—1—

k4], entonces

) = fw)l = > > |f (Y1) = f (i)
h=1

k=1 {k:(yr,yr+1)CIr}

1.

IA
=11

Este resultado, junto con ([1.6]), demuestra que f es de variacién acotada en [a, b].
[

Corolario 5. Toda funcidn absolutamente continua en |a,b| posee derivada en casi todo

punto.
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Teorema 29. Sea f : [a,b] — R wuna funcion Lipschitziana, entonces f € AC|a,b].

Demostracién:

Sean € > 0y M > 0 tales que, para x,y € [a,b], con z < y, se tiene que

|f(y) — f@)] < M(y — =)

Luego, para 0 = §; ocurre que, si {(ax,bx)}7_; es una familia finita de subintervalos

de [a, b], tales que Z(bk —ay) < 0, entonces
k=1

3

S 1) = flaw)] < M (by, — a,)

k=1
> bk —ay)
k=1
4]

M
M

I
™

A continuacion se dard uno de los principales resultados de esta seccion.

Teorema 30. [25] Sea g € L'[a,b], entonces la funcién f : [a,b] — R dada por

es una funcion absolutamente continua en |a, b.

Demostracién:

Dado que, en particular, g es una funcién acotada en [a, b], se puede considerar M > 0
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tal que |g(t)| < M para cada t € [a,b]. Luego, si z,y € [a, b] tales que x < y, se tiene que
y x
-l = | [ awa- a0l
y
g(t) dt'

Y

< / o
Iy

< /Mdt

= M(y—=x).

Esto demuestra que f es lipschitziana en [a,b] y, por ende, absolutamente continua

en [a, b|.

Teorema 31. [37] Si f : [a,b] — R es una funcidn absolutamente continua en [a,b],

+ /: f(t)dt

Dado que, en particular, f es de variacién acotada en [a,b], entonces f = f1— fo,

entonces

Demostracién:

donde fl, fo € AC|a,b] y son funciones mondtonas crecientes. Sean g;(x f f1(t)
y go(x f f5(t) dt para x € [a,b]. Luego g1, go son absolutamente continuas en |a, bl
diferenciable en [a,b] c.s. y ademds g; = f; casi siempre en [a,b] para j = 1,2. Sea

hi = fi—g1y ha = fo — g2 luego h; = 0 casi siempre en [a,b] para j = 1,2. Por

proposicién, h; es constante en [a,b] y asi

/:f’(t)dt - /fl dt—/ 0

= — g2
= fil@)+a— folz) -
= flx)+c

donde ¢ = ¢; — ¢o. En particular, para x = a, ¢ = —f(a) y asi

+ /ax f(t)dt



Por ultimo se enunciara el siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en

133],[37:

Teorema 32. Sean f,g : [a,b] — R funciones absolutamente continuas tales que f' = ¢’

en c.t.p, luego f y g difieren en una constante.

Para mas resultados sobre funciones absolutamente continuas, asi como aspectos

histéricos, se remite al lector a [25],[28],[33],[62], [63],[64]
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CAPITULO 2

DESIGUALDAD DE SIMPSON EN ESPACIOS L”

En este capitulo se trabajard con la Desigualdad de Simpson, la Férmula de
la cuadratura de Simpson para funciones diferenciables cuya primera derivada es p-
integrable, se mostraran algunas medias conocidas y las aplicaciones de los resultados
expuestos en este capitulo para proporcionar desigualdades que involucran a las mis-
mas. Por tltimo, se mostraran otras generalizaciones de la Desigualdad de Simpson en

espacios LP.

2.1 Desigualdad de Simpson en términos de la p-
norma

En este capitulo se proporcionaran nuevas cotas para la Desigualdad de Simpson. Como
se ha explicado en el Capitulo 1, seccién [I.3] se tiene que si una funcién f : [a,b] — R
admite derivadas hasta el cuarto orden en el intervalo [a,b] y cuya cuarta derivada esta

acotada, satisface:

/abf(ﬂf) dz - b_Ta {f(a) +4f (a+b) +f(b)H < Oy vy

2 2880
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Sin embargo, en muchas aplicaciones, la funciéon f no necesariamente admite cuarta
derivada en (a, b), o, en el caso de su existencia, f/¥) no necesariamente se encuentra aco-
tada en el mismo. Por esta razon, en los ultimos anos, varios autores han proporcionado
versiones de la Desigualdad de Simpson para clases mas amplias de funciones.

Por ejemplo, en el ano 2000, S. S. Dragomir demostré en [41] el siguiente resultado:

Teorema 33. Sea f : [a,b] — R una funcion L-lipschitziana, entonces:

a+b

/abf(f”)dx—b%a {f(a)+4f( ; ) +f(b)” < %L(b—a)%

En el ano 1999, S. S. Dragomir, P. Cerone y R. P. Agarwal, demostraron en [23] el

siguiente resultado:

Teorema 34. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacion acotada sobre [a,b], entonces:

b

/abf(x)dm—b% {f(a)+4f (a;b) +f(b)” < b;a\/f.

Ademas, en el ano 2002, N. Ujevic demostré en [I4] el siguiente resultado para la

formula de cuadratura de Simpson compuesta:

Teorema 35. Sea f : [a,b] — R wuna funcién diferenciable tal que existen nimeros

reales v,I' € R tales que
y< fl(t) <T para todo t € [a,b].

Si P ={xg,21,...,2,} es una particion de [a,b]. Entonces se satisface la desigualdad:

/abf(:v) de — b(;\fa:Z:] [f(xk) +4f (%) + f(ka)H < %@_ 02,

A continuacion se daran los principales resultados sobre la Desigualdad de Simpson
para funciones diferenciables tales que f’ € LP[a,b], con p € [1,00]. A lo largo de este

capitulo se utilizara la siguiente notacion:
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1) Rs(f, P, 1) denota el resto de la Regla de Simpson compuesta para f correspon-
diente a la particiéon P = {zg,x1,...,2,} del intervalo I. Es decir, la siguiente

expresion:
b n
[ e = Y g () )
a k=1

i) Rs(f, [a,b]) denota el resto de la Regla de Simpson simple para f en el intervalo

la, b]. Es decir, la siguiente expresion:
’ b— b
[ f@ae =50 @ ar (“50) + 10

En lo que sigue, se introducird un lema que sera de utilidad para los resultados prin-

cipales de este capitulo:

Lema 2. Sea f : [a,b] — R una funcion que admite derivadas hasta ordenn, conn < 4,

entonces:

e Para [ diferenciable (n = 1),

5 (w_ 5a6+ b) F(2) da:+[1b (x_ Sb;a) flods.  (2)

Ra(f, o) = [

a

o Sin=2
wirfat) =3 [ o (o200 praed [ e (o 250 e
’ (2.2)
o Sin—3,
)= [ ot (o= ) e
—éalwwwf<x—a;b)f%@dx (2.3)
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Demostracién:

Consideremos los siguientes casos:

e Para n = 1, mediante integracion por partes, se tiene lo siguiente
b

s(x) f'(x) dz

\

o*

x)dx + /ib s(z) f'(z) dz

[P ],
e W) i [, (-252) e

:<x 5“”’) a / ) do — " ()dx+(
[ —2kb_5a;b}f(a+b) < ) ( 5+

(a—é—b a+5b)f(a+b) /f
-(°

6

' )/fd:v

+b) [@+5b—(5a+b)] af(a) +bf() + <5a—|—b) f(a

(2.4)
a J;5b) i) b+b
“) £(b)

)

6

a)+f( )(b—a)+f( )(b—a) /f ) dz

:b;a{f(a) Jo) (a+b)] /f

<b—a) —6af(a) + 6bf(b) + baf(a) + bf(a) — af(b)

a)+—af(a)+bf()+bf ) —af(b) / fla




esto es:

Aol o) = S0 IO oy (L) [y

e Para n = 2, mediante integracién por partes, se tiene
atb

%/ T @-a) (x—2“;b) f”(x)dx%—%[jb(x—b) <x—2b3+“> /' (@) de

(395 (7)) e
()5 (5[ (o 55 e

2

1
2

=n b b b
:—/a (x—5a6+ )f/(x)dx—/a;b (x—5 ;a) f'(z)dx.

Ahora bien, en particular, f es diferenciable, por ende se puede aplicar (2.1 al
resultado anterior y se obtiene ([2.2)).

e Para n = 3, mediante integracion por partes, se tiene lo siguiente

a+b

atb b
—é/ (z —a)? (x—a;b> f"’(x)daﬁ—é/m@—b)2 ($—&J2rb) [ (@) dx
:_é/az (2 —2ax+a)(x— b>f"/()dx
_%[i (2% — 2bx + b?) (

2
1( 2ax +
= —— | (2* — 2ax + @*
6
b

—/GQ(x—a)f () da + (x — b)?

—/ibQ(x—b)(flS “jb)fwz —/M(x—b)f’(w)dx]

f/l/

)
o) o
(-
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a+b

= [—/a ’ (m—a)(Bx—Qa—b)f”(:c)d:c—/ (x—b)(Sx—Qb—a)dx]

a+b
/
2 a

2
Ahora bien, en particular, f admite segunda derivada en [a, b] y es absolutamente

(z — a) <x - 2“3* b) (@) da + Kbb(x b (x _ Qb; “) () dx] |

atb
2

a+b
2

continua en [a, b], de esta manera, f satisface (2.2). Combinando esta identidad con
la dltima expresién, se obtiene (2.3)).

e Para n = 4, se tiene que:

a+b

2 b
2_14/a (x —a)? <9c— a;?b) FI)(z) dx + 2—14/(?(:75—1))3 (gg_ M—TQQ> FIV () de

= i (x — a)® (w = ”3%> () R / 3(z — a)? (x -3 ) /(@) da

a a

3 (a g b) o (aTer) _ /GQ(;E —a)*(4x — 2a — 2b) () da:]
(b ; a>3 <b g a) Iz (“%FZ)) _ /ib (z — b)?(4x — 2a — 2b) f" () dx]

=L @ -y (x -t ”) di %/b (z by (a: -2 b) 1" () da.

2

Ahora bien, en particular, f es una funcién que admite tercera derivada en (a, b)

y [ es absolutamente continua en [a, b]. Por ende, se puede combinar ({2.3)) con la

ultima expresién, y obtener:
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Re(flot) =5 [ /@0 (e 50) o
2 [ (s ) e

El siguiente resultado puede verse en [45].

Teorema 36. Sean a,b € R tales que a < b, f : [a,b] — R continua en |a,b] y difer-

enciable en (a,b), cuya derivada pertenece a LP[a,b]. Entonces se satisface la siguiente

desiqualdad:
1
120t 4177 1
(ot < § || - s (2.5)
donde p,q € [1,+00) son tales que }—17 + % =
Demostracion:
Sea s : [a,b] — R definida por:
x—5b o g e [a, ot
S(ﬂ?) — 6 [ 2 }

x—%sb siz € [aTJ“b,b].

Asi, por del lema , se tiene lo siguiente
’ b— b b ’
/ s(a)f'(w) do = — - [f(“);ﬂ ey (a;r ﬂ —/ flz)de.  (2.6)

Por otro lado, usando las desigualdades triangular ((1.1)) y Holder para integrales ,

se obtiene:

IN

/a ’ s(2) f'(x) dz

Isllall 1l

(/ b |s<a:>|qd9c)é TR 2.7)
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Ahora bien:

/ @) d

a+b

/ dw+/
/5““’ <5a+b >q /+ ( 5a+b)q
= —z ) dx+ T — dxr +
g 6
“+5b q b q
(a+5b_x> der/ (x_a+5b) i
= °
) 5a+ b\ " ez
() ()
6 2017
<a+5b )q ai ( a+5b)ﬁ4b ]
Ba+b a+ b 5a+b ot
+
q—l—l 6

a+ 5b a+ a+5b atl
+(22- (-

(2041 + 1) (b — a)q+l

5a + b a+ 5b|?

T — Tr —

1
+

3(q + 1)6¢
Luego:
IR = b;;oq“]
—é[%} (b—a)s (2.8)

Sustituyendo (2.6) y (2.8) en (2.7), se tiene demostrado el Teorema (36).

De este teorema, se desprenden dos corolarios que se mostraran a continuacion:

Corolario 6. [/5] Sean a,b € R tales que a < b, f : [a,b] — R continua en |a,b]

y diferenciable en (a,b), tal que f" € LPla,b]. Si P = {xo,21,...,2,} es una particion
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de [a,b], entonces el error Rs(f, P, |a,b]) que se obtiene al aplicar la Regla de Simpson

compuesta, satisface lo siguiente:

. 1
120+ +17s — '
9{ P b < — ! i — T q+1 .
(P Lot < g 5] 1 (Zu .
Demostracion:
Parai=0,1,...,n—1, [z;,x;11] C [a,b]. Como f es una funcién continua en [x;, x;,1],

derivable en (x;, z;11), v satisface f’ € LP[z;, x;11], se obtiene, en virtud del Teorema

/a:i+1 f(x) d — xi+13— X {f(:vl) +2f(l'i+1> + 2f (l’z + xi+1):| ‘

(/ iror dx)’lj .

Q=

q+1
<1[2 +1
-6

3@+1Jé@m1_%y+

Sumando en ambos lados de la desigualdad anterior sobre i = 0,...,n—1, y en virtud

de la desigualdad (1.1)) y el Teorema , se obtiene:

n—1 Tit1 . _ . . ; ; i
ST [ / s — T = [m«z) + i) o (.75 +2xl+1)H ‘
n—1 ;
it Tiv1 — @ | f(@) + [(@in) Ti T ity
n—1

1 2q+1 +1 % 1 Tit+1 , %
< Z 6 {m} (i1 — xz’)1+" (/x | f/ (@) [P dx)

63



Usando la Desigualdad Discreta de Hélder (1.4]), se obtiene

129t 41 ’” L ) it %
| St ([ rwpas)

0

1

i[5 (S >)(fz‘§((/“ o))

1=

Q|

n—

Q=

Foatl 4 1T

1 1‘1+1 P
= - | - . —_ . g+1 pd

1 [20+! 417 2 [/n-1 @
L e A qH x)|P d

1 [2ett 4177 (o=t
= | g )atl .

En el caso en que P sea una particién equidistante, se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 7. [/ Sean a,b € R tales que a < b, f : [a,b] — R wuna funcion con-
tinua en [a,b] y diferenciable en (a,b), tal que f' € LP[a,b]. Sin € N y P, una parti-
cion equidistante de |a,b], con n subintervalos, entonces el error del método de Simpson,
Rs(f, Pn, [a,b]), satisface lo siguiente:

201 4 177

Rs(f Pl < o |55 | 0= a7

Demostracion:
Dado que, por hipétesis, f es continua en [a, b], diferenciable en (a,b) y f' € LP|a,b),
entonces [ satisface las condiciones del corolario[f]y como P es una particién equidistante,

se tiene que:

1
[9a+1 4 1] n-l
- - _ q+1
_3<q+1)_ (Z Ti+1 :L‘Z ||f ||p
20t 4177 (2 /b—a\ " 171
[ 3(g+1) —~\ n b
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! 2q+1+1% (b— a)r+! : /
= s len) () W

1 2q+1+1% 141
— 1 (p=a) Tl
{3((]“)} (b—a) [,

6n
[ |

Observacion 12. La estimacion anterior dada para la Formula de Simpson se satisface
aun en el caso particular en el que f admite cuarta derivada y la misma estd acotada en
la,b]. Esto es, el resultado anterior es una generalizacion de la conocida Desigualdad de

Simpson . Como ejemplo puede considerarse la funcion f:[0,1] — R dada por

donde v € (3,4). Se puede apreciar que f admite derivadas continuas hasta el tercer
orden en (0,1). f admite cuarta derivada en (0,1), la cual viene dada por:

s(s—=1)(s —2)(s —3)

:L,4fs

F1 (@) =

Sin embargo, lim+ fI)N(z) = oo porlo que fIV) no estd acotada en (0,1). En cambio,
z—0

[’ es acotada en (0,1), por lo que ' € LP[0,1] y ademds

1 :
171, = ( / |m?"-1|f°dx)
1 1
= (/ Tpx(r—l)pdx)p
0

r

3=

(r=1p+1)
—r
((r—1)p+1)P
El resto para la Formula de Sitmpson, de acuerdo al Corolario (@ y empleando la

es decir, || f'|l, =

particion equidistante P = {0, %, . ”T_l, 1}, satisface lo siguiente:
1

1 [29t1 4 1] r

Re(r PO < o5 l
6n [3(a+1)1 (p(r—1)+1)»

- p=1
1[4 ? r

6n | 3(2;%11) (p(r — 1)+1)%
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Observacion 13. Si f es continua en [a,b] y diferenciable en (a,b), f es de variacion

acotada en [a,b] y ademds
b
V7 =1/1h

y también se puede apreciar que

b—

a /
=18

lim

q—o0 6

1 {2‘”1 +1

% _al—i-é AT
e BT R

de esta manera, se obtiene la desigualdad dada en .

De forma andloga, si ¢ — 1, p — oo y asi se obtiene la desigualdad .

2.2 Aplicaciones a medias especiales

En esta seccién se definiran algunas medias usadas en muchas aplicaciones, asi como
la aplicabilidad de los resultados previos a fin de proporcionar algunas desigualdades que
involucran a las mismas. A continuacién se introducira la definicién de media, salvo que

se especifique lo contrario, en lo sucesivo se consideraran a,b € R.

Definicién 24. Sea S C R™. Una media de n variables es una funcion f : S — R que

satisface la siguiente propiedad: Para (ay,as,...,a,) € S, se tiene:
min{ay, as, ...,a,} < f(ai,as,...,a,) <max{ay,as,...,a,}.

A continuacién, se daran ejemplos de algunas medias conocidas por su aplicacién en

otras ciencias:

1. La Media Aritmética de z1, xs, ..., x, € [a,b] es el nimero A(zy, xs, ..., x,) definido

por:

n
D>
k=1

Az, 9, ... xy,) =

n

esto es, la media aritmética de una muestra z1, o, ..., 2z, es la suma de los datos

de la muestra dividida entre la cantidad de datos que posee la misma. Esta media
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tiene aplicaciones en varias ramas, especialmente en las Matematicas Financieras

y la Estadistica.

La media aritmética posee varias propiedades: Si @ = (a1,a9,...,a,), b =
(b1, b, ...,b,) son vectores en R" X\ > 0 y o es una permutacién de los valores
1,2,...,n, entonces:

o Alay,ag, ... a,) = Ala1); o) - - -5 Ao(n))-

e min ap < A(ay,as,...,a,) < max ai. Ademads, la igualdad es vélida, si, y
1<k<n 1<k<n
solo si, para todo j =1,2,...,n, a; = ¢, con c € R.
eSi mn € R, conn > m,y ani1,dmio,---,0, € R, entonces para
m veces

— —t—
A= A(ay,ag,...,a,), se tiene que A = A(A A, ..., A amit, ..., a0,)

donde A denota la media aritmética de los valores ay,as, ..., a,.

o Alay—A,aa—A, ... a,—A) =0, esto es, la suma de las desviaciones respecto
a la media siempre es igual a cero (por ende, no es posible proporcionar una

dispersién de los valores respecto a esta media por medio de esta suma).

2. Lamedia geométrica de 1, za, ..., x, € |a,b] es el nimero G(xy, zs, ..., x,) definido

por:
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Algunas propiedades de la media geométrica son las siguientes:

e El logaritmo natural de la media geométrica de @ = (ay, as, . .., a,) es la media
aritmética de los logaritmos correspondientes de los datos ay,as, ..., ay,.
Esto es

In (G(ay,as,...,a,)) = A(In(ay),In(as), . .., 1n(a,)).

e La Media Geométrica se puede aproximar por la media aritmética mediante

la siguiente sucesion [46]:

T, a
$0=a,$n+1=7+§ (n>1)

esta sucesién fue ampliamente utilizada por los babilonios, converge a vab y
provee un algoritmo 1util, para el cadlculo, mediante los ordenadores actuales, de
la raiz cuadrada de un niimero. Ya que su razon de convergencia es cuadratica,

esta expresion se puede generalizar a dos dimensiones como sigue

Ty + Yn 2

Tasl = 5 5 Yerl = T T paran > 0 (2.9)

a

donde y, = - converge Vva = /Toyo. De esta manera, la media geométri-
ca puede ser aproximada mediante un algoritmo iterativo por las medias ar-
itmética y arménica (la cual se definird a continuacién). Este método es ac-

tualmente conocido como el Método de Herén [46], [47].

e La media geométrica de @ = (ay,as,...,a,) es menor o igual que la media

aritmética correspondiente.

e La media geométrica de d@ = (ay, ag,. .., a,) donde cada componente es posi-
tiva, esta comprendida entre el minimo y el maximo de las componentes del

vector d, es decir:
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3. Sean aq,as,...,a, numeros reales positivos no nulos. La Media Armoénica de un

vector @ = (ay,ag, ...,a,) € (0,00)" viene dada por la siguiente expresién
. n
H(d) = —; :
1
1

La media armonica posee aplicaciones en la transmision de sistemas con redes,
para mayor informacién sobre esto, se remite al lector a [50]. También, la media
armoénica desempena un importante papel en las ciencias de la Computacién, la

Electrénica, Hidrologia, Genética de poblaciones, entre otras.

Algunas propiedades de esta media vienen dadas por:

e La inversa de la media arménica de un vector @ = (aq, as, . . ., a,) es igual a la
media aritmética de las inversas de cada una de las componentes del vector a.
Esto es:

H @) = A(a]t a3, ... a)h).
e Se tiene la siguiente relaciéon

H(al,&g, e ,an) . A(bl,bg, Ce 7bn> = G"(al, az, ... ,an)

donde, para j = 1,2,...,n,b; . En particular, para n = 2, se tiene

que

H(CLl, CLQ) . A(CLl, CLQ) = G2(CL1, CLQ).

e Para cualesquiera nimeros reales positivos no nulos z,y, se satisface lo sigu-

iente:
r+y

< < .
TpIEVET

Y

Es decir, la media aritmética y armonica son, respectivamente, cotas supe-

riores e inferiores de la media geométrica.
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e Empleando el método de Herdén descrito previamente, se tiene que, para

numeros reales positivos x, y, se tiene lo siguiente

lim H(zpm, ym) = G(z,y).
donde z,, y, estan definidas por (12.9)).

A continuacién, considerando 0 < a < b, se definen las siguientes medias:

1. La Media Logaritmica de a y b es el nimero L(a, b) definido por:

a—2b

Lab) = Lo~

La media logaritmica posee aplicaciones en el calculo de una temperatura media
entre dos puntos con temperaturas distintas en un proceso de transferencia de
fluidos, asi como en otras ramas tales como la Economia, la Fisica y la Meteorologia

[48]. Entre las propiedades de la media logaritmica podemos enunciar:

e [ es una funcion simétrica, es decir:
L(a,b) = L(b,a).

e [ es homogénea de grado 1, es decir si A > 0, entonces:

L(Aa, \b) = AL(a,b).
e [ posee una férmula integral, la cual viene dada por:

1
L(a,b) = / a'b' " dt.
0

e La media logaritmica separa la media aritmética y geométrica. Esto es,

a—>b a+b
vV < < .
b S @ —m) = 2

para todo a,b € R, con 0 < a < b.
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e Se tiene la siguiente identidad

L(a®,0%)
Tad) A(a,b).

Para una generalizacién de la media logaritmica en n variables e identidades rela-

cionadas a esta media, se pueden ver [48],[49].

2. La Media Idéntrica de a,b € R es el nimero I(a,b) definido por:

AN
I(a,b):g(ﬁ) .

Entre las propiedades de la media idéntrica se pueden listar:
e Para a,b € R, con a,b > 0, se tiene que
I(a,b) = I(b,a).
e Se satisface la siguiente identidad [52],[53]
I(e' e ™) = etani® L.

para todo t € R.
e Kl logaritmo natural de la media idéntrica de a y b, a < b es el cociente
incremental de la funcién g : [a,b] — R dada por g(x) = zIn(x) — z, esto es:

aln(a) — bln(b)
a—>b

In(I(a,b)) = -1

con esto, I(a,b) se puede expresar de la forma integral como sigue:
1
I(a,b) = exp (/ In(bt + (1 —t)a) dt) :
0

e La media idéntrica se relaciona con las medias aritmética y geométrica como

sigue [53]
I*(a,b) = exp (/0 In((1 — u®)A%(a,b) + u*(G*(a,b))) du) :
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e Se satisface la siguiente desigualdad: Para a # b, entonces
L>VIG.

e Se cumple la siguiente desigualdad [54]:
L(a,b) < I(a,b) < A(a,b).
siendo A,L las medias aritmética y logaritmica, respectivamente.

Para mayor informacién sobre medias logaritmica e idéntrica, se remite al lector a

[52],[53],[54], [55],[56].

. La Media p-Logaritmica de niimeros reales positivos a, b viene dada por la siguiente

expresion:

pptl _ gptl v
a } p#—1,0.

Sp(a,b) = {—

v p+ Db —a)

esta familia de medias constituye un caso especial de las medias de Stolarsky [55]
y poseen aplicaciones en multiples ramas tales como la biologia, las matematicas
financieras, las ciencias politicas, la estadistica, etc. Algunas propiedades de estas

medias son:

e La media p-logaritmica es monotona creciente en p, esto es, para

p,q € R—{—=1,0}, con p < q, se tiene que
Sp(a,b) < Sy(a,b).

e lim Sy(a,b) = I(a,b).
p—0

o liml Sp(a,b) = L(a,b).
e

. h’n} Sp(a,b) = A(a,b).
p—)

e S 5(a,b) =G(a,b).

e lim S,(a,b) = max{a,b}.

p—0o0
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e lim S,(a,b) = min{a,b}.

p——o00

La media p-logaritmica (y con ella, las medias idéntrica, logaritmica por las se-
gunda y tercera propiedades enunciadas previamente), se pueden generalizar a n
variables mediante el Teorema del Valor Medio para diferencias divididas [57] para

la funcién potencia f(x) = 2P, p # 0, —1, mediante la siguiente expresion:

Sp(zo, x1,...,2,) = (n! Z (z1)P >

=0 Hj:O,j;ék(xk )

3=

donde n € Ny xg,x1,...,2, € R.

En lo que sigue, se aplicard el Teorema (36)) a fin de proporcionar algunas desigual-
dades para las medias introducidas anteriormente. Nuevamente, se consideraran a,b
nimeros reales positivos con a < b.

1. Sea f :[a,b] — R, con f(x) =2, s € R, s # 0, 1. Entonces:

1 p (L
a) b—a/a f(x) :v—b_a/a:v dx
1 |:bs+1_as+1:|

b—a s+1
= (Ss(a,b))".

o (59) - () - caeor

GO0 ¥y

Luego, en virtud del Teorema , se cumple que:

a+1 i )
(5.(0.8))° = 3 [A@"9) + 2 Al D)]| < %@Gf%}w—@wmpr
_ 1 2q+1+1% —a%s o1
=t [E] o bt
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Ahora bien,

Q

- [ A
e = (52 /|xlwm)
1 b
:<b /:vp51d:v)

Q

bp(sl (sl %
{p(s—l +1 (b—a])

= (Sps—1)(a,b))
luego,

(.(a. )" — 5 [A(a",b") + 2(A(a, D)’

1
1 {20 4174
6 3(¢g+1)

2. Sea f:[a,b] — R (0 <a <), f(z) = L, entonces:

b1 In(b) — In(a)

ia/f(x)dx: A =B
b7 (457) = ()

f(a)—i—f(b)_%%—%_ 1
o 1O _2t5 (0,

74

bps 1+1_ap(s 1)+1 ﬁ B
b ( (s —1) 1)(6—@)})

} (b — a)* 5] (Syony (a.5))".

-1

(2.10)

(2.11)



, 1
1= -5

p

b ’
= (/ P dx)
bi2p+1 P | .
- ( —2p+1 >
b-20+1 _ =21\ 5
[((—2p+ ) ]

= (b—a)? (S 5(a,h))

-2

S =

=(b—a)

Asi, por el Teorema (36))

Multiplicando ambos lados por (3AH L)(a,b), se tiene

I3(AH)(a,b)—(AL)(a,b)+2(HL)(a,b)| <

(AHL)(a,b) [2q+l +1

2 3(q + 1)] (b—a)(S_ap(a, b)) 2.

3. Sea f:]a,b) — R (0 < a <b), dada por f(z) = In(x), asi

a)bia/abf(x)dx _ bia/abln(x)d:v

b(In(b) — 1) — a(ln(a) — 1)
b—a
bln(b) — aln(a)

= —1
b—a

_ W) @) ( 1 )

b—a e
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=(b—a)r(5_p(a, b))t
Por ende, aplicando el Teorema y utilizando las propiedades del logaritmo, se tiene

que

G'3

() =252 e

Para mas informacién sobre resultados, generalizaciones y aplicaciones sobre me-

dias, se pueden ver [27],[66],[67], [68],[69].

2.3 Generalizaciones

En esta seccién se expondra una generalizacion la desigualdad (2.1)). Sin embargo es
importante enunciar algunos conceptos preliminares sobre funciones que son de interés.

La teorfa expuesta a continuacién puede verse en [71].

Definicién 25. Sea z € C, con R(z) > 0 y sea A el conjunto A = {w € C: R(w) > 0}.

Se define la funcion Gamma ' : A — C por la siguiente expresion

['(z) = /0 h e 't*tdt. (2.12)
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Se puede demostrar, por el Criterio M de Weiertrass, que la integral dada en la

definicién [2.12|es absolutamente convergente, de modo que I' es una funcién bien definida
en A.

El siguiente resultado recoge algunas propiedades de la funcion Gamma.

Proposicién 8. Sea z € C, con R(z) > 0. Asi, se tiene:

a) I'(l1) = 1.

b) I'(z +1) = 2I'(2).

c) Siz €N, entonces I'(z+ 1) = 2. Esto es, I' es una extension de la funcion factorial.
& T (1) =vE

g) (Formula de reflexion) Para z € C, se tiene lo siguiente

™

D(2)[(1 - z) =

sin(mz)
Observaciéon 14. Se puede extender la funcion I' al conjunto C — Z~.

Definicién 26. [73] Sean z,w € C, con R(2),R(w) > 0.La funcion Beta es una funcion
B: Ax A— C definida por:

1
B(z,w) = / 1L =)t dt.
0
Algunas propiedades basicas de la funcién Beta se pueden enunciar:
Proposicién 9. Sean z,w € C, con R(z), R(w) > 0, entonces

a) (Simetria) B(z,w) = B(w, z).

L) (w)

b) Relacion con la funcién Gamma: B(z,w) = Ty -

c) Se satisface la siguiente identidad:

Wl

Bz w) = 2 /0 (sen ()2~ (cos(6))2“~ db.
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Para més informacién, se remite a [74].
A continuacion, se enunciaran algunas definiciones y propiedades de las funciones

hipergeométricas. La teoria siguiente puede encontrarse en [75].

Definicién 27. Sea U = {(a,b,c,2) € C' : ¢ # 0,—1,-2,...y|z| < 1}.La funcién
hipergeométrica de Gauss de variable z y pardametros a,b,c es la funcion F' : U — C

dada por

> Q) bkzk
F(a,b,c,z):;%y

donde (a); se denomina simbolo de Pochammer y estd definido por

k-1
(a)g = H(a +1i) = W.

=0

Las funcién hipergeométrica de Gauss posee las siguientes propiedades [77]:
Proposicién 10. Sea (a,b,c,z) € U, entonces se satisface lo siguiente:
a) F(a,b,c,z) = F(b,a,c,z).
b) ¢cF(a,b—1,¢,2) + (a —b)F(a,b,c+1,z) = cF(a—1,b,¢,2).

f) Para a,b,c,z € C tales que R(c) > R(b) > 0, con |z] < 1 y |arg(l — 2)| < 7, se
obtiene lo siguiente:

1 1
F((l, b, C, Z) = m/ﬂ tb_1<1 — t)c_b_l(l — Zt)_a dt (213)

donde B es la funcion Beta.

Con estos fundamentos, se puede enunciar el siguiente teorema, el cual puede verse

en [76].

Teorema 37. [70] Sea n € {2,3,4}, p,q € [1,00| nimeros reales conjugados, f :
[a,b] — R una funcion que admite derivadas hasta orden n, n < 4, tal que f"V €

ACla,b] y f™ € LP[a,b]. Entonces se satisface la siguiente desiqualdad:
n 1 n
Rs(f, [a, b)) < K(n,p)(b—a)" | f, (2.14)
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e a1 (a0
—a [f@+10) . (0t

y ademas

i) Sil<p< oo, entonces

1

L <2q+lB(q—|—1,q+1)+qﬁF (—q,q+1,q—|—2,—%)>q stn=>2.
s1n=4.

36-34

1
%B(Zq +1,q+1)a
1

K(n,p) =
L (LF (—4,3¢+1,3¢+2, g))E

288 \ 3¢+1 S1N=4.

ii) Si p=1, entonces

iii) Si p = oo entonces

K(n,00) = L sin=5.

Demostracion:
Se realizara esta demostracién subdividiéndola en casos segin n.

1. Si n = 2, consideremos la funcién s, : [a,b] — R dada por

() %(as—a)(x—@) sia§x<“7+b.
S2(T) =
t—b) (z—BF) sit <z <.



Notese que, aplicando la Desigualdad de Holder , la identidad (2.2) y la De-
sigualdad triangular para integrales ((1.8)) , se obtiene:

[Rs(f,[a, 0] =

/ab so(x) f"(x) dx

b
- / sa(@)||f"(2)] da
< Ylsallah 1, (2.15)

Consideremos tres subcasos:

la) Sil < p< oo, entonces 1 < ¢ < ooy asi

fsallt = / ol da

[ (e ()
o Gl (- 257))
L (a2 e
SRS

Realizando los cambios de variables x = b_T“ t+a,r= b_T“t + Q‘LTH’, T = 21’% —

b—a _ b—a 2b+a : :
<ty = =51+ =5~ respectivamente, en la primera, segunda, tercera y

30



cuarta integral, se obtiene:

1

24

(

= (b—

= (b—

3
_ b_a 2q+1 b_ 2g+1 1
2(—) /tq(l—t)th—l—Q ) /tq(2+t)th
3 0 6 0

b - 2q+1
() s

1 /b—ua 2q+1  p1 1 /b—a 2q+1  p1
— | —— t9(1 —t)dt + — | —— t+2)%%dt
w(50) [ra-rarg((50) 0 e

b _ 2q+1 0 1 b _ 2q+1 1
—a> / (t+2)t%dt + — < a) / (1 —t)%t?dt
6 1 21 0

b_ 2q+1 b_ 261+1 1 1 t q

(Ta) B(q+1,q—|—1)+2q( 6“) qj:—l tq<1+§) dt
q 0

b—a 2q+1 2q+1 1

— Blg+1,qg+1)+ ~0,q+1q+2 -3

3 )
F< asa D)

ol

ol

6
1
2q+1 21+l B 1 1) F 1 2, —=
a)™ 62q{ (¢+1,q+ ¢4+ 1,q+2 -
1

2q+1 21+ B 1 1) F 1 2,— || .
a) 3,36,1{ (¢+1,q+ ¢4+ 1.q+2 -3

En resumen

b
/ 5ot dz = K(2,p)1(b — a)r*.

Sustituyendo en la desigualdad ({2.15]), se obtiene:

IA

Is2llqll 1l

_ (/ab|32(:v)|qu>; 17”1,

= K(@2p)b—a)" | ],

[Rs(f; [a, b])]

81



1b) Si p = oo, entonces ¢ = 1. De esta manera, se tiene que:

=l 20+ 0 b1 2b+a
o= [ g0 (o= 257 ) e [ o0 (o= 25 [
“ =
2a+b atb
1 2a + D R 2a + b
5[/ (a:—a)( 3 —x) dx+ﬁa;b(x—a)<x— 3 )dx

2b | 2b
—l—/ : (b—x)( +a—x) d:c—i—/ —(b—x)(x— +adx)
= ; e 2 s
3 2

2a+b a+b
5 3 ba+b , 2a*+4ab ||
- e

6 12 6

2a+b
3

[2®  5b+a .2 20 + ab
+ T
| 6 12 6

2a+b 5a+b 2a + b 2_ 2a% + ab 2a +b
3 6 3

+
a’ 5a—|—62 (2a —i—ab)}
+5 - a
3

+

2b+a 9 b
3 3 bSb+a , 20+ ab

+ xr° — x
atb 6 12 6

2b+a
3

+

() - (50 () (202 (2)-3 25
() () - () (457)
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N 1/2b+a 3_5b—|—a 2+ a 2+ 207 +ab (2b+a\ 1 a+b 3
6 3 12 3 6 3 6\ 2
+5b+a a+b 2_ 22 +ab\ [a+b
12 2 6 2

2
b_ 5b—|—a 2 2b° + ab -
6 6

b2

o5 ()= () (25)
f e

8a® + 12a2b + 6ab? + b? N 20a? + 24a%b + 9ab?® + b3 B 4a® + 4a®b + ab?

162 108 18

a® + a?b

T }
5a% 4+ 11a?b + 7ab®> + b 2a® + 3a?b+ ab®  8a® + 12a%b + 6ab® + b3

* [_ 48 * 12 a 162

20a® + 24a%b + 9ab® + b*  4a® + 4a%b + ab?
+ 108 a 18 }

83 + 12b%a + 6ba® + a® 2003 + 24b%a + 9ba?® + a®>  4b + 4b%a + ba?

* { 162 a 108 * 18

5% + 11b%a + Tba® 4+ a®>  2b% + 3b%a + ba?
N 48 B 12 }

b3+ ab®> 863 + 12b%a + 6ba® + a®  200% + 24b%a + 9ba® +

* {_ 2 " 162 - 108

403 + 4b%a + ba?
- 18 }

702 + 6b%a — 6a%b — 7a® 194 + 15a%b — 15ab® — 1903 463 + 3b%a — 3ba?
= + +

81 54 9

403 @ + ba® — b*a — b?
“ 9 6

= 31 [280% + 24b%a — 24a*b — 28a° + 114a® + 90a°b — 90ab® — 114b* + 1140

+108b*a — 108ba”® — 144a® — 54b* — 54b%*a + 54a”b + 54a’]
_ —4a® 4 12a%b — 12ab” + 4b°
B 324
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—a® + 3a%b — 3ab® + b3
81

En resumen:
b
/ Iso(8)| dt = K (2, 00)(b— a)?.

Sustituyendo esta expresién en (2.15]), se obtiene

Rs(f. [a,0])] < K(2,00)(b = a)’[| f"[|oo- (2.16)
1c) Sip = l,entonces ¢ = 0o y de esta manera:

[s2llg = sup |s2(x)]|
a<z<b

:méx{ sup {%(x—a)(%;b—@},sup{%(az—a)(x_za*b),}

aSISQCLT«H) 2a+b§x§a+b 3
1 2b 1 2b
sup —(b—x) +a—x , sup q=(b—2x)|x— ra
st cosipe |2 5 e oy (2 5
~ (b—a)?
2

= K(2,1)(b—a)?.
Sustituyendo en (2.15)), se tiene la desigualdad para el caso p = 1.

[Rs(f, [a,0])] < K(2,1)(b = a)*[[ f"[|x- (2.17)

Por tltimo, de (2.15)), (2.16) y (2.17)), se obtiene la desigualdad para el

caso n = 2.

2. Si n = 3, consideremos la funcién s3 : [a,b] — R dada por:

—tr—a)?(z -4 si a<z< (2.18)
) :
6

(z—b)%(z—22) si 2 <z <.



Notemos que, por (2.3) y la Desigualdad de Holder , se tiene que

b
[Rs(f, la, b)) = / ss(@) f" () dz| < lssllqll /7l (2.19)

1

donde p,q € [1,00] son nimeros conjugados, con la convencién de que ;7 = ooy

é = (). Consideremos tres subcasos:

2a) Sil < p < oo, entonces q € (1,00) y asi

a+b

sl = st = [ (=) @ (+-50)

Ahora bien, mediante el cambio de variables z = (Z’_Ta) t + a en la primera

integral y simplificando, se obtiene:

a+b 3q+1 1
2 1\? 9 a+b\? b—a\"" 1
_Z — q — — (= il 29(1 _ )4
/a ( 6) (x —a) <x 5 ) dx—( 5 ) 6‘1/0t (1 —t)%dt

De manera andloga, mediante el cambio de variables z = (b_T“) t+ben la

segunda integral y simplificando, se obtiene:

a+b 3¢+1 1
2 1\? % a+b\* b—a\ " 1 % .
/a (—6) (x —b) (z— 5 ) dr = ( 5 ) @/0 (1 —t)?dt

b— a 3q+1
) > &B(2q—|—1,q—|—1).

I
PR

De esta manera

b b_ 3q+1 2

b— a)31t!
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luego

b 7
1" pllssllq = £l (/ |83(t)|th)

1 1
— <(BCa+ L+ 1)ib— )™ 3|11,

= K(3,p)(b— a)*T7 || £,

Qe

La cual es la desigualdad para el cason =3, p € (1,00).

2b) Sip = oo, entonces g = 1y asi

b
lsslh =/ ls3()] d

a-+b

R b "1 b
:/a2 —é(a:—a)2(a:—a—£ )d:c—l—/a;bé(x—bf(x—a;— )daz
atb

el |

:/ —6(x2+2ax+a2) (:ﬁ—a;b) dx
b1 b

+ﬁ (@ 4+ 26w + ) (x—“; )dm

atb
2

a+b

1 [z b b

:_6/2 {x3—2ax2+a2x—(%)xQ—l—ax(a—l—b)—aQ(a; )1 dx
1 b
+6/ {mg—Qme—kaa@—(GTM)a:2+bx(a+b)—b2 (a;b)] dx
:v_4_2_ax3+a2:v2_ a+b P ia a+b 22 a+b
4 3 2 6 2 2
zt 20 4 bix? a+b\ 4 a+b\ , ,(a+b
Z—§m+2—(6)x+b<2>x—b<2>x}a+b
1(a+b\" 2a(a+b 3+a_2 a+b\* (a+d\ (a+D)’
4 2 2 2 2 6 2
> 4

2_a_+2_a4_a_4+ a+b R a+b
4 3 2 6 2

a+b
2

a
b
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1|6t 20* b fa+b\ 5 s[a+Db s(a+bd\ 1 [a+b\*
*6[2‘?*5‘( 6 )“b (T)‘b( 2 )‘1( 2 )
2 (a+b\" B2 [a+0b)? a+b\ [a+b\® a+b\’

+= = + —b

3\ 2 2\ 2 6 2 2

a+b\® afa+b\® 1 a+b
- = - —a*'+ad®
2 2 12 6

1, (a+b) s 1 a—i—b)4 b<a+b)3 b? (a—i—b)2
— bt — v+ — — = +—
12 6 1 2 3\ 2 2\ 2
1 <a+b>4+ (a2+62> <a+b>2_ (a3+b3) (a+b>+a4+b4
12\ 2 12 2 36 72
1 [a* +4a®b + 6a%b? + 4ab® + b*  a* + 2a®b + 2a%b? + 2ab> + b*
_E< 16 * 48
a* +ba® + bda+0* ot + bt
a 36 LT )
! [(—3a* — 124 — 18a%b* — 12ab® — 3b") + (12a* + 244a°b + 24a°b

576
+24ab’® + 126") — 16a* — 16ba® — 16b%a — 16b" + 8a” + 8b"]

1
= (b* — 4ab® + 6a’b* — 4ab® + b*)
(b—a)
576

= K(3,00)(b— a)**i.
Combinando este resultado con (2.19)), se obtiene la desigualdad para

el caso n = 3,p = .
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2c) Sip =1, entonces ¢ = oo y asi

Is3llo = sup {|ss(z)[}

a<z<b
= méX{ sup {[s3(z)|}, sup {|83(fv)l}}
anSaTH’ %Hﬁmﬁb
_ 1 sup {(z — a)? (a+b —x)}, sup {(x—b)2 (x— CH_b)}
6 a<x<b 2 %H’Smgb 2
_1(—-a)
6 54
(b—a)’
324

= K(3,1)(b—a)’.

Sustituyendo en (2.19)), se obtiene (37)) para el caso n = 3,p = 1. De esta manera,
se tiene demostrado para el caso n = 3.

3. Si n =4, Consideremos la funcién s, : [a,b] — R dada por

w(z—a)® (z—42) sia <z <2
1

sa(x) =
Lz —b)? (z— 22) sitt <z <b.

Nétemos que, mediante la identidad (2.4), la desigualdad ([1.1)) y la Desigualdad
de Holder , se tiene que:

R (f, [, 1])] = / 54() M) () du (2.20)

b
< [ @Il @) da
< Il

donde p, ¢ € [1, 00| son nimeros conjugados. Consideremos tres subcasos.
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3a) Sil < p< oo, entonces 1 < g < ooy asi:

b
lsal = / sa(2)|* da

a+b

ath q
:/ L(x—a)‘?q (a—g%—x) dx

a

b q
1 34 2a +0b
+/az+b ﬁ(b—$> (SL’— 3 ) dx

Para la primera integral, se tiene, mediante el cambio de variable z = a +

(b’T“) t, se obtiene

a )
1 h— 4q+1 q
24q 5 ) (——t) 39 dt
O
1
T o4a

a)4q—|—1 1 3 q 5

= 1—St) 2dt

2. 288‘1(3q+1)/0 ( 4)

(b_a)4q+1 3
- Fl—q3¢+1,3¢+2°).
D aRsIBg+ 1)\ TRt

De forma analoga, mediante el cambio de variable z = b — I’_T“t en la segunda
integral, se obtiene:
a+b
1 [2 2 e 1 [t b— 4 ¢
L ey (p = Y g L Oy (24
249 |/, 244 J, 2 3
_ )4q+1 1 q
= w/ $59(1 = ét dt
288¢-2  J, 4
b—a)(3¢+1) [! 3.\
_ (b—a) " Bg+ )/ t?’q(l——t) dt
2.2884¢(3¢+1) J, 4
(b — a)tat? 3
= F—q3¢+1,3¢g+2,-).
2 a8IBg 1)\ DTS
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Luego

b
lsilly = [ It

a+b b

- / |s4(x)|qu+[l+b [s4(2)|? da

ot

2

3
—q,3q+1,3q+2,—).

2889(3q + 1) 4
de donde
1 1
(b—a)*ta 1 3)\¢
= Fl—qg,3 1.3 2. — .
54l 288 3¢ + 1 00+ 100+ 25

Finalmente, sustituyendo esta expresién en ([2.20)), se obtiene

R(F a0 < AsallglF

Oy 3\ ¢
( 28; (3q+1F(—q,3q+1,3q+2,1>> ||f(1v)||p

= K#4,p)(0—a)" | f"],.

3b) Sip =1 entonces ¢ = oo y de esta manera

Isally = llsalloo

= sup {[sa(2)[}

a<z<b
= méax{ sup {—s4(2)}, sup {—si(z)}}
a<z<ofb atb<p<p
B (b—a)t
1152

Luego, en ([2.20)), se obtiene
b
s(h o) = | [ sula)f ) da
b
< [ @I (o) do

< [lsallglLF N

= K(4,1)(b = a)"[|f"]]1.
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3c) Sip = oo, entonces g = 1 y se tiene lo siguiente
b

/|s4 |dx_—— a+(x—a)3<x—a§2b>dx
(x—b)( 2a3+b>dx

24 atb

S /T(x3—3am2—|—3a2x—a3) x — at2b dx
24/, 3
’ 2
+/ (2% — 3ba” + 3b*x — b?) (a:— a—i—b) dx
ath 3
a+b
o 9
/ [w4 — 3ax® + 3a*2* — a*x — 2® (a—; b)
a3
+az?(a + 2b) — a*x(a + 2b) + 3 —(a+ 2b)] dx

2

1

24

b 3
+ / {x‘l — 3ba® + 3b%2° — b’z — %(2@ +b) + bz*(2a + b) — b’z (2a + b)

b3
+—(2a+b)] dx]

= —2—14 [%5 — zax4 + a*z?® — g — f—;(cﬂ— 20) + %3(@—1- 20) — G
+%3(a+ 2b)x} :;b - i {%5 - 2bx4 + b2 — &;2 - %(2@—1— b)
+%3(2 +b) — g + %3(2a + b)x] zb

1 |1f/a+b\’ 3afa+b 4+2 at+b\’ a® (a+b)’
o5\ 2 1\ 2 “\ 2 2\ 2

—i<a+b)4(a+2b)+§<a7+b>3(a+2b)—%2(a;b>2(a+2b)

12\ 2
+%3(a+2b) (a—;b) —%5+2a5—a5+%5+?;(a+2b)—%4(a+2b)
+%4(a+2b)—%4(a+2b)+§—265+b5—b—;—é(%—i—b)
+§(za+b)—f(2a+b)+%4<2a+b)—é(“;b)5+3zb(“;b)4




+%(a;—b>4(2a+b)—§(a;—b>3(2a+b)+b—2(a+b)2(2a—|—b)

2 2
—b—;(2a+b) (a;b)}
= _i [55 2_0a5 + 1—12(b5 —a® + 2ab* — 2ba*) + 2 (&;b)4(b— a)
+ %(a2 — %) (a;—b)3+ <a—21-b>2 [° — a® + b*a — a®b]

+ (“;b) (%B(a +20) — %3(2a—|— b))} |

Mediante el desarrollo y simplificacion de términos, esta tltima expresion se

reduce a lo siguiente:

1 1
_%(65 _ (15 -+ 5@[)4 _ 5ba4) — %(GJE) + 3ba4 + 2b2a3 . 2b3a2 B 3ab4 _ b5)

la cual, simplificando, se obtiene

1 1
(b° — @ + 5ab* — 5ba’) — —(a® + 3ba® + 2b%a® — 2b°a® — 3ab" — b°)

720 576

1
= m[szf’ — 4a® + 20ab* — 20ba* + 5a° + 15ba* + 10b*a® — 10b*a® — 15ab*
— 5b°]

1

= —m[—lf + 5ab* — 10a%b® + 10a*b* — 5a*b + a”]
(b a)®
2880

1

= K(4,00)(b—a)""a.

Sustituyendo esta expresion en la desigualdad (2.20]), se obtiene la desigualdad
para el caso n = 4.

En resumen, la desigualdad se satisface para n = 2,3,4. Esto concluye la de-

mostracion.
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Observacion 15. Se puede definir K(1,p) como sigue:

1

g [Qqﬂﬂ} " sil<p<oo

3(g+1)
K(L,p) = % sip=1
5 S
3% s1p = 00.

De esta manera, el Teorema generaliza los resultados expuestos en [[1)],[45] v el

Teorema (@

Observacién 16. Sin =4 y p = oo, el Teorema generaliza la clasica Desigualdad

de Simpson.

Observacién 17. En [[2] se puede ver otra generalizacion de la Desigualdad de tipo

Simpson para funciones f tales que f™ es de variacién acotada sobre [a, b].

Corolario 8. [76] Seann € {2,3,4}, p,q € [1, o0] nimeros conjugados. Si f : [a,b] — R
es una funcion tal que f™~Y € ACa,b] con f™ € LP[a,b] y P = {xo,21,...,Tm} una
particion de |a,b]. Entonces el residuo Rgs(f, P, [a,b]) de la formula de Simpson satisface
lo siguiente:

m—1 %
Rs(/, P la. )] < K (n,p) | £, (Z h)
k=0

donde K(n,p) estd definida como en Y hy = Tpy1 — Tp.

Demostracion:
Por hipétesis, f es una funcién n veces diferenciable tal que f*~1) es absolutamente
continua sobre [a,b] y f™ € LP[a,b]. Por ende, para cada k = 0,1,...,m — 1, f satisface

estas premisas en [z, Tx11]. Luego, por el Teorema (37)), se tiene lo siguiente

[ rwas = 02 g sag (B 4 pan)]| < Kl e

Sumando estas desigualdades sobre £ = 0,1,...,m — 1 y junto a la desigualdad
triangular ([L.1)), la desigualdad de Hélder ((1.4)) y la propiedad de aditividad de la integral
sobre intervalos apartado iv)), se obtiene:
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b m—1

[ flodn = 3P ) g (B o) '

2
k=0

m—1 xk+1 .
< {/ x—W |:f($k)+4f <%> +f(33k+1)H|
k=0
m—1 xk+1 .
< o Tt T {f(:nk) vy (—x *j’““) ; f(xm)} ‘
k=0
m—1 Tt % )
<Y K(np) ( 7@ dx) e
k=0 / ’

< K(n,p)| /", (Zh ”q“)

Ahora bien, para el caso particular en que P es una particion equidistante, hy = bﬁ

y usando el hecho de que p, g € [1,00) son conjugados, se obtiene lo siguiente:

Corolario 9. [76] Sean € {2,3,4}, p,q € [1,00) numeros conjugados. Si f : [a,b] — R
es una funcion tal que f"V € AC[a,b] con f™ € LPla,b] y P = {20, 21,...,Tm}
una particion equidistante de [a,b]. Entonces el residuo Rs(f, P, [a,b]) de la formula de

Simpson satisface lo siguiente:

a>n+%

b—
B, P.la )] < Kn.p) £, 2=

donde K (n,p) estd definida como en (37).
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CAPITULO 3

DESIGUALDAD DE TRAPECIO EN ESPACIOS L*

En este capitulo se tratard sobre resultados y generalizaciones de la Desigualdad de
Trapecio para funciones absolutamente continuas. Como es bien sabido, para una funcién
f : [a,b] — R que admite derivadas de segundo orden en (a, b) y M > 0 una cota superior
de f, el error estimado de la Desigualdad del Trapecio viene dado por:

b 3
b b—a)’M
/ f(z)dx — (b—a) (M)‘ < ﬁ. (3.1)

- 12

Sin embargo, en los tltimos anos, varios autores han proporcionado cotas de la
Desigualdad del Trapecio para una clase mas amplia de funciones, a continuacion se
mostraran algunos ejemplos:

En el ano 2004, N. Ujevic demostré el siguiente resultado, la cual supone otra version

de la Regla del Trapecio simple antes descrita [90].

Teorema 38. Sean I C R un intervalo abierto dado y a,b € I tales que a < b. Si

f:a,b] — R es una funcion diferenciable tal que

< flt) LT para todo x € [a,b] y v, T € R
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entonces

b;a< /f ) da

También, en 1999, S. S. Dragomir demostré el siguiente resultado, el cual puede

< —(b—a)

encontrarse en [86].

Teorema 39. Sea [ : [a,b] — R wuna funcion L-lipchitziana en [a,b], entonces para

cada x € [a,b], se tiene la siguiente desigualdad

L.

©) de — [(x—a)f(a)Jr(b—a:)f(b)]’ < [}l(b_a)2+ (x_ a;b)

La constante }1 es la mejor posible. En particular considerando x =

a+b

5, se obtiene la

siguiente estimacion de la Desigualdad del Trapecio

) dz — (b— a) (M) ‘ iL(b _a). (3.2)

Por dltimo, en el ano 1999, S. S. Dragomir demostro el siguiente resultado [89]:

Teorema 40. Sea f : [a,b] — R wuna funcion de variacion acotada en |a,b], entonces
tenemos la desigualdad

b

) dz — (b— a) (M)‘ < %(b—a)\/f. (3.3)

a

La constante % es la mejor posible.

Cabe destacar que se puede hallar una generalizacién de este resultado en [87] debida
a S.S. Dragomir, P. Cerone y C.E.M. Pearce.

A lo largo de este capitulo se utilizara la siguiente notacion:

DR (f,[a,b]) denota el resto de la Regla del Trapecio simple, esto es, la siguiente
expresion:

Bo(f,a]) = [ 1) do = 5 (7la) + F0)
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)Ry (f, P,I) denota el resto de la Regla de Simpson compuesta de f correspon-

diente a la particién P = {xg, z1,...,x,} del intervalo [a, b]. Es decir, la siguiente
expresion:
b 1 n
Re(f, P 1) = / f(z)dx — B Z(ﬂ% —xi1) [f(zic) + f(7)]
@ i=1

3.1 Una generalizacion para funciones que admiten
derivadas de n-ésimo orden
El siguiente resultado puede encontrarse en [82].

Lema 3. [82] Sea f : [a,b] — R una funcion tal que f™Y € ACla,b]. Luego para todo

x € |a,b], se tiene que:

e =3 b o= 1 0@ + (1o O] L [ o0 a
(3.4)

Teorema 41. [82] Sea f : [a,b] — R una funcion tal que f™~Y es absolutamente

continua sobre |a, b, entonces

[ 0= 3 s (= 0 ) + (1) ) 0] ‘

k=0
L2 (5 — a)™ + (b — )™ si f) € L%[a, 0]
1
(n) z—a)n4 —z\na q . (n
< il [< ) 2;(5 ) “] T sif™ e [P, ] (3.5)

e

mn.
Demostracién:

Utilizando el lema (3)) y las desigualdades triangulares para integrales y sumas finitas,

se tiene que:
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1

n!

1 b
AR IROIL

1 n n
= ="l

[ rwa -3 Gl @+ ()

/%x—ﬁ#mﬁmt

IN

Aplicando la Desigualdad de Holder , se obtiene que

Iz = &)" £ @)l < [l = &) gl £ .

de esta manera

1
< il =0,
(3.6)

[ swa= S e a9 + vt

k=0

Consideremos tres casos

1. Caso p = oo: Se tiene que ¢ = 1 y asi, de la desigualdad (3.6)), se establece que:

Ej“gf>Kx—aV“ﬂ“m»+«4Vﬂ“wn

< HH(SU — )" s

Ly
= 17 Teo | — t|" dt
s (i o)
n! a T

an'Hoo (( = a)”:J i ib — ;1:)"“)

_ ||f(n)‘||OO {(1’ —a)"t 4+ (b x)”“} .

(n+1)!

2. Caso 1 < p < oo: Entonces 1 < ¢ < oo y asi, de la desigualdad (3.6]) se establece
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que

n—1

d ‘,; e
< i = 051,
_ 17, ([ te=tryrar)’
o b :
= 1 (/ (tw=oyyde+ [ ((t—@n)th)

™ [ =)t 4 (b — x)mat!
nl ng + 1 '

= )" fO(a) + (1) F O )

3. Caso p = 1: Se tiene que ¢ = o0 y asi

n—1

d _}; (k+1 il
< i = 0 a7l

= )" fO(a) + (1) F O )

LA n
= 1xsél[1fb]{|x_t| }
(n)
_ “fn ||1 (x—a)",(b—x)"}
Hf ”1(max{x —x})"

||f N [b—a a+b
nl 5 TP

|

De los casos anteriores se tiene que la desigualdad (3.6)) se satisface.

Observacion 18. Si se considera en particular n = 1,x = a,x = b se tienen, respecti-

vamente, cotas para las formulas del rectangulo derecho e izquierdo.

Si consideramos n = 1,z = “T“’ en la desigualdad , se obtiene la siguiente version

de la Desigualdad del Trapecio, la cual se establecera a continuaciéon como un corolario:
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Corolario 10. [82] Sea f : [a,b] — R una funcion absolutamente continua en |[a,b] tal

que [ € LPla,b] y q el nimero conjugado de p. Entonces

Hfl4||00 (b _ CL>2 Sif/ c LOO[CL, b]
R (f, a, b)) < { e — a)te sif' € LP[a,b].

2(g+1)9
||f2\|1 (b . a).

(3.7)

Observaciéon 19. Esta desigualdad generaliza las desigualdades Y para fun-

ciones absolutamente continuas.

De este resultado, se desprenden los siguientes corolarios

Corolario 11. Sea f : [a,b] — R una funcidn absolutamente continua en [a,b] tal que

f" € LP[a,b] y q el nimero conjugado de p. Si P = {xg,x1,...,2,} es una particion de

la, b], entonces:

( n
”f4H°° Z(xk — 2 1) si f' € L*®[a,b].
k=1
Rer(f, P,a, b)) < : " ‘
[Rer(f, P la, B)] < If le (zp — Tp_1)?™! sif" € LPla,bl.
2¢+1) \ 1
\ L2 P,
En particular, si P es una particién equidistante, esto es, para k = 1,2,...,n, 13 —
Tpo1 = b_T“, se obtiene el siguiente corolario

Corolario 12. Sea f : [a,b] — R una funcién absolutamente continua en [a,b] tal que

f' € LPla,b] y q el nimero conjugado de p. Si P = {xo,21,...,2,} €s una particion

equidistante de [a,b], entonces:

Wl —a)? sif € L>[a,b].
R (f, P, [a,b])] < Ile (h— a)'*s  sif' € LP[a,b].
2n(g+1)4
HJ;7ILI1 (b . a)'

Se puede ver otra generalizacion de la Regla del trapecio en [80)].
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3.2 Una generalizacion mediante integrales iteradas
En lo que sigue, la teorfa expuesta en esta seccién puede hallarse en [84]. A contin-
uacién se establecerda un lema que nos sera de utilidad.

Lema 4. [8]] Sea f : [a,b] — R una funcion absolutamente continua en |a,b], entonces

se satisface la siguiente identidad:

HOZIO L [ = st [ [ 1760 = £ = ) dedy

Teorema 42. [8])] Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable tal que f' es absoluta-

mente continua sobre [a,b] y f” € LP[a,b], con p € [1,00). Entonces:

f@+ ) 1 L -
()2 ()_b—a/af(t)dt‘ < m/a/af(p(xay”x_mQ v dudy

pz(b — CL)Q_% "
oDy e (39)

donde

-(/ \f”(t)\pdt);

la primera desigualdad es optima.

Demostracion:

Por el lema M obtenemos

f<“>;f(b’—bfa/abf<t>dt' _ b_a //['(x)— ()l — o>+ dudy
_ b_a //(/ F(u du)|x—y| % dudy

Ahora bien, aplicando la Desigualdad de Holder , tenemos que, para todo x,y € [a, ]

< [ du);’

1
= |z -yl Ky(z,y)

- 1
/ 1du
Yy

"(u) du
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De esta manera, mediante la desigualdad triangular para integrales (|1.8)), se tiene que

fla)+f®) 1 s
2 _b—aljﬁm4“§@tzﬁa

N

"(u) du| |z — y| dzdy

a Yy

1 b b .
< m//f(p(%y)\x—y\ * dvdy

1 ab ab 91
= ﬁ/ / Ky(x,y)|w —y| > dudy
T /°/‘(/|f’ P da) e =y dady
e 2P0 —a)t

2(b— a)? (3p—1)(4p—1)

Ul Y
- Bp-DEp-1 "

Para demostrar que la primera desigualdad es 6ptima, consideremos la funcién

f :]a,b] — R dada por f(z) = % Entonces

fl@+f) 1 _(b—a)’
‘ 2 _b—a/af(t)dt‘_ 12
y ademas

1 b b . 1
2(b—a)2/ / Kyl gl =y dedy - = W/ / v = yl#|z — y*> dady
= —Z(b—a)2/ / \:U—y\zdxdy

a)?

(b—
12

Observaciéon 20. De la desigualdad del Teorema se deduce lo siguiente

2(b—a)_5
(Bp—1)(4p—1)

De este resultado se desprenden dos corolarios.

R (f; [a, b])] <

[P
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Corolario 13. |8}/ Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable tal que [’ es absolu-
tamente continua en [a,b] y f" € LPla,b] con p € [1,00), y P = {xg,x1,...,2,} una

particion de [a,b]. Se tiene la siguiente estimacidn:

1 — 1 Tk [Tk 51
Re(f.P.[ab))| < - —/ / Ky(@,y)le — y|*+ dedy
' 2 ; <xk o xk_l)Q Tk—1 v Tk—1 g

2

1-1
n P
3p—1
- P (} (2 — 241) ) 111,

Bp—1)(p—1) \ =

donde .
Ko = ([ 1rora)

El caso en el cual P es una particién equidistante es de interés:

Corolario 14. [8]] Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable tal que f' es absoluta-

mente continua en [a,b] y f" € LP[a,b] con p € [1,00), y sea P = {xg,x1,...,2T,} una

particion equidistante de |a,b]. Entonces
31

p2<b—a) P "

Observacién 21. Dado € > 0, el minimo n. deseado a fin de obtener una cota menor

que € del error en esta Regla Trapezoidal viene dado por:

) b-ays o]
- p\/€<3p_1)<4p_1)|!f I| +1

donde [-] denota la funcidn mdzimo entero.

Otra generalizaciéon de la Desigualdad del Trapecio para funciones absolutamente

continuas puede hallarse en [81].
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3.3 Una generalizacién que involucra a la funcién Be-

ta

Por 1ltimo, se mostrara un resultado funciones que admiten segundas derivadas en

LP y la cual involucra a la funcién Beta, el cual puede encontrarse en [88].

Teorema 43. [88] Sea f : [a,b] — R wuna funcion que admite derivadas de segundo

orden y tal que f" € LP[a,b], p > 1. Entonces:

Qe

Be(f.[a,0)] < 517 (Bla+ Lg +1)5 (6~ a)?*s (3.10)

siendo p,q > 1 conjugados y B es la funcion Beta.

Demostracién:

Mediante la integracion por partes se establece que
b b
[@-at-0f @i = (@-ap-ar@)k- [ @+ - 20 d
b
— [ @riif @
b
— o @+ Olf@h-2 [ fo)da
o
— G-+ f0) -2 [ fa)da
para lo cual se obtiene la identidad

y de aqui se deduce la desigualdad

/ab fla)dz = (b~ a) (M) ’ = % /ab(m —a)(b—a)|f"(x)|dz  (3.11)

Ahora bien, aplicando la Desigualdad de Hélder y el cambio de variables z =
bt + (1 —t)a,con t € [0, 1], se obtiene
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([w-aro- x>qu); 171
(0-apm [ (1 - t)th); 11,

(b ap ( [ - t>th>q Tan

(Blg+1,q+1))5(b—a)* 5| f"||,.

1 ’ 1"
3 | Eap-alr@la <

N~ N~ DN | — N —

Demostrando asi la desigualdad ({3.10)).
|

Corolario 15. [88/ Sea f : [a,b] — R wuna funcion que admite derivadas de segundo
orden tal que f" € LPla,b], p > 1. Si P = {xg,x1,...,2,} es una particion de |a,b],

entonces

1

(Blg+1,q+ 1) (Z(xm - xk)2q+1> q 1 llp- (3.12)

k=1

|£RT(f7P7I)| S

N[ —

Demostracion:
Aplicando la desigualdad (3.10]) a cada subintervalo [zy_1,zg], con k =1,2,... n, la
Desigualdad Triangular (1.1]) y la Desigualdad Discreta de Holder (1.4)), se tiene:

b n
[ a5 3w + foe)) e - )

Z [ / f)d— (f(wk) +2f<:ck+1>> et — m] ‘

M e [CHEES

<
- 2
k=1
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Corolario 16. [8§/ Sea f : [a,b] — R wuna funcion que admite derivadas de segundo
orden tal que f" € LPla,b], p > 1. Si P = {xg,x1,...,2,} es una particion equidistante

de [a, b, entonces

1 1 1
9Re(/, Pl )| < 5 5(Bla+1q+ D)3 = a)* 2L,
Demostracion:
Dado que P es una particion equidistante, xz, — zp_1 = b_T“ para k =

1,2,...,n.Aplicando la desigualdad dada en el corolario , se tiene que

n

| [ @t = 3 305 + e - o)

k=1

1
q

< S(Bla+ La+ D3], (Zm - >>

k=1
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1 ) n b—a 2q+1 %
— Z(B(g+1,q+ 1)) f" L
L(Bla+ 1.+ 1)} s ”p<k ()

(Bla-+La+ D) (o u)

[\:JI»— [\DI»—*

nq

(Bla+1a+ 1)), (ﬁ)

1 1 1
= o (Blat La+ D)) (b — .

Observacion 22. Dado € > 0, el minimo n. deseado a fin de obtener un error menor

que € en esta Regla del Trapecio viene dada por:

\/1 (Blg+1,q+ 1)1 (b —a)* 3| f]],

ne. =
2e

donde [-] denota la funcidn mdzimo entero.

Observacion 23. Se conjetura que se satisface la siguiente desigualdad:

VBl L0+ 0)i0 - < p\/ S ey

para 1 < p < 0o. De esta manera, la estimacion del error en la Desigualdad del Trapecio

dada en el Teorema es mejor que la correspondiente en el Teorema .

11l

3.4 Aplicaciones a Medias Especiales

Los resultados de este capitulo se pueden utilizar a fin de obtener algunas desigual-
dades que involucran a las medias mencionadas en el capitulo anterior. A continuacién
se mostraran algunas de ellas. En todos los casos siguientes, se consideraran a,b € R con

0<a<byp,q€ (1,00) nimeros conjugados:
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1. Sea f : ]a,b] — R, con f(z) = 2°, s € R, s # 0, 1. Entonces:

I I
a) b_a/f(x)dx:b_a/:csdx

1 bs—i—l_as-i-l
_b—a{ s+1 }

= (Ss(a,0))".

fl@) + f0) ottt

— A S S.
) A )

¢) Considerando p > 1, tenemos que

1
b »
17l = Islls = 1llla*~[l, = Islls — 1 </ da:)
a

ol 1 pps—20+1 _ qps—2p+17 5 ol " >; pps—20+1 _ qps—2p+1 13
= |s||s — = |s||s — —a)r
ps—2p+1 (b—a)(ps—2p+1)
1 e
= [sl|s = 1|(b — a)» S5 .2, (a, b).

En virtud del Teorema (3.9)), se tiene:

slls — 120 — a)? ..,
Bp—)p—1) 2P

Ademas, de acuerdo al Teorema (3.10), se tiene

|A(a’su bs) - S;(a’ab)| <

|slls = 1}(b — a)?
2

[A(a” %) = Sp(a.b)| < (Blg+1.q+1)155.)(a.b)

2. Sea f : [a,b] — R (0 < a <b), f(z) = 1, entonces:
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2
SIS

p

b 1
=2 (/ z %P dx)
b3l _ g -3pHlN 7

=2

< —3p+1 >

30+l _ =3+l \ =5

((—31? +1)(b— a)>
=2(b— a)» (S_sp(a, b))%,

Asi, por el Teorema (3.9)), obtenemos:

-3

D=

=2(b—a)

1 ‘ 2p2(b v a)2 (5*317(@7 b>>73-

1
y de acuerdo al Teorema ((3.10)), obtenemos:
1 1

'H(a, b)  L(a,b) ’ < (b—a)*(B(g+1,q+1))+(S-3,(a,b))™".

3. Sea f :[a,b) — R (0 < a < b), dada por f(x) = In(x), asi

a) bia/abf(x)dx = bia/abln(x)dw

b(In(b) — 1) — a(In(a) — 1)
b—a
bln(b) — aln(a)

= —1
b—a

_ ) ~In(a) ( 1 )

b—a e

- (1H))

= In(I(a,b)).
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b) 2 N 2
= In(Vab)
— n(G(a,b))
o 0= |5 = ([ )’

= (b—a)?(S_2(a,b)) ™.
Aplicando los Teoremas (3.9)) y (3.10)) se obtienen, respectivamente, las siguientes

desigualdades

p*(b—a)’
(Bp—1)(4p—1)

[In(I(a,)) = W(Ga, )] < (b~ aP(Bla+1,q+1)H(Ssy(a,) >

| In((a, b)) = In(G(a, b)) < (S—2p(a, b))

110



BIBLIOGRAFIA

1]

M. G. URENA,Los dos mdximos sistemas del mundo: Las matemdticas del viejo y

el nuevo mundo,Primera edicién, Quito, Ecuador: Ediciones ABYA-YALA,(2004).
F. M. CLARKE, Thomas Simpson and his times. New York, 1929.

JULIA D., BRUNO y M. M. GUILLEUMAS, Andlisis matemdtico de una variable.

Primera edicién, Universitat de Barcelona, Espana,(2008).

B. T., GEORGE y M. D. FINNEY, Cdlculo: Una variable. Undécima ediciéon, México:

Editorial Adison Wesley Longman, 1998.

G. J., FERNANDEZ; A. GARCIiA,P. MARTIN[et. al], Fundamentos de las
matemdticas: Teoria y problemas. Primera edicién, Madrid: Editorial Delta Pub-

licaciones, 2006.

S. L. Savras; E. HiLLE y G. J. ETGEN, Calculus: una y varias variables. Cuarta

edicién, Barcelona, Espana: Editorial Reverte, 2007.

A. ENGLER,D. MULLER, S. VRANCKEN y M. HECKLEIN, El Cdlculo diferencial.

Primera edicién, Universidad Nacional del Litoral, Santa Fe, Argentina, ediciones

UNL, 1973.

111



8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

H. MENDEZ, Cdlculo diferencial. 3ra reimpresién, primera edicién, San Jose, Costa

Rica: Editorial EUNED, 2003.

A. Ruiz y H. BARRANTES, FElementos de cdlculo diferencial: Historia y ejercicios
resueltos. Primera edicién, Ciudad Universitaria, Universidad de Costa Rica: Edito-

rial Universidad de Costa Rica, 1997.

B. KoLmaAN y D.R. HILL, Algebm lineal, Octava edicién, México: Editorial Pearson

Educacion, 2006. José Manuel Casteleiro,Rafael Paniagua

J.M. CASTELEIRO y R.P. GOMEZ , Cdlculo Integral, Octava edicién, Pozuelo de

Alarcén, Madrid, Espana: Editorial ESIC, 2006.

M.A. PENADES; B.R. SALA y A.V. MELO, Fundamentos matemdticos I, Dpto. de

matematica aplicada, Valencia, Espana: Editorial UPV, 2006.

J. CERDA, Analisis Real, Universitat de Barcelona, Barcelona, Espa'na: Col-

lecciéo UB, 1996.

S.S DRAGOMIR,R.P. AGARWAL y P. CERONE, Inequalities of Ostrowski Griiss-type

and applications, Applicationes Mathematicae, Vol 29,4 (2002), pp 465-479.

E.B. JARAUTA, Andlisis Matemdatico de Una Variable: Fundamentos y Aplicaciones,

Universitat Politécnica de Catalunya, Barcelona, Espana: Ediciones UPC, 2000.

H. BARRANTES, Cdlculo Integral en una variable,1ra edicién, Universidad Estatal

a Distancia, San Jose, Costa Rica: Editorial EUNED, 1997.

P.T. MORATALLA, De la nocion de drea a su definicion, 1ra edicion, Universidad
de Castilla-La Mancha, Castilla-La Mancha, Espana: Coleccién Ciencia y Técnica,

1993.

E.L. ESCARDO, Principios de Andlisis Matemadtico, Barcelona, Espana: Editorial

Reverté S.A., 1991.

112



[19]

28]

[29]

FraNcO N. MANUEL; GONZALEZ M. FRANCISCO y MOLINA L. ROQUE, Lecciones
de cdlculo infinitesimal I[pp. 164], cuarta edicién, Secretariado de publicaciones,

Universidad de Murcia, Murcia, Espana, 1994.

E.J. PURCELL; D. VARBERG y S.E. RIGDON, Cidlculo, octava edicion, Edo. de

México, México: Editorial Pearson Educacion, 2001.

SPIVAK MICHAEL, Cadlculus: Cdlculo infinitesimal, segunda edicién, Barcelona, Es-

pana: Editorial Reverté S.A., 1992.

AprosTOL TowMm, Andlisis Matemdtico, segunda edicién, Barcelona, Espana: Editorial

Reverté S.A., 1976.

S.S. DRAGOMIR, R.P. AGARWAL y P. CERONE, On Simpson’s inequality and ap-

plications,Tamkang Journal of Mathematics,Vol: 30 (1999),pp. 53-58.

H. M. ProTTER y C. B. MORREY, A First Course in Real Analysis, segunda

edicién, Undergraduate Text in Mathemactics: Editorial Springer, 1991.

H.L. ROoYDEN y P.M. FITZPATRICK, Real Analysis, cuarta ediciéon, New York, Unit-

ed States: Editorial Pearson Education, Inc.(Publicado como Prentice Hall),2010.

CARRACEDO M. CELSO y ALIX SANZ A. MIGUEL, Andlisis de una variable real,

Barcelona, Espana: Editorial Reverté, 1992.

M.K. VAMANAMURTHY y M. VUORINEN, Inequalities for means. Journal of Math-

ematics Analysis and Applications. Vol:183 (1992).

J. ApPELL, J. BANAS y N. MERENTES Bounded variation and around. Mathematics

Subject Classification 2010: Editorial Walter De Gruyter, (2013).

A.R. CAMACHO(2009) El Cdlculo diferencial. Primera edicién, Universidad Na-

cional del Litoral, Madrid, México, ediciones Diaz de Santos.

113



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

AposToL ToM y FrRaNcisco VELEZ CANTARELL(2009) Calculus I. Primera edi-

cion. Vol:1, Barcelona, Espana, Editorial Reverté.

C. BETZ (1992) Introduccion a la Teoria de la Medida e Integracion, Universidad

Central de Venezuela, Facultad de Ciencias.U.C.V.

ILEANA IRIBARREN, Introduccion a la Teoria de la Medida, Universidad Central de

Venezuela, Facultad de Ciencias, U.C.V.(2006)

ROBERT G. BARTLE A Modern Theory of Integration. Volumen 32, American Math-

ematical of Society, Editorial Board (2001)

R. L. WHEEDEN y A. ZYGMUND Measure and Integral: An Introduction to Real

Analysis,Madison Avenue, New York, United States: Editorial Marcel Dekker,(1977).

RALPH HENSTOCK, Lectures on the Theory of Integration, primera edicion, Box

128, Farrell Road, Singapore Data: World Cientifics Publishing, 1988.

J. PECARIC y S. VAROSANEC, A note on Simpson’s inequality for functions of

bounded variation, Tamkang Journal of Mathematics. Vol:31, N° 3, Autumn (2000).

H.B.NORMAN y S.A. JOSEPH, Real Analysis, New York, United States; Editorial
Dovers Publications Inc. 1991.

A. HALD, A History of Probability and Statistics and their applications before
1750, Hoboken, New Jersey, United States of America: Editorial A John Wiley and
Sons, Inc. 2003.

R. KRESS, Numérical Andlysis, New York, editorial Springer- Verlag, 1998.

D.J. PuiLrips y R.PHILLIP, Methods of numerical integration,segunda edicion, Mi-

neola, New York: editorial Dovers Publications, Inc. 1984.

S.S. DRAGOMIR, On Simpson’s quadrature formula for lipschitzian mappings and

applications, Soochow Journal of Mathematics. Vol:25 (April 2000), pp 175-180.

114



[42]

[43]

[55]

[50]

[51]

J. PECARIC y S VAROSANEC, A note on Simpson’s inequality for functions of bound-

ed variation, Tamkang Journal of Mathematics. Vol:31, N° 3, Autumn (2000).

S.S.DRAGOMIR, R.P. AGARWAL y P. CERONE, On Simpson’s inequality and ap-

plications, Mathematics Subject Classifications, April 1999.

NENAD UJEVIC, Two sharp inequalities of Simpson type and applications, Georgian

Mathematical Journal. Vol:11 (2004), N° 1, pp 187-194.

S.S. DRAGOMIR, On Simpson Quadrature Formula for differenciable mappings
whose derivatives belong in LP spaces and applications, Mathematics Subject Clas-

sifications, Diciembre (1998).

B.C. CARLSON, Algorithms Involving Arithmetic and Geometric Means, The Amer-

ican Mathematical Monthly. Vol:78, Nro 5 (Mayo 1971), pp 496-595.

D.S. MitriNovic, P.S. BULLEN y P.M. VAsic, Means and their inequalities,
D.Reidel Publishing Company,1998.

A. O. PITTENGER, The logarithmic mean in n variables, The American Mathemat-

ical Monthly. Vol:92, N° 2 (Febrero, 1985),pp 99-104.

E. NEWMAN, A weigthed logarithmic mean, Journal of Mathematical Analysis and

Applications. Vol:188, Issue 3 (Diciembre 1994),pp 885-900.

E NEWMAN, Stolarsky mean of several variables, Journal of Inequalities in Pure and

Applied Mathematics. Vol:6 (2005), Issue 2, Art:30.

M.O. HAsSNA y M.S. ALOUINI, Harmonic Mean and end-to-end perfomance of
transmission systems with relays, IEEE Transactions on Communications. Vol:52,

Issue 1, (Enero 2004), pp 130-135.

E.T. ANGus, Introduction to functional analysis, primera edicién,New york, United

States of América. Editorial John Wiley and Sons Inc, 1958.

115



[52]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

V. GERDT, W. KOoEPF, W.M. SEILER y E.V. VOrROZHTSOV, Computer Algebra in
Scientific Computing: 17th International workshop,Aatchen, Germany (September
14-18, 2015): Editorial Springer- Verlag.(serie: Lecture notes in Computer Science)

OMRAN KOUBA , New bounds of the identric mean of two arguments,Journal of

Inequalities in Pure and Applied Mathematics. Vol:9 (2008). Issue 3. Art: 71, pp 6.

ZHIENG HANG YANG, New sharp bounds for logarithmic mean and identric mean,

Journal of Inequalities and Applications (2013) 2013:116.

J. SANDOR, On the identric and logarithmic means, Aequationes mathematicae.

Vol:40 (1990). Issue 2-3, pp 261-270 2013:116.

KENDALL C. RICHARDS y HILARI C. TIEDEMAN, A note on weigthed identric and

logarithmic mean, Journal of Inequalities in Pure and Applied Mathematics. Vol:7

(2006). Issue 5. Art:157, pp 261-270.

E.A. VoLkov, Numerical methods, primera edicién, Moscow, Russia: Editorial Mir

Publishers 1986.

F.A. MEDVEDEV, Scenes from a the History of Real Functions,Basel Suiza: Editorial

Springer, 1991 (Serie Science Network Historical Studies).

N. BOURBAKI, Eléments dhistorie des mathématiques,Basel Suiza: Editorial Elsevier

Masson, 1984.

N.L. CAROTHERS Real analysis The Pitt Building, Trumpington Street, Cambridge,
UK: Editorial Cambridge University Press 2000.

E. CONFALONIERI AN ESSAY ON TH MATHEMATICAL METHODS OF THE-
ORY OF GENERAL RELATIVITY The Pitt Building, Trumpington Street, Cam-
bridge, UK: Editorial Cambridge University Press 2000.

116



[62]

[66]

[70]

W.F. PFEFFER Derivation and Integration The Pitt Building, Trumpington Street,
Cambridge, UK: Editorial Cambridge University Press (Cambridge Tracts in Math-
ematics) 2001.

V.I. BoGACHEV Measure Theory Volume I, Berlin, Heidelberg: Editorial Springer
Verlag, 2007.

N. BOURBAKI Integration I: Chapters 1-6 Berlin, Heidelberg: Editorial Springer,
Treatise of Eléments de mathématique, 2004.

J.J. BENEDETTO vy W. CzAJA, Integration and Modern Analysis First editién,
Boston, Massachussets USA: Editorial Springer Verlag,(Birkhduser Advanced Text
Basler Lehrbiicher), 2004.

S. Simic, An Extension of Stolarsky Means to the Multivariable Case, International

Journal of Mathematics and Mathematical Sciences. (2009).Article ID 432857, 14

pp.

M. RAISSOULI y J. SANDOR, On a method of construction of new means with

applications, Journal of Inequalities and Applications. (2013).

T. ANDO, On the Arithmetic-Geometric-Harmonic-Mean Inequalities for Positive

Definite Matrices, Linear algebra and its Applications, 1983, Vol. 52, pp. 31-37.

E NEWMAN y J. SANDOR, On certain means of two arguments and their extensions,
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, 2003, Vol. 2003,
No 16, pp. 981-993.

S.S. DRAGOMIR,R.P. AGARWAL y P. CERONE, On Simpson’s quadrature formula

for mappings of bounded variation and applications,Journal of Inequalities applica-

tions, Vol 5 N°6 (2000),pp. 533-579.

E.T. CoPSON, An introduction of a theory of functions of a complex variable, Oxford

University Press, 1935.

117



[72]

[73]

[74]

[75]

[79]

[80]

[31]

S.T. KrRANTZ,Handbook of Complex Variables, Springer Science and Business Me-

dia, 1999.

M. ABRAMOVITZ, I.A. STEGUN, Handbook of Mathematical Functions with For-

mulas, Graphs, and Mathematical Tables,New York, Dovers Publications,1964.

W.H. PRESS,S.A. TEUKOLSKY,textscW.T. Vetterling, textscB.P. Flannery Numer-
ical Recipes: The art of Scientific Computing, 3ra edicion, New York, Cambridge
University Press, 2007.

J.A. CasTiLLO PEREZ,C. JIMENEZ RUIZ,Algunas representaciones simples de la
funcién hipergeométrica generalizada 2Ry (a, b, ¢, t, z),Ingenierfa y ciencia, Vol: 2 No.

4, septiembre 2006, pp. 75-94.

J. PECARIC,S. VAROSANEC,Simpson’s formula for functions whose derivatives be-

long to LP spaces, Applied Mathematics Letters Vol: 14, 2001,pp. 131-135.

A. ERDERLYI, W.MAGNUS,textscF.G. Tricomi, Higher transcendental functions,

Bateman Manuscript Project, Mc Graw Hill Book Company,Vol. 1, 1953.

I. FEDOTOV, S.S. DRAGOMIR, An inequality of ostrowski type and applications for
Sitmpson’s rule and special means, RGMIA Research Report Collection, Vol. 2, N°
1, 1999.

N. Usevic, Inequalities of Ostrowski-Gruss type and applications,Applicationes
Mathematicae 29,4 (2002),pp. 465-479.

M. NIEZGODA, A new inequality of Ostrowski-Gruss type and applications to
some numerical quadrature rules, Computers and Mathematics with applications

58 (2009),pp. 589-596.

B.G. PAacH PATTE,On Chebyshev-Gruss type inequalities via Pecaric’s Extension of

the Montgomery identity, Journal of Inequalities in Pure and Applied Mathematics,
Vol: 7, N° 1, Art 11, 2006.

118



[82]

[85]

[36]

[87]

[38]

[89]

[90]

P. CERONE,S.S.DRAGOMIR,J. ROUMELIOTIS v J.SUNDE,A new generalization of

the trapezoid formula for n-time differentiable mappings and applications DEMON-
STRATIO MATHEMATICA-POLITECHNIKA WARSZAWSKA 33,4 (2000),pp.
719-736.

D.S. MitriNnovic, J.E. PECARIC y A.M. FINK, Classical and new inequalities in

analysis, Kluwer Academic Publishers, 1993.

S.S.DRAGOMIR,S. MABIZELA,Some error estimates in the trapezoidal quadrature

rule, Tamsui Oxford Journal of mathematical Sciences, 16, 2 (2000), pp. 259-272.

AGARWAL R.P. y S.S. DRAGOMIR, An application of Hayashi’s inequality for dif-
ferentiable functions, Computers & Mathematics with applications, 32,6 (1996), pp.
95-99.

S.S. DRAGOMIR, On the trapezoid quadrature formula for lipchitzian mappings and

applications, Tamkang Journal of mathematics 30, (1999), pp.133-138.

S.S. DRAGOMIR,P. CERONE y C.E.M. PEARCE, Generalizations of the trapezoid

inequality for mappings of bounded variation and applications, Turkish J. of Math
24,2 (2000),pp. 147-163.

S.S. DRAGOMIR, P.CERONE y A. SOFO, Some Remarks On The Trapezoid Rule in
Numerical Integration, Department of Computer and Mathematical Sciences, Vic-

toria University of Technology, Melbourne, Australia: 1999.

S.S. DRAGOMIR,On the trapezoid formula for mappings of bounded variation and

applications (1999) (submitted).

N. UJEVIC, A generalization of Ostrowski?s inequality and applications in numerical

integration, Applied Mathematics Letters, Vol:17, N°2,(2004).

119



	Resumen
	Introducción
	Preliminares
	Continuidad y Diferenciabilidad
	Integración
	Integración Numérica
	Regla del Trapecio
	Regla de Simpson

	Espacios Lp
	Funciones de Variación Acotada
	Funciones Absolutamente Continuas

	Desigualdad de Simpson en espacios Lp
	Desigualdad de Simpson en términos de la p-norma
	Aplicaciones a medias especiales
	Generalizaciones

	Desigualdad de Trapecio en espacios Lp
	Una generalización para funciones que admiten derivadas de n-ésimo orden
	Una generalización mediante integrales iteradas
	Una generalización que involucra a la función Beta
	Aplicaciones a Medias Especiales

	Biliografía

