UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

FUNCIONES FUERTEMENTE CONVEXAS DE
ORDEN SUPERIOR

Autor: Br. Oscar Silva
Tutor: Dr. Angel Padilla

Trabajo Especial de Grado presenta-
do ante la ilustre Universidad Central
de Venezuela para optar al titulo de
Licenciado en Matematica

Caracas, Venezuela
Diciembre 2017



Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de Venezuela como
integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Grado titulado “Funciones
Fuertemente Convexas de Orden Superior . presentado por el Br. Oscar Yohany
Silva Colmenares, titular de la Cédula de Identidad 16.283.767, certificamos que este
trabajo cumple con los requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios para optar

al titulo de Licenciado en Matematica. .

Angel Padilla
Tutor

_Fomas Breza|

Ramdn Bruzusal
Jurado

(ot Grnclen

Carlos Gonzalez
Jurado




iii

Agradecimientos

Primeramente a Dios todopoderoso por colocar en mi camino a todas las personas que
pudieron ayudarme en la culminacion de esta gran meta.

A mi madre y abuela por todo su carino y apoyo incondicional que me dieron desde el
comienzo hasta la finalizacion de la licenciatura.

Al profesor Angel Padilla por su invaluable amistad, por su ayuda para continuar y
finalizar mis estudios.

A mi novia por todo su apoyo y amor. jGracias mi bella!

A la Universidad Central de Venezuela por brindarme la oportunidad de realizar mis

estudios.



Indice general

[Resumenl
[ntroduccionl

[Capitulo 1.  Preliminares|
TS . ¢ T7adad

[Capitulo 2. Interpolacion Polinomiall

[1. Polinomio Interpolador de Lagrange|

P eodo e N c DT —Dididad

[Capitulo 3. Funciones Fuertemente Convexas de Orden Superior|

(1. Funciones Convexas de Orden Superior|

iv

17

23
23
26

33
33
42
45

47



Resumen

T.Popoviciu introduce el concepto de funcién n-convexa, a través de las diferencias divi-
didas de Newton.

P.S. Bullen demuestra que una funcién f definida en un intervalo a valores reales es
n-convexa si y sélo si para cada n+ 1 puntos de I, el grafico de f se alterna por arriba y por
abajo del grafico del tinico polinomio de grado n que pasa por esos puntos.

Las funciones 0-convexas son las funciones no negativas, las funciones 1-convexas son las
funciones crecientes y las funciones 2-convexas son las funciones convexas.

Ademas, se tiene que las funciones fuertemente convexas de orden 2 con mddulo ¢ son
las funciones fuertemente convexas con modulo c.

El objetivo principal de este Trabajo Especial de Grado consiste en utilizar la defini-
cién dada por Popoviciu para generalizar algunos resultados de las funciones convexas y las

funciones fuertemente convexas.

Palabras Claves: Funciones convexas, funciones fuertemente convexas, funciones Jensen

convexas, diferencias divididas de Newton, funciones n—convexas.



Introducciéon

La nocién de convexidad se remonta a la época de Arquimedes (cerca de 250 A.C.) en
conexién con la famosa estimacion de 7 usando poligonos regulares inscritos y circunscritos en
una circunferencia, notando que el perimetro de una figura covexa es menor que el perimetro
de cualquier otra figura que lo rodea.

La teoria de convexidad o conjunto convexo tiene diversas aplicaciones en el estudio de
las matemaéticas, tanto a nivel tedrico como practico. Por ejemplo, en el analisis funcional,
geometria convexa, andlisis convexo, optimizacién, programacion lineal, teoria de control,
entre otras ramas.

Matematicos como Jensen, Hadamard, Polyak, entre otros, introdujeron la definicién

analitica de una funcién convexa de la siguiente manera:

Dado I C R un intervalo, una funcién f : I — R es llamada convexa cuando

fltr 4+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 -1)f(y)
para todo x,y € [ y t € [0, 1].

Geométricamente la definicion anterior asegura que una funcién f : I — R es convexa
en el intervalo I, si el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera (z, f(x)) vy (v, f(y))
del grafico de f, estd por encima de la gréfica de la funcién f en el intervalo [z, y].

A lo largo del tiempo surgieron algunos problemas matematicos que han motivado a
dar nuevos conceptos de convexidad en otros conjuntos, que generalizan la definicién dada
anteriormente; como por ejemplo la nocién de funcién fuertemente convexa introducida en
1966 por el ruso Teodorovich Polyak [[20]]; quien las utilizé para demostrar la convergencia
de un algoritmo de tipo gradiente para minimizar una funcion.

Las funciones fuertemente convexas juegan un papel importante en la teoria de la opti-

mizacién y en el desarrollo de la matematica en la economia.
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La definicion dada por Polyak es la siguiente:
Dados I C R un intervalo, f : I — R es una funcién y ¢ una constante positiva, se dice

que f es fuertemente convexa con médulo ¢ cuando

fltz+ (1 =t)y) < tf(z) + (1= t)f(y) —ct(l —t)(z —y)*,

para todo z,y € [ y t € [0, 1].

T.Popoviciu introduce el concepto de funcién n-convexa, a través de las diferencias divi-
didas de Newton, como sigue a continuacion:

Dados I C R, un intervalo, n € N y cualquier coleccién de puntos distintos xq, ..., x, € I,
se definen las diferencias divididas de Newton de orden 0,1 y n respectivamente, como

flzo] :== f(z0), Orden 0
f(@1) = (o)

flxo, 1] = —————, Orden 1
Ty — T2
f[l'(), o 71:”] — f[wla ce ,I’n] — f[:UO, oo 73:71—1]’ Orden 7.
Tn — X

Una funcién f: I — R es llamada convexa de orden n (o n-convexa) si

f[l'o, e 7xn+1] > 07

para cualquier coleccion de puntos xg < x1 < ... < T, en [.
Ademas, si ¢ es una constante positiva, podemos decir que una funcién f : I — R
es fuertemente convera de orden n con mddulo ¢ (6 fuertemente n-convera con mddulo c)

cuando

f[‘r()?“'axn-i-l} Z C,

para cualquier coleccion de puntos xg < 1 < ... < Tpiq en [.

P.S. Bullen demuestra que una funcién f : I — R es n-convexa si y sélo si para cada n+1
puntos de I, el grafico de f se alterna por arriba y por abajo del grafico del inico polinomio
de grado n que pasa por esos puntos, siendo esto reflejado en el Capitulo 2 mediante la
formula de de diferencias divididas de Newton.

Utilizando la definicion de diferencias divididas, se obtiene que si f : I — R, entonces

(1) f[x] > 0 para todo x € I siy sélo si f es no negativa en 1.
(2) flx,y] > 0 para todo x,y puntos distintos de I si y sélo si f es creciente en .

(3)flx,y, 2] > 0 para todo z,y, z puntos distintos de I si y sélo si f es convexa en I.
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De acuerdo a lo anterior, las funciones 0-convexas son las funciones no negativas, las
funciones 1-convexas son las funciones crecientes y las funciones 2-convexas son las funciones
convexas.

Ademas, se tiene que las funciones fuertemente convexas de orden 2 con médulo ¢ son
las funciones fuertemente convexas con modulo c.

El objetivo principal de este Trabajo Especial de Grado consiste en utilizar la defini-
ciéon dada por Popoviciu para generalizar algunos resultados de las funciones convexas y las
funciones fuertemente convexas.

En el Capitulo 1 se estudiardn algunas propiedades de la convexidad asi como de las
funciones fuertemente convexas con modulo c¢. También se dardan algunas propiedades de las
funciones Jensen convexas.

En el Capitulo 2 se estudiardn las diferencias divididas de Newton, el polinomio interpo-
lador de Lagrange y aproximacion por polinomio de Taylor, para poder establecer la conexién
y propiedades que existen entre las funciones n-convexas de orden superior.

En el Capitulo 3 se daran algunas caracterizaciones que existen entre las funciones fuerte-
mente n-convexas con modulo ¢ y las funciones fuertemente Jensen n-convexas con moédulo
c. También se desarrollara el concepto de convexidad generalizada de orden superior en el
conjunto F, ., que se define como un conjunto de polinomios de grado n con coeficiente de

mayor grado c.



Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo se daran agunas definiciones y algunos resultados refente a las funciones

convexas, lo cual servira de base en el desarrollo de este Trabajo Especial de Grado.

1. Funciones Convexas

Definicién 1.1. Sea I C R un intervalo y f : I — R una funcién. Se dice que f es una

funcién convezxa si satisface

(1.1) flte + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)

para todo x,y € [ y t € [0, 1].

Si la desigualdad es en sentido contrario se dice que la funcién f es céncava.

Graficamente, es sencillo ver que f es convexa si y sélo si para todo u,v € I,u < v, la
grafica de f en el intervalo [u, v] esta por debajo del segmento que une (u, f(u)) con (v, f(v)).
Esto es,

fw) = f(u)

V—Uu

fz) < (z —u) + f(u),

para todo u,v € I, con u < vy x € [u,v].

FiGcura 1.1.
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Consecuentemente, las funciones convexas estan acotadas en cualquier subintervalo com-
pacto por funciones afines. Asi, si una funcién es a la vez céncava y convexa entonces es

afin.

Proposiciéon 1.2 (ver [23]). Si f : [a,0] — R es una funcion conveza, entonces f es

acotada en [a,b].

DEMOSTRACION.

Sea f :[a,b] — R una funcién convexa.

Probemos primero que f es acotada superiormente.
Sean M =max{f(a), f(b)}, v z € [a,b].

Existe A € [0,1] tal que z = Aa + (1 — A)b.

Como f es convexa, se tiene que:
f(z) < Af(a) + (X=X f(b) < AM + (1 = MM = M,

luego f es acotada superiormente en |a, b].
Por otro lado, f es acotada inferiormente, pues, si escribiendo un punto arbitrario del

intervalo [a, b, de la forma (a + b)/2 + ¢ para t > 0 seleccionado adecuadamente y notando

que
a-+b
1(%57) =
/

IN

se reescribe

f(a;_b—i—t) S of <a—2|—b> —f(a;_b—t),

como f es acotada superiormente

entonces

f(a;bﬂ) zzf(a;b) —M=m

y por lo tanto f es acotada inferiormente.
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Observaciéon 1.3. La hipotesis de que la funcién convexa esté definida en un intervalo

cerrado y acotado es necesaria para que la funcion sea acotada.

Ejemplos 1.4. Las funciones f : [0, 7) — R definida por f(z) = tan(z) y
g :10,00) — R definida por g(z) = €”, son convexas, sin embargo no son acotadas superi-

ormente.

tag (x) e*

Y
Y

FiGcura 1.2.

Observaciéon 1.5. También se puede notar que una funcion convexa definida en un intervalo

cerrado y acotado no necesariamente es continua.
Ejemplos 1.6. Considerese la funcién g : [-1,1] — R definida por

€Tr) =
9(@) 2 siz=1

{ r? size|-1,1)

Esta funcién es convexa, sin embargo es discontinua en z = 1.

Definicién 1.7. Sea I C R un intervalo, se dice que una funcién f : I — R es Lipschitz

en I, si para todo x,y € I existe una constante K tal que
[f(z) = f(y)l < K|z —yl.

La constante K se demomina constante de Lipschitzidad.
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Definicién 1.8. Sean [a,b] C Ry f : [a,b] — R, f es absolutamente continua en [a, b]
si para cada € > 0, existe § > 0 tal que para cualquier coleccién {(a;, b;)}* , de intervalos

disjuntos de [a, b] se tiene que si

n
Z |bl — Cli| < (5,
i=1
entonces

n

N IF0) — fla)] <e.

i=1
A continuacion se demostrard que toda funcién convexa f : I — R es Lipschitz en

cualquier intervalo [a,b] contenido en I°, donde I° denota el enterior de I.

Proposicién 1.9 (ver [23]). Sean I C R y f : I — R una funcion. Si f es convera
entonces [ es Lipschitz en [a,b], para todo [a,b] contenido en I°. Consecuentemente, f es

continua en I° y absolutamente continua en [a,b] para todo [a,b] C I°.

DEMOSTRACION.
Sean a, b € R tales que [a,0] C I°y v >0 talesquea—~v,b+~v € I.

Considérese

m=1inf {f(z):x € [a—~,b+7]}

y
M =sup {f(z) :z €a—~,b+7]}
Sean x,y € [a,b] tales que = # y.
Si se toma
~
1.2 z=19y+ Yy —x),
(1.2 =)

como y € [a, b] se tiene que z € [a —7,b+ 7] y ademés

oy =2 v
y_ yA xZ.
Y+ly—z  y+ly—=z
y

Sea A= Y= Claramente A€ (0,1) y1 - A= — 1
v+ ly — 2l

v+ ly — x| '
Como f es convexa, se obtiene que
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fly)=FAz+ (1 =Nz) < Af(z)+ (1= A)f(2)

—_—~ o~

= M(z) = Af(2) + f(2)
= M/f(z) = f(2)) + f(z)
entonces
(13 £l) — £le) <A —m) < L0 —m) = K]y —af

v

si en cambiamos y por x y x por ¥y, se obtendra que

(1.4) fly) = fla) < Kly — |
de [1.3]y [L.4] se tiene que

|f(y) = f(2)| < K|y —zl.

Lo que implica que f es Lipschitz.

Seane >0y {(az, b;)}1_, una coleccién de intervalos disjuntos en [a, b].

Definiendo 6 = Y obtiene que si > | |b; — a;] < 0, entonces
i|f(b aM<ZK|b—azl—KZyb—al|<K5—K6 € ce
i=1 2K 2

cumpliendose asi que f es absolutamente continua.

O

Observacién 1.10. En las condiciones de la Proposicion no se puede asegurar la con-
tinuidad en un extremo del intervalo, por ejemplo la funcién f : [a,b] — R definida por

fla)=1y f(t) =0sia<t<b, es convexa en [a,b], pero no es continua en a.

Por otro lado, la derivada de una funcion convexa puede ser estudiada en términos de

derivada por la Izquierda y por la derecha como sigue:

Definicién 1.11. Sean f: I — R una funcién y = € I, las derivadas laterales de f en x se
definen en caso de existir tal como sigue:

Derivada por la izquierda
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coy e fy) = flo)
f- (@) =lim == —
y derivada por la derecha
Fi(w) =t L= 1)

El siguiente Teorema establece que las derivadas laterales de una funcién convexa existen,

son monotonas y crecientes en el interior de I.

Lema 1.12. Sea f : I — R una funcién conveza, entonces en cada v € I° existen las

. . ’ / .
derivadas laterales y las funciones f_ y f. son crecientes en I°.

DEMOSTRACION.
Considerece los siguientes puntos w < z < y < z en I° con P,Q,R y S los puntos

correspondientes en la grafica de f (ver Figura 1.3); es decir

P=(w, f(w), Q= f(x), R=(yfy) v 5=I(/f(2)

Y

z

S S

w

Y
F1GURA 1.3. Relacion entre las pendientes.

Se considera la siguiente notacién para la pendiente de la recta que pasa por dos puntos,

tal como sigue pendiente(AB) = m(AB). Con esta notacién se obtiene.
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(1.5) m(PQ) < m(PR) <m(QR) <m(QS) < m(RS).

Como m(PR) < m(QR), entonces la m(QR) aumenta cuando x tiende a y por la izquier-
da, y de manera similar la m(RS) disminuye a medida que z tiende a y por la derecha.

De aqui es facil obtener el resultado.
O

El siguiente teorma da una caracterizacion de las funciones convexas como representacion
de una integral. Afortunadamente, esta representacién se pueden tomar en el sentido de

Riemann o de Lebesgue.

Teorema 1.13 (ver [23]). Una funcion f : (a,b) — R es conveza si y sélo se existe una

funcion g : (a,b) — R creciente y un punto d € (a,b) tal que para todo x € (a,b),

(1.6) ﬂ@—ﬂ@=é%@ﬁ

DEMOSTRACION.

Supéngase primero que f es convexa, y sean d,x € (a,b) con d < z. Por el Lema m
la funcién f; existe y es creciente. Sea g = f; En virtud de la Proposicién f es
absolutamente continua en [d, z].

Por uno de los teoremas clasicos de la integral de Lebesgue (ver [15], p.225) se tiene que

fa) = 1@ = [ fite= [ gtoya

Reciprocamente, supéngase que existe una funcién creciente g : (a,b) — R tal que

F@) — f(d) = /d “g(b)dt,  para todo z.d € (a,b).

Sean «, 5 € [0, 1] tales que a + 5 = 1.

Como g es creciente, para x,y € (a,b) con x < y, se tiene que si ax+ Sy < t < y entonces
glax + By) < g(t) y six <t < azx + By entonces ¢(t) < g(ax + PBy).

Luego,
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af(x)+Bf(y) — flax+By) = af(x)+Bf(y) — (a+ 8)f(ax + By)
= B(f(y) — flax + By)) — a(f(ax + By) — f(x))

Yy az+By
= 5[ gma—af g
azr+By T

Y az+fBy
> B g(az + By)dt — a/ g(az + By)dt

az+Py
= Bylax + By)(y — (ax + By)) — aglax + fy)(ax + § — )

= glaxz+ py)[By — (ax + By)) — alax + By — )]
= glaz + By)|oax + By — (ax + By)] = 0.

De donde, f(ax + By) < af(z) + Bf(y).
Luego, si «[0, 1] se tiene que

flax+ (1= a)y) < af(x) + (1 —a)f(y).
0

El Teorema anterior demuestra que para una funcion diferenciable, la convexidad emplica
que la derivada es creciente. A continuacién se presenta otra manera de ver la convexidad

de una funcién.

Corolario 1.14 (ver [23]). Sea f : [a,b] — R wuna funcion diferenciable en (a,b). Entonces

. , .ol ., .
f es conveza si y solo si [ es una funcion creciente.

DEMOSTRACION.
Supéngase f una funcién creciente. Entonces, del Teorema fundamental del calctlo se

asegura que

(L7) ﬂ@—ﬂaz/ﬁﬁw.

para cualquier = € (a,b),.
En virtud del Teorema [1.13|se tiene que f es convexa.
Reciprocamente, si f es convexa, por el Lema , fly fjr son crecientes. Como f es
diferenciable, se tiene que f = f = fjr Por lo tanto f es creciente.
O
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Corolario 1.15 (ver [23]). Sea f : [a,b] — R una funcidn con sequnda derivada en (a,b).
Si f es una funcion conveza en [a,b)] siy sélo si f >0 en (a,b). Ademds si f* >0 en (a,b),

entonces f es estrictamente convezxa en el intervalo (a,b).

DEMOSTRACION.
En virtud del Corolario [1.14} f es convexa en (a,b) si sélo si f  es creciente.

Ademés se tiene que f es creciente en (a,b) si y sélo si f* > 0.

Ejemplos 1.16. Sea f(z) = 2*, 2 € (—1,1) se demostrard que f* >0 en (-1,1).
f(z) = (2 =423 2 € (-1,1)
y derivando nuevamente,
f=(42® =1222 >0
para todo x € (—1,1). Como () >0, x € (—1,1) por el Corolario se tiene que f

es una funcién convexa en (—1,1).

El reciproco del Corolario [1.15 es falso, es decir, el hecho de que f sea estrictamente
convexa en (a,b) no implica que f > 0. En el Ejemplo f es estrictamente convexa y

no cumple que f* > 0 ya que cuando = = 0 entonces f~ (z) = 0.

Definicién 1.17. Sea I C R un intervalo. Una funcién f : I — R se dice midconveza (o
convexa en el punto medio) si satisface la desigualdad

para todo z,y € I. Si la desigualdad es estricta para x # y, f es llamada estrictamente

midconvexa.

Obsérvese que de acuerdo con la definicién, toda funcién convexa es midconvexa. El
reciproco no es cierto, sin embargo se vera que bajo ciertas condiciones, ambas definiciones

son equivalentes.

Lema 1.18 (ver [25]). Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcidon midconveza.

Entonces

(19) PP < LG 4 fa)

n

para todo entero positivo n y cualesquiera x; € 1,1 =1,...,n.
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DEMOSTRACION.
Si n = 2 la desigualdad (1.9) es la definicién de funcién midconvexa.
Supongase que la relacién es cierta para n = 2™ tal que m € N, se demostrara que

también es cierta para n = 2m*!. Sean

gm 2m+1
/ 1 " 1
r = 2_m E Ty, = 2_m E Xy,
i=1 1=2m+1

entonces

Usando la midconvexidad de f y la hipdtesis inductiva,

f<x1+~~+xn) _ f(:c’+a:”) Sj-’(az:’)+f(:c”)

n 2

1 1 1 AN
=3 f 2_mzxz + f Q—mz T
=1 1=2m+1
L2

IA
N | —
N
3|
HM”
—
&
_|_
=
M"%
+
ny
<

1

S O W EE ot

lo que implica que si n = 2™ para algin m € N se verifica

(3] <13

Ahora se verd el caso en que n no es de esta forma, es decir n € N es arbitrario (n > 2).
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Sean m € N tal que n < 2™y
T4t T,

Se tiene que

i=n-+1

T4+, om _ 2"
y:( - i 22;’_( 2m (Z'% Z )

y por la primera parte de la demostracion se obtiene que

o (e )

< QLm <; flz;) + ':ZH f(y)>
— ZLm <Z fla) + (2™ — n)f(y))
es decir,
2 f(y) < Zf (z:) —n)f(y),
de donde

y) < Zf(ilfi)

y por consiguiente
n

f(L)<ifol
U

Una vez expuesto este resultado se tiene las condiciones para demostrar el siguiente

Teorema.

Lema 1.19. Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion midconvezxa, entonces

(1.10) fOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y)
para todo x,y € T y A € QN 0, 1].



1. FUNCIONES CONVEXAS 16

DEMOSTRACION.
Sea A € QN 0, 1], entonces existe n € N tal que A = k/n, donde k € {0,1,2,...,n}. De
acuerdo con el Lema ((1.18) se tiene que para todo z,y € I, se verifica

e (ma)e) = ()

kf(x) +(n = k)f(y)

lo cual implica que
fOx + (1= Ny) < AMf(x) + (1 =N f(y),
para todo z,y € [ y A € QN [0, 1].
O

En el siguiente Teorema se establecera que toda funcién midconvexa y continua es con-

vexa.

Teorema 1.20. Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion midconvexa y continua,

entonces f es una funcion convexa.

DEMOSTRACION.
Sean z,y € I, A € [0,1] y {\.}n<1 una sucesién de nimeros racionales pertenecientes al
intervalo cerrado [0, 1] (A, € QN 0, 1],n € N) que converge a A.

lim A\, = A

n—ao0

Entonces, por el Lema [1.19], se tiene que para todo n € N

FOnz 4+ (1 =X)y) < Auf(x) + (1= X,) f(y).

Utilizando esto y el hecho de que f es una funcién continua se obtiene que

FOw+(1-2y) = f(ln Ao+ (1— lm A)y)
T f+ (1= A)y)

T (0 (@) + (1= ) f(w)
= Af(@)+ (1=

IN
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Es decir
JOz+ (1 =XNy) <AMf(z)+ Q=N f(y)

para todo z,y € [ y A € [0, 1].

2. Funciones Convexas Generalizadas

Una forma de generalizar el concepto de una funcion convexa, fue introducido por el
estadounidense Edwin Beckenbach [ver [2]] en 1937, reemplazando el segmento por grificas
de funciones continuas pertenecientes a una familia F de funciones de dos parametros. Las
funciones convexas generalizadas son obtenidas de muchas de las propiedades conocidas para
la funcién convexa clasica [ver [2][3][17][23]].

Su definicion fue motivada al considerar la clase de funciones de una variable real definida
de la siguiente manera:

Sea F una familia de funciones reales continuas definidas en un intervalo I C R. Se dice
que F es una familia de dos pardmetros si para los puntos (z1,¥1), (z2,72) € I X R con

1 # To existe exactamente una ¢ € F tal que
o(r;)) =y; para =12

La tnica funcién ¢ € F definida por los puntos a = (x1,41),b = (22, y2) se denotara por

(’O(mlvyl)a(:EvaQ)'

Definicién 1.21. Una funcién f : I — R se dice que es conveza con respecto a la familia

F={ax+b: a,beR} 6 F-convexa si para todo x1,29 € I, x1 < x5 se tiene que

F(2) < @y fa1)),(wa.f (o)) (T)  para todo x € [z1, 2] y p € F.

El siguiente Teorema mostrard que la definicion de F-convexidad coincide con la defini-

cion clésica de convexidad.

Teorema 1.22 (ver [23]). Sea F = {ax +b: a,b € R}, una funcion f : I — R es

conveza si y solo si f es F-convexa.

DEMOSTRACION.
Fijando 1,22 € I con @1 < z9 y considerando @(z,, f(z1)),(es.f(z2)) () € F, se tiene que

o(r) = ax + b, donde los coeficientes son determinados tnicamente por las condiciones
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o(x;) = f(x;), i = 1,2. Por consiguiente, para cada t € [0, 1], se tiene
o(try + (1 —t)xe) = altey+ (1 —t)xz) +b
= atx;+a(l —t)zg +b+ bt — bt
= tlax1 +0b)+ (1 —t)(azxs +b)
= tp(r1) + (1 = t)p(z2)
= tf(z1) + (1= 1) f(x2).

Si f es F-convexa, entonces

[z + (1 =1)12) < Oy pan) (e flae)) (t21 + (1= 1)22)
= tf(z1) + (1 =) f(z2),

lo que significa que f es convexa.

Reciprocamente, si f es convexa, entonces
fltor + (1 —t)z) < tf(zr)+ (1 —1t)f(z2)
Plar,f@))(@s.f(22) (21 + (1 = E)2).
O

Definicién 1.23. Sean I C Ry ¢ > 0, una funcién f : I — R se llama fuertemente convexa

con maodulo ¢ si

(1.11) fltr + (1 —t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y) —ct(l —t)(z —y)%
para todo z,y € [ y t € [0, 1].

1

A continuacién se dard una definicién para un caso particular cuando ¢t = 3

Definicién 1.24 (ver [1]). Sean I C Ry ¢ > 0, una funcién f : I — R se llama fuertemente
Jensen convexa con mddulo c si

f(SC;ry) < f@+ 1) 2

para todo x,y € I.
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Seguidamente se dard una interpretacion geométrica de las funciones fuertemente con-

vexas con modulo c.

(p(x)=cx2+ax+6

P (Xa)+ (1- 1) P (x2)

2

ct (1- t) (x1- x2)

~

O (tx1+ (1- 1) x2)

© S

tx1+ (1- t) x2

FIGURA 1.4. Interpretacién geométrica de ct(1 — t)(x; — z5)?

Para a,b € R arbitrarios y ¢ > 0 fijo, se considera la funcion

o(r) = cx® + ax +b.
Sean xq,x9 € I tal que x1 < x5 y t € [0, 1]. En la Figura 1.4 se puede ver que la curva ¢

en el intervalo (x1,x2) estd siempre por debajo de la recta tp(z1) + (1 — t)p(x2), la cual une

los puntos (21, (1)) y (72, ¢(22))-
Ademas,

to(xr) + (1 —t)o(zs) — otz + (1 —)ay) = t(cx? +axy +b) + (1 —t)(cas + axy + b)

—c(tzy + (1 — t)w2)? — a(tey + (1 —t)a) — b

= tex? +taxy + b+ cxi + axg + b — teas
—taxy —th — ct’x] — (1 — t)*x3
—2ct(1 — t)z129 — atzy — axy + atzy

= cx?(t —t*) — 2ct(1 — t)z 29
+exs(l—t — (1 —1t)?)

= ct(1—t)(z; — 22)*
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Ahora se dara una interpretacién geométrica de las funciones fuertemente convexas con

modulo e.

A (x)

P (x)= cx+ax+ b

tQ (X)) +(1- 1) @ (x2)

@ (txi+(1- t) x2) 4

tQ (X)+(1- 1) @ (x2) - A (tx1 + (1- 1) x2)

A(txi+(1- 1) x2) ¢

o o
© o>

tx1+ (1- t) x2
FicurA 1.5. Interpretacién geométrica de la convexidad fuerte

Sea h : I — R una funcién fuertemente convexa con médulo c. Se eligiran las constantes
a y b tales que la funcién p(z) = cx?® + ax + b satisfaga que o(x1) = h(z1) y ©(22) = h(xs).
Por la Definicién se obtiene que
th(zy) + (1 — )h(xs) — h(tzy + (1 —t)zy) > ct(l —t)(z; — 29)?
= to(z1) + (1 = t)p(r2) — @(tr + (1 — 1)22)
= th(z1) + (1 —t)h(za) — p(txy + (1 — t)z2).
Por lo tanto,
h(txy + (1 —t)za) < p(tx; + (1 — t)z2).
De donde,

h(xo) < ¢(wo),

para todo xy € [z1, 23]
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De lo realizado anteriormente y lo que se muestra en la Figura 1.5, se deduce que la
grafica de una funciéon fuertemente convexa con modulo ¢ estd por debajo de la grafica
o(x) = cx? + ax + b en los puntos xy, x5 € I, donde ¢ es el tinico polinomio que interpola a
los puntos (z1, h(x1)) y (22, h(z2)).

La interpretacion geométrica anterior motiva a la siguiente definicion.

Definicién 1.25. Sean I C R un intervalo y ¢ > 0. Una funcién f : I — R es llamada
fuertemente convexa con modulo ¢, repecto a F, = {cz? + ax + b : a,b € R} 6 F.-convexa

cuando para todo x1,x9 € I, con x; < X9, se tiene que

F(@) < Py, flan)) @, f(22)) (T),

donde ¢ € F. es el unico polinomio que interpola a los puntos (z1, h(x1)) v (22, h(22)).

El siguiente Teorema mostrard que la definicién de F.-convexidad coincide con la defini-

cién de convexidad fuerte con médulo c.

Teorema 1.26 (ver [13]). Sean I C R un intervalo y ¢ un nimero positivo. Una funcion

f I — R es fuertemente convexa con modulo c, si y solo si, f es F.-convezxa.

DEMOSTRACION.
Sean xy, 19 € I. Si ¢ € F., entonces p(x) = cx® + ax + b, donde los coeficientes a, b son
determinados unicamente por las condiciones ¢(z;) = f(z;), ¢ = 1,2. Por consiguiente, para

cada t € [0, 1], se tiene

otz + (1 —t)wy) = cltoy+ (1 —1)* +a(tey + (1 —t)ay) + b
= c(t?23 4+ 2tw (1 — t)wy + (1 — t)%23)
+atry +a(l —t)zy + b
= ct2x% + 2ctxywy — 2t 110 + cx% — 2015:1:'3
+ct2x§ + atxy + axy — atxog + b+ th —tb
= tex]+ atry +th+ cxy + axg + b — ctad — atwy
—tb — cta? + 2ctx a9 — ctal + ct*xt — 2ct’x 29 + ct
= t(ex]+axy +b) + (1 —t)(cr3 + axy + b)
—(ct(x] — 2zy29 + 23) — ct? (25 — 22175 + 73))

= tf(21) + (1 — ) f(22) — ct(l — t)(z) — x2)?
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Si f es F.-convexa, entonces
fltar+ (1 =1)2) < P fa) oo e (21 + (1= 1))
= tf(z1) + (1 — 1) f(22) — ct(1 — t) (21 — 22)°,
reciprocamente, si f es fuertemente convexa con modulo ¢, entonces
fltor+ (1 =t)za) < tf(z) + (1 =) f(22) — ct(l = t)(21 — 22)°
= Plar,flan) @, f@) (T + (1= )25),

lo que demuestra que f es F.-convexa.

22



Capitulo 2

Interpolaciéon Polinomial

1. Polinomio Interpolador de Lagrange

El polinomio de Lagrange, llamado asi en honor a Joseph-Louis de Lagrange, es el
polinomio que interpola un conjunto de puntos dado. Sea f : [a,b] — R una funcién y
{a =29 <z <- - <x, =b} una particién de [a, b], se desea conseguir un polinomio P,(x)

de grado a lo sumo n, tal que P,(z;) = f(x;) para todoi=0,1,...,n.

Escribiendo P,(z;) = ap + a1z + asz? + - -+ + a,2", el problema de interpolacién es lo

mismo que resolver el sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas

Py(z0) = ag+ a1mo + apxi 4+ - + anxl = yo

P.(z1) = ag+a1m; + axxi + -+ a2t =y
(2.1)

Pu(z,) = ao+ a1m, + apx? 4+ -+ apa’ =y,
Proposicién 2.1. Dados n+1 puntos distintos xg, x1,. .., T, yn+1 ordenadas yo, Y1, - - -, Yn
existe un unico polinomio de grado < n que interpola a y; en x;, para i =0,1,... n.

DEMOSTRACION. [1]

Vamos a dar dos demostraciones.
La matriz de coeficientes del sistema (2.1]) es

1 zg x3 -+ af
1z 22 - af
1 29 23 -+ ¥

2 n
1z xf -+

llamada matriz de Vandermonde. Sea

23
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1z x3 i
Vo(x) = det 2'
n
1 Tpn-1 Tp_q Ty, _q
1z a? z"

Por lo tanto,
Vo(z,) = determinante de la matriz de Vandermonde

Calculando V,,(x) desarrollando el determinande por la tltima fila, obtenemos

V() = Vo1 (zp1)2™ + P ()

siendo P,_1(x) un polinomio de grado a lo sumo n — 1. Resulta entonces que V,,(z) es un

polinomio de grado n con

De manera que

es decir
V() = Vs (rat) [[ (0 = )
Luego,
V1($1) = Vo(xo) (9131 - ZL“o) = (551 - l‘o)
es igual a 1
V2($2) = V1($1)(1U2 - $1)($2 - l‘o) = (iUl - xo)(xz - 1‘1)@2 - xo)

Volz,) = H (z; — xj).

n>i>j>0

Entonces V,,(z,,) > 0 si, y solo si z; # z; y entonces existe un tinico polinomio de grado
a lo sumo n que interpola a y;, en cada x;, parat=0,1,...,n.
O
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DEMOSTRACION. [2]

Construyamos un polinomio /;(z) de grado < n tal que

() 1 sii=j
i\Ti) =
0 sit#j

con 0 < 7 <n. Luego,

li(z) = c(e — x0) -+ (& — wim1) (@ — @) -+ (2 — 23)

y ¢ debe ser tal que [;(z;) = 1, es decir,

1
C =
Hj;éi(xl ;)
En consecuencia,
L(r—x
lz(l') _ H];éz( ])
Hj;éi(xl ;)
Considerando ahora
(2.2) P(z) = yolo(z) + 1l (z) + - + ynln(2)

Luego, P(x;) = yil;(x;) = y;, para i = 0,1,...,n y ademés se tiene que grad(P(z)) < n,
ya que grad(l;(z)) <m parai=0,1,...,n.

Para probar la unicidad consideremos otro polinomio ¢(x), tal que ¢(x;) = y; para i =
0,1,...,n. Pongamos que la diferencia de los polinomios vienen dada por r(z) = ¢(z)— P(x),
entonces r(x;) = 0 para i = 0,1,...,ny grad(r(z)) < n. Necesariamente r(z) = 0 y por
tanto ¢(z) = P(x).

L]

La féormula (2.2)) se llama el polinomio interpolador de Lagrange y los polinomios

l;(x) se les conoce como polinomios de Lagrange.

Veamos la forma de los polinomios de Lagrange de grados 0,1 y 2.
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F(z) = w
Piz) = o jo__?l ;’1__200
5 = (x — 1) (x — 22) (x — zo)(x — 22) (x — zo)(x — 27)
Pola) . (zo — 21) (0 — 22) (21 — 2o) (21 — 22) (w2 — @0) (2 — 1)
Claramente,

Py(z0) = yo= f(wo), P2(21) = 41 = f(21), Pa(r2) = yo = f(22)

Ahora, veamos un ejemplo que ilustra lo demostrado anteriormente.

Ejemplos 2.2. El polinomio de grado < 2 que pasa por los puntos (0,1),(—1,3),(2,1) es

@ )E=2) @02 (= 0)+1)
RO = ooy Prigci-g e nern
-1, ., 9 Lo,
= @22+ (- 22) + o(+" +2)
2, 4

2. Método de Newton de Diferencias Divididas

Hay otras formas mas apropiadas que la de Lagrange, para el polinomio de interpolacién.
La desventaja de la formula de Lagrange es que no se puede pasar de un polinomio de
menor grado a otro de mayor grado utilizando la informacion que ya se tiene. Es decir, si
le agregamos un nuevo punto al conjunto {z;}* ,, debemos calcular todo nuevamente. Sea
P,_1(x) el polinomio de interpolacién en xg, x1,...,x,_1 y P, el polinomio de interpolacién

en xg,Ti,...,Tn_1,T,. Quisiéramos tener una relacion asi:
P,(z) = P,_1(z) + c(x)

en dode c(x) representa una correccién. En general c¢(z) es un polinomio de grado n,
ya que los polinomios interpolantes de Lagrange P, 1(x) y P,(z) son de grado n — 1 y n,

repectivamente. Sabiendo que
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c(x;) = Py(z;) — Po—1(2;) =0, parai=0,1,...,n—1

se tiene que ¢(z) = ap(z — x0)(x — 1) -+ - (T — TH1).

Siendo P,(z,) = f(z,), entonces

de donde,

y a, se llama la diferencia dividida de orden n y se escribe

an = flro,x1,. .., 2,
por tanto
P,(x) = Po_1(x) + flzo, 21, ..., 2p)(x — x0)(x —21) -+ - (T — Tpp1)
realizando una sustitucion regresiva de los polinomios P, 1(z), P,_o(z), ..., Py(x), se llega a
(2.3) P.(x)=ap+ar(r —xo)+ -+ ap(x —x0)(x —21) - (T — 2pyq)

El Polinomio ([2.3)) se le conoce como la forma de newton de diferencias divididas para el

polinomio de interpolacién.

Proposicién 2.3. Sean [ C R, zg,21,...,2, € [ y f: 1 — R una funcion, entonces
(1) flxo, z1, .- xn] = flwig, iy, - -+, 24, ], siendo (ig, i1, ... ,1,) una permutacion de
(0,1,...,n).
(2) f[l’o, :L'l, o ’xn] — f[x:l?‘/L‘Q? A 7In:| - fl:x07 Il? ct w'En—l] ]
Tn — To

DEMOSTRACION. (1) Sean

Un(2) = (& = w0)(x = 21) -+~ (T — ),
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y
Uo@i) = (i = wo) -+ (w0 = wi1) (@ — Tiga) -+ (35 — ).
Sea P, el polinomio interpolador de f en los puntos xg, z1, ..., z,.
Como
d " L — 1))
; ; [jei(i = 2j)
se tiene

nx z)
Z¢ ) (v — ;)

Luego si (ig, 41, .. .,1,) es una permutacién de (0,1,...,n), entonces

. . - f(xz) . = f(xlj) . ' ' ‘
flzo, 1, ..., 2y an;w;(%) = 0?/1;1(%3) = flxig, iy,y -, T

=

(2) La demostracién se hard via induccién matemadtica.

Para n = 1 es cierto, pues

1‘0—951 T1 — Zo 1 — Zo

flwo, z1] Z¢ _ flzo) . flz)  f(z) —f(;co)‘

Supongamos ahora, que es cierta para n puntos. Por lo realizado en la demostracién de

(1), se tiene que

f[xl,l’z,...,:rn] :Z(mz-xl) f(ZEz)

— (; (@ — ) (g — i) - (1 — )
y
S f(z:)
flxo, 21, Ty1] pr (x; —x0) (1 — wi1) (T — Tipq) -+ (1) — Ty q)
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fler, xo, oo xn] — flro, o1, o Tna 1 {_ f(xo) N
(o — z1)

T, — T Ty — T (g — wpq)

n—1 f(zi) (xrlxn - zzi%)

— (zi — 1) (s — i) (@ — i) - (T — T

— f ()
Z(:ci—xo)m T

(i = wi1) (T — Tiga) -+ (5 — T0)

=0
f(xn)
(.’L‘n — :[;0) e (xn _ xn—l)
n
f(x;
= ( Z) — f[xo,x]_, ’:Un]
i=0 (i — ;)
Por lo tanto,
f[ﬁo,xl, ,$n] = f[xh T2, ,l‘n] — f[l‘()’xl? ce axn—l]
Ty — X
O
Lema 2.4. Para cada punto distinto xg,x1,...,x, € R el operador -[xg, x1, ..., T,| es lineal.
DEMOSTRACION.

Sea f,g: I — Ry A € R, mostremos que para cada punto distintos xg, x1,...,2, € R

se tiene que

(f+Ag)[xo, x1, ... x0] = flro, 1, .., x0] + Ao, 1, ... 2y

tenemos que
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(f +Ag)[xo, x1,. .., 2]

= flzo,x1, ..., xn] + Aglxo, x1, ..., 2]
]

Para poder extender las propiedades de las diferencias divididas de newton es necesario
estudiar el metodo de aproximacion por polinomios de Taylor, el cual establece que si
(a,b) C Ry f:(a,b) — R es una funcién que admite derivada de orden n en el punto
xo € (a,b), entonces se puede definir el polinomio de Taylor de orden n alrededor del punto

T( COMO

f(")(xo)

" (x — xo)".

P('T):f($0)+f/(370)($—x0)+--.+

Ademas si f es derivable hasta el orden n 4 1 y se quiere conocer el error cometido, esto

esta dado por

P(a) — @) = R(a) = L o, ¢, € (w,m0) € (a.D)
(n + 1)' 0 ) X ) 0 I
Proposicién 2.5. Sean xg,x1,...,T,, n + 1 numeros reales distintos y f una funcion a
valores reales n+1 veces continuamente diferenciable en el intervalo Iy = int(t, xo, 1, ..., Ty,)

siendo t un numero real arbitrario. Entonces existe & en I; tal que

(t —xg) -+ (t — )

t) — Pu(t) = (n+1)
£(t) = Pult) ey el
siendo P,(x) el polinomio de interpolacion de f en x;, 1 =0,1,...,n
DEMOSTRACION.
Sit = z; para algin ¢« = 0,1,...,n el resultado es trivial. Supongamos ¢t # z; Vi.
Pongamos
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G(z) es n+ 1 veces continuamente diferenciable en I;, ademas

Glz) = E(xi)—zi(éa)E(t)zo i=0,1,...,n
_ _ v
Gt) = B) — 5B

Entonces G tiene n + 2 ceros distintos en ;. Usando el Lema de Rolle generalizado, 3¢ € I;
tal que GV (€) = 0. Puesto que EM+H(¢) = fHD(¢) y o (¢) = (n + 1)! se tiene

6 = 1) - e —o
por lo tanto
B0) = o O

O

Lema 2.6 (Rolle Generalizado). Sea f € Cla,b], n veces continuamente diferenciable en

(a,b). Si f se anula en n+ 1 puntos distintos x, . .., x, de [a,b], entonces existe un nimero
€€ (a,b) tal que FM(€) = 0.

Proposicién 2.7. Sea I C R. f: I — R una funcion y P el polinomio de grado a lo sumo

n que interpola a f en un conjunto de n+ 1 puntos distintos, xg,x1,...,x, € 1. Sit €l yt
es distinto a x; con 1 =20,1,...,n, entonces
f&) = P(t) = flwo, x1,.. ., o, t] [ (8 — 25)
5=0
DEMOSTRACION.
Sea ¢ el polinomio de grado a lo sumo n+1 que interpola f en los puntos xg, z1, ..., ZTn,t.

Sabemos que ¢ se obtiene de P anadiendole un término, esto es

a(2) = P(a) + flao, v, o, ) [ [ (& — )
7=0

como ¢(t) = f(t), obtenemos de una vez, haciendo = = t,

f(t) = P(t) + flao, 1, ... w0, 8] [ (8 — 2))
7=0
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Proposicién 2.8. Sea I C R, supongamos que f € C™(I), zg,x1,...,2, son nimeros

distintos en I, siendo

I = [min{xi:i:O,...,n};maﬁX{xi:izO,...,n}]

Entonces existe un niumero & en I tal que

flro, 1, ... 20, | = f(;'(g)
DEMOSTRACION.
Sea P(x) el polinomio de interpolacién de f en xg, 1, ..., x, 1. Por la proposicién anterior
n—1
(2.4) f(xn) — P(xy,) = flzo, z1, ... 2] | | (20 — )
=0

Por la Proposicién del error de interpolacién, existe £ en (a,b) tal que

n—1
()
(2.5) flan) = Plan) = [ ] (20 — T
=0
Comparando las ecuaciones (2.4]) y (2.5 se obtiene el resultado. O
Lema 2.9. Sean P(z) = a,2" + a,_ 12" '+ - -+ ayx' un polinomio de grado n y xo, . .., x4,

k + 1 puntos distintos, entonces

a, stk=n

0 stk>n

Plxg, x1, ..., x5 = {

DEMOSTRACION.

Por el teorema anterior

Plzg,xq,... x5 = con min{zg, ..., z;} <& < max{xg,..., o}

Como P™(z) = a,n!y P®(z) =0si k > n, se tiene

apn!
Plzg,xq,...,2,) = n'
n!

Plzo,x1,...,25] =0si k >n



Capitulo 3

Funciones Fuertemente Convexas de Orden Superior

1. Funciones Convexas de Orden Superior

La nocién de funciones n-convezxas fue establecida en términos de diferencias divididas por
T. Popoviciu (1934) (ver [21]), presentando el concepto de funcién convexa de orden superior
en una escala determinada por la no negatividad de una forma que involucra Diferencias
Divididas de Newton o, su contraparte, como ciertos determinantes de Vandermonde.

Supongamos que f es una funcién definida sobre [a,b], y quea =xg <1 < --- <z, =b
es una particién del intervalo, entonces exite un tinico polinomio determinado P(x) de grado
a lo sumo n que coincide con f en cada x;, con ¢ = 0,1,...,n. Usando el método de Newton
de Diferencias Divididas, obtenemos el conocido polinomio interpolador de Lagrange en la

forma
P(z)=ay+ar1(z —x0) + -+ an(z —zo)(z —21) - (T — 1)

donde los coeficientes vienen dados por

ap = f(xo) = flzo]
f(%) - f(xo)

@G = ——== f[l’o,xl]
1 — X
az = flrz, ] = Lo, o) = [flzo, x1, 2]
Ty — X
a, — f[a:l,...,xn] _f[$07-..;xn—1] :f[wo’_..,$n]
Tp — T

donde a,, se conoce como la diferencia dividida de orden n.
Antes de definir a las funciones convexas de orden superior notemos lo siguiente:
Sea f:[a,b] — Ry xy < z7 dos elementos cualesquiera en [a, ], si f[z1,x0] > 0 quiere

decir, que

f(z1) — f(z0)

1 — Zo

>0

33
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como 1 — xg > 0, entoces debe ocurrir que f(z1) — f(zo) > 0, o equivalentemente,
f(zo) < f(x1). Lo que implica que f[zy,x0] > 0 para todo zg < x; en [a,b], si y sélo si f es

creciente en [a, b)].

ahora, sean rg < x; < xs tres elementos cualesquieras en [a, b], si f|xs, 21, o] > 0, quiere

decir que

flxa, v1] — flz1, 20
To — X

>0
Luego de varias operaciones algebraicas, tenemos que si f[za, x1, 2] > 0, entonces

(z2 — 1) f(wo) + (xo — @2) f (1) + (21 — @) f (w2)

(562 - xl) + (371 - 330) + (.7:2 — xo) 2 0.

(3.1)

En resumen de cuentas, de la desigualdad anterior llegamos a

flx1) = flwo) _ flx2) = fwo) _ flaz) = fz1)
Tr1 — X - To — Xy - To — X1
si definimos por P = (zg, f(x0)),Q = (z1, f(z1)) y R = (22, f(x2)) entonces

m(PQ) <m(PR) <m(QR)

y como los puntos xg < x1 < x5 son electos de forma arbitraria se tiene que toda funcion
f que cumple con (3.1) es una funcién convexa. Es decir, f[zg,z1,22] > 0 siy solo si f es
convexa.

Con estas observaciones, se daré conocer la siguiente definicion.

Definicién 3.1 ([12]). Sea f : [a,b] — R una funcién. Se dice que f es n-conveza si para

cualquier eleccién de puntos xg < 21 < - -+ < Tp41 en [ab] se tiene que f|xg,...,Tu41] > 0.

De la deficion anterior es claro que, las funciones O-convexas son las funciones crecientes
y las funciones 1-convexas son las funciones convexas.

Se sabe que el gréfico de una funcién f, 1-convexa, para x1, xs € [a, b] se encuentra debajo
del segmento de recta (grafico del polinomio de grado 1), que se forma al unir (zq, f(z1)) y
(x27 f(xQ))

Es natural preguntarse si una funcion n-convexa tiene una interpretaén geométrica. La
repuesta a esta pregunta es afirmativa; pues f es n-convexa si y solo si para cualquier eleccion

de puntos a < xp < ... < x,11 <D, el grafico de f se encuentra alternadamente por encima
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y por debajo del gréfico, del unico polinomio interpolador de Lagrange de grado a lo sumo
n, pasando a través de los puntos (z;, f(z;)).

Ahora veamos una forma equivalente de definir las funciones convexas de orden superior,
a través del determinante de Vandermonde, el cual se definié en el Capitulo 2.

Para n = 1, se tiene que

1 f(xo)‘
— 1 I
e g = Ho =S _ |1 St
1 Zo 1 Zo
1 T

Si suponemos que f[z1,xo] > 0, se tendra que

1 f(zo) ‘
1 f(21)
W) o
Dado que Vi(x;) > 0, se obtiene que
(3.2) L J@o) )y
1 f(l'l) o

Lo que implica que f cumple con la desigualdad (3.2)) si y sélo si f es 0-convexa.

Para n = 2, se tiene que

flza, x1] = flre, 2ol (w2 — 21) f(20) + (w0 — @2) f(21) + (21 — @0) f(22)

flzo, 1, 29] = Ty — 2o - (29 — x1)(z1 — o) (22 — X0)
1 zo f(xo) L xo f(wo)
1 2 fla) L oay f(z)
R f(x2) R f(z2)
B 1 =z 2 a Va(x2)
1 x%
1 x x%

Si se supone que f|xq, x1,z] > 0, se tendra que
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L 2o f(zo)
Lz f(n)
Lz f(xg)
V) o
De manera que,
1 zo f(20)
1z f(x2)

ya que Va(z2) > 0.
Por lo tanto f cumple con la desigualdad (3.3)) si y sélo si f es 1-convexa.

De igual manera, para n arbitrario, se tiene que

flent1, - x1]) — flon, ..., o)
f[$n+l”x0] — [ n 9 9 nsy ?
Tnt1 — Lo
L a3 xg  f(®o)
Loz zy f(z)
1z x% Ty f(z2)
- I wpp a5 Ty f(@ns1)
1 =z ap xptt
1 = x? g it
1 xy a3 zy ahtt
1 Ty @iy T Tnit
L a3 A C)
Loz af  f(a)
1z a3 xy  f(a)
. 1 Tn+1 Tpiq mZ—H f(xn-i-l)

36
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Si se supone que f[x,.1,...,2o] > 0, se tendrd que
1z xg  f(wo)
I 3 y  f(m)
1 oz a3 xy  f(72)
| xiﬂ o apy f(@a) >0
Vn—l—l(wn—i-l) -

dado que V;,11(2,41) 2> 0.

Lo anterior motiva a la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Sea f : [a,b] — R. f es n-convera cuando para cualquier coleccién de

puntos xg < x; < -+ < Ty41 en [a, b se tiene que
1 @ af x5 flxo)
1 oz a? zt f(x)
1 zo 13 zy  f(za) | >0
U wpr 2iy o an f@ns)

Segtn la Definicion [3.1| se mostrd el concepto de funcién n-convexa por medio de la no
negatividad de una forma que involucra las Diferencias Divididas de Newton. Por otra parte,
si I C R es un intervalo y f : I — R una funcién, ¢ una constante positiva, seria natural

preguntarse que representaria

(3.4) flzos -y xna1] > ¢,

conne€Nyaxg...,v,401 € 1.

En particular, si n = 1, note que la condicion [3.4] es equivalente a

f(x0) N f(aq) n f(x2) -,

(o — w1)(wo — ) (21— wo)(w1 —x2) (22 — o) (w2 — 1) —

T — T
gf(l‘g) —c(xy — x1) (21 — 30), T < 11 < Ta.

LL‘Q) +

To — Xo To — Xo
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L2 — T1 . L1 — Zo
y en consecuencia 1 —t = entonces w1 = txg+ (1 —1t)z
T2 — Zo T2 — Zo

asi, colocando t =

obtenemos

fltzo+ (1 —t)ag) < tf(wo) + (1 — 1) f(x2) — ct(1 — t) (w2 — x0)?,

para todo xg, x5 € I y t € (0,1), es decir que f es fuertemente convexa con modulo c.

Esto motiva a la siguiente definicion

Definicién 3.3. Sean I C R un intervalo, ¢ una constante positiva y f : I — R una
funcion. Se dice que f es fuertemente n-convexa con modulo ¢ cuando para cualquier eleccién

de puntos xg < z1 < -+ < Tp41 en [ se tiene que fxg,...,To41] > c.

En el siguiente teorema se dard una relacion entre funciones fuertemente n-convexas con
modulo ¢ y las funciones n-convexas, lo cual desempena un papel importante en el desarrollo
de este capitulo.

Para n = 1, tal resultado se puede encontrar en [[9], Prop. 1.1.2].

Teorema 3.4. Sean I C R wun intervalo, n € N y ¢ > 0. una funcion f : I — R es
fuertemente n-convexa con modulo c si y solo si la funcién g(x) = f(x) — cx™ con x € I,

€es n-convexa.

DEMOSTRACION.
Sea h(z) = ca™™! para x € I.
Supdngase que f es fuertemente n-convexa con modulo ¢y que g(x) = f(x) — h(z).

Por el Lema 2.4y el Lema [2.9] sigue que

g[x07"'7$n+1] :(f_h‘) [$07"'axn+l] :f['x()a"'axn-l-l]_h['an-"axn-‘rl] >c—c= )

de esta forma g es n-convexa.

Por otra parte, si g es n-convexa por el Lema [2.4] sigue que

flzo, -y xni1) = (g+h) [z, ..., Tus1] = glzo, - - -y Tns1] + A[zo, . .., Zny1] =0+ c=c.

lo que implica que f es fuertemente n-convexa con modulo c.
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A continuacién se daran una serie de resultados que describen a las funciones n-convexas,
los cuales serviran como conexién para clasificar las funciones fuertemente n-convexas con
modulo c.

Sea f : I — R es una funcion continua definida en un intervalo I, f es n-convexa con
n > 1siysélosi fesdeclase C' en I y la derivada f* es (n— 1)-convexa (ver [[12], teorema
15.8.1 y 15.8.2]). Ademas f es de clase C" ' en [ y paracadar e N, 1 <r <n-—11a

derivada f( es (n — r)-convexa. (ver [[12], Teorema 15.8.3))

Proposicién 3.5 (ver [12]). Si f : I — R es una funcion definida en un intervalo abierto
I CR, f es n-convexa con n > 1, si y solo si f es de clase C"™' en I y la (n — 1)-esima

derivada £ es convera

DEMOSTRACION.
(=) Supongamos que f es n-convexa, luego f € C' en I y la f" es (n — 1)-convexa,

aplicando esto (n — 1)-veces tenemos:

fYecC?nl y fPes (n—2)-convexa

f@ecC®nl y f3es (n—3)-convexa

fr2 e tenl y f" Yesn — (n— 1)-convexa = l-convexa = convexa.

es decir f € C™ 1y f(=1 es convexa.
(<=) Tenemos que f € C" y es (n — 1)-convexa, entonces f es n-convexa.
U

Lema 3.6. Sean I C R un intervalo abierto, ¢ > 0 yn > 1, una funcion f: I — R es
fuertemente n-conveza con modulo ¢ si y solo si f es de clase C" ' en I yla (n — 1)-esima

derivada £~ es fuertemente convexa con modulo S(n+1)!

DEMOSTRACION.
(=>) Asumimos que f es fuertemente n-convexa con modulo c. Por el Teorema [3.4] f
la podemos representar de la forma f(z) = g(z) + cz"™', x € I, donde g es una funcién

(n=1)

n-convexa. asi por la Proposicién , g es de clase ¢! en I, ademés g es convexa, es

decir,



1. FUNCIONES CONVEXAS DE ORDEN SUPERIOR 40

de manera que esta representacién nos dice que =1 es fuertemente convexa con modulo
S(n+1)!

(=) asumamos que f("~! es fuertemente convexa con modulo £(n + 1)!, asi por el
Teorema , f7Y es de la forma Y (z) = g(x) + £(n+ 1)!2?, z € I, con g una funcién

convexa de ambos lados integrable n — 1 veces, obtenemos:
f(z) = G(z) + ca™*, zel,

donde G es una funcién n-convexa por el Proposicién Asi, f es fuertemente n-convexa

con modulo c.

O

Proposicién 3.7 (ver [12]). Sean I C R un intervalo abierto y f : I — R una funcion de

clase C™ en I. Entonces f es n-conveza si y solo si f™ es creciente en I

DEMOSTRACION. (=) Supongamos que f € C™ y que es n-convexa, si tomamos

r =n — 1, tenemos que f™~Y es (n — (n — 1))-convexa = convexa, luego por el Corolario

1.14) (f™=Y) = f" es creciente en I

(<=) Supongamos que f{™ es creciente en I, luego por el Corolario f=1 es convexa,

aplicando el Proposicion tenemos que f es n-convexa.
O

En el proximo teorema se mostrara que f es fuertemente n-convexa si y solo si la n-esima

derivada es fuertemente creciente en algin sentido.

Teorema 3.8. Sean I C R un intervalo abierto y f : I — R de clase C™ en I. entonces f

es fuertemente n-convexa con modulo ¢ si y solo si f™ satisface la condicion

(35)  (f"@) ~ fP)—y) e+ Dz —y)?®,  wyel

DEMOSTRACION.
(=) Por el Teorema[3.4, f es de la forma f(z) = g(z) + ca™?, z € I, con g n-convexa,

luego, por hipotesis
f®(z) = g™ (2) + e(n + 1), v el
por el Proposicién g™ es creciente, tenemos:

(9" (z) — g™ (y))(x —y) >0, v,y €l
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asi, para todo x,y € I,
(f" (@) = fP ) —y) = (9" (@) = g™ W) (@ —y) +cln+1)!(z - y)?
> c(n+1)(z—y)

(«<=) asumimos (3.5 y definamos g(x) = f(x) — cx™*V), x € I, entonces

(9™(x) — g™ W) (@ —y) = (f™(z) — f"(y)(z —y) — c(n+ D)z — y)* > 0,

de manera que g es creciente y por el Proposicién g es n-conexa, nuevamente por el
Teorema [3.4] la representacién de f nos dice que es fuertemente n-convexa con modulo c.
U

Proposicion 3.9 (ver [12]). si f es una funcién de clase C"™' en I C R, entonces f es

n-conveza si y solo si f™+Y) es no-negativa en I.

DEMOSTRACION.
(=) Supongamos que f es n-convexa, por el Proposicién f=1 es convexa, asi por
el Corolario m tenemos que (f~1)" = f("*1 es no negativa en I
(<=) Supongamos que f"*1 es no-negativa en I, entonces por el Corolario fi=1)
es convexa, nuevamente por el Proposicion [3.5] f es n-convexa.
O

Proposicién 3.10. Sean I C R un intervalo abierto y f : I — R de clase C™+t1) en I.

Entonces f es fuertemente n-convexa con modulo ¢ si y solo si:
FOD > e(n + 1)), rxel

DEMOSTRACION.

(=) definamos f(x) = g(z) + ca™*, con g n-convexa y x € I, tenemos

fO)(2) = g (2) + ¢(n + 1)1, rel,
por el Proposicién 3.9, ¢t es no negativa, Asf

fO)(2) = gt (2) +c(n + 1) > c¢(n+ 1), x€el,

(<=) definamos g(z) = f(z) — ca™*, x € I. Entonces:

g™ D(z) = Fr)(2) — e(n + 1)1 > 0, zel,
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de manera que por el Proposicién g es n-convexa y por el Teorema [3.4] tenemos que esa
representacién nos dice que f es fuertemente n-convexa con modulo c.

O

2. Funciones fuertemente Jensen n-convexa

En esta seccion se extendera la definicién para funciones fuertemente Jensen n-convexa.
sea A} el operador diferencial del n-esimo orden con incremento h > 0, definido por lo

siguiente:

Dy f(x) = f(2),
Anf(x) = AP f(x+ h) — AF T f(2), n € N.

Definicién 3.11. Sean I C Ry f: I — R una funcion, se dice que f es n-convezxa en el

sentido de Jensen ¢ Jensen n-convexa si
APt f(z) >0
Para todo x € I y h > 0 tal que = + (n+ 1)h € I. (ver[[12],[23],[4]-]6]]).

De manera anéloga se define una funcion fuertemente n-convexa con modulo ¢ > 0 en el

sentido de Jensen 6 fuertemente Jensen n-convexa modulo ¢ si
(3.6) AP f(x) > e(n + 1)A"

para todoxz € I y h >0 tal que x + (n + 1)h € I.

Nota, para n = 1 la condicién (3.6|) se reduce a

Njf(x) > 2ch?,

f(z+2h) —2f(z+ h) + f(z) > 2ch?,

siendo u = x y v = x + 2h, obteniendo

5 5 —Z(U—U>2, u,v € 1,

de esta manera f es fuertemente Jensen convexa con mdédulo c.

f(u+v> < flu)+ flv) ¢

Lema 3.12. Sean I C R, f : I — R wuna funcion y xg,x1,...,x, € I una coleccion de
puntos que satisfacen x; = xo +th, i =0,...,n para algin h > 0, entonces
Ap f (2o
flzo, ... xn] = M

(n)!hn
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DEMOSTRACION.
Se hard la demostracion via inductiva.

Para n = 0 es cierto pues

A(i]zf(xO)

Flwol = =i

= f(wo)

Flas) = fleo) _ D9f(as) — D9f (o) _ Abf(ao)

1 — X h h

Supongase que la igualdad es cierta para n < r. Veamos que la igualdad es cierta para
n=r+ 1.

f[xo, 5171] =

Por la hipétesis inductiva se tiene que

f[xo,xl,.,.7xr+1] — f[171,$2>...,$r+1]—f[io,l‘l,...,xr]
Try1 — o
Apflz) A f (o)
= rlh rlhr
(r+1)h
_ Do) = Ajflwe) A5 (wo)
(r+ 1)!hr+t (r + 1)Ihr+t

O

Lema 3.13. Sean I C R, f: I — R una funcion n-convexa con mddulo c, entonces f es

fuertemente Jensen n-convexa con maodulo ¢

DEMOSTRACION.
Como f es fuertemente n-convexa con médulo ¢, se tiene que f[xg,...,T,41] > ¢ para
todo xg < -+ < x,y1 en .

Luego si x; = x¢g+ith con i =0,1,...,ny h > 0, del Lema anterior sigue que
AP f(20) = flxo, -+ s Tnoa](n 4+ )AL > e(n + 1)1,

lo que significa que f es fuertemente Jense n-convexa modulo c.
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Lema 3.14 (ver [12]). Paran € N y h > 0, el operador A} es lineal.

DEMOSTRACION.
Sea f,g : I — R y A, mostremos que para cada conjunto de puntos en I tales que

ri=x9+1th,i=0,...,n con algin h > 0, se tiene que
AR(f + Ag)(xo) = A% f o) + A A g(o)

Por el Lema y se tiene que

AR(f + Ag)(xo)

(n)lhn - (f + )\9)[%0, T 7‘1771«] = f[an s axn] + /\g[xo, ce ,.Z'n],

luego
ANf+Xg)(xo) = nlh™flzo, ..., z0] + AR g[zo, ..., 2]
= AOpf(xo) + A AR g(xo).
0]

Lema 3.15. Dadon € N, sea f : I — R la funcién definida por f(x) = x™ entonces
AR f =nlh™ con h > 0.

DEMOSTRACION.
Sean xg,x1,...,x, una coleccion de puntos en [ tales que z; = o+ th, i =0,...,n.

Por el Lema |3.12| se tiene que

_ AR f (o)
fl:xOJ"‘7xTL:|_ nlpn )
luego por el Lema 2.9
A f(x
1= f[xo,...,$n] = %,

asi
Ay f(zo) = nlh™
O

Teorema 3.16. Sea I C R un intervalo abierto, n € N yc > 0. Una f : I — R es
fuertemente Jensen n-convera con mddulo ¢ si y solo si la funcion g(x) = f(x) — ca™,

x € I es Jensen n-convezxa.

DEMOSTRACION.
(=) Sea P(x) = ca™™ para z € I.

Supdngase que f es fuertemente Jensen n-convexa con médulo ¢y que g(x) = f(x)—P(x).
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Sean xg, 1, ..., T,y Una coleccion de puntos en [ tales que x; = xg+ih, i =0,...,n+1,
usado que f es fuertemente Jensen n-convexa, por el Lema v 13.15] se tiene que

Nt g(mo) = AP f(mo) — AT P(20) > ¢(n + )W — ¢(n + 1)IR"T = 0,

con lo cual se muestra que g es Jensen n-convexa.

(«<=) Por la Jensen n-convexidad de g, se sigue que
AP f () = A g(x0) + AFTEP(20) > e(n + 1)!A"

demostrando que f es fuertemente Jensen n-convexa con médulo c.

U

Se sabe que las funciones Jensen n-convexa no necesitan ser continuas (y por lo tanto no
necesita ser n-convexa). Sin embargo, para funciones continuas, el concepto de n-convexidad
y Jensen n-convexidad es equivalente. Tambien hay muchos teoremas con condiciones rel-
ativamente debiles para funciones Jensen n-convexa que son continuas ([ver [12], capitulo

15],[[23],[4],[6]] alli se ecuentran las referencias alrespecto).

3. Conexién Con Convexidad Ceneralizada

La convexidad de una funcién f : I — R, significa que para 2 puntos distin-
to en la grafica de f, el segmento que une estos puntos se encuentra por encima de la
parte correspondiente de la grafica. En 1937 Beckenbach (ver [2]) generalizo este concepto
reemplazando el segmento por graficas de funciones continuas perteneciente a una familia
de funciones F de dos-pardmetros. luego, Tornheim (ver[26]) extiende esta idea tomando
n-parametros de familias. De manera que obtiene la generalizacion de funciones convexa,
teniendo muchas propiedades conocidas para funciones clasicas convexa (n-convexa) (ver
[2].[3], [26],]23],[17]). En esta seccién se quiere mostrar que fuertemente n-convexa es equiv-
alente a la generalizacion de convexidad con respecto a cierta familia de n-parametros.

Sea n > 2, Una familia F de funciones continuas definida en un intervalo I C R es
llamado familia de n-pardmetros si para algunos n puntos (z1,v1), ..., (Tn,yn) € I X R con

ry < --- < x,, entonces existe exactamente una ¢ € F tal que
o(r;) = i, parat=1,...,n

La unica funcién ¢ € F determinada por los puntos (z1,41),- ., (s, yn) la denota por
O(@1,91)seos(@nyn)- Una funcién f 1 I — R se dice que es convexa con respecto a la familia F

de n-parametros 6 F-convexa, si para algunos z; < --- < x, en [.

F(2) < Oy, f@1))sos(@ns f ) (), T € [T, Tnl,
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es bien conocido que si,
Fo=A{apx" 4+ +a1x+ap: ag,...,a, € R},

es decir, F, es el conjunto de los polinomios de grado n, entonces JF,, es una familia
de (n + 1)-pardmetro y la generalizacién de convexidad con respecto a JF, coincide con
n-convexidad (ver [23],[26],[18]). De manera similar se puede caracterizar la fuertemente
n-convexidad.

Sea ¢ > 0 un numero fijo y
Foe = {ea™™ 4 ap2™ + -+ ayx +ag: ag,...,a, €R}.

claramente, F,, . es también una familia de (n + 1)-pardmetro y considerando el préximo

teorema.

Teorema 3.17. Sean I C R un intervalo y f : I — R una funcion. [ es fuertemente

n-convexa con modulo ¢ si y solo si f es F, .-conveza.

DEMOSTRACION.
Sean 1, ..., Ty puntos arbitrarios en I y ¢ el inico polinomio en F,, . determinado por
o(x;) = f(x;), parai=1,...,n+ 1.

Sea 1) el polinomio definido por
Y(z) = p(x) — ca™*!, parax € 1.
Claramente 1) pertenece a F,, y es el inico polinomio determinado por

1/1(322) = f(ilfl) — CZL’T.L'H para 7 = 1’ ceen + 1.

1 )
Luego, si © € [z;,;41] entonces f(x) < ¢(z) siy sélo si f(x) — cz" ™ < )(x).
De manera que f es JF, convexa si y solo si f(x) — cz"! es F,-convexa.
Debido a que F,,-convexidad es equivalente a la n-convexidad, se obtine del Teorema (3.4

que F, -convexidad es equivalente a la fuertemente n-convexidad con médulo c.

O
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