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Prologo

Estas notas han sido concebidas para ser utilizadas en la primera parte del curso de
Analisis 1T de la Licenciatura en Matematica de la Universidad Central de Venezuela y son
el resultado de la experiencia de los autores en el dictado de dicho curso.

En este curso se debe dar una visién rigurosa del célculo en varias variables. Se supone
que el estudiante ya ha visto un curso riguroso de calculo en una variable, que domina
la topologia basica de la recta y que ha visto un curso introductorio de calculo en varias
variables.

Los siguientes temas son tratados en forma exhaustiva:

(1) R™ como espacio métrico:
Métricas. Ejemplos, bolas, esferas, diametro.
Conjuntos abiertos, vecindades. Conjuntos cerrados.
Meétricas equivalentes.
Conjuntos densos. Separabilidad. Bases. Limites. Sucesiones de Cauchy. Completi-
tud. Compacidad.

(2) Limites y continuidad de funciones de R™ en R™.

(3) Derivadas en R™ , derivadas parciales y direccionales, gradiente.
Funciones compuestas y la regla de la cadena.
Teorema del valor medio. Aplicaciones geométricas, planos tangentes.
Derivadas de orden superior. Férmula de Taylor.

(4) Teoremas de la funcién implicita y de la funcién inversa.

Extremos, multiplicadores de Lagrange.

Tanto el trabajo de mecanografia como la elaboracion de los graficos estuvo a cargo de
los autores. Agradecemos la colaboracion del Sello Editorial de la Facultad de Ciencias de la
Universidad Central de Venezuela en la revision del ano 2016.

Cualquier observacién o comentario que deseen hacernos llegar sera bienvenido.

Ramoén Bruzual.
Marisela Dominguez.
Abril 2016.
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Capitulo 1

El espacio métrico R".

1. Nociones basicas de espacios vectoriales. Producto interno. Norma.

DEFINICION 1.1. Un espacio vectorial (sobre el cuerpo R de los nimeros reales) es un
conjunto V en el que estan definidas dos operaciones, +: V xV =V y - :RxV =V, que

satisfacen:

(i) x + y =y + x para todo z,y € V.

EJEMPLO 1.2.

(a) El conjunto R de los ntimeros reales, con las operaciones usuales es un espacio
vectorial.

(b) Sea n un entero positivo, R" = {(z1, xa, ..., 2,) |1, T2, - - € R}, con las operaciones

(.]71,2[‘2,. .- 7':(:”) + (y17y27 .- 7yn> = (xl + Y1, T2 Y2, .., Ty +yn>7
a-(xy,T9,. .., 1) = (xy, e, . .., aTy),

es un espacio vectorial.

(c) Sean n y m enteros positivos, el espacio R™*" de las matrices m x n, con las
operaciones usuales es un espacio vectorial.

(d) El conjunto de los polinomios, con las operaciones usuales, es un espacio vectorial.

(e) Sea A un conjunto. El conjunto de las funciones f : A — R, con las operaciones
(f +9)(x) = flz) + g(x),
(a- f)(x) = af(z),

es un espacio vectorial.
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(f) Sean a,b € R, a < by sea Cla,b] = {f : [a,b] - R : fes continua}, con las
operaciones
(f +9)(x) = f(z) +g(z),
(a- f)(x) = af(x),
Cla, b] es un espacio vectorial.
DEFINICION 1.3. Sea V' un espacio vectorial. Un producto interno en V es una funcién

(,):V xV = R que satisface:

(i) (z,z) > 0 para todo z € V.
(r,z) = 0siysolosiz=0.
(x,y) = (y,x) para todo z,y € V.
(ax,y) = afz,y) para todo z,y € V, a € R.
(x+y,z) = (x,2) + (y, 2) para todo z,y,z € V.
EJEMPLO 1.4.

(a) Para (x1,...,2,), (Y1, .-,Yn) € R" sea

<(LU1, cee ,In>, (ylv e 7yn)> = Z TilYis
i=1

entonces (, ) es un producto interno en R”.
(b) Sean a,b € R, a < b. Para f,g € Cla, b] sea

b
()= [ 10 gl0) .
entonces (, ) es un producto interno en Cla, b].

EJERCICIO 1.5. Interpretar geométricamente el producto interno en R™ definido en el
ejemplo anterior para los casos n = 2 (el plano) y n = 3 (el espacio). Concluir que el
producto interno de dos vectores es igual al producto de sus longitudes por el coseno del

angulo que forman.

PROPOSICION 1.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V' un espacio vectorial y sea

(, ) un producto interno en V. Entonces

{2, 9)| < ({z, 2))% ((y,9))

para todo x,y € V. Ademds, se cumple la igualdad si y solo si x ey son linealmente depen-

[
[N

dientes.
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DEMOSTRACION. Sean x,y € V. Entonces
(x — Ay, x — \y) > 0 para todo A € R,

por lo tanto,

(z,z) + X (y,y) — 2X\(z,y) > 0 para todo \ € R,
de donde se concluye que
A, y)* — 4z, 2)(y, y) < 0.
De esto ultimo se deduce inmediatamente la desigualdad.

El resto de la demostracién se deja como ejercicio. O

COROLARIO 1.7.

(a) Six1,..., T, Y1,---,Yn € R, entonces

1 1
inyi < <Z 1’,2>2 <Z y?)2~
i=1 i=1 i=1

(b) Si f,g: [a,b] = R son funciones continuas, entonces

[ roatral < ([ rer dt)% ([ e dt)% |

DEMOSTRACION. Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los productos internos

dados en el Ejemplo 1.4.
O

DEFINICION 1.8. Sea V un espacio vectorial, una norma en V es una funcién ||| : V' — R,

que satisface:

(i) [|z]| > 0 para todo z € V.

(ii) [|z]| = 0 si y s6lo si x = 0.
(iii) ||az|| = |af||x|| para todo « € R, x € V
(iv) [z +yll < [lzll + llyl| para todo =,y € V.

EsempPLO 1.9.
(a) Las funciones
(@1, -l = laa] 4o+ |l
[(21, s 2)lJoo = max{|aal], ..., 2]},

definen normas en R”.
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(b) Las funciones

[flloo = sup [f(z)] = max |f(z)],

xe[a,b] xe[avb]

9= [ Il

definen normas en Cla, b].

PROPOSICION 1.10. Sea V' un espacio vectorial. Si {, ) es un producto interno en V' y

para x € V definimos ||z| = (x,2)2, entonces || || es una norma en V.
DEMOSTRACION. Sean x,y € V, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
lz +yll* = (= +y, 2+ y) = =l* + [lylI* + 2{z, )
<l + lyl1® +2llll Iyl = (=l + iyl

de donde [lz +y|| < [|lz[| + [ly||

El resto de las propiedades se prueban sin ninguna dificultad.

U
COROLARIO 1.11.
(a) (1. .., 20)|] = /a2t +--- 422 define una norma en R",
%
) I = (fab f(t)zdt> define una norma en Cla, b].
EJERCICIO 1.12.
(a) Demostrar que si || || es una norma en el espacio vectorial V', que ha sido definida

a partir de un producto interno, entonces se satisface la siguiente igualdad (ley del
paralelogramo):

lz+yl1* + llz = ylI* = 2[|=]* + 2]y,

para todo x,y € V.

(b) Dar ejemplos de normas que no se pueden definir a partir de un producto interno.

2. Espacios métricos.

DEFINICION 1.13. Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un conjunto y
d: X x X — R es una funcién que satisface:
(i) d(x,y) > 0 para todo z,y € X.
(ii) d(x,y) = 0 siy sélo si x = y.
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(iii) d(z,y) = d(y, z) para todo x,y € X.
(iv) d(x, 2) < d(z,y) + d(y, 2) para todo z,y,z € X.

La funcién d se llamard métrica (o distancia) y los elementos de X se llamaran puntos.
Es importante notar que no se supone que el conjunto X tenga estructura de espacio

vectorial.

EJEMPLO 1.14.

(a) d(z,y) = |* — y| define una métrica en R.
(b) Todo subconjunto de un espacio métrico también es un espacio métrico.

(c) Sea X cualquier conjunto, definamos

0 siz=y,
d(z,y) = '
1 siz#y.
d es una métrica en X.
PROPOSICION 1.15. Sean V' un espacio vectorial y || | wna norma en V. Entonces la
funcion d, definida por d(x,y) = ||z — y||, es una métrica en V.

La demostracion de la proposiciéon anterior es muy sencilla y quedard como ejercicio.

EJERCICIO 1.16. Dar ejemplos de espacios vectoriales con métricas que no se pueden

definir a partir de normas.

EJEmMpPLO 1.17. Como consecuencia de la Proposicion 1.15 y los ejemplos que han sido

estudiados tenemos que:

(a) En R™ las siguientes funciones son métricas:

1) da(z,y) = /(21 =91 + -+ (@0 — yn)?
2

(1)

(2) doo(,y) = max{|z1 — v, .-, |T0 — ynl}-
(3) di(z,y) = |x1 — |+ ...+ |zp — Ynl-
(4)

4) Més generalmente (ver ejercicio 2), para p € [1, +00),
1
dp(z,y) = (lor ="+ -+ |on — w7,
donde x = (z1,...,2,), y = (Y1, ..., Yn) son puntos de R™.

(b) En Cla,b] las siguientes funciones son métricas:

(1) di(f,9) = flf (t)|dt.
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(2) dalf, ) = <f\f 2dt)2.
(3) deo(f5 9) = sUpyeiay [ f(E) — g(t)].

(c) El intervalo [0, 1], con la métrica d(z,y) = |x — y|, es un espacio métrico.

DEFINICION 1.18. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X, r € (0, +00).

La bola abierta con centro a y radio r es el conjunto
B(a,r) ={x € X : d(z,a) < r}.
La bola cerrada con centro a y radio v es el conjunto
B(a,r) ={r € X :d(z,a) <r}.
Notar que la bola abierta no incluye el borde, la bola cerrada si lo incluye.

EJErcIciO 1.19. Representar graficamente la bola abierta y la bola cerrada con centro

0 y radio 1 para los siguientes espacios métricos:

(a) (R", dy),
(b) (R", de),
(c) (R, dy),

en los casos n =2y n=3.

DEFINICION 1.20. Sea (X,d) un espacio métrico y sea A C X.
Se dice que A es acotado cuando existen a € X y r > 0, tales que A C B(a,r).

Six e X, la distancia de x a A se define como
d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A}.

El diametro de A es

didm(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

PROPOSICION 1.21. Sea A C X. Entonces, A es acotado si y sélo si el didmetro de A es
finito.

La demostracion de esta proposicién queda como ejercicio.
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3. Sucesiones.

Sea (X, d) un espacio métrico.
DEFINICION 1.22. Una sucesidn en (X, d) es una funcién de N en X.

NOTACION. Es usual utilizar las letras a, b, ¢ para denotar sucesiones. Si a es una sucesién,
en vez de escribir a(k), suele escribirse ay.

La sucesién a se suele denotar por {ax}, (ax) 6 {a1,aq,...}.

DEFINICION 1.23. Una sucesién {ay} es acotada si el conjunto {ay, as, ...} es un conjunto

acotado.
Como ejercicio, probar:

PROPOSICION 1.24. Una sucesion {ax} es acotada si y sélo si existe M € R tal que
dizim{al, as, . . } S M.

3.1. Limites.

DEFINICION 1.25. Una sucesién {a} converge en (X,d) a un punto L € X si para cada

e > 0 existe un nimero natural N, tal que si k > N entonces d(ay, L) < €.
Abreviado:

lim a = L en (X, d).

k— oo
DEFINICION 1.26. La sucesién {ay} es convergente, o converge, si existe L € X tal que
limy,_ar = L en (X,d).
La sucesién {ay} es divergente, o diverge, cuando no converge.
EJEmMPLO 1.27.

1
(a) En (R,ds) sea ap = —. Entonces limy_, _ ax = 0.

k

(b) En (R?,dy) sea ap = <3 - %, k sen (%)) . Entonces

, , 1 2 B
1351 ap = kh_)Iilo (3 — ﬁ’k sen (E)) = (3,2).
3.2. Sucesiones de Cauchy.

DEFINICION 1.28. Sea {ax} una sucesiéon. Diremos que {ax} es de Cauchy si para cada
e > 0 existe N € N, tal que d(ay, a,,) < e si k,m > N.
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Geométricamente esto quiere decir que a medida que k crece los términos de la sucesion

se van juntando.
PROPOSICION 1.29. Toda sucesién convergente es de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sea {a;} una sucesién convergente. Sea L = lim;,_,__ a;, en (X, d).
Dado € > 0 sea N tal que d(ay, L) < § para todo k > N.

Si k,m > N entonces
d(ag, am) < d(ag, L) + d(L, an) < g + % _ .
Luego, {ay} es una sucesiéon de Cauchy. 0

EJjEmpPLoO 1.30.

(a) Las dos sucesiones dadas en el Ejemplo 1.27 son de Cauchy.

(b) En (R,dy) sea aj, = (—1)¥ . Dado k € N se tiene que dy(ag, ar11) = 2. Asi que {az}

no es una sucesién de Cauchy y, por lo tanto, {ax} no converge.

1
(c) En (R?,dy) sea ay, = <E, (—1)’“). Dado k € N

1 1 2
do(ag, axsr1) = \/(@ - m) +4 >2.

Luego {ax} no es una sucesién de Cauchy, y por lo tanto no converge.
TEOREMA 1.31. En un espacio métrico, toda sucesion de Cauchy es acotada.

DEMOSTRACION. Sea {a} una sucesion de Cauchy en el espacio métrico (X, d), entonces
existe N tal que d(ag,a,,) < 1sik,m > N. Sea

M = max{d(ag, ap) : k,m < N}.
Sea A ={ay,as,...}. Si z,y € A entonces
d(l’,y) S d(l’,CI,N) + d(aN>y) S 2méX{M> 1}

Luego
didm(A) < 2max{M,1}.

Por lo tanto el didmetro de A es finito. O

COROLARIO 1.32. En un espacio métrico, toda sucesion convergente es acotada.
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4. Completitud.

Sea (X, d) un espacio métrico.

DEFINICION 1.33. Se dice que X es completo si toda sucesién de Cauchy en X es con-

vergente en X.
EJEMPLO 1.34. (R,ds) es un espacio métrico completo.

El resultado del ejemplo anterior es un teorema conocido del analisis en R. En el préoximo

teorema lo extenderemos al caso de n variables.

EJempLO 1.35. ((0,1),d2) no es un espacio métrico completo. Para probar esto basta

observar que la sucesion dada por ap = % es de Cauchy, pero no converge a un punto de

(0,1).
TEOREMA 1.36. (R",ds) es completo.

DEMOSTRACION. Sea {a*}; una sucesién de Cauchy en (R", d,). Entonces

k_ ( k k
a” = (ay,...,a,)
donde, para j =1,...,n, {af}k es una sucesién de niimeros reales.
Primero probaremos que para cada j = 1,...,n, la sucesién {af}k es de Cauchy en

(R, dy). Notemos que

0 —a'| < \/(ak —ap)? + ot (g —a)? < ot —a™).

Sea & > 0, sabemos que existe N € N tal que |[a" —a™|| < & si k,m > N. Luego |a}j —a]'| < ¢
si k,m > N.
Por lo tanto {a¥}; es una sucesion de Cauchy en (R, dy).
Como (R, dy) es completo, para cada j € {1,...,n}, existe L; € R tal que
lim af = L; en (R,ds).

k—o0
Sea L = (Ly,...,Ly).

Para terminar probaremos que {a*}, converge al punto L en (R",d,). Notemos que

la* = L]l = \/(a — L) + ..+ (ah — L,)2.
Dado ¢ > 0, sea 7 = ¢/y/n. Se tiene que para cada j = 1,...,n existe NN, tal que si
k > N entonces |a — L;| < .
Sea N = méx{Ny, ..., N,}, entonces |af — L;|* <~*si k> N.
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Luego

la* = LIl < VA2 4+ 2 =Vny=¢
si k > N. De donde
lim " = L en (R",ds).

k—o0

Hemos probado que toda sucesién de Cauchy en (R™, ds) es convergente. Por lo tanto
(R™, dy) es completo.
O

5. Abiertos, cerrados, densidad, frontera, métricas equivalentes.

DEFINICION 1.37. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Se dice que:

(i) A es abierto si para cada a € A existe r > 0 tal que B(a,r) C A.

(ii) A es cerrado si su complemento, A° = X \ A, es abierto.

EJEMPLO 1.38.

(a) @y X son abiertos y cerrados en cualquier espacio métrico (X, d).

(b) En (R, ds): (0,1) es abierto.

(c) En (R, ds): [0,1] es cerrado.

(d) En (R, ds): [0,1) no es abierto ni cerrado.

(e) {(x,y) € R*: 22 + y* < 1} es abierto en (R? dy).

(f) {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} es cerrado en (R? dy).

(g) {(z,y) eR?: 2>+ 9> <1lyx<0U{(z,y) e R?: 2?2 +¢y* < 1y x>0} no es ni
abierto ni cerrado en (R?, dy).

(h) {(z,y,2) € R?: 22 + y* < 1} es abierto en (R3,dy).

(i) {(z,y,2) € R®: 2% + y* < 1, z = 0} no es abierto en (R3, dy).

(G) {(z,y,2) € R3: 2% +y?> < 1, 2 = 0} es cerrado en (R3, dy).

EJERCICIO 1.39. Sean (X,d) un espacio métrico, z € X y r > 0.
Demostrar que B(x,7) es abierto en (X,d) y que B(z,7) es cerrado en (X, d).

PROPOSICION 1.40.

(a) La interseccion de una familia finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(b) La unidn de una familia de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(¢) La interseccion de una familia de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(d) La union de una familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

La demostraciéon queda como ejercicio.
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OBSERVACION 1.41. Puede ocurrir que la interseccién de una familia infinita de abiertos

no sea abierto. Dar ejemplos.

DEFINICION 1.42. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X y A C X.

(i) Una vecindad o entorno de a en X es un conjunto abierto V' tal que a € V.
(ii) Se dice que a es un punto interior de A si existe r > 0 tal que B(a,r) C A.
(iii) El interior de A es

int(A) = {x € X : 2 es un punto interior de A}.

EJEMPLO 1.43.

(a) (0,1) es el interior de [0,1] en (R, dy).

(b) (0,1) x (3,5) es el interior de [0,1) x (3,5] en (R?, d).

(c) {(z,y) € R* : 2? + y* < 1} es el interior de {(z,y) : z*> + y*> < 1} en (R? dy).

PROPOSICION 1.44. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, entonces
(a) int(A) C A.

(b) int(A) es abierto.

(¢) Si B C Ay B es abierto, entonces B C int(A).

Esto se expresa diciendo que int(A) es el mayor abierto contenido en A.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

PROPOSICION 1.45. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X.
Se tiene que: A es abierto si y solo si A = int(A).

DEMOSTRACION. Supongamos que A = int(A). Por la proposicién anterior int(A) es
abierto, por lo tanto A es abierto.
Supongamos que A es abierto. Ya sabemos que int(A) C A. Veamos que A C int(A). Sea

a € A, como A es abierto existe r > 0, tal que, B(a,r) C A. Luego, a es un punto interior
de A.

U

5.1. Puntos de acumulaciéon. Clausura de un conjunto.

Sea (X, d) un espacio métrico.

DEFINICION 1.46. Sean v € X, A C X. Se dice que x es un punto de acumulacion de A

o un punto limite de A cuando para cada r > 0 se tiene que

AN (B(z,r) \{z}) # 0.
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EJEMPLO 1.47.

(a) 0 es un punto de acumulacién de {1/n:n € N} en (R, ds).
(b) 3 es un punto de acumulacién de (3,7) en (R, dy).
(c) —1 es un punto limite de {(—1)" +1/n:n € N} en (R, dy).

NOTACION. Sea A C X,

A"={x € X : z es un punto limite de A}.

EJEMPLO 1.48. Sea A = {1/n : n € N}, entonces A" = {0}. Este ejemplo muestra que

puede ocurrir que A’ no estd contenido en A.

PROPOSICION 1.49. Sea A un subconjunto de X. Se tiene que: A es cerrado si y sdlo si

todo punto limite de A pertenece a A.

DEMOSTRACION. Tenemos que () y X son abiertos y cerrados a la vez.

(<) Supongamos que A # X. Entonces A® # (). Por hipétesis A’ C A.

Sea z € AY, entonces x ¢ A’. Luego, existe r > 0, tal que, AN (B(z,r) — {z}) =0 . De
donde B(x,r) C A°.

Por lo tanto, A® es abierto.

(=) Supongamos que A es abierto. Si ¢ A entonces existe r > 0 tal que B(z,r) C A%,
de donde AN B(z,r) =0 . Luego, AN (B(xz,r) — {z}) =0 . Por lo tanto, z ¢ A’.

Hemos probado que AY C (A")¢. Luego, A’ C A. O

DEFINICION 1.50. Sea A C X. La clausura de A es la unién de A con el conjunto de

todos sus puntos limites. Es decir, la clausura de A es: A = AU A’

EJjEmpPLO 1.51.
(a) Sea A= {1/k: ke N}, en (R,dy) su clausura es:
A={0}U{1/k: ke N}
(b) [0,1] es la clausura de (0,1) en (R, dy).
PROPOSICION 1.52. Sean A,C C X, entonces
(a) AC A.
(b) A es cerrado.
(c) Si C es un cerrado y A C C, entonces A C C.

Esto se expresa diciendo que A es el menor cerrado que contiene a A.

La demostracion de esta proposicién queda como ejercicio.



5. ABIERTOS, CERRADOS, DENSIDAD, FRONTERA, METRICAS EQUIVALENTES. 13

PROPOSICION 1.53. Sea A C X. Se tiene que: A es cerrado si y solo si A = A.
La demostracion de esta proposicion también queda como ejercicio.

EJERCICIO 1.54. Demostrar que, en (R™, ds), la bola cerrada con centro a y radio r es la

clausura de la bola abierta con centro a y radio r.
5.2. Densidad. Separabilidad.

DEFINICION 1.55. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X, decimos que A es denso en
X cuando A = X.

EJEMPLO 1.56. @ es denso en R con la métrica ds.

DEFINICION 1.57. Decimos que el espacio métrico (X, d) es separable cuando X contiene

un subconjunto denso y numerable.

EJEMPLO 1.58.

(a) (R,ds) es separable pues @) es denso y numerable.

(b) (R™, dy) es separable pues Q" es denso y numerable.
5.3. Frontera de un conjunto.

DEFINICION 1.59. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X, la frontera
de A es:

OA={z e X :AnB(x,r) #0 y A°N B(x,r) # 0 para todo r > 0}.

EjemMPLO 1.60.
(a) En (R?,dy), la bola abierta de centro a y radio r es abierto, no es cerrado. Su frontera
es la circunferencia con centro a y radio 7.
(b) En (R?,dy), la bola cerrada de centro a y radio r es cerrado, no es abierto. Su
frontera es la esfera con centro a y radio r.
(c) Sea A = {(x,y) € R? : 22 + y?> = 1}. El conjunto A es cerrado, no es abierto, su
frontera es él mismo: 0A = A.

(d) R? es abierto, también es cerrado y su frontera es () .
(e) En (R?,dy), sea

A={(z,y) eR*:® + 9> <1} U{(z,9) eR?:y >0, 2® +¢* = 1},
Entonces A no es abierto, no es cerrado y su frontera es

OA = {(x,y) e R? : 2* +4? = 1}.
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(f) En (R3 dy), sea A = {(z,y,2) € R®: 2> +y*> < 1} . Entonces A es abierto, no es
cerrado. Su frontera es
0A ={(z,y,2) e R’ : 2® +y* = 1}.
(g) En (R? dy), sea A = {(x,y,2) € R¥: 2 =0, 2 +y* < 1}. Entonces A no es abierto,
no es cerrado. La frontera de A es
OA ={(z,y,2) ER*: 2 =0, 22 +y* < 1}.
(h) En (R3,dy), sea A = {(z,y,2) € R3: 2 =09, 22+ y? < 1}. Entonces A no es abierto,
no es cerrado. La frontera de A es
OA ={(z,y,2) ER*: 2 =9, 2> +¢y* < 1}.

5.4. Métricas equivalentes.

DEFINICION 1.61. Sean d, d’ dos métricas en un conjunto X, se dice que d y d’ son

equivalentes (d ~ d') cuando existen m, M > 0, tales que
md'(z,y) < d(z,y) < Md(z,y)
para todo (z,y) € X.

EJERCICIO 1.62.

(a) Demostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

(b) Demostrar que dos métricas equivalentes dan origen a la misma familia de abiertos.

EJERCICIO 1.63. Demostrar que en R" las métricas dy, ds y do, son equivalentes.

6. Funciones continuas.

Sean (X, dx) y (Y,dy) dos espacios métricos.

DEFINICION 1.64. Sean D C X, a € X un punto de acumulacién de D, f : D — Y
una funcién y L € Y. Decimos que el limite de f cuando x tiende al punto a es L si para
cada ¢ > 0 existe § > 0, tal que si x € D y si 0 < dx(x,a) < 9, entonces dy(f(z),L) < €.
Abreviado:

lfim f(z) = L.

r—ra

DEFINICION 1.65. Sean D C X, a € D, f : D — Y una funcién. Decimos que f es

continua en a si para cada e > 0 existe § > 0, tal que si x € D y si dx(z,a) < 0, entonces

dy (f(z), f(a)) <e.
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OBSERVACION 1.66. Notar que si a es un punto de acumulacién de D, entonces f es

continua en a si y sélo si lim,_,, f(z) = f(a).

DEFINICION 1.67. Sean D C X y f : D — Y una funcién . Decimos que f es continua

en D cuando f es continua en a para todo a € D.

LEMA 1.68. Sea f: X — Y wuna funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en a € X

(b) para cada € > 0 existe § > 0 tal que
f(Bx(a,0)) C By(f(a),e).
La demostracion del lema anterior queda como ejercicio.

TEOREMA 1.69. Sea f : X — Y wuna funcion. Las siquientes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en X.
(b) fYG) es abierto en X para todo abierto G CY.

DEMOSTRACION.
(a) = (b) Sean G abierto en Y y a € f~*(F). Entonces f(a) € G.
Como G es abierto en Y entonces existe € > 0 tal que By (f(a),e) C G. De la continuidad

de f y del lema anterior, sigue que existe 6 > 0 tal que

f(Bx(a,d)) C By(f(a),e).
De donde
Bx(a,0) C [~ (By(f(a),e)) € f7H(G).
(b) = (a) Sean e > 0, a € X. Como By (f(a),e) es abierto en Y, entonces f~'(By(f(a),¢))

es abierto en X y contiene al punto a. Por lo tanto, existe 6 > 0 tal que

Bx(a,8) C f~H(By(f(a),¢)).
Luego
f(BX(a76)> - BY(f(a)7€>’
Por el lema anterior f es continua en X. U
DEFINICION 1.70. Sean D C X,y f : D — Y una funcién. Decimos que f es uni-

formemente continua en D cuando para cada ¢ > 0 existe 0 > 0, tal que si 2/,2” € Dy
0 <dx(2/,2”) < 6 entonces dy (f(z'), f(z")) < e.
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7. Compacidad en R".

Supondremos conocido el hecho de que todo subconjunto infinito y acotado de R posee

al menos un punto acumulacion.

TEOREMA 1.71 (Bolzano-Weierstrass). Todo subconjunto infinito y acotado de (R",ds)

tiene al menos un punto de acumulacion.

DEMOSTRACION. Sea A C R™ un conjunto infinito y acotado. Entonces existe una suce-
sion {d }r C A tal que @y # @, si k # p.

Tenemos que @ = (agk), e a,(f)), donde cada una de las sucesiones {al(-k)}k es una su-
cesion acotada de numeros reales. Por lo tanto, {agk)}k tiene una subsucesion convergente
{a? };. De igual manera {agkj )}j tiene una subsucesién convergente {ay”’ )}j.

Si continuamos con este proceso obtenemos una subsucesion {by,};, de {a@x }x tal que cada
sucesion coordenada de {by }), converge. Por lo tanto {by,}, converge. El limite de esta sucesién

es un punto limite del conjunto A.
O

COROLARIO 1.72. Toda sucesion acotada en R™ posee una subsucesion convergente.

DEFINICION 1.73. Se dice que un subconjunto A de R"™ es compacto si es cerrado y

acotado.

Es muy importante destacar que la definicién usual de compacto en topologia general no

es la anterior. En el caso de R™ esa definicion es equivalente a la dada anteriormente.

TEOREMA 1.74 (Heine-Borel). Sea A un subconjunto de R™.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es compacto.

(b) Todo subconjunto infinito de A tiene un punto de acumulacion en A.

DEMOSTRACION.

Supongamos (a).

Sea S un subconjunto infinito de A.

Como A es acotado, S tiene que ser acotado.

Por lo tanto S tiene un punto de acumulacién. Por ser A cerrado este punto de acumu-
lacion debe estar en A.

Supongamos (b).
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A debe ser cerrado puesto que (b) implica que A contiene todos sus puntos de acumula-
cién. Si A no es acotado entonces se puede construir una sucesiéon de elementos de A cuya
norma tiende a +oo.

El conjunto formado por los términos de esta sucesion no puede tener un punto de

acumulacion. Por lo tanto A debe ser acotado. O

8. Espacios topolégicos.

Si W es un conjunto no vacio, P(W) para denotard al conjunto de partes de W.

DEFINICION 1.75. Un espacio topoldgico es un par (W, T), donde W es un conjunto no
vacio y T es un subconjunto de P(WW) tal que

(i) 0 y W pertenecen a T
(ii) La unién de una familia de elementos de T es un elemento de 7.

(iii) La interseccién de usa familia finita de elementos de 7 es un elemento de 7.

En este caso se dice que 7T es una topologia en W y se dice que los elementos de T son

conguntos abiertos.

EJEMPLO 1.76. Si consideramos un espacio métrico (X,d) y T es el conjunto de lo que

hemos llamado los conjuntos abiertos de X, entonces (X, 7T) es un espacio topoldgico.

OBSERVACION 1.77. Todo subconjunto de un espacio topoldgico también es un espacio
topologico. Més precisamente:

Sea (X, Tx) un espacio topoldgico y A C X un subconjunto no vacio. Si definimos
Ta={ANV:V e€Tx}
tenemos que (A, T4) es un espacio topolégico.
Es natural definir continuidad en espacios topoldgicos de la siguiente manera.

DEFINICION 1.78. Sean (X, Tx), (Y,7Ty) dos espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcién. Se dice que f es continua si la imagen inversa bajo f de un abierto en Y es un
abierto en X, es decir f~1(V) € Tx para todo V € Ty.

EJERcICIO 1.79. Dar un ejemplo de un conjunto W y una topologia 7 en W tal que no

existe ninguna métrica en W cuyos abierto sean los elementos de T .






Ejercicios 1.

(1) Sea V un espacio vectorial y || || una norma en V. Demostrar que

izl =yl < [l =yl

para todo x,y € V.
(2) Parar € [1,+00) y = (z1,...,2,) € R" definimos

S i=

[l = (" + -+ fn]7)

El objetivo del presente ejercicio es demostrar que || ||, es una norma en R™. La

unica de las propiedades de la norma que presenta alguna dificultad es la desigualdad

triangular para el caso r > 1.
Se sugiere proceder de la siguiente manera:

(a) Demostrar que si oy 8 son niimeros reales no negativos y A € (0, 1), entonces
BT < Aa+ (1 - M),

(Sugerencia: considerar la funcién ¢(t) = 1 — X+ A\t — t* para t > 0, demostrar
que ¢(t) = ¢(1) para todo t > 0y considerar ¢ = §.

(b) Demostrar la desigualdad de Hélder:
Sir,se(l,+00), 1+t =1, 2= (x1,...,2,),y = (Y1,--.,yn) € R", entonces

n
> lziil < Nzl llylls:
i=1

(¢) Demostrar la desigualdad de Minkowski:
Sire(l,400), , = (21,...,2n),y = (Y1, ---,Yn) € R", entonces

[+ ylle < [l + lyll-

(3) Demostrar que en un espacio métrico una sucesién no puede tener dos limites dife-

rentes.

Nota: esta propiedad se conoce como unicidad del limite.
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(4) Sea X un conjunto no vacio y sea d : X x X — R una funcién que satisface:
(a) d(z,y) = 0siy sdlo si x =y para todo =,y € X.
(b) d(z, z) < d(z,y) + d(z,y) para todo x,y,z € X.

Probar que d es una métrica en X.
(5) Representar graficamente B(0,1) en R? con las métricas du, d; v da.

(6) Sea X cualquier conjunto, definamos

0 siz=y
1 siz#y

Demuestre que (X, d) es un espacio métrico.

d(z,y) =

(7) Sea (X,d) un espacio métrico. Demostrar que si g € X y r > 0, entonces B(xg,r)

es un conjunto abierto.
(8) Sea A un conjunto abierto y sea € A. Pruebe que A\ {z} es abierto.

(9) ;/Cudles de los siguientes subconjuntos de R son abiertos? ;Cuédles son cerrados?
Hallar su interior, sus puntos limites y su clausura.
(a) N (b) Z (c) Q
(d) (0,1) (e) [0, 1] () (0,1]
(8) {+ : neN, n#0} (h) {x € R: zes irracional} (i) {1,3,5} U (1,2)
(j) (—oo, 1)U (3,4) U (4,5].

10) ;Cuéles de los siguientes subconjuntos de R? son abiertos? ;Cudles son cerrados?
3 g J 3

Hallar su interior, sus puntos limites y su clausura.

() @xQ (b) Z x Z
(¢) (0,1) x (0,1) (d) (0,1) x [0,1]
(e) {(z,y) e R? : 2?2 +9y*> < 1} ) {(z,y) eR? : 22 +9* <1, z > 0}

(8) {(z,y) eR? : y=sen=, z € (0,1)}

(11) Sea (X,d) un espacio métrico. Demuestre que:
(a) La unién de una familia de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(b) La interseccién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
(¢) La interseccion de una familia finita de conjuntos abiertos es un conjunto abier-
to.
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(12) Mostrar con un ejemplo que puede ocurrir que la interseccién de una familia infinita

de conjuntos abiertos no sea un conjunto abierto.

(13) Sea (X,d) un espacio métrico. Demuestre que:
(a) La intersecciéon de una familia de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
(b) La unién de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(¢) La unién de una familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(14) Mostrar con un ejemplo que puede ocurrir que la unién de una familia infinita de

conjuntos cerrados no sea un conjunto cerrado.

(15) Demostrar que todo subconjunto abierto y no vacio de R es una unién contable de

intervalos abiertos disjuntos.

(16) Sea (X,d) un espacio métrico y sean {x,}, {y,} sucesiones en X tales que x,, — =,

Yn — y. Probar que d(x,,y,) — d(x,y).

(17) Sea (X,d) un espacio métrico. Definamos

_ _d(zy)
D(z,y) = Trd )

Demostrar que (X, D) también es un espacio métrico.
(18) *Probar que (C|a,b],dy ) es completo.

(19) Sean X e Y espacios métricos, sea f : X — Y una funcién. Demostrar que f es

continua si y s6lo si f~1(C) es cerrado en X para todo conjunto cerrado C' C Y.

(20) Demostrar que si f : R — Res continuay f(z+y) = f(z)+ f(y) paratodo x,y € R,
entonces existe a € R tal que f(x) = ax para todo z € R.
Ayuda: Pruebe primero que f(z) = zf(1) para todo = € Q. Primero debe hacerlo
para z € N, después para z € Z y finalmente para x € Q.
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(21) Sea X un conjunto no vacio y d la métrica dada por

0 siz=y
1 siz#y

d(z,y) =

(a) ;Cuando una sucesién en X es de Cauchy ?

(b) ;Cudndo una sucesién en X es convergente a un punto de X7

(c¢) {Es X completo ?

(d) Caracterizar los subconjuntos abiertos de X.

(e) Sizg € X yr >0, ;cémo es B(xg,r) ?

(f) Caracterizar las funciones f : X — R que son continuas.

(22) En cada uno de los siguientes ejercicios sea S el conjunto de todos los puntos (z, y)
del plano que satisfacen las condiciones dadas. Hacer un dibujo mostrando el con-
junto S. Decir si S es abierto o si es cerrado y hallar su frontera. Indicar la frontera
en el dibujo.

(a) 2% +y* < 1.
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(23) En cada uno de los siguientes ejercicios, sea S el conjunto de los puntos (z,vy, 2)
de R3 que satisfacen las condiciones dadas. Determinar si S es abierto o no, si es
cerrado o no y hallar su frontera.

(a) z — 2> —y*—1>0.

)
)
)
) 22 +y? < 1.
)
)
)
)

(24) Representar graficamente la regién del plano cuyas coordenadas polares satisfacen:
(a) 5 <0< 1<r<2

(b) r< 1,10l < 7
(c) rsenﬁgl,%gﬁg%”.
(d) 7 <4dcost, =5 <0< 7

(25) Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Demostrar que A es acotado si y sélo si

el didmetro de A es finito.

(26) Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demostrar:
(a) int(A) C A.
(b) int(A) es abierto.
(c) Si B es un abierto y B C A, entonces B C int(A).

Esto se expresa diciendo que int(A) es el mayor abierto contenido en A.

(27) Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Demostrar:
(a) AC A
(b) A es cerrado.
(c) Si C es un cerrado y A C C, entonces A C C.

Esto se expresa diciendo que A es el menor cerrado que contiene a A.
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(28) Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Demostrar que A es cerrado si y sélo si
A=A

(29) *Demostrar que (C|a,b],d;) y (Cla,b],d2) no son completos.



Capitulo 2

Funciones de R" en R™.

1. Conceptos basicos.

En este capitulo y los siguientes nos dedicaremos a extender algunos de los conceptos y
resultados del calculo diferencial e integral en una variable a funciones de R™ en R™, donde
n y m son enteros mayores o iguales que 1.

Consideraremos funciones f definidas en un conjunto D C R" y que toman valores en

R™. El conjunto D se llama el dominio de la funcién f y lo denotaremos mediante Dom( f).

DEFINICION 2.1. Sea D C R"y f: D — R™ una funcién.

(i) Sin =m =1, se dice que la funcién f es una funcion real de una variable real.
(ii)) Sin =1y m > 1, se dice que la funcién f es una funcion vectorial de una variable
real.
(iii) Sin > 1y m = 1, se dice que la funcién f es una funcion real de una variable
vectorial o un campo escalar.
(iv) Sin > 1y m > 1, se dice que la funcién f es una funcion vectorial de una variable

vectorial o un campo vectorial.

EJEMPLO 2.2.

(a) f:R" = R dada por f(Z) = ¢ para todo & € R" (funcién constante).
(b) f:R3 — R? definida por

fl@y,2) =@ +y*+ 220 +y+2)

para todo (z,y, 2) € R>.
(c) El area de un rectédngulo de lados z e y es la funcién de (x, y) dada por f(x,y) = zy.

(d) El volumen de una caja de medidas x,y,z es la funcién de (z,y,z) dada por

flw,y,2) =wyz
(e) Sea f:R? — R? la transformacién lineal definida por

f(z,y,2) = (32 + 4y, 3y + 52)

para todo (z,y,2) € R3.

25
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(f) La expresion fmy f(t)dt depende de z y de y, por lo tanto, define una funcién de
(z,y), dada por

g(z,y) = / " Ftydt.

A continuacién, daremos algunos ejemplos de funciones de R™ en R™. A partir de la
formula que las definen indicaremos cudl es el dominio mas grande en el que pueden ser

consideradas.

EJEMPLO 2.3.

(a) La férmula
1

f(xay):m

define una funcién en el conjunto {(x,y) € R? : 2 + y* # 1}.

(b) La férmula
1

Vi +yr—1

define una funcién en el conjunto {(z,y) € R? : 2% + y* > 1}.

f(r,y) =

(c¢) La férmula
Ty — 9

2y/y — a2

define una funcién en el conjunto {(z,y) € R? : 2% < y}.

[, y) =

(d) La férmula
flx,y) =yva?+y* =25

define una funcién en el conjunto {(z,y) € R? : 2% + y* > 25}.

El rango o imagen de f es el conjunto de todos los vectores i € R™ tales que § = f (&)

para algin ¥ € D C R" .
EJEMPLO 2.4. Sea f : R® — R? definida por
fl@y,2) =@ +y*+ 20 +y+2)
para todo (z,y, 2) € R3. Entonces

Rango(f) = {(u,v) € R* : u > 0}.
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DEFINICION 2.5. Sea f: D C R™ — R™ una funcién tal que

f(@) = (A(D), -, fm(T)),

donde fi,..., f;n son funciones escalares.
Las funciones fi, ..., f., se llaman funciones coordenadas de f.
Es comun usar la notacién abreviada f = (f1,..., fm)-

EJEMPLO 2.6.
(a) Sea
f@y,2) = (@ +y+ 22y +yz+ 2z, 292).
Las funciones coordenadas de f son las tres funciones reales o escalares dadas por:
hz,y,2) =2 +y+z,
folz,y,2) = vy + yz + 2z,

f3(xa Y, Z) = TYyz.

(b) Sea
flzy, .. x,) = (2] + ...+ 22, 45).

Las funciones coordenadas de f son las dos funciones reales o escalares dadas por:

fl(.l’l, e ,xn)
fg(l’l, e ,xn)

=N

+...+xi,

T

45.

DEFINICION 2.7. Sea f: D C R® — R™ . El grdfico de f es el conjunto
Graf(f) ={(Z,7) e R" xR™: ¥ € D,y = f(Z)}.
Observemos que
Graf(f) C R" x R™ = R"™™,

En el caso n =2y m = 1, es decir cuando tenemos f : R? — R, entonces Graf(f) C R3.

En este caso el grafico de f es la superficie

Graf(f) = {(z,y,2) € R*: (2,9) € Domf, z = f(z,y)},

que puede ser visualizada en casos particulares.



28 2. FUNCIONES DE R™ EN R™.

EJEMPLO 2.8.
(a) Sea f(z,y) = /1 —2% -y~
Veamos que su grafico es la parte de arriba de una esfera de radio 1.

El domino de f es el conjunto {(z,y) € R? : 2? + y* < 1}. Si consideramos
2=+/1—a2 —y? para 2? +y? < 1, entonces z > 0y 2% +y?> + 22 = 1.

FIGURA 2.1. grafico de f(z,y) = /1 — 22 — y?

(b) Sea f(x,y) = 2? + y? . El grafico de f es un paraboloide de revolucién, obtenido al

rotar z = y? alrededor del eje 2 (justifique).

FIGURA 2.2. grifico de f(z,y) = 2® + y?

Si una funcién tiene dominio contenido en R?, no podemos representarla graficamente.

Existe otro método 1til para representar geométricamente una funcion de dos variables.
Esto es un método semejante al de representar un paisaje tridimensional por un mapa to-
pografico bidimensional.

Los llamados conjuntos de nivel de una funcién nos dan una idea de su comportamiento.
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DEFINICION 2.9. Sean c € Ry f: D C R" — R. El conjunto de nivel de f, correspon-

diente al valor ¢ es:

L.={z7eD: f(¥) =c}.
Cuando n = 2 estos conjuntos se llaman curvas de nivel y son de la forma

ve=A{(z,y) € D f(a,y) = c}.

Cuando n = 3 estos conjuntos se llaman superficies de nivel y son de la forma

SC:{(I',y,Z) GDZf(l’,y,Z):C}.

EJjEmMPLO 2.10.
(a) Sea f(x,y) = /1 —22—y? . Sea ¢ > 0. Tenemos que f(x,y) = ¢ si y sélo si
24+y?=1-c%4
Por lo tanto, debe ser 0 < ¢ < 1. La curva de nivel que corresponde a ¢ es una
circunferencia con centro en el origen y radio 1 — c2.

La siguiente figura ilustra las curvas de nivel de f.

FI1GURA 2.3. curvas de nivel de f(z,y) = /1 — 22 — y?

(b) Si f(z,y,2) = 2%+ y*> + 22, entonces las superficies de nivel son esferas (justifique).

(c) Sea f(x,y) = x*+ y? , las curvas de nivel de f son circunferencias con centro en el
origen.

Tenemos que si f(z,y) =csiysélosic>0ya?+y?>=c.
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Por lo tanto, debe ser ¢ > 0. La curva de nivel que corresponde a ¢ es una
circunferencia con centro en el origen y radio /c.

La siguiente figura ilustra las curvas de nivel de f.

T
N

<Y

FIGURA 2.4. curvas de nivel de f(z,y) = 2* + 3

(d) Sea f(x,y) = x* — y?, entonces las curvas de nivel de f son los conjuntos en los que

2? — y? = c. Estos conjuntos nos dan una idea de como es el grafico de f.

i

0%/
A&:s\\\ ,/é/ﬁf,:év‘véé ”
NS AAAA A M
i
‘ \\

Y
\
|

FIGURA 2.5. curvas de nivel y grafico de f(z,y) = 2% — y?

Esta superficie se conoce con el nombre de paraboloide hiperbdlico o “silla de

montar”.
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2. Limites.

La definicién de limite estd basada en la nociéon de proximidad y ya hemos visto que
la nociones de limite y continuidad pueden ser extendidas a funciones entre dos espacios
métricos.

Sabemos que R™ con la métrica euclidiana dy es un espacio métrico, donde
dg(flf,y) - ||I - y||2>

es decir,

do((x1, ... 1), (Yis ) = V(1 — 1)+ .+ (T — yn)2-
Salvo que se indique expresamente lo contrario consideraremos la norma euclidiana || ||
en R" y la denotaremos simplemente con || ||.
Por lo tanto, para el caso de las funciones R" en R™, podemos considerar los conceptos

de limite y continuidad vistos anteriormente.

EJEMPLO 2.11. Sea

L= lim 2x+ 5y.
(z,y)—(1,2)

A partir de la definicién probaremos que L = 12.

Sabemos que lim,_,; 2z = 2 y lim,_,, 5y = 10.

Por lo tanto, dado € > 0 existe §; > 0 tal que si |[x — 1| < d1, entonces |2z — 2| < e/2y
existe dy > 0 tal que si |y — 2| < Ja, entonces |5y — 10| < &/2.

Sea § = min{dy, d2} . Sea (z,y) tal que

0 <|[(z,y) = (1,2)[ <9,

entonces

o =1 <z -12+(y-2?2< |z~ Ly—-2)] =l(z.y) - (L2)] <3,

y =2/ < V(@ =12+ (y -2 <[z~ Ly —2)] = |(z,y) — (1,2)]| < 0.

Luego,
20 +5y — 12| =20 +5y — (2-1+5-2)| = |20 — 2+ 5y — 10| < |22 — 2| + |5y — 10| < e.

PROPOSICION 2.12. Sean D un subconjunto de R", f : D — R™ una funcién y @ un punto
de acumulacion de D. Supongamos que f(Z) = (f1(Z), ..., fm(@) y L= (L1, ..., Ly) € R™.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) lm f(F) = L
(b) iﬁfk(f) — Ly parak—=1,...m.
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La demostracién queda como ejercicio. Sugerencia: Si ¥ = (y1, ..., Ym), entonces

() |yl <2+ .. 412 =||Jl para k=1,...,m.

() [[gll < 1[Cya, 0, O)F (10, 0o ym) (| = ] - A [y

EJEMPLO 2.13. Sea f(t) = (t,t%,sen(7)). No existe im0 f(t), ya que lim,_,sen() no

existe.

LEMA 2.14. Sean D un subconjunto de R", f : D — R™ una funcion y d un punto de
acumulacion de D. Si existe limz_,z f(Z), entonces eziste un entorno V de d tal que f es
acotada en V N D.

DEMOSTRACION. Sea L = limz ,z f(Z). Considerando ¢ = 1 en la definicién de limite

obtenemos que existe § > 0, tal que si ¥ € D y 0 < ||# — d|| < J, entonces

If(Z) — L] < 1.
Como

IF @] = ILI < T = [[L < 1 (2) = L],

tenemos que

IF @I <L +1
para £ € DN B(@,0) y £ # d. O

LEMA 2.15. Sean D un subconjunto de R™, f : D — R™ una funcion y a un punto de

acumulacion de D. Silimg .z f(Z) = L £ 0, entonces existen m > 0 y un entorno V de d
tales que || f(Z)|| > m, para todo ¥ € (V \ {a}) N D.

DEMOSTRACION. Considerando ¢ = |[L||/2 en la definicién de limite obtenemos que

existe § > 0, tal que, si ¥ € Dy 0 < ||& — @|| < ¢, entonces

L
7@ - 1) < 2L
Sea V' = B(d, ), supongamos que & € (V' \ {a@}) N D, entonces
L
W@l — 120 < @ - £ < 120,

por lo tanto,

20y iz I
B L LI < B0
<@ -z < 2
de donde,
. L
s> 2L
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Las propiedades del limite, ya conocidas para funciones reales de variable real se extienden

de manera natural a los campos escalares, mas precisamente:

TEOREMA 2.16 (Propiedades del limite para campos escalares).
Sean A € R, D C R", @ un punto limite de D y sean f,q: D — R funciones tales que

lim f(Z) g lim g(Z)
r—a

existen y son finitos. Entonces
(a) lim Af(Z) = Alim £(2).
(b) Tim(£(2) + 9() = lim (&) + im o()
(¢) 1 (/(#) g(#) = (1m £(2)) (1im g(2)).

(d) Silim g(Z) # 0, entonces
r—a

La demostracion se deja como ejercicio.

PROPOSICION 2.17 (Limite a lo largo de una curva). Sean D C R™, @ un punto limite
de D, I un intervalo abierto y g : I — D tales que:

(a) eziste t, € I tal que g(t,) = @,
(b) g(t) #d sit#t,

(c) g es continua.

Sea f: D — R una funcion, si existe limg_,z f(Z) entonces

lim f(g(t)) = lim f(Z).

t—to T

LE

Es decir: Si & se acerca al punto a@ a lo largo de g, entonces f(Z) se tiene que acercar a

limf_ﬁ f (f) .

Hacer la demostraciéon como ejercicio.
Tal como muestran los siguientes ejemplos, esta proposicién es muy util para demostrar

que un limite no existe.
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EJEMPLO 2.18.

(a) Supongamos que queremos averiguar si existe
Yy
1m ﬁ.
(z,9)—(0,0) = + Yy
Consideremos

_ v
f($7y>_x2+y2'

En el caso y = mx tenemos que

2

mz m
T, mz) = = )
fla,mz) 2 4+m2z2 14 m?2

Luego,

ilg})f(:c,mx) =Tem

Esta expresién varia con m, asi que

, Yy
lIim ———
(2.9)(0,0) 22 + y?
no existe.
(b) Estudiemos
2 _ 2
m T-Y
(2,9)—(0,0) 2% + Y
A lo largo de la recta y = mx, tenemos
Lot —m22?  2*(1-m?)  1-—m?
lim ———— = lim = )
=0 22 + m2x?  2—=022(1+m2) 1+ m?

Claramente el limite depende de la recta, por lo tanto, no existe el limite.

—

Sid=(a,...,a,),b=(by,...,b,) € R" el producto interno usual es:
<6, 5> = Z akbk
k=1

En el Capitulo anterior establecimos el siguiente resultado (Desigualdad de Cauchy-

Schwarz, Proposicién 1.6):

(1) Si @ b € R, entonces |(@,b)| < ||a@||||b]|. Es decir, si a1,...,a, v by,..., b, son

nimeros reales arbitrarios, entonces

(Se0) = (£4) (22)
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(2) Si algtn a; # 0, entonces

(£) - (89) (29

si y sélo si existe x, € R tal que agx, + b, =0 parak =1,..., n.
TEOREMA 2.19 (Continuidad de la norma). Sea @ € R", entonces
lim [ 7] = |l
r—a
DEMOSTRACION. Dado e >0sead=c.SiZ € Dy 0 < |7 —d| <, entonces
Z] = flall] < [|#—all <o =e.

Luego,

lim [Z]] = |l
r—a

TEOREMA 2.20 (Continuidad del producto interno). Sean a,v € R™, entonces
lim (7,5 = (. 7).
r—a

DEMOSTRACION. Si ||¢]| = 0, entonces (&, ¢) = 0 para todo Z € R™. Supongamos ||v/]| #
0. Dado € > 0 sea § = ¢/[|9]|. Sea & € D tal que 0 < |7 — d]| < J. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:

[(Z,0) = (@, 0)| = (T — @, 0)| < |7 —al|[|v]] < d[|v]| =e.
Luego,
lim (&, ) = (d, 7)
T—

U

TEOREMA 2.21 (Propiedades del limite para campos vectoriales). Sean A\ € R,
veR™, D CR" yd un punto limite de D. Sean f,g: D — R™ funciones tales que

lm f(Z) y  ling()
Tr—a r—a
existen y cada una de sus coordenadas es finita. Entonces

() m Af(%) = Alim f(2).

(b) Ln(/(7) + 9(7)) = Lim /(7) + lim ¢(7).
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DEMOSTRACION. Las demostraciones de (a), (b) y (¢) quedan como ejercicio. Haremos

la demostracion de (d).

Sean

Entonces

(f(@) = L1,9(2) = Ls) = (f(@), 9(2)) = (f(&), L2) — (L1, 9(&)) + (L1, La),

luego

de donde
(f(&), 9(%)) = (L1, La) = (f(&) = L1, 9(F) — Lo) + (f(&) = L1, Lo) + (L1, 9() — Lo).
Usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
0 < [(f(),9(2) — (L1, Ly)|
< [(f(@) = L, g(F) = Lo)| + [(f(&) — L, L) | + [{L1, 9(F) — Lo)|
(@

< @) = Lilllg(@) = Loll + /(@) = Lallll L2l + [ Zallllg() = Lo

Cada término de la derecha tiende a 0 cuando ¥ — d.

Por lo tanto,

De donde,

2.1. Limites iterados.
Sea f un campo escalar definido en un subconjunto de R? y sea (a,b) un punto limite de

su dominio.
Los limites iterados de f en (a,b) son:

lim (lim f(z,v)), lim(lim f(x,y))

r—a y—b y—b r—a
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EJEMPLO 2.22. Sea

x J—
YY) = + 0
f(z,y) iy O ° y #
Entonces
_ y_—Y__
lim f(z,y) = £%x+y o 1,
r—y T
iy o) =l S = =1
Asi que,
1 f(2.9)) = 1
hm(hm flz,y)) = —1.
y—0 z—

Como ejercicio demostrar el siguiente resultado.

TEOREMA 2.23. Sea D C R? y sea (a,b) € R? tal que existe un entorno de (a,b) contenido

en D. Sea f: D — R una funcion. Si existe

lim T L,
i fr,y) =

st existen los siguientes limites unidimensionales

lim f(x,y) Yy lim f(z,y),
y—b

Tr—ra

entonces

lim (Iim f(z,y)) = hm(hn}l f(z,y)) = L.

T—a y—b —b T—

El Teorema 2.23 puede ser ttil para demostrar que ciertos limites en R? no existen, tal

como lo ilustra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.24. Consideremos nuevamente la funcién
r—Yy

si x4+ 0,
s Y #

[, y) =

ya estudiada en el ejemplo previo.
Se observa que los limites iterados en (0, 0) son diferentes, el teorema anterior nos permite

asegurar que f(x,y) no tiene limite cuando (z,y) tiende a (0,0).
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OBSERVACION 2.25. Las hipétesis del Teorema anterior pueden ser debilitadas, no hace
falta que toda una bola abierta con centro en (a,b), a la que se le quita el centro, esté
contenida en el domino D de la funcién. Verificar, como ejercicio, que esta hipdtesis puede
ser substituida por la siguiente:

Para gy cercano a b, el punto a debe ser punto limite del domino de la funcién de x dada

por x — f(x,y).
Para x cercano a a, el punto b debe ser punto limite del domino de la funcién de y dada

por y = f(x,y).

El reciproco del Teorema 2.23 no es cierto. Puede ocurrir que los limites iterados existan

y sean iguales, y que no exista el limite en R2. El siguiente ejemplo ilustra esta situacién.

EJEMPLO 2.26. Sea

flx,y) = %yy? si (z,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).

Usando limite a lo largo de una curva ya probamos que

oy
lim ————
(29)—(0,0) 2 + 2
no existe.
Sin embargo,
ry E B
hmf(a: y) —i{%m aivie 0,
luego,
lim 1fm f(z,y)) = 0.
También,
Ty 0
1 =lim—— = — =0
lmf(:v y) = g Y
luego,

lim hm f(z,y) =0.

z—0 y—0

Luego, los limites iterados de f en (0,0) existen y son iguales.
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3. Continuidad.

Tal como ya hemos observado, la nocién de continuidad en R™ con la distancia euclidea

es un caso particular del concepto de continuidad en espacios métricos.

PROPOSICION 2.27. Sean D un subconjunto de R"™, f : D — R™ wuna funcidn y @ € D.
Supongamos que f(Z) = (fi(T), ..., fn(T)).

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en d

(a) fr es continua en @ para k =1,...,m.
La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio.

EJEMPLO 2.28.

(a) Sea f(t) = (t,t* sent). Entonces f es continua en todo R.
(b) Sea f(t) = (t,#* sen(})). Entonces f es continua en todo R\ {0}.

OBSERVACION 2.29. Una funcién de dos variables puede ser continua en cada variable
separadamente y, sin embargo, no ser continua como funciéon de dos variables, tal como lo

muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.30. Sea
zy

flay) = 2+ 02 si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
Tenemos que para un y fijo
, ey 0
asi que f es continua en la primera variable.
Tenemos que para un z fijo
) ey 0

asl que f es continua en la segunda variable.

Sin embargo, tal como ya lo probamos

lm
(z,9)—(0,0) T« + Y

no existe. Asi que f no es continua en (0,0) (como funcién de dos variables).
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Las propiedades ya conocidas de las funciones continuas de R en R se extienden de
manera natural a las funciones de varias variables. Como ejercicio demostrar los siguientes

resultados.

PROPOSICION 2.31.

(a) La suma de funciones continuas es una funcion continua.
(b) El producto escalar de funciones continuas es una funcidn continua.
(c) El cociente de una funcion continua entre un campo escalar continuo que no se

anula es una funcion continua.

PROPOSICION 2.32. Sean ACR* yBCR™. Sif: A—R"™yg:B — R* son continuas

y f(A) C B, entonces la funcién go f : A — R¥ es una funcion continua.

EJEMPLO 2.33. Las siguientes funciones son continuas en todo R?
(a) f(z,y) = (z+y)*
(b) f(x,y) =sen®(z +y) + zy cosy.
(c) fla,y) = eV,

COROLARIO 2.34. Sea D C R". Si f : D — R™ es continua, entonces la funcion
g: D — R definida por g(Z) = || f(Z)]| es continua.

4. Funciones continuas en conjuntos compactos.

TEOREMA 2.35. Sea D un subconjunto compacto de R™ y f : D — R™ wuna funcion
continua.

Entonces f(D), la imagen de D por f, es un subconjunto compacto de R™.

DEMOSTRACION. Se debe probar que f(D) es cerrado y acotado.

(i) f(D) es acotado:
Supongamos que f(D) no es acotado. Entonces existe una sucesién {7} conte-
nida en D tal que ||f(Zy)| > k.
Como D es compacto la sucesién {7} contiene una subsucesion {Z,} que con-
verge a Ty € D.

Como f es continua se tendra
1f(@o)[| = || m f(Z%,)|| = +oo.
]—)OO

Lo que es una contradiccién. Por lo tanto, f(D) es acotado.
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(ii) f(D) es cerrado:

Sea o € R un punto limite de f(D).

Se debe probar que gy € f(D), es decir que existe ¥y € D tal que f(Zo) = 9.

Como 7 es un punto limite de f(D), existe una sucesion {Zy} contenida en D
tal que

Iim f(#%) = G

Como D es compacto la sucesién {7} contiene una subsucesion {Z%,} que con-

verge a Ty € D.

Por continuidad

O

TEOREMA 2.36. Sea D un subconjunto compacto de R™ y f : D — R™ una funcion
continua.

Entonces f es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Sea D un subconjunto compacto de R" v f : D — R™ una funcién
continua.

Supongamos que f no es uniformemente continua en D.

Entonces existe € > 0 tal que para cada § > 0 existen Z e ¢ en D, tales que || — ¢]| < ¢
y [1f(@) = @ = e

Tomando 6 = 1/k, k =1,2,3,... se construyen un par de sucesiones {7y}, {7} conteni-

das en D tales que

LS 1 L .
12 =gl <oy (@) = F@G] = e

Como D es compacto {Z}} contiene una subsucesién {7y} que converge a un punto
Ty € D, es decir,
fo = lim fkj-
Entonces es claro que

lim g, = 7.
J—00

Por la continuidad de f se debe tener
I f(#,) = f(3,) = 0.
j—o0

Esto tltimo contradice el hecho de que ||f(Zx) — f(vk)|| > € para todo k.

Luego, f debe ser uniformemente continua.
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5. Transformaciones lineales y matrices.

Recordemos algunos resultados conocidos de dlgebra lineal.

Existe una correspondencia natural entre las transformaciones lineales de R™ en R™ y las
matrices m X n.

Para estudiar esta correspondencia resulta més conveniente representar a los elementos
de R™ y de R™ como vectores columna. El operador 7' : R™ — R estd en correspondencia

con la matriz A = (a;j)1<i<m,1<j<n cuando se cumple la siguiente relacién:

T ay Q1n X
T = , (2.1)
T A1 -+ Qmn T
es decir,
1 anry + -+ Q1T
T = (2.2)
Ty, Am1T1 + -+ AmnTn

OBSERVACION 2.37. La correspondencia entre transformaciones lineales y matrices de-
pende de las bases que escojamos en los espacios. La correspondencia que hemos descrito

corresponde con las bases candnicas de R” y R™.

Sea {e1,...,e,} la base candnica de R™ (es decir, e; es el vector con todas las coordenadas

nulas, salvo la j-ésima que es 1).

Entonces, la j-ésima columna de la matriz asociada a la transformacién lineal T' es el

vector columna 7'(e;).

DEFINICION 2.38. Si A = (a;;)1<i<mi<j<n €S Una matriz m x n, se define la norma de A

por
1/2

[ Allmxn = Z Z(aij>2

i=1 j=1

EJERCICIO 2.39. Demostrar que ||.|/;xn, define una norma en R™*"™ .

En general, para denotar norma de matrices se usara el subindice m x n.
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PROPOSICION 2.40. Si A = (aij>1SiSm,1SjS” es una matriz m X n, entonces

| Allmxn < Vmn max{|a;|:1<i<m,1<j<n}

DEMOSTRACION.
Al mxn < (mnmax{|a;]*:1<i<m,1<j< n})l/
mn max{|a;| : 1 <i<m,1<j<n}.
U

PROPOSICION 2.41. Sea A = (a;j)1<i<mi<j<n una matrizm x n y sea Ty : R" — R™ la

transformacion lineal asociada a la matriz A. Entonces

ITA(@) | < [[Allmscn | Z]]-

DEMOSTRACION. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene

TS (z)

= ([ Allmsn)*l1 21

COROLARIO 2.42. Toda transformacion lineal es uniformemente continua.

Notemos que (R™*" || ||;uxn) €s un espacio normado. Los siguientes resultados los nece-

sitaremos més adelante.

PROPOSICION 2.43.
(a) La funcion determinante det : R™™ — R es continua.

(b) Sean
Q={AecR"™": Aes invertible},

y @ Q—=R"™™ la funcion dada por
p(A) = A"

Entonces p es continua.
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IDEA DE LA DEMOSTRACION.
Para la parte (a) basta notar que la funcién determinante es un polinomio en varias
variables.

La parte (b) sigue de (a) y de la férmula
A7 = (det A)~tadj A,

donde adj A es la transpuesta de la matriz de los cofactores de A. O



Ejercicios 2.

(1) Hallar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = Z:__:yy (b) f(z,y) = /2?2 +y>—4
1 1
(c) flw,y) = m (d) f(x,y) = m

(e) f(z,y,2) =log(x +y — 2) (f) flz,y) = /22 +y2 — 4

(h) f(z,y,2) = arccos(z + y + 2).

(2) Hallar y representar graficamente el dominio, las curvas de nivel, el grafico y la

imagen de cada una de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = /16 — 22 — y? (b) f(z,y) = 2% +y°

(€) flz,y) =2 +2y (d) fz,y) = zy.
(3) Decidir si existen los siguientes limites y en caso afirmativo calcularlo.
L —atytayt -y
(a) lim :
(,y)—(0,0) x? 4+ y?

21.2 _ y2

b - 7
(b) (e)(0.0) 22 + 212

(©) lim xy —2r—y+2
(zy)—(1,2) 22 +y2 — 220 — 4y + 5

x? — 2xy + 5y?
d it
(@) wa)o(00) 322 + dy2

%y
e lim _—.
(¢) (2,y)—(0,0) % + y?

45
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) |z]y
f lim .
®) (2,y)—(0,0) 2 + y?

(4) Usando la definicién demostrar:

t
(a) lim an(zy) = 3.
(z,y)—(0,3) x
1-— 1
b lim cos(;y) 1
(zy)—00)  (zy) 2
(5) Sea

1 si |yl = a2,
flxy) =S 2/yl si |yl > 22,

lyl/z? st [y| < 2”
Demostrar que lim, ) (0,0) f(#,y) no existe.

(6) Calcular los siguientes limites:

3 Tty
a lim &——— b lim
(@) (@y)=(0,1) /22 + 12 (b) (@y)—(1,3) 12 — y?
() lim vy @ im SRE)
(2,9)—(0,0) % + Y @902 T

(7) Probar que las siguientes funciones tienden a 0 si (z,y) tiende a (0,0) a lo largo de

cualquier recta, pero, ni f ni g tienen limite en el origen.

2 4,4

__*Yy
(b> f(x,y) - ($2+y4)3

X

(a) g(z,y) = m

Ayuda: considere parabolas que pasan por el origen.

(8) Demostrar que

2 _ 2
m LY
(2)—(0,0) 22 + y?

no existe.
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(9) Sea

xsen (1) siy#0;
flz,y) = <y)
0 si y=0.

Demuestre que f(x,y) tiende a 0 si (z,y) tiende a (0,0). {Qué puede decir de
los limites iterados?

l’2y2

(10) Sea f(z,y) = 22y + (x — y)?

si 2%y% + (z — y)? # 0. Demostrar que

lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y)

z—0y—0 y—0z—0

y, sin embargo, f(z,y) no tiene limite en el origen.

Ayuda: para y = x, f tiende a 1.

(11) Diga dénde son continuas las siguientes funciones.

(a) f(x,y) = sen (z°y) (b) f(z,y) = log(a?® +y?)

© fay) =27 (@) ) = los(eos(a® + 7))
T4y

(©) f(a.9) = 1 cosy? (6) f(z.) = tan ()

(g) f(x,y) = arccos \/%

(12) Demostrar que la siguiente funcién no es continua en (0,0)

2?2 — y?

— s (x, 0,0
oy L S @0 #00)
0 si (z,y) = (0,0)

(13) Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:
(a) En (0,0),

(x+y)sen (1) siz#0

six=0

flx,y) =
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(b) En los puntos de la recta x =y,

six#y

T+y six=1y
(c) En (1, 1)
sen (z +y — 2)

fla,y)=q T+y—2
1 st v +y=2

si x4y #2

(14) ;Cuadles de las siguientes funciones se pueden extender en forma continua a todo el

plano?

sen (22 + y?)
22 4 2

sen (z + y*)

(a) flo,y) = e

(b) flx,y) =

(c) f(z,y) = 2*log(2? + y?)
(15) Sea

0 siy<06y>a?
flx,y) =

1 si0<y<a?

(a) Demostrar que f(z,y) tiende a 0 cuando (x,y) tiende a (0,0) a lo largo de
cualquier recta que pase por el origen.

(b) Hallar una curva que pase por el origen a lo largo de la cual f tome valor
constante igual a 1.

(c) (Es f continua en el origen 7.

(16) Diga si se puede definir f en (0,0) de manera tal que f sea continua.

ry
(a) f(z,y) = —F——=
Va2 +y?
o 2my?
a2 4yt

(b) f(z,y)
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(17) Demuestre el siguiente resultado:
Sea D C R", @ un punto limite de D y f : D — R™. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:
(a) limz_,z f(¥) existe y cada una de sus coordenadas es finita.
(b) Para cada sucesién {Z,}, tal que, ¥, € D, ¥, # d para todo n € Ny
lim,, o @, = @ se tiene que la sucesién {f(%,)} converge.
Més aun, si limz_z f(¥) = E, entonces lim,, . f(Z,) = L para toda sucesién

{Z,}, tal que, @, € D, Z,, # d para todo n € N y lim,,_,o, 7, = d.

(18) Considere la funcién f(z,y) = (z,y% sen (1)) .
(a) Determine el dominio més grande en el puede definirse.

(b) Demuestre que no tiene limite cuando (z,y) tiende al punto (0,b) € R2.

(19) Sea (a,b) € R? y sea V, C R un entorno de a. Demostrar que si Hm, )5 f(,y)

existe y si lim,_,;, f(x,y) existe para cada x € V,, entonces

lim lim f(z,y) = lim )f(a:,y).

T—a y—b (z,y)—(ab

(20) Demuestre que la funcién

xr—y )
T,Y) = si T+ 0
f(z,y) P y#

no tiene limite cuando (z,y) tiende a (0,0).

(21) Demuestre la siguiente proposicién (precisar las hipotesis faltantes):

Sean f(Z) = (fi(Z), ... fm(@) y L= (L1,..., L)

-
—

limz .,z f(¥) = L si y sélo si limgz .z fr(¥) = Ly para todo k=1,...,m.

(22) Demuestre la siguiente proposicion:
Sean A\ € R, ¢ € R™ D C R" ad un punto limite de D, sean
f,g : D — R™ funciones tales que limz .z f(Z) y limz_z g(¥) existen y son fini-

tos (en cada coordenada). Entonces,

(a) L Af(7) = Alim £ (7).
(b) Ln(f(7) + 9(7)) = Lim f(Z) + om 9(7).

(¢) 1 (f(2), 7) = {lim f(7), 7).

xr—r
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(23) Demuestre la siguiente proposicién (precisar las hipotesis faltantes):

Sea f(Z) = (f1(Z),..., fm(Z))

f es continua en a siy sélo si f; es continua en @ para k=1,...,m.

(24) Demuestre la siguiente proposicién:
Sif:D—R™yg:R™— RFson continuas, entonces la funcién go f : D — RF

es una funcién continua.

(25) Sea f: R™ — R™ una funcién. Supongamos que existen constantes positivas K y «
tales que
1f(@) = f@)] < K7 —g]°
para todo ¥,y € R".

Demostrar que f es uniformemente continua en R".



Capitulo 3

Bases del calculo diferencial en varias variables.

1. El diferencial.

Para motivar el concepto de diferenciabilidad para funciones de varias variables conviene
recordar y revisar el concepto de derivada de una funcién real de variable real.
Sea f: R — R una funcion, x, € R. Recordemos que f es diferenciable en z, si existe

lfm f(zo + h) B f(l’o).

h—0 h

Este limite se suele denotar por f’(x,) y se le llama la derivada de f en el punto z,.
Vamos a reescribir el concepto de diferenciabilidad de la siguiente manera:

Supongamos que f es diferenciable en z, y sea A = f’(x,), entonces

f(xo+h) - f(zo)

i I —A=0
es decir " N
h—0 h
Sea T : R — R definida por
T(h) = Ah.
Entonces T es una transformacién lineal y
lim |f($o + h) B f(zo) B T(h)| —0.
h—0 |h

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 3.1. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcién y 7, € D.
Decimos que f es diferenciable en T, si existe una transformacion lineal 7" : R — R™
tal que

o 1o+ ) = J(Zo) = T()]| _

fsd I

PROPOSICION 3.2. Si f es diferenciable en T, entonces existe una tinica transformacion
lineal, T', tal que
Z,+h) — f(Z,) = T(h
lim |f(Zo +h) = F(Zo) = T(h)]
o 17

51
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DEMOSTRACION. Sean T} y T, dos transformaciones lineales tales que

oy 1@+ 1) = £(3) = Ti(h)| _

5 0
=0 |72l
para 7 =1, 2.
Entonces . .
) - B
=0 12|
Por lo tanto, para todo @ € R™, ¥ # ( se tiene que
o 1 A7) = Ta(tD)]
t=0 120
o HIT@) - @)
t=0 [21]]
1@ - @)
7] '
De donde ||T(0) — T5(?0)|| = 0 para todo ¢ € R". Por lo tanto T} = T5. O

DEFINICION 3.3. Si f es diferenciable en Z,, el diferencial de f en 7, es la tinica trans-
formacion lineal T' tal que

o 1 o 1) = £(@o) = TR _
hi—0 |7l

T se denotard por dfz,.

En resumen: si f es diferenciable en ¥, entonces existe una tnica transformacion lineal,
que denotaremos por dfz, , tal que
lim ||f(fo + h’) _ f_»fo> B dffo(h)H
h—0 |12l

=0.

OBSERVACION 3.4. En el caso m = n = 1 esta definicién corresponde de manera natural
con la nocién usual de derivada. En efecto, en este caso la transformacion lineal 1" es de la
forma T'(h) = Ah para A € R, con A fijo. Luego,

o+ h)— o) — Ah
B~ f(ro) = M|

h—0 |1 0.

De donde h
lfm f(xo + ) B f(xo)

h—0 h
Es muy importante notar que, en este caso, el diferencial de f en x, es la funcion lineal

=\

definida por
T(h) = f'(x,)h.
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PROPOSICION 3.5. Si L : R" — R™ es una transformacion lineal, entonces L es diferen-
ciable en todo punto ¥, € R" y
dLz, = L.

DEMOSTRACION. Basta notar que, por la linealidad de L, tenemos

L(Z, + h) — L(Z,) — L(h) = 0.

Como es usual, {eq,...,e,} denotard la base canénica del espacio R™.

DEFINICION 3.6. Sean D C R™ un abierto, f : D — R un campo escalar y 7, € D.
La derivada parcial del campo escalar f con respecto a la j-ésima variable x; en &, se

define por
af (fo) — lim .f(xo + t€j) - f(zo)

Ox; -0 t ’

en caso de que el limite exista.

Estas derivadas se calculan de la siguiente manera: se consideran todas las variables
constantes salvo a la j-ésima variable y se deriva con respecto a ella, usando las reglas

usuales de derivacion.

EJEMPLO 3.7. Sea f(x,y) = e""¥senz. Entonces,

of

—~ =e"Vsenx + " cos x,
ox

of

—~ =e"senz.

dy

La derivada parcial del campo vectorial f con respecto a xz; en T, se define de manera
completamente andloga. Por las propiedades del limite que ya hemos estudiado, tenemos que
si f = (f1,...,fm) es un campo vectorial, entonces la derivada parcial de f con respecto
a x; en T, existe si y sélo si existen las derivadas parciales de cada una de las funciones
coordenadas y, en este caso

of of1 ., Ofm
i = (S Lo ).
Supongamos que D C R™ es un abierto y que f : D — R™ es una funcion diferenciable

en T, € D. Entonces,

o 1 o 1) = £(Zo) — dfie, (B)]

= = 0.
h—0 Al
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Sea j € {1,...,n}, si consideremos h = te; con t — 0, tenemos que
i Lo+ 16) = 1) — dfs e _
t=40 [2e;]]
usando la linealidad de dfz, y que ||te;|| = ||, obtenemos
i || £ (Fo +teg) = F(&o) — tdfa, (e;) ' _o,
t—0 t
es decir

dffo(ej) _ 11_{]:01 f(fo + te;) B f(fo) .

Hemos establecido el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.8. Sea D C R™ un abierto y f : D — R™ una funcién diferenciable en
Z, € D.
Entonces, para j = 1,...,n, existen las derivadas parciales ——(Z,) y

825']‘
0
s e5) = 5-(2)

Por la proposicién anterior, si f = (f1,..., fm), entonces

s le) = (GREN . G2,

por lo tanto, la j-ésima columna de la matriz de dfz, (e;) en la base candnica es

[ g—;‘;m

Ofm
8—%@0)_

DEFINICION 3.9. Sea D C R™ un abierto, f : D — R™ un campo vectorial y 7, € D.

Sean fi,..., f, las funciones coordenadas de f.
La matriz jacobiana o jacobiano de f en el punto &, es
[0f1 ., Of . oft o\ ]
8—551(%) 8—@(%) " Om, (@o)
Ofy . Ofa, . ofs
0x (%) 0xs (%) ox, (%)
Ofn . O, Ofm -
0xq (%) 0xs (%) ox, (%)

siempre y cuando existan estas derivadas parciales.
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De los comentarios anteriores sigue el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.10. Sea D C R™ un abierto y f: D — R™ una funcidn diferenciable en
T, € D.
Entonces la matriz de la transformacion lineal dfz, en la base candnica es la matriz

jacobiana de f en el punto T,.

OBSERVACION 3.11. Si expresamos los vectores dfz, (h) y h como vectores columna en

las bases canonicas de R™ y R"™ respectivamente, tendremos que
dfz,(h) = f'(Zo) - h,
donde - denota el producto de matrices.

En el caso de un campo escalar la matriz jacobiana tiene una sola fila y se le conoce con

el nombre de gradiente, mas precisamente.

DEFINICION 3.12. Sea D C R™ un abierto, f : D — R un campo escalar y 7, € D.

El gradiente de f en @, es

0 0
VHE) = (G ).

en caso de que las derivadas parciales existan.

OBSERVACION 3.13. Si f es un campo escalar diferenciable, entonces f'(Z,) = V f(7,).

OBSERVACION 3.14. Si f es un campo vectorial diferenciable y f = (f1,. .., fm) entonces

tenemos que, para i = 1,...,m, Vfi(Z,) es la i-ésima fila de f'(Z,).

EJEMPLO 3.15.
(a) Si f(x,y) = (22y, =), entonces

2y a?
esen(:c—y) COS(SL’ _ y> _esen(x—y) COS(LU — y)

fx,y) = [

(b) Si g(t) = (cost,sent), entonces

(c) Sih(x,y,2)=2aY+ 2.

W(w,y,2) = Vh(z,y,2) = (y2*~", 2" In, 1)
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OBSERVACION 3.16. Paran =1y m = 3 el vector

(o)
f'wo) = | fa(w,)
f3(xo)

tiene un significado geométrico: Si f : R — R3 es una funcién, entonces la imagen de f es

una curva, y f’(z,) es un vector tangente a la curva en el punto f(z,). Justifique.

z A
f'(xo)
f(xo)
\__ R
y
X
Ficura 3.1.
PROPOSICION 3.17. Si f es un campo escalar, entonces
dfz,(h) = (Vf(Z,). h).
DEMOSTRACION. Supongamos i = (hy, ..., h,). Entonces,
of or1 |
dfz, (h) = | =2(Z.), ..., :
o (F) = | S5 5
h,
of of
- 5 _'o h te _)o hn
8x1(x) L +8xn(x)

= (Vf(Z,), h).
]

TEOREMA 3.18. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcion y £, € D. Si f es

diferenciable en X, entonces [ es continua en X, .
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DEMOSTRACION. Como toda transformacién lineal es continua tenemos que
lim df;, (h) = 0.
h—0

Por lo tanto,

lim || f(Z, + h) — f(Z,)]| = i (7, + h) — f(Z,) — dfz,(B) + dfz, (R)]

h—0

< tim [ 117 +B) = F(5,) — df,(R) | + dfz, ()]

h—0

Fiad
:ym[MHOﬂ@+@—@@%%me)]
h=0 Il
:<WWM)GmMﬂ@+m_ﬂ@)dhwm>
il ~0 172
=0

Por lo tanto,

O

LEMA 3.19. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcion, con f = (f1,..., fm), ¥

Z, € D. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es diferenciable en Z,.
(b) fx es diferenciable en T, para k =1,... ,m.

La demostracion de este lema queda como ejercicio.

DEFINICION 3.20. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcién y #, € D, se dice
que f es continuamente diferenciable en I, si todas las derivadas parciales de f existen y

son continuas en un entorno de 7.

TEOREMA 3.21. Sean D C R™ un abierto, f : D — R™ una funcion y @, € D. Si [ es

continuamente diferenciable en T,, entonces [ es diferenciable en T,.

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.19 basta considerar el caso de un campo escalar
f:D—R.
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Dados 7, = (2\”,..., 2% y i = (h1, ..., hy) € R sean Ii* = (hq,..., s, 0,...,0) € R
y h° = (0,...,0) € R™. Entonces,
@+ h) = f(@) = D (@ + h¥) = (@ + 1),
k=1
Sea k fijo (con 1 < k < n). Por el teorema del valor medio de Lagrange, existe

ok = cp(hy) € (ZL’,(CO), x,(fo) + hy.) tal que

F(@+ 15 = f(Z+ B = F@ + b,y 2?4 e, 2+ by, 2l 2

B I S R S O R
a o o o o
:hkﬁ—f(l’g)+h1,...,l’](€_)1+hk_1,ck,l’](€_i)_1,...,l’g)).
Lk
Sea
gk(ﬁ) - (xg()) + h'la cee 7$]g()21 + hk—lack>$k117 7$n0))
Entonces lim; 5 Te(h) =2,y
- I of ., »
FEo 4 ) = F(Eo 4 T = ().
Lk
Luego
FE i) - 1@ =3 L (@i
- 8:@
Por la continuidad de las derivadas parciales sabemos que
. of o (9f<,ﬂﬁ) of .
lim ——(U4(h)) = = [ im U,(h) | = =——(Z,).
ﬁ—)ﬁaxk( k( )) al’k h—0 k( ) axk( )
De donde
@+ h) = f(E) = (VFE) B 1 s, Of g N, OF
lim = = lim — ——(vk(h)) — hi——(Z,
i 17 st || 1 ; 5y, ") ; Dy 1)
| of _ - of | 17l
< hm _— h — —\Ty)| —=
—M; 5y, M)~ g (To) T
& Of e Of
< I — h)) — =——(Z,)| = 0.
< i3 5O ~ 5 (@)

Luego, f es diferenciable en 7, y
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DEFINICION 3.22. Sean D C R™ un abierto y f : D — R™ una funcidn, se dice que f es

de clase C' en D si sus derivadas parciales existen y son continuas en D.

COROLARIO 3.23. Sean D C R™ un abierto y f : D — R. Si f es una funcion de clase

C' en D, entonces f es diferenciable en T, para todo T, € D.

EJERCICIO 3.24. Sean D C R™ un abierto f,g: D — R™ funciones y 7, € D.
Demostrar que si f y g son diferenciables en 7, y a € R, entonces o f + g es diferenciable

en T,y
d(a.f + g)fo = adffo _I_ dgfo‘
2. Derivadas de orden superior para funciones de dos variables.

Sea f una funcién de dos variables.

Las derivadas parciales de primer orden son

_9f
e or’
_9f
fy ay
Las derivadas parciales de sequndo orden son
o PF 0 (o
W oyor Oy \ oz )’
o 10 (of
Y ozdy  Ox \ oy )’
L PE_ 0 (0
022 0w \ox )’
=0 (0
Yooy oy \oy)

Asi sucesivamente las derivadas parciales de orden N son de la forma

falagag...aN

donde a; puede ser x 6 y. Vamos a ver que, bajo ciertas condiciones de regularidad, una
derivada parcial de orden N es independiente del orden de derivacién. Bajo estas condiciones
de regularidad una derivada de orden N tiene la forma

k N—k _ N f o Nk (akf)

Ty o ayN—kgxk o 8yN—k Ok
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DEFINICION 3.25. Sean D C R? un abierto, f : D — R una funcién. Decimos que
f es de clase C? cuando las derivadas parciales de primero y segundo orden de f existen y
son continuas en D. Mas generalmente, si D C R" y N es un entero positivo f es de clase

CY en D cuando existen y son continuas las derivadas parciales de f en D hasta el orden N.

TEOREMA 3.26. Sean D C R? un abierto y f : D — R una funcion. Si f es de clase C?

entonces
o*f B *f
oydxr  Oxdy’

DEMOSTRACION. Sea ¥ = (x,y) € D. Como D es abierto existe r > 0 tal que
B(Z,7) € D. Sea h = (hy, hy) € R? tal que ||h|| < r, entonces T+ h € B(Z,r) C D.

Para ||h|| < r sea

F(h) = (f(x 4+ hi,y +ha) — f(z +h1,y)) — F(z,y + ho) + f(2,9).

(a) Sea G(t) = f(t,y + hs) — f(t,y). Entonces, F(h) = G(z + hy) — G(x).

—

Por el teorema del valor medio existe ¢; = ¢1(h) € (x,z + hy) tal que
F(h) = G(z + ) = G(x) = mG'(e1) = ha(faler,y + ha) = fulery)).

De la misma manera, existe ¢s = c2(h) € (y,y + he) tal que

fm(Cl,y + h2) - fm(clv y) = h2fmy(017 02)-
Luego,
F(ﬁ) = h1h2fxy(01702) = h1h2fxy(01(ﬁ)702(ﬁ))

— —

donde limy 5(ci(h), ca(h)) = 7.

(b) Analogamente, invirtiendo el orden y usando que

F(h) = (f(x+ hyy + ho) = f(@,y + ha)) = f (2 + ha,y) + f(x,y)
se puede demostrar que
F(h) = hyha fye(di (R), da(h))
donde limy_<(dy(h), dy(h)) = .
De lo hecho en (a) y (b) obtenemos:
Fay(er(R), ea(R)) = fya(di(R), da(R)).

Haciendo i — 0 y usando la continuidad de f,, y fy» se obtiene

oy (%) = fya(T)-
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OBSERVACION 3.27. El teorema anterior se extiende de manera natural a funciones de

R"™ en R y a derivadas de orden superior.

3. Gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano.

El gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano aparecen en muchos problemas
de la fisica y de la matematica. En esta seccion los definiremos, pero antes daremos una

representacion simbélica de cada uno de ellos. Para eso haremos las siguientes observaciones:

(a) Consideraremos campos definidos en subconjuntos de R? tales que existen las deri-

vadas parciales.

(13

0
(b) Interpretaremos a —— como un producto: 37 POr fr.
x

Ox
(¢) Manejaremos el simbolo V (nabla) como si fuera un vector,
o o0 0
V=|— =—=].
Ox Oy’ 0z
El gradiente y su representacién simbdlica. Sea f : R® — R un campo escalar.
Sabemos que el gradiente de f es el campo vectorial dado por
of of 0
op_ (0 0f oy
Ox Oy’ 0z

Esta férmula puede interpretarse como una multiplicacion “formal” del vector simbdlico

V por el campo escalar f.

La divergencia y su representacién simbdlica. Sea f : R® — R3 un campo vectorial

dado por f = (fi, f2, f3). Si formamos el “producto escalar” (V, f) de modo puramente

formal, encontramos que
Ofv  0fr  0Ofs
v,fy =L % )8
A i i i
DEFINICION 3.28. Sea f : R® — R? un campo vectorial dado por f = (fi, fo, f3). La

divergencia de f es el campo escalar dado por

0 0 0
divf:(v,f)za—j;ﬂLa—];—l-a—f.



62 3. BASES DEL CALCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES.

El rotacional y su representacién simbélica. Sea f : R® — R® un campo vectorial
dado por f = (fi, f2, f3). Si formamos el “producto vectorial” V x f de modo puramente

formal, encontramos que

€1 €2 €3

_ 0 0 9| _((0s 9f\ (0h 9\ (9f2 Oh
vxf_det%f)’_y&_«ay az)’(az 8x)’<8x ay))'
i o f3

Este determinante de tercer orden esta desarrollado por la primera fila.

DEFINICION 3.29. Sea f : R* — R3 un campo vectorial dado por f = (f1, fo, f3). El

rotacional de f es el campo vectorial definido mediante la ecuacién:
fs  0fs ofi  0fs Of2  Ofi
tf=Vxf=((=-2) (-2 (2-=1)).
rotf =V f <<8y o2 )\ oz "o ) \or oy
El laplaciano y su representacién simbdlica. Sea f : R* — R un campo escalar. Si
formamos el “producto escalar” (V,V f) de modo puramente formal, encontramos que

2f  f Of

(V.Vf)= 922 + R + 5.2

DEFINICION 3.30. Sea f : R® — R un campo escalar. El operador lineal V? definido por

la ecuacion , , ,
o f o 0f
2 _
Vf_<V’Vf>_al’2+ay2+aZ2

se llama laplaciano tridimensional.

En resumen, el gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano pueden representarse
simbdlicamente por los productos Vf, (V, ), V x fy (V,V[) respectivamente. Cada uno
de estos campos tiene un significado y propiedades importantes, que seran estudiadas en lo

sucesivo.

4. Funciones compuestas y la regla de la cadena.

La regla de la cadena permite calcular el diferencial de la composicion de dos funciones.

LEMA 3.31. Sea D C R™ un abierto y sea f : D — R™ una funcion. Supongamos que f
es diferenciable en ¥ € D. Entonces existen M >0 y r > 0 tales que

1fGE+R) - F@)
|21 o

si0 < ||k|| <.
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DEMOSTRACION.

I1G+F) = @I _ WG+ F) = @ = dfalB)] |, B
m 17 17

Como dfz es un transformacion lineal existe M; > 0 tal que
[dfz(R)|| < Myl|h]l,
para todo he R™ h #* 0. Por lo tanto,

[ df=(R)||

Al

estd acotado si b # 0 (ver Proposicién 2.41).

Como f es diferenciable en 7 tenemos que

o I+ 1) — [(F) — dfe(R)]
70 7]

=0.

Por lo tanto,

1@+ ) = J(@ = dfa()]
I7]

es acotado para ||2]| no nula y pequefia.
Finalmente, de estas dos tltimas acotaciones obtenemos el resultado deseado.
O

TEOREMA 3.32 (Regla de la cadena). Sean D C R" y V. C R™ dos abiertos. Sean
f:D—=R™ygqg:V —RF dos funciones y sea ¥ € D. Supongamos que:

(a) f es diferenciable en &,
(b) f(@) €V,
(c) g es diferenciable en f(Z).

Entonces, go [ es diferenciable en I y se tiene

d(g o) f)f = dgf(f) e} dff

En términos de las matrices jacobianas el resultado queda asi:
(g0 f) (@) =g'(f(@))- ['(2).

(o indica la composicion de funciones y - indica el producto de matrices).
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DEMOSTRACION.
Sean Tl = dff y T2 = dgf(f).
Para h € R™ h #* 0, sea

yparaEERm,E#ﬁsea

%]
Por la diferenciabilidad de f y g se tiene
lim || (R)|| = 0, Lim || (F) || = 0.
h—0 k—0
Por el Lema 3.31 existe M > 0 tal que
5@+ R =@ _
|72l
para h no nulo en un entorno de 0.
Como 75 es continua, entonces
lim 7 (p(h) ) = T3(0) = 0
h—0

Por otro lado

(go /)@ +h) —(go f)(@)~TooTi(h) =

).
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Por lo tanto, en un entorno de 0
1 o . -
0 < (o )@ +7) = (g0 1)@ = T T

. (Hf(f+ fm f@)“) le (FE+R) = f(7) |+ 1 Ta(e )]

<M [g (FE+F) = F@) |+ 1T
Como la tultima expresion de la derecha tiende a 0, resulta que

(90 )(E+3) = (g0 f)(@) — dgsa o dfs(h)

If . =0
h—0 Al
O
OBSERVACION 3.33. Dadas dos funciones diferenciables f : R — R" con f = (f1,..., f)
y g : R" — R, por la regla de la cadena
(90f) (to) = (Vg(f(to)), f'(to)))-
Si Z = (z1,...,x,), entonces
99 9y
/ _ I / . /
(90 1Y (ta) = - (FUNA(E) + o+ S ()
Si no indicamos dénde evaluamos, esto se puede escribir de la siguiente manera
d(gOf):agd_ﬁ+... ag%
dt Oxy dt Ox,, dt’
Si tomamos x1 = x1(t) = fi(t), ..., x, = x,(t) = fu(t) y si tomamos u = go f = g(7)
obtenemos
du %dml ou dx,

& om at T om at

5. Plano tangente.

Una superficie en R? puede estar dada como un conjunto de nivel, como el gréifico de
un campo escalar en dos variables y también en forma paramétrica. Estudiaremos cémo son
los planos tangentes a los dos primeros tipos de superficies, las superficies dadas en forma

paramétrica seran estudiadas mas adelante.
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Plano tangente a una superficie dada como un conjunto de nivel.

DEFINICION 3.34. Sea S una superficie en R? y (o, ¥, 2,) € S. Decimos que el vector
¥ es ortogonal a S en (z,, Yo, z,) Si para cada curva a : I — R3, tal que a(l) C Sy

a(t,) = (o, Yo, 7o) para alguin t, € I, se tiene que ¥ es ortogonal a o/(t,).

PROPOSICION 3.35. Sea F' : R* — R una funcion de clase Ct. Sea S, la superficie de
nivel de F' dada por
S, ={(z,y,2) €R®: F(x,y,2) = c}.
Si (%o, Yoy 20) € Se Yy VF(T0,Yo,2,) # 0, entonces VF(z,,Yo,2,) €s ortogonal a S, en
(%o Yos 2o)-
DEMOSTRACION. Sea « : I — R? una curva tal que (1) C S, y a(t,) = (T, Yo, 2o) Para

(
algun t, € I. Entonces tenemos que F' o a = ¢ y, por lo tanto, (F o a)'(t) = 0.

De la regla de la cadena sigue que
(Froa)(t) = (VF(a(t)), (1)),
para todo t € I. En particular

0= (VF(alt,)), & (to)) = (VE (o, Yo, %), & (Lo))-

VF(o(to)

FiGcura 3.2.

Sea F': R? — R una funcién de clase C!, sea S, una superficie de nivel de F'y (2., Yo, 2o) €

S.. El plano tangente a la superficie S., en el punto (z,, Yo, 2,), €s el plano de ecuacion:

<VF($oa Yo, Zo)> ([L’ —ToyY — Yo, 2 — ZO)) = O?

siempre que VF(z,, Yo, 20) 7 0.
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OBSERVACION 3.36. M4s adelante, después de estudiar el teorema de la funcién implicita,

quedard més claro la necesidad de la condicion V F(z,, Yo, 2,) 7 0.

Plano tangente a una superficie dada como un grafico. Si f : R?> — R una funcién
de clase C', entonces el grafico de f define una superficie en R? .
Esta superficie coincide con la superficie de nivel para el valor 0, de la funcién F : R* — R

definida por F(x,y,z) = —z + f(z,y), es decir,
So={(z,y,2) €R®: F(a,y,2) = 0} = {(2,9,2) € R*: —2 + f(x,y) = 0}

es el grafico de f.

La ecuacién del plano tangente a S, es:
OF oF OF
0= (l’ - ZL'O)—(ZL'O, Yo, Zo) + (y - yo)—(xoa Yo, Zo) + (Z - Zo)—(zoa Yo, Zo)~
ox oy 0z

Pero,

OF OF OF of of
F = | = — — == — -1).
VF(e.2) = (Gotean G () 5o 2)) = (S S -1)
Usando que z, = f(,,Yy,) obtenemos
_ of of
Z= f(xm yO) + (SL’ xO)%(xm yO) + (y yO)a_y(xm ya)'

Esta tltima es la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto

(xoa ym f(xoa yo))'

6. Derivadas direccionales.

DEFINICION 3.37. Sean D C R™ un abierto, f : D — R, ¢ € R™ un vector de norma
uno y 7, € D. La deriada direccional del campo escalar f en la direccién del vector v en el

punto T, es

t—0 t

siempre que el limite exista.

De la definicién, sigue que Dyzf(%,) mide la variacién de f en la direccién del vector ¢ en
el punto 7,.
Notar que si a(t) = &, + tU, entonces Dzf(Z,) = (f o a)'(0).

OBSERVACION 3.38. Sean D C R™ un abierto y f : D — R una funcién. Entonces,

D f(7,) = %(@) sil1<j<n

Lj
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DEFINICION 3.39. Sean D C R"™ un abierto y f : D — R™ un campo vectorial tal que
f="(f1, -, fm), sean ¥ € R™ un vector de norma uno y 7, € R"™ . La derivada direccional

del campo vectorial f, en la direccion del vector ¢ en el punto 7, es
Dﬁfl (fo)
Dﬁf(fo> =
Dﬁfm(fo)
siempre que existan Djfy(Z,) para 1 < k < m.

OBSERVACION 3.40. La existencia de todas las derivadas direccionales en un punto no
implica la continuidad en ese punto (ver el siguiente ejemplo). Por esta razén, las derivadas
direccionales no constituyen una extensién satisfactoria del concepto unidimensional de la

derivada. La diferencial es la generalizacién mas conveniente.

EJEMPLO 3.41. Sea f : R? — R definida por

xy?

fey)={ Py ST7O00V0
0 six=y =0
Veamos que f no es continua en (0, 0).

ltm ) i x(mx)? , m2z? , m2z
m mr)=1lm———"—=lm———— =lim ————
a0 O = A (max)* 250 72 L mizd | 2501+ mig?

4

2 Y _1
) S 2

Por lo tanto, f no tiene limite en (0, 0).

Veamos todas las derivadas direccionales de f en el punto (0,0) existen.

Sea U = (v1, v9)

Duf(0.0) = tim L0 T Hvn,v2) = £(0.0) _ (o F(tvs, toa)
t—0 t £50
Sl U1 7é 0
.1 tvy (tvg)? 1 130102
Dsf(0,0)=lim-{ ——— ) =lim=- ( ——2—
f( ) tl_{% t ((tvl)Q + (tv2)4 tg% t t2U% I t4’U§
ERTSREUL EINUL . |
t—0 ok -+ t2U2 v? vy
Sl v = 0
Daf(0.0) = 1im 2002 _ e, 0

t—0 t t—0 ¢
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Por lo tanto, Dzf(0,0) existe en cualquier direccién v.

OBSERVACION 3.42. El ejemplo anterior muestra que la existencia de las derivadas par-
ciales no implica diferenciabilidad. Mas atn, este ejemplo muestra que la existencia de las

derivadas direccionales en un punto no implica la continuidad en dicho punto.
Veamos cémo se puede calcular la derivada direccional de una funciéon cualquiera.

TEOREMA 3.43. Sean D C R™ un abiertoy f : D — R™ una funcion, si f es diferenciable
en Z,, entonces Dy f(Z,) existe para todo v € R™ de norma uno y
Dy f(%,) = dfz,(V).
En particular, para m =1 se tiene:
Dy f(Z,) = (V[f(Z,), ).
DEMOSTRACION. Sea «(t) = Z, + tv. Por la regla de la cadena:
Dy f (o) = (f 0 @)'(0) = f'((0)) - o/(0) = f'(&o) - ¥ = df, (V)

donde - indica el producto de matrices y el vector o/(0) = ¥ es colocado convenientemente

en forma matricial. O

7. Direccion de maximo crecimiento.

De la definicién de derivada direccional sigue que Dy f(Z,) es una medida del crecimiento
de f en ¥,, en la direccién del vector .

Tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.44. Sea f : R™ — R diferenciable en ¥, . Si V f(Z,) # 0, entonces V f(Z,)

es un vector que apunta en la direccion de mdzrimo crecimiento de f.

DEMOSTRACION. Sea ¥ un vector de norma 1. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1 Dsf (Z,)| = (V£(Z,), 0)| < VF@)T) = [V f(Z)]]-

Ademas, la igualdad ocurre si y s6lo si U es paralelo a V f(Z,).
Queremos hallar un vector ¢ tal que Dzf(Z,) sea lo mas grande posible. Estos valores
estan acotados por ||V f(Z,)]|.
Como V f(Z,) # 0, el vector
1
Uy = =~ V. (To)
IV £ (@)l

nos da la direccion de maximo crecimiento de f. O
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8. Teorema del valor medio.

TEOREMA 3.45 (Teorema del valor medio para campos escalares). Sea D C R" un
abierto. Sean d’,g € D tales que el segmento de recta L que une los puntos d y b estd

contenido en D. Sea f: D — R una funcion diferenciable, entonces existe ¢ € L tal que
) = £(@) = (V£(2).b—a).

DEMOSTRACION. Sea a : R — R" dada por a(t) = @ + t(b — @). Entonces o/ (t) = b — a.
Sea ¢ : [0,1] — R definida por g = f o a . La funcién g es continua en [0, 1] y derivable

en (0,1). Por el teorema del valor medio de Lagrange tenemos que existe ¢, € (0, 1) tal que

9(1) = g(0) = ¢'(t,).

Sea @ = a(t,) = @+ to(b — @). Por la regla de la cadena tenemos que

O

DEFINICION 3.46. Sean d, b € R". Una trayectoria poligonal desde @ hasta b es una
funcién continua ¢ : [0,1] — R", tal que ¢(0) = a, ¢(1) = by ©[0,1] es la unién de un

nimero finito de segmentos de recta.

DEFINICION 3.47. Sea D un subconjunto de R™. Decimos que D es poligonalmente conexo
cuando para todo par de puntos @, b € D existe una trayectoria poligonal desde d@ hasta b

cuya imagen esta contenida en D.

TEOREMA 3.48. Sea D C R"™ un abierto poligonalmente conexo. Sea f : D — R™ una

funcion diferenciable. Si f'(Z) = Opxn para todo & € D, entonces f es constante en D.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que m = 1.

Sean a, beD y ¢ una trayectoria poligonal desde a hasta b cuya imagen esta contenida
en D y que estd formada por los segmentos de recta Ly, ..., L,. Sean v,, 01, ...,v, 1, U, tales
que vg_1, vy son los extremos de Ly (notar que v, = @ y v, = g) Aplicando el teorema del

valor medio para campos escalares a cada Lj obtenemos que existe ¢ € L;, tal que
F(07) — o) = (VF(GR), 0r — vila) = (0,0 — vgZa) = 0.
De donde f(v;) = f(vi) = --- = f(v,21) = f(0;). Y ast f(@) = f(b). Como @, b son

cualesquiera se deduce que f es constante en D.
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Para m > 1, basta aplicar lo que acabamos de demostrar para cada una de las funciones

coordenadas.
O

OBSERVACION 3.49. Se dice que un espacio métrico (X, d) es conexo cuando los tnicos
subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a la vez son X y (). Un subconjunto C' de
R™ es conexo si (C,dy) es un espacio métrico conexo. Se puede probar que un subconjunto

abierto D de R"™ es conexo si y sélo si es poligonalmente conexo.

Recordemos que se dice que un subconjunto de R" es convexo cuando dados dos puntos
del conjunto, el segmento que los une esta contenido en el conjunto. Es decir, D C R" es

convexo si dados 7,y € D, entonces t¥ + (1 —t)y € D para todo t € [0, 1].

TEOREMA 3.50 (Teorema del valor medio para campos vectoriales). Sea D C R™ un
abierto. Sea f : D — R™ un campo vectorial de clase C*. Si K C D es un conjunto compacto

y convexo, entonces existe M € R tal que

1f (@) = f@)Il < M7 — 7|
para todo T,y € K.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que m =1.

Como K es compacto y las derivadas parciales de f son continuas existe M € R tal que
IV£(2)]] < M para todo 7 € K.

Sean 7,1 € K, por el teorema del valor medio para campos escalares tenemos que existe

¢ = d@,y) tal que
f@) = f(@) =(Vf(©),Z—1).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(@) = f)| = V@), 7 —g)| < M[|7 -]

Ahora consideremos m > 1.

Por lo hecho antes, para cada k = 1,...,m, tenemos que existe M, € R tal que

/(@) = @ < MEIIZ — g1,
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para todo Z, ¥ € K. Por lo tanto,
1£(Z) = @) = V([1(@) = A@)? + - + (fuE) — (D)2

< MG = G2+ o+ ME||7 - g

- (Vo an) -l

9. Desarrollo de Taylor.

El caso de una variable. Recordemos que para funciones de una variable se cumple

el siguiente resultado.

TEOREMA 3.51 (Taylor). Sea f : [a, 8] — R una funcion tal que f', f,..., fN+Y estdn
definidas en |o, B], donde N un entero positivo.
Sean a y x distintos puntos del intervalo [, f3].

Entonces existe un punto ¢ entre a y x tal que

f(N—i—l)(c') (z — a)N+1.

El polinomio

k=0
se llama el polinomio de Taylor de grado N de f alrededor de a.

Si a las hipdtesis del teorema anterior agregamos que existe M > 0 tal que
[N (@) <M

para todo x € [«, 5], entonces tendremos que

o £@) = Pu()
r—a (,j(,’ — a)N

= 0. (3.1)

N+1)

En particular, (3.1) se cumple si suponemos que f ( es continua.

El caso de dos variables. Sea (7,,y,) € R* y r > 0. Supongamos que tenemos una

funcién de clase C?
f:B((xo,y,),7) = R.
Sea (hy, hy) € R? tal que ||(hy, he)|| < 1y, para t € [0, 1], sea

(p(t) = f((xoayo) + t(hb h2))
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Entonces ¢ es una funcién de clase C? y, por la regla de la cadena, tenemos que

OF (200 90) + t(h1, h)).

#0) = 5 () + 100 1) + 1

102
2P f
2 0y?

©"(t) = h? f((:zo,yo) +t(h1, ha)) + 2h1h2%((%, Yo) + t(h1, ha))

+h (($o>yo) +t(h1>h2))>

para todo ¢ € [0, 1].
Aplicando el teorema de Taylor en el caso N = 1 a ¢ obtenemos que existe £ € (0, 1) tal

que X
(1) = ¢(0) + ¢'(0) + 59" (6). (3.2)
Si (¢,d) = (%0, Yo) + &(h1, ha) tenemos que (¢, d) € B((Zo,y,),7) y de (3.2) obtenemos

.f(xo + hlayo + h2) = f(IanO) + hl

S (o) + a5 ()

e ) (3.3)
20°f o°f 207
(h82( d)+2hlh288 (c, d)+h282( d))
Si suponemos que f es de clase CV+1Y) | obtenemos que ¢ es también de clase CV*+Y . Por lo

tanto, podemos considerar los andlogos de (3.2) y (3.3), pero, derivando hasta el orden N +1.
Esto nos lleva a una generalizacion del teorema de Taylor para funciones de dos variables. A
continuacién, vamos a describir esta generalizacion sin demostraciones rigurosas. Debe estar

claro para el lector como completar todos los detalles.

DEFINICION 3.52. El niimero

se llama coeficiente binomial.

El coeficiente binomial aparece en la formula algebraica conocida como el binomio de
Newton:
Y /N
N k, N—k
€T =
@ =3 (3 )at
k=0
Recordemos que si f es una funcién de dos variables de clase C*V, entonces

Las derivadas parciales de primer orden son

_of

fx_%>
0

fy:_f

oy’
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Las derivadas parciales de segundo orden son

00
W oyoxr Oy Oz’
foo B0 0f
YU 0xdy Oz Oy’
L o0
022 Ox Oz
L0
Yoyt oy oy’
y tenemos que
fmy:fyw-

Las derivadas parciales de orden k (k < N) son de la forma

ik O°f 9T Of
Y Qyk—igxd  Oyki Oxd

DEFINICION 3.53. Sean (z,,9,) € R? y D C R? un entorno de (z,,v,). Sea f: D — R
una funcién de clase CY en D, el desarrollo de Taylor de f de grado N alrededor de (z,, y,)

es el polinomio

Py(z,y) = f(%o, Yo)
+ %«x — 0) fo(@or o) + (4 = o) fy (0. U0))

+ %((m — 20) fre(Tos Yo) + 22 — 20) (Y = Yo) fau(Tors Yo) + (U — Yo)? fyu(Tos Yo))

v S (],Z ) (2 = o)y = o) " (w0 )

" k=0
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EJEMPLO 3.54. Sea f(z,y) = /1+ 22 + y2. Calcularemos el desarrollo de Taylor de
grado 2 alrededor de (0,0). Tenemos que

folz,y) =

X

V14?42

y
fy(w,y) = )
v(&Y) V1t a2+

VIt a2+ 92 — 221+ a2 + y?)~1/2

foy(wy) = —zy(1+2® 4+ y*) %2,

)

L+ a2 42—y’ (L+ a2 + %) H2
fyy(T,y) = .

1+ 22+ y?
Luego,
f(0,0) =1,
f2(0,0) =0, f,(0,0) =0,
f22(0,0) =1, f,,(0,0)=0 vy f,,(0,0)=1.
De donde

1
Py(z,y) =1+ 5(:,:2 + 7).

TEOREMA 3.55. Sea D C R? un abierto y sea f : D — R una funcion de clase CVHY.
Sean (x,,Y,), (x,y) € R? tales que el segmento que los une estd contenido en D. Entonces

existe un punto (¢,d) € D tal que

N+1
f(x,y) = PN(xa y) + ﬁ kZ:O (N]:_ 1) (SL’ - xo>k(y - yo)]\[—i_l_kf:ig g]/V—H_k(Cv d)

COROLARIO 3.56. Con las mismas hipdtesis del teorema anterior tenemos que

lim f(x,y) — Pn(2,y)

— 0.
(@)= (o) [|(2,Y) — (%0, Yo) |V

El caso de n variables. Hemos visto que en el desarrollo de Taylor de una funcién de

dos variables el coeficiente binomial es muy importante. Esto lo extenderemos a n variables.

DEFINICION 3.57. El coeficiente multinomial es el niimero

Eo\ K
kyooki) T kil k)

donde ky + -+ + k; = k.
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El coeficiente multinomial aparece en la siguiente férmula algebraica:

N N
€T _l_..._l_l’-N: [L’kl...llf»J.
AT Ol PR e

k1+-tkj=N

La cual generaliza la férmula del binomio de Newton.
Sea f una funcién de n variables, de clase CV. Sea & = (z1,...,7,).
Las derivadas parciales de primer orden son

_of

fa;

con 1< <n.
Las derivadas parciales de sequndo orden son
of _ 0 9f
0z, 0x; © Oxy Ox;

fmjwi -

conl1 <i<n,1<5<n.

Las derivadas parciales de orden k (k< N) son de la forma

[ e

e Qake | Oxh

donde ky + -+ -+ k, = k.

DEFINICION 3.58. Sean 7, € R" y D C R"™ un entorno de Z,. Sea f : D — R una funcién

de clase CV en D, el desarrollo de Taylor de f de grado N alrededor de %, es el polinomio

Py () = f(To)

5y D (@ = 29 fa(T,)
i=1
1 2 0\ k1 o\kn rk1 kn (7
+ 5 Z k k (xl - xl) Tt (.flfn - xn) f:r:l Cc g (:1:0)
Dkt k=2 Le--fm
+ ..
1 N . ) -
+m Z ( P ) (21 — D)™ (= 2l i B (7,),
kit tkn=N Le--fm
donde 7 = (z1,...,2,) y Tp = (2F,...,29).

EJEMPLO 3.59. Sea

fxy,...,x,) =exp(xy + -+ xp).
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El desarrollo de Taylor de grado 2 alrededor de 0 es
Pg(l’l,...,llfn) =

1
1
+ﬁ(9§1+---+xn)

i=1 i<j<n
EJErCcICIO 3.60. Escribir y probar los andlogos del Teorema 3.55 y del Corolario 3.56

para funciones de n variables.

10. Calculos aproximados y errores.

Sea f : R — R una funcion diferenciable. Sea g la funcion cuya grafica es una recta que

pasa por (x,, f(x,)) con pendiente f'(x,). Esto es
9(x) = f(xo) + (o) (x — wo).
Resulta que g aproxima bien a f en un entorno de z,. Es decir, si ||x — z,|| = 0, entonces
f(@) = flxo) + f'(wo)(x — o).
Para f : R" — R diferenciable tendremos que si |7 — @,|| & 0, entonces
f(@) = f(Zo) + (VI (To), (T = To)).

Estas expresiones son muy utiles para hacer aproximaciones, tal como lo muestra el

siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.61. Hallar aproximadamente el valor de 1/(5,98)% + (8,01)2.

Sea
[z, y)=+a?+y?

queremos hallar f(5,98, 8,01). Es fécil ver que

f(6,8) =/(6)2+ (8)2 = v/36 + 64 = v/100 = 10.

Por lo tanto, se aproximara el punto (5,98, 8,01) por el punto (6, 8).
Sean ¥ = (5,98, 8,01) y #, = (6, 8), entonces

7—i,=(598,8,01)— (6, 8) = (0,02, 0,01)

Ademas,

af 2z B x
Ox  2\/x2 + 2 \/:1:2—|—y27
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of 2y

9] _ _ Y
N R

x y
Vf($>y):<\/x2+y2>\/z2+y2)

Luego, Vf(6, 8) = (6/10, 8/10). De donde

dfz, (T — 7,) = (Vf(Z,), & — T,)
— ((6/10, 8/10), (—0,02, 0,01)) = —0,004.

Por lo tanto,

V/(5,98)% + (8,01)2 ~ 10 — 0,004 = 9,996.

11. Maximos y minimos.

DEFINICION 3.62. Sean D C R™ un abierto, f : D — R una funcién y 7, € D. Deci-

mos que [ alcanza un mdzimo local en T, si existe un abierto V' C D, tal que ¥, € V' y
f(#,) > f(¥) para todo ¥ € V.

DEFINICION 3.63. Sean D C R™ un abierto, f : D — R una funcién y 7, € D. Deci-
mos que f alcanza un minimo local en T, si existe un abierto V' C D, tal que ©, € V' y
f(@,) < f(¥) para todo Z € V.

PROPOSICION 3.64. Si f es diferenciable en T, y f alcanza un mdrimo o un minimo

local en ,, entonces V f(Z,) = 0.

DEMOSTRACION. Solamente lo probaremos cuando f alcanza un méximo local en 7,
para un minimo local la demostracion es analoga. Sean v € R” y a : R — R" dada por
a(t) = @, + tv. La funcién § : R — R definida por 8 = f o «v tiene un maximo en ¢ = 0. Asi

que
0=p5"(0) = (f 0a)'(0) = D5 f(a(0)) = Dy f(Z) = (V f(Z,), V).

Como @ es arbitrario, tenemos que V f(#,) = 0.
0

OBSERVACION 3.65. El resultado anterior tiene una interpretacién geométrica muy clara
en el caso n = 2:

Sea f : R? — R una funcién diferenciable y sea I : R?* — R la funcién dada por

F(Z’,y,Z) :Z—f(llﬁ',y),
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entonces el grafico de f es igual a la superficie de nivel de F' en 0. Y esta superficie es
ortogonal al vector VF (., Yo, 2,) en el punto (., Yo, f(Zo, Yo))-

Si suponemos que f alcanza un méximo en (z,,y,) entonces V f(x,,y,) = (0,0), como

d d
VE(Zo, Yo, 20) = <_£($Oa Yo); _d_i(xoa Yo), 1)

se tiene que
VF(xo, Yo, 20) = (0,0, 1).
Luego el plano tangente a la superficie dada por el grafico de f en el punto (x,, Yo, f (0o, Yo))

es ortogonal al vector (0,0,1) y, por lo tanto, es paralelo al plano z = 0.

VF(X0,Y0,Z0)

/_ Ty

X

FiGcura 3.3.

DEFINICION 3.66. Sean D C R™ un abierto, f : D — R una funcién y 7, € D. Se dice

que Z, es un punto critico para f si se tiene que f no es diferenciable en &, 0 si V f(Z,) = 0.

OBSERVACION 3.67. Al igual que en el caso de una variable puede ocurrir que V f(Z,)

sea igual a 0 y, sin embargo, en Z, no se alcance ni maximo ni minimo para f.

DEFINICION 3.68. Un punto critico en el que f es diferenciable y no alcanza ni maximo

ni minimo se llama punto de ensilladura.
Clasificacion de los puntos criticos en el caso n = 2.

DEFINICION 3.69. Sea T : R? — R, decimos que 7" es una forma cuadrdtica cuando existe

una matriz 2 x 2

aixp ag

ag1 A2
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tal que

2
= Z Cl,ijhihj.

1,j=1

T(hy, hs) = [hl hg]A Z;

DEFINICION 3.70. Sea T : R? — R una forma cuadrética, decimos que 7' es definida

positiva cuando
(i) T(hy, hg) > 0 para todo (hy, hy) € R? |
(ii) T'(hq, hy) = 0 implica (hy, he) = (0,0).

a b
b ¢

hi

LEMA 3.71. Sean
A—

y T :R? = R la forma cuadrdtica dada por

T(hiha) = [l ho| A || = b+ 20huhy + b

2

T es definida positiva si y sélo si a > 0 y det A = ac — b > 0.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Notar que

bo\? b2
T(hl, hg) =a <h1 + —hQ) + <C — —) h%
a a

EJERCICIO 3.72. Demostrar que si

h

T(hi h) = Iy o] A 1| = ahi o 2bhah 4l

2
entonces T'(hy, hy) < 0 para todo (hy, hy) # (0,0) siy sélo sia <0y ac—b* > 0.

En este caso se dice que T es definida negativa.

EJeERCICIO 3.73. Demostrar que si

ha

Ty ha) = [ ha| A || = ah + 2bhahs + b3

2

y ac — b?> < 0, entonces T' toma valores positivos y negativos.

En este caso se dice que T es indefinida.

DEFINICION 3.74. Sean D C R? un abierto y f : D — R una funcién de clase C%. El
hessiano de f en (z,y) es la forma cuadrética H f,,) : R* — R dada por

oy (s ) = 5o I + 20 )i+ Sy, 0)1E).
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OBSERVACION 3.75. Si consideramos la matriz

_ [fm(af, y) fay(e, y)]

(z,y)
! fwy(xay) fyy(xvy)
entonces
1 hy
H f(z)(h1, hg) = 5 [h1 h2} Ay hj :

TEOREMA 3.76 (Criterio del hessiano). Sean D C R? un abierto y f : D — R una

funcién de clase C%. Sea

Az, y) = detA(x,y) = fue(T,9) fyy (2, y) — (fxy(:)s,y))z

y sea (x4, Yo) € D un punto critico de f.

() St fre(To,Yo) >0 y Az, y,) > 0, entonces en (z,,Y,) se alcanza un minimo.
(b) S0 for(To,y0) <0 y Az, y,) > 0, entonces en (x,,y,) se alcanza un mdximo.
(c) Si A(zo,Y,) <0, entonces (z,,Y,) €s un punto de ensilladura.

(d) Si A(z,,y,) =0, el criterio no decide nada.

DEMOSTRACION. Solamente probaremos la parte (a), el resto queda como ejercicio.
Como fu(%0,Yo) = fy(z0,yo) = 0, de la férmula (3.3) sigue que si r > 0 es tal que
B((20,Y5),7) C D'y [[(h1, he)|| <, entonces
1
f(zo + hla Yo + h2) = f($o> yo) + 5 (h%fx:c(ca d) + 2h1h2fxy(ca d) + hgfyy(g d)) 9

donde el vector (¢, d) esta en el segmento que une (z,,¥,) v (T, + hi,y, + h2), es decir,

f(xo + ha, Yo + h2) - f(xm yO) = Hf(C,d)(hlv h2)'

Por la continuidad de las derivadas parciales de segundo orden se tiene que, para ||(hq, ho)|

pequeno, H fi, 4. (h1,he) v H fica)(h1, ho) tienen el mismo signo asi que

f(@o+h,yo + k) — f(20,40) =0

para todo (h,k) € V.
Por lo tanto, en (z,,y,) se alcanza un minimo.
U

OBSERVACION 3.77. Usando resultados de dlgebra lineal sobre clasificacién de forma
cuadraticas y el teorema de Taylor es posible establecer criterios analogos al anterior para

funciones de tres o mas variables.
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EJEMPLO 3.78.
(a) Sea f(z,y) = 22 + y>.
Ya vimos que el grafico de f es un paraboloide de revolucion.Tenemos que

Vf(z,y) = (2z,2y).

Por lo tanto, Vf(x,y) = (0,0) si y sblo si x = y = 0. Luego, (0,0) es un punto

critico. o f
@(07 0) =2,
giy‘];(O, 0) =2,
aa;gy (0,0) =0.

Luego, f alcanza un minimo en (0,0).

(b) Sea f(z,y) = zy.
Tenemos que

Vf(z,y)=(y,2).
Por lo tanto, Vf(x,y) = (0,0) si y sélo si x = y = 0. Luego, (0,0) es un punto

critico. o f
@(0, 0) — 0,
0 f
a—y2(0, 0) - 0,
82
&Egy (0,0) = 1.

Por lo tanto, f posee un punto de ensilladura en (0, 0).

FI1Gura 3.4. Grafico de f(z,y) = xy.
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(c) Sea f(z,y) =1—y
Tenemos que
Vi(z,y) = (0,-2y).
Por lo tanto, V f(x,y) = (0,0) siy sélo si y = 0. Luego, todos los puntos de la forma

(x,0) son un puntos criticos.

o*f
@(Z‘,O) = O,
0P f
a—yg(%o) = -2,
*f
900y (z,0) = 0.

El criterio del hessiano no es aplicable en este caso. Estudiando directamente el
comportamiento de la funcién, podemos asegurar que f posee un maximo en cada

punto de la forma (z,0).

FIGURA 3.5. Gréfico de f(z,y) =1 — >

(d) Sea f(z,y) = 2* — 3zy>.
Tenemos que
Vf(z,y) = (32* — 3y*, —6zy).
Por lo tanto, Vf(x,y) = (0,0) si y sélo si x = y = 0. Luego, (0,0) es un punto

critico. 82f
@(Q 0) =0,
82
a—y‘];((h 0) = Oa
0 f

5a5y (0,0) = 0.
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El criterio del hessiano no da informacion en este caso. Estudiando directamen-
te el comportamiento de la funcion, podemos asegurar que f posee un punto de

ensilladura en (0, 0)

FIGURA 3.6. Gréfico de f(z,y) = 2° — 3xy?.



Ejercicios 3.

(1) Hallar las derivadas parciales respecto a z e y.

(2) Hallar f, y f, en los valores indicados.
(a) f(z,y) =zarcsen(x —y)enz =1,y =2.
(b) f(x,y) = e sec (E) enz =y =3.
Y

(3) Si z= f(x,y) =In (g), demostrar que

0z 0z
x% + ya—y =0.
2
(4) Dada z = u(z,y)e®™ ™ donde u es tal que 000y 0. Hallar valores de a y b de
manera que
Pz 0z 0z
0x8y_%_8_y+z—0

r2
(5) Sea v(r,t) = t*e~ 1. Hallar un valor de la constante u tal que v satisfaga la siguiente
ov 10 821
ot rror \ or
(6) Demostrar que las siguientes funciones son diferenciables:

(a) f(z,y) = 3%y — xy”.
(b) f(z,y) = ysen(zy).

ecuacion

85
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(7) Demostrar que la funcién f(z,y) = /22 + y? es continua en (0,0), pero, no es
diferenciable en (0,0).
(8) Sea

2 T -
. 0:
Fay) = (x+y) sen<I+y) six+y#0;
0 si x+y=0.

Demostrar que
(a) f es diferenciable en (0,0).
(b) Las derivadas parciales de f son discontinuas en (0, 0).

(9) Sea f:R* — R definida por

2 2
g = AV ETE S @ # 0.0
0 si (z,y) = (0,0).
0 0
(@) Caleular 2 (2.), 5 (0,1, 5 (2,) # (0.0)
0 0
(b) Calcular 8_£(O’0)’ a—?Jj(O,O).
o2 f o2 f

(¢) Demostrar que

(d) Explicar porqué no se cumple el resultado dado en clase sobre independencia

del orden de derivacion al calcular las derivadas parciales.

(10) Sean D C R™ un abierto, &y € D'y f: D — R una funcién. Considerar las seis

proposiciones siguientes:

(a) f es continua en .

(b) f es diferenciable en Z.

(¢) Dzf(Zy) existe para todo v € R™.

(d) Existen todas las derivadas parciales de f en un entorno de Zj.
)

(e) Existen todas las derivadas parciales de f en un entorno de ¥ y son continuas

en .
(f) f(&) = || — Zol|
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En una tabla como la siguiente, marcar con una V (de verdadero) si la proposicién
de la fila (x) implica la proposicién de la columna (y). Por ejemplo, si fuese cierto

que (a) implica (b), se debe poner una V en el segundo cuadrado de la primera fila.

a|lblc|d|el|f
a

b| |V

¢ \Y%

d \Y

e \Y%
f \Y

(11) Sea p : R? — R definida por p(z,y) = xy. Demostrar, directamente de la definicién,
que p es diferenciable en todo punto (a,b) € R? y que dpp(z,y) = bz + ay.

(12) Sea f : R™ — R™ una transformacién lineal. A partir de la definicién, demostrar

que f es diferenciable en todo punto v € R™ y hallar df5.

(13) Para cada funcién halle el vector gradiente en cada punto en el que exista.
(a) f(z,y) =ecosy.  (b) flz,y,2) =ayz. () f(z,y,2) = 2y’

(14) Hallar V f en el punto dado.
(a) f(x,y) =In(a®+y*+ 1)+ €**¥ en (0, —2).
(b) f(z,y,z) = coszy + cosxz + cosyz en (1,2, —1).

(15) Hallar la ecuacion del plano tangente y la recta normal a la superficie en el punto
dado:
(a) z =22+ 2y? en (2,—1,6).

)

(c) z =2y en (—2,2,16).

(d) z=e*cos3y en (1,Z,—€?).
)

)30

16) Probar que todo plano tangente al cono 2% 4 y? = 22 pasa por el origen.
g Y g
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(17) Hallar las ecuaciones de la recta tangente a la interseccién de las dos superficies
dadas en el punto indicado. (Verifique antes que el punto dado realmente pertenece
a la interseccién de las dos superficies).
(a) z =2 +9y?% 2z =2z + 4y + 20, (4,—2,20).

(b) z = /224 y?, z =2z — 3y — 13, (3, —4,5).

(18) Halle los puntos de la superficie z = 2% — 2y* + 3y — 6 donde el plano tangente es
paralelo al plano 2x + 3y + z = 5.

(19) Usando diferenciales calcule un valor aproximado de +/(3,02)2 + (1,99)2 + (5,97)2.

0
(20) Usar la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales 8_Z y 8_§
s
(a) z = 2% +y? para x = s* — 12, y = 2st.
x
b) z = ara r = scost, y = ssent.
(b) z=7 P Y

(c) z = €% cosy para x = s* + 2t?, y = 3sent.

(21) Usar la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales indicadas en los

valores dados.

0z 0z T
2 _ 2
a) z=x°—y*, parax =rcosf, y =rsend, calcular — y — enr =2, 0 = —.
(a) Y% p y 5 Y 58 V2 I
(b) w =y + yz+ zx, para x = tcost, y = tsent, z = t, calcular X oent= %
w  Ow
(c) w=e™*cosayz, para x =12+ 12, y =t>+7r, 2 =1 +t, calcular — y — en

or Y ot
r=21t= -2

(22) Consideremos un campo escalar f de clase C? definido en R?, tal que f(z,y) sélo
depende de la distancia de (x,y) al origen, es decir, f(x,y) = g(r) donde
r=\/x?+y>

(a) Demostrar que para (x,y) # (0,0) tenemos que
*f  f 1, "
wﬂLa—yz—;g(r)‘l‘g (r).
(b) Supongamos que, ademads, f satisface la ecuacion de Laplace,

2f  0%f

a2 "o =

para todo (x,y) # (0,0).
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Demostrar que, para (x,y) # (0,0),
f(z,y) = aln(a® +y*) + b,

donde a y b son constantes.

(23) Laplaciano bi-dimensional en coordenadas polares. La introduccién de coordenadas
polares x = rcosf, y = rsend, transforma f(x,y) en g(r,#). Demostrar las siguien-

tes formulas (suponer f de clase C?):

2 2
(a) [[Vf(rcosf,rsenf)|* = <%) + ! <%) .

r2
o o o 1 9 10
ST T
ox dy or r? 00 r or
(24) Laplaciano tridimensional en coordenadas esféricas. La introduccion de coordenadas

esféricas
x = pcosfsen p, y = psenfsen p, Z = pCos p,

transforma f(x,y, z) en F(p, 0, ). Este ejercicio indica como hay que proceder para
expresar el laplaciano V2 f en funcién de las derivadas parciales de F' (suponer f de

clase C?).

(a) Introducir primero las coordenadas polares © = rcosf, y = rsen 6 para trans-
formar f(z,y,z) en g(r, 6, z). Utilizar el ejercicio anterior para demostrar que
0? 102 10 0?
vp=29,-29,_9,%9
or r2 00 rdr 0z

(b) Luego transformar ¢(r,0,z) en F(p,0,¢) tomando z = pcosp, r = psen p.
Observar que, salvo un cambio de notacién, esta es la misma transformacion

que se utilizé en la parte (a). Deducir que

vif— O*F N 20F N 1 ?F  cosp OF 1 F
C0p2  pOp  prOY?  pisenp dp  p?sen?p 002

(25) Sea f una funcién de tres variables con derivadas parciales continuas y definamos

g(t) = f(tx, ty,tz). Demostrar que:
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(26) En cierto instante la altura h de un cono circular recto es de 30 cm. y esté creciendo
a razén de 2cm/seg. En ese mismo instante el radio r de la base es de 20cm. y estd

creciendo a razén de lem/seg. ;A qué velocidad crece el area lateral A del cono?

(27) En cierto instante el radio r de la base de un cilindro circular recto es de 10 cm. y
la altura h es de 15 cm. En ese instante el radio decrece a razén de 5 cm/seg y la

altura crece a razén de 4 cm/seg. ;Con qué rapidez cambia el volumen V7

(28) Halle la derivada direccional en el punto p en la direccién pf)’ . Es decir, si v es el
vector unitario en la direccién de pp/, debe hallar Ds, f(p).
(a) f(z,y,2) =2 +3xy+y?+22 p=(1,0,2),p = (—1,3,4).
(b) f(z,y,2) =€"cosy+e¥senz  p=(2,1,0),p =(-1,2,2).
(¢) f(z,y,2) =xcosy +ycosz+ zcosy p=1(2,1,0),p = (1,4, 2).

(29) Demostrar que la siguiente funcién f tiene derivada en cada direccién en (0, 0), pero,

no es diferenciable en (0, 0):

ﬂ si(z 0.0):
f(:)s,y): \/ﬁTy? ( 7y>7£( ) )7
0 si (Sl?,y): (0,0)

(30) Para las dos funciones que siguen, demostrar que existen todas las derivadas direc-

cionales en (0,0). ;Son las funciones continuas en (0,0)?

a1y’

(a) flz,y)=q2°+9y°
0 sizd +y5 = 0.

siazd 4+ y8 £ 0;

x1y? ‘ |
(0) glay) = 24yt (z,y) # (0,0);

0 si (x,y) = (0,0)

(31) Un campo escalar f estd definido en R® mediante la ecuacién f(#) = (@, Z), donde @
es un vector constante. Calcular la derivada de f en la direccion de cualquier vector

unitario.
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(32) Sea T : R* — R? una transformacion lineal dada, consideremos el campo escalar en
R? definido mediante la ecuacién f(Z) = (¥, T¥). Calcular la derivada de f en la

direccién de cualquier vector unitario.

(33) Hallar los valores de las constantes a,b,c tales que la derivada direccional de
f(x,y,2) = azy® + byz + cz%x® en el punto (1,2, —1) tenga el valor maximo 64

en la direccion paralela al eje z.

(34) Encontrar y clasificar los puntos criticos de las siguientes funciones:
(a) f(z,y) =2 +(y—1)>  (b) fz,y) =2"+1—y>

(35) Encontrar el desarrollo de Taylor de grado 2 alrededor del punto (xg,yo) para las

funciones fi(x,y) = e*cosy y fa(x,y) = e seny.
(36) Demostrar la unicidad del diferencial de una funcién.

(37) Sean D C R™ un abierto, 25 € D, f : D — Ry g : D — R funciones diferenciables
en Zy. Demostrar que:
(a) V(f +g)(@0) = Vf(z0) + Vg(@o).
(b) V(f.9)(z0) = g(@0)V f (@) + f(20)Vg(zp).

I () — 9@V (@) — f(@)Va(ao) .
(c) V(g)( 0) (9@ g(x0) # 0.

(38) Encuentre el desarrollo de Taylor de tercer grado de (u + v)?
(a) Alrededor del punto (ug, v9) = (0,0).
(b) Alrededor del punto (ug,vg) = (1,2).

(39) Encuentre la mejor aproximacién de segundo grado de la funcién f(x,y) = ze¥ cerca
del punto (xg,yo) = (2,0).

(Respuesta: 2+ (x — 2) + 2y + y* + (z — 2)y.)

(40) (a) Calcule el desarrollo de Taylor de segundo grado de f(x,vy, z) = xy?2* alrededor
de (0, yo, 20) = (1,0, —1).

(b) Exprese el polinomio f(z,y, z) = xy*2* como un polinomio en (z—1),y, (2+1).
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(41) Demostrar que f es diferenciable en todos los puntos del dominio y determinar su
matriz jacobiana en los siguientes casos:
(a) flz,y,2) = (xz,y + 2).
(b) flz,y,2) = (zy,y? 2*x).
() flw,y,2) = (x/y, 2y + 1, 227).

(42) Sean f : R? — R? y g : R* — R? dos campos vectoriales definidos del modo

siguiente:

fla,y) = (" sen(y + 2)),

g(u,v,w) = (u+ 20* + 3w?, 2v — u?).

(a) Hallar cada una de las matrices jacobianas de f y de g.
(b) Hallar la funcion compuesta h(u,v,w) = f(g(u,v,w)).

(c¢) Evaluar la matriz jacobiana de h en (1,—1,1).

(43) Sean f : R?® — R?y g : R® — R?® dos campos vectoriales definidos del modo siguiente

f@,y,2)=(@* +y+220+y+27),

g(u,v,w) = (w*w?, w? senv, ue’).

(a) Hallar las matrices jacobianas de f y de g.
(b) Hallar la funciéon compuesta h(u,v,w) = f(g(u,v,w)).

(c) Evaluar la matriz jacobiana de h en un punto de la forma (u, 0, w).

(44) Sean f, g funciones de clase C* y a una constante. Consideremos la funcién u dada

por
u(z,t) = f(x —at) + g(z + at).

Demostrar que
o2 Pu  Pu
ox2 o2’

(45) Demostrar que si g : R? — R es diferenciable, entonces
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(46) La sustitucién

" T —y by — rT+y
)
. . OF OF
cambia f(u,v) en F(x,y). Aplicar la regla de la cadena para expresar o Y By o0
T Y
funcion de g g
ou’ v
P
(47) Halle una férmula para g—cj(x, y) — 2—(93, y) en los siguientes casos:
Y
P - -
(a) Plz,y) = — ot Qla,y) = — oy

(b) P(z,y) = Va2 +y% Qz,y) = y(zy + In(z + /2% 4+ 3?)).

(48) Sea F' un campo vectorial derivable dado por F' = (P,Q, R) . Halle una férmula

oup_ (PR _0QY (0P _oR\ (0Q _op
N dy 0z ) '\0z 0x) \oxr Oy '
en los siguientes casos:

(a) F(r,y,2) = (v* 2y, v2),
(b) F(x,y,2) = (y — z,yz, —x2).

para

(49) Sea F' un campo vectorial derivable dado por F' = (P, @, R). En los siguientes casos

halle una féormula para

... 0P 0Q OR
k= Y oy T o
(a> F(xvyvz> = (x7y7z)7

(b) F(z,y,2) = (2%,y% 2°).

(50) El siguiente ejercicio ilustra los peligros de denotar funciones como variables reales.
Sean w = f(z,y,2) y z = g(x,y), entonces
ow Owdr OJwdy Owdz Ow Owdz

0r 010z  oyor 0201 x| 0:0%

ox oy ow 0z
aque — =1y == = 0. Por lo tanto, —— =10
vad Ox Y bz 0z Ox
. . ) ow 0z
Sin embargo, para el caso particular en que w = x+y+ 2z se tiene que i
z Ox

de donde 1 = 0. ;Dénde esta el error?






Capitulo 4

El teorema de la funcién implicita.

1. El teorema del punto fijo.

DEFINICION 4.1. Sea (X,d) un espacio métrico y sea ¢ : X — X una funcién. Se dice

que @ es una contraccion si existe r € (0,1), tal que

d(e(2), (y)) <7 d(x,y),

para todo x,y € X.
OBSERVACION 4.2. Claramente toda contraccién es una funcién continua.

TEOREMA 4.3 (Teorema del punto fijo). Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea
v : X — X una contraccion. Entonces existe un tinico punto x € X tal que p(x) = x. Mds

aun, si x1 es cualquier elemento de X, entonces la sucesion definida por

Trr1 = (Tk)

converge a x

DEMOSTRACION.

Demostremos primero la existencia.

Sea x; € X arbitrario.

Consideremos la sucesién definida por xp11 = @(2x). Como ¢ es una contraccién existe
r € (0,1) tal que

d(xnaxn—l—l) = d(SO(xn—ﬁ, QO(LE}J) <r d(xn—lu $n)7
de donde sigue por induccion que
(2, Tpar) < " Hd(zy, 29).

Luego, si0<n<m

d(l‘n, xm) S d($n7 xn—l—l) + -+ d(xm—lv xm)

IN

(r" 4 ™D d (g, 1)
< r"_l(l +r4ri4.. ) d(xe, 1),

95
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usando la féormula para la suma de la serie geométrica se obtiene
d(z2, 21 _
d(zp, Tpm) < (7(1 — )) L
De esta ultima desigualdad sigue inmediatamente que la sucesion {x,} es de Cauchy.
Como (X,d) es un espacio métrico completo, {x,} converge a un punto x € X. Por ser ¢
continua tenemos que
o(x) = lim p(z,) = lim 2,4 = lim z, = .
n— o0 n— o0 n—oo

Finalmente, para demostrar la unicidad, supongamos que z* € X y p(2*) = x*. Entonces
d(z*, ) = d(p(z"), ¢(z)) < rd(z”, ).

Como 7 € (0,1) debe ser d(z*, z) = 0.
U

OBSERVACION 4.4. Un punto z € X tal que ¢(x) = z es lo que se llama un punto fijo
para . El teorema anterior suele enunciarse de la siguiente manera: “Toda contraccién en

un espacio métrico completo posee un tinico punto fijo”.

2. El caso de una variable.

2.1. Método de la tangente de Newton. Dada una funciéon f : R — R queremos
hallar una solucién de la ecuacion f(z) = 0. Es decir queremos hallar z* € R tal que
f(z*)=0.

Supongamos que f es derivable.

Sea x; € R un punto cualquiera, consideremos la recta Lq, tangente al grafico de f en el
punto (z1, f(x1)).

La ecuacién de L es

y = fx1) + f(x1)(z — x1).

Sea x5 € R el punto de corte de la recta L; con el eje x, entonces

0= f(z1) + f'(z1) (22 — 1),

es decir,

f(x1)
f(@1)

Podemos repetir este proceso: considerar la recta Lo, tangente al grafico de f en el punto

To = T1 —

(22, f(22)), hallar su punto de corte z3 con el eje x, y asi sucesivamente.

De esta manera se obtiene una sucesion, definida en forma recursiva, dada por
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f(xr)
f(we)

Try1 = Tk —

El siguiente gréfico sugiere que la sucesién {z;} converge a una solucién de la ecuacion

f(x)=0.

*

/
><\

X* Xkpo Xkpt Xk

F1GURA 4.1. Método de la tangente de Newton

Se puede probar que, bajo ciertas hipétesis, la sucesién {xj} converge a un ntimero z*
tal que f(z*) = 0. Mas adelante estudiaremos con més detalle este problema, considerando
una sucesion ligeramente modificada.

Es importante destacar que el método de la tangente de Newton no siempre funciona
bien. A continuacién, se ilustran mediante graficos, situaciones en las que el método puede

resultar inadecuado.
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En el siguiente ejemplo, la tangente al grafico de f en el punto (z3, f(x2)) es horizontal

(f'(x9) = 0), por lo tanto, x3 no esta definido.

FiGURrA 4.2.

En el siguiente ejemplo la sucesion se aleja del punto que estamos buscando.

Y

X2 X3 X1

FiGURrA 4.3.
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En el siguiente ejemplo la sucesiéon oscila entre dos puntos.

Y,

Y

FiGuURrA 4.4.

2.2. Método de la tangente de Newton modificado. Al utilizar el método de la
tangente de Newton para aproximar los ceros de una funcién f es necesario calcular f’(z1),
f'(x2), etc... Existen formas de modificar la sucesién {z;} para simplificar los cédlculos. Una
simplificaciéon que funciona bastante bien es la siguiente:

Supongamos que la derivada de f es acotada, que f tiene un cero en el intervalo [a, b] y
que f'(x) >0 en [a,b].

Sea M = max{f'(z) : € [a,b]}, comenzamos con un punto z; y consideramos la recta

de pendiente M que pasa por el punto (xy, f(x1)), esta recta corta al eje = en el punto

fl1)
=L,

To = T1 —

Si continuamos repitiendo este proceso obtenemos la siguiente sucesion:

f(!)fk)'

Tiy1 = T — M

La siguiente grafica sugiere que si tomamos x; en forma adecuada debemos aproximarnos

a un cero de f.
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pendiente = M

Y

X X3 Xo X1 X

FI1GURA 4.5. Método de Newton modificado

La demostraciéon de la convergencia de este método no es dificil y la damos a continuacion.

TEOREMA 4.5. Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una
funcion diferenciable. Supongamos

(a) fa) <0< f(b),
(b) Ezisten m, M € R tales que 0 < m < f'(z) < M, para todo x € [a,b].

Entonces, si x1 € [a,b], la sucesion definida por

f(xx)

Lk4+1 = T — Wi

converge al dnico punto x € [a,b] tal que f(x) = 0.

DEMOSTRACION.
Sea ¢ : [a,b] — R definida por

Vamos a probar que ¢ es una contraccién de [a, b] en [a, b].
Como ¢'(u) =1 — [f'(u)/M] tenemos que

0§¢’(u)§1—%:r<1, (4.1)
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para todo u € [a, b], por lo tanto, ¢ es una funcién no decreciente. Luego,

a<a- 19— o) <oy <o) =5 - L0 o

para todo u € [a, b]. De esta tltima desigualdad se concluye que ¢[a, b] C [a,b] y del teorema
del valor medio y la desigualdad (4.1) sigue que ¢ es una contraccion.
Como [a, b] es un espacio métrico completo, del Teorema 4.3 sigue que ¢ tiene un unico
punto fijo.
Para terminar la demostracién basta notar que p(z) = z si y sélo si f(z) = 0.
O

EJERCICIO 4.6. Utilizar el Teorema anterior para demostrar que la sucesion definida por

I1:2

2+ 4wy, — 13
4

Lh+1 =

es convergente. También hallar su limite.

EJERrCICIO 4.7. Demostrar directamente que la sucesion definida en el ejercicio anterior

es de Cauchy.

2.3. Calculo de la inversa local de una funcién mediante aproximaciones su-
cesivas. Supongamos que tenemos una funcién f tal que f(a) = by que queremos resolver
la ecuacién f(x) = y, para y cercano a b. Esto equivale a hallar un cero de la funcién
v(x) = f(x) — y. Al aplicar el método de la tangente de Newton a esta funcién obtenemos

la sucesién definida por

Tpy1 = T — 7(%) =T — M

v (k) f'(xx)

A continuacién, vamos a probar que bajo ciertas hipétesis, si el punto y se encuentre

suficientemente cerca de b, una sucesién un poco més sencilla, en la que f’(xy) se reemplaza

por f’(a), converge al punto buscado x.

TEOREMA 4.8. Sea I C R un intervalo abierto, sea f : I — R una funcion de clase C!
y sea a € I tal que f'(a) # 0. Entonces existen un entorno U de a y un entorno V' de f(a)

tales que dado y € V', la sucesion {x} definida por
Ty =a Tpy1 = T —

converge a un unico punto x € U tal que f(x) =y.
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DEMOSTRACION. Por la continuidad de f’, existe § > 0 tal que
1
[f'(@) = f@l <51/ (@] st uela—da+d].

Sean U = (a — b,a+6), e = 30|f'(a)| y V = (f(a) — &, f(a) + &)
Para y € V, sea ¢, : U — R la funcién definida por

flu)—y
py(u) = u————.
! f'(a)
Vamos a probar que ¢, es una contracciéon de UenU.

Primero notemos que

flw)| _ 1 e) — £l

f'(a) |f(a)]

para u € U. Aplicando el teorema de Lagrange tenemos que ¢, es una contraccién de

1
2

0l = |1~

constante % Por otra parte, si u € U= l[a — d,a + 0], entonces

oy () = al < lpy(u) = @y(a)] + |py(a) = af

| £(a) — o]
< gl )
<0, _¢

<2V )

)

373

=0

de donde se concluye que ¢, (U) C U.
Como U es un espacio métrico completo, por el teorema del punto fijo, existe un tinico
x € U, que se obtiene como limite de la sucesién definida en el enunciado, tal que oy(x) =2
y, por lo tanto, f(z) = y. Para terminar basta notar que, como la imagen inversa de V' bajo
f es un conjunto abierto, entonces el mencionado punto x debe estar en U = (a — §,a + 9).
O

EJERCICIO 4.9. Interpretar y justificar graficamente el resultado anterior.

OBSERVACION 4.10. Este teorema proporciona un método para obtener la inversa de una
funcién mediante aproximaciones sucesivas.
Con las mismas hipétesis y notacién del teorema anterior, dado y € V', sea g(y) el unico

punto de U tal que f(g(y)) =y ( fy g son inversas locales).
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Si definimos una sucesién de funciones {g;} por

g =a  gen(y) = guly) — W (1.2)

obtenemos que esta sucesion de funciones converge a g.

3. Algunas consecuencias del teorema del valor medio.

Del Teorema 3.45 y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce el siguiente resultado.

TEOREMA 4.11. Sea D C R"™ un abierto. Sean 6,5 € D tales que el segmento de recta
L que une los puntos @ y b estd contenido en D. Sea f: D — R una funcién de clase C*.

FEntonces

-

f(B) = f(@)] < |Ib— | méx |V f(2)]]

Notar que, como f se supone de clase C' y L es compacto, entonces ||V f(Z)|| alcanza su

valor maximo en L.

TEOREMA 4.12. Sea D C R™ un abierto. Sean 6,5 € D tales que el segmento de recta

L que une los puntos a y b estd contenido en D. Sea f: D — R™ una funcién de clase C*.

Entonces
176) = £ < vim 5~ al mx | ) e
DEMOSTRACION. Sean  fi,..., [, las funciones coordenadas de f, es decir
f(@) = (f1(D),..., fm(Z)), donde cada f; es un campo escalar de clase C'. Por el Teore-
ma 4.11 tenemos que, para k= 1,...,m,

[ (b) = fu(@)| < 1D~ a]| max |V fi(@)]].

Por otra parte, como

1 (@) llmxn = VIVA@I + - + [V £ @2,

tenemos que
max ||V f(Z)]] < mdx || f*(Z)|lmsxn,
zrelL reL

de donde se concluye que

[fe(®) = fu(@)] < 1[5 -] mAx || f(Z)

Finalmente
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-,

Lf(b) = f(@] = \/(fl(g) — f1(@)? + - 4 (fm(b) = fin(@))?

2
< \/me —aj? (mqéx Hf’(f)llmxn)
zel

= V/m ||b = || wéx || () lmocn-
rel

U

COROLARIO 4.13. Sea D C R™ un abierto. Sean d, b € R tales que el segmento de recta
L que une los puntos a y b estd contenido en D. Sea f: D — R™ una funcién de clase C*.

Si T : R — R™ es una funcion lineal, entonces
1£0) ~ £@) = TE = @) < Vi 15— all méx () = Ar s,
donde Ar es la matriz de T en la base candnica.

DEMOSTRACION. Sea g : D — R™ la funcién definida por
9(@) = f(&) = T(2).

Claramente g es de clase C' y ¢/(z) = f(¥) — Ar para todo 7 € D.
Aplicando el Teorema 4.12 a g obtenemos el resultado.
0

El siguiente corolario es una aplicacion un poco mas profunda del teorema del valor medio
y nos ilustra como, las funciones diferenciables heredan, en forma local, las propiedades de
su diferencial. Es importante notar que el resultado correspondiente para funciones de una

variable es sumamente sencillo de probar.

COROLARIO 4.14. Sea D C R™ un abierto y sea f : D — R™ una funcion de clase C*.

Sid e D ydfz es inyectivo, entonces f es inyectiva en un entorno de @

DEMOSTRACION. Sea

o = min [|dfa(7)]|.
Zl=1
Como estamos suponiendo que dfz es inyectivo se tiene que o > 0.
Sea € un nimero positivo tal que ¢ < . Como f es de clase C!, existe » > 0 tal que si

|Z — @|| < r, entonces
£

1F°(Z) = £(@) |mxn < N
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Sean 7 e ¢ dos elementos de B(d,r). Aplicando el Corolario 4.13 con T' = dfz, @ = &,

b= y v L el segmento que une a & y ¢ obtenemos
1f (@) = F(@) = dfa(§ = D) < Vm||§ = | max |[f'(2) = [ (@ llmxn < eF = Z-
Por uno de los corolarios de la desigualdad triangular tenemos que

F@) = F@N = Ndfa(y — DI < elly = 2,

por lo tanto,

1f (@) = F@)| > dfa(y — )| — elly — |
> (a—¢)llg— 7|

Luego, si Z,y € B(d,r) y ¥ # ¥, entonces f(Z) # f(¥).

4. Teorema de la funcion inversa.

LEMA 4.15. Sea D C R" un abierto tal que 0 € D y sea r > 0 tal que B(0,7) C D. Sea
f: D — R™ una funcién de clase C' tal que f(ﬁ) =0y dfs = I. Supongamos que existe A
tal que 0 <A <1y

A
max Ixn < —.
i 1)~ Il <

Entonces
() B, (1 - \r) € f(BO,7) < BE,(1+ M)
(i) SiV = B(0,(1=\)r) y U = B(0,7)Nf~Y(V), entonces fly : U — V es una funcién
biyectiva, su inversa g:V — U es diferenciable en 0 y dgs = 1.
(ili) La inversa local g : V- — U es el limite de la sucesion {gx} de aprozimaciones

sucesivas definidas inductivamente por

a@ =0, g1 = (@ — for(@) +7

para y € V.
DEMOSTRACION.
(i) Sean 7,7 € B(0,r). Aplicando el Corolario 4.13 con @ = 7, b = §y T = dfs =
obtenemos
1f(7) — f(&) = (= D < Vnllg — 2| ﬂef%%’() 1f'(Z2) = Illnxn < Ally — 2], (4.3)

por uno de los corolarios de la desigualdad triangular

[[F@) = F@I =@ =2 | < My — 7]
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Por lo tanto,
(L=Mg=2 <[If@) = @] < @+ N]g— ], (4.4)
para todo 7,7 € B(0, r). La desigualdad de la izquierda prueba que f es inyectiva en B(0, 7).

Considerando la desigualdad de la derecha para 7 = 0 obtenemos

f(B(0,r)) c B(0, (1+ \)r).

Debemos probar que f(B(0,r)) contiene a B(0, (1 — \)r). Esto lo probaremos utilizando
),

el teorema del punto fijo. Dado 7 € B(0, (1 — A\)r), sea @y : D — R™ definida por

py(i) = i — f(@) + 7.
Veamos que @z(B(0,7)) € B(0,7). Sea @ € B(0,r). Tomemos en cuenta que f(0) =0y
dfg = I, aplicando el Corolario 4.13 obtenemos
leg(@)|| < [I.f (@) —all + [[7]]
= |[f(@) — f(0) — df(@— 0)|| + ||
< Vald| max | f(2) = f/(0)llnxn + 141l
zeB(0,r)

Ak ;gaz) 17(2) = Tl + 171 (45)

< Vvl —= \/— + 17l = Allall + Il
<Ar+(1—=X\)r

=T.

Veamos que ¢z : B(0,7) — B(0,7) es una contraccién. Sean i, 7 € B(0,7), entonces por

(4.3) tenemos que

leg(d) — g2 = I[f (@) — f(2) — (@ = 2)|| < Alla — 2.

Por el teorema del punto fijo existe un tnico # € B(0,7) tal que ¢g(Z) = Z, es decir
f(#) = 7. De donde 7 € f(B(0,r)).

(ii) De (4.5) sigue que @z(B(0,7)) C B(0,r) si § € B(0,(1 — A)r). Por lo tanto, si
7€V =B(0,(1— A7) el punto fijo de oy estd en B(0,7), luego dado i € V existe un tnico
7 € B(0,r) tal que py(Z) = Z, o equivalentemente, f(7) =

Se ha probado que si U = B(0,7) N f~1(V), entonces f|U : U — V es una funcién

biyectiva. Nos falta probar que la inversa de esta funcién g : V — U es diferenciable en 0 y
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—,

dgg = 1. Como ¢(0) = 0 es suficiente probar
h - H
lim 7”9( ) | =0

iso R
Sean Z,y € U, de la desigualdad (4.4) sigue que
(L=My =2 < If ) = fF@I-

Sea h € V', entonces g(FL) € Uy, como V C U, también tenemos que h € U. Considerando

la desigualdad anterior para @ = h y § = g(i_i) obtenemos

(1= Nllg(h) = hll < ||h — f(R)],

o) =Rl ( 1\ (I — £
7 S(l—k)< 7l )

Como f es diferenciable en 0y f/(0) = I tenemos que

148 =Rl _
I

luego, si h =+ 0

0,

lim
0

por lo tanto,
h) —h
@ =Rl
h—0 |2l

(iii) El punto fijo ¥ = ¢(%) es el limite de la sucesién
Fr=0 T = g(@),

para ¢ € V. Sea gr(y) = T, entonces g es el limite de la sucesion {g} de aproximaciones

sucesivas definidas inductivamente por

a@ =0, g = 9(7) — f(9(@)) + 7.

O

TEOREMA 4.16 (Teorema de la funcién inversa). Sean D C R"™ un abierto y f : D — R"™
una funcion de clase C'. Sea T, € D tal que f'(Z,) tiene inversa.
Entonces existe un conjunto abierto U C D tal que:
(a) 7, € U.
(b) f(U) es abierto.
(¢) flu:U — f(U) es inyectiva y su inversa g : f(U) — U es de clase C'.
(d) SiZ € U, entonces f'(x) es invertible y ¢'(f(Z)) = (f'(Z))~* para todo T € U.
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(e) La inversa local g : V. — U es el limite de la sucesion {gx} de aprozimaciones

sucesivas definidas inductivamente por
n() =70, geni(§) = 9(®) — f'( @) [ F91(9) — 7]
para iy € V.

DEMOSTRACION.

Para @ € R" sea Sz la traslacion en R™ definida por
Sz(¥) =7 +d.

Fijemos A € (0,1). La funcién que manda al par (7, %) en f'(Z)(f'(¢))~* es continua. Luego,
existe un abierto D, C D tal que Z, € D,,, f'(Z) es invertible para todo & € D, y
L - A
17 @) @) = Tllasn < N (4.7)

para todo &,y € D,.
Para @ € D, sean T; = dzf y fz: TE(SE_I(DO)) — R” la funcién definida por

fa(&) = (S;@ 0 f o Sao T;)(@).
Tenemos que fy es de clase C', 0 € T=(S:1(D,)), f2(0) =0y
(@) = f(Sa(T; (@) (f' (@)~

De esta ultima igualdad y de 4.7 podemos concluir que
A

1£2(Z) = Illnxn < ﬁ (4.8)
para todo ¥ € Tz(S; " (D,)).
Consideremos ahora fz . Tenemos que f%o(ﬁ) =1y
- A
/7, (&) = Ilnxn < (4.9)

NG
para todo 7 € 1%, (S5 (D,)).-

El conjunto T%,(S;'(D,)) es un abierto que contiene al vector 0. Por lo tanto, existe
r > 0 tal que B(0,r) C T3, (S (D,)).

Por el Lema 4.15 existen dos entornos de 0, U y V tales que U C B(0,7), fz | : U —V
es una funcién biyectiva, su inversa gz, : V — U es diferenciable en 0. Ademds, la inversa

local gz, es el limite de la sucesién {g;} de aproximaciones sucesivas definidas por
a@) =0, (@) =g — fa,(0(@) + 7 (4.10)

para j € V.
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Sean U = Sfo(Tf_ol(U)), V = S4a,)(V) y g:V — U definida por
9(9) = (Sz, 0 T3 0 gz, 0 7 ) )(9)-
Como
F(@) = (S, © fz, 0Tz, 0 Sz (@)
y la funcién gz, es la inversa de fz tenemos que:
(1) %, €U,
(2) V = f(U) es abierto,
(3) flu : U — f(U) es inyectiva.
Ademéds, g : f(U) — U es su inversa. Como gz, es diferenciable en 0 tenemos que g es

diferenciable en f(Z,) = Sf,)(0).

Sea 7; € V. Vamos a probar que g es diferenciable en 7). Para esto consideramos

—

Z1 = g(1h) € U. Por la desigualdad 4.8 tenemos que
A
NLD

para todo 7 en un entorno de 0. Procediendo de la misma manera que con 7,, obtenemos que

||f:%’1 (f) - I||n><n <

la inversa local de f es diferenciable en y; = f(Z1). Como la inversa local es unica, podemos
concluir que g es diferenciable en ;.

Si Z € U tenemos que g(f(Z)) = &, derivando y usando la regla de la cadena obtenemos
g (f(@)f'(Z) = 1. Es decir, f'(Z) es invertible y

g (@) = (F@) "

De que f es de clase C', de esta tltima igualdad y la férmula para inversién de matrices
usando determinantes sigue que g es de clase C!.
Sé6lo nos falta por verificar (e). La sucesion {gx} de aproximaciones sucesivas para g se

obtiene a partir de las aproximaciones sucesivas {gx} de gz, de la siguiente manera

9x(9)

(Sz, 05" o g o Siz,) ) (#)

(4.11)
(Sz, 0Ty 0 gu)(y— f(fo))-

Luego,
Tz, 0 85 0 ge(§) = G (§ — f(&5))- (4.12)

Debemos verificar que esta sucesién { g} coincide con la indicada en (e).
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En primer lugar tenemos que

Por 4.10 sabemos que
Gk (U = (%)) = ge(§ — f(Zo)) = f2,(91( ¥ = f(Z6) ) ) + (§ — [(To)).
De esta igualdad, de 4.11, de 4.12 y de la definicién de fz obtenemos
(Tz, 085, © grn(y)) = (T, 085, 0 g1 )(¥) — fz,((Tz, 0 Sz 0 96 ) () + (5 — f(T,))
(Tz, 085, © gx)(7)

—(Syy 0 f08s, 0T 0Ty 05 0 gi)(§) + (7 -
(Tz, 085 091 )(§) = (Sy, 0 foa)@) + (¥ — f(Z,))
(Tz, 085, © g )(§) — [ f(9r(7)) — F]-

Aplicando Sz, o T ! a ambos lados de esta ecuacién obtenemos

ge41(F) = gx(§) — Sz, 0 T ' [ f(9r(¥)) — 7]

~

(%))

Por lo tanto,
gk1(9) = (i) — (@) " [ f(ae(®) — 7]

que es lo que queriamos probar. O

EJEMPLO 4.17. Consideremos la transformacién f : R? — R? dada por
f(r,0) = (rcosf,rsend).

Su matriz jacobiana es

[cos 0 —rsen 6’]

senf rcosf
Si r # 0 esta matriz es invertible, con inversa

cos sen 0

——senf —cosb
T T

Por el teorema de la funcién inversa, dado un punto (r,0) € R? tal que r # 0, existe
un entorno V' de (r,0) tal que f(V) es abiertoy f : V — f(V) es invertible con inversa
diferenciable.

Notar que f es localmente invertible y, sin embargo, no es invertible.
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5. Funciones definidas implicitamente.

5.1. El caso bidimensional.

DEFINICION 4.18. Sea V C R. Sean F : R? - Ry f: V — R funciones. Se dice que f

esta definida implicitamente por la ecuacion
F(z,y)=0
si F(z, f(x)) = 0 para todo z € V.
EJEMPLO 4.19. Sea F : R? — R dada por
F(z,y) =2 +y*— 1.
Consideremos las siguientes funciones:
filz)=—V1—2a® si |z <1,
folz) =V1—-22 si |z| <1,
V1—a? si 0<2<1/2,
—V1—-22 si —1<z<0.

Tenemos que f1, f» y f3 estan definidas implicitamente por la ecuacién x? + y? = 1.

fa(x) =

Dadas F': R? = Ry f: R — R diferenciables tales que F(x, f(x)) = 0. Vamos a calcular
la derivada de f a partir de las derivadas parciales de F. Sean h : R - R’y H : R — R
dadas por h(z) = (z, f(x)) y H = F o h. Entonces

H'(r) = (VF(x, f(2), W(x)) = O, £(2) + O (o, f(a) ().
v y
Si F'(z, f(z)) =0, entonces H(x) = 0. De donde H'(x) = 0. Luego,
or or

P) == (G f@)) Gt fGo)
Hemos probado el siguiente resultado:

PROPOSICION 4.20. Sean F : R? — R diferenciable y f : R — R derivable.
. OF

Si a—(a:, f(x)) #0 y f estd definida implicitamente por la ecuacion F(x,y) = 0, entonces
Y

r) == (G f@)) Gt s



112 4. EL. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA.

EJEMPLO 4.21. Sea F : R? — R dada por
F(z,y) =2* +9* — 1.
Entonces
oF OF
— = — =2y
ox dy
Sea f una funcién diferenciable definida implicitamente por la ecuaciéon F'(x,y) = 0. Por

2x

la proposicién anterior
x

flx)=—2f(x)) 2z = @)

En particular si f: (—1,1) — R esta dada por
flz)=v1—-2% si|z] <1,
entonces para |z| < 1,

fi(x) =
5.2. El caso general.

DEFINICION 4.22. Sean V C R™. Sean F': R"™™™ — R™ y f:V — R™ funciones. Se dice

que f esta definida implicitamente en V por la ecuacion

F(Z,9) =0
si F(Z, f(£)) = 0 para todo Z € V.
EJEMPLO 4.23. Las ecuaciones
r+y+z2=0,
r—y+22=0,

determinan las variables y, z como funcién de la variable z.

En efecto, sumando ambas ecuaciones obtenemos

3z+2x=0
2z
y, por lo tanto, z = —
Ademas,
20+ 2y +22=0,
—z+y—22=0,
luego,

r+3y=0

x
y, por lo tanto, y = -3



5. FUNCIONES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE. 113

Sean

r 2
flz) = <_§7 —E) ;
entonces

F@j@»:F(%(—g—%O):<%—§—%?x+%—%vzﬁam

Es decir, f estd definida implicitamente por la ecuacién F(z, (y, z)) = (0,0).

NOTACION. Sea F : R*™™ — R™ una funcién.

Los vectores de Z € R™™ los denotaremos de la siguiente manera

Z= (f7g) = (xlu"'vxnvylu"'aym)a
donde Z = (z1,...,2,) ER™, = (y1,...,Ym) € R™.
Sean
-8F1 8F1' '0F1(4 _,) 8F1(ﬁ _,)-
— — (7 T
0x; Ox,, 0xy Y 0y, Y
Fe(Z,9) = | ¢ D (@) = : :
OF,, OF,, 8Fm(q ) 8Fm(q )
T T
| Oy oz, | | Oxy &4 oz, ,y_
y
ORORY [OR . OR ]
Oy OYm o Y OYm, Y
Fy(Z,9) = | ¢ : T,y) = : :
0F,, oF,, 8Fm(ﬂ n 8Fm(ﬂ n
i a 5 x? a x?
L Oy Y | |y, Y dym Y]
PROPOSICION 4.24. Sean D C R™™™ 4V C R"™ conjuntos abiertos.
Sea f:V — R™ una funcion tal que (%, f(Z)) € D, para todo © € V.
Sea F': D — R™ tal que [ estd definida implicitamente en V' por la ecuacion F(Z, ) = 0.
Si
(a) f es diferenciable,
(b) F es diferenciable,
(c) Fy(Z, f(Z)) es invertible,
entonces
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DEMOSTRACION. Derivaremos con respecto a & la ecuacién
Pz, f(Z)) = 0.

Sea h : R™ — R™™™ definida por

y sea H : R" — R™ dada por H = F o h, entonces

H(%) = F(&, f(&)) = 0.

Luego,
Oman = H'(Z) = F'(Z f(f))[ ! ]
e ’ f1(@]
Es decir,
ory 5 oF , o oF -
GESE) . GES@) GE @)
Oman =
oF, , ., .. . oF,, . . .. OF, . . .
[ 1 0
0 |
8f1 — afl —
8]’},; . | 8fn; -
o o I
= [F~(m, f(@)) Fy(x,f(x>>} [f,(ﬁ)]
= F(Z, (D)) + Fy(@, f(D)) - (%)
De donde
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6. Teorema de la funcion implicita.

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que la ecuaciéon F(Z,y) = 0

defina una funcién f implicitamente.

TEOREMA 4.25 (Teorema de la funcién implicita). Sea D C R"™™™ wun abierto y
F : D — R™ una funcién de clase Ct. Si para algin x5 € R™ y algin o € R™ se tiene
que

(i) F (%, 95) = 0.

(i) Fy(2o,y0) tiene inversa .
Entonces existe un entorno B de xg, un entorno V de (Z,,7,) y una funcion f : B — R™ de
clase C' tal que
(a) f(20) = 9o
(b) (Z, f(¥)) € D para todo ¥ € B,
(c) F(Z, f(Z)) =0 para todo T € B,

)

(d) Si ¥ € B, entonces la ecuacion

<y
=
)

Ademds,
f1(@) = —(Fy(@, f(2))) " Fe(, f(2))

para todo T € B.

DEMOSTRACION. Consideremos las proyecciones

P R s R" y Py :R"™™™ 3 R™
dadas por
Pl(f>g):fa P2(£7?7):?7
La idea de la demostracién es aplicar el Teorema de la funcién inversa a la funcion
G(z,y) = (T, F(Z,9)).
(Notar que si existieran f y G~! tendrfamos G(7, f(%)) = (7, F(Z, f(¥))) = (£,0) y

podriamos tomar f(Z) = P, G™'(Z,0).)
Sea G : D — R"™™™ definida por
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Tenemos que

Gn-{-m(fa ?j) = Fm(f> y)

Entonces la matriz jacobiana de G es

1 0 0 0

0 1 0 0
Q@& = | 2z s OFy o o OF1 2 OR -
azl(z,y) a:En(ac,y) 0, T,y ... ayn(x,y)
aFm.ﬁq aFm.ﬁq aFm.ﬁﬁ aFm.ﬁﬁ
_8—931(x’y) o, (xvy 8—y1(x’y) ay—m(fc y)_

Por lo tanto, G es de clase C' .
Como Fj(zp, o) tiene inversa, entonces todas las columnas de G'(zg, yp) son linealmente

independientes. Por lo tanto, G'(%g, yp) es invertible.
Por el teorema de la funcién inversa (Teorema 4.16) existe un abierto V- C D C R™™™
tal que:
(a) V es un entorno de (zp, yp) en R" ™.

)
(b) G(V) es abierto.
(c) Gly : V — G(V) es inyectiva y tiene una inversa G~' de clase C! .

(d) (G"Y(G(#, 7)) = (G'(%,4))"" para todo (Z,9) € V.
Como (zg,90) € V' y

entonces
(i) (#,0) € G(V),
(i) G(V) es un entorno de (z, 0) en R,

(iii) 29 = Py o G (a0, )
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Sea

Entonces 7y € B y B es abierto en R”.
Definimos f : B — R™ mediante

Tenemos que

Ademas,

Por lo tanto,

Luego,
F(Z, f(%)) = 0.
SiieB, (Z,§) e Vy F(Z ) = 0, entonces
G(Z,7) = (Z,0).
De la inyectividad de G|y sigue que ¥ = f(Z).
La funcién f es de clase C' por ser la composiciéon de funciones de clase C'. De la

Proposicién 4.24 se obtiene la formula para f'(Z).
U

EJEMPLO 4.26. Demostrar que existe una funcion f, definida en un entorno del punto

(1,1) y a valores reales tal que:
(a) f(1,1) =2
(b) Si F(x,y,2) = 2® +y> + 2* — 3wyz — 4, entonces
F(z,y, f(z,y)) =0
para todo (x,y) en el dominio de f.

Claramente F es de clase C' y F/(1,1,2) = 0.

F.(x,y,2) = 32* — 3xy,
de donde F,(1,1,2) =9 # 0.

Del teorema de la funcién implicita sigue el resultado.
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7. Introduccién al concepto de superficie.

El caso bidimensional. A lo largo de estas notas hemos usado varias veces, de una ma-
nera intuitiva e informal, el concepto de superficie. En esta seccién usaremos las herramientas
que hemos desarrollado para precisar este concepto y algunas de sus propiedades.

A nivel muy intuitivo, una superficie es un objeto que obtenemos al “deformar” de manera
“no muy violenta” una lamina delgada de goma o cualquier otro material flexible.

Al tratar de precisar este concepto es bastante claro que una superficie debe ser la imagen
de una funcién, cuyo dominio es un subconjunto de R? y cuyo rango es un subconjunto de
R3, ya que al deformar la ldmina delgada de goma lo que estamos haciendo es reubicar, de
manera continua, unos puntos del plano en el espacio. El hecho de que la deformacién no
sea “muy violenta” se traduce en exigir ciertas condiciones de regularidad a la funcion, tales
como diferenciabilidad, o ser C*, etc.

Por lo dicho anteriormente, una primera aproximacion al concepto de superficie seria el
de la imagen de una funcién o : D — R3, donde D es un subconjunto de R2.

Supongamos que tenemos una funcién g : R*> — R de clase C', consideremos el conjunto

S=A{(z,y.2) e R’ : g(x,y,2) = 0},

y supongamos que Vg(z,y, z) # 0 para (z,y,2) € S. Si (£, Yo, %) € S entonces al menos
una de las derivadas parciales de primer orden de g evaluada en (x,,¥,, z,) no es nula. Si

tenemos que

dg .
@(zo> Yo, Zo) 7é 0

entonces, por el teorema de la funcién implicita, podemos expresar a z como funcién de (z, y)

en un entorno D de (x,,¥,), es decir existe un campo escalar ¢ definido en D tal que

g(x,y,0(z,y)) = 0.

De esta manera tenemos que una parte de S la podemos obtener como la imagen de la

funcién a : D — R? dada por

a(u,v) = (u,v, o(u,v)).

Sin embargo, no podemos garantizar que toda la superficie S la podemos obtener como la
imagen de una funcién definida en un subconjunto de R2.

A continuacion, daremos una definicién formal de superficie. Esta definicion es, basica-
mente, la que se encuentra en los libros de geometria diferencial. Es importante aclarar que
le hemos hecho algunas simplificaciones y adaptaciones en funcién del nivel de estas notas.

Antes de llegar a ella necesitamos ciertas definiciones preliminares.
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DEFINICION 4.27. Una carta de coordenadas es un par («, D) donde D es un subconjunto
abierto de R? y & : D — R? es una funcién inyectiva, de clase C* tal que day,,,) es inyectiva

para todo (u,v) € D.
OBSERVACION 4.28. Es importante destacar que las siguientes condiciones son equiva-
lentes a la condicién doy,,. inyectiva para todo (u,v) € D:

(a) La matriz o/ (u,v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D.
b) Si (u,v) € D, entonces los vectores da, ) (€1) ¥ dy..)(e2) son linealmente indepen-
(uv) (uv)
dientes.

(¢) Si (u,v) € D, entonces doy, ) (R?) es un subespacio de R?, de dimensién 2.

Ademas, tenemos que

dapey(er) = ay(u,v) y  dagw(es) = ay(u,v).

EJERCICIO 4.29. Sea D C R? un abierto y sea ¢ : D — R una funcién de clase C.

Demostrar que la funcién « : D — R? definida por

a(u,v) = (u,v,p(u,v))
es una carta de coordenadas.

DEFINICION 4.30. Una superficie es un par (S, .A), donde S es un subconjunto de R? y

A es una coleccién de cartas de coordenadas tales que:

(a) U Imagen(a) = S.
acA

(b) Si (a, D), (8, Dg) € Ay a(Dy) N B(Dg) # B, entonces la funcién
B loa:a N a(Dy) NB(Ds)) — R

es de clase C!

Es usual referirse a la superficie (5,.4) simplemente como la superficie S, es decir, sélo

se hace mencién al conjunto S. El conjunto A se suele llamar un atlas para S.
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Da DB

F1GURA 4.6.

TEOREMA 4.31. Sea Q C R? un abierto, sea g : Q — R una funcién de clase C' vy sea

S={(x,y,2) € Q:g(x,y,z) = 0}.

SiVg(x,y,z) # 0 para todo (x,y,2) €S, entonces S es una superficie.

DEMOSTRACION. Sea (o, Yo, 2o) € S. Entonces al menos una de las derivadas parciales

de primer orden de g evaluada en (x,, Yo, 2,) n0 es nula. Si tenemos que
%(%, Yor Z0) # 0,
entonces por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno D de (x,,¥,) y un campo
escalar ¢ de clase C! definido en D tal que g(x,y, o(z,y)) = 0y ©(2,,9,) = z,. Ademds,
existe un entorno de (x,,¥y,, 2,) tal que todo punto (z,y,z) € S que se encuentra en este
entorno satisface z = p(x,y)

Sea o : D — R3 definida por

a(u,v) = (u,v, o(u,v)).

Por el ejercicio 4.29 tenemos que « es una carta.

Notemos que si en vez de tener f,.(z,,Yo,2,) 7# 0 tuviésemos que f, (2o, Yo, 20) # 0
habriamos obtenido una carta de la forma a(u, w) = (u, p(u, w),w), etc.

Lo anterior nos permite garantizar la existencia de un conjunto de cartas de coordenadas
que cubren a S, nos falta probar que si la interseccion de la imagen de dos de estas cartas es no
vacia, entonces se cumple la condicién (b) de la definicién. Vamos a hacer la demostracion de
esto en un caso particular de cartas; de este caso particular va a resultar claro como proceder
en los casos restantes.

Supongamos que tenemos dos cartas (o, D,) v (8, Dg) que satisfacen:
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o(D) 1 5(Dy) #0.
au,v) = (u,v,p1(u,v)), donde ¢; : D, — R es una funcién de clase C*.
B(u,w) = (u, p2(u, w),w), donde py : Dy — R es una funcién de clase C'.
Sean @ : Dy xR >Ry fJ: Dg x R — R las funciones definidas por

a(u,v,w) = (u,v, p1(u,v) +w) Blu,v,w) = (u, pa(u, w) + v, w).

Entonces (Do) N B(Dg) C a(Dy x R) N B(Ds x R) y & y B son de clase C! e inyectivas.

Ademas,

1 0 0

51 _ o Do

5 (u,'U,UJ) %(U,'UJ) 1 %(U,QU)
0 0 1

Esta matriz siempre tiene rango 3, por el teorema de la funcién inversa 7! : B(Da xR) — R3
es de clase C!.
Por lo tanto,

B loa: & H@(Dy x R) QB(DB x R)) — R3

es de clase C!.
Para terminar basta notar que, con las identificaciones naturales de D,, con D, x {0} y

Dg con Dg x {0}, tenemos que la funcién
Bl oa:a™ (a(Da) N B(Dg)) — R?
es la restriccién de 57! o @& al conjunto
a” (a(Da) N B(Dy)).
O

Recordemos que si la superficie S estd dada en la forma z = ¢(x, y), entonces la ecuacién
de su plano tangente en el punto (z,, Yo, (0, Yo)) €8

0 0
2= 9l o) + (2 = o) (s i) + (5 = 90) 5 (0 0. (4.13)

La carta a(u,v) = (u,v, p(u,v)) parametriza S. Al desarrollar la férmula aproximada
a(u, 'U) ~ O‘(xm yo) + da(xo,yo)(u — Lo, VU — yo)>
obtenemos
Oy O
p(z,y) = o(To,Yo) + (x — ZEO)a(ZEw Yo) + (¥ — yO)a_y(xoa Yo)-

Esta tltima relacion nos dice que el plano tangente aproxima a S cerca del punto (z,, Yo, (%o, Yo))-
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Por otra parte, el plano (4.13) es la imagen de la transformacién afin 7' : R? — R3

definida por
T(h, k) = a(wo, yo) + do‘(wo,yo)(ha k),

(como ejercicio, verificar e interpretar geométricamente).

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 4.32. Sea S una superficie y sea (2o, 4o, 2,) un punto de S.

Sea (a, D) una carta de coordenadas de S tal que (x,,y,, 20) € a(D), sea (u,,v,) € D
tal que i, o) = (To, Yor ).

El plano tangente a S en el punto (x,,¥,,2,) es la imagen de la transformacion afin
T : R? — R? definida por

T(h, k) = oo, Vo) + dagu, v, (R, k).

EJERCICIO 4.33. Demostrar que, en la definicién anterior, el plano tangente no depende

de la carta de coordenadas y, por lo tanto, estd bien definido.

OBSERVACION 4.34. Supongamos que tenemos una superficie S y que (a, D) es una
carta de coordenadas de S. Sea (u,,v,) € Dy sea (o, Yo, 20) = (U, v,). Entonces el plano

generado por los vectores

da(uo,vo)(el) - O4u(uoa Uo) Yy da(uo,vo)(62) - Oév(uoa Uo)
es paralelo al plano tangente a S en (., Yo, 2o)-

OBSERVACION 4.35. En el caso en que la superficie S estd dada en la forma g(x,y, 2) =0
(suponemos ¢ diferenciable y que Vg no se anula) tenemos que si (z,, Yo, 2,) € S, enton-
ces Vg(xo, Yo, 7o) €s ortogonal al plano tangente a S en (x,,¥,, 2,). Por lo tanto, el vector
Vg(Zo, Yo, 20) €s ortogonal a los vectores ay,(ty, V) v (o, Vp)-

Dicho de otra manera: El complemento ortogonal del subespacio generado por los vectores

(U, Vo) Y (o, V,) es el subespacio generado por Vg(x,, Yo, 2, ).

El caso k-dimensional. Vamos a extender los conceptos y resultados de la seccién

anterior a un numero mayor de dimensiones.

DEFINICION 4.36. Supongamos k < n. Una carta de coordenadas es un par («, D) donde
D es un subconjunto abierto de R¥ y oo : D — R" es una funcién inyectiva de clase C', tal

que dag es inyectiva para todo u € D.
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Al igual que en el caso bidimensional tenemos que si («, D) es una carta de coordenadas,
entonces los vectores
s (@), - 0y ()

son linealmente independientes.

DEFINICION 4.37. Sea k < n. Una superficie (o variedad diferenciable) k-dimensional en
R™ es un par (S,.A), donde S es un subconjunto de R™ y A es una coleccién de cartas de
coordenadas, cuyos dominios son subconjuntos de R¥, tales que:

(a) U Imagen(a) = S.

acA

(b) Si (e, D), (8, Dg) € Ay a(Dy) N B(Dg) # 0, entonces la funcién
Bloa:aa(Dy) NB(Ds)) — RF
es de clase C!

Tenemos el siguiente resultado, andlogo al que ya fue probado en el caso bidimensional.

La demostracién queda como ejercicio.

TEOREMA 4.38. Sea p < n. Sea Q2 C R™ un abierto, sea g : 2 — RP una funcion de clase
Cl y sea
S={ZeQ:g(x) =0}
Si ¢'(¥) tiene rango p para todo T € S, entonces S es una variedad diferenciable de

dimension n — p.

DEFINICION 4.39. Sea S una variedad diferenciable k-dimensional en R" y sea 7, un
punto de S. Sea (a, D) una carta de coordenadas de S tal que @, € (D) y sea 1, € D tal
que a(il,) = Z.

El espacio tangente a S en el punto 7, es la imagen de la transformacién afin 7' : R¥ — R”
definida por

T(h) = aid,) + dog, ().

EJERCICIO 4.40. Demostrar que, en la definicién anterior, el espacio tangente no depende

de la carta de coordenadasy, por lo tanto, esta bien definido.

OBSERVACION 4.41. El espacio tangente a S en el punto 7, es un espacio afin, paralelo

al subespacio generado por los vectores

Qyy (Up),s - vy Quyy ().
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Por lo tanto, el espacio tangente a una variedad k-dimensional es un espacio afin cuya

dimensién es k.

LEMA 4.42. Sea 2 C R™ un abierto, sea m < n y sea g : 2 — R™ una funcion de clase
C!, tal que los vectores Vg,(T), ..., Vgm(Z) son linealmente independientes para todo T € 2.
Entonces las ecuaciones
g1(Z) =0,...,9a(¥) =0
definen una superficie n — m-dimensional en R™.
St un vector Z € R™ es ortogonal al espacio tangente a S en el punto ¥,, entonces existen

escalares Ay, ..., Ap € R tales que
Z= >\1Vgl(fo) + -+ )megm(fo)

DEMOSTRACION. Como los vectores Vg;(Z), ..., Vgn(Z) son linealmente independientes
para todo 7 € (), tenemos que la matriz ¢'(Z) tiene rango m para todo 7 € ). Por el Teorema
4.38 tenemos que el conjunto

S={7eQ:g@ =0}
es una variedad diferenciable de dimensién n — m.

Sea 2’ € R"™ ortogonal al espacio tangente a S en el punto Z,. Sea D C R"™™ un abierto

y sea (a, D) una carta de coordenadas para S tal que «a(i,) = Z, para algun i, € D. Sea

i€ {l,...,m}. Tenemos que

para todo @ € D. Por lo tanto,
0
a Y i) = 07
g oi)
para todow € D, j=1,...,n —m. Por la regla de la cadena
<v.gi(fo)> Ay ; (ﬁo» =0,

paraj=1,....,n—m.
Es decir, los conjuntos {Vgi(%,), ..., Vgm(Zo)} v {aw, (1), - .., au,_, (i,)} son ortogona-

les. Como cada uno de estos conjuntos es linealmente independiente tenemos que

{Va1(Z,),...,Vgn(Z,)} es una base del complemento ortogonal del espacio E generado
por {ay, (), - . ., o, _,, (1)}
Por otra parte, el subespacio generado por {ay, (i), . . ., o, _, (4,)} es paralelo al espacio

tangente a S en Z,. Luego, si 2’ es ortogonal al espacio tangente a S en &, entonces 2z’ pertenece
al subespacio generado por {Vg,(Z,), ..., Vgn(Z,)}.
O
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8. Multiplicadores de Lagrange.

8.1. Maximos y minimos con restricciones. En los problemas de btisqueda de maxi-
mos y minimos puede ocurrir que estos valores se alcancen en puntos interiores del dominio.
En ese caso se hallan los puntos criticos usando las primeras derivadas (el gradiente), luego
usando segundas derivadas (el hessiano) se trata de determinar cudles son maximos, minimos
o puntos de ensilladura.

Sin embargo, cuando el punto en el que se alcanza un méaximo o un minimo se encuentra
en la frontera la situacion es muy distinta. La determinacién de esos puntos es un tipico
problema de multiplicadores de Lagrange.

Los griegos antiguos propusieron el problema de hallar la curva cerrada plana de longi-
tud dada que encerrara la mayor area. Este problema es llamado el problema isoperimétrico,
y ellos fueron capaces de demostrar en una manera mas o menos rigurosa que la respues-
ta correcta es: el circulo (para més informacién sobre este aspecto histérico ver Simmons,

Differential Equations, [9]).

Consideremos el siguiente problema: Hallar los valores méximos y minimos de f(z,y),
sujeta a la restriccion g(x,y) = 0.

Supongamos que g(z,y) = 0 define una curva C' en el plano y que f alcanza un méaximo
(0 un minimo) en (z,,y,) € C.

Sea « : [a, b] — R? una trayectoria diferenciable de una parte de C' que contiene a (z,, y,)-
Sea t, € (a,b) tal que a(t,) = (2, y,), entonces f o« tiene un maximo (o un minimo) en t,.

Por lo tanto,

0=(fea)(t) = (Vf(all)), o/ (to)) = (V[ (20, 4o), & (L))

Es decir, V f(x,,y,) v &(t,) son ortogonales.
Por otro lado, ya sabemos que Vg(z,, y,) es ortogonal a C. Asi que, V f(x,,¥,) ¥ Vg(Z0, Yo)

estan en la misma recta. Esto es, existe A € R tal que

Vf(zoa yo) = )\v.g(xm yo)'

EJEMPLO 4.43. De todos los rectangulos de perimetro cuatro ;Cudl tiene area méaxima?

Para resolver este problema tendremos que considerar las funciones
[l y) =y,

g(x,y) =2z + 2y — 4.
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Entonces

Vi(z,y)=(y,2),

Vg(z,y) = (2,2).

Debemos hallar los puntos (z,y) tales que

Vi(z,y) = AVg(z,y).

Esto es, los puntos (z,y) tales que

(y,2) = A(2,2).
Tenemos pues y = 2\, x = 2\ y, por lo tanto, y = x.
Pero,
0=g(z,y)=20+2y—4=20+2r—4 =4z — 4.
De donde
y=x=1.
Asi que de todos los rectdangulos de perimetro cuatro el cuadrado (de lado uno) es el de

mayor area.

8.2. El teorema de Lagrange. Pensemos ahora en el caso de hallar los maximos o los
minimos de f(x,y, z) sujeta a la restriccién g(x,y, z) = 0.

Sea
S={(x,y,2) eR’: g(z,y,2) = 0}.

Supongamos que en (., Yo, 2,) € S se alcanza un maximo o un minimo. Sea « : (a,b) — S
una trayectoria diferenciable que pasa por (Z,, Yo, 2o)-

Si a(ts) = (%0, Yo, 20), entonces debe ser (f o a)'(t,) = 0. Luego,

0= (fea)(t) = (Vf(alto)),a'(to)) = (Vf (%o, Yo, %), @ (to))-

De donde V f(x,, Yo, 20) ¥ &/ (t,) son ortogonales, es decir, V f(x,, y,, 2,) s ortogonal a S

en (Zo, Yo, 2o) -

Luego, debe ser
Vf($o> Yo, Zo) - AVg(l'o, Yo, Zo)-

En general, vale el siguiente resultado.
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TEOREMA 4.44 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange). Sea @ C R™ un abierto,

sea m tal que m <n y sea g: 2 — R™ una funcion de clase C*, tal que si g = (g1, ..., Gm),
entonces los vectores Vg1 (T), ..., Vgn(Z) son linealmente independientes para todo ¥ € €.

Sea S la superficie definida implicitamente por las ecuaciones ¢1(Z) =0, ..., gn(Z) =0,
es decir,

S={7eQ:q(¥)=0,...,9.(%) =0}.
Sea f: R" — R diferenciable, si f|s alcanza un mdzximo o un minimo en x,, entonces

existen constantes Ay, ..., A\, € R tales que
Vf(z,) =MV (a,) + -+ XNV (2y).

DEMOSTRACION EN EL CASO PARTICULAR m = 2, n = 3.

En este caso S es una superficie de dimensién 3 —2 = 1. Sea z,, € S tal que f alcanza un
m&aximo o un minimo en z,. Sea D C R un abierto y sea (a, D) una carta para S, tal que
a(t,) = @, para algun t, € D.

Entonces el campo escalar ¢ definido en un entorno de 0 por

(1) = flalt +1))

alcanza un maximo o un minimo en 0. Por lo tanto, ¢'(0) = 0, de donde sigue que

(Vi(a(t,)), d(t,)) = 0,

es decir, el vector V f(a(t,)) = Vf(z,) es ortogonal al espacio (recta) tangente a S en .
Por lo tanto, (ver Lema 4.42) V f(2,) esta en el subespacio generado por Vg, () y Vga(2y).
U

DEMOSTRACION EN EL CASO PARTICULAR m = 1, n = 3.

En este caso S es una superficie de dimensién 3 —1 = 2. Sea z,, € S tal que f alcanza un
maximo o un minimo en z,. Sea D C R? un abierto y sea (o, D) una carta para S tal que
(g, v,) = T, para algin (u,, v,) € D.

Entonces los campos escalares 11 y 1y definidos en un entorno de 0 por

ei(t) = f(al(uo,vo) + te;))
alcanzan un maximo o un minimo en 0. Por lo tanto, ¢.(0) = 0, i = 1, 2, de donde sigue que
(Vf(a(to, vo)), au(tio, v6)) = 0,
(Vf(al(tto; v5)), (o, v0)) = 0,

es decir, el vector V f(a((uy, v,)) = Vf(Z,) es ortogonal al plano tangente a S en . Por lo

tanto, (ver Observacién 4.35) V f(,) estd en el subespacio generado por Vg(z,). O
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DEMOSTRACION EN EL CASO GENERAL.

En este caso S es una superficie de dimensién k = n — m. Sea z, € S tal que f alcanza
un maximo o un minimo en #,. Sea D C R* un abierto y sea («, D) una carta para S tal
que «(u,) = %, para algin 4, € D.

Parai=1,...,k sea 1; el campo escalar definido en un entorno de 0 por

wz(t) = f(a(ﬁo + t€z))
Tenemos que 1); alcanza un maximo o un minimo en 0. Por lo tanto, ¢/(0) = 0, de donde

sigue que 5
(V (a(,)). 5-(3) = 0.

parat=1,..., k.
Por lo tanto, el vector V f(a(u,)) = Vf(Z,) es ortogonal al espacio tangente a S en .

Del Lema 4.42 sigue el resultado.
O

EJEMPLO 4.45. Encontrar la distancia minima entre la circunferencia 22 + 3% = 1 y la
recta v +y = 4.

La funcién a minimizar es
flz oy, u,0) = (@ —u) + (y —v)?

sujeta a las restricciones 22 +y? =1, u +v = 4.

Sean
gz, y,u,v) =2 +y* — 1,
g2z, y,u,v) =u+v—4.
Debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
Vf(z,y,u,v) = \MVgi(z,y,u,v) + \oVaga(x,y,u,v),
g1(z,y,u,v) =0,
g2(x,y,u,v) = 0.
Tenemos que
Vi(z,y,uv) = 2@ —u),2(y —v), =2z —u), —2(y —v)),
Vi (z,y,u,v) = (2x,2y,0,0),
Vaga(z,y,u,v) = (0,0,1,1).

Por lo tanto, el sistema que debemos resolver es:
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(2(']: - u)72(y - U)? _2(']: - U), _2(y - U)) = >\1(25572y7070) + )‘2(0707 L, 1)
2 +yt =1
u+v=4

o equivalentemente

De la tercera y la cuarta ecuacién obtenemos z —u =y — v.
De la primera y la segunda obtenemos A\;x = \1y. Como las curvas no se cortan A\; # 0.

Luego, x = y, de donde u = v.
Yasiz=y=1/vV2=v2/262=y=—1/v2=—/2/2, ademés, u = v = 2.

Luego, los puntos mas cercanos son:

<Q @> y (2,2).

27 2

\/5 2
(- 0)

= 2vV2 1.

La distancia minima es

EJEMPLO 4.46. Hallar los extremos de
flx,y,2) =2 +y+=

sujeta a las condiciones 22 + y? =2, x + 2z = 1.

Sean

gi(z,y,2) =2 +y° -2,
gz, y,2) =+ 2—1.
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Debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
vf(']:v Y, Z) = )‘lv.gl(xv Y, Z) + )\2Vg2(x7 Y, Z)v
gl(xa Y, Z) = 07
g2(z,y,2) =0.
Tenemos que
Vf(x7 y? Z) = (17 17 1)7
Vgl(l', Y, Z) = (23:7 2ya 0)7
Vgo(z,y,z) = (1,0,1).

Por lo tanto, el sistema que debemos resolver es:

)\1(2Ia 2'3/, 0) + )\2(19 Oa 1) = (1a ]-7 1)a

2?7 =2,
r+z=1
o equivalentemente
(2Mz+ Ay =1
2 My =1
< =1
w2yt =2
r+z=1

Asi que
=1 22 z=0 y 2\y=1.
De donde \; # 0 y, por lo tanto,
r=0,2z=1.
Se sigue que

y=v26y=—-Vv2.

Tenemos pues que (0,v/2,1) y (0, —v/2,1) son los puntos a considerar.
Sustituyendo en la férmula para f observamos que el primero es un maximo y el segundo

es un minimo.



8. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE. 131

EJEMPLO 4.47 (Caso en el que el método de Lagrange no es aplicable). Si Vg; y Vg, son
linealmente dependientes el método de Lagrange puede fallar, tal como lo ilustra el ejemplo
que desarrollaremos a continuacion.

Supongamos que intentamos la aplicacién del método de Lagrange para encontrar los
valores extremos de f(z,y,z) = 2% + y* en la curva de interseccién de las dos superficies
2=0,22—(y—1)*=0.

Sean
91(37,.%2) =z,
gZ(xayv Z) = 22 - (y - 1)3

Las dos superficies se cortan a lo largo de la recta C' dibujada en la figura.

) )

X

FiGuraA 4.7.

El problema tiene evidentemente una solucién, debido a que f(z,y, z) representa la dis-

tancia del punto (x,y, 2) al eje z y esta distancia es un minimo sobre C' cuando el punto es
2o = (0,1,0).
Sin embargo, en este punto los vectores gradientes son
Vgi(29) = (0,0,1),
Vga(29) = (0,0,0),
V(o) = (0,2,0).
y esta claro que no existen escalares \; y Ay que satisfagan la ecuacion

Vf(zg) = MV ai(zo) + ANV ga(zp).






Ejercicios 4.

(1) Utilizar el método de la tangente de Newton modificado para construir una sucesién

de ntimeros racionales que converja a V3.

(2) Sea f(x,y) = (2% — y?, 2zy).
(a) Demuestre que para todo punto (z,,¥,) # (0,0) la restricciéon de f a un entorno
de (z,,7,) tiene inversa.
(b) Demuestre que si no se restringe su dominio, f no tiene inversa.
(c) Si f7! eslainversa de f en un entorno del punto (1,2), halle la transformacién

afin que aproxima mejor a f~! cerca de f(1,2) = (—3,4).

(3) Encuentre la funcién afin que aproxima mejor a la inversa de la funcién
f(x,y) = (2® + 22y + y?, 2% + ), cerca del punto f(1,1). Note que no es facil hallar
£

(4) Sea D = {(r,0) e R?: 7 > 0,0 <0 <27} ysea T : D — R? definida por

T(r,0) = (rcosf,rsenb).

(a) Hallar d7{, ) y su inversa en los puntos que exista.
(b) Hallar una expresién explicita para T~!, aclarando cudl debe ser su dominio.

. Qué puede decir de la continuidad de 717

(5) Sea U = {(p,0,¢) e R : p > 0,0< 0 <21,0< ¢ <7/2}yseaT:U — R?
definida por

T(p,0,0) = (psen¢gcosh, psen psen b, pcos ).

(a) Hallar d7{, 4) y su inversa en los puntos que exista.
(b) Hallar una expresién explicita para 7!, aclarando cudl debe ser su dominio.

. Qué puede decir de la continuidad de 7717

133



134 EJERCICIOS 4.

(6) Si
r=u-+7v-+w,
y=u’+0v°+w?

z:u?’—i-v?’—i-w?’.

Calcular ? en la imagen (x,y, z) = (2,6,8) de (u,v,w) = (1,2, —-1).
Y

(7) Sea f(u,v) = (u? + u?v + 10v, u + v?).
(a) Demuestre que f tiene una inversa f~! en un entorno del punto (1,1).

(b) Encontrar un valor aproximado de f~'(11,8, 2,2)

(8) Supongamos que f(x,y,z)y g(z,y,z) son campos escalares diferenciables. Demos-

trar que la funcién F : R® — R3 definida por

F(x,y,2) = (f(7,y,2), 9(x,y, 2), f(2,y,2) + g(x,9, 2))

no puede tener una inversa diferenciable.
(9) Sea f: R — R definida por
1
T 1 22sen (—) six # 0,
x
0 si x = 0.

(a) Demostrar que dfy es inyectiva y, por lo tanto, invertible.
(b) Demostrar que f no tiene inversa en ningin entorno de 0

(c) iPor qué lo anterior no contradice al teorema de la funcién inversa?

(10) El punto (x,y,t) = (0,1, —1) satisface las ecuaciones
zyt +senxyt =0 r+y+1t=0.
JEstan x e y definidas implicitamente como funciones de ¢ en un entorno de —17
(11) En los siguientes casos, demostrar que la solucién de la ecuacion F(z,y) = 0 se

puede representar en la forma y = f(x), en un entorno del punto (z,,y,). Calcular

f'(x,) en cada caso. Si es posible, hacer una representacién grafica.
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(a) F(r,y) =2 +y+ xseny, para (,,9,) = (0,0).
(b) F(x,y) = we¥ —y + 1, para (z,,9,) = (=1,0).

(c) F(z,y) = a5 +y5 — 4, para (z,,y,) = (1,3V3).
(d) F(z,y) = zy + xIn(zy) — 1, para (25, y,) = (1, 1).

(12) Encontrar un ejemplo de un campo escalar F, definido en un subconjunto abierto
D de R3 y de clase C!, tal que para algin (z,, ¥, 2,) € D se tiene que:
() F(20, Yos 20) = 0.
() Fi(%o,Yor 20) = Fy(To, Yoy 20) = F2(To, Yo, %) = 0.
(c) Es posible representar la solucién de la ecuacién F(z,y,z) = 0 en la forma

z = f(z,y), en un entorno del punto (z,, Yo, 2o)-

(13) Encontrar un ejemplo de un campo escalar F, definido en un subconjunto abierto
D de R? y de clase C', tal que para algin (z,, ¥, 2,) € D se tiene que:
(a) F(Zo, Yo, 20) = 0.
(b) Fe(r0,Y0, 20) = Fy(xmym Zo) = F.(Zo, Yo, 20) = 0.
(c¢) No es posible representar la solucién de la ecuacién F(z,y,z) = 0 en la forma

z = f(z,y), en un entorno del punto (z,, Yo, 2o)-

(14) Resolver los andlogos de los problemas (12) y (13) para el caso de un campo escalar
F(xy,...,1,,y) definido en R™",

(15) En los siguientes casos, demostrar que el conjunto de los puntos de R? que satisfacen
las ecuaciones F(x,y,2) = 0y G(z,y,z) = 0, se puede representar en la forma
y = f(z), z = g(z) en un entorno del punto P, = (., Yo, 2), donde f y g son

funciones diferenciables en un entorno del punto x,.
(a) F(z,y,2) =2 +2y*>— 22 —2, G(x,y,2) =2x —y+2—1, para P, = (2,1, —-2).

(b) F(x,,y,2) = 2° — xy + 2y*> — 4wz + 22* — 10, G(z,y,2) = xyz — 6, para
P, =(2,3,1).
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(16) En los siguientes casos, demostrar que el conjunto de los puntos de R* que satisfacen
las ecuaciones F'(z,y,u,v) =0y G(z,y,u,v) = 0, se puede representar en la forma
u= f(z,y), v = g(x,y) en un entorno del punto P, = (z,, Yo, Uy, V,), donde f y g

son funciones diferenciables en un entorno del punto (z,, y,).

(a) F(x,y,u,v) = 2% —y?> +uv —v* + 3, G(z,y,u,v) = v + y* + u* + uv — 2, para
P,=(2,1,-1,2).

(b) F(z,,y,u,v) = 2x —y + 2u — v, G(z,y,u,v) = 3x + 2y + u + v, para
P, = (0,0,0,0).

(17) Demostrar que un subespacio vectorial k-dimensional de R"™ es una variedad de

dimension k.

(18) Encontrar los puntos de la regién 2% + y* < 25 en los cuales la funcién
f(z,y) = 2 + 24yx + 8y

alcanza su valor mas grande y su valor mas pequeno.

(19) Una caja rectangular sin tapa ha de tener una superficie de area S. Encontrar las

dimensiones de la caja de maximo volumen.

(20) Encontrar los puntos més lejanos del origen que estan en la curva

x =cost,y =sent,z = sen(t/2).

(21) Encontrar el valor méximo de la funcién f(z,y,2) = xz(y + z) dado que
>y =1,202=1

(22) Sea f(x,y) = 3z* — 42y + y*. Demostrar que sobre toda recta y = maz la funcién
tiene un minimo en (0,0) y, sin embargo, no existe minimo en ningun entorno

bidimensional.

(23) Determinar los valores extremos absolutos y relativos y los puntos de ensilladura

para la funcién f(z,y) = zy(1 — 2? — y?) en el cuadrado 0 <z < 1,0 <y < 1.
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(24) Encuentre la distancia del punto (2, —3,1) al plano de ecuacién z = 2z + 5y — 3.

25) Hallar los valores extremos de la funcién f(z,y) = cos?z + cos?y con la condicién
Yy Y

r—y=m/4
(26) Hallar los valores extremos de f(z,y, 2) = z — 2y + 22 en la esfera 22 + y* + 22 = 1.

(27) Hallar los puntos de la superficie 22 — zy = 1 mds préximos al origen.

Para facilitar el trabajo del estudiante recordamos los principales teoremas que se nece-

sitan para poder resolver estos problemas.

Estos son: el teorema de la funcién inversa, el teorema de la funciéon implicita y el teorema

de los multiplicadores de Lagrange.

Teorema de la funcién inversa:

Sean D C R™ un abierto y f : D — R"™ una funcién de clase C'. Sea &, € D tal que
f'(%,) tiene inversa. Entonces existe un conjunto abierto U C D tal que:
(a) 7, € U.
(b) f(U) es abierto.
¢) flu:U — f(U) es inyectiva y su inversa g : f(U) — U es de clase C.
(d) Si & € U, entonces f'(x) es invertible y

J(f@) = (f@)"
para todo ¥ € U.

(e) La inversa local g : V' — U es el limite de la sucesién {gx} de aproximaciones

sucesivas definidas inductivamente por

0() =T, Ger(§) = 9(§) — F'(Z) 7 [ f(9r(9)) — 7]
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Teorema de la funcién implicita:

Sea D C R™™ un abierto y F': D — R™ una funcién de clase C'. Si para algtin 2, € R”

y algin yy € R™ se tiene que

(i) F(z0,45) = 0.

(i) Fy(zo,y0) tiene inversa .
Entonces existe un entorno B de zp, un entorno V' de (Z,,7,) y una funcién f : B — R™ de
clase C! tal que
(a) f(20) = 9o
(b) (Z, f(¥)) € D para todo ¥ € B,
(¢) F(&, f(Z)) = 0 para todo # € B,

)

(d) Si ¥ € B, entonces la ecuacién

<y
=

8y
S~—

Ademas,

para todo ¥ € B.

Teorema de los multiplicadores de Lagrange:

Sea 2 C R™ un abierto, sea m tal que m < n y sea g :  — R™ una funcion de clase
C! tal que si ¢ = (g1,...,9m) entonces los vectores Vg, (%), ..., Vgn(Z) son linealmente
independientes para todo ¥ € €.
Sea S la superficie definida implicitamente por las ecuaciones g1 (%) =0, ..., g (%) =0,
es decir,
S={7e€eQ:q(7)=0,...,9.(Z) =0}.
Sea f : R"™ — R diferenciable, si f|s alcanza un méximo o un minimo en z,, entonces

existen constantes A1, ..., A, € R tales que

Vf(z,) =MV () + -+ A Vgm(z,).
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