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“You have no responsibility to live up to what other people think you ought to
accomplish. I have no responsibility to be like they expect me to be. It is their mistake,
not my failing.”

Richard Phillips Feynman
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Resumen

Se estudia la formulacién candnica aplicada a la acciéon de Morand y Solodukhin
en un espacio-tiempo plano, esta accién representa un modelo dual para una teoria de

gravedad masiva linealizada, de alli el interés para estudiarla.

Se hace un estudio de las ecuaciones de movimiento del sistema para asi determi-
nar cuantos grados de libertad tiene la teoria y para hallar algunas propiedades sobre los

campos que aparecen en ésta.

Esta es una teoria singular, y por lo tanto el espacio de fases contiene variables
sin relevancia alguna, aplicando el método de Dirac se consigue determinar cuales son
las variables fisicas del sistema, ademas obtenemos un &lgebra consistente en términos
de los corchetes de Dirac, y mostramos que esta reproduce las ecuaciones de movimiento

obtenidas a nivel Lagrangiano.

Palabras claves: Método de Dirac, Lagrangiano singular, formulacién Hamiltoniana,

cantidades de primera y de segunda clase.
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CONVENCIONES Y NOMENCLATURA

A lo largo de esta tesis se utiliza la convencién de suma de Einstein, y se

trabaja en unidades naturales.

Una igualdad en la subvariedad, inducida por las ligaduras, es indi-

cada por el simbolo ~. No se debe confundir con una aproximacion.

En esta tesis se utiliza la notacién usual para cuadrivectores, donde
los indices griegos corren de 0 a 3 y los indices latinos corren de 1 a 3.
Las componentes de un vector contravariante nosotros la denotaremos con
superindices
0

xt = (:z: ,xl,xQ,x?’) ,

y las componentes covariantes con subindices
x, = (2o, 1, T2, T3) .
Los indices se suben o se bajan usando la métrica de Minkowski
ot =", Ty = N’
donde la anterior esta dada por
" =N = diag(—1,+1,+1,+1).

Las derivadas parciales con respecto a las coordenadas contravariantes son

denotadas como

e
ozt

y las derivadas con respecto al tiempo las denotamos con un punto

= aﬂgp

dop = ¢.

Ademas, podemos ver que las componentes de A* se relacionan con las de

A, de la siguiente manera

AO = _AO AZ = Az






Capitulo 1
Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la cinemaética y realizar el analisis
canoénico del modelo de Morand y Solodukhin a primer orden, éste representa un modelo
alternativo para gravedad masiva linealizada en (3+1) dimensiones[l], y constituye una
generalizacién de los modelos autoduales masivos en dimensién (2+1). La formulacién

para la accién antes mencionada se realizard en un espacio-tiempo plano.

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 2 se empieza discu-
tiendo lo que es un sistema singular, para ello partimos de las ecuaciones de movimiento
obtenidas luego de hacer variaciones del funcional accién, que habitualmente se denota
como §; de las ecuaciones de movimiento se logra ver cudl es la condicién para que un
sistema sea o no singular. Luego, cuando se pasa de la formulacion Lagrangiana a la Ha-
miltoniana notamos que aparecen relaciones entre las posiciones y los momentos, estas
relaciones llamadas ligaduras primarias son de gran importancia, puesto que estas son las
generadoras de las transformaciones de calibre, recordemos que una transformacién de
calibre es una transformacion de las variables inducidas por un cambio arbitrario en el

marco de referencia, las variables fisicas son invariantes de calibre[2].

Luego, una vez estudiado lo referente a sistemas singulares, pasamos al estudio pro-
piamente de la aplicacion de la formulacién canénica o método de Dirac a estos sistemas,
el estudio se hara para sistemas de finitos grados de libertad, luego, nos dedicaremos al
estudio de la aplicacién del método de Dirac a sistemas singulares con infinitos grados
de libertad, el estudio serd breve, ya que la generalizacion de finitos a infinitos grados de

libertad es casi directa, salvo algunos detalles importantes.

A manera de ejemplo, en el capitulo 3 estudiaremos el método de Dirac aplicado a la
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teoria de Proca, la aplicacion es relativamente sencilla, pero sirve como un buen modelo
ilustrativo. También haremos un breve estudio de un modelo autodual de spin 2 en (2+1)
dimensiones[3] 4], que puede verse como un modelo para gravedad masiva linealizada en
(2+1) dimensiones [I], el estudio de esta teoria también se hard en un espacio-tiempo
plano, hallaremos los grados de libertad fisicos de la teoria haciendo uso del método de la

accion reducida, y obtendremos el algebra en términos de los corchetes de Poisson.

En el capitulo 4 comenzaremos el estudio de la accién de Morand y Solodukhin par-
tiendo por hallar las ecuaciones de movimiento del sistema, a partir de estas hallaremos
cuantos grados de libertad tiene la teoria. Después aplicaremos el método de Dirac, halla-
remos todas las ligaduras del sistema, con estas podemos determinar los grados de libertad
del sistema para asi comparar con lo obtenido a través de las ecuaciones de movimien-
to; veremos que las ligadura son de segunda clase y hallaremos la respectiva matriz de
Dirac para asi poder calcular los corchetes de Dirac, una vez calculados estos veremos
que se obtienen nuevamente las ecuaciones de movimiento obtenidas al hacer variaciones
de la accién y toda la informacién derivada de estas. Finalmente presentaremos algunas

conclusiones.




Capitulo 2

Método de Dirac para sistemas con

ligaduras

2.1. Sistemas con Lagrangianos singulares

Esta seccion sirve como introduccion a modelos singulares en el formalismo Lagran-
giano [5], [6]. Introduciremos algunas nociones bésicas tales como las ligaduras que surgen
debido a la singularidad del Lagrangiano y la definiciéon de los momentos candnicos.

Comenzaremos nuestra discusion de sistemas con ligaduras con el principio de minima
accion. Segun este ultimo, un sistema fisico puede ser descrito por una funciéon L que

depende de las posiciones y velocidades

L = L(q(t),4(t)) (2.1.1)

Suponemos por simplicidad que la funcién Lagrangiana no exhibe dependencia explici-
ta en el tiempo. Las abreviaturas ¢(t) y ¢(t) representan el conjunto de todas la posiciones
q(t) = {q:(t)} v velocidades ¢(t) = {¢;(t)}, respectivamente, con ¢ = 1,..., N. El movi-

miento del sistema procede de tal manera que la accion

S = /m dt L(q(t), 4(t)), (2.1.2)

t1
sea estacionaria bajo variaciones infinitesimales d¢;(t), suponiendo que los puntos extremos
estdn fijos durante la variacién, es decir, d¢;(t1) = dq;(t2) = 0, obtenemos asi las ecuaciones

de movimiento

oL  d oL

_ = — 2.1.3
dq;  dt Oq; ( )
Calculando explicitamente la derivada total con respecto al tiempo nos da
0*L oL 0*L
j (2.1.4)

% 0¢;0¢; - g 4 0q;0¢;
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En esta expresion reconocemos que las aceleraciones ¢; pueden ser tinicamente expre-

sadas en términos de las posiciones ¢; v las velocidades ¢; si y sélo si la matriz Hessiana

0*L
Hyj = ———, (2.1.5)
94;04;
es invertible. En otras palabras su determinante no debe ser nulo

Ya que estamos interesados en la formulacion Hamiltoniana, tenemos que realizar una
transformacion de Legendre de las velocidades a los momentos. Estos tltimos se definen

como

;  OL
p = 9 (2.1.7)

En caso de que el determinante de la matriz Hessiana sea nulo, el Lagrangiano (2.1.1)
es singular y algunas de las aceleraciones no estan determinadas por las velocidades y
posiciones. Esto significa que tenemos variables que no son independientes unas de las
otras. El Hessiano igual a cero equivale a la no invertibilidad de (2.1.7). Como una conse-
cuencia, en un sistema singular no es posible mostrar las velocidades como funciones de
los momentos y las posiciones. Se obtienen entonces R relaciones entre las posiciones y

los momentos

or(pyq) =0, r=1,.., R, (2.1.8)

estas condiciones son llamadas ligaduras primarias. El punto interesante es que estas
funciones son restricciones reales en el espacio de fases. Todas las ligaduras juntas definen
una subvariedad I'p en el espacio de fases de dimensién (2N — R), la cual contiene todas
las variables fisicas relevantes.

Existe una ambigtiedad en la forma funcional de (2.1.8). Con ¢, = 0 también podemos
tener que (¢,)> = 0. Esto significa que la subvariedad puede estar sobredeterminada,
existen muchas formas equivalentes de representar I'p. Para tener un conjunto minimal
de ligaduras tenemos que imponer las llamadas condiciones de regularidad, las cuales

exigen que la matriz Jacobiana

(1, s bR)

T G )

(2.1.9)

tiene que ser de rango R en la superficie de ligaduras|6]. En lo que sigue asumimos que

estos requerimientos se cumplen y que las ¢, son independientes entre si.
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2.2. Ecuaciones de movimiento con ligaduras prima-
rias

Conociendo el concepto de Lagrangiano singular, trabajaremos las consecuencias para

la transicién a la formulacién Hamiltoniana en este caso[2, [5l 6], [7].

La transicion a la formulacién Hamiltoniana de la mecanica estd dada por la trans-

formacién de Legendre

H(p(t),q(t)) = [p"(t)g:(t) — L(q(t), 4(t))]

o (2.2.1)
pl:%

Aunque no podamos despejar algunas de las velocidades en términos de las posiciones
y los momentos, el Hamiltoniano sigue siendo independiente de las velocidades. Esto se

puede ver como sigue:

dH = [d(p'¢;) — dL]

i OL
84;

. , oL oL
= |@dp' +p'dg; — —dq; — —dg
[q Pt P = g — o q} o
. 0L
— aap — 2L ag, , 2.2.2
[q P~ 3 q} g (22.2)

Reconocemos que los diferenciales de velocidad desaparecen completamente, solamente
quedan los diferenciales de las posiciones y los momentos. Como consecuencia, el Hamil-

toniano no depende de las velocidades. Usando (2.2.1), podemos escribir la accién como

S= [t [p0)it) - Hp(e).q(0))]. (223

Puede verse que las ecuaciones de movimiento son equivalentes si tomamos como accién
a (2.2.3). Recordemos que en el formalismo Lagrangiano se tienen en cuenta las ligaduras

acopléandolas al Lagrangiano via multiplicadores \"(t)

L(q(t), 4(2)) + A" ()¢ (q(t), 4(2))- (2.2.4)

Aqui los multiplicadores actiian como nuevas variables dindamicas. Esto también se pue-
de hacer dentro del formalismo Hamiltoniano. Si realizamos la transformacién de Legendre

y acoplamos las ligaduras primarias (2.1.8), llegamos a la accién

s:/ﬁ@%mw—ﬂmm«m—xw@mm«my (2.2.5)
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Las ecuaciones de movimiento corresponden a puntos estacionarios de la accién. Asi
55 = 6 [ @t - Hipg) = X6.(p.0)

_ / dt [0p'G; + 'S¢ — OH — 6N ¢y — NS5,

— / dt {Mg‘i —p'og; — a—Héqi — 8—H(spi — N — A" (8@ 5q; + %Mﬂ
dq; op* 0¢; op*

B . OH .00, ; ., OH 09, o N
= /dt [(qZ oy A api>5p —i—( D a4, A aqi>5qz (ﬁré)\} =0.

Debido a que las variaciones de las posiciones dg;, momentos 6p° y multiplicadores JA”

son consideradas como independientes unas de las otras, los tres integrandos tienen que

ser cero separadamente

’ oH 0,

[ { 2.2.

P 94, A 90 (2.2.6)
OH o,

= MR Ut 2.2.

Gi ap’+ oy (2.2.7)

¢ = 0. (2.2.8)

Los primeros dos conjuntos de esas ecuaciones son las ecuaciones Hamiltonianas de
movimiento y el tercer conjunto son sélo las ligaduras primarias.
Definiendo los corchetes de Poisson entre dos funciones del espacio de fases F'(p,q) y

G(p, q) como
OF 0G  0G OF

9q: Op' 4; Op*’

podemos escribir las ecuaciones Hamiltonianas de movimiento (2.2.6), (2.2.7) como

{FvG}:

(2.2.9)

po= [{p HY+ N, )]

¢ = Ha H} +XN{a, ¢}

: (2.2.10)

P

(2.2.11)

P

Para una funcién general del espacio de fases las ecuaciones de movimiento quedan

_ [oFdp'  OFdg
Fo= [ﬁpi dt * 0¢; E] Tp

_[OF [ 9H 0.\  OF (OH 06,
- {api( P aqi)%qi(api“ api)]

= [{F H}+XN{F. ¢}] ‘FP. (2.2.12)

I'p

Luego, podemos reemplazar el Hamiltoniano canénico (2.2.1) por el Hamiltoniano efectivo

H=H+\¢,, (2.2.13)
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al cual llamaremos Hamiltoniano total, nuestra teoria no puede distinguir entre H y H.
H no es més que el Hamiltoniano canénico con las ligaduras acopladas mediante mul-
tiplicadores de Lagrange. Usando este Hamiltoniano las ecuaciones de movimiento toman

su forma ordinaria similar al caso en ausencia de ligaduras:

Fo= [{FH} = {FX}g,]

T'p

~ {F H}. (2.2.14)

Aqui hemos utilizado el hecho de que las ligaduras se anulan en la subvariedad fisica,
esto es indicado por el simbolo ~ que significa igualdad débil, que es una igualdad en la
variedad inducida por las ligaduras. Consecuentemente, deberiamos escribir las ligaduras

(2.1.8) como ¢, ~ 0.

2.3. Condiciones de consistencia y ligaduras secun-

darias

Para obtener resultados razonables se tiene que exigir que el sistema no abandone la
subvariedad fisica en ningiin momento, por lo que se requiere que las ligaduras primarias
se preserven en el tiempo, es decir, ¢, ~ 0 [2, [7]. Esto da lugar a las condiciones de
consistencia

Or = {r, H} + N {¢r, 6} ~ 0. (2.3.1)

La ecuacién (2.3.1) puede implicar nuevas relaciones entre los momentos y las posiciones
independientes de las ligaduras primarias, estas son llamadas ligaduras secundarias. Las
ligaduras secundarias se diferencian de las primarias en que estas tltimas son simplemente
consecuencias de la ecuacién (2.1.7) que define las variables de momentum, mientras que
para las ligaduras secundarias se tiene que hacer uso de las ecuaciones de movimiento.
Otras posibilidades son que la ecuacién (2.3.1) no de informacién nueva, o que se logren
despejar algunos de los X'’ en términos de los momentos y de las posiciones. Si resultan S
ligaduras secundarias y; =~ 0 con s = R+1, ..., R+S, debemos imponer nuevas condiciones
de consistencia

Xs = {xs, H} + A" {xs, -} = 0. (2.3.2)

A continuacién, debemos comprobar nuevamente si (2.3.2) implica nuevas ligaduras
o si s6lo se pueden despejar los multiplicadores, y asi sucesivamente. Después de que el
proceso haya terminado, nos quedamos con un niimero de ligaduras secundarias, las cuales

estaran denotadas por

oe(p,q) ~0, k=R+1,.,R+S, .. R+K. (2.3.3)
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Donde K es el nimero total de ligaduras secundarias, entonces podemos anadir estas

a las R ligaduras primarias y resumimos el conjunto completo como
Oo~0, a=1,...R+K=T. (2.3.4)

Todas estas ligaduras juntas forman nuestra subvariedad fisica en el espacio de fases,

simplemente la llamaremos I'.

2.4. Clasificaciéon de cantidades de primera y segunda

clase

Siguiendo a Dirac[§], es posible distinguir dos tipos de funciones del espacio de fases.

Ahora definimos una funcién F(p, q¢) como una cantidad de primera clase si
{F,¢o} =0, a=1,..,T. (2.4.1)

Una funcion del espacio de fases que no es de primera clase es llamada de segunda clase.
Asi, F(p,q) se define como de segunda clase si {F, ¢,} % 0 para por lo menos un a [7].
Todas nuestras ligaduras pueden ahora ser divididas en dos conjuntos, uno que consiste

de todas las ligaduras de primera clase linealmente independientes,

Yn = 0, n=1,..1, (2.4.2)
y el otro de las restantes M =T — I ligaduras de segunda clase

éa =0, a=1,..., M. (2.4.3)

Tengamos en cuenta que ambos 7, y &, pueden incluir tanto ligaduras secundarias
como primarias.
Dirac[8] probé que las ligaduras de segunda clase daran lugar a una matriz no singular

M x M de los corchetes de Poisson, la cual escribiremos como

Cap = {&a, €s}- (2.4.4)

Al calcular C,p, estd claro que no se deben usar las ecuaciones de ligaduras hasta
después de haber calculado los corchetes de Poisson. Dirac enuncié y probd un teorema
que establece que el determinante de la matriz C,s no es cero ni siquiera débilmente. De
esta manera el nimero de ligaduras de segunda clase (y por lo tanto la dimensién de la

matriz) debe ser par. Ya que C,p es no singular, existe C* tal que

CopC’" =8, (2.4.5)
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2.5. El corchete de Dirac

Con lo visto en subseccién anterior, ahora procedemos a construir de cualquier variable
dindmica A una nueva variable A’ cuyos corchetes de Poisson con todas las ligaduras de
segunda clase se hacen cero[7](en esta subseccién haremos todos los calculos sobre las

ligaduras de segunda clase). Definimos
A =A-{A¢&}C¥ ¢, (2.5.1)
y en efecto se observa que
(A6} ~ {48} {46} C7 Ca
= {467 {46} =0

Hay que tener en cuenta que {A’,7,} no es necesariamente débilmente igual a cero.
Ahora simplemente postulamos que los corchetes de Poisson de dos cantidades Ay B

deben ser reemplazados por los corchetes de Poisson de sus variables primadas,
{A,B} — {A',B'}. (2.5.2)

Hay que tener en cuenta que aunque A’ ~ A, B’ =~ B, el corchete de Poisson {A’, B'}

no es débilmente igual a {A, B}. Si definimos el corchete de Dirac como

{A, B} ={A, B} - {A&} € {¢. B}, (2.5.3)
entonces vemos que

{A,B}Y* =~ {A',B'} ~{A",B} ~ {A,B'}. (2.5.4)

Si todos los corchetes de Poisson son ahora reemplazados por los corchetes de Dirac,
la ecuacion (2.5.4) nos dice que hemos elegido efectivamente tratar sélo con ligaduras de
primera clase. Podemos establecer todas las ligaduras de segunda clase fuertemente a cero
porque el corchete de Dirac de cualquier cantidad con una ligadura de segunda clase es

cero:

{46} = {46} —{A &} ¢ Co = 0. (2:5.5)

De la ecuacién (2.5.4) y la definicién (2.5.1) de la variable primada, podemos ver que
{AAB,C}y} =~ {A,{B,C"}}, entonces la identidad de Jacobi

(A, {B,CYY +{C.{A, BV} + {B,{C,A}"} ~ 0, (2.5.6)

es satisfecha débilmente por el corchete de Dirac. Ademds usando la definicién (2.5.3) se
puede mostrar que (2.5.6) es realmente una ecuacién fuerte.

El corchete de Dirac presenta varias identidades algebraicas:
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(1) {A, B} = —{B,A}",

(1) {1 A+ B, O} = e {A,C} + &{B,C},
() {e, A}* =0, ¢ =const.
(v) {AB,C}* = A{B,C}* + {A,C}*B.

Estas son esencialmente las mismas que las del corchete de Poisson. La tnica pero
crucial diferencia es que el corchete de Dirac no obedece a las relaciones de conmutacion
fundamentales, esta circunstancia no es un defecto sino una necesidad para la consistencia

de la teoria cudntica para sistemas con ligaduras[6].

2.6. Generadores de las transformaciones de calibre

Vamos a estudiar las propiedades de la ecuaciéon de movimiento que sélo contiene
ligaduras de primera clase. Sin ligaduras de segunda clase las ecuaciones de movimiento

se reducen a
Fr~{F H} 4+ \"{F,,}. (2.6.1)

Los multiplicadores A" en la ecuaciéon de movimiento anterior son completamente in-
determinados. Por lo tanto, podemos contar con funciones arbitrarias dependientes del
tiempo en la solucion general. Por supuesto, esta arbitrariedad no puede tener algin
significado fisico y tiene que haber una transformacién que media entre las diferentes evo-
luciones temporales de la funcion del espacio de fases F'.

Consideremos dos funciones del espacio de fases F) y F\ con dos diferentes multipli-
cadores de Lagrange A y \ evolucionando desde el mismo valor inicial Fy. Expandiendo

esas funciones para tiempos pequenos

dF 1d*°F
F(t) ~ F(0) + — t?

t+ ———— 2.6.2
dtt:0+2dt2t:0 T (26.2)

e insertando las ecuaciones de movimiento (2.6.1), se obtiene hasta el primer orden en el
tiempo

F(t) =~ Fy + ({Fo, HY + 7" {Fo, 7} t... . (2.6.3)

La diferencia entre las dos funciones es
F)\ — F)\/ >~ ()\n — )\/n) t{FO, ’}/n} (264)
Para una evolucién infinitesimal de tiempo dt la diferencia esta dada por

OF = €{F, v}, (2.6.5)
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que representa la transformacion de calibre requerida. Por supuesto que podemos esperar
que no solamente la suma de todas las ligaduras de primera clase generen una transfoma-
cion de calibre, sino que cada ligadura de primera clase haga esto por si misma. Por lo
tanto, podemos escribir

0 F = e{F, v} (2.6.6)

En un caso especial, donde las funciones del espacio de fases sean justo las variables

candnicas, tenemos

Oy
e 2.6.7
T (2.6.7)
v
- n 2.6.8
G =gt (2.6.8)

Aqui reconocemos inmediatamente que las transformaciones infinitesimales de calibre
se asocian con transformaciones canodnicas infinitesimales con las ligaduras de primera

clase siendo las generadoras de estas[6].

2.7. Generalizacion del método de Dirac a teoria de

campos

Hasta ahora solamente hemos estudiado como aplicar el método de Dirac a sistemas
singulares con finitos grados de libertad, en este capitulo vamos a extender el método a
teorfas de campos[0, [9]. En teorfa de campos estamos tratando con un nimero infinito de
grados de libertad, por lo tanto la teoria desarrollada anteriormente no es aplicable sin
ninguna modificacién. La generalizacion ingenua es sencilla, las férmulas que obtenemos
son muy similares al caso de la mecanica de particulas y las reglas para pasar a un nimero
infinito de grados de libertad son bastante evidentes. Sin embargo, debido a este proceso
limitante surgen algunas peculiaridades sutiles.

Ahora el Lagrangiano es un funcional de los campos y sus derivadas con respecto al
tiempo, es decir, un mapa que va desde un espacio de funciones a los niimeros reales. Lo

podemos denotar como

L(t) = Lipu(x,t); pu(x,t)], p=1,..,N. (2.7.1)

En lo que sigue consideraremos a teorias de campo locales en las cuales es posible

escribir el Lagrangiano como una integral de volumen sobre la funcién de densidad £[9]

L- / P L (@, 1); Veou(@, 1) g, 1)) (2.7.2)
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La densidad Lagrangiana es una funcién dependiente de los campos y de sus derivadas
tanto espaciales como temporales. Tenemos que enfatizar que en esta secciéon el indice p
solamente cuenta el niimero de campos, y no tiene el significado de un indice cuadrivecto-
rial. Por lo tanto, no hace ninguna declaracion acerca de las propiedades de transformacién
de los campos.

El funcional accion es entonces la integral sobre la densidad lagrangiana

S= [ ' Lo, : Voo i eue D). (2.7.3)
Los momentos candnicos son ahora
oL
0o, 0p,

Como en el caso Lagrangiano, el Hamiltoniano es un funcional que depende de los

campos y de sus momentos conjugados
H(t) = H [pu(, t);m*(x,t)], p=1,...,N. (2.7.5)

Este puede ser obtenido del Lagrangiano mediante la transformacién de Legendre

H = /dgx (mh, — L)

o = [ H 0V T, (276)

nh=20L
Obu

donde podemos interpretar la densidad Hamiltoniana como H = (n#¢, — L) ot
TH = 7=
Opp

El corchete de Poisson de dos funcionales F [p,,, 7/

y
[ s (0F(x) 0G(y) oG (y) 6F (x)
(r@).aw) = [ o <<m (2) 57 (2) by (2) 0 <z>)‘

Esta sobreentendido que tanto el corchete de Poisson como el de Dirac son calculados a

G [y, ™] esta definido como

(2.7.7)

tiempos iguales, por lo que podemos obviar la dependencia temporal en los funcionales y
campos por brevedad. Sin embargo, tenemos que mantener en mente que la dependencia
con respecto al tiempo continta presente. La notacién F' (x) significa que los campos, que

son en algin modo las variables para los funcionales, dependen de .

Definimos los corchetes candnicos de Poisson como|7]

{en (@), 7" (y)} =0,"0" (x —y). (2.7.8)

Usando (2.7.8), vemos que H genera la evolucién temporal de las variables candénicas
mediante las derivadas funcionales

b (@) = (g, (@) H ()} = 2L (2.7.9)

OTH
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(x)={r"(x),H(y)} = ——. (2.7.10)

Asi que las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas como

. oF oF O0F 0H 0H OF
Ia I - 3. [ 2 ) = 3 _
[QOM,W ) /d v ((5g0#90u + (57T“7T ) /d . ((5@# dmh by, (57ru)

— {F H)}.

A partir de ahora tomemos en cuenta las ligaduras. De nuevo tenemos que enfrentar
el hecho de que las ligaduras ya no son relaciones algebraicas. En la transicion a la teoria
de campos las ligaduras se convierten en funcionales de los campos, de sus momentos

canodnicos conjugados y, adicionalmente, de los campos multiplicadores

B(t) = D [¢, 7, \'] = /d% N (1) ér (2, 1) (2.7.11)

Las ligaduras con las cuales estamos tratando son ahora funciones de densidad. Esas
densidades de ligaduras estan acopladas al Hamiltoniano canénico via los campos multi-

plicadores

Hp = H+® g, 7" N] = H+ /d3:c N (@) b (1) (2.7.12)

Las ecuaciones (2.7.9) y (2.7.10) con las densidades de ligaduras acopladas pueden ser

obtenidas de la accién primaria

S = /d4x (mho, —H —N'oy). (2.7.13)

Los resultados de las variaciones son

_O0H N 0P [y, T, N7

B S OmH

{0 HY +{ppu, @ [P, 7, N}

= (o H}+ / &y N (y.) {0 () .6, (1)),

, SH 604, 7, \']
T = — — P = {a* H} + {x", ®[p,, " N\
580” 5§0u { } { [ 122 ]}

= b [N @) (@) 6 )
para un funcional general F' [y, 7"] del espacio de fases
F={F@) H@)+ [N 0.0{F@).0 ) (27.14)

El método de Dirac para identificar ligaduras secundarias, asi como la clasificacion a

primera y segunda clase no cambiara durante la transicién a la teoria de campos, de modo
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que las férmulas resultantes son bastante similares. Por lo tanto, no anotaremos todos los
resultados de forma explicita.

La discusion anterior sirve de guia para las reglas de transiciéon a la teoria de campos:

(1) Las variables del espacio de fases y los multiplicadores de Lagrange pasan a ser

campos dependientes de las coordenadas.

(11) Una funcién de las variables del espacio de fases pasa a ser un funcional de los

campos y de sus momentos conjugados: F(g;, p') — F [¢,, 7]

(1) Siempre que hay una suma sobre las variables candnicas o los multiplicadores, tiene

que haber una integral de volumen tridimensional sobre la suma de los campos.

Con estas reglas de transicion podemos ver inmediatamente cémo quedan las expre-
siones en la teoria de campos para las transformaciones generadas por las ligaduras de

primera clase
SF = (R0 (g, d) = [ @y cw) (F@),0(w) (27.15)
y la de los corchetes de Dirac entre dos funcionales
(F(@).Gw) = 1F(@).Gw)- [ [ @ Py (F @).6 @) @y) 6 )6 )

Vemos que el segundo término no es mas que una multiplicacion matricial para variables

. . . / .
discretas y continuas. La matriz C** (x,y) es la inversa de

Css (w7 y) = {Ss (w) &t (y)}’ (2'7'16>

donde la inversa esta definida por la relacion integral
/d3z C* (2, 2) Cry (2,y) = 6°06% (x — y) . (2.7.17)

Con lo anterior hemos terminado la generalizacién del método de Dirac a teorias con

infinitos grados de libertad.




Capitulo 3

Ejemplos de aplicacion del método

de Dirac

En este capitulo aplicaremos el método de Dirac a la teoria de Proca, y ademas,
estudiaremos la teoria autodual de espin 2 en (2+1) dimensiones[3], 4], donde hallaremos

los corchetes de Dirac usando el método de la accion reducida.

3.1. Teoria de Proca
Accién de Proca:
4 1 uy 1 2 o

Donde F),, = 0,A, — 0,A,.

Separacion en espacio-tiempo:
1 Ov W 1 2 0 A

1 A A y 1 A
= —Z(FOOFOO + FoFY + FoF° + Fj;FY) — §m2(A0A0 + A;AY)

1
= Z(QFOlFOZ - Fij.Fz'j + 2m2A0A0 - 27712141142)

Hallemos los momentos generalizados:

) )
@ = @) e @)= EE@

= = 80AZ — 81140 = 80AZ =7 + BZAO
L
o - L9

6(GoAo(z))  9(BpAo(x))
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De lo anterior vemos que 7° = 0 es una ligadura primaria, ahora la vamos a escribir como
le = 7T0 ~ 0.

Escribamos el Hamiltoniano:

H = /d3x H ,con H = (7°0gAg + T'0gA; — L) = 700 A; — L

o 1 .. 1 1 1
H = 7Tl(7'('7' + 8ZA0) — §7TZ7TZ + Z ijﬂj — §m2A0A0 + §m2AZAZ
1 .. . 1 1 1
— 57‘('271'Z + WlaiA(] + ZEJE] — §m2A0A0 —+ 577’1214214z

1 o )
= 1(271'7'71'1 + 471'1(91'140 + Fl]FZ] - 2m2A0A0 + QmQAZAz)
Entonces:
1 o A
H=7 / Pr2n'nt + 470, Ag + FijFyy — 2m* AgAg + 2m* A, A;). (3.1.2)

Luego, el Hamiltoniano con las ligaduras acopladas es
o= i / dPx (2n'n" + 47'0; Ao + FiiFyy — 2m* AgAg + 2m* A A + A n°) . (3.1.3)
Definimos que:
{r(@). 7" (y)} =0, {Au(), A (¥)} =0, {A(2),7"(y)} = o, (= — y).
Ahora pasemos a preservar la ligadura ¢, en el tiempo:
o = n0={n"(z) H(y)}
= [ @y R e+ [ dy Ay -y
= O'(x) + m?Ap(z) = 0. (3.1.4)

De lo anterior obtenemos una ligadura secundaria

QZ52 = &nri + m2A0 ~0|. (315)

Preservemos la ligadura secundaria en el tiempo:
g2 = {0 (x) —m*Ao(2), H(y)}

&y Fy(y)o” (800" — 5.00)8% (x — y) — / d*y m2A; ()80 6 (x — y) +

777

N
—~

+
\I\DI»—
S8

'y My)d® (x — y)

dy (8LE ()0 08 (@ — y) — 0" Fy (@) 06 (@ — y) ) + m?0[" Ai(w) + A)

)

N — N —
\\

@y (= Fi(y)ol0"6% (@ — y) + Fi(y)ol 076" (@ — ) ) + m*0) Ai(@) + M)

[\

o

Il
3
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De lo anterior logramos despejar el multiplicador, obteniendo A = —m?9; A;, finalizando
asi el proceso de la preservacion de las ligaduras. Ahora, veamos de que tipo son las

ligaduras:

{61(®), da(y)} = {7°(2), 007 (y) + m*Ao(y)} = —m?F(x — ),

las ligaduras son de segunda clase.

Luego, la matriz de Dirac nos da :

0 —-m?§3(x — y)
CSS/<m7 y) = 2¢3 * (317)
m?6°(x — y) 0
La inversa de la matriz de Dirac nos queda :
0 53(:1;11)
C* (x,y) = . (3.1.8)
-y
m2

Calculemos los corchetes de Dirac, estos son de la siguiente forma :

{A(z), B(y)}" = {A(z), B(y)} —/dgfc’dz"y’{A(w),xs(w')}C“'{xs/(y’),B(y)}~
Entonces:
{Au(), ™ (y)} = 0,0 (x—y) - / o' Py { A (), o1 (2")}C{da(y'), 7 (y)} +

- [ Erdy A a@)e o). w)

= "8 -y +
_/d3x/d3y/50u53<w . :13/) (

— 51/“53("13 o y) o 50M61/063<w _ y)

= (0%, —0°,0%)0%(x —y). (3.1.9)

M) (255 (y — o)

m

* 1 ) ) v *
(Au@) A W) = 5 (0 + %5 0 (P - ). (w(@) 7)) =0,
Como todas las ligaduras son de segunda clase, podemos igualar estas fuertemente a
cero, por lo que la teoria quedaria descrita por el dlgrebra de corchetes de Dirac obtenida
anteriormente y por el siguiente Hamiltoniano

1 o )
H = Z_L /d3x(27ﬂ7—rl + 470, Ay + EjFij + 2m2A0A0 + QmZAzAz) (3.1'1())
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3.2. Accién autodual de spin 2 en (241) dimensiones

En esta seccién estudiaremos la accién autodual de espin 2 en (2+1) dimensiones|3] 4]
haciendo uso del método de la accién reducida, buscamos llegar al algebra de Poisson,
que en este caso seria equivalente al dlgebra en términos de los corchetes de Dirac que
hubiésemos obtenido aplicando la formulacion candnica. El estudio de esta teoria serd im-
portante puesto que esta guarda varias similitudes con la teoria alternativa para gravedad

masiva linealizada en (3+1) dimensiones que estudiaremos mds adelante.

Accion autodual:

m 4 o 1% 14
S = ?/d%(e" M Oyhaa — m(huh™ — h b)) (3.2.1)
Haciendo variaciones de la accién obtenemos las ecuaciones de movimiento
e, hyP +m ("*h — hP*) =0 (3.2.2)
Separemos en espacio-tiempo los términos de la accién:

Para el primer término de la accién tenemos:
e“VAhuaﬁ,,hm = —2€ijh008ihj0 + 252-jh0k(9ihjk — €ijhjoaohi0 -+ Sijhjkaohik (323)

Hemos definido €% = ¢V = ¢;;.

Para el segundo término tenemos:
hw,hy'u - hu'uhyy = 2h00hii — 2h0ihi0 + hz’jhji — hiihjj (324)

La accion nos queda :

S = % /d?’l’ (—Qhoo(sijaihjo + mh“) + Qhok(gijaihjk + mhko)—f-

—5Z~jhj080hi0 + 5ijhjk@0hik + +m (hmh]] — hwhﬂ)) (325)
Redefinamos los siguientes términos:

hoo =n hoi = N;
hio = M, hij = Hij + &V
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Sustituyendo en los términos de S obtenemos:

—tho(gijaihjo + mh”) = —2n(5,»j8,-Mj + mHM)

2h0k(6ij8ihjk + mhko) = 2Nk(5ij8iij — 8kV + ka)
€ijhjoaohio = €iij80Mi

1 1
aijhjkﬁoh,-k = éeikajc%Hij + §€ijk,-80Hij — 2(51]‘/80]‘.]”

m(h”hw — h”hﬂ) = m(HuHH — HinZ'j + QVV)

Entonces la accién queda reescrita de la siguente manera :
S = % /dSZE(—Qn(&j&‘Mj + mH”) + 2Nk(5ij8iij — 6kV + ka) +
1
+m(HigHyj — HigHig) + +200Hig (3 (eaHis + gjuHii) = 03V) +
—5iij80M,- + QmVV) (326)

Hagamos las siguientes sustituciones :

Ni = é?ij&jNT + 8ZNL

Mi = 5ij(9jMT + &ML

Hij = akakejlalHT + aii?jHL + (akak@j + @-k@k&-)HTL

Vemos que H;; se puede reescribir de la siguiente forma:
Hij = (0400 — 0a0kj) WO HT 4 0,0; H" + (£10,0; + €40,0;) H™-
Sy AHT — 0,0, H" + 0,0, H" + (21,0k0; + €,000;) H"
Sy AHT +0,0;,(H* — HT) + (e 040, + £60,0;) H™ " (3.2.7)
Veamos como quedan los términos de la accién cuando sustituimos N;, M; y H;; en
ella:
2n(e;OiM; +mHy) = 2n(ei0;,(en0cM” + O;M") + mAHT + mAH")
= 2n(—AMT + mAHT + mAH") (3.2.8)
Donde A = 0,,0;.
eiiOiHj, — OV +mM, = €;0;( 05 AHT + 0;0,(HY — H™) + (£,0,01, + € 0,0;) H™") +
0,V +mep;O;MT + moyM*
= O AHT + (—040i010) + (Sidj1 — 0461,)0:0,0;) H™ " +
-0,V + mékjajMT + mo,M*
= O AHT — O, AH™ — 0,V + mey;0;M" +mo,M* (3.2.9)




34 Ejemplos de aplicacion del método de Dirac

Eikaj = Eik(5ijHT + 8k8j(HL — HT) + (sklﬁlaj + 5j1818k)HTL)
= €ijAHT + €ik8k8j(HL — HT) + (—5i1818j + (51']'5“ — 5il(5kj)8l(9k)HTL
= €ijAHT + 5¢k8k8j(HL — HT) + (—818j + 51]A — (9@-8j)HTL

= ey AHT +40,0;(H* — HT) + 6, AH" — 20,0, H"* (3.2.10)
H, H;; = (5UAHT —+ 8i8jHL — &-@-HT + (&;kakaj + qkﬁk&) HTL) (52]AHT + ﬁiﬁjHLJr
—&@-HT + (82'18[8]‘ + 5]‘18181‘) HTL)
= AH*AH* + AHTAHT + 2AH™AH™ 4 términos de borde (3.2.11)

HyH;; = (AH" +AH")(AH" + AHY)
= AHT"AH" + AH*AH" + 2AHTAH* (3.2.12)

Por lo que nos queda:
Continuando,

1
Z—laoHij (sikaj + gijki) == aoAHTAHTL - aoAHLAHTL + t.b (3214)

€iij80Mi = (—@MT + €ij8jML)(5ik608kMT + 8031ML)
= AMToM* — AM*E0yM™ (3.2.15)

El dltimo término que falta nos queda:

Ni(gij0iHji, — 0V +mMy) = (5klalNT + 3kNL)(€zkaiAHT — O AH™ — 9,V +
+m8kjc9jMT + makML)
= ANT(AHT —mMT") + ANY(AH™ +V — mM*)

Sustituyamos esos terminos en la acciéon y veamos como queda:
S = % /d3x(—2n(—AMT +mAHT + mAHY) + 2ANT(AHY — mM™) +
+ANH(AH™ +V —mM") + 2mAHTAH" — 2mAHT™ AR +

+200AHTYAHT: — 20,AH*AH™ — 9,AHTV — 9,AH"V +
—AMTO, MY + AM*0yM™ + 2mV'V) (3.2.16)
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Haciendo variaciones de la accién obtenemos las siguientes ecuaciones:

—AMT + mAHT + mAH" =

AAHT —mAMT =

AAH"™™ + AV —mAM* =

An — mANT — 9 AME =

mANY — 9,AMT =

mAn — AANT — mAAHY + 00AAHTE — AV =
mAn — mAAHT — o AAHTY — 9,AV =

AANL —omAAHTY + 9,AAHT — 9,AAHE =
ANE — 9yAHT — O0AH" +2mV =

o O O O O o o o O

Ahora podemos despejar algunas de las variables:

INT AAHT
N m
AAHT
ANT =
m
T
AHL = AA? — AHT
m
INT AAHTL
N m
AND AAHTE
N m
V =0

Haciendo uso de las ecuaciones obtenidas al hacer variaciones de la accion y de las

variables despejadas anteriormente obtenemos que:
S = / Br(AAHTAHT — m*AH"AH" — m?AHT"AH™ + 200 AHT AH™Y)

Ademés, podemos ver que como AMT = ANT y AM* = AN*, entonces, M; = N;.

Notemos que esta teoria la podemos identificar con una teoria masiva con un grado de
libertad, definiendo las variables ) = V2AHT y P = VomHTE , entonces la accién nos
queda

Sred = /d3x {PQ — %P2 + %Q (A-m?)Q|. (3.2.17)
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Los corchetes fundamentales entre () y P los definimos como :

{Qx),Q(y)} = 0
{P(x), P(y)} = 0
{Qx), Py)} = 0*(xz—y)

Reescribamos hig y h;j en términos de Q y P :

hiO = @ (61'3'8]'@ + i&P)
2m m

hij = =~ (%Jr —30i0; +2( A))Q_%(giijrgjkm)P

De la ecuacién de movimiento (3.3.2) obtenemos que h,, = hy,, y h,” = 0, de esto

logramos ver nuevamente que h;g = ho; ¥ que hgg = h;;, entonces :

V2
hoo = 55 AQ
m

Hallemos el dlgebra de Poisson entre los campos :

{hoo; hoo} = 0
A 2
{hoo, hor} = 2—m43k5 (x —y)
1 (m) (m) 52
{hoo, b} = 2 <5nkpnl + Ebpy. ) 0 (x —y)
1
{hois hor} = _Q_WAEik52 (x —y)
1 m m m
{ho1, b} = 5 (p,(k 0+ o) — by, )3z‘> 8 (x —y)
]‘ m m
{hij, by = o <€¢kp§l el )) 0 (x —y)
Donde, p” = 0i; + Qj, es el proyector transversal en la capa A = m?, y A = 9,04

Los corchetes obtenidos anteriormente son equivalentes a los corchetes de Dirac que se ob-
tendrian aplicando la formulacién candnica, hecho que estd sustentado por un teorema|l0]
que garantiza la igualdad entre los corchetes de Dirac y los de Poisson calculados con las

variables reducidas.




Capitulo 4

Método de Dirac para la accién de
Morand y Solodukhin

4.1. Estudio de la cinematica de la accion de Morand

y Soludokhin en un espacio-tiempo plano

En esta secciéon estudiaremos las ecuaciones de movimiento derivadas de la accion de
Morand y Solodukhin[I] para hallar el nimero de grados de libertad de la teoria. Esta
accion es una generalizacién a (341) dimensiones de la accién autodual (3.2.1) estudiada
en la seccién anterior, pero en este caso tenemos dos campos independientes h,, y Bag.o,
esto es necesario para cuando queremos generalizar la teoria autodual a altas dimensiones.
En realidad, sélo en tres dimensiones, el campo B tiene dos indices y se puede identificar

con el tensor h,, de modo que en este caso tenemos una teoria autodualll].

Accion de Morand y Solodukhin:

ma
2
Baﬁ,y, = _B/Bay.u"

S[h,B] = / d'z [—%(hwhw — BB — 2 (B B — 2B% B ) + Baﬁﬂaphwgmﬁ] ,
Hagamos variaciones de la accion:
3S = / d'z [—% (SR + B OB = 1 By Sl — 0™ Sl hogs) — % (6Bap.e B+
+Bap 0B —20B% ,B°" , — 2B%5,0B° ;) + 0Bag  0ph,0c”"” + Bag ' 0,0h,,e7""]
= /d4x [(—ml (h"* — " h) — 6”’)0‘68,)3&57“) Oy, + (—m2 (Bo‘ﬁ"7 — 770“737'877 + T]B”Bm,q,) +

L0, e) 6Bass)]
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Entonces nos queda que:

0S8
oh

=0 — my (B —n"h) +e"7*P9,B.z" = 0, (4.1.1)

uv

S
0Bos o

Las ecuaciones anteriores son similares a la ecuacién (3.2.2) obtenida para la accién

=0 = my (B —n* B, + 9B ,) —"*’9,h%, = 0. (4.1.2)

autodual, y demuestran cierta dualidad entre los campos h,, y Bag,.[1].

Tomemos 0, de (4.1.1).

my (9,h"* — 0"h) =0, (4.1.3)

s PO = 0", (9,075 = Osh| .

Luego a0 X (4.1.2) nos queda :
mao (EaﬁJQBa'BJ - naaga,@O'GB’YB;y + nﬁaga,@JGB’ya,’y) - 5a6095ypa,88ph01/ = Oa

MaEapen B — (=2620) Opha, =0 — Macapee B + 2 (6765 — 046°) 9,h°, = 0,

MaEapog B + 2 (Oph — ,h%) = 0. (4.1.4)

Usando (4.1.3) obtenemos que :

Eapes BT = 0. (4.1.5)

Tomemos la traza de (4.1.1) :

my (h — 4h) +*P0,B,p,, = 0,

Usando (4.1.5) nos queda que : :
Entonces con (4.1.3) obtenemos que : :

Tomando €,4,, % (4.1.1) resulta :

M1Erouuh™ + 0" 0,Bast = 0,

M1 b — 60°50,Bogt = 0,

you
M Eoyuh” — (820000 + 656007 + 620060 — 855285 — 605550 — 526067) ,Bap = 0,

mlgf\/o'y/,l,huy _ (8730_”/" —|— aG'B/L'Y,'u + a'unyo—’M - a‘u‘Bo"y’u - a’yB/LU,M - aO'B’\//‘»M) = 07
m15vou#hw —2 (avch,ﬂ + aoBu%H + a#BW,M) =0




4.1 Estudio de la cinematica de la accion de Morand y Soludokhin en un
espacio-tiempo plano 39

Y si tomamos 0, de (4.1.2) nos queda:

my (0, B°77 —9°B" |+ 0°B™ ) — &7*%9,0,h, = 0,
my (0,B*7 —9°B® |+ 0°B™ ) =0,

— | man®™ 0™ (95 Buw,” — 0,87 +0,B,,") = 0. (4.1.6)

De lo anterior se encuentra entonces: | €y, M" = 0| = |hy = hyy | .

Calculemos ahora 7,, x (4.1.2) :

ms (B*? , —4B*’ .+ B* ) =0 = |B* ,=0

sustituyendo esto en (4.1.6) obtenemos: :

Tomemos ahora 0, en (4.1.2): my (0,B**7 — 7B, + 0% 9,B7 ) =0 = 9, B

=0].

Entonces, tememos que: |h = 0], |0,h"" = 0|, [hp = hy, |, B’Vﬁﬁ =0}, |9,B* =0]|,
0uBY° =0,

Vemos que h,, es un tensor simétrico, transverso y sin trasa. Este tensor tiene 5 com-
ponentes independientes, el cual es el nimero de grados de libertad de una particula con
espin 2. El tensor B, en principio tiene 24 componentes, pero las condiciones sobre el

hacen que sélo tengamos 5 componentes independientes|I].

Ahora veamos como nos quedan las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2):
myh* + P9, Bp ' = 0, (4.1.7)

my B — P9 K7, = 0. (4.1.8)

De las ecuaciones (4.1.7) y (4.1.8) podemos hallar como expresar h,, en términos de

B, y viceversa :

1
B = ——,"P0,Bus.,

- (4.1.9)

1
Bugy = —&" 150°hoy | . 41.10
B, ng pa ( )
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Sustituyamos (4.1.9) en (4.1.8) y veamos que nos queda :

B, +

1
gvrebe o 9.0°BM , =0 = B~ 5By 9?BM  — 0
m1m2 ‘70}‘7 P vV 0 m1m2 0'0)\’7 P v

il?%—ﬂ&m(&%&ﬁ—ﬁ%ﬁﬁ+ﬁﬁx&—&ﬁ&ﬁ+&ﬁﬁ&—&ﬁﬁﬁ+

— 0B85 000% + 62640560 — 82056508 + 6555000 — 52855508 + 5L858% 6% + 026, 0588 — 055, 858%+
+OCF038Y — B2070K 05 + 82056585 — 52558y 0L — 5205 656Y + GLSG KL — 8640865 + 605056+
—4%%K$+%$&5)@WBMW:0

2

mims

= | B, —

0"0,B*% , =0]. (4.1.11)

Sustituyamos (4.1.10) en (4.1.7) :

RV ppaf 050 R =0
+ mlng €40059p
2
o np 01 vy _
= h mlmgéwa’)a h 0
v 2 071 v
= hH — p— (&;(55 — 5§(5§‘) 0,0°h"" =0
2
= h' — D Ogh¥* + 0,0"'h"" =0
1Mo 1Mo
2
= | — D°0pht = 0. (4.1.12)
1Mo
Quedandonos asf :
(8°0 — m®) B* , =0, (0709 — m?) hyu = 0.

mima2

Donde m? = ™4

Entonces obtenemos dos ecuaciones tipo Klein-Gordon para los campos h,, y Bag,o-

4.2. Formulacion canodnica de la accién de Morand y
Solodukhin

En esta seccién haremos la formulacién candnica de la accion estudiada en la parte

anterior.

Comencemos por hacer la separaciéon en espacio-tiempo de los términos de la acciéon de
Morand y Solodukhin:

hlthlt — h“uhyy = thihOO + hijhji — 2h0ihi0 — hiihjj s (421)
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e7PP B " Ophyuy = 9% (=B 00ihoo + BikiOihio + Bijr.o0ohoi — Bijr10ohii+

—2Boy,00jhoi + 2Bok 105 ;) (4.2.2)
BB —2B%3 B’ , = —2By;;Bui; — BijoBijo + BijkBijx + 4BoioBjij +
+2By; ;i Boj; — 2Bik,iBj.j- (4.2.3)
Hemos definido £%9% = ¢k = Eijk-

Entonces la accion nos queda:

S = /d4l‘ [hog (—mlhii + 8ijkaiBjk’0) — hyo (—mlhm + &TijkaiBij) -+ Boio (—2m2Bjm‘+

. : m
+2€”kajh0k) + BOi,j (mZBOi,j — mgéijBOkyk — 25’“8khﬂ) — 71 (hl]hﬂ - h”h]]) +
—72 (Bij,kBijk - Bij,OBij,O - QBik,iBjk,j) + 5”sz‘j,oaoh0k - 5z]sz'j,laOhlk:| . (4-2-4)

Definamos lo siguiente: By o = A; , Boij = Aij , Bijo = €ixWk , Biji = €isWh

_ 1 _ 1
Wy, = §5kijBij,O s Wi = §€kijBij,l

Veamos como quedan los términos de la acciéon cuando de introducen las definiciones

anteriores:

e 0;Bjro = €750, (5aW1) = P10, Wy = 2610,W; = 20,W;

€9%0; Bji.o = 20;W; |, (4.2.5)
eijk&-BW = ¢k, (€jenWhi) = eij’“gjkna,wnl = 20;Wy ,
%0, B, = 20iWy |, (4.2.6)
Bij kBijk = (€iinWak) (€jkmWmk) = 2WnWai
BijiBijr = 2WiiWij |, (4.2.7)

Bz‘k,iBjk,j = (5zkanz> (€jkamj) = €z‘kn€jkam‘ij = (5ij5nm - 5nj6im) Wmej
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BixiBjrj = Wni Wi — Win) |, (4.2.8)

BijoBijo = (giuWh) (€iyW)) = 2W, Wy, |

Bij,OBij7O - 2Wka 5 (429)

€ijkBij,080h0k — ik (€iiW) Oohor, = 2WiOohor,

5ijkBij7080h0k = 2Wk80h0k 5 (4210)
9% Bis 100hik = €% (245, Wt) Oohur, = 2WiiOohue
5ijkBij,laOhlk — OWBohus | - (4.2.11)

Luego:

S = /d4$ [hoo (—mlhii + 28ZM) — th (—mlh()l + QOZWZD + 2Ai5ijk (—mgVij + 8jh0k) +

m
+ Ay (=madij Agr + maAy; — 28i00khy) — 71 (hijhji — hiihjj) —ma (Wi Wi — WilWi) +

De la acciéon podemos ver que los tnicos términos dindmicos son dyho; y Oohi;. Wiy
W;; aparecen acompanando a los términos dindmicos por lo que podemos pensar que estan
relacionados con los momentos candnicos, entonces, hagamos las siguientes definiciones:
i i _ i 5783 kv _ Sksls3 .
= —2le‘, T = QW“ {hgi,’ﬂ']} = (51](5 (CL‘ - y), {hij,’ﬂ' } = (51 (Sj ) (Q’J — y) Ademas,
vemos que hgg, hyo v A; son multiplicadores.

Sustituyendo las definiciones que se hicieron para los momentos, la acciéon nos queda:

S= /d4$ [hoo (—mihy; + 0iw') + hag (mahoi + 8;77) + Aseiji, ((05hor, — Okhoj) — mom?®) +
% (hwh]l — h“h”> — % (7Tij7Tji — 7Ti7Ti) +

T Oohoi + T ohy;] - (4.2.13)

+Aij (—m25ijAkk + mgAij — 25ik18khﬂ) —

A;; no tiene dindmica y estd asociado a un vinculo que permite que lo podamos
despejar.

Hallemos A;; en términos de los campos:
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oL _ oL _0 o

oA, 04, oA,
0

A,

— M0 A — MadijAri + 2maAij — 2€;40khj; = 0

-
-
— — 2m25ij14kk + QTTLQAij - 25iklakh'jl =0
N

(—=m20pg Apg Ak + MaApgApg — 26p11ApgOkhg) = 0

(—mabpgApg (Ambidnk)) + 2meA;; — 2€i30khj = 0

— m25ijA]€k + mgAij - €iklakhjl = 0. (4.2.14)
Multipliquemos lo anterior por d;;:

—3moApr + MoAgr — €iiOkhiy =0 —  — 2moAgy, — €40, = 0

1
— - ngAkk + eijk&hjk =0 = Akkz = %gij«k&hﬂc .
2

Entonces:
1 1
maeA;; — §5ij€lmnalhmn —iuOkhjy =0 = | A = 2_mg <5ij<€lmnalhmn + 2€iklakhjl) .
Luego

i (—madij Ake + moA;j — 2ei0khj1) = Aij (—madi Are + meAij — (2moAij — 0i€1mnOihmn))

A (—
= Aij (—m25ijAkk + mgAij - QmQAU + 2m252-jAkk)
Ay (—

v

maA;; + m25ijAka

—&ik1Okhji
= —AiciOchj
1

= .- (0i€0mnOp Pnn + 2610 Ok hjir) €4k Ok hji
2

1
2m2 j€pmnEikiUp k15l 2m2( € Eikl inVEk ]l)
1 1
21y i€ImnEijkOl gk 2y

(8khﬂ(9khjl) (8khﬂ(91hjk) . (4215)
Por lo que nos queda:

S = /d4$ [hoo (—mlhii + 817#) + hz'o (mlhgi + 3j7rij) + Aigijk (8jh0k — 8kh0j — mgﬂ'jk) +

my

(akhjlakhjl) (akhjlalhjk) - 7 (hljhjz - h“h]]) +
_% ( ij 3t _ ﬂ_iﬂ_i) + 7 ho; + Wijaohij} ) (4.2.16)

1 1
+2m2 €ImnEijk0l ik g




44 Método de Dirac para la acciéon de Morand y Solodukhin

Ahora podemos obtener el Hamiltoniano:

m ma /i i i 1
H = /dgl' |:7 (h”hﬂ — hmhﬂ) + I ( j7TJ — T T ) — Tméijalmnsijkalhmn@hjk—l—
1 : .
+% (OkhjiOkhjr) (OkhjiOihk) + hoop + hio' + A" . (4.2.17)
2
Con: Y = mlhii — ZTFZ7 QOZ = — (mlhol' + ajﬂ'ij); wz = Eijk (mgﬂ'jk — 28jh0k), estos

son los vinculos.

Hallemos los corchetes de Poisson entre los vinculos:

{o(®), o(y)} = {madihij(®) — 650, (), m16khas (y) — OOk (y)}
= —0;;0mu ({hij(w)u akﬂl(y)} + {8i77j(33)7 hkl(y)})
=0

{o(@),¢'(y)} = {mihw(x)— 0" (x), — (miho(y) + 0,77 (y))}
= {mihw(x), —0;77 (y)} + {=0p7" (), —m1ho; (y)}
— 0

{o(@), ¥'(y)} = {mihu(x),eiman’ (y)} + {—0r' (x), —2¢i;60;hor(y)}
= §"epmama{ him (), 7* (y)} + 220 {0i7" (2¢), O hor(y) }
=0

{¢' (@), P (y)} =0 {¢'(=), " (y)}=0 {¥'(z),¢v"(y)}=0

Ahora veamos como es el dlgebra con la parte del Hamiltoniano sin los vinculos:

o o 1

ﬂ = /dSZE [% (h”hﬂ - h“h]]) + % (WZJW]Z _ 7r27r1> — 2—%5ij€lmn€ijkalhmnaihjk+
1

+2— (8khﬂ(9khﬂ) (8khﬂ<9[hjk) . (4.2.18)
ma

Calculemos lo siguiente:

{ﬂ-” (w)aﬂ(y)} = mlhkkdzj - mlh'ji - _eijngl’m’n’al’anhm’n’ + _5knj5kl/m/8l/anhim/,
mo mo
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{hoi(z), H(y)} = —%wi,
{hij(m)7ﬂ(y) = %ﬂ'ﬁ.

Lo anterior sera usado para agilizar las cuentas.

Pasemos a preservar las ligaduras en el tiempo:

b= {el@). H(y)} = {¢(@). H(y)} = ~0{x"(@). H(y)}+midy{hy (@), Hy)} = 5",
¢t = —miho(x), H(y)} — 0i{n" (x), H(y)}

= 2 T + mq (8]hﬂ — &hkk) N

o= epma{nit (@), H(y)} — 2ei10;{hoi (), H(y)}
= Eijk (Qajalhlk + me (mlhjk + aﬂrk)) .

Aparecen los vinculos:

mix = _12 27, miy' = ==+ mdihy — madihy;,
mi& = eijx (20;01huy, + mamahy + med;m®)
Vemos que:
2 2 2
8j7Tk = — ij + —8j8kh” — —Ojalhlk.
mo mo meo
Entonces:

mlﬁi = Eijk (28j01hlk + mlmgh]’k + 283Xk -+ 28j8kh” — 28j8lhlk)

k
= mlmgaijkhjk + 2€ijkan .

Luego, tomamos que:

X= 727T“ ; X' = TZW + O0;hji — Oihj; |, £ = magijrh | -

Preservemos en el tiempo las nuevas ligaduras obtenidas:

Para x(x) tenemos:

@).ew) = { G @) mibyly) - 0 (y)}

= —§m1m2(53 (x—1vy),
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{x(),¢’ ()} =0 {x(z),¢'(y)} =0,

Y o= @) Hy)} = {x(@), Hy) + / &y hoo(9)9(®))}

1 3
= 2 2myhyg, + 2——¢pni€kim O Ophipy | — =mimahgy = 0
2 mo 2

2 2 1
= |ho = zhg + =
00 3 kk 3 My

Ekni€kl!'m/ al’ an hz‘m’ .

De lo anterior logramos despejar el multiplicador hgg.

Para y'(x) tenemos:

W@ @@} = —5 {7 (@) hoy(y)} = 070 {ha(@) 7" ()} + 6,070 (I (@), 7 (9))
- m12m25ij53 (z—y),

{X'(z), ¥ (y)} =0,

Vo= (@) H)} = {x (), Hy) + / &y b)) ()}

Mo o i M2, ke MM
_ 29 29
= 5 o;m o,

2 2
(0,-71’“’€ — 8j7rij) .

hio =0

1
= hioz—
1

De la preservacién de x‘(x) logramos despejar el multiplicador hyg.
Para &'(x) tenemos:

{&'(x), o(y)} =0,

{&(@), ¢’ (¥)} = —mogidP {h(x), 7" (y)}
= magy0k (53 (- y)) )

{€(@), ¥ (y)} = (m2)” cimeipg{hu(z), 7 (y)}
= 2(my)* ;0% (x — y),
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§ = {€(x) Hy)} = (€(@), Hy) + / 0y hyo(y)e (y) + / &y Ay ()}

o (m2)2 kj 24—

= Teijm + m25z‘jkalchj0 +2 (m2) i =0
1 . 1

= | Ai = €y (Zﬂjk - 2—m26k:h30>

De esta ultima preservacion logramos despejar el multiplicador A;.

Podemos notar que el conjunto de todas las ligaduras es de segunda clase. Ahora
que sabemos de que tipo son todas las ligaduras podemos contar el nimero de grados de

libertad de la siguiente manera[2]

variables candnicas originales de segunda clase
5 Numero de ligaduras
—2 X , )
de primera clase

5 Numero de grados) Numero total de Numero de ligaduras
de libertad fisicos |

(4.2.19)

En nuestro caso las variables candnicas son ho;, hij, 7y 7, lo cual nos da un nimero
de 24 variables candnicas, no tenemos ligaduras de primera clase, y el nimero total de
ligaduras de segunda clase es 14. Entonces, uasando la ecuacién (4.2.19) obtenemos 5
grados de libertad fisicos.

Ahora, utilicemos los multiplicadores para reproducir algunos de los resultados obte-

nidos en la seccién 4.1:

Utilizando hgg vemos:

hoo = ;hkk + §m11m2 Ekni€ktrm! Oy On iy
= Zhat §m11m2 O, (Buhss — Oihan)
= et g (o o)
2 1 1
= h — §m1m2 O X" — 3_m1(’0'

Igualando las ligaduras fuertemente a cero nos queda:

hOO:hkk = h##ZO .
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Utilizando h;g vemos:

1 .
hiy = — (O* —0.7%
0 my ( T i )
1 2 .
= — (—@'X +maho; + 901>
mq mo
= hi = ho;.

Igualando &' fuertemente a cero obtenemos:
5ijkhjk =0 = hjk = hkj-

Entonces,

pv = oy -

Utilizando A; vemos:

1 1
Ai = ek (47T]k - %ak )

1
= —W gljka hOk +

1
e 0:h
4m2 om 17k U510k
1
= Al = —5ijk8jh0k .
ma
Luego, sabemos que: 77 = —&;Byi; ™ = €ijx Bjk.0, usemos esto para obtener propie-
dades sobre Byg,.
De las ligaduras obtenemos:
= 0 = 5ijkBij,k = 0. (4220)

Ahora utilicemos A;;:
eijpAiy = Egijkgirlarhjl

= ((9 hir — Okhyj)
1
= ——’]Tk

2

= €ijkBoij = —5€ikBijo0-

2

Entonces, lo anterior junto con (7.1.1) nos da:

€aﬁo—gBaB’o =0].
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Luego,
Ay = Boii = 0.

Ademsés, de la ligadura 1 se obtiene :

1 .
Bjij = gegpm”
2
1
= —¢&;;x0;h
Mo ijk U510k
— A
= Boip
Entonces,
BY_ =0].

4.3. Corchetes de Dirac

El conjunto de todas las ligaduras de segunda clase lo denotaremos como
U, = (0,0 0 XL E)

La matriz de Dirac nos queda:

0 0 0 Smima 0 0
0 0 0 0 —%mlmgéij —m25ijk8,(f)
0 0 0 0 0 —2 (ms)” 8
Css’<w7 y) = 3 (z) ! 53(‘7; - y)
—5MiMme 0 0 0 _m28j 0
0 Lmymad; 0 —myd” 0 0
0 mQSijk@(f) 2 (m2)2 5@']‘ 0 0 0
La inversa de la matriz de Dirac es:
0 4Lo 0 ~2L 0 0
3 m% i 3m1
1m0 0 0 0 25 0
, 1 . og9@ 1 s | q
C* (x,y) = ’ X X 0 o Sk Ok ;0 —8(z —y)
e 0 0 0 0 0 | m
0 25 a0 0 0
0 0 —5=0; 0 0 0
m2
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Una vez calculada la inversa, ahora podemos escribir los corchetes de Dirac usando

(F@).Gw) = 1F(@).Gw)- [ [ @ Py (F @) 0. @) @) (V)6 ).
Veamos como quedan los corchetes:

{hoi (), 7 (y)}* = {hoi () , 7 (y)} +
/ / &' dy {hoi () U (2)}O (@, y) { Vs ('), 7/ ()}

= 0;0°(z —y)
- [ [dd i@ @ (5ol (e -)) 16 @) )
- [ [ et @) (- e ) ) ) )
/ [ @y @) @) (;’;;;%a,@ (53<w'—y'>)) W' ). ()

mimes

= ( 0,0; + 51]8;9(%) 5 (x —y)

= 2 ( 0; @pkk — g&@kp;(ﬂj) - éﬁﬁkp;(m ) + §akakp§g )) 53(:” - y)a

, 1 1 S| | .
{ho: (@), 7 <y>}*=ﬁ( 0:0ipy) = 00k = S0,0i7 + SOkOh; >) @ —y)|.

Donde pgn) = 0;; — éjjgj es el proyector transversal en la capa A = m?, A = 9,0k, v

2 _ mima

m 2

1 /1 o 1. o0 1.
(s ) s ()" = - (G0l + 500" = 00l ) e~ w)|,

(@) 7 ) = (02" + 30ly” — S0l )@~ )

11 * 2 m m m c
{WZ] (33) >7Tk (y)} e (ak Pij ) + 5@] (@plk (9k:pl(l )> - §@jp§k 51@]31% ) 53(33 - y)

Las ecuaciones anteriores constituyen los corchetes de Dirac para la teoria de Morand
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y Solodukhin.

Por otro lado, sabemos que los corchetes de Dirac entre las ligaduras de segunda
clase y cualquier funcién del espacio de fases es cero. Como todas las ligaduras que tenemos
son de segunda clase, las podemos igualar fuertemente a cero, asi el Hamiltoniano para

la teoria es
H = /d3£L' [71 (hwhﬂ — huh”) + TQ (71'”7'(']Z — 7TZ7TZ) + Aij@klakhjl .
Ahora podemos calcular las derivadas temporales de las variables del espacio de fases.

hij = {hz‘j (x), H (y)}"
meo 1

ma kk | M2 4 ii 1 kk 1 ik ik
= ——0;; —7 + —7n 4+ —0,0; — —0,0 — ——0;0,m".
A R R e e s e s m

Recordemos que de los vinculos obtuvimos que 7** = 0, entonces, usando esto nos
queda
. Mo .. My . 1 . 1 .
hij = —7" 4 —n"— —0j8k7r2k — ——0;0pm".
4 4 2m1 2m1

Luego, de los vinculos 9¢ y ¢! se obtiene que

y iy 2 2
/' =1 + —0;ho; — —0;hy;,
Mo o

ajwij = —myhg;.
Sustituyendo lo anterior en la expresion para hl] esta nos da
hi = %wij + 8;hos. (4.3.1)
Ahora hallemos la expresién para hq;

hm = {hOi (x) ,H(?J)}*
1 | 1 | L1 |
= ———=0:0k0/lk — 5 O0ihik, + Okhix + —0;0k0khy — —— 0,0k — ——O0ROkT" +
2m2 3 m2 6m, 2m,

1
—Q—mQ(‘?kﬁl@lhki.

Si sustituimos en la ecuacién anterior 7° = m% (O;hyy — Oxhyi), que se obtiene de la

ligadura x*, obtenemos que
. 1 1 1
hoi = _waialakhkl - gaihkk + Ochir + waiakakhll
1 1
= waiak (Oxhu — Oihu,) — gaihkk + Ophig

1 1
B —&akﬁk - —@hkk + 8khzk
3m1 3
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Recordemos que 07" = myhy, esto se obtiene de la ligadura ¢, sustituyendo en ho;

nos queda
hoi = Ohi. (4.3.2)

De la ecuacién (4.3.1) podemos ver que hy, = dphox, y junto con (4.3.2) obtenemos que
0,h*"" =0, que era otra de las propiedades obtenidas para el campo h,, en la seccién 4.1.

Continuando, obtenemos que

7l = {r" (), H(y)}"
2 2

= —mihy+ —0,0hij — —0,0;hir
mg mg
2
= — (mlhij + —Sjrl&knarakhm)
mgo
= — (mlhij + 28j7«18r14h‘) , (433)

= {r'(z),H (y)}'
2 2
= myhg; + —0k0ihor, — — 0k ho;
mo ma

2
= myho; + o EikrErinOkO1hon,
2

= mlh()i + 251'197,8]9147". (434)

4.4. Comprobacion de las ecuaciones de movimiento

En esta seccion vamos a comprobar si todo lo obtenido anteriormente reproduce las

ecuaciones de movimiento (4.1.1) y (4.1.2) y la informacién derivada de ellas.

De (4.1.1) obtenemos las siguientes ecuaciones

mih' + %*%9,B.5" = 0, (4.4.1)
myh% 4+ %9, B,s " = 0, (4.4.2)
myh™® + %9, B, " = 0, (4.4.3)

myh — mynh 4 €7°°8,B,5 " = 0. (4.4.4)
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Vemos que (4.4.1) se puede reescribir como

myhi; — 0 (&'jk:Bjkp) =0

:>m1hii—8i7ri = 0.

La ecuacién anterior es justamente la ligadura ¢.

Luego, (4.4.2) nos queda

miho; — €ijk00Bjko + 2€ij0;Boko = 0
= myihg; — 7t + 25i]~k6jAk = 0

Podemos ver que la expresion (4.3.4) es igual a la exprecién (4.4.5), por lo que se re-

produce la ecuacién de movimiento (4.4.2).

Continuando, tenemos que (4.4.3) se puede reescribir como

—mihio + €j0;Br; = 0
= — (mlhio —+ 0]%“) =0

= m (hzO — h()z) = O, hemos usado que 8j7Tij = —mlhol‘.

Entonces, de lo anterior nos queda que h;y = hg;, esta informacién ya la habiamos

obtenido de los multiplicadores.

Después, estudiando la ecuacion (4.4.4), la podemos reescribir como sigue

mihij — 0" h — £;0100Bri + 2600k Bori = 0
= myh;; — n9h 4+ 7 4 260k A;; = 0, usando que h = 0, se obtiene que
= — (mlhij + 2€jkl(9kAh-) = 7Y, (446)

Podemos ver que la expresion (4.3.3) es igual a la exprecién (4.4.6), por lo que se re-

produce la ecuaciéon de movimiento (4.4.4).

De (4.1.2) obtenemos las siguientes ecuaciones

my BT — "9 n°, = 0, (4.4.7)

Mg B 4 mayrid BROk — gvlig hi, = 0, (4.4.8)
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maB70 — P9 R0, = 0, (4.4.9)

mq B — mgn“‘:BW’ﬁ + 771277]%137"77 - 5”"ij8phk,, =0. (4.4.10)
La ecuacion (4.4.7) la podemos reescribir como
Bji ;i + = Oxh 0
jig o €idkCklo;

= —¢ei0jhor = Bji
m2

La expresién (4.4.11) ya la habiamos obtenido de las ligadura 1"

Recordando que ya se habfa obtenido que B** = 0, y sustituyendo esto en (4.4.8),

llegamos a lo siguiente

1
BOi,j‘{'Eglkiakhjl = 0
2
1
= —¢ciuOkhjy = DBoij. (4.4.12)
Mo

La expresién (4.4.12) concuerda con la obtenida ya anteriormente para By, j, asi que

la ecuacién de movimiento (4.4.8) se satisface.

La ecuacién (4.4.9) se puede reescribir como
1 1
Bijo — —¢ijkOkhoo + —¢eir0ohor. = 0.
mo mo

Multiplicando la ecuacién anterior por €;;,. obtenemos

2 2
EijrBijo — E&’hoo + m—aoh()r =0
2 2

= Orhoo — %EijrBij,D = Oohor

= 8rh00 - —n = 80h0r.

Sustituyendo en la ecuacién anterior hgy como hyy v 7 como la expresién que se obtiene

a partir de los vinculos obtenemos
80h0r == 8khrk (4413)

Vemos que la ecuacién (4.3.2) se corresponde con (4.4.13).




4.4 Comprobacién de las ecuaciones de movimiento 55

Recordemos que B"? ., = 0, de esto se obtiene que B, = 0, sustituyendo lo ante-

rior en (4.4.10) y reescribiendo, obtenemos
1 1
Bijr — —¢€ijiOhgo + —¢€i100h = 0.
ma mo
Multiplicando la ecuacién anterior por ;5. obtenemos

2 2
Eijr Bijr — m_arhko + anhkr =0
2 2

mo

= Ophyo — 7€z’j7~B¢j,k = Oohwr
= O,hyo + %w’“ = Oohy (4.4.14)

Vemos que la ecuacién (4.3.1) se corresponde con (4.4.14), por lo que (4.4.10) se satis-

face.

Con todo lo anterior logramos comprobar que a través del formalismo candnico se
logran reproducir todas las ecuaciones de movimiento covariantes obtenidas a través de

la formulacién Lagrangiana.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se llevé a cabo la formulacion candnica en un espacio-tiempo plano de
un modelo alternativo para gravedad masiva linealizada en (3+1) dimensiones propuesto

por Morand y Solodukhin.

Se encontré que el campo h,, tiene 5 componentes independientes, al igual que
el campo B,g,, y que se pueden escribir uno en términos del otro. Entonces, se puede
tomar tanto a h,, o a B,s, como campo principal, y reescribir el otro en términos de

éste, obteniendo asi una teoria con 5 grados de libertad.

Al aplicar el método de Dirac a la teoria, encontramos que todas las ligaduras eran
de segunda clase, por lo que no hay generadores para transformaciones de calibre, enton-

ces esta teoria no es invariante de calibre.

Encontramos que la teoria queda descrita en téminos de los corchetes de Dirac y a
través del Hamiltoniano

"= /d?’x [% (hijhji — hiihj;) + % (77— w'w) + AyjeimOrhy

Usando el algebra obtenida en términos de los corchetes de Dirac, y el Hamiltoniano
anterior, se pudo ver que las ecuaciones covariantes de movimiento halladas a través de

la formulacién Lagrangiana se reproducen de la manera esperada.
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