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FORMULACIÓN CANÓNICA DE UN MODELO ALTERNATIVO DE

GRAVEDAD MASIVA LINEALIZADA

Trabajo Especial de Grado presentado por

Gustavo Melgarejo

ante la Facultad de Ciencias de la

Ilustre Universidad Central de Venezuela

como requisito parcial para optar al t́ıtulo

de: Licenciado en F́ısica

Con la tutoŕıa de: Prof. Ṕıo J. Arias
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“You have no responsibility to live up to what other people think you ought to

accomplish. I have no responsibility to be like they expect me to be. It is their mistake,

not my failing.”

Richard Phillips Feynman
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Resumen

Se estudia la formulación canónica aplicada a la acción de Morand y Solodukhin

en un espacio-tiempo plano, esta acción representa un modelo dual para una teoŕıa de

gravedad masiva linealizada, de alĺı el interés para estudiarla.

Se hace un estudio de las ecuaciones de movimiento del sistema para aśı determi-

nar cuántos grados de libertad tiene la teoŕıa y para hallar algunas propiedades sobre los

campos que aparecen en ésta.

Esta es una teoŕıa singular, y por lo tanto el espacio de fases contiene variables

sin relevancia alguna, aplicando el método de Dirac se consigue determinar cuales son

las variables f́ısicas del sistema, además obtenemos un álgebra consistente en términos

de los corchetes de Dirac, y mostramos que esta reproduce las ecuaciones de movimiento

obtenidas a nivel Lagrangiano.

Palabras claves: Método de Dirac, Lagrangiano singular, formulación Hamiltoniana,

cantidades de primera y de segunda clase.
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CONVENCIONES Y NOMENCLATURA

A lo largo de esta tesis se utiliza la convención de suma de Einstein, y se

trabaja en unidades naturales.

Una igualdad en la subvariedad, inducida por las ligaduras, es indi-

cada por el śımbolo ≈. No se debe confundir con una aproximación.

En esta tesis se utiliza la notación usual para cuadrivectores, donde

los ı́ndices griegos corren de 0 a 3 y los ı́ndices latinos corren de 1 a 3.

Las componentes de un vector contravariante nosotros la denotaremos con

supeŕındices

xµ =
(
x0, x1, x2, x3

)
,

y las componentes covariantes con sub́ındices

xµ = (x0, x1, x2, x3) .

Los ı́ndices se suben o se bajan usando la métrica de Minkowski

xµ = ηµνxν , xµ = ηµνx
ν ,

donde la anterior está dada por

ηµν = ηµν := diag(−1,+1,+1,+1).

Las derivadas parciales con respecto a las coordenadas contravariantes son

denotadas como
∂ϕ

∂xµ
= ∂µϕ

y las derivadas con respecto al tiempo las denotamos con un punto

∂0ϕ = ϕ̇.

Además, podemos ver que las componentes de Aµ se relacionan con las de

Aµ de la siguiente manera

A0 = −A0 Ai = Ai





Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la cinemática y realizar el análisis

canónico del modelo de Morand y Solodukhin a primer orden, éste representa un modelo

alternativo para gravedad masiva linealizada en (3+1) dimensiones[1], y constituye una

generalización de los modelos autoduales masivos en dimensión (2+1). La formulación

para la acción antes mencionada se realizará en un espacio-tiempo plano.

El trabajo está estructurado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 se empieza discu-

tiendo lo que es un sistema singular, para ello partimos de las ecuaciones de movimiento

obtenidas luego de hacer variaciones del funcional acción, que habitualmente se denota

como S; de las ecuaciones de movimiento se logra ver cuál es la condición para que un

sistema sea o no singular. Luego, cuando se pasa de la formulación Lagrangiana a la Ha-

miltoniana notamos que aparecen relaciones entre las posiciones y los momentos, estas

relaciones llamadas ligaduras primarias son de gran importancia, puesto que estas son las

generadoras de las transformaciones de calibre, recordemos que una transformación de

calibre es una transformación de las variables inducidas por un cambio arbitrario en el

marco de referencia, las variables f́ısicas son invariantes de calibre[2].

Luego, una vez estudiado lo referente a sistemas singulares, pasamos al estudio pro-

piamente de la aplicación de la formulación canónica o método de Dirac a estos sistemas,

el estudio se hará para sistemas de finitos grados de libertad, luego, nos dedicaremos al

estudio de la aplicación del método de Dirac a sistemas singulares con infinitos grados

de libertad, el estudio será breve, ya que la generalización de finitos a infinitos grados de

libertad es casi directa, salvo algunos detalles importantes.

A manera de ejemplo, en el caṕıtulo 3 estudiaremos el método de Dirac aplicado a la
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teoŕıa de Proca, la aplicación es relativamente sencilla, pero sirve como un buen modelo

ilustrativo. También haremos un breve estudio de un modelo autodual de spin 2 en (2+1)

dimensiones[3, 4], que puede verse como un modelo para gravedad masiva linealizada en

(2+1) dimensiones [1], el estudio de esta teoŕıa también se hará en un espacio-tiempo

plano, hallaremos los grados de libertad f́ısicos de la teoŕıa haciendo uso del método de la

acción reducida, y obtendremos el álgebra en términos de los corchetes de Poisson.

En el caṕıtulo 4 comenzaremos el estudio de la acción de Morand y Solodukhin par-

tiendo por hallar las ecuaciones de movimiento del sistema, a partir de estas hallaremos

cuántos grados de libertad tiene la teoŕıa. Después aplicaremos el método de Dirac, halla-

remos todas las ligaduras del sistema, con estas podemos determinar los grados de libertad

del sistema para aśı comparar con lo obtenido a través de las ecuaciones de movimien-

to; veremos que las ligadura son de segunda clase y hallaremos la respectiva matriz de

Dirac para aśı poder calcular los corchetes de Dirac, una vez calculados estos veremos

que se obtienen nuevamente las ecuaciones de movimiento obtenidas al hacer variaciones

de la acción y toda la información derivada de estas. Finalmente presentaremos algunas

conclusiones.



Caṕıtulo 2

Método de Dirac para sistemas con

ligaduras

2.1. Sistemas con Lagrangianos singulares

Esta sección sirve como introducción a modelos singulares en el formalismo Lagran-

giano [5, 6]. Introduciremos algunas nociones básicas tales como las ligaduras que surgen

debido a la singularidad del Lagrangiano y la definición de los momentos canónicos.

Comenzaremos nuestra discusión de sistemas con ligaduras con el principio de mı́nima

acción. Según este último, un sistema f́ısico puede ser descrito por una función L que

depende de las posiciones y velocidades

L = L(q(t), q̇(t)) (2.1.1)

Suponemos por simplicidad que la función Lagrangiana no exhibe dependencia expĺıci-

ta en el tiempo. Las abreviaturas q(t) y q̇(t) representan el conjunto de todas la posiciones

q(t) = {qi(t)} y velocidades q̇(t) = {q̇i(t)}, respectivamente, con i = 1, ..., N . El movi-

miento del sistema procede de tal manera que la acción

S =

∫ t2

t1

dt L(q(t), q̇(t)), (2.1.2)

sea estacionaria bajo variaciones infinitesimales δqi(t), suponiendo que los puntos extremos

están fijos durante la variación, es decir, δqi(t1) = δqi(t2) = 0, obtenemos aśı las ecuaciones

de movimiento
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0. (2.1.3)

Calculando expĺıcitamente la derivada total con respecto al tiempo nos da

q̈j
∂2L

∂q̇j∂q̇i
=
∂L

∂qi
− q̇j

∂2L

∂qj∂q̇i
. (2.1.4)
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En esta expresión reconocemos que las aceleraciones q̈i pueden ser únicamente expre-

sadas en términos de las posiciones qi y las velocidades q̇i si y sólo si la matriz Hessiana

Hij =
∂2L

∂q̇j∂q̇i
, (2.1.5)

es invertible. En otras palabras su determinante no debe ser nulo

detHij 6= 0. (2.1.6)

Ya que estamos interesados en la formulación Hamiltoniana, tenemos que realizar una

transformación de Legendre de las velocidades a los momentos. Estos últimos se definen

como

pi =
∂L

∂q̇i
. (2.1.7)

En caso de que el determinante de la matriz Hessiana sea nulo, el Lagrangiano (2.1.1)

es singular y algunas de las aceleraciones no están determinadas por las velocidades y

posiciones. Esto significa que tenemos variables que no son independientes unas de las

otras. El Hessiano igual a cero equivale a la no invertibilidad de (2.1.7). Como una conse-

cuencia, en un sistema singular no es posible mostrar las velocidades como funciones de

los momentos y las posiciones. Se obtienen entonces R relaciones entre las posiciones y

los momentos

φr(p, q) = 0, r = 1, ..., R, (2.1.8)

estas condiciones son llamadas ligaduras primarias. El punto interesante es que estas

funciones son restricciones reales en el espacio de fases. Todas las ligaduras juntas definen

una subvariedad ΓP en el espacio de fases de dimensión (2N −R), la cual contiene todas

las variables f́ısicas relevantes.

Existe una ambigüedad en la forma funcional de (2.1.8). Con φr = 0 también podemos

tener que (φr)
2 = 0. Esto significa que la subvariedad puede estar sobredeterminada,

existen muchas formas equivalentes de representar ΓP . Para tener un conjunto minimal

de ligaduras tenemos que imponer las llamadas condiciones de regularidad, las cuales

exigen que la matriz Jacobiana

J =
∂(φ1, ..., φR)

∂({qi}, {pi})
, (2.1.9)

tiene que ser de rango R en la superficie de ligaduras[6]. En lo que sigue asumimos que

estos requerimientos se cumplen y que las φr son independientes entre śı.
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2.2. Ecuaciones de movimiento con ligaduras prima-

rias

Conociendo el concepto de Lagrangiano singular, trabajaremos las consecuencias para

la transición a la formulación Hamiltoniana en este caso[2, 5, 6, 7].

La transición a la formulación Hamiltoniana de la mecánica está dada por la trans-

formación de Legendre

H(p(t), q(t)) =
[
pi(t)q̇i(t)− L(q(t), q̇(t))

] ∣∣∣
pi= ∂L

∂q̇i

. (2.2.1)

Aunque no podamos despejar algunas de las velocidades en términos de las posiciones

y los momentos, el Hamiltoniano sigue siendo independiente de las velocidades. Esto se

puede ver como sigue:

dH =
[
d(piq̇i)− dL

] ∣∣∣
pi= ∂L

∂q̇i

=

[
q̇idp

i + pidq̇i −
∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂q̇i
dq̇i

] ∣∣∣
pi= ∂L

∂q̇i

=

[
q̇idp

i − ∂L

∂qi
dqi

] ∣∣∣
pi= ∂L

∂q̇i

, (2.2.2)

Reconocemos que los diferenciales de velocidad desaparecen completamente, solamente

quedan los diferenciales de las posiciones y los momentos. Como consecuencia, el Hamil-

toniano no depende de las velocidades. Usando (2.2.1), podemos escribir la acción como

S =

∫
dt
[
pi(t)q̇i(t)−H(p(t), q(t))

]
. (2.2.3)

Puede verse que las ecuaciones de movimiento son equivalentes si tomamos como acción

a (2.2.3). Recordemos que en el formalismo Lagrangiano se tienen en cuenta las ligaduras

acoplándolas al Lagrangiano v́ıa multiplicadores λr(t)

L(q(t), q̇(t)) + λr(t)φr(q(t), q̇(t)). (2.2.4)

Aqúı los multiplicadores actúan como nuevas variables dinámicas. Esto también se pue-

de hacer dentro del formalismo Hamiltoniano. Si realizamos la transformación de Legendre

y acoplamos las ligaduras primarias (2.1.8), llegamos a la acción

S =

∫
dt
[
pi(t)q̇i(t)−H(p(t), q(t))− λr(t)φr(p(t), q(t))

]
. (2.2.5)
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Las ecuaciones de movimiento corresponden a puntos estacionarios de la acción. Aśı

δS = δ

∫
dt
[
piq̇i −H(p, q)− λrφr(p, q)

]
=

∫
dt
[
δpiq̇i + piδq̇i − δH − δλrφr − λrδφr

]
=

∫
dt

[
δpiq̇i − ṗiδqi −

∂H

∂qi
δqi −

∂H

∂pi
δpi − δλrφr − λr

(
∂φr
∂qi

δqi +
∂φr
∂pi

δpi
)]

=

∫
dt

[(
q̇i −

∂H

∂pi
− λr ∂φr

∂pi

)
δpi +

(
−ṗi − ∂H

∂qi
− λr ∂φr

∂qi

)
δqi − φrδλr

]
= 0.

Debido a que las variaciones de las posiciones δqi, momentos δpi y multiplicadores δλr

son consideradas como independientes unas de las otras, los tres integrandos tienen que

ser cero separadamente

ṗi = −∂H
∂qi
− λr ∂φr

∂qi
, (2.2.6)

q̇i =
∂H

∂pi
+ λr

∂φr
∂pi

, (2.2.7)

φr = 0. (2.2.8)

Los primeros dos conjuntos de esas ecuaciones son las ecuaciones Hamiltonianas de

movimiento y el tercer conjunto son sólo las ligaduras primarias.

Definiendo los corchetes de Poisson entre dos funciones del espacio de fases F (p, q) y

G(p, q) como

{F,G} =
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂G

∂qi

∂F

∂pi
, (2.2.9)

podemos escribir las ecuaciones Hamiltonianas de movimiento (2.2.6), (2.2.7) como

ṗi =
[
{pi, H}+ λr{pi, φr}

] ∣∣∣
ΓP
, (2.2.10)

q̇i = [{qi, H}+ λr{qi, φr}]
∣∣∣
ΓP
. (2.2.11)

Para una función general del espacio de fases las ecuaciones de movimiento quedan

Ḟ =

[
∂F

∂pi
dpi

dt
+
∂F

∂qi

dqi
dt

] ∣∣∣
ΓP

=

[
∂F

∂pi

(
−∂H
∂qi
− λr ∂φr

∂qi

)
+
∂F

∂qi

(
∂H

∂pi
+ λr

∂φr
∂pi

)] ∣∣∣
ΓP

= [{F,H}+ λr{F, φr}]
∣∣∣
ΓP
. (2.2.12)

Luego, podemos reemplazar el Hamiltoniano canónico (2.2.1) por el Hamiltoniano efectivo

H̃ = H + λrφr, (2.2.13)
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al cual llamaremos Hamiltoniano total, nuestra teoŕıa no puede distinguir entre H y H̃.

H̃ no es más que el Hamiltoniano canónico con las ligaduras acopladas mediante mul-

tiplicadores de Lagrange. Usando este Hamiltoniano las ecuaciones de movimiento toman

su forma ordinaria similar al caso en ausencia de ligaduras:

Ḟ =
[
{F, H̃} − {F, λr}φr

] ∣∣∣
ΓP

≈ {F, H̃}. (2.2.14)

Aqúı hemos utilizado el hecho de que las ligaduras se anulan en la subvariedad f́ısica,

esto es indicado por el śımbolo ≈ que significa igualdad débil, que es una igualdad en la

variedad inducida por las ligaduras. Consecuentemente, debeŕıamos escribir las ligaduras

(2.1.8) como φr ≈ 0.

2.3. Condiciones de consistencia y ligaduras secun-

darias

Para obtener resultados razonables se tiene que exigir que el sistema no abandone la

subvariedad f́ısica en ningún momento, por lo que se requiere que las ligaduras primarias

se preserven en el tiempo, es decir, φ̇r ≈ 0 [2, 7]. Esto da lugar a las condiciones de

consistencia

φ̇r = {φr, H}+ λr
′{φr, φr′} ≈ 0. (2.3.1)

La ecuación (2.3.1) puede implicar nuevas relaciones entre los momentos y las posiciones

independientes de las ligaduras primarias, estas son llamadas ligaduras secundarias. Las

ligaduras secundarias se diferencian de las primarias en que estas últimas son simplemente

consecuencias de la ecuación (2.1.7) que define las variables de momentum, mientras que

para las ligaduras secundarias se tiene que hacer uso de las ecuaciones de movimiento.

Otras posibilidades son que la ecuación (2.3.1) no de información nueva, o que se logren

despejar algunos de los λr
′

en términos de los momentos y de las posiciones. Si resultan S

ligaduras secundarias χs ≈ 0 con s = R+1, ..., R+S, debemos imponer nuevas condiciones

de consistencia

χ̇s = {χs, H}+ λr{χs, φr} ≈ 0. (2.3.2)

A continuación, debemos comprobar nuevamente si (2.3.2) implica nuevas ligaduras

o si sólo se pueden despejar los multiplicadores, y aśı sucesivamente. Después de que el

proceso haya terminado, nos quedamos con un número de ligaduras secundarias, las cuales

estarán denotadas por

φk(p, q) ≈ 0, k = R + 1, ..., R + S, ..., R +K. (2.3.3)
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Donde K es el número total de ligaduras secundarias, entonces podemos añadir estas

a las R ligaduras primarias y resumimos el conjunto completo como

φa ≈ 0, a = 1, ..., R +K = T. (2.3.4)

Todas estas ligaduras juntas forman nuestra subvariedad f́ısica en el espacio de fases,

simplemente la llamaremos Γ.

2.4. Clasificación de cantidades de primera y segunda

clase

Siguiendo a Dirac[8], es posible distinguir dos tipos de funciones del espacio de fases.

Ahora definimos una función F (p, q) como una cantidad de primera clase si

{F, φa} ≈ 0, a = 1, ..., T. (2.4.1)

Una función del espacio de fases que no es de primera clase es llamada de segunda clase.

Aśı, F (p, q) se define como de segunda clase si {F, φa} 6≈ 0 para por lo menos un a [7].

Todas nuestras ligaduras pueden ahora ser divididas en dos conjuntos, uno que consiste

de todas las ligaduras de primera clase linealmente independientes,

γn ≈ 0, n = 1, ..., I, (2.4.2)

y el otro de las restantes M = T − I ligaduras de segunda clase

ξα ≈ 0, α = 1, ...,M. (2.4.3)

Tengamos en cuenta que ambos γn y ξα pueden incluir tanto ligaduras secundarias

como primarias.

Dirac[8] probó que las ligaduras de segunda clase darán lugar a una matriz no singular

M ×M de los corchetes de Poisson, la cual escribiremos como

Cαβ = {ξα, ξβ}. (2.4.4)

Al calcular Cαβ, está claro que no se deben usar las ecuaciones de ligaduras hasta

después de haber calculado los corchetes de Poisson. Dirac enunció y probó un teorema

que establece que el determinante de la matŕız Cαβ no es cero ni siquiera débilmente. De

esta manera el número de ligaduras de segunda clase (y por lo tanto la dimensión de la

matŕız) debe ser par. Ya que Cαβ es no singular, existe Cαβ tal que

CαβCβν = δα
ν . (2.4.5)
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2.5. El corchete de Dirac

Con lo visto en subsección anterior, ahora procedemos a construir de cualquier variable

dinámica A una nueva variable A′ cuyos corchetes de Poisson con todas las ligaduras de

segunda clase se hacen cero[7](en esta subsección haremos todos los calculos sobre las

ligaduras de segunda clase). Definimos

A′ = A− {A, ξα} Cαβ ξβ , (2.5.1)

y en efecto se observa que

{A′, ξν} ≈ {A, ξν} − {A, ξα} Cαβ Cβν
= {A, ξν} − {A, ξν} = 0.

Hay que tener en cuenta que {A′, γn} no es necesariamente débilmente igual a cero.

Ahora simplemente postulamos que los corchetes de Poisson de dos cantidades A y B

deben ser reemplazados por los corchetes de Poisson de sus variables primadas,

{A,B} → {A′, B′}. (2.5.2)

Hay que tener en cuenta que aunque A′ ≈ A, B′ ≈ B, el corchete de Poisson {A′, B′}
no es débilmente igual a {A,B}. Si definimos el corchete de Dirac como

{A,B}∗ = {A,B} − {A, ξα} Cαβ {ξβ, B}, (2.5.3)

entonces vemos que

{A,B}∗ ≈ {A′, B′} ≈ {A′, B} ≈ {A,B′}. (2.5.4)

Si todos los corchetes de Poisson son ahora reemplazados por los corchetes de Dirac,

la ecuación (2.5.4) nos dice que hemos elegido efectivamente tratar sólo con ligaduras de

primera clase. Podemos establecer todas las ligaduras de segunda clase fuertemente a cero

porque el corchete de Dirac de cualquier cantidad con una ligadura de segunda clase es

cero:

{A, ξν}∗ = {A, ξν} − {A, ξα} Cαβ Cβν = 0. (2.5.5)

De la ecuación (2.5.4) y la definición (2.5.1) de la variable primada, podemos ver que

{A, {B,C}∗}∗ ≈ {A′, {B′, C ′}}, entonces la identidad de Jacobi

{A, {B,C}∗}∗ + {C, {A,B}∗}∗ + {B, {C,A}∗}∗ ≈ 0 , (2.5.6)

es satisfecha débilmente por el corchete de Dirac. Además usando la definición (2.5.3) se

puede mostrar que (2.5.6) es realmente una ecuación fuerte.

El corchete de Dirac presenta varias identidades algebraicas:
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(i) {A,B}∗ = −{B,A}∗,

(ii) {c1A+ c2B,C}∗ = c1{A,C}∗ + c2{B,C}∗,

(iii) {c, A}∗ = 0, c =const.

(iv) {AB,C}∗ = A{B,C}∗ + {A,C}∗B.

Estas son esencialmente las mismas que las del corchete de Poisson. La única pero

crucial diferencia es que el corchete de Dirac no obedece a las relaciones de conmutación

fundamentales, esta circunstancia no es un defecto sino una necesidad para la consistencia

de la teoŕıa cuántica para sistemas con ligaduras[6].

2.6. Generadores de las transformaciones de calibre

Vamos a estudiar las propiedades de la ecuación de movimiento que sólo contiene

ligaduras de primera clase. Sin ligaduras de segunda clase las ecuaciones de movimiento

se reducen a

Ḟ ≈ {F,H}+ λn{F, γn}. (2.6.1)

Los multiplicadores λn en la ecuación de movimiento anterior son completamente in-

determinados. Por lo tanto, podemos contar con funciones arbitrarias dependientes del

tiempo en la solución general. Por supuesto, esta arbitrariedad no puede tener algún

significado f́ısico y tiene que haber una transformación que media entre las diferentes evo-

luciones temporales de la función del espacio de fases F .

Consideremos dos funciones del espacio de fases Fλ y Fλ′ con dos diferentes multipli-

cadores de Lagrange λ y λ′ evolucionando desde el mismo valor inicial F0. Expandiendo

esas funciones para tiempos pequeños

F (t) ' F (0) +
dF

dt

∣∣∣
t=0
t+

1

2

d2F

dt2

∣∣∣
t=0
t2 + ... , (2.6.2)

e insertando las ecuaciones de movimiento (2.6.1), se obtiene hasta el primer orden en el

tiempo

F (t) ' F0 + ({F0, H}+ ηn{F0, γn}) t... . (2.6.3)

La diferencia entre las dos funciones es

Fλ − Fλ′ ' (λn − λ′n) t{F0, γn}. (2.6.4)

Para una evolución infinitesimal de tiempo δt la diferencia esta dada por

δF = εn{F, γn}, (2.6.5)
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que representa la transformación de calibre requerida. Por supuesto que podemos esperar

que no solamente la suma de todas las ligaduras de primera clase generen una transfoma-

ción de calibre, sino que cada ligadura de primera clase haga esto por śı misma. Por lo

tanto, podemos escribir

δεF = ε{F, γn}. (2.6.6)

En un caso especial, donde las funciones del espacio de fases sean justo las variables

canónicas, tenemos

p′i = pi − ε∂γn
∂qi

, (2.6.7)

q′i = qi + ε
∂γn
∂pi

. (2.6.8)

Aqúı reconocemos inmediatamente que las transformaciones infinitesimales de calibre

se asocian con transformaciones canónicas infinitesimales con las ligaduras de primera

clase siendo las generadoras de estas[6].

2.7. Generalización del método de Dirac a teoŕıa de

campos

Hasta ahora solamente hemos estudiado como aplicar el método de Dirac a sistemas

singulares con finitos grados de libertad, en este caṕıtulo vamos a extender el método a

teoŕıas de campos[6, 9]. En teoŕıa de campos estamos tratando con un número infinito de

grados de libertad, por lo tanto la teoŕıa desarrollada anteriormente no es aplicable sin

ninguna modificación. La generalización ingenua es sencilla, las fórmulas que obtenemos

son muy similares al caso de la mecánica de part́ıculas y las reglas para pasar a un número

infinito de grados de libertad son bastante evidentes. Sin embargo, debido a este proceso

limitante surgen algunas peculiaridades sutiles.

Ahora el Lagrangiano es un funcional de los campos y sus derivadas con respecto al

tiempo, es decir, un mapa que va desde un espacio de funciones a los números reales. Lo

podemos denotar como

L(t) = L [ϕµ(x, t); ϕ̇µ(x, t)] , µ = 1, ..., N. (2.7.1)

En lo que sigue consideraremos a teoŕıas de campo locales en las cuales es posible

escribir el Lagrangiano como una integral de volumen sobre la función de densidad L[9]

L =

∫
d3x L (ϕµ(x, t);∇ϕµ(x, t); ϕ̇µ(x, t)) . (2.7.2)
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La densidad Lagrangiana es una función dependiente de los campos y de sus derivadas

tanto espaciales como temporales. Tenemos que enfatizar que en esta sección el indice µ

solamente cuenta el número de campos, y no tiene el significado de un ı́ndice cuadrivecto-

rial. Por lo tanto, no hace ninguna declaración acerca de las propiedades de transformación

de los campos.

El funcional acción es entonces la integral sobre la densidad lagrangiana

S =

∫
d4x L (ϕµ(x, t);∇ϕµ(x, t); ϕ̇µ(x, t)) . (2.7.3)

Los momentos canónicos son ahora

πµ =
δL

δϕ̇µ
=

∂L
∂ϕ̇µ

. (2.7.4)

Como en el caso Lagrangiano, el Hamiltoniano es un funcional que depende de los

campos y de sus momentos conjugados

H(t) = H [ϕµ(x, t);πµ(x, t)] , µ = 1, ..., N. (2.7.5)

Este puede ser obtenido del Lagrangiano mediante la transformación de Legendre

H =

∫
d3x (πµϕ̇µ − L)

∣∣∣
πµ= ∂L

∂ϕ̇µ

=

∫
d3x H (πµ;ϕµ;∇πµ;∇ϕµ) , (2.7.6)

donde podemos interpretar la densidad Hamiltoniana como H = (πµϕ̇µ − L)
∣∣∣
πµ= ∂L

∂ϕ̇µ

.

El corchete de Poisson de dos funcionales F [ϕµ, π
µ] y G [ϕµ, π

µ] está definido como

{F (x) , G (y)} =

∫
d3z

(
δF (x)

δϕµ (z)

δG (y)

δπµ (z)
− δG (y)

δϕµ (z)

δF (x)

δπµ (z)

)
. (2.7.7)

Está sobreentendido que tanto el corchete de Poisson como el de Dirac son calculados a

tiempos iguales, por lo que podemos obviar la dependencia temporal en los funcionales y

campos por brevedad. Sin embargo, tenemos que mantener en mente que la dependencia

con respecto al tiempo continúa presente. La notación F (x) significa que los campos, que

son en algún modo las variables para los funcionales, dependen de x.

Definimos los corchetes canónicos de Poisson como[7]

{ϕµ (x) , πν (y)} = δµ
νδ3 (x− y) . (2.7.8)

Usando (2.7.8), vemos que H genera la evolución temporal de las variables canónicas

mediante las derivadas funcionales

ϕ̇µ (x) = {ϕµ (x) , H (y)} =
δH

δπ̇µ
, (2.7.9)
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π̇µ (x) = {πµ (x) , H (y)} = − δH
δϕ̇µ

. (2.7.10)

Aśı que las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas como

Ḟ [ϕµ, π
µ] =

∫
d3x

(
δF

δϕµ
ϕ̇µ +

δF

δπµ
π̇µ
)

=

∫
d3x

(
δF

δϕµ

δH

δπµ
− δH

δϕµ

δF

δπµ

)
= {F,H}.

A partir de ahora tomemos en cuenta las ligaduras. De nuevo tenemos que enfrentar

el hecho de que las ligaduras ya no son relaciones algebraicas. En la transición a la teoŕıa

de campos las ligaduras se convierten en funcionales de los campos, de sus momentos

canónicos conjugados y, adicionalmente, de los campos multiplicadores

Φ(t) = Φ [φµ, π
µ, λr] =

∫
d3x λr (x, t)φr (x, t) . (2.7.11)

Las ligaduras con las cuales estamos tratando son ahora funciones de densidad. Esas

densidades de ligaduras están acopladas al Hamiltoniano canónico v́ıa los campos multi-

plicadores

HP = H + Φ [φµ, π
µ, λr] = H +

∫
d3x λr (x, t)φr (x, t) . (2.7.12)

Las ecuaciones (2.7.9) y (2.7.10) con las densidades de ligaduras acopladas pueden ser

obtenidas de la acción primaria

S =

∫
d4x (πµϕ̇µ −H− λrφr) . (2.7.13)

Los resultados de las variaciones son

ϕ̇µ =
δH

δπµ
+
δΦ [φµ, π

µ, λr]

δπµ
= {ϕµ, H}+ {ϕµ,Φ [φµ, π

µ, λr]}

= {ϕµ, H}+

∫
d3y λr (y, t) {ϕµ (x) , φr (y)},

π̇µ = − δH
δϕµ
− δΦ [φµ, π

µ, λr]

δϕµ
= {πµ, H}+ {πµ,Φ [φµ, π

µ, λr]}

= {πµ, H}+

∫
d3y λr (y, t) {πµ (x) , φr (y)},

para un funcional general F [ϕµ, π
µ] del espacio de fases

Ḟ = {F (x) , H (y)}+

∫
d3y λr (y, t) {F (x) , φr (y)}. (2.7.14)

El método de Dirac para identificar ligaduras secundarias, aśı como la clasificación a

primera y segunda clase no cambiará durante la transición a la teoŕıa de campos, de modo
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que las fórmulas resultantes son bastante similares. Por lo tanto, no anotaremos todos los

resultados de forma expĺıcita.

La discusión anterior sirve de gúıa para las reglas de transición a la teoŕıa de campos:

(i) Las variables del espacio de fases y los multiplicadores de Lagrange pasan a ser

campos dependientes de las coordenadas.

(ii) Una función de las variables del espacio de fases pasa a ser un funcional de los

campos y de sus momentos conjugados: F (qi, p
i)→ F [ϕµ, π

µ].

(iii) Siempre que hay una suma sobre las variables canónicas o los multiplicadores, tiene

que haber una integral de volumen tridimensional sobre la suma de los campos.

Con estas reglas de transición podemos ver inmediatamente cómo quedan las expre-

siones en la teoŕıa de campos para las transformaciones generadas por las ligaduras de

primera clase

δεF = {F,Φ [φµ, π
µ, ε]} =

∫
d3y ε (y) {F (x) , φ (y)} , (2.7.15)

y la de los corchetes de Dirac entre dos funcionales

{F (x) , G (y)}∗ = {F (x) , G (y)}−
∫ ∫

d3x′d3y′{F (x) , ξs (x′)}Css′ (x′,y′) {ξs′ (y′) , G (y)}.

Vemos que el segundo término no es más que una multiplicación matricial para variables

discretas y continuas. La matriz Css′ (x,y) es la inversa de

Css′ (x,y) = {ξs (x) , ξs′ (y)}, (2.7.16)

donde la inversa esta definida por la relación integral∫
d3z Csk (x, z) Cks′ (z,y) = δss′δ

3 (x− y) . (2.7.17)

Con lo anterior hemos terminado la generalización del método de Dirac a teoŕıas con

infinitos grados de libertad.



Caṕıtulo 3

Ejemplos de aplicación del método

de Dirac

En este caṕıtulo aplicaremos el método de Dirac a la teoŕıa de Proca, y además,

estudiaremos la teoŕıa autodual de esṕın 2 en (2+1) dimensiones[3, 4], donde hallaremos

los corchetes de Dirac usando el método de la acción reducida.

3.1. Teoŕıa de Proca

Acción de Proca:

S = −
∫
d4x

[
1

4
FµνF

µν +
1

2
m2AµA

µ

]
(3.1.1)

Donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Separación en espacio-tiempo:

L = −1

4
(F0νF

0ν + FiνF
iν)− 1

2
m2(A0A

0 + AiA
i)

= −1

4
(F00F

00 + F0iF
0i + Fi0F

i0 + FijF
ij)− 1

2
m2(A0A

0 + AiA
i)

=
1

4
(2F0iF0i − FijFij + 2m2A0A0 − 2m2AiAi)

Hallemos los momentos generalizados:

πi(x) =
δL

δ(∂0Ai(x))
=

∂L
∂(∂0Ai(x))

= F0i(x) = −Ei(x)

⇒ πi = ∂0Ai − ∂iA0 ⇒ ∂0Ai = πi + ∂iA0

π0(x) =
δL

δ(∂0A0(x))
=

∂L
∂(∂0A0(x))

= 0
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De lo anterior vemos que π0 = 0 es una ligadura primaria, ahora la vamos a escribir como

φ1 = π0 ≈ 0.

Escribamos el Hamiltoniano:

H =

∫
d3x H , con H = (π0∂0A0 + πi∂0Ai − L) = πi∂0Ai − L

H = πi(πi + ∂iA0)− 1

2
πiπi +

1

4
FijFij −

1

2
m2A0A0 +

1

2
m2AiAi

=
1

2
πiπi + πi∂iA0 +

1

4
FijFij −

1

2
m2A0A0 +

1

2
m2AiAi

=
1

4
(2πiπi + 4πi∂iA0 + FijFij − 2m2A0A0 + 2m2AiAi).

Entonces:

H =
1

4

∫
d3x(2πiπi + 4πi∂iA0 + FijFij − 2m2A0A0 + 2m2AiAi). (3.1.2)

Luego, el Hamiltoniano con las ligaduras acopladas es

H̃ =
1

4

∫
d3x

(
2πiπi + 4πi∂iA0 + FijFij − 2m2A0A0 + 2m2AiAi + λ π0

)
. (3.1.3)

Definimos que:

{πµ(x), πν(y)} = 0 , {Aµ(x), Aν(y)} = 0 , {Aν(x), πµ(y)} = δµν δ
3(x− y).

Ahora pasemos a preservar la ligadura φ1 en el tiempo:

φ̇1 = π̇0 = {π0(x), H̃(y)}

= −
∫
d3y πi(y)∂

(y)
i δ3(x− y) +

∫
d3y m2A0(y)δ3(x− y)

= ∂iπ
i(x) +m2A0(x) = 0. (3.1.4)

De lo anterior obtenemos una ligadura secundaria

φ2 = ∂iπ
i +m2A0 ≈ 0 . (3.1.5)

Preservemos la ligadura secundaria en el tiempo:

φ̇2 = {∂iπi(x)−m2A0(x), H̃(y)}

= −1

2

∫
d3y Fjk(y)∂

(x)
i (δij∂

(y)
j − δik∂

(y)
k )δ3(x− y)−

∫
d3y m2Aj(y)δij∂

(x)
i δ3(x− y) +

+

∫
d3y λ(y)δ3(x− y)

= −1

2

∫
d3y

(
δikFjk(y)∂

(x)
i ∂

(y)
j δ3(x− y)− δijFjk(x)∂

(x)
i ∂

(y)
k δ3(x− y)

)
+m2∂

(x)
i Ai(x) + λ(x)

= −1

2

∫
d3y

(
−Fji(y)∂

(x)
i ∂

(x)
j δ3(x− y) + Fik(y)∂

(x)
i ∂

(x)
k δ3(x− y)

)
+m2∂

(x)
i Ai(x) + λ(x)

= m2∂iAi(x) + λ(x) = 0 (3.1.6)
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De lo anterior logramos despejar el multiplicador, obteniendo λ = −m2∂iAi, finalizando

aśı el proceso de la preservación de las ligaduras. Ahora, veamos de que tipo son las

ligaduras:

{φ1(x), φ2(y)} = {π0(x), ∂
(y)
i πi(y) +m2A0(y)} = −m2δ3(x− x),

las ligaduras son de segunda clase.

Luego, la matriz de Dirac nos da :

Css′(x,y) =

(
0 −m2δ3(x− y)

m2δ3(x− y) 0

)
. (3.1.7)

La inversa de la matŕız de Dirac nos queda :

Css′(x,y) =

 0 δ3(x−y)
m2

−δ3(x−y)
m2 0

 . (3.1.8)

Calculemos los corchetes de Dirac, estos son de la siguiente forma :

{A(x), B(y)}∗ = {A(x), B(y)} −
∫
d3x′d3y′{A(x), χs(x

′)}Css′{χs′(y′), B(y)}.

Entonces:

{Aµ(x), πν(y)}∗ = δνµδ
3(x− y)−

∫
d3x′d3y′{Aµ(x), φ1(x′)}C12{φ2(y′), πν(y)}+

−
∫
d3x′d3y′{Aµ(x), φ2(x′)}C21{φ1(y′), πν(y)}

= δνµδ
3(x− y) +

−
∫
d3x′d3y′δ0

µδ
3(x− x′)

(
δ3(x′ − y′)

m2

)
(m2δν0δ

3(y − y′))

= δνµδ
3(x− y)− δ0

µδ
ν
0δ

3(x− y)

= (δνµ − δ0
µδ

ν
0)δ3(x− y). (3.1.9)

{Aµ(x), Aν(y)}∗ =
1

m2

(
δ0
µδ

i
ν + δ0

νδ
i
µ

)
∂i
(
δ3(x− y)

)
, {πµ(x), πν(y)}∗ = 0.

Como todas las ligaduras son de segunda clase, podemos igualar estas fuertemente a

cero, por lo que la teoŕıa quedaŕıa descrita por el álgrebra de corchetes de Dirac obtenida

anteriormente y por el siguiente Hamiltoniano

H =
1

4

∫
d3x(2πiπi + 4πi∂iA0 + FijFij + 2m2A0A0 + 2m2AiAi). (3.1.10)
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3.2. Acción autodual de spin 2 en (2+1) dimensiones

En esta sección estudiaremos la acción autodual de esṕın 2 en (2+1) dimensiones[3, 4]

haciendo uso del método de la acción reducida, buscamos llegar al álgebra de Poisson,

que en este caso seŕıa equivalente al álgebra en términos de los corchetes de Dirac que

hubiésemos obtenido aplicando la formulación canónica. El estudio de esta teoŕıa será im-

portante puesto que esta guarda varias similitudes con la teoŕıa alternativa para gravedad

masiva linealizada en (3+1) dimensiones que estudiaremos más adelante.

Acción autodual:

S =
m

2

∫
d3x(εµνλh α

µ ∂νhλα −m(hµνh
νµ − h µ

µ h
ν
ν )) (3.2.1)

Haciendo variaciones de la acción obtenemos las ecuaciones de movimiento

εµνλ∂νhλ
ρ +m (ηµρh− hρµ) = 0 (3.2.2)

Separemos en espacio-tiempo los términos de la acción:

Para el primer término de la acción tenemos:

εµνλh α
µ ∂νhλα = −2εijh00∂ihj0 + 2εijh0k∂ihjk − εijhj0∂0hi0 + εijhjk∂0hik (3.2.3)

Hemos definido ε0ij = εij = εij.

Para el segundo término tenemos:

hµνh
νµ − h µ

µ h
ν
ν = 2h00hii − 2h0ihi0 + hijhji − hiihjj (3.2.4)

La acción nos queda :

S =
m

2

∫
d3x (−2h00(εij∂ihj0 +mhii) + 2h0k(εij∂ihjk +mhk0)+

−εijhj0∂0hi0 + εijhjk∂0hik + +m (hiihjj − hijhji)) (3.2.5)

Redefinamos los siguientes términos:

h00 = n h0i = Ni

hi0 = Mi hij = Hij + εijV
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Sustituyendo en los términos de S obtenemos:

−2h00(εij∂ihj0 +mhii) = −2n(εij∂iMj +mHii)

2h0k(εij∂ihjk +mhk0) = 2Nk(εij∂iHjk − ∂kV +mMk)

εijhj0∂0hi0 = εijMj∂0Mi

εijhjk∂0hik =
1

2
εikHkj∂0Hij +

1

2
εjkHki∂0Hij − 2δijV ∂0Hij

m(hiihjj − hijhji) = m(HiiHjj −HijHij + 2V V )

Entonces la acción queda reescrita de la siguente manera :

S =
m

2

∫
d3x(−2n(εij∂iMj +mHii) + 2Nk(εij∂iHjk − ∂kV +mMk) +

+m(HiiHjj −HijHij) + +2∂0Hij(
1

4
(εikHkj + εjkHki)− δijV ) +

−εijMj∂0Mi + 2mV V ) (3.2.6)

Hagamos las siguientes sustituciones :

Ni = εij∂jN
T + ∂iN

L

Mi = εij∂jM
T + ∂iM

L

Hij = εik∂kεjl∂lH
T + ∂i∂jH

L + (εik∂k∂j + εjk∂k∂i)H
TL

Vemos que Hij se puede reescribir de la siguiente forma:

Hij = (δijδkl − δilδkj)∂k∂lHT + ∂i∂jH
L + (εik∂k∂j + εjk∂k∂i)H

TL

= δij∆H
T − ∂i∂jHT + ∂i∂jH

L + (εik∂k∂j + εjk∂k∂i)H
TL

= δij∆H
T + ∂i∂j(H

L −HT ) + (εik∂k∂j + εjk∂k∂i)H
TL (3.2.7)

Veamos como quedan los términos de la acción cuando sustituimos Ni, Mi y Hij en

ella:

2n(εij∂iMj +mHii) = 2n(εij∂i(εjk∂kM
T + ∂jM

L) +m∆HT +m∆HL)

= 2n(−∆MT +m∆HT +m∆HL) (3.2.8)

Donde ∆ = ∂k∂k.

εij∂iHjk − ∂kV +mMk = εij∂i(δjk∆H
T + ∂j∂k(H

L −HT ) + (εjl∂l∂k + εkl∂l∂j)H
TL) +

−∂kV +mεkj∂jM
T +m∂kM

L

= εik∂i∆H
T + (−δil∂i∂l∂k + (δikδjl − δilδjk)∂i∂l∂j)HTL +

−∂kV +mεkj∂jM
T +m∂kM

L

= εik∂i∆H
T − ∂k∆HTL − ∂kV +mεkj∂jM

T +m∂kM
L (3.2.9)
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εikHkj = εik(δkj∆H
T + ∂k∂j(H

L −HT ) + (εkl∂l∂j + εjl∂l∂k)H
TL)

= εij∆H
T + εik∂k∂j(H

L −HT ) + (−δil∂l∂j + (δijδkl − δilδkj)∂l∂k)HTL

= εij∆H
T + εik∂k∂j(H

L −HT ) + (−∂i∂j + δij∆− ∂i∂j)HTL

= εij∆H
T + εik∂k∂j(H

L −HT ) + δij∆H
TL − 2∂i∂jH

TL (3.2.10)

HijHij =
(
δij∆H

T + ∂i∂jH
L − ∂i∂jHT + (εik∂k∂j + εjk∂k∂i)H

TL
) (
δij∆H

T + ∂i∂jH
L+

−∂i∂jHT + (εil∂l∂j + εjl∂l∂i)H
TL
)

= ∆HL∆HL + ∆HT∆HT + 2∆HTL∆HTL + términos de borde (3.2.11)

HiiHjj = (∆HT + ∆HL)(∆HT + ∆HL)

= ∆HT∆HT + ∆HL∆HL + 2∆HT∆HL (3.2.12)

Por lo que nos queda:

HiiHjj −HijHij = 2(∆HT∆HL −∆HTL∆HTL) (3.2.13)

Continuando,

1

4
∂0Hij(εikHkj + εjkHki) = ∂0∆HT∆HTL − ∂0∆HL∆HTL + t.b (3.2.14)

εijMj∂0Mi = (−∂iMT + εij∂jM
L)(εik∂0∂kM

T + ∂0∂iM
L)

= ∆MT∂0M
L −∆ML∂0M

T (3.2.15)

El último término que falta nos queda:

Nk(εij∂iHjk − ∂kV +mMk) = (εkl∂lN
T + ∂kN

L)(εik∂i∆H
T − ∂k∆HTL − ∂kV +

+mεkj∂jM
T +m∂kM

L)

= ∆NT (∆HT −mMT ) + ∆NL(∆HTL + V −mML)

Sustituyamos esos terminos en la acción y veamos como queda:

S =
m

2

∫
d3x(−2n(−∆MT +m∆HT +m∆HL) + 2∆NT (∆HT −mMT ) +

+∆NL(∆HTL + V −mML) + 2m∆HT∆HL − 2m∆HTL∆HTL +

+2∂0∆HT∆HTL − 2∂0∆HL∆HTL − ∂0∆HTV − ∂0∆HLV +

−∆MT∂0M
L + ∆ML∂0M

T + 2mV V ) (3.2.16)
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Haciendo variaciones de la acción obtenemos las siguientes ecuaciones:

−∆MT +m∆HT +m∆HL = 0

∆∆HT −m∆MT = 0

∆∆HTL + ∆V −m∆ML = 0

∆n−m∆NT − ∂0∆ML = 0

m∆NL − ∂0∆MT = 0

m∆n−∆∆NT −m∆∆HL + ∂0∆∆HTL − ∂0∆V = 0

m∆n−m∆∆HT − ∂0∆∆HTL − ∂0∆V = 0

∆∆NL − 2m∆∆HTL + ∂0∆∆HT − ∂0∆∆HL = 0

∆NL − ∂0∆HT − ∂0∆HL + 2mV = 0

Ahora podemos despejar algunas de las variables:

∆MT =
∆∆HT

m

∆NT =
∆∆HT

m

∆HL =
∆∆HT

m2
−∆HT

∆ML =
∆∆HTL

m

∆NL =
∆∆HTL

m
V = 0

Haciendo uso de las ecuaciones obtenidas al hacer variaciones de la acción y de las

variables despejadas anteriormente obtenemos que:

S =

∫
d3x(∆∆HT∆HT −m2∆HT∆HT −m2∆HTL∆HTL + 2∂0∆HT∆HTL)

Además, podemos ver que como ∆MT = ∆NT y ∆ML = ∆NL, entonces, Mi = Ni.

Notemos que esta teoŕıa la podemos identificar con una teoŕıa masiva con un grado de

libertad, definiendo las variables Q =
√

2∆HT y P =
√

2mHTL, entonces la acción nos

queda

Sred =

∫
d3x

[
PQ̇− 1

2
P 2 +

1

2
Q
(
∆−m2

)
Q

]
. (3.2.17)
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Los corchetes fundamentales entre Q y P los definimos como :

{Q(x), Q(y)} = 0

{P (x), P (y)} = 0

{Q(x), P (y)} = δ2(x− y)

Reescribamos hi0 y hij en términos de Q y P :

hi0 =

√
2

2m

(
εij∂jQ+

1

m
∂iP

)

hij =

√
2

2

(
δij +

1

m2
∂i∂j + 2

∂i∂j
(−∆)

)
Q−

√
2

2m

(
εik

∂k∂j
(−∆)

+ εjk
∂k∂i

(−∆)

)
P

De la ecuación de movimiento (3.3.2) obtenemos que hµν = hνµ y hµ
µ = 0, de esto

logramos ver nuevamente que hi0 = h0i y que h00 = hii, entonces :

h00 =

√
2

2m2
∆Q

Hallemos el álgebra de Poisson entre los campos :

{h00, h00} = 0

{h00, h0k} =
∆

2m4
∂kδ

2 (x− y)

{h00, hkl} =
1

2m

(
εnkp

(m)
nl + εnlp

(m)
nk

)
δ2 (x− y)

{h0i, h0k} = − 1

2m3
∆εikδ

2 (x− y)

{h01, hkl} = − 1

2m2

(
p

(m)
ik ∂l + p

(m)
il ∂k − p(m)

kl ∂i

)
δ2 (x− y)

{hij, hkl} =
1

2m

(
εikp

(m)
jl + εjlp

(m)
ik

)
δ2 (x− y)

Donde, p
(m)
ij = δij +

∂i∂j
m2 , es el proyector transversal en la capa ∆ = m2, y ∆ = ∂k∂k.

Los corchetes obtenidos anteriormente son equivalentes a los corchetes de Dirac que se ob-

tendŕıan aplicando la formulación canónica, hecho que está sustentado por un teorema[10]

que garantiza la igualdad entre los corchetes de Dirac y los de Poisson calculados con las

variables reducidas.



Caṕıtulo 4

Método de Dirac para la acción de

Morand y Solodukhin

4.1. Estudio de la cinemática de la acción de Morand

y Soludokhin en un espacio-tiempo plano

En esta sección estudiaremos las ecuaciones de movimiento derivadas de la acción de

Morand y Solodukhin[1] para hallar el número de grados de libertad de la teoŕıa. Esta

acción es una generalización a (3+1) dimensiones de la acción autodual (3.2.1) estudiada

en la sección anterior, pero en este caso tenemos dos campos independientes hµν y Bαβ,σ,

esto es necesario para cuando queremos generalizar la teoŕıa autodual a altas dimensiones.

En realidad, sólo en tres dimensiones, el campo B tiene dos ı́ndices y se puede identificar

con el tensor hµν de modo que en este caso tenemos una teoŕıa autodual[1].

Acción de Morand y Solodukhin:

S [h,B] =

∫
d4x

[
−m1

2
(hµνh

νµ − h µ
µ h

ν
ν )− m2

2

(
Bαβ,σB

αβ,σ − 2Bα
β,αB

σβ
,σ

)
+B µ

αβ, ∂ρhµσε
σραβ

]
,

Bαβ,µ = −Bβα,µ.

Hagamos variaciones de la acción:

δS =

∫
d4x

[
−m1

2

(
δhµνh

νµ + hµνδh
νµ − ηµνhµνηαβδhαβ − ηµνδhµνηαβhαβ

)
− m2

2

(
δBαβ,σB

αβ,σ+

+Bαβ,σδB
αβ,σ − 2δBα

β,αB
σβ
,σ − 2Bα

β,αδB
σβ
,σ

)
+ δBαβ,

µ∂ρhµσε
σραβ +Bαβ,

µ∂ρδhµσε
σραβ

]
=

∫
d4x

[(
−m1 (hνµ − ηµνh)− ενραβ∂ρBαβ,

µ
)
δhµν +

(
−m2

(
Bαβ,σ − ηασBγβ

,γ + ηβσBγα
,γ

)
+

+∂ρh
σ
νε
νραβ

)
δBαβ,σ

]
.
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Entonces nos queda que:

δS
δhµν

= 0 → m1 (hµν − ηµνh) + ενραβ∂ρBαβ,
µ = 0, (4.1.1)

δS
δBαβ,σ

= 0 → m2

(
Bαβ,σ − ηασBγβ

,γ + ηβσBγα
,γ

)
− ενραβ∂ρhσν = 0. (4.1.2)

Las ecuaciones anteriores son similares a la ecuación (3.2.2) obtenida para la acción

autodual, y demuestran cierta dualidad entre los campos hµν y Bαβ,σ[1].

Tomemos ∂ν de (4.1.1).

m1 (∂νh
νµ − ∂µh) = 0 , (4.1.3)

→ ηµα∂νh
ν
α = ∂µh, ∂νh

ν
β = ∂βh .

Luego εαβσθ × (4.1.2) nos queda :

m2

(
εαβσθB

αβ,σ − ηασεαβσθBγβ
,γ + ηβσεαβσθB

γα
,γ

)
− εαβσθενραβ∂ρhσν = 0,

m2εαβσθB
αβ,σ − (−2δνρσθ) ∂ρhσν = 0 → m2εαβσθB

αβ,σ + 2 (δνσδ
ρ
θ − δ

ν
θ δ

ρ
σ) ∂ρh

σ
ν = 0,

m2εαβσθB
αβ,σ + 2 (∂θh− ∂σhσθ) = 0 . (4.1.4)

Usando (4.1.3) obtenemos que :

εαβσθB
αβ,σ = 0 . (4.1.5)

Tomemos la traza de (4.1.1) :

m1 (h− 4h) + ενραβ∂ρBαβ,ν = 0,

Usando (4.1.5) nos queda que : h = 0 .

Entonces con (4.1.3) obtenemos que : ∂νh
νµ = 0 .

Tomando εγσνµ × (4.1.1) resulta :

m1εγσνµh
µν + εγσνµε

νραβ∂ρBαβ,
µ = 0,

m1εγσνµh
µν − δραβγσµ∂ρBαβ,

µ = 0,

m1εγσνµh
µν −

(
δργδ

α
σδ

β
µ + δβγ δ

ρ
σδ

α
µ + δαγ δ

β
σδ

ρ
µ − δβγ δασδρµ − δργδβσδαµ − δαγ δρσδβµ

)
∂ρBαβ,

µ = 0,

m1εγσνµh
µν − (∂γBσµ,

µ + ∂σBµγ,
µ + ∂µBγσ,

µ − ∂µBσγ,
µ − ∂γBµσ,

µ − ∂σBγµ,
µ) = 0,

m1εγσνµh
µν − 2 (∂γBσµ,

µ + ∂σBµγ,
µ + ∂µBγσ,

µ) = 0 .
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Y si tomamos ∂σ de (4.1.2) nos queda:

m2

(
∂σB

αβ,σ − ∂αBγβ
,γ + ∂βBγα

,γ

)
− ενραβ∂σ∂ρhσν = 0,

m2

(
∂σB

αβ,σ − ∂αBγβ
,γ + ∂βBγα

,γ

)
= 0,

→ m2η
αµηβν (∂σBµν,

σ − ∂µBγν,
γ + ∂νBγµ,

γ) = 0 . (4.1.6)

De lo anterior se encuentra entonces: εγσνµh
µν = 0 ⇒ hµν = hνµ .

Calculemos ahora ηασ × (4.1.2) :

m2

(
Bαβ

,α − 4Bαβ
,α +Bαβ

,α

)
= 0 ⇒ Bαβ

,α = 0 ,

sustituyendo esto en (4.1.6) obtenemos: ∂σB
µν,σ = 0 .

Tomemos ahora ∂α en (4.1.2):m2

(
∂αB

αβ,σ − ∂σBγβ
,γ + ηβσ∂αB

γα
,γ

)
= 0 ⇒ ∂αB

αβ,σ = 0 .

Entonces, tememos que: h = 0 , ∂νh
νµ = 0 , hµν = hνµ , Bγβ

,γ = 0 , ∂σB
αβ,σ = 0 ,

∂αB
αβ,σ = 0 ,

Vemos que hµν es un tensor simétrico, transverso y sin trasa. Este tensor tiene 5 com-

ponentes independientes, el cual es el número de grados de libertad de una part́ıcula con

esṕın 2. El tensor Bµν,α en principio tiene 24 componentes, pero las condiciones sobre el

hacen que sólo tengamos 5 componentes independientes[1].

Ahora veamos como nos quedan las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.2):

m1h
µν + ενραβ∂ρBαβ,

µ = 0, (4.1.7)

m2B
αβ,σ − ενραβ∂ρhσν = 0. (4.1.8)

De las ecuaciones (4.1.7) y (4.1.8) podemos hallar como expresar hµν en términos de

Bαβ,σ y viceversa :

hµν = − 1

m1

εµ
ραβ∂ρBαβ,ν , (4.1.9)

Bαβ,σ =
1

m2

ενραβ∂
ρhσν . (4.1.10)
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Sustituyamos (4.1.9) en (4.1.8) y veamos que nos queda :

Bαβ
,σ +

1

m1m2

ενραβεσθλγ∂ρ∂
θBλγ

,ν = 0 ⇒ Bαβ
,σ −

1

m1m2

δνραβσθλγ ∂ρ∂
θBλγ

,ν = 0

⇒ Bαβ
,σ −

1

m1m2

(
δνσδ

ρ
θδ
α
λδ

β
γ − δνσδ

ρ
θδ
β
λδ

α
γ + δνσδ

β
θ δ

ρ
λδ

α
γ − δνσδ

β
θ δ

α
λδ

ρ
γ + δνσδ

α
θ δ

β
λδ

ρ
γ − δνσδαθ δ

ρ
λδ

β
γ+

−δβσδνθ δ
ρ
λδ

α
γ + δβσδ

ν
θ δ

α
λδ

ρ
γ − δβσδαθ δνλδργ + δβσδ

α
θ δ

ρ
λδ

ν
γ − δβσδ

ρ
θδ
α
λδ

ν
γ + δβσδ

ρ
θδ
ν
λδ

α
γ + δασδ

β
θ δ

ν
λδ

ρ
γ − δασδ

β
θ δ

ρ
λδ

ν
γ+

+δασδ
ρ
θδ
β
λδ

ν
γ − δασδ

ρ
θδ
ν
λδ

β
γ + δασδ

ν
θ δ

ρ
λδ

β
γ − δασδνθ δ

β
λδ

ρ
γ − δρσδαθ δ

β
λδ

ν
γ + δρσδ

α
θ δ

ν
λδ

β
γ − δρσδνθ δαλδβγ + δρσδ

ν
θ δ

β
λδ

α
γ+

−δρσδ
β
θ δ

ν
λδ

α
γ + δρσδ

β
θ δ

α
λδ

ν
γ

)
∂ρ∂

θBλγ
,ν = 0

⇒ Bαβ
,σ −

2

m1m2

∂µ∂µB
αβ

,σ = 0 . (4.1.11)

Sustituyamos (4.1.10) en (4.1.7) :

hµν +
1

m1m2

εµραβεγθαβ∂ρ∂
θhνγ = 0

⇒ hµν − 2

m1m2

δµργθ∂ρ∂
θhνγ = 0

⇒ hµν − 2

m1m2

(
δµγ δ

ρ
θ − δ

ρ
γδ
µ
θ

)
∂ρ∂

θhνγ = 0

⇒ hµν − 2

m1m2

∂θ∂θh
νµ +

2

m1m2

∂ρ∂
µhνρ = 0

⇒ hµν − 2

m1m2

∂θ∂θh
µν = 0 . (4.1.12)

Quedándonos aśı :(
∂θ∂θ −m2

)
Bαβ

,σ = 0,
(
∂θ∂θ −m2

)
hµν = 0.

Donde m2 = m1m2

2
.

Entonces obtenemos dos ecuaciones tipo Klein-Gordon para los campos hµν y Bαβ,σ.

4.2. Formulación canónica de la acción de Morand y

Solodukhin

En esta sección haremos la formulación canónica de la acción estudiada en la parte

anterior.

Comencemos por hacer la separación en espacio-tiempo de los términos de la acción de

Morand y Solodukhin:

hµνh
νµ − hµµhνν = 2hiih00 + hijhji − 2h0ihi0 − hiihjj , (4.2.1)
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εσραβBαβ,
µ∂ρhµσ = εijk (−Bjk,0∂ih00 +Bjk,l∂ihl0 +Bjk,0∂0h0i −Bjk,l∂0hli+

−2B0k,0∂jh0i + 2B0k,l∂jhli) , (4.2.2)

Bαβ,σB
αβ,σ − 2Bα

β,αB
σβ
,σ = −2B0i,jB0i,j −Bij,0Bij,0 +Bij,kBij,k + 4B0i,0Bji,j +

+2B0i,iB0j,j − 2Bik,iBjk,j. (4.2.3)

Hemos definido ε0ijk = εijk = εijk.

Entonces la acción nos queda:

S =

∫
d4x

[
h00

(
−m1hii + εijk∂iBjk,0

)
− hl0

(
−m1h0l + εijk∂iBjk,l

)
+B0i,0 (−2m2Bji,j+

+2εijk∂jh0k

)
+B0i,j

(
m2B0i,j −m2δijB0k,k − 2εikl∂khjl

)
− m1

2
(hijhji − hiihjj) +

−m2

2
(Bij,kBijk −Bij,0Bij,0 − 2Bik,iBjk,j) + εijkBij,0∂0h0k − εijkBij,l∂0hlk

]
. (4.2.4)

Definamos lo siguiente: B0i,0 ≡ Ai , B0i,j ≡ Aij , Bij,0 ≡ εijkWk , Bij,l ≡ εijkWkl ,

Wk = 1
2
εkijBij,0 , Wkl = 1

2
εkijBij,l

Veamos como quedan los términos de la acción cuando de introducen las definiciones

anteriores:

εijk∂iBjk,0 = εijk∂i (εjklWl) = εijkεljk∂iWj = 2δil∂iWl = 2∂iWi ,

εijk∂iBjk,0 = 2∂iWi , (4.2.5)

εijk∂iBjk,l = εijk∂i (εjknWnl) = εijkεjkn∂iWnl = 2∂iWil ,

εijk∂iBjk,l = 2∂iWil , (4.2.6)

Bij,kBij,k = (εijnWnk) (εjkmWmk) = 2WnkWnk ,

Bij,kBij,k = 2WijWij , (4.2.7)

Bik,iBjk,j = (εiknWni) (εjkmWmj) = εiknεjkmWniWmj =
(
δijδ

n
m − δnjδim

)
WniWmj

= WniWni −WniWin = Wni (Wni −Win) ,
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Bik,iBjk,j = Wni (Wni −Win) , (4.2.8)

Bij,0Bij,0 = (εijkWk) (εijlWl) = 2WkWk ,

Bij,0Bij,0 = 2WkWk , (4.2.9)

εijkBij,0∂0h0k = εijk (εijlWl) ∂0h0k = 2Wk∂0h0k ,

εijkBij,0∂0h0k = 2Wk∂0h0k , (4.2.10)

εijkBij,l∂0hlk = εijk (εijnWnl) ∂0hlk = 2Wkl∂0hlk ,

εijkBij,l∂0hlk = 2Wkl∂0hlk . (4.2.11)

Luego:

S =

∫
d4x [h00 (−m1hii + 2∂iWi)− hl0 (−m1h0l + 2∂iWil) + 2Aiεijk (−m2Wjk + ∂jh0k) +

+Aij (−m2δijAkk +m2Aij − 2εikl∂khjl)−
m1

2
(hijhji − hiihjj)−m2 (WijWij −WiWi) +

+2Wi∂0h0i − 2Wji∂0hij] . (4.2.12)

De la acción podemos ver que los únicos términos dinámicos son ∂0h0i y ∂0hij. Wi y

Wji aparecen acompañando a los términos dinámicos por lo que podemos pensar que estan

relacionados con los momentos canónicos, entonces, hagamos las siguientes definiciones:

πij = −2Wji, π
i = 2Wi, {h0i, π

j} = δi
jδ3 (x− y), {hij, πkl} = δi

kδj
lδ3 (x− y). Además,

vemos que h00, hl0 y Ai son multiplicadores.

Sustituyendo las definiciones que se hicieron para los momentos, la acción nos queda:

S =

∫
d4x

[
h00

(
−m1hii + ∂iπ

i
)

+ hi0
(
m1h0i + ∂jπ

ij
)

+ Aiεijk
(
(∂jh0k − ∂kh0j)−m2π

jk
)

+

+Aij (−m2δijAkk +m2Aij − 2εikl∂khjl)−
m1

2
(hijhji − hiihjj)−

m2

4

(
πijπji − πiπi

)
+

πi∂0h0i + πij∂0hij
]
. (4.2.13)

Aij no tiene dinámica y está asociado a un v́ınculo que permite que lo podamos

despejar.

Hallemos Aij en términos de los campos:
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δL

δAij
=

∂L
∂Aij

= 0 → ∂

∂Aij
(−m2δpqApqAkk +m2ApqApq − 2εpklApq∂khql) = 0

→ ∂

∂Aij
(−m2δpqApq (Alnδlkδnk)) + 2m2Aij − 2εikl∂khjl = 0

→ −m2δijAkk −m2δijAkk + 2m2Aij − 2εikl∂khjl = 0

→ − 2m2δijAkk + 2m2Aij − 2εikl∂khjl = 0

→ −m2δijAkk +m2Aij − εikl∂khjl = 0. (4.2.14)

Multipliquemos lo anterior por δij:

−3m2Akk +m2Akk − εikl∂khil = 0 → − 2m2Akk − εijk∂jhik = 0

→ − 2m2Akk + εijk∂ihjk = 0 ⇒ Akk =
1

2m2

εijk∂ihjk .

Entonces:

m2Aij −
1

2
δijεlmn∂lhmn − εikl∂khjl = 0 ⇒ Aij =

1

2m2

(δijεlmn∂lhmn + 2εikl∂khjl) .

Luego:

Aij (−m2δijAkk +m2Aij − 2εikl∂khjl) = Aij (−m2δijAkk +m2Aij − (2m2Aij − δijεlmn∂lhmn))

= Aij (−m2δijAkk +m2Aij − 2m2Aij + 2m2δijAkk)

= Aij (−m2Aij +m2δijAkk)︸ ︷︷ ︸
−εikl∂khjl

= −Aijεikl∂khjl

= − 1

2m2

(δijεl′mn∂l′hmn + 2εik′l′∂k′hjl′) εikl∂khjl

= − 1

2m2

δijεpmnεikl∂phmn∂khjl −
1

2m2

(2εimnεikl∂mhjn∂khjl)

=
1

2m2

δijεlmnεijk∂lhmn∂ihjk −
1

2m2

(∂khjl∂khjl) (∂khjl∂lhjk) . (4.2.15)

Por lo que nos queda:

S =

∫
d4x

[
h00

(
−m1hii + ∂iπ

i
)

+ hi0
(
m1h0i + ∂jπ

ij
)

+ Aiεijk
(
∂jh0k − ∂kh0j −m2π

jk
)

+

+
1

2m2

δijεlmnεijk∂lhmn∂ihjk −
1

2m2

(∂khjl∂khjl) (∂khjl∂lhjk)−
m1

2
(hijhji − hiihjj) +

−m2

4

(
πijπji − πiπi

)
+ πi∂0h0i + πij∂0hij

]
. (4.2.16)
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Ahora podemos obtener el Hamiltoniano:

H =

∫
d3x

[
m1

2
(hijhji − hiihjj) +

m2

4

(
πijπji − πiπi

)
− 1

2m2

δijεlmnεijk∂lhmn∂ihjk+

+
1

2m2

(∂khjl∂khjl) (∂khjl∂lhjk) + h00ϕ+ hi0ϕ
i + Aiψ

i

]
. (4.2.17)

Con: ϕ = m1hii − ∂iπi; ϕi = − (m1h0i + ∂jπ
ij); ψi = εijk

(
m2π

jk − 2∂jh0k

)
, estos

son los v́ınculos.

Hallemos los corchetes de Poisson entre los v́ınculos:

{ϕ(x), ϕ(y)} = {m1δijhij(x)− δij∂iπj(x),m1δklhkl(y)− δkl∂kπl(y)}

= −δijδklm1

(
{hij(x), ∂kπ

l(y)}+ {∂iπj(x), hkl(y)}
)

= 0

{ϕ(x), ϕi(y)} = {m1hkk(x)− ∂kπk(x),−
(
m1h0i(y) + ∂jπ

ij(y)
)
}

= {m1hkk(x),−∂jπij(y)}+ {−∂kπk(x),−m1h0i(y)}

= 0

{ϕ(x), ψi(y)} = {m1hll(x), εijkm2π
jk(y)}+ {−∂lπl(x),−2εijk∂jh0k(y)}

= δml εijkm1m2{hlm(x), πjk(y)}+ 2εijk{∂lπl(x), ∂jh0k(y)}

= 0

{ϕi(x), ϕj(y)} = 0 {ϕi(x), ψk(y)} = 0 {ψi(x), ψk(y)} = 0

Ahora veamos como es el álgebra con la parte del Hamiltoniano sin los v́ınculos:

H =

∫
d3x

[
m1

2
(hijhji − hiihjj) +

m2

4

(
πijπji − πiπi

)
− 1

2m2

δijεlmnεijk∂lhmn∂ihjk+

+
1

2m2

(∂khjl∂khjl) (∂khjl∂lhjk)

]
. (4.2.18)

Calculemos lo siguiente:

{πi(x), H(y)} = 0,

{πij(x), H(y)} = m1hkkδij −m1hji −
1

m2

εijnεl′m′n′∂l′∂nhm′n′ +
2

m2

εknjεkl′m′∂l′∂nhim′ ,
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{h0i(x), H(y)} = −m2

2
πi,

{hij(x), H(y)} =
m2

2
πji.

Lo anterior será usado para agilizar las cuentas.

Pasemos a preservar las ligaduras en el tiempo:

ϕ̇ = {ϕ(x), H(y)} = {ϕ(x), H(y)} = −∂i{πi(x), H(y)}+m1δij{hij(x), H(y)} =
m1m2

2
πii,

ϕ̇i = −m1{h0i(x), H(y)} − ∂j{πij(x), H(y)}

=
m1m2

2
πi +m1 (∂jhji − ∂ihkk) ,

ψ̇i = εijkm2{πjk(x), H(y)} − 2εijk∂j{h0k(x), H(y)}

= εijk
(
2∂j∂lhlk +m2

(
m1hjk + ∂jπ

k
))
.

Aparecen los v́ınculos:

m1χ =
m1m2

2
πii, m1χ

i =
m1m2

2
πi +m1∂jhji −m1∂ihjj,

m1ξ
i = εijk

(
2∂j∂lhlk +m1m2hjk +m2∂jπ

k
)
.

Vemos que:

∂jπ
k =

2

m2

∂jχ
k +

2

m2

∂j∂khll −
2

m2

∂j∂lhlk.

Entonces:

m1ξ
i = εijk

(
2∂j∂lhlk +m1m2hjk + 2∂jχ

k + 2∂j∂khll − 2∂j∂lhlk
)

= m1m2εijkhjk + 2εijk∂jχ
k.

Luego, tomamos que:

χ =
m2

2
πii , χi =

m2

2
πi + ∂jhji − ∂ihjj , ξi = m2εijkhjk .

Preservemos en el tiempo las nuevas ligaduras obtenidas:

Para χ(x) tenemos:

{χ(x), ϕ(y)} =
{m2

2
πii(x),m1hjj(y)− ∂jπj(y)

}
= −3

2
m1m2δ

3 (x− y) ,
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{χ(x), ϕj(y)} = 0 ; {χ(x), ψj(y)} = 0,

χ̇ = {χ(x), H(y)} = {χ(x), H(y) +

∫
d3y h00(y)ϕ(y))}

=
m2

2

(
2m1hkk + 2

1

m2

εkniεkl′m′∂l′∂nhim′

)
− 3

2
m1m2h00 = 0

⇒ h00 =
2

3
hkk +

2

3

1

m1m2

εkniεkl′m′∂l′∂nhim′ .

De lo anterior logramos despejar el multiplicador h00.

Para χi(x) tenemos:

{χi(x), ϕ(y)} = 0,

{χi(x), ϕj(y)} = −m1m2

2
{πi(x), h0j(y)} − ∂(x)

k ∂
(y)
l {hki(x), πjl(y)}+ δkr∂

(x)
i ∂

(y)
l {hkr(x), πjl(y)}

=
m1m2

2
δijδ

3 (x− y) ,

{χi(x), ψj(y)} = 0,

χ̇i = {χi(x), H(y)} = {χi(x), H(y) +

∫
d3y hj0(y)ϕj(y)}

=
m2

2
∂jπ

ij − m2

2
∂iπ

kk +
m1m2

2
hi0 = 0

⇒ hi0 =
1

m1

(
∂iπ

kk − ∂jπij
)
.

De la preservación de χi(x) logramos despejar el multiplicador hi0.

Para ξi(x) tenemos:

{ξi(x), ϕ(y)} = 0,

{ξi(x), ϕj(y)} = −m2εikl∂
(y)
r {hkl(x), πjr(y)}

= m2εijk∂k
(
δ3 (x− y)

)
,

{ξi(x), ψj(y)} = (m2)2 εiklεjpq{hkl(x), πpq(y)}

= 2 (m2)2 δijδ
3 (x− y) ,
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ξ̇i = {ξi(x), H(y)} = {ξi(x), H(y) +

∫
d3y hj0(y)ϕj(y) +

∫
d3y Aj(y)ψj(y)}

=
(m2)2

2
εijkπ

kj +m2εijk∂khj0 + 2 (m2)2Ai = 0

⇒ Ai = εijk

(
1

4
πjk − 1

2m2

∂khj0

)
.

De esta última preservación logramos despejar el multiplicador Ai.

Podemos notar que el conjunto de todas las ligaduras es de segunda clase. Ahora

que sabemos de que tipo son todas las ligaduras podemos contar el número de grados de

libertad de la siguiente manera[2]

2×
(

Número de grados

de libertad f́ısicos

)
=

(
Número total de

variables canónicas

)
−
(

Número de ligaduras

originales de segunda clase

)
+

−2×
(

Número de ligaduras

de primera clase

)
. (4.2.19)

En nuestro caso las variables canónicas son h0i, hij, π
i y πij, lo cual nos da un número

de 24 variables canónicas, no tenemos ligaduras de primera clase, y el número total de

ligaduras de segunda clase es 14. Entonces, uasando la ecuación (4.2.19) obtenemos 5

grados de libertad f́ısicos.

Ahora, utilicemos los multiplicadores para reproducir algunos de los resultados obte-

nidos en la sección 4.1:

Utilizando h00 vemos:

h00 =
2

3
hkk +

2

3

1

m1m2

εkniεkl′m′∂l′∂nhim′

=
2

3
hkk +

2

3

1

m1m2

∂n (∂nhii − ∂ihin)

=
2

3
hkk +

2

3

1

m1m2

(m2

2
∂nπ

n − ∂nχn
)

= hkk −
2

3

1

m1m2

∂nχ
n − 1

3m1

ϕ.

Igualando las ligaduras fuertemente a cero nos queda:

h00 = hkk ⇒ hµµ = 0 .
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Utilizando hi0 vemos:

hi0 =
1

m1

(
∂iπ

kk − ∂jπij
)

=
1

m1

(
2

m2

∂iχ+m1h0i + ϕi
)

⇒ hi0 = h0i.

Igualando ξi fuertemente a cero obtenemos:

εijkhjk = 0 ⇒ hjk = hkj.

Entonces,

hµν = hνµ .

Utilizando Ai vemos:

Ai = εijk

(
1

4
πjk − 1

2m2

∂khj0

)
=

1

4m2

ψi +
1

2m2

εijk∂jh0k +
1

2m2

εijk∂jh0k

⇒ Ai =
1

m2

εijk∂jh0k .

Luego, sabemos que: πij = −εjklBkl,i; π
i = εijkBjk,0, usemos esto para obtener propie-

dades sobre Bαβ,σ.

De las ligaduras obtenemos:

πii = 0 ⇒ εijkBij,k = 0. (4.2.20)

Ahora utilicemos Aij:

εijkAij =
1

m2

εijkεirl∂rhjl

=
1

m2

(∂jhjk − ∂khjj)

= −1

2
πk

⇒ εijkB0i,j = −1

2
εijkBij,0.

Entonces, lo anterior junto con (7.1.1) nos da:

εαβσθB
αβ,σ = 0 .
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Luego,

Aii = B0i,i = 0.

Además, de la ligadura ψi se obtiene :

Bji,j =
1

2
εijkπ

jk

=
1

m2

εijk∂jh0k

= Ai

= B0i,0.

Entonces,

Bγβ
,γ = 0 .

4.3. Corchetes de Dirac

El conjunto de todas las ligaduras de segunda clase lo denotaremos como

Ψa =
(
ϕ, ϕi, ψi, χ, χi, ξi

)
.

La matriz de Dirac nos queda:

Css′(x,y) =



0 0 0 3
2
m1m2 0 0

0 0 0 0 −1
2
m1m2δij −m2εijk∂

(x)
k

0 0 0 0 0 −2 (m2)2 δij

−3
2
m1m2 0 0 0 −m2∂

(x)
j 0

0 1
2
m1m2δij 0 −m2∂

(x)
i 0 0

0 m2εijk∂
(x)
k 2 (m2)2 δij 0 0 0


δ3(x− y)

La inversa de la matriz de Dirac es:

Css′(x,y) =



0 4
3

1
m2

1
∂

(x)
i 0 −2

3
1
m1

0 0
4
3

1
m2

1
∂

(x)
j 0 0 0 2

m1
δij 0

0 0 0 0 − 1
m1m2

εijk∂
(x)
k

1
2m2

δij
2
3

1
m1

0 0 0 0 0

0 − 2
m1
δij

1
m1m2

εijk∂
(x)
k 0 0 0

0 0 − 1
2m2

δij 0 0 0


1

m2

δ3(x− y)
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Una vez calculada la inversa, ahora podemos escribir los corchetes de Dirac usando

{F (x) , G (y)}∗ = {F (x) , G (y)}−
∫ ∫

d3x′d3y′{F (x) ,Ψs (x′)}Css′ (x′,y′) {Ψs′ (y′) , G (y)}.

Veamos como quedan los corchetes:

{h0i (x) , πj (y)}∗ = {h0i (x) , πj (y)}+

−
∫ ∫

d3x′d3y′{h0i (x) ,Ψs (x′)}Css′ (x′,y′) {Ψs′ (y′) , πj (y)}

= δijδ
3(x− y)

−
∫ ∫

d3x′d3y′{h0i (x) , ϕ (x′)}
(

4

3

1

m2
1m2

∂
(x′)
k

(
δ3(x′ − y′)

))
{ϕk (y′) , πj (y)}

−
∫ ∫

d3x′d3y′{h0i (x) , χk (x′)}
(
− 2

m1m2

δklδ
3(x′ − y′)

)
{ϕl (y′) , πj (y)}

−
∫ ∫

d3x′d3y′{h0i (x) , χk (x′)}
(
εknr
m1m2

2

∂(x′)
r

(
δ3(x′ − y′)

))
{ψn (y′) , πj (y)}

=
1

m1m2

(
1

3
∂i∂j + δij∂k∂k

)
δ3(x− y)

=
1

m2

(
1

3
∂i∂jp

(m)
kk −

1

3
∂i∂kp

(m)
kj −

1

2
∂j∂kp

(m)
ki +

1

2
∂k∂kp

(m)
ij

)
δ3(x− y),

{h0i (x) , πj (y)}∗ =
1

m2

(
1

3
∂i∂jp

(m)
kk −

1

3
∂i∂kp

(m)
kj −

1

2
∂j∂kp

(m)
ki +

1

2
∂k∂kp

(m)
ij

)
δ3(x− y) .

Donde p
(m)
ij = δij − ∂i∂j

m2 es el proyector transversal en la capa ∆ = m2, ∆ = ∂k∂k, y

m2 = m1m2

2
.

{h0i (x) , hkl (y)}∗ =
1

m1

(
1

2
∂lp

(m)
ik +

1

2
∂kp

(m)
il −

1

3
∂ip

(m)
kl

)
δ3(x− y) ,

{hij (x) , πkl (y)}∗ =

(
1

2
δilp

(m)
jk +

1

2
δjlp

(m)
ik −

1

3
δklp

(m)
ij

)
)δ3(x− y) ,

{πij (x) , πk (y)}∗ =
2

m2

(
∂kp

(m)
ij +

1

3
δij

(
∂lp

(m)
lk − ∂kp

(m)
ll

)
− 1

2
∂jp

(m)
ik −

1

2
δkj∂lp

(m)
li

)
δ3(x− y) ,

{h0i (x) , πkl (y)}∗ = 0 , {hij (x) , πk (y)}∗ = 0 ,

{hij (x) , hkl (y)}∗ = 0 , {πij (x) , πkl (y)}∗ = 0 ,

{πi (x) , πj (y)}∗ = 0 , {h0i (x) , h0j (y)}∗ = 0 .

Las ecuaciones anteriores constituyen los corchetes de Dirac para la teoŕıa de Morand
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y Solodukhin.

Por otro lado, sabemos que los corchetes de Dirac entre las ligaduras de segunda

clase y cualquier función del espacio de fases es cero. Como todas las ligaduras que tenemos

son de segunda clase, las podemos igualar fuertemente a cero, aśı el Hamiltoniano para

la teoŕıa es

H =

∫
d3x

[m1

2
(hijhji − hiihjj) +

m2

4

(
πijπji − πiπi

)
+ Aijεikl∂khjl

]
.

Ahora podemos calcular las derivadas temporales de las variables del espacio de fases.

ḣij = {hij (x) , H (y)}∗

= −m2

6
δijπ

kk +
m2

4
πij +

m2

4
πji +

1

m1

∂i∂jπ
kk − 1

2m1

∂j∂kπ
ik − 1

2m1

∂i∂kπ
jk.

Recordemos que de los v́ınculos obtuvimos que πkk = 0, entonces, usando esto nos

queda

ḣij =
m2

4
πij +

m2

4
πji − 1

2m1

∂j∂kπ
ik − 1

2m1

∂i∂kπ
jk.

Luego, de los v́ınculos ψi y ϕi se obtiene que

πji = πij +
2

m2

∂jh0i −
2

m2

∂ih0j,

∂jπ
ij = −m1h0i.

Sustituyendo lo anterior en la expresión para ḣij esta nos da

ḣij =
m2

2
πij + ∂jh0i. (4.3.1)

Ahora hallemos la expresión para ḣ0i

ḣ0i = {h0i (x) , H (y)}∗

= − 1

2m2
∂i∂k∂lhlk −

1

3
∂ihkk + ∂khik +

1

m2
∂i∂k∂khll −

1

6m1

∂i∂kπ
k − 1

2m1

∂k∂kπ
i +

− 1

2m2
∂k∂l∂lhki.

Si sustituimos en la ecuación anterior πi = 2
m2

(∂ihkk − ∂khki), que se obtiene de la

ligadura χi, obtenemos que

ḣ0i = − 1

3m2
∂i∂l∂khkl −

1

3
∂ihkk + ∂khik +

1

3m2
∂i∂k∂khll

=
1

3m2
∂i∂k (∂khll − ∂lhlk)−

1

3
∂ihkk + ∂khik

=
1

3m1

∂i∂kπ
k − 1

3
∂ihkk + ∂khik.
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Recordemos que ∂kπ
k = m1hkk, esto se obtiene de la ligadura ϕ, sustituyendo en ḣ0i

nos queda

ḣ0i = ∂khik. (4.3.2)

De la ecuación (4.3.1) podemos ver que ḣkk = ∂kh0k, y junto con (4.3.2) obtenemos que

∂νh
µν = 0, que era otra de las propiedades obtenidas para el campo hµν en la sección 4.1.

Continuando, obtenemos que

π̇ij = {πij (x) , H (y)}∗

= −m1hij +
2

m2

∂r∂rhij −
2

m2

∂r∂jhir

= −
(
m1hij +

2

m2

εjrlεlkn∂r∂khin

)
= − (m1hij + 2εjrl∂rAli) , (4.3.3)

π̇i = {πi (x) , H (y)}∗

= m1h0i +
2

m2

∂k∂ih0k −
2

m2

∂k∂kh0i

= m1h0i +
2

m2

εikrεrln∂k∂lh0n

= m1h0i + 2εikr∂kAr. (4.3.4)

4.4. Comprobación de las ecuaciones de movimiento

En esta sección vamos a comprobar si todo lo obtenido anteriormente reproduce las

ecuaciones de movimiento (4.1.1) y (4.1.2) y la información derivada de ellas.

De (4.1.1) obtenemos las siguientes ecuaciones

m1h
ii + ε0ραβ∂ρBαβ,

0 = 0, (4.4.1)

m1h
0i + εiραβ∂ρBαβ,

0 = 0, (4.4.2)

m1h
i0 + ε0ραβ∂ρBαβ,

i = 0, (4.4.3)

m1h
ij −m1η

ijh+ εjραβ∂ρBαβ,
i = 0. (4.4.4)
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Vemos que (4.4.1) se puede reescribir como

m1hii − ∂i (εijkBjk,0) = 0

⇒ m1hii − ∂iπi = 0.

La ecuación anterior es justamente la ligadura ϕ.

Luego, (4.4.2) nos queda

m1h0i − εijk∂0Bjk,0 + 2εijk∂jB0k,0 = 0

⇒ m1h0i − π̇i + 2εijk∂jAk = 0

⇒ m1h0i + 2εijk∂jAk = π̇i. (4.4.5)

Podemos ver que la expresión (4.3.4) es igual a la expreción (4.4.5), por lo que se re-

produce la ecuación de movimiento (4.4.2).

Continuando, tenemos que (4.4.3) se puede reescribir como

−m1hi0 + εjkl∂jBkl,i = 0

⇒ −
(
m1hi0 + ∂jπ

ij
)

= 0

⇒ m1 (hi0 − h0i) = 0, hemos usado que ∂jπ
ij = −m1h0i.

Entonces, de lo anterior nos queda que hi0 = h0i, esta información ya la habiamos

obtenido de los multiplicadores.

Después, estudiando la ecuación (4.4.4), la podemos reescribir como sigue

m1hij − ηijh− εjkl∂0Bkl,i + 2εjkl∂kB0l,i = 0

⇒ m1hij − ηijh+ π̇ij + 2εjkl∂kAli = 0, usando que h = 0, se obtiene que

⇒ − (m1hij + 2εjkl∂kAli) = π̇ij. (4.4.6)

Podemos ver que la expresión (4.3.3) es igual a la expreción (4.4.6), por lo que se re-

produce la ecuación de movimiento (4.4.4).

De (4.1.2) obtenemos las siguientes ecuaciones

m2B
ji,j − ενρ0i∂ρh

0
ν = 0, (4.4.7)

m2B
0i,j +m2η

ijBk0,k − ενρ0i∂ρh
j
ν = 0, (4.4.8)
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m2B
ij,0 − ενρij∂ρh0

ν = 0, (4.4.9)

m2B
ij,k −m2η

ikBγj
,γ +m2η

jkBγi
,γ − ενρij∂ρhkν = 0. (4.4.10)

La ecuación (4.4.7) la podemos reescribir como

Bji,j +
1

m2

εijk∂kh0j = 0

⇒ 1

m2

εijk∂jh0k = Bji,j

⇒ B0i,0 = Bji,j. (4.4.11)

La expresión (4.4.11) ya la habiamos obtenido de las ligadura ψi.

Recordando que ya se hab́ıa obtenido que Bk0,k = 0, y sustituyendo esto en (4.4.8),

llegamos a lo siguiente

B0i,j +
1

m2

εlki∂khjl = 0

⇒ 1

m2

εikl∂khjl = B0i,j. (4.4.12)

La expresión (4.4.12) concuerda con la obtenida ya anteriormente para B0i,j, aśı que

la ecuación de movimiento (4.4.8) se satisface.

La ecuación (4.4.9) se puede reescribir como

Bij,0 −
1

m2

εijk∂kh00 +
1

m2

εijk∂0h0k = 0.

Multiplicando la ecuación anterior por εijr obtenemos

εijrBij,0 −
2

m2

∂rh00 +
2

m2

∂0h0r = 0

⇒ ∂rh00 −
m2

2
εijrBij,0 = ∂0h0r

⇒ ∂rh00 −
m2

2
πr = ∂0h0r.

Sustituyendo en la ecuación anterior h00 como hkk y πk como la expresión que se obtiene

a partir de los v́ınculos obtenemos

∂0h0r = ∂khrk. (4.4.13)

Vemos que la ecuación (4.3.2) se corresponde con (4.4.13).
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Recordemos que Bγβ
,γ = 0, de esto se obtiene que Bγi

,γ = 0, sustituyendo lo ante-

rior en (4.4.10) y reescribiendo, obtenemos

Bij,k −
1

m2

εijl∂lhk0 +
1

m2

εijl∂0hkl = 0.

Multiplicando la ecuación anterior por εijr obtenemos

εijrBij,k −
2

m2

∂rhk0 +
2

m2

∂0hkr = 0

⇒ ∂rhk0 −
m2

2
εijrBij,k = ∂0hkr

⇒ ∂rhk0 +
m2

2
πkr = ∂0hkr. (4.4.14)

Vemos que la ecuación (4.3.1) se corresponde con (4.4.14), por lo que (4.4.10) se satis-

face.

Con todo lo anterior logramos comprobar que a través del formalismo canónico se

logran reproducir todas las ecuaciones de movimiento covariantes obtenidas a través de

la formulación Lagrangiana.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se llevó a cabo la formulación canónica en un espacio-tiempo plano de

un modelo alternativo para gravedad masiva linealizada en (3+1) dimensiones propuesto

por Morand y Solodukhin.

Se encontró que el campo hµν tiene 5 componentes independientes, al igual que

el campo Bαβ,σ, y que se pueden escribir uno en términos del otro. Entonces, se puede

tomar tanto a hµν o a Bαβ,σ como campo principal, y reescribir el otro en términos de

éste, obteniendo aśı una teoŕıa con 5 grados de libertad.

Al aplicar el método de Dirac a la teoŕıa, encontramos que todas las ligaduras eran

de segunda clase, por lo que no hay generadores para transformaciones de calibre, enton-

ces esta teoŕıa no es invariante de calibre.

Encontramos que la teoŕıa queda descrita en téminos de los corchetes de Dirac y a

través del Hamiltoniano

H =

∫
d3x

[m1

2
(hijhji − hiihjj) +

m2

4

(
πijπji − πiπi

)
+ Aijεikl∂khjl

]
.

Usando el álgebra obtenida en términos de los corchetes de Dirac, y el Hamiltoniano

anterior, se pudo ver que las ecuaciones covariantes de movimiento halladas a través de

la formulación Lagrangiana se reproducen de la manera esperada.
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