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RESUMEN

Se exhibe en el transcurso de este trabajo la formulacion teérica del BEM, solucionando
un problema general de elasticidad plana modelado por la ecuaciéon de Navier sobre un
medio eldstico, homogéneo e isotropico. Tomando en cuenta una geometria general en
dos dimensiones, discretizado mediante elementos cuadraticos con interpolacion de tipo
isoparamétrica. Se presenta la formulacion directa del BEM con base en la ecuacion integral
de Somigliana, obteniendo soluciones para los desplazamientos y las tensiones generando un
sistema de ecuaciones. Luego, se proponen ejemplos con tres formas diferentes de disposicion

(o distribucién) de las condiciones de contorno.

Palabras clave: BEM, elasticidad plana, integraciéon numérica.



You see you wouldn’t ask why the rose that grew
from the concrete had damaged petals.

On the contrary, we would all celebrate its
tenacity.

We would all love 1t’s will to reach the sun.
Well, we are the rose,

this is the concrete,

and these are my damaged petals.

Don’t ask me why, thank God nigga,

ask me how!

Hahahaha..

Tupac Shakur
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Introduccion.

Muchos problemas de importancia practica que comtinmente surgen en ingenieria, resultan de gran
complejidad matemadtica debido a la dificultad que surge al momento de hallar la solucién de las ecua-
ciones diferenciales que gobiernan tales problemas mediante métodos analiticos.

En consecuencia, aunque este tipo de solucién es la que més informacién proporciona sobre el com-
portamiento de las variables involucradas en un problema dado, se debe recurrir a los métodos numéri-
cos, los cuales permiten elaborar andlisis y disefios con un alto grado de sofisticacién y precision.

Atn cuando todos estos métodos numéricos constituyen una poderosa herramienta matematica, no
dejan de ser métodos que aproximan la solucién, debiéndose tener especial cuidado en su utilizacién, ya
que la calidad de las soluciones que se obtengan depende de varios factores, entre los cuales se pueden
destacar la distribucién de la discretizacion espacial de la region en estudio, el tipo de discretizacion, la
aplicacién apropiada de las condiciones de contorno, la correcta inclusién en el modelo de las propie-
dades fisicas de los materiales que interviene en el problema, entre otros.

Una de las técnicas que permiten resolver de manera rapida y eficiente estos problemas es el Mé-
todo de Elementos de Frontera, (BEM, por Boundary Element Method), el cual es un método numérico
empleado para resolver ecuaciones en derivadas parciales que han sido formuladas como ecuaciones
integrales. Consiste en discretizar la frontera en una serie de elementos unidimensionales (para el caso
de dos dimensiones), sobre el cual las tensiones y los desplazamientos varian de acuerdo con la funcién
de interpolacién adoptada [4].

La elasticidad plana se refiere al estudio de soluciones particulares del problema eldstico general y
al estudio del conjunto de aplicaciones técnicas en que aparecen dichos estados eldsticos de tension-
deformacién reducibles a problemas “planos” o bidimensionales [1]. Las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el problema de elasticidad plana, se conocen como las ecuaciones de Navier. No obstante, a
partir de la simetria de las tensiones y deformaciones de un problema dado, se determina la identidad
de Somigliana, la cual permite determinar los campos variables a través de los campos conocidos sobre
la frontera del dominio Q. Partiendo de consideraciones bdsicas en elasticidad, se deriva la ecuacién
integral de Somigliana, asi como la forma que toma cuando es aplicada sobre los puntos de la frontera.

Para determinar la solucién del problema, es necesario encontrar las soluciones fundamentales (fun-
ciones de Green), que no son mds que las funciones que representan los nticleos de las integrales de sim-
ple y doble capa, presentes en la ecuacién de Somigliana. Primero se determina la solucién fundamental
correspondiente al campo de desplazamientos, los cuales estardn definidos en un medio homogéneo,
isotrépico e infinito, resultante de la aplicacién de una carga unitaria en cierto punto del dominio. Pos-
teriormente, al derivar la solucién fundamental del desplazamiento, se obtiene la solucién fundamental
para las tensiones.

Las soluciones fundamentales tienen diferentes tipos de singularidades, que afectan la solucion. El
ntcleo correspondiente al desplazamiento varia de acuerdo a las siguientes funciones: In(r) en dos di-
mensiones (singularidad débil), y 1/r en tres dimensiones (singularidad fuerte), donde r representa la




magnitud del vector radio. El niicleo correspondiente a las tensiones, tiene las siguientes singularida-
des: 1/r en dos dimensiones (singularidad débil) y 1/r? en tres dimensiones (singularidad fuerte). Las
integrales de esta funcién solo existen en el sentido de valor principal de Cauchy.

Existen dos temas de mayor preocupacion cuando se utiliza el BEM: exactitud y velocidad. Se cono-
ce que las integrales singulares o cuasi-singulares presentes en el BEM pueden dar resultados inexactos,
incluso en el caso en que se utiliza un gran niimero de puntos de integracén (grandes 6rdenes de cua-
dratura). Las integrales son singulares cuando el punto de origen (punto de colocacién) pertenece al
elemento de integracién y cuasi-singulares cuando el punto de origen no pertenece al elemento, pero
estd muy cerca del mismo. En los casos donde el punto de origen estd cerca del elemento, se obtienen
resultados inexactos al utilizarse integraciéon numérica. Por otro lado, cuando se utiliza la integracién
numérica, el usuario debe definir grandes 6rdenes de cuadraturas de Gauss para obtener resultados
razonables. Esto implica largos tiempos de ejecucién computacional. En un problema préctico de in-
genieria discretizado con doscientos mil elementos de contorno, la necesidad de reducir el tiempo de
ejecuciéon computacional se convierte en algo necesario.

El BEM fue utilizado por primera vez para problemas potenciales en 1977 por Brebbia y Domin-
guez, [4]. Brebbia, junto con otros investigadores, sin duda han desempefiado un papel significativo e
importante en la introduccién de este método para la investigacion en ingenieria, (ver [6]). Al menos 200
articulos de revistas cuyos titulos contenian el término BEM se encuentran en base de datos en lared, a
partir de 1985. Para el afio 2006, ya existian varios miles, de trabajos relacionados a este tema.

Sin embargo, la historia del método podria remontarse a una época anterior, mucho antes de la dé-
cada de 1970. Las matemadticas que sentaron las bases teéricas para el desarrollo del método, se podian
encontrar en las obras de matemadticos famosos como Laplace, Fourier, Poisson, Green, Stokes, Gauss,
Fredholm, Betti, Somigliana, Muskhelishvili y Mikhlin. En la década de 1960, hubo intentos de utilizar
las computadoras para administrar soluciones aproximadas de problemas de potenciales a través de la
utilizacién de las ecuaciones integrales de contorno, en particular, los trabajos pioneros de M. Jaswon,
[17] y G. Symm, [26]. La obra de E Rizzo [25], fue considerado por muchos investigadores como el co-
mienzo de un nuevo método integral de contorno directo para la solucién numérica de problemas de
elasticidad.

Otros adelantos de investigacién fueron aportados luego por H. Okaday colaboradores, [20], en 1988,
donde proponen una nueva ecuacién integral directa para el gradiente de desplazamiento, la cual tiene
una singularidad de orden inferior que en la formulacién estdndar, y es bastante manejable desde un
punto de vista numérico. Un ano después M. Cerrolaza, [7], presenta una versién p-adaptable del BEM
aplicado a problemas de potencial tridimensional y elastostética bidimensional.

Durante las dos tltimas décadas, muchos investigadores han dedicado tiempo y esfuerzo para pro-
fundizar la implementacién del BEM, es por ello que a continuacién presentamos algunos trabajos dedi-
cados a esta drea de trabajo. E. Pineda-Ledn y colaboradores, [22], en 2006, aplican el método de elemen-
to frontera a problemas no lineales independientes del tiempo; luego, S. P. Zhu y Y. Zhang, [29], en 2007,
resuelven el problema de Helmholtz interior directo, en términos de precision numérica y eficiencia, asi
como su aplicabilidad y confiabilidad en el dominio de la frecuencia.

Adicionalmente, en el afio 2008, D. Ojeda y colaboradores, [19], proponen una solucién eficiente pa-
ra la deteccion de cavidades en huesos corticales a partir de una técnica de superposiciéon de cargas
puntuales empleando el método de elementos de frontera, y Keng-Cheng Ang, [18], presenta una mane-
ra sencilla y sistemadtica de implementar el método de elementos frontera para resolver la ecuaciéon de
Laplace usando MATLAB, obteniendo buenos resultados en la implementacién sobre los ejemplos que
plante6.




L. Ebrahimnejad y colaboradores, [11], en 2010, describen la aplicacién de transformadas de onda
rapida en el método de elementos frontera para resolver problemas de elasticidad 2D.

En los afios 2010 y 2013, se describe una formulaciéon de forma compacta y eficiente de las expre-
siones que solucionan un problema de elasticidad plana, mediante el BEM de forma analitica usando
elementos subparamétricos. Dichos trabajos se les atribuye a M. Valera y colaboradores, [28], [27].

Mads adelante, en el afio 2011, W. Portilho y colaboradores, [23], plantean una formulacién numé-
rica para el andlisis de problemas dindmicos de flexién de placas anisotrépicas delgadas, E Cezario y
colaboradores, [9], obtienen una solucién fundamental bidimensional general y concisa para problemas
viscoeldsticos lineales cuasi-estaticos utilizando el método del elemento frontera, Y. M. Zhang y colabo-
radores, [30], introducen una transformacién no lineal sobre elementos de superficie curvos y se aplica
al método de los elementos de frontera regularizados para problemas estructurales finos 2-D.

Por dltimo, M. Gonzdlez [15], en 2015, present6 un algoritmo efectivo, (basado en una combinacién
de la técnica de transformacion de variables de Telle y la cuadratura de Gauss adoptativo para mejorar la
integracion y para disminuir el tiempo de célculo) para la integracion cuasi-singular en el BEM aplicado
a estructuras de pared delgada en tres dimensiones.

En esta trabajo especial de grado, nos hemos propuesto aplicar el BEM en una placa en L, con tres
formas diferentes de disposicion (o distribucién) de las condiciones de contorno. Para ellos utilizamos
el c6digo desarrollado por C. Brebbia y J. Dominguez en el afio 1977, [4], el cual es un esquema escrito
en lenguaje FORTRAN con un interés académico, que puede ser manipulado para problemas de mayor
complejidad. El interés de realizar implementaciones sobre una placa en L se debe a la utilidad que tiene
en estudios correspondientes a mecdnica del s6lido, por ejemplo, la construccién de edificios, centros
comerciales, canchas verticales, taludes, entre otras.

A continuacién se presenta un resumen de los capitulos que conformarén este trabajo. El capitulo 1
contempla los conceptos matematicos, las notaciones necesarias para plantear las definiciones basicas
en teoria de elasticidad, asi como sus ecuaciones y teoria de integracién numérica para la aproxima-
cion de integrales definidas, considerando férmulas bdsicas y otras un poco mds complejas; cerrando
el capitulo con un tipo de integracién llamada cuadratura gaussiana. En el capitulo 2 se obtendran las
ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema de elasticidad y luego, se presentan las soluciones
fundamentales para el problema de elasticidad plana y las funciones de distribucién de desplazamien-
tos y las tensiones en el punto de un medio isotrépico infinito, resultante de la aplicacién de una fuerza
unitaria en un punto de dicho medio infinito dado, que son obtenidas a partir de la solucién fundamen-
tal de Kelvin. En el capitulo 3 se detalla el tipo de discretizacién a utilizar, asi como la interpolacién, se
presentan los sistemas de ecuaciones integrales. En el capitulo 4 se describe el algoritmo utilizado para
la implementacién computacional del BEM en elasticidad utilizando elementos cuadraticos. En el ca-
pitulo 5 se presentan tres (3) ejemplos de aplicacién en una placa en L la cual es sometida a distintas
condiciones de contorno. Finalizando este trabajo, se establece un conjunto de conclusiones.







1.1

Marco teorico.

Partiremos de una base matematica en la cual se sustentardn todas los operaciones y manipulacio-
nes que se llevaran a cabo en el transcurso de este trabajo de investigacién. En problemas vectoriales
como es el caso de elasticidad, es necesario referirse continuamente a las componentes de tensores,
vectores y las operaciones entre ellos. Para evitar la enumeracién constante de las componentes de di-
chas cantidades, que resulta regularmente en una exposicion tediosa y prolija, y que tiende a ocultar los
aspectos fundamentales de una formulacién, se utiliza la notacién indicial. Vale la pena que revisemos
la notacién que utilizaremos ampliamente en el resto de este trabajo. Se dard una introduccién a la teo-
ria de elasticidad que permita comprender las caracteristicas, el comportamiento de los cuerpos sélidos
en estudio de la elasticidad, asi como relacionar tanto los estados de tensién como los de deformacio-
nes de un cuerpo, que daran lugar a las relaciones constitutivas; estas ecuaciones basicamente tratan de
describir las respuestas de un determinado material frente a las cargas exteriores.

Por ultimo, se resuelve un problema clésico del cdlculo numérico; la aproximacién de integrales de-
finidas. Es habitual que las funcién que se desea integrar solo se conozca en un conjunto discreto de
puntos, en esta situacién es necesario considerar métodos numéricos para obtener una aproximacion
del valor que interesa, independientemente de lo dificil que sea la funcién a integrar. Comenzaremos
considerando férmulas bdasicas que utilizan datos uniformemente espaciados, cuya exactitud serd pos-
teriormente mejorada a partir de la subdivisién del intervalo de integracién y la aplicacién de una de las
técnicas bdsicas en cada subintervalo. Concluyendo con una técnica mds potente, la cuadratura gaus-
siana, que utiliza una coleccién de puntos que son elegidos de forma que se obtenga el mejor resultado
posible dentro de una cierta clase de funciones.

Base Matematica.

Para una mejor comprension de esta investigacién es imprescindible disponer de un conocimiento
bésico de las herramientas matemaéticas y utilizarlas en varias situaciones. Es por ello que para desarro-
llar adecuadamente las secciones siguientes, es necesario conocer y manejar de manera significativa los
conceptos de vector, producto vectorial, producto escalar, etc, ya que con ello podemos comprender de
manera mas efectiva, todos los célculos que se llevardn a cabo con la finalidad de obtener una expresién
para la solucion de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema matemaético que nos hemos
planteado.




1.1 Base Matematica.

Definicion 1.1
Un escalar es una cantidad que es independiente de direccién. Denominamos magnitudes escala-
res a aquellas en las que las medidas quedan correctamente expresadas por medio de un nimero

y la correspondiente unidad. [13]. Ejemplo de ello son: la masa, la temperatura, la presion y la
densidad.

Definicion 1.2
Un vector es una herramienta geométrica utilizada para representar una magnitud fisica, el cual
requiere de longitud, direccion y orientacién para ser descrito, [13].

En coordenadas cartesianas, un vector se expresa comao:

U = (U, Uy, Uz) = Uxly + Uyey + UzEy, (1.1)

donde ex = (1,0,0), e, =(0,1,0) y e;=(0,0,1).
El diferencial de un vector respecto a una direccién dada puede escribirse como:

Ou _Ouy ,  Ouy — Ous (1.2)
T I [ Vi ’

La magnitud de un vector se expresa de la siguiente forma:

Il =/ u% + uf + uz. (1.3)

Definicién 1.3
En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector
U = (x,y), alos cosenos de los dngulos que forma el vector % con los vectores de la base. En las
ecuaciones (1.4) y (1.5) se expresan los cosenos directores para el vector u, [13]:

X
cCosStqt = ———— (1.4)

y

cosf = (1.5)

Definicion 1.4
Un vector unitario es un vector cuya magnitud o médulo es uno y esta dado de la siguiente forma,
[13]:

~ u Uy — u U, —
et i (1.6)
Nl Nl [l zell [l zell




1.1 Base Matematica.

Definicion 1.5
El producto escalar (6 producto punto), de dos vectores es definido como el producto de sus mag-
nitudes y el coseno del dngulo entre ellos, (que definiremos 6), y como resultado se obtiene un
escalar, [13], es decir:

G- b =GN DIcos®) = arby+ayby, +asb,. (1.7)

Por tanto, el &ngulo entre dos vectores puede obtenerse a partir del producto escalar de la forma:

aiby+ayby,+azb,
= B et (1.8)

I \Jad+ad+ a2\ /b2 + b+ b2

Definicion 1.6

El producto vectorial (o producto cruz), de dos vectores @, b es un nuevo vector perpendicular ¢,
[13],

T=Gaxbh, (1.9)

(@

€1 =1GID lIsin®). (1.10)

También puede escribirse en términos de las componentes del vector como:

_ €x ey €z
C=daxb=| ax a, a; |=(ayb;-a;by)e;+(asbx—acb;)e,+ (acb,—aybye..
by by, b,

Las componentes de los vectores pueden considerarse como una proyeccion de los vectores sobre
las direcciones dadas. Por lo tanto,

uy = |ullcos(ay), (1.11)
uy = llcos(ay), (1.12)
u; = lulcos(ay). (1.13)

donde ay, ay, a, representan los angulos respecto de cada uno de los ejes coordenados.
Estos son llamados cosenos directores. Un vector unitario se puede escribir en términos de los cosenos
directores de la siguiente forma:

ﬁ:cosaxex+cosayey+cosazez. (1.14)




1.2 Notacién indicial.

Por lo tanto, los cosenos directores tienen la siguiente propiedad:

cosz(ax) +cosz(ay) +c052(az) =1. (1.15)

Definicién 1.7
Un tensor es un objeto matematico representado por un cierto conjunto de componentes, que ge-
neraliza los conceptos de escalar, vector y matriz de una manera que sea independiente de cual-
quier sistema de coordenadas elegido, [13].

Definicién 1.8
Sea f definida en a < x < b, excepto posiblemente en un punto interior c, el cual es un punto
singular de f, (ver [5]). Si [, f f(x)dx no existe, pero

)

c—€ b
f f(x)dx+f fx)dx
a C

+€

lim
e—0
existe, esto se llamaréa valor principal de Cauchy de [, f f(x)dxy se escribird como:

c—€ b
f f(x)dx+f fx)dx
a (2

b
Pcf fx)dx =1im
a €—0

No debe interpretarse P, como un factor numérico. Al poner la P, al principio de la integral se da
a entender que es un valor principal.

1.2 Notacion indicial.

La notacion indicial es una notacién abreviada que se utiliza para facilitar la escritura de ecuaciones.
Por ejemplo, un vector referido a un sistema de ejes cartesianos a con tres componentes (ay, dy, a3) en
una notacion indicial se representa por a;, donde el subindice toma los valores 1, 2 y 3, (ver [8]).

Si se quiere representar un conjunto de nueve cantidades, se utiliza doble subindice b; ;, donde am-
bos subindices i y j toman los valores 1, 2 y 3. Si el conjunto tiene 27 cantidades, se necesitan tres sub-
indices d; . Finalmente, si se tienen 3" se utilizan n subindices d; jx;...,.-

Existen dos tipos de subindices:

(i) Indice libre: es aquél que aparece s6lo una vez y toma los valores 1, 2 y 3. El niimero de términos
que existen en la expresion es 3", donde 7 es el nimero de indices libres.

(ii) Indice mudo: aparece dos veces e indica una suma de 1 a 3 lo que constituye el convenio de la suma
de Einstein.

Como regla general, un subindice no puede aparecer repetido més de dos veces en un monomio. As,
la expresion a; j j estd escrita correctamente en notacion indicial. El subindice i es el indice libre e indica




1.3 Notacién tensorial.

que dicha expresién representa un conjunto de 3! = 3 cantidades (por ejemplo, un vector). El subindice
J, aparece dos veces, es el indice mudo y representa una suma desde j =1a j =3, es decir:

ain + aizz + aissz
Qjjj=ajn+ajp2+a;33=| dp11+ a2+ a3 |. (1.16)
asii + dsz2 + asss
Sin embargo, la expresion a;;; no es correcta puesto que el subindice i aparece tres veces.

La diferenciacién con respecto a las tres variables independientes x;, x, y x3 se indica mediante la
coma

6a,~

-—, 1.17
o, (1.17)

ai,j:

Esta expresién estd constituida por 32 = 9 cantidades puesto que, tanto i como j son indices libres.

Definicién 1.9
(El delta de Kronecher) La funcién § : Z x Z — {0, 1} definida mediante la regla

0 sii#]j,
5u={ .l.?”. (1.18)
1 sii=},

se llama el simbolo de Kronecher o el delta de Kronecher, [16]. Es muy ttil para manipular expre-
siones, tipicamente se utiliza para cambiar de indice.

1.3 Notacion tensorial.

La notacién tensorial es una notacién que se utiliza principalmente para ecuaciones en coordenadas
cartesianas con el fin de ahorrar espacio y presentar las ecuaciones en una forma mas compacta.

Es muy utilizado en mecdnica de medios continuos y, en particular, en las ecuaciones integrales. En
muchos casos hasta nueve o méas ecuaciones pueden representarse por una ecuacion simple de tensor.

El orden de un tensor se indica por el nimero de subindices que aparecen en sus componentes. El
subindice usado en notacién tensorial puede tomar los valores 1,2 y 3 en problemas tridimensionales.
Los siguientes ejemplos dan una indicacién de las posibles permutaciones que participan en la elabora-
ci6én de las variables cartesianas:

¢ u; indica 3 variables,
¢ Ujj indica 9 variables,

¢ Djjj indica 27 variables.

1.4 Introduccion a la teoria de elasticidad.

Todos los materiales estructurales presentan en cierto grado la propiedad de elasticidad, es decir, si
las fuerzas exteriores que deforman la estructura no rebasan un cierto limite, la deformacioén desapa-
rece cuando se suprimen tales fuerzas. La elasticidad segtin el tipo de cuerpo se subdivide en cuerpos
perfectamente eldsticos y parcialmente elésticos.




1.4 Introduccién a la teoria de elasticidad.

Al deformar la estructura de las particulas que componen un cuerpo, puede hacerse una clasificaciéon
del tipo de deformacion las cuales son deformaciones elédsticas y deformaciones pldsticas. Ademads de
ésto, los cuerpos s6lidos se pueden clasificar por su densidad en materiales homogéneos, materiales
heterogéneos y, seglin sea el comportamiento mecanico en materiales is6tropos y anisotrépicos.

Definicion 1.10
La elasticidad es la propiedad que tienen los cuerpos de recuperar su forma primitiva al descar-
garlos de fuerzas externas, [31]. Se divide en dos tipos:

o Perfectamente eldsticos: son aquellos que recuperan su forma inicial después de suprimir
las fuerzas.

o Parcialmente elasticos: son aquellos que cuando desaparecen las fuerzas o momentos no
retorna perfectamente a su estado inicial.

Definicién 1.11
En la fisica e ingenieria, se denomina tensién a la fuerza dividida por unidad de 4rea en el entorno
de un punto muestral sobre una superficie real de un cuerpo o medio continuo, [31].

Definicién 1.12
Se conoce como deformacion cuando al actuar fuerzas externas sobre un sélido eléstico este varia
la posicion relativa de las particulas que los componen, [31].

La deformacién puede clasificarse en:

o Deformacion eldstica o reversible. Es el tipo de deformacion en el que el cuerpo recupera su forma
original al retirar la fuerza que le provoca la deformacién.

o Deformacién pldstica o irreversible. Es el modo de deformacion en que el material no regresa a su
forma original después de retirar la carga aplicada.

Los cuerpos sélidos se clasifican por su densidad y su comportamiento mecénico. Por su densidad
se dividen en:

o Materiales homogéneos: son aquellos que tienen la misma densidad en todo su dominio, como por
ejemplo: la madera, el suelo por estratos, entre otros.

o Materiales heterogéneos: son aquellos que varian su densidad en todo su dominio.

Segtin el comportamiento mecdanico, los cuerpos sélidos se dividen en:

o Materiales is6tropos ! : son aquellos que presentan el mismo comportamiento mecédnico en cual-
quier direccién del material. Por ejemplo, la madera, las rocas, entre otros.

o Materiales anisétropos®: son aquellos materiales que presentan comportamientos diferentes en
cualquier direccion.

1 1s0: igual, tropos: direccion.
2 Ani: negacion, Anisotrépo: dicho de un material que no es isétropo
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Para el presente trabajo no serd considerada la estructura molecular de los cuerpos elasticos. Ade-
mads, se supondra que la materia del cuerpo elastico es homogénea distribuyéndose con continuidad en
su volumen, de forma que cualquier elemento extraido de €él, posee sus mismas propiedades fisicas. Para
simplificar los razonamientos se supondrd también que el cuerpo es isétropo, es decir, las propiedades
elésticas son las mismas en todas las direcciones, (ver [13]).

Se entiende por material isétropo a aquellos sélidos cuya gréafica, representada por la curva esfuer-
zo/deformacion (o/¢), es de forma lineal hasta alcanzar su esfuerzo de cedencia o, ver Figura 1.1.

O,

max f == === === == ===

GI’ _____________________

Figura 1.1: Grafica de esfuerzo o vs deformacion € donde o, es el esfuerzo de cedencia, o esfuerzo de roturay
O max €sfuerzo maximo.
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1.5 Ecuaciones bésicas en elasticidad.

Ecuaciones basicas en elasticidad.

Figura 1.2: La superficie total de la frontera I'=I'; +I',.

Enlo que sigue se suponen problemas paralos que el material se comporta linealmente y los cambios
en la orientacién del cuerpo en el estado deformado son insignificantes. Este Giltimo supuesto conduce a
las relaciones de tensién-desplazamiento, también permite que las ecuaciones de equilibrio se remitirdn
ala geometria no deformada.

Se utilizard la notacién indicial, ademads de la notacién matricial, ya que de otro modo las férmulas
seran dificiles de escribir.

En mecénica sélida se necesita considerar las fuerzas o estados de tensidn en el cuerpo y las defor-
maciones o estados de deformaciones, (ver [4]). Ambos estados estdn relacionados entre si, aplicando el
comportamiento del material o ecuaciones constitutivas, que establece la relacion entre tension y defor-
macion.

Estado de tension.

Definamos el estado de tensién en un punto x, en términos de las componentes de tensién. En prin-
cipio se tienen nueve diferentes componentes que pueden ser agrupadas en un tensor de tensiones, es
decir:

011 012 013
021 022 023 |. (1.19)
031 032 033
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Estas componentes no son todas independientes, pero estdn relacionadas a través de las ecuaciones
de equilibrio, que son de dos tipos: ecuaciones de momento y ecuaciones de componentes directas.

La ecuacién de equilibrio de momento pueden ser escritas tomando momentos de las componentes
de la tensién con respecto a un punto en el elemento diferencial y en el limite producir las llamadas
relaciones de corte complementarias, es decir:

021 =012; 031 =013; 032 = 023. (1.20)

El equilibrio de las fuerzas en las direcciones x1,x, y x3 producen las ecuaciones de equilibrio de
fuerzas que deben ser satisfechas a través del dominio, es decir:

0011 0012 0013
+ +

+b; = 0, (1.21)
X1 X2 X3
oo oo oo
Ay 2L B0 = 0, (1.22)
X1 X2 X3
0 0 0
031+ 032+ 0334_173 _— (1.23)

X1

X2

X3

donde b;, con i =1,2,3, son las componentes de las fuerzas del cuerpo.
Para escribir estas ecuaciones de una manera mas compacta necesitamos utilizar notacién indicial.
El conjunto de ecuaciones anteriores pueden ser escritas simplemente como:

O

I 1 p;=o0, (1.24)
Xj

o de la siguiente manera:

o, +bi=0, (1.25)

donde j =1,2,3. Los indices internos, tales como j, varian primero y, luego, el indice i que producen tres
ecuaciones diferentes.

Las componentes de la tensioén se proyectan en un diferencial de la frontera dI" y producen intensi-
dades de fuerza superficial o tracciones que se denotan por ¢;, tal que:

f1 = 0,0 +012Nn2+01313, (1.26)
Iy = 0,n +02n+0230N3, (1.27)
I3 = 0,Nn1+032n2+0330N3, (1.28)

. 7 d
donde ny, ny, n3 son los cosenos directores del 4ngulo que forma el vector normal 7 con respecto a los
ejes x1, X2, X3, es decir,

n; =cos(7,x;), ny =cos(7, x), ns = cos(7, x3). (1.29)
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Las ecuaciones de 11, > v 13, pueden ser escritas de una forma mds compacta con notacion indicial:

tiIO'ijnj, enl, (1.30)

donde i,j=1,2,3.
Las tracciones se supone que deben darse en una parte de la frontera I', (supongamos I'y, ver Figura
1.2), de la frontera y son las condiciones de contorno naturales para este problema. Por lo tanto,

h=1n,
=10, enl. (1.31)
t3 = Z3r

Estas condiciones implican que las tracciones aplicadas 7;, tienen que estar en equilibrio con las
componentes de traccién obtenidas a partir de las tensiones internas en la frontera, es decir:

tiI(TijanI_fi, enl’s. (1.32)

1.5.2 Estado de deformacion.
Las deformaciones de la frontera son funciones de los desplazamientos, que tienen las componentes,
u, Uy y usz en todos los puntos. Ellos producen deformacidn que, para los casos lineales son de dos tipos:

(1) Deformaciones directas:

oy ouy Ous (1.33)

€11 = 7 — €220 = €33 = .
0x;’ X dx3

(2) Deformaciones de corte (ecuaciones de compatibilidad):

1(%_’_%) £ —1(%4_%) £ —l(%+%) (134)
dx, 0x1) B=5\0x;  0x ) B9\ 0x;  0xz ) '

E12=~
2

Esta expresién puede ser escrita en notacién indicial de la siguiente manera:

L (_au,- +—6uj) (1.35)
el , .
H 2 axj ax,'

donde i, j = 1,2,3. Otra manera de expresar la ecuacioén anterior es la siguiente:

1
eijzi(ui'j+ujvi). (1.36)
A veces el estado de deformacién se define usando las componentes de deformacién organizado en
un tensor (tensor de deformacion), es decir,

€11 €12 €13
€21 €22 €23 |,
€31 €32 €33

(1.37)
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donde €31 = €12, €31 = €13, €32 = €23.
Es mas sencillo aplicar condiciones de contorno, en términos de los desplazamientos en lugar de
en funcion de las deformaciones. Por lo tanto, en I'; las siguientes condiciones esenciales pueden ser

definidas:
uy = L_tl, (1.38)
U = L_tz, en Fl. (1.39)
us = L_lg, (1.40)
6
uj=uj, j=12,3, enly. (1.41)

donde u; son los valores prescritos.

1.5.3 Relaciones constitutivas.

Elestado de tensi6n y deformacion en un cuerpo estdn relacionados a través de la tension-deformaciéon
0 ecuaciones constitutivas para el material. Para un material isotr6pico, eléstico y lineal se puede definir
dos constantes, llamadas constantes de Lame, A1 y 1 que estan asociadas con los componentes volumé-
tricas y de corte. A continuacion, la relacion tension-deformacion puede ser expresada como:

Uij=ﬂ5ij£kk+2,u£ij, (1.42)

donde §;; es conocido como delta de Kronecher. Note que €y tiene sdlo indices internos, por lo tanto,
implica una suma de las tres componentes directas de deformacién:

Ekk = €11 + €22 + €33, (1.43)

por lo cual se llama la deformacién volumétrica.
El inverso de la relacién de tensién-deformacion puede ser escrita como sigue:

19ij i 2 (1.44)
Eij=—————"—0 —0aij, .
Y 2uBA+2u) Kk 2u
donde oy =011 + 022 +033.
La constante de Lame puede ser expresada en términos del médulo de corte G, médulo de elastici-

dad?® E 'y coeficiente de Poisson v, por las siguientes expresiones:

_ . E (1.45)
K T2+ '
vE
_ (1.46)

1+v)(1-2v)

3El médulo de elasticidad nos indica que tan rigido es un material.
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El estrés y la tensién en términos de E y v, pueden ser escritos como:

v 1+v
€ij =~ [ Okk0ij+ ——0ij» (1.47)

E v

Ojj=——|——0;i€kr+€ijl. 1.48
ij 1+vi1-2v ijckk ij ( )

Para algunos problemas particulares (especialmente en mecédnica de sélidos), se prefiere utilizar el
moédulo K mayor.
En estos casos se definen los componentes de tensiéon y deformacion desviadora:

, 1
o = Uij_gakk&'j’ (1.49)
1
E;j = Eij_ggkkéij- (1.50)

Asi, las ecuaciones constitutivas se expresan como:

o.. = 2Gg;.j, (1.51)
—Kegk. (1.52)

=
Il

donde p es la presién media:

Okk
_ _Tkk 1.53
p 3 (1.53)
y
2 E
K=A+-G=—"—. (1.54)
377 3(1-2v)

En general, para todos los materiales eldsticos isétropos, las constantes del material pueden expre-
sarse en funcién de dos constantes independientes.

Las ecuaciones de equilibrio, relaciones de tensiéon-deformacion y ecuaciones constitutivas, dan un
completo sistema de ecuaciones a partir del cual se puede determinar las componentes de tension, des-
plazamientos y deformaciones, (ver [4]).

1.6 Integracion numeérica.

En los cursos de cdlculo se describen muchas técnicas para evaluar integrales exactamente, pero es-
tas técnicas apenas pueden utilizarse para evaluar integrales que surgen en los problemas que aparecen
en el mundo fisico; para esto necesitamos métodos de aproximacién de integrales. Estos métodos se lla-
man genéricamente métodos de cuadratura porque cuadratura es la palabra cldsica para denominar el
célculo de éreas.
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1.6 Integracién numérica.

El problema bésico considerado por la integracién numérica es calcular una solucién aproximada a
la integral definida:

b
f fx)dx
a

donde f es una funcién integrable en el intervalo acotado [a, b].

Ahora describimos tres situaciones en las que es necesario calcular aproximaciones a integrales de-
finidas. La primera, el caso en el que la primitiva de la funcién f no se puede expresar en términos de
funciones elementales. La segunda situacion se debe al caso en que la primitiva se puede escribir, pero
es tan complicada que se desea la aplicacién de un método de cuadratura para su evaluaciéon numérica.
La tercera situacion se da cuando el integrando se conoce solo puntualmente; por ejemplo, como resul-
tado de una medicién experimental. El tltimo caso también aparece cuando se aplican los métodos de
cuadratura al tratamiento numérico de ecuaciones diferenciales o integrales.

Se aproximard f por un polinomio de interpolacién p,, en un conjunto de nodos X, X1, ...., X ¥

b b
calcularemos exactamente | f pm(x)dx, de manera que f fdx = f Pm(x)dx, obteniéndose asi for-
a a

mulas de cuadratura numérica. Ademas, los errores de interpolacién tienen una férmula explicita para
las cotas del error, (ver [10]). Se pueden obtener las cotas del error para las férmulas de cuadratura.

Se introducen algunas férmulas simples que son casos particulares de una familia mayor de férmulas
de cuadratura conocidas como férmulas de Newton- Cotes. Para un conocimiento més complejo de esta
familia de férmulas se puede consultar [2].

Reglas de cuadratura basicas.

Comenzamos considerando un grupo de férmulas de cuadratura que estdn basadas en evaluaciones
de funciones en nodos equiespaciados. Hay dos tipos bésicos, que depende de silos valores de la funcién
en los extremos del intervalo de integracion se utilizan o no. La regla del punto medio es el ejemplo més
simple de férmula de Newton-Cotes abierta, en la que los extremos de integracién no se utilizan. Las
reglas del trapecio de Cavalieri-Simpson son ejemplos de férmulas de Newton-Cotes cerradas, en las
que lo extremos de integracion se utilizan.

El caso mas simple que se puede dar es cuando solo se utiliza un nodo, xp. En este caso, po(x) = f(xg),
por lo que la integral en el intervalo [a, b] se aproxima por,

b b b
ff(x)dxz[ po(x)dx:[ f(xo)dx = (b—a) f(xp).

Gréaficamente, si f es no negativa, lo que se hace es aproximar el area bajo la curva y = f(x), com-
prendida entre x = ay x = b, por el drea del rectdngulo de base b — a y altura f(xo). Las elecciones mds

usualesson xg =a,xo=by xy = %b. En el primer y segundo caso las férmulas de cuadratura se llaman
respectivamente regla del rectdngulo a izquierda y regla de rectdngulo a derecha. En el dltimo caso la
férmula de cuadratura se llama regla del punto medio.

El error para la regla del punto medio viene dado por la integral de la férmula del error para polino-
mio de interpolacién py. Puede probarse, (ver [12]), que el error (de truncamiento local) de esta regla de

//(w)

o (b-a)®, donde w € (a, b), siempre que f € C?[a, b].

cuadratura es: Epy =
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En caso de utilizar dos nodos la férmula de cuadratura es conocida como regla del trapecio; y si
se consideran tres nodos se obtiene una de las férmulas de cuadratura més importantes la regla de
Cavalieri-Simpson [10].

Reglas de cuadratura compuestas.

En la subseccidn anterior hemos tratado las nociones bdsicas que sustentan la integracion numeérica,
pero las técnicas que hemos estudiado no son satisfactorias en muchos problemas. La hipdtesis de que
el intervalo sea pequefio para esperar un error pequefno podria ser muy poco razonable. No hay motivo,
en general, para suponer que el intervalo [a, b] sobre en que se integra es pequefio y, sino lo es, la elevada
potencia de (b — a) en la férmula del error dominard, probablemente, los célculos.

Se resuelve el problema de un intervalo de integracién grande [a, b] subdividiéndolo en una colec-
cion de intervalos que sean lo suficientemente pequenos para que podamos mantener bajo control el
error en cada uno de ellos. Al sumar todos los resultados parciales se obtiene una férmula de aproxi-
macion de la integral en [a, b], dando lugar asi a las llamadas reglas de cuadratura compuestas. El error
en las férmulas de cuadratura compuestas es entonces la suma de los errores de las férmulas simples
usadas en los subintervalos en los que se ha dividido [a, b].

Cuadratura gaussiana.

Las reglas de cuadratura bésicas se han construido integrando polinomios de interpolacién. La for-
mula de error del polinomio de interpolacién de grado m contiene la derivada de orden m + 1 de la
funcién a aproximar. Puesto que la derivada (m + 1)—ésima de todo polinomio de grado < m es cero, al
aplicar férmulas de este tipo a dichos polinomios, obtenemos un resultado exacto.

Todas las reglas de cuadratura bésicas utilizan valores de la funcién en puntos igualmente espacia-
dos. Esto resulta conveniente a la hora de combinar las férmulas para generar las reglas compuestas,
pero esta restricciéon puede disminuir significativamente la exactitud de la aproximacion.

Ademss, las reglas de cuadratura bdsicas son ejemplos de una férmula de cuadratura mas general de
la forma:

m

b
/ fx)dx = Z w; f(x;).
a i=0

Los nimeros reales {w;} son los pesos de cuadratura, mientras que los puntos {x;} son los nodos de
cuadratura. En la cuadratura gaussiana se consideran férmulas de integracién numérica como la ante-
rior, pero utilizando nodos que no estan igualmente espaciados en el intervalo; se eligen los nodos {x;}
en el intervalo [a, b] y los pesos {w;} de manera que minimice el error que se espera obtener en las apro-
ximaciones. Para minimizar este error esperable, supongamos que la mejor eleccién de estos valores es
la que produce resultados exactos para una clase mas amplia de polinomios. Una eleccién adecuada de
los m+1 nodos proporciona férmulas de cuadratura numérica exactas para polinomio de grado < 2m+1,
dando lugar asi a las férmulas de cuadratura gaussiana.

Los pesos {w;} de la férmula anterior son arbitrarios y la tinica restriccién sobre los nodos {x;} es que
deben estar en el intervalo de integracion [a, b]. Esto da 2(m + 1) pardmetros a elegir. Si ahora impone-
mos que sea exacta para los polinomios 1, x, X2, ...., x> (que son los polinomios de grado < 2m + 1),
obtenemos, mediante el método de los coeficientes indeterminados, un sistema no lineal de 2(m + 1)
ecuaciones con 2(m + 1) incégnitas.

Ahora bien, la utilizaciéon del método de los coeficientes indeterminados no resulta practica para
obtener férmulas de cuadratura con grado de exactitud superior. Hay un método alternativo para obte-
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ner més facilmente los nodos y los pesos de estas formulas que dan resultado exacto para polinomios
de grado superior. Se consideran familias de polinomios especiales, llamados polinomios ortogonales,
que tienen la propiedad de que en cierta integral definida del producto de dos polinomios ortogonales
cualesquiera de la familia es cero.

La familia relevante para nuestro problema es la de los polinomios de Legendre en el intervalo [—1, 1].
Estos polinomios pueden calcularse recursivamente mediante la siguiente relacién de tres términos:

Lo(x) 1, Li(x)=x,

2k+1xL (x) k Li1(x), k=1,2
k+1 K T R

Liy1(x)

Todo polinomio de grado < m, para cada m = 0, se puede obtener mediante una combinacién lineal
de los polinomios Ly, L1, ..., L;,. El maximo grado de exactitud es 2m + 1 y se obtiene para la llamada
cuadratura de Gauss-Legendre, cuyo nodos y pesos estdn dados por:

x; = cerosde L;41(x),
2
w; = - , 1=0,1,....,m.
’ A -x2)(L, (X))

Los pesos {w;} son todos positivos ylos nodos {x;} son interiores al intervalo (=1,1).Si f € C?"*2)([-1,1]),
el correspondiente error es [24]:

_ 22" (m+ 1))
CCm+3)((2m+2))

Egr 2 fEP©, con Ee(-1,1).

Esto completa la solucién del problema de aproximacién de integrales definidas para funciones en
el intervalo [—1,1]. Ahora bien, esta solucién es suficiente para cualquier intervalo cerrado porque la
sencilla relacion lineal,

2x—a->b b—a b+a
= o X = r+ ,
b—a 2 2

transforma la variable x del intervalo [a, b], en la variable ¢ del intervalo [-1, 1]. Entonces podemos uti-
lizar los polinomios de Legendre para aproximar,

b b-a (! (b-a b+a
faf(x)dx— 5 f_lf( 5 t+ 5 )dt.
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Método de elementos frontera.

Una de las técnicas que permiten resolver de forma répida y eficaz el problema que hemos plan-
teado en este trabajo, es el Método de Elementos de Frontera, (BEM, por Boundary Element Method),
el cual es un método numérico empleado para resolver ecuaciones en derivadas parciales que han sido
formuladas como ecuaciones integrales.

En este capitulo se presenta el esquema para representar estas ecuaciones integrales en elasticidad
plana, el cual se desarrolla a partir de la simetria de las tensiones y deformaciones de un problema da-
do, se determina la identidad de Somigliana, la cual permite determinar los campos variables a través
de los campos conocidos sobre la frontera del dominio Q. La aplicacién de la identidad de Somigliana
requiere saber como son las funciones que componen dicha identidad; estas relacionan los campos de
desplazamientos y tensiones.

Partiendo de las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y relaciones de tensién- deformacion, se obten-
drén las ecuaciones de Navier, estas son las ecuaciones que gobiernan el problema de elasticidad plana
que nos hemos planteado. Para esta ecuacién diferencial debe existir una solucién, esta solucién se de-
nomina solucién fundamental de la funcién de Green, por lo que se requiere un material homogéneo
e isotropico y con un comportamiento lineal, (ver [13]). La solucién fundamental debe satisfacer tres
condiciones:

o Laley constitutiva,
o Equilibrio de la conservacién de la energia,
¢ Compatibilidad o continuidad.

Esta solucién dard lugar a los campos de desplazamientos y de tensiones en el punto de un medio iso-
trépico infinito, resultante de la aplicacién de una fuerza unitaria en un punto de dicho medio infinito
dado.

Adicionalmente, en este capitulo, se desarrollan las soluciones necesarias para el cdlculo de los cam-
pos variables en puntos internos del dominio y la determinacién de tensiones en la frontera.

La identidad de Somigliana.

Considerese un dominio eldstico, homogéneo e is6tropico, Q c R?, limitado por una frontera I'. El
contorno I' estd, a su vez, dividido en dos subfronteras: I';;, conocida como frontera cinematica, en el cual
se conocen los campos de desplazamientos, y I'y, denominada frontera eldstica, donde son conocidos
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<

Figura 2.1: Cuerpo finito, eldstico, is6tropo y homogéneo.

los campos de tensiones, (ver [4], [7]). N6tese que I representa la frontera total yesigual aI';, + ', segin
se muestra en la Figura 2.1. Asi, las condiciones de contorno pueden ser expresadas como:

ui(x) = wi(¥) en T, 2.1

(X)) = (X)) en Ty 2.2)

dondei=1,2y X €T. Adicionalmente, considérese que el medio estd sujeto a ciertas fuerzas de masa
fi(X), con X € Q. El equilibrio, bajo estas condiciones, queda establecido con la aparicién de campos
de desplazamiento u;(X) y de tensiones #;(X) en la frontera con x € I', ademds de los campos de despla-
zamiento u;(x), deformaciones ¢; j (%) y tensiones (%) en el dominio Q, con x € Q.

Considérese que el dominio Q esté incluido en un dominio Q*, el cual puede ser extendido al in-
finito. Dicho dominio exhibe las mismas caracteristicas eldsticas que Q cuya frontera definiremos I'*,
como se muestra en la Figura 2.1. Este nuevo dominio Q* se supone que esta en un estado de equilibrio,
caracterizado por los campos u;" (%), t;‘ (75),0;‘ i (%) y por las fuerzas de masa fl* (%). En consecuencia,
considerando la simetria de los tensores de tensiones y deformaciones, es posible escribir:

fQ 0;j(X)e};(X)dQ(X) = fg eij(X)o};(X)dQ(), 2.3)

expresion que se conoce como el primer teorema de Betti 6 teorema de Maxwell-Betti (ver [5]), que se
enuncia como sigue:
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“En un sélido eldstico, el trabajo realizado en un sistema de fuerzas f;, al aplicar un sistema
de fuerzas ¢, es igual al trabajo realizado por el sistema ¢ ; al aplicar el sistema f; "

Asumiremos que existe la solucion para g;j, que satisface la ecuacion gobernante y la solucion en equi-
librio elastico. La suposicion es védlida para aproximar soluciones, pues el estado de la tensién dentro del
cuerpo serd dado por una combinacién de la solucién para el campo denotado con * que se define en
equilibrio estético.

Recordando la simetria del tensor de deformaciones:

1
€ij(x) = 3 (ui,j () + i (%)),

al sustituirlo en (2.3), se obtiene:

faij(x)u;j(x)dQ(x)zf U;.kj(x)ui,j(x)dQ(x).
Q Q

2.4)
Integrando ambos lados de (2.4) y aplicando el método de integracion por partes, tomando en cuen-
ta:
u=0;;(x), dv=u;.“’j(75)d(2(7c'),
du=0;;;(¥)dQ(x), v :Lu;j(?)dQ(Y) = —fr ul (X)nj(xX)dr(x).
se obtiene:

Laij,j(i’)u;‘(?)dg(?) + frai]-(?)n,-(?)u;‘(?)dr(?)

= Lafjlj(Y)ui(Y)dQ(Y)+frUfjlj(Y)nj(Y)ui(Y)dF(Y).

Las ecuaciones de equilibrio, se escriben como o0;;,j(x) = f;(x), con x € Qy t;(x) = 0;j(x)nj, con
x €T, y sustituyendo en la ecuacién integral anterior, tenemos

fﬂf;‘ N u;(%)dQ(x) + frtﬁ‘(?)ui(Y)dr(Y) (2.5)
= Lﬁ(?)uf(?)dﬂ(?”ﬁtﬂ?)uf(?)dl‘(?).
expresidon que se conoce como el segundo teorema de Betti.

Es necesario definir una funcién auxiliar para expresar f;* (x), la cual es de la forma:

[ =0, De, i=1,2, 2.6)

con ¢ €Q, segun las direcciones e; de los ejes cartesianos globales, y la expresion A( ¢, X) es la delta de
Dirac que se define como:

A(?,?)z{ o s r= 2.7)
0 si X
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. ., . . . ., —_ .
Dicha expresion tiene como propiedad que para cualquier funcién regular g( x), se tiene

fﬂ g(F)A(E, X)d=g(¥). 2.8)

El primer miembro de (2.5) puede ser escrito a través de (2.6) y (2.8) como:

fﬂ £ (@ ui()dQx) = fﬂ A Ferus ()dQ(T) = ui (3), (2.9)

donde ¥, ¢ € Q. Por otro lado, los campos de desplazamientos y tensiones, u;‘ (%) y t;.‘ (%), pueden
escribirse como:

w(E =u(E, e, (D) =18, Des (2.10)

. * - e * - —_ . . . .2
siendo ul.].( &, x)eiy ti].( ¢, x)e; funciones que proporcionan el desplazamiento y la tensién que se pro-

bnd . 2 . . . . . .z
ducen en el punto x en direccién j cuando se aplica una carga unitaria en el punto ¢ en direccién
i

Sustituyendo ahora (2.9) y (2.10) en (2.5), se obtiene:

wi(E)+ f (&, 0u;(F)ar(x) = f u); (&, 3)(X)dr (3 + f u,(§, ) (A @11
T T Q

Finalmente, despejando u;(¢ ) de (2.11) se obtiene una ecuaciéon que es conocida como ecuacion de
Somigliana para los desplazamientos:

—

wi (€)= fr [}, (8, ) 15(F) - 1,(&, ) uy ()N (F) + fQ up (8, %) f(3)aQ), 2.12)

donde &, % €Q.

Asi pues, la soluciéon del problema elédstico se puede obtener a través de (2.12), en funcién de los cam-
pos de desplazamientos y tensiones en el contorno del dominio Q y de fuerzas de masa f;(X) conocidas.
Una vez obtenida la solucién en el contorno I', se determinan los campos requeridos en el dominio Q,
aplicando la ecuacién integral (2.12).
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2.1.1 Identidad de Somigliana para puntos en el contorno.

Dado que el problema eléstico va a ser tratado en funcién de su contorno I', se debe obtener una ex-
presion alternativa de (2.12) referida exclusivamente al punto ¢ en la frontera. Por tanto, consideremos
un punto ¢ €T en el centro del circulo con radio €, como se muestra en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Caso limite cuando se considera un circulo de radio € y centro el punto ¢ €T.

La ecuacion (2.12) puede escribirse de la forma,

—

ui(¢) = lim{f (8, R (F) - (6 Buy (R)ar (@) 213)
e=0 (Jr-r.+1. ]
+ f u?,(?,i’)f,-(?)dm}’)},
Q

En general y para una superficie cualquiera, se cumplird que,

lim [ (€, %)(X)dI(X) =0, (2.14)
e—0 I.—T, J

con lo cual la expresion (2.13) queda expresada como,

wi(§) = fr ), (&, 3)(X)dr(F) + fﬁ uy, (&, 3) f;(F)da) (2.15)

—lim
e—0

f tf(?,?)uﬂ?)df(?)+ﬁ t5.(8, B)uj(X)dr(x)|.
r-r, r. Y
La integracion sobre T puede ser transformada sumando y restando la expresion,

lim ff e 15508, Fup($)ar(x). (2.16)

Luego,
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lli%fr t/;(&, X)uj(¥)dr (%) = llf%fr t7;(&, %) (X) = u; ()L (%) (2.17)

+1im | t;j(?,?)uj(?)dr(?).
e—=0JT,

Debido a que la funcién de desplazamientos u; (X) es continua, la primera integral del segundo
miembro de (2.17) desaparece,

ll_r% - 1;;(&, X)uj(x)dl(x) = uj(f)llllgfrs 1;;(&, x)dI(x). (2.18)

La tercera integral en (2.15) debe ser considerada en el sentido del valor principal de Cauchy y su
existencia se demuestra si u; (X) satisface la condicién de Hélder en el punto ¢, de tal forma que:

—_ - —_ ndl |14
|uj(x)—uj(f)|SB”x—€” , 2.19)
donde B y a son constantes positivas.
Tomando en cuenta lo anterior, y sustituyendo (2.18) en (2.15), se obtiene la identidad de Somigliana
para puntos sobre el contorno I':
cii(Ou(&) = fr [}, (&, ) (F) = 1(8, ) u; (F))dI'(F) (2.20)
+ ﬁ uj, (&, %) f;(H)d),
Q

donde la integral

fr 15508, F)uy ()dr(3), (2:21)

con X, ? eI, debe ser también considerada en el sentido del valor principal de Cauchy y

¢i;(€) =6y +lim ff (2, F)dr (), (2.22)

siendo 6;; el delta de Kronecker.
Los elementos de c; (¢ ) no tienen mayores dificultades para ser calculados. En el caso mds simple,

sila normal al contorno I' en el punto estd univocamente definida, es decir, el contorno es regularen ¢,
¢;j(¢) toma los valores:

— 1
Cij(f)=55ij- (2.23)

En el caso contrario, se dispone de férmulas adecuadas en la literatura técnica para la evaluacion de
¢;j(¢) en contornos bidimensionales y tridimensionales. Adicionalmente, existe la alternativa de eva-

_
luar ¢; (¢ ) haciendo uso de consideraciones de movimiento de cuerpo rigido.
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2.2 Soluciones fundamentales.

Soluciones fundamentales.
La aplicacién de la identidad de Somigliana (2.22) requiere saber como son las funciones ul’.‘j( &E,X)y
tlfk ].( &,X), las cuales relacionan los campos de desplazamientos y tensiones, respectivamente, en el pun-

to X con la aplicacién de un sistema unitario de cargas sobre el punto ? Tales funciones son debidas a
Claude-Louis Marie Henri Navier y Sir George Gabriel Stokes' y corresponden a las soluciones singulares
de la ecuacién de Navier, (ver [4], [7]).

Considere la siguiente ecuacion,

oijjt b;i =0, (2.24)
donde b; = A(Z, X)e;.
Sustituyendo las relaciones tensién-deformacion, es decir,
v
Ul] :Zﬂ[maijgmm'i‘gij , (225)

y las relaciones de tensién-desplazamiento (1.36) en (2.24) obteniendo lo siguiente,

v 1 % N 1 . . B

a_xj zu(l_zvaiji[um'm—'_um'm]+§[ui,j+uj’i] +b; = 0,

v 0 0

z'u(] ZV)ax] [5l]umm]+ﬂa [u +u ]+bl = 0,
V * * * . . .
2#(1 2y )6iium,mj+,U(u,~,jj+uj'ij)+b,- = 0, sii=j

1

L * * bl .. .
oy Ymm iyt = 00 sli=g.

Luego, la ecuacion de Navier, (ver[4],[7],[14]), puede escribirse para una carga puntual en un medio
infinito, como,

1, ., 1
U i+ i =0, (2.26)

donde E es el médulo de elasticidad y b; = Ae; es el delta de Dirac tomado en el punto de aplicaciéon de
la carga unitaria.

A continuacién, definiremos una funcién g;(%), vector de Galerkin referido al punto X, que se le
supondrd continuo hasta la cuarta derivada. Asi, el campo de desplazamientos en ? quedara expresado
como:

1
47 (8% = g (%) = 5 8k (2.27)

1En 1822 Navier modifica las ecuaciones de Euler para fluidos; aunque su razonamiento fue incorrecto, obtuvo las ecuacio-
nesy, mds tarde, en 1842, Stokes deduce por medio de un razonamiento correcto las ecuaciones que 20 afios antes Navier habia
obtenido y extendio la teoria.
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Sustituyendo (2.27) en (2.26), se obtiene:

1 - 1 N N 1 - 1
——\gikkji(X) = =———8k,ikji ()| + &ikkj i (X) = ———8r.ikj (X)) + =Ae; =0, 2.28
1-2v g],kk]z( ) Z(I_V)gk,]k]z( ) gl,kk]]( ) 2(1_V)gk,lk]j( ) go¢ ( )

Haciendo uso de:
8k, jkji (X) = 8k, jjki (X), (2.29)
8k,ikjj(X) =8k jjki(X),
se obtiene,
! (X)-——— (%) + (X)—-—— (%) 0
I—ZVg]’kk]l (1—2V)2(1—V)gk'”kl 8i,kkjj Z(I_V)gk,j]kz
! (%) + () ! P (X) A
12y SPREJILEIT 8Lkk)) (L—2v)2(1—v) ' 2(1—v) | SkJIK E-°
1 - - 1 - 1
—1_ngj,kkji(X)'i'gi,kkjj(x)_—l_zvgk,jjki(x) = _EAei’
]- —_ —_ — ].
E(gj,kkji(x)—gk,jjki(x))"'gi,,kkjj(x) = —EAei-

Finalmente, luego de utilizar el supuesto de continuidad hasta la cuarta derivada, tenemos que:

. 1
8ikkjj(Xx)= _EAei- (2.30)

La solucién de (2.30) tiene la expresion

gi(xX)= é “7(?,7)“%1 {m] ei, (2.31)

donde 7 es el vector posicién entre ¢ y x.

gi(x¥) 1 g(d)
0xj0x; 2(1-v) 0x;0xj’

ui(&,%)=

donde el vector 7(?, X) viene dado por,

F(E, X =T -T). (2.32)

r= H_r)(?,?) || = \/(XE —-x3)2+ (y? -y3)% (2.33)
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Sustituyendo (2.31) en (2.27), (ver [13], [14]), obtenemos lo siguiente:

0 1
g (v )| -z g e )
0x; \8nE r 2(1-v)0x; | 0x; \8nE r

Luego de realizar las manipulaciones adecuadas obtenemos una expresion para el vector desplaza-
miento:

0
u. = —
! ax,-

(2.34)

e, (2.35)

1
(3—4v)ln(—)6ij +rr;
r

~8n(1-WE

Es conveniente separar las componentes del vector desplazamiento en un tensor de funciones, es decir,

wi (&, %) =uj;(§, ey, (2.36)

uy; (¢, %)

1
= —87'[(1 “WE (3_4\/)111(;)51']' + rvir,j] . (2.37)

» .
Luego, para ¢;; conviene recordar que,

* _ * )
= o;inj,
2Ev
o;; = ———&,0ij+2Ee},
1 1-2v 1
1
o= Z(ur. *
Ejj = 2(”1,]"‘”],1)-

Sustituyendo la expresi6n de o} jen lade ¢ obtenemos que:

*

v,
I (2.38)

* __ * = u* n.
t; =E|u; ,+u T2y i

i nj+

Sustituyendo (2.35) en (2.38), obtenemos la expresién para t;‘j,

T e i ons w3 T — (L =2V ims— T i
t;(&,X) = 4n(1—v)r[[(1 2v)8;j+3r,ir, jlrn— (1 =2V)(r,inj—r,;n;)]. (2.39)

Para considerar los casos de tension plana basta sustituir v := 17 en las ecuaciones anteriores.

La derivada del vector normal, 0r/dn est4 dada por:

or _0rdx  or 0%
on 0x; on 0x;j on’

(2.40)
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donde las derivadas de las coordenadas x; e x; con respecto al vector normal son las componentes del
vector normal unitario exterior en la direccion i e j, n; y nj, es decir,

R (2.41)
Zon Y T o '
Las derivadas parciales del vector distancia, r(?, x), son dadas por:
or(E.X) Xz~ Xz or(E, %) Yr-Vz
_or(¢,x) T T r(¢, x) _7¢ * (2.42)

r
* 0x r ¥ oy r
2.3 Anadlisis en el contorno y en los puntos internos.

2.3.1 Tensiones en el contorno.

Enlaliteratura técnica existen, basicamente, dos alternativas para evaluar las tensiones en la frontera
del dominio. La primera de ellas consiste en obtener una relacién limite de la expresién (2.18), haciendo
tender el punto de carga ? hacia la frontera. Sin embargo, este método presenta el inconveniente de que
las integrales resultantes exhiben fuertes singularidades y, por tanto, son dificilmente integrables.

El segundo método, consiste en definir un sistema local de ejes auxiliares e;, donde el plano definido
por e y e, sea tangente a la frontera en el punto ? yes= n(?), (es es el vector normal exterior al plano
que forman e; y e3). Asi, las componentes del tensor de deformaciones puede ser evaluado en tales ejes
locales, obteniendo,

&j(§) =5 (W (O+1u(0), i=12, (2.43)

1
2
donde u;, j(?) se obtiene derivando el campo de desplazamiento ui(?), obtenido al resolver el proble-
ma, con respecto a los ejes auxiliares locales ¢ con j =1,2,3.

Al introducir (2.21) en las relaciones tensiéon-deformacién se obtienen las componentes del tensor
de tensiones en el contorno.

Eij(?) = ZG[Eij(?)"'éijﬁEkk(?)];
Eij(?) = ZG[Eij(?)+5ijm(511(?)4‘522(?)“‘533(?))],
i itj — 0ij(€) =2G&; (&)
v (2.44)

sii=j = 0u(€)=268;()+ o (En (O + (D) +E(D)]

Asi, para el caso de elasticidad plana (deformacién plana), (ver [4]), se tiene:
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2.3 Andlisis en el contorno y en los puntos internos.

_ = 1 _ = =

onn(¢) = vo (&) +2Ge(€)], (2.45)
(I-v)

512(?) = ?1(?),

T2(&) = 1(&),

y para tension plana se debe hacer la respectiva sustitucion:

v
vi= . (2.46)

1+v

Andlisis de puntos interiores.

Los campos de desplazamientos en puntos ? pertenecientes al dominio Q pueden ser evaluados
directamente mediante le ecuacién de Somigliana (2.12).

Sin embargo, para la determinacién de los campos de tensiones en puntos interiores del dominio Q
es necesario obtener el tensor de deformaciones ¢; j (?) derivando (2.12).

Asi, se puede escribir,

ei,-(?)=fr[u§jk(?,7c’)tk<7c’)—t:jk(?,?’)uk(?)]dr(?)+fﬂu;‘jk(?,7c’)fk(7c’)d9(7c’), (2.47)

donde los operadores u;‘jk(?,?) y tl.*jk(?,?) son el resultado de derivar las funciones u;‘j (?,75) y

tlfkj( &, X) respecto de las direcciones ey y tomados en el punto de carga ¢ .
Introduciendo (2.47) en las relaciones tensién-deformacion, las cuales se expresan como:

01j(§)=2B e (§) +8ij——ewk(§)], (2.48)

”1 2v

-
se obtiene la expresion deseada para determinar las tensiones g;;( ¢ ):

a”(é)—f[D”k(é (3-8, (8, x)uk(x)1dr(x)+fD L EDRFENAQT),  (2.49)

donde los tensores de tercer orden D;‘j (¢ ,75) y S;‘j (6 ,75) , tienen las siguientes expresiones:

D;]k(f’})) = damr®(l—v) [(l_zv)(5jkrri+6ikr,j_éijr,k)"'ﬁr,ir,jr,k]v (2.50)
y
st (£,%) = £ 1-2v)6;; Sikt i +8 kT
k(6 X) = m{ﬁﬁn[( —2v)0jr ik +v(0ikl,j+0jkrl,i)
—=yrr, it ]+ Bv(nir v+ njrr ) + (L=2v) (Bngr,;1 (2.51)

+njb+n;i6 ) — (1—4v)ngb;j},

siendo @ =1,2; f=2,3yYy =4,5en dos y tres dimensiones, respectivamente. Mds informacion acerca de
estas expresiones pueden encontrarse en la siguientes bibliogréficas ([4],(7],[13]).
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2.3.3 Consideracion de fuerzas de dominio.

La ecuacién integral de Somigliana (2.20) presenta un término correspondiente al dominio del cuer-
po, el cual se denominaré de ahora en adelante F;(¢ ), donde:

Fi(§)= fQ u, (&, 3) f;(F)an). (2.52)

La ecuacion (2.52) refleja la contribucion de las fuerzas de masa que acttian sobre el volumen de un
cuerpo deformable, conocidas como f;, sobre la solucién de contorno (2.20), provocando la necesidad
de dividir el dominio en celdas de integracién para poder evaluar tal contribucién.

Sin embargo, en algunos casos particulares como peso propio, fuerzas centrifugas y régimen estacio-
nario de variacién de temperaturas, es posible transformar (2.52) en una integral de frontera.

Aqui s6lo nos limitaremos a describir el caso de peso propio, aunque los otros dos casos de fuerzas
de masa pueden ser tratados de forma similar.

La ecuacion (2.52) donde se define la solucion fundamental u; ;a través de un vector de Galerkin g It

* z = * z = 1 * 7z =

donde para el caso bidimensional, se tiene,

51']'. (2.54)

La sustitucién de (2.54) produce una solucién fundamental distinta de la obtenida en (2.37), por lo
tanto,

T P S P sy [ 128
uif(é’x)_8nE(1—v) [(3 a)In(r=)6;j+r;r; ( > )6,]]. (2.55)

El término adicional ((7 —8v)/2)6;; debe ser considerado cuando se evalten las fuerzas de masa. En
el caso de peso propio, se tiene que un cuerpo de densidad de masa p sometido a un campo gravitacional
constante G;( ¢ X)), experimenta una fuerza de volumen constante igual a

£i(E, %)= pG;(E,%). (2.56)

Sustituyendo ahora (2.53) en (2.52) y en vista de (2.56), se obtiene

J

- = . T 1 . 2 =
Fi(¢) fj(X)fr[g,-j,k(f,x) mgik,j(g’x)

- _, 1 N - _, _ -
g;jvk(g’ x)_—gik,j(f» x)| fi(x)dI'(x),

Fi(¢) )

ndl(X), (2.57)
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la cual puede ser reescrita como:

Fi(€) = fr B (€, )dr (%), 2.58)

donde, para el caso de dos dimensiones (deformacién plana), se tiene:

1
@In(r™h = D(finere— 20 vy Jeran)

>0 . (2.59)

BI (£, %)=

r
8nE

La determinacion de tensiones en puntos interiores del dominio se realiza mediante la expresién
(2.49), modificando previamente la integral extendida al dominio Q. Asi, (2.49) quedaria como:

GE fr D}, D) t(F) - 87 (8, D) ug ()]dT(X) + fr D;;(¢,7)dr(3), (2.60)

en la cual, para elasticidad (deformacién) plana, se obtiene:

—_% T 1 1
Dij(f,x) = Q{anr,k(fir_j+fjr,,-)+m[v5ij(2nkr,kfsr'g)
+(1=2In0r™Y) fingl - fire(nir,j + njr,) (2.61)

1-2
+ Tv(l—zln(r_l))(finj+fjni)}.

. . -
De nuevo, aqui todas las derivadas r ; y las normales 7; son tomadas respecto al punto del campo x.
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Implementacion numérica del BEM en elas-
ticidad plana.

El algoritmo numérico empleado para el desarrollo e implementacién del modelo teérico en el compu-
tador, es un aspecto que reviste especial importancia por diversas razones entre las cuales se puede des-
tacar dos: (i) reducir errores derivados de la aproximaci6n de la geometria y las condiciones de contorno
en el problemareal; y (i) la evaluacion suficientemente precisa de las integrales singulares que aparecen
por causa de la soluciéon fundamental.

En este capitulo se describe un algoritmo apropiado para la implementacién del BEM, que satisfaga
los requerimientos usuales de rapidez, precision y optimizacion en el uso de la memoria del computador.

Adicionalmente, se indica la manera de interpolar los campos de variables desconocidas sobre la
frontera a través de una familia de funciones de forma.

El sistema de ecuaciones integrales que se deriva de la aplicacién de la identidad de Somigliana es
descrito en detalle. De la misma manera, se presentan nuevas férmulas de integraciéon numérica que
permiten reducir sustancialmente los errores derivados de la evaluacién de las integrales singulares.

Finalmente, se detalla la forma de obtener los campos de variables en el dominio y en la frontera,
una vez obtenida la solucién en el contorno del problema.

Discretizacion.

El proceso de discretizacion es el primer paso para buscar la solucién. Como su nombre lo indica
este proceso permite pasar de funciones continuas como incégnitas, a valores discretos. Los elementos
unidimensionales son usados para la descripcién de un contorno en el plano xy. El primer paso en la
descripcidn es especificar un nimero de nodos sobre la frontera como se muestra en la Figura 3.1. Em-
pezaremos explicando el caso de elementos de contorno lineales, donde cada uno de ellos conectan dos
nodos, cuyas posiciones son definidas en coordenadas cartesianas. Para cada elemento es conveniente
definir una coordenada local (intrinseca) £, la cual indica la direccién del elemento, que vale cero en el
centroy +1 en los extremos.
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Figura 3.1: Dominio aproximado por elementos lineales.
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Figura 3.2: Elementos lineales con coordenadas: a) globales y b) locales.

Es fécil verificar que las coordenadas cartesianas de un punto sobre un elemento genérico e con la
coordenada intrinseca ¢ son dadas por:

x5+x6+x6—x5
2 2

J’5+J’6+J’6—J/5€_

x(&) = > 3

¢y yi)= (3.1

Estas ecuaciones pueden verificarse sustituyendo ¢ = —1 y £ = +1 para obtener las coordenadas de
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los nodos 5 y 6. Si se realiza,

X5 = X = x¢
5 }3 = Nodo 1 del elemento e, 6 _ x% } = Nodo 2 del elemento e,
Y5s=W Y6 =V

se establece un vinculo entre la numeracion local y la global de los nodos.

Los nimeros globales de los nodos que pertenecen al elemento estdn referidos al denominado
elemento de incidencia 6 elemento de conectividad. En el ejemplo de la Figura 3.2, 1a conectividad del ele-
mento genérico e es 5, 6. La secuencia en que los nameros de los nodos del elemento son introducidos,
mads adelante seran significativos, pues esto afectara la direccién del vector normal. De ahora en adelan-
te se trabajard con la numeracién global del sistema y se usard el elemento de incidencia para llevar las
coordenadas a valores globales.

Podemos escribir la ecuacion (3.1) como sigue:

1 1 1 1
x(€)=5(1—£)xle+§(1+€)x§, y(€)=§(1—f)y1€+§(1+f)y§, (3.2)

6 de forma abreviada,

L

()£l )

e
n=1 Vn

donde L es el niimero de nodos sobre el elemento y F" son las funciones de forma del elemento. La
ecuacion (3.3) puede escribirse en notacién matricial como,

L
x =) FPE%e. (3.4)
n=1

donde X es un vector que indica las coordenadas de un punto sobre el elemento ey X ¢ es un vector que
indica las coordenadas del n-ésimo nodo del elemento e.
Para un elemento de dos nodos, (ver Figura 3.3), las funciones de forma se definen como:

1 1
FY ) = 51-0), FP¢) = 51+0). (3.5)
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Figura 3.3: Funciones de forma para elementos lineales.
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Figura 3.4: Elementos cuadraticos con coordenadas a) globaly b) local.

Las funciones de forma pueden ser también expresadas por,

1
F (&) = S 1+E0), (3.6)

donde las coordenadas locales del segundo nodo son,

&1 o= -1
&H o= L
Funciones de formas més complicadas aparecen cuando agregamos més nodos al elemento, como

es el caso de elementos con tres nodos y consideramos funciones de forma cuadréatica. La coordenada ¢
sigue la funcion de forma, curvilinea y el nodo medio estd ubicado en ¢ = 0. La funcién de forma asociada
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es una pardbola, la cual vale uno en el nodo medio y cero en los nodos de los extremos, (como se muestra
en la Figura 3.5), esto es,

FO@©=1-&, (3.7)

g=-1 £=0 -1

FOE)

@
g=-1 £=0 &=1
FO(E)

Figura 3.5: Funciones de forma para elementos cuadréticos.

Las funciones de forma para un elemento cuadrético son:

1 1
FY@) = 5 €18, FO@=1-&, FP @) = FA+0E. (3.8)

Las funciones de forma de los nodos de las esquinas se obtiene restando la mitad de la funcién de
forma del nodo central de cada una de las funciones de forma lineales como sigue:

1 1
F (&) = SA+EO -8 n=123. (3.9)

Hasta ahora las funciones de forma presentadas no han sido obtenidas mateméticamente pero si
intuitivamente. La funcién de forma obtenida de esta manera son llamadas funciones Serendipia'. Se
puede ver que las funciones de forma obtenidas hasta ahora cumplen con las siguientes propiedades:

FPE) = 1,

FW(E) = 0, parai#n, (3.10)
3

F™@ = 1.

1Una serendipia es un descubrimiento o un hallazgo afortunado e inesperado que se produce cuando se estd buscando otra
cosa distinta
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Es posible obtener la deducciéon matematica de funciones que satisfacen las condiciones definidas
en (3.10), usando polinomios de Lagrange. Para un elemento parabélico las funciones de forma de La-
grange son definidas como:

Li(§) = AnAjzA;s,

donde,
Ay = SZim para i #n, 3.11)
fi_fn
Aipn = 1, para i=n.

Las funciones de forma Serendipia y las de Lagrange son idénticas en el caso unidimensional. Sin
embargo, los polinomios de Lagrange serdn usados para construir las funciones de forma para los ele-
mentos en dos dimensiones, el cual difiere de las funciones de forma de Serendipia.

En resumen, la formulacién presentada anteriormente permite definir elementos de contornos que
varian desde segmentos rectos con 2 nodos hasta segmentos de tercer orden con 4 nodos con el simple
requerimiento de adicionar los nodos intermedios necesarios.

Cabe destacar que en el caso de nuestro trabajo se utilizaran elementos cuadréticos, ya que permiten
modelar la geometria del problema matemadtico que nos hemos planteado de manera mas eficaz.

3.2 Interpolacion.

Con la finalidad de establecer la interpolacién del elemento, para asi definir la geometria del s6lido
deformable que se quiere modelar, es necesario especificar la variacién de los desplazamientos y las
tensiones en un elemento. A continuacién se presenta los tres tipos de interpolacién que se pueden
considerar, asi como una descripciéon de elementos isoparamétricos que es el tipo de interpolacién a
considerar en este trabajo.

3.2.1 Tipos de interpolacion.

1. Sila discretizacién de geometria en coordenadas globales es de orden menor a la discretizacion
en coordenadas locales se conoce como una interpolacién subparamétrica.

2. Siladiscretizacion de geometria en coordenadas globales es de orden igual a la discretizacién en
coordenadas locales se conoce como una interpolacién isoparamétrica.

3. Sila discretizaci6n de geometria en coordenadas globales es de orden mayor a la discretizacion
en coordenadas locales se conoce como una interpolacién superparamétrica.

3.2.2 Elementos isoparamétricos.

Enlo que sigue los desplazamientos y tensiones pueden ser interpoladas para los valores en los pun-
tos nodales de la siguiente forma llamada interpolacién isoparamétrica,

L

wi© = Y F@u”enT,, (3.12)
n=1
L

t© = Y FP@r™enTy, (3.13)
n=1




3.3

3.4

3.3 Representacion paramétrica de la geométrica en el contorno.

L
xi@ =Y FP@x™enT, (3.14)
n=1
donde u%"), tlgm y x%”) son los valores de las cantidades en el n-ésimo nodo del elemento, el indice i
indica los grados de libertad? que posee cada punto sobre el elemento, por lo que, como este trabajo se

desarrolla en elasticidad plana, i = 1,2, y F" (¢) son las funciones de forma.

Representacion paramétrica de la geométrica en el contorno.

Es necesario disponer de una expresién para determinar el vector normal a la frontera y una expre-
sién para el jacobiano.

Si se calcula la derivada de la expresion (3.14) con respecto a la variable intrinseca ¢, se obtendrd la
expresion para el vector tangente al contorno:

5i(¢) =

. L (n)
dx; (&) 5 dFd§ ) No (3.15)

= P

y, en consecuencia, al calcular el determinante del vector obtenido, tenemos el jacobiano de forma in-
mediata, esto es,

1
2

J(©) =1si(¢) I=

2 2
(dxl (6)) N (dxz(é)) (3.16)

daé a¢

Por lo tanto, en el problema que se puede plantear serdn las componentes de la normal exterior a la
frontera:

_ 5(8) _ 51(8)
ni(¢) = _](6) ) ny(é) = G .

(3.17)

Sistema de ecuaciones integrales.

Consideremos la discretizacién de la frontera presentada anteriormente en la identidad de Somiglia-
na (2.12), donde se supone las fuerzas de masa nulas. Por lo tanto,

—_ —_ Ne — —
cij(§luj(¢)= Z - [u;‘j(cf, xX)tj(x)— t;j(f, X)uj(x)]dr(x). (3.18)
e=1 e

Obsérvese que la notacion explicita se ha empleado en esta ecuaciéon, mostrando que las soluciones
fundamentales son dos funciones del punto fuente ¢ (punto de integraciéon) y del punto de muestra
superficial X (punto de colocacién), consideremos las integrales:

[F u;; (&, 3)1;(X)dr(3), (3.19)

e

2 Grado de libertad matemética o dimension, es un nimero relacionado con las propiedades métricas o topolégicas de un
objeto matemadtico.
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t7.(&, B)u;(X)dr(®).
fre 1706, X)u;(x)dl(x)

(3.20)

Implementando la discretizacién de los campos de variables conocidas sobre la frontera, tenemos,

3
Y FP @™ | dre(x),

n=1

fre ui; (&, %) 1(X)dle(X) =f uj;

e

— 3
| o @ Du@ara@ = | 6| ¥ FO@u” | dro).
re re n=1

(3.21)

(3.22)

En estas expresiones, se puede observar que los valores del punto nodal en la i-ésima componente
del desplazamiento y la tensién no son funciones de la variable de integracién, por lo tanto, estas pueden

salir de la integral.

La evaluacion de estos términos requiere el uso del jacobiano debido al cambio de coordenadas
globales del sistema cartesiano a coordenadas locales del sistema gaussiano. Para una curva como la

presentada en la Figura 3.4, la transformacion es simple, usando (3.23),

dT, =

(dx1 ©) )2 . (dxztf)

213
dc d )] ai=Jde.

Por lo tanto, (3.21) y (3.22) se reescriben de la siguiente forma

1 (e) 1 (e)
{flu;"jF(”]dé} t§1)+{flu;‘jF(2)]d€} t?

! 3) «© 3)
*
+{f_luijF Jd.f} f!
1) (e)
ti

(e)
{ f u;_«j[F(n F@ o) ]d{} (@ ,
T, t{?))
1

fre ui; (&, %)t(X)dI (%)

1 (e) 1 (e)
ftlf*.F(”]d(f u® + f i, FPgdgy u?
1Y ! 1Y !
1 (e)
+{ f t;jFB)]df} ul®
-1
0 (e)

(1) (2) 3) © u€2)
*
U i, (FY F® F ]]df} u; ,
T, u(.3)
1

f 1508, F)u; ()dr(F)
L.

(3.23)
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Es importante notar que las ecuaciones anteriores contienen una mezcla de notacién indicial y ma-
tricial. El indice i en estas ecuaciones es un indice repetido que requiere ser sumado, mientras que el
indice j es un indice libre representando la direccién de la coordenada en el cual la carga unitaria asocia-
da a la solucién fundamental actual. Esta notacién puede ser homogeneizada para producir un formato
puramente matricial, considerando la siguiente relacién:

1) 1

u. u
i
t;‘j[F(l) P(Z) F(3)] ugz) — tl*j[F(l) F(Z) F(3)] u§2)
3) 3)
Uj Uy
)
+t2*j[F(1) F(Z) F(3)] uéz)
ugﬂ
ye
ug)
pr o FO 0 F@ 0 F® 0 ltﬁz)
[ 1j Zj] o FO o F® o F® u® ¢
uf))
ugﬂ

(F]{u}

* *

— ( I
* *

p Iy

(T17 [F{u}.

En la expresién anterior, [T] T es la matriz transpuesta de la matriz de soluciones fundamentales de
tensiones, [F] es una matriz de funciones de interpolacién y {u} es el vector columna de desplazamientos
con seis componentes, dos por nodo para un elemento particular e.

Un proceso andlogo, puede establecerse para la expresion restante, involucrando [U] r y el vector {1},
donde [U]” es la matriz transpuesta de la matriz de soluciones fundamentales para el desplazamiento y
{t} es un vector columna de tensiones de seis componentes, dos por nodo para un elemento e.

La discretizacién completa de la ecuacion integral de frontera puede ser escrita como,

N, N,

Y B149(8@ = ¥ (A1 @ + ()T {u(©), (3.24)

e=1 e=1

donde,

1 (e)

[A]WE{ f 1[T]T[F]]drf} : (3.25)
1 (e)

[B](d'e)={ f 1[U]T[Flfdé} : (3.26)

T (e)
(@) = ul w u® u® WO uP ) (3.27)
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({t}(e))T:{ t{l) él) t?) tf) tfs) t2(3) }(e)’ (3.28)
| ¢11 ¢z
(C] —( o1 Con ), (3.29)
y
{u(é)}={ Z;Eg } (3.30)

Obsérvese que las matrices [A] y [B] en (3.25) y (3.26), respectivamente, son 2 x 6. Esto significa que
las integrales representan realmente veinticuatro (24) integrales (doce por cada una de las matrices).

Si las funciones restantes aparecen dentro de la integral en estas ecuaciones son todas conocidas,
estas integraciones se pueden calcular para producir las relaciones algebraicas que implican las matri-
ces [A]49 y [B]@® Es importante mencionar, que estas integraciones implican integrandos que son
los productos de soluciones fundamentales, funciones de interpolacién y jacobianos. Cuando el punto
fuente o de carga de la solucién fundamental se encuentra cerca o sobre el elemento de contorno a con-
siderar, este producto experimenta draméticas variaciones en estos valores. De esta manera, se debe ser
cuidadoso con este comportamiento en el proceso de integracion.

Es también posible desarrollar una discretizacion de la formulacion sobre el contorno en la notacién
indicial. Realmente, la forma en notacién indicial del proceso de discretizacién tiene un aspecto més
aerodindmico. La forma de la matriz fue presentada primero pues, es la mas usada en la literatura de
BEM. Para desarrollar la forma indicial, la convencién de suma es aplicada a la ecuacién (3.14).

Sustituyendo la ecuacion (3.14) en el lado izquierdo de la ecuacién (3.21) y (3.22), tenemos:

0 1 © 0
(d,e (., (n) _ * 1=(n) (n)
Aijn (ui ) = {/;1 tijF ]df} (ui ) R (3.31)

@) 1 @ @)
(d,e) [ (n) _ * =(n) (n)
Bijn (tl. ) = {jil ”ijF ]df} (ti ) s (3.32)

donde no se realiza ninguna suma sobre el elemento (e). Ademas,

o ieslai-ésima direccidn de la respuesta,

o jesla j-ésima direccién del punto de colocacién x,

o nindica el n-ésimo nodo sobre el elemento,

o d indicala d-ésima posicién del punto de colocacién x,

¢ eindica el e-ésimo elemento a considerar.
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Sustituyendo estas dos ecuaciones en la ecuacion (3.18) obtenemos,

& @de) (L@ _ 2 e ()@
Y B (tl. ) =3 Al (ul. ) + et (©). (3.33)
e=1 e=1

La expresion (3.24) o la expresion (3.33), se puede escribir de forma general usando notacién matri-
cial como,

Au—-Bt =0, (3.34)

donde los coeficientes de Ay B estan dados por Agf) y BE?:)

A continuacién, la imposicién de las condiciones de contorno conduce a un sistema de ecuaciones
lineales (N; - N x N; - N) donde N, - N es el namero total de grados de libertad (IN; = 2 en problemas
bidimensionales), el cual puede escribirse como:

, (ver [3]), respectivamente.

T
[ A, A ] “1-[ B, B ] .| =o. (3.35)
Reorganizando,
u u

[ A, -B, ] ) :[ ~A, B, ] - ] (3.36)
6 bien

Kx =F, (3.37)
siendo,

K:[ A, By ] = matriz de influencia del sistema,

x=1| = vector de las incégnitas,
F=-Au+B,t := vectorde términosindependientes.
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Programa para analizar problemas de elas-
ticidad usando elementos cuadraticos.

En este capitulo daremos una introduccién al lenguaje de programacién llamado FORTRAN, descri-
biendo algunas de sus caracteristicas significativas. Posteriormente se detalla el cddigo en elasticidad
utilizando elementos cuadréticos para el Método de Elemento Frontera.

Introduccion a FORTRAN.

FORTRAN (contraccién del inglés Formula Translating System), es un lenguaje de programacion de
alto nivel de propésito general, procedimental e imperativo, que esta especialmente adaptado al calculo
numérico y ala computacién cientifica. Desarrollado originalmente por IBM en 1957 para el equipo IBM
704, y usado para aplicaciones cientificas y de ingenieria, FORTRAN vino a dominar esta drea de la pro-
gramacion desde el principio y ha estado en uso continuo por mds de medio siglo en dreas de computo
intensivo tales como la prediccién numérica del tiempo, andlisis de elementos finitos, dindmica de flui-
dos computacional (CFD), fisica computacional y quimica computacional. Es uno de los lenguajes mas
populares en el drea de la computacién de alto rendimiento y es el lenguaje usado para programas que
evaltian el desempefio (benchmark) y el ranking de los supercomputadores mds rapidos del mundo.

El lenguaje fue ampliamente adoptado por los cientificos para escribir programas numéricamente
intensivos, que incentivé a producir compiladores que pudieran generar un c6digo mds rapido y maés
eficiente. La inclusién en el lenguaje de un tipo de datos y de la aritmética de nimeros complejos am-
pli6 la gama de aplicaciones para las cuales, el lenguaje se adaptaba especialmente, e hizo al FORTRAN
adecuado para aplicaciones técnicas tales como la ingenieria eléctrica [21].

Lo que fue la primera tentativa de proyeccién de un lenguaje de programacién de alto nivel, tiene
una sintaxis considerada arcaica por muchos programadores que aprenden lenguajes mas modernos. Es
dificil escribir un bucle “for”, y errores en la escritura de sé6lo un caracter pueden llevar a errores durante
el tiempo de ejecucién en vez de errores de compilacién, en el caso de que no se usen las construcciones
mads frecuentes. Algunas de las versiones anteriores no poseian facilidades que son consideradas muy
utiles, tal como la asignacion dindmica de memoria.

Se debe tener en cuenta que la sintaxis de FORTRAN fue orientada para el uso en trabajos numéricos
y cientificos. Muchas de sus deficiencias han sido abordadas en revisiones recientes del lenguaje. Por
ejemplo, FORTRAN 95 posee comandos mucho mads breves para efectuar operaciones matemaéticas con
matrices. Esto no s6lo mejora mucho la lectura del programa sino que, ademads, aporta informacién ttil
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4.2 Programa principal.

al compilador.

Por estas razones FORTRAN no es casi usado fuera de los campos cientificos y del andlisis numeérico,
pero permanece como el lenguaje preferido para desarrollar aplicaciones de computacion numérica de
alto rendimiento.

Programa principal.

En lo que sigue, se emplea la teoria descrita en los capitulos 2 y 3 en un cédigo escrito en FORTRAN,
el cual se emplea para el problema de elasticidad plana que se presenta mds adelante. El cdigo es valido
para un material isotrépico usando elementos cuadraticos. El programa puede ser corrido en cualquier
computador personal.

Los c6digos en elemento frontera son sustancialmente diferentes de los programas en elemento fi-
nito. La organizacién interna es algo simple, ya que no requieren un ensamblador. También produce
todos los valores de frontera (u y t), dando, por lo general, una gran precisién de la solucién. El progra-
ma permite que los valores de traccién, en ambos lados de los nodos de conexion de dos elementos, sea
diferente. Para cada direccién particular:

1. Cuando las tracciones se prescriben como diferentes a ambos lados del nodo el desplazamiento es
la Ginica incégnita.

2. Cuando el desplazamiento y una traccioén es prescrita una al lado de la otra, la traccién es desco-
nocida.

3. Sisolo se describe el desplazamiento, un sélo valor de la traccién es la inica incégnita y este serd
el mismo en ambos lados del nodo.

En problemas con una sola regién, en caso de tener més incégnitas que las condiciones de contorno
en un punto esquina (rara vez ocurre), no presentan dificultades. Si el desplazamiento es conocido sobre
dos elementos de frontera, que converge en una esquina, la derivada a lo largo de estas dos direcciones es
conocida, asi como sus deformaciones, tensionesy tracciones también lo son. Solo se necesita prescribir
dos variables a lo largo de cada direccién y dejar el tercero (desplazamiento y traccién antes del nodo 6
después del nodo), para probar que coincide con su valor conocido. Lo mismo sucede en medios no
homogéneos. Un procedimiento simple es el usado para elementos discontinuos, es decir, elementos
que tienen uno de los nodos dentro del elemento desplazado, de tal manera que un nodo diferente serd
creado para cada elemento que converge en la esquina.

El programa principal del cédigo que utilizaremos define las dimensiones maximas del sistema de
ecuaciones que en este caso es 100. Este programa principal llama a las siguientes cinco rutinas, ver
Figura 4.1:

1. INPUTEQ: Esta rutina lee las entradas del programa.

2. GHMATEQ: Esta subdividida en dos subrutinas EXTINEQ y LOCINEQ, las cuales se encargan de
formar los sistemas de matrices H y Gy las reorganiza con las condiciones de frontera dentro de
una matriz A. Esto a su vez genera un vector F a mano derecha del sistema.

3. SLNEQ: Esta es una rutina para resolver el sistema de ecuaciones, con pivoteo.

4. INTEREQ: Esta rutina calcula los valores de los desplazamientos y las tensiones en los puntos in-
ternos.
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PROGRAMA PRINCIPAL

INPUTEQ

GHMATEQ

INTEREQ

OUTPTEQ

Figura 4.1: Programa principal.

5. OUTPTEQ: Salida de los resultados.

En la rutina principal también se leen y abren los archivos para la entrada y salida de datos.
Las variables utilizadas en el programa y su significado se enuncian a continuacién:

N : Numero de elementos en la frontera.

L :Nuimero de puntos internos.

M : Namero de superficies diferentes, (5 maximo).
NC : Numero del dltimo nodo de cada superficie.
GE : Médulo de forma.

XNU : Radio de Poisson para deformacién plana.

X,Y :Arreglos unidimensionales con x; y x» coordenadas de los puntos extremos del elemento.
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4.3 Rutina INPUTEQ.

XM,YM : Arreglo unidimensional con coordenadas de los nodos.

G : Matriz definida en la ecuacién HU = GP + B. Después de aplicar las condiciones de contorno de la
matriz A.

H :Matriz definida por la ecuacién HU = GP + B.

KODE : Arreglo unidimensional que indica el tipo de condicién en los nodos del elemento. KODE = 0
significa que se prescribe un desplazamiento y KODE = 1 traccion prescrita.

FI : Vector donde se almacena los valores prescritos de las condiciones de contorno.

DFI : Contiene los valores desconocidos del sistema.

CX,CY :Arreglos unidimensionales con coordenadas de los puntos internos, (maximo 20).
DSOL : Valores del desplazamiento en los puntos internos (2 desplazamientos por punto).

SSOL : Valores de estrés en los puntos internos (3 estreses por punto).

Rutina INPUTEQ.

Todas las entradas requeridas por el programa es leida en el programa INPUTEQ e introducidos en
un archivo cuyo nombre es requerido por el programa principal. El archivo debera contener las siguien-
tes lineas de entrada:

1. Linea de titulo: unalinea que contiene el titulo del programa.

2. Linea de pardmetros bdsicos: contiene el nimero de elementos de frontera, el nimero de puntos
internos, el médulo de elasticidad lineal (0 médulo de Young) y el radio de Poisson).

3. Lineas de las coordenadas de nodos en la frontera: las coordenadas son leidas en sentido contrario
a las agujas del reloj para puntos de fronteras externos y en sentido de las agujas del reloj para los
puntos internos.

4. Lineas de las condiciones de frontera: tendra tantas lineas como elementos de frontera. Seis valores
conocidos son leidos para cada elemento correspondientes a los tres nodos y dos direcciones por
nodo. En este sentido, un valor de una traccién puede prescribirse para un nodo como parte de un
elemento y un valor diferente como parte del orden del elemento. Este desplazamiento debe ser
unido para cualquier cédigo.

5. Lineas de coordenadas de puntos internos: las coordenadas x; y x, de los puntos internos son leidos
en una o mas lineas. Esto tomara dos o mds lineas si es necesario, es decir, si los puntos internos
son definidos.

Estas subrutinas primero imprimen el titulo y los pardmetros bdsicos. Luego, las coordenadas de los
nodos y las condiciones de contorno dadas por elemento, con cédigo y valores prescritos. Las coordena-
das de los puntos internos serdn impresos en la subrutina OUTPTEQ.




4.4 Rutina GHMATEQ.

4.4 Rutina GHMATEQ.

4.5

Esta rutina calcula las matrices G y H mediante las subrutinas EXTINEQ y LOCINEQ.

o EXTINEQ: Calcula las submatrices GW y HW, ambas (2 x 6) submatrices las cuales relaciona un
punto de colocacién con un elemento definido por sus tres nodos.

o LOCINEQ: Calcula las submatrices GW (2 x 6) para el caso cuando el punto de colocacién es uno
de los nodos sobre el elemento en consideracién (es decir, la singularidad esta en el mismo ele-
mento). Note que la submatriz HW (2 x 6) es calculada usando EXTINEQ excepto por la parte en
que relaciona un nodo con el mismo el cual es calculado usando consideraciones de cuerpo rigido,
lo cual resulta en una fila de coeficientes adicional.

Las submatrices GW y HW resultantes son ensambladas en las matrices Gy H del sistema. La matriz
G ahora es rectangular ya que cada nodo extremo de un elemento puede tener diferentes tracciones, es
decir, una antes y otra después de que el nodo.

Una vez que las matrices G y H estén ensambladas, el sistema de ecuaciones necesitan ser reorgani-
zados en concordancia con las condiciones de frontera para formar el sistema:

AX =F

donde X es un vector de 2N incégnitas, siendo N el nlimero de nodos; A es una matriz (2N x 2N) cuyas
columnas son una combinacion de columnas de H y G dependiendo las condiciones de frontera o dos
columnas consecutivas de G cuando la tinica incégnita es la traccién en ambos lados de los extremos
del nodo del elemento; F es un vector conocido calculado al multiplicar los valores preescritos de las
condiciones de contorno por los correspondientes términos de las filas de G o H.

Al final las subrutinas GHMATEQ y después de reorganizar H contiene la matriz Ay F1 el vector F.

Rutina EXTINEQ.

Esta subrutina calcula usando la integraciéon numeérica, las submatrices GW y HW (2 x 6) que co-
rresponden a un elemento cuando el punto de colocacién es otro nodo diferente de los tres nodos del
elemento. Las coordenadas de los puntos de colocacién son XPy Y P. Las integrales son de la forma:

1
HW = ft*Fdfzft*Flfldrf,
Fj -1
1
GW = fu*F|]|d§:fu*F|]Id€-
r]' -1
ot FO o F® o FO® 9
oW = f o 0 @ @ |J1d¢,
i\ b Iy 0 F 0 F 0 F
* * F(l) 0 F(z) 0 F(?)) 0
GW = f u}kl ulz o) ©) @ |M1dg.
L\ Uy Uy 0 F 0 F 0 F

Los jacobianos son calculados tomando las derivadas de las expresiones para las coordenadas x; y
X2.




4.6 Rutina LOCINEQ.

4.6 Rutina LOCINEQ.

Esta subrutina calcula usando cuadratura de Gauss y una cuadratura especial, las submatrices (2 x 6),
GW, cuando el punto de colocacién es uno de los nodos sobre el elemento en consideracion.

Las integrales son divididas en dos partes: uno con singularidad el cual es integrado usando la for-
mula usual; y la otra parte logaritmica, es integrado usando una férmula de cuadratura especial.

Tres casos son considerados dependiendo sobre la posicién del punto de colocacién, es decir, NODO
=1,2 6 3, ver Figura 4.2.

[ J]

=1 &=0 -1

> <
e

Figura 4.2: Elementos cuadraticos.

¢ Punto de colocacién sobre el nodo 1: primero se considera un cambio de coordenadas de x; y xp a
¢ definido de la misma forma que en EXTINEQ. Luego, en orden a integrar la singularidad, se lleva
a cabo un nuevo cambio de variables, es decir,

_6+1
n= 5

1
o Laintegral se obtiene en dos partes, una con un término singular In (—) y la otra no singular.
U]

La primera parte es integrada mediante una férmula de integracién especial del tipo:
1 1 n
I :f ln(—)f(n)dn =Y wifm).
0 n t=1

La segunda parte es integrando por la cuadratura de Gauss en términos de la variable ¢. Las fun-
ciones de forma F},F», F5 en términos de { y FL,, FL,, FL3 en términos de 7.

o Punto de colocacién sobre el nodo 2: Para integrar las dos singularidades que aparecen en ambos
lados de los nodos, la integral es dividida en dos partes,

2 (3)

u*F|]|d5+[() u*F|]|d,§.
2

6w = [ ®u Fijide= [

1




4.7 Rutina INTEREQ.

Entonces, la primera parte es cambiada por la variable = —¢ y la segunda parte con 1 = ¢. Ahora
cada parte singular de estas dos integrales es calculada usando la integracién especial, y las dos
partes no singulares son integradas usando la cuadratura de Gauss usual con 10 puntos.

o Punto de colocacion sobre el nodo 3: Este caso es similar al primer caso pero con la variable de
integracién logaritmica como,

_1=¢
n=—=

4.7 Rutina INTEREQ.

Esta subrutina primero vuelve a organizar los vectores DFIy FI de tal manera que todos los despla-
zamientos de la frontera se almacenan en FI y todas las cargas en el DFI. A continuacidn, se calculan
los desplazamientos y tensiones en los puntos internos.

El desplazamiento en cualquier punto interno esta dado por

. NE ~ NE .
ulzz{f u*FdF}tJ—Z{f t*FdF}u], 4.1)
j=1 VI T;

j=1

donde lasintegrales sobre el elemento de frontera son calculadas numéricamente llamando nuevamente
ala subrutina EXTINEQ.
Andlogamente, las tensiones son dadas por,

~ NE _ NE )
EDY {f DledF} -3 {f Sledl“} ul, (4.2)
j=1 I j=1 WI;

donde Dy; = [D1k1, Daki] y Skt = [S1k1, Sokil-
Los valores de D,y v Sy estan dados por,

D} (&%) (A=2v)(6jkr,i+0ikTj—0ijri) +Prir Tl

- danr®*(l1—-v)

E

2anrfa -v)
=yrir,jril + Bv(nirr+nir;r) + (1 =2v)(Bngr,;r,;

S;‘jk(??) {Brnl(1=2v)8; 1k +v(©Bikr,j+08 jkr,i)

+ n]-6l~k+ni6jk)—(1—4v)nk6ij},

siendo a =1,2; =2,3yv=4,5en dosy tres dimensiones, respectivamente. Las integrales a lo largo de

los elementos en la ecuacion para o, son calculados mediante otra subrutina.



4.8 Rutina OUTPTEQ.

4.8 Rutina OUTPTEQ.

Esta subrutina imprime los resultados en el siguiente orden:

1. Desplazamientos en los nodos de la frontera.

2. Tracciones en los nodos de la frontera (tracciones antes y después de cada nodo son impresos).

w

. Desplazamientos en los puntos internos.

4. Tensiones en los puntos internos.



Ejemplos de aplicacion.

En este capitulo se presentan tres ejemplos de placas en “L” de lados [ = 5m, h = 10m tal como
podemos evidenciarlas en la Figura 5.1; a cada una de ellas se somete a diferentes condiciones de con-
torno, donde se verifica la eficacia del BEM sobre este tipo de geometria. La implementacién del BEM
y su posterior andlisis se realiza mediante el uso de tablas, ademds de graficos donde se evidencia el
comportamiento de la placa en “L” luego de ser sometida a las diferentes condiciones. Para el andlisis

y

A

e A » x

Figura 5.1: Geometria de una placa en “L".

de los ejemplos que en este capitulo se presentan, se utilizé el cdigo creado por Brebbia y Dominguez,
(ver [4]), se utilizaron 12 elementos de contorno cuadréticos, 24 nodos, 8 puntos internos, médulo de
elasticidad E = 100M Pa (mega pascal) y médulo de Poisson v = 0.




5.1 Ejemplo 1: Primera placa en “L.

5.1 Ejemplo 1: Primera placa en “L".

Se analizard una placa en “L” sometida a las siguientes condiciones de contorno: Se prescribe des-
plazamientos nulos en el eje de las abscisas en los nodos 1, 2, 3, 4 y 5; por otra parte en los nodos 6, 7, 8
v 9 se aplica una carga horizontal de f = 1M Pa, ademds para el nodo 13 se prescribe desplazamientos
nulos en las dos direcciones coordenadas, el resto de los nodos se encuentran libres. Se definen 8 puntos
internos, que se encuentran en la diagonal y fueron posicionados con un dngulo ¢ = 45 respecto de la
horizontal, adicionalmente se tomo el nodo 21, como nodo de control; como se muestra en la Figura 5.2.

13

®i14

P15

16

1718 19 20 21

Figura 5.2: Geometria de una placa en “L” con condiciones de contorno.

En este ejemplo se discretizard dicha placa en “L” utilizando doce (12) elementos de contorno cua-
dréticos, por lo cual, posee veinticuatro (24) nodos cuyas coordenadas se expresan en el Cuadro 5.1. Las
condiciones de contorno a las cuales fue sometida la placa se encuentran en el Cuadro 5.2, se considera
"0" cuando se refiere a desplazamientos prescritos y en caso de ser "1" se refiere a cargas aplicadas.

NODE X Y
1 0.5000000E+01  0.0000000E+00
0.6250000E+01  0.0000000E+00
3 0.7500000E+01  0.0000000E+00
4 0.8750000E+01  0.0000000E+00
5 0.1000000E+02  0.0000000E+00
6
7
8

0.1000000E+02  0.2500000E+01

0.1000000E+02  0.5000000E+01

0.1000000E+02  0.7250000E+01
9 0.1000000E+02  0.1000000E+02
10 0.7500000E+01  0.1000000E+02
11 0.5000000E+01  0.1000000E+02
12 0.2500000E+01  0.1000000E+02
13 0.0000000E+00  0.1000000E+02
14 0.0000000E+00  0.8750000E+01
15 0.0000000E+00  0.7500000E+01
16 0.0000000E+00  0.6250000E+01
17 0.0000000E+00  0.5000000E+01
18 0.1250000E+01  0.5000000E+01
19 0.2500000E+01  0.5000000E+01
20 0.3750000E+01  0.5000000E+01
21 0.5000000E+01  0.5000000E+01
22 0.5000000E+01  0.3750000E+01
23 0.5000000E+01  0.2500000E+01
24 0 01  0.1250000E+01

Cuadro 5.1: Coordenadas de los nodos en la placa en “L” del Ejemplo 1.




5.1 Ejemplo 1: Primera placa en “L.

BOUNDARY CONDITIONS

---FIRST NODE---- —---SECOND NODE--- —---THIRD NODE---
ELE X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C
1 1.000 0 0.000 O 1.000 O 0.000 O 1000 O 0000 O
2 1.000 0 0.000 O 1.000 O 0.000 0 1000 0 0.000 O
3 1.000 0 0.000 O 1.000 1 0.000 1 1.000 1 0.000 1
4 1.000 1 0.000 1 1.000 1 0.000 1 1.000 1 0.000 1
5 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
6 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 0 0.000 O
7 0.000 0 0000 O 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
8 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
9 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
10 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
11 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
12 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 1.000 0 0.000 0

Cuadro 5.2: Condiciones de contorno parala Placa en “L” del Ejemplo 1, donde C=0 indica desplazamientos y C=1
indica cargas.

En la Figura 5.3 se puede evidenciar una simulacion del efecto que produce el sometimiento de la
placa a las condiciones de contorno antes expuestas. Podemos notar que existe una tendencia a defor-
marse la estructura, ya que se prescribi6 para los nodos 1, 2, 3, 4 y 5 desplazamientos verticales nulos, la
placa se mantiene fija en esa direccion, asi como sucede en el nodo 13. En estos nodos la tension se in-
crementa. Adicionalmente, se observan los desplazamientos de los ocho (8) puntos internos que fueron
definidos.

Se puede observar en la Figura 5.4 se realiza una grafica de la posicién de los puntos internos res-
pecto de las tensiones 0. Se tomé el nodo veintiuno (21) como nodo de control, ya que es un punto
de interés debido a la vinculacién dada por las condiciones de contorno. Es evidente como a medida
que nos alejamos del nodo de control las tensiones tienden a cero, es decir, este representa un punto de
maximo esfuerzo de la estructura en estudio (ver Figura 1.1).

° —®— Placa en estado inicial
y o0 —e— Placa deformada

0 2 4 6 8 10 12

Figura 5.3: Desplazamientos en la placa en “L” del Ejemplo 1 sometida a tensiones laterales.



5.2 Ejemplo 2: Segunda placa en “L".

ox

Figura 5.4: Curva de tensiones del Ejemplo 1 en puntos internos.

5.2 Ejemplo 2: Segunda placa en “L”.

Consideremos una placa en “L”, sometida a las siguientes condiciones de contorno: Se prescribe
desplazamientos nulos en el eje de las abscisas en los nodos 1, 2, 3, 4 y 5; asi como en los nodos 6,
7, 8 y 9 se aplica una carga en sentido vertical de g» = —20M Pa, ademads para el nodo 13 se prescribe
desplazamientos nulos en las dos direcciones coordenadas, y por tltimo, en los nodos 14, 15, 16 y 17 se
aplica una carga en sentido vertical de g, = 10M Pa, a diferencia del Ejemplo 1, el nodo control ahora es
el que estd ubicado en la esquina superior derecha (nodo 9). Ademads, de que se sigue manteniendo los
puntos sobre la diagonal, como se muestra en la Figura 5.5.

Nodo control

81

Figura 5.5: Geometria de una placa en “L” con condiciones de contorno.



5.2 Ejemplo 2: Segunda placa en “L".

La frontera de la placa en “L” se discretizara utilizando doce (12) elementos de contorno cuadré-
ticos, por lo cual, posee veinticuatro (24) nodos cuyas coordenadas se expresan en el Cuadro 5.3. Las
condiciones de contorno a las cuales fue sometida la placa se encuentran en el Cuadro 5.4.

NODE X Y

0.5000000E+01  0.0000000E+00
0.6250000E+01  0.0000000E+00
0.7500000E+01  0.0000000E+00
0.8750000E+01  0.0000000E+00
0.1000000E+02  0.0000000E+00
0.1000000E+02  0.2500000E+01
0.1000000E+02  0.5000000E+01
0.1000000E+02  0.7250000E+01
0.1000000E+02  0.1000000E+02
0  0.7500000E+01 0.1000000E+02
0.5000000E+01  0.1000000E+02
2 0.2500000E+01 0.1000000E+02
3 0.0000000E+00 0.1000000E+02
0.0000000E+00  0.8750000E+01
5  0.0000000E+00 0.7500000E+01
16~ 0.0000000E+00 0.6250000E+01
17 0.0000000E+00 0.5000000E+01
18 0.1250000E+01  0.5000000E+01
19  0.2500000E+01 0.5000000E+01
20 0.3750000E+01 0.5000000E+01
21 0.5000000E+01  0.5000000E+01
22 0.5000000E+01 0.3750000E+01
23 0.5000000E+01  0.2500000E+01
24 0.5000000E+01 0.1250000E+01
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Cuadro 5.3: Coordenadas de los nodos en la placa en “L” del Ejemplo 2.

BOUNDARY CONDITIONS
-——-FIRST NODE---- —--—-SECOND NODE--- —---THIRD NODE---

ELE X DIR. C Y DIR. C XDIR. C Y DIR. C XDIR. C YDIR. C
1 0.000 1 0.000 O 0000 1 0000 O 0000 1 0.000 0
2 0.000 1 0000 O 0000 1 0000 0 0000 1 0.000 0
3 0.000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1
4 0.000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1
5 0.000 1 -20.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
6 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 0 0000 O
7 0.000 1 10000 1 0.000 1 10.000 1 0.000 1 10.000 1
8 0.000 1 10000 1 0.000 1 10.000 1 0.000 1 10.000 1
9 1.000 0 1.000 0 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1
10 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
11 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
12 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 O

Cuadro 5.4: Condiciones de contorno para la Placa en “L” del Ejemplo 2, donde C=0 indica desplazamientos y C=1
indica tracciones.

En la Figura 5.6 se muestra una simulacién del efecto que produce el sometimiento de la placa a
las condiciones de contorno antes expuestas, las fuerzas verticales y en sentidos opuestos a la cual es
sometida la placa en los laterales producen un efecto de deformacién, ademads la placa se mantiene
sin movimientos verticales en los nodos 1, 2, 3, 4 y 5, asi como sucede en el nodo 13, para el cual se
prescribieron nulos los desplazamientos en ambos sentidos de los ejes coordenados. En la Figura 5.7
se realiza una grafica de la posicién de los puntos internos respecto de las tensiones ox. Se tom6 el
nodo nueve (9) como nodo de control, ya que es un punto de interés de acuerdo a la concentracién de
esfuerzos ocasionado por las condiciones de contorno prescritas. Podemos evidenciar como a medida
que nos aproximamos al nodo de control las tensiones incrementan, asi como en el ejemplo anterior




5.3 Ejemplo 3: Tercera placa en “L”.

este representa un punto de maximo esfuerzo.

12
° °
8 ® 1
° . ° ®
° o ©® °° o
e? o (] | —®— Placa en estado inicial
o —e— Placa deformada
y —o—o [ ]
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Figura 5.6: Desplazamientos en la placa en “L” del Ejemplo 2 sometida a tensiones laterales.

ox  -1Q|

Figura 5.7: Curva de tensiones en puntos internos del Ejemplo 2.

5.3 Ejemplo 3: Tercera placa en “L”.

Consideremos una placa en “L”, sometida a las siguientes condiciones de contorno: Se prescribe des-
plazamientos nulos en el eje de las coordenadas para el nodo nueve (9), desplazamientos nulos en ambos
sentidos coordenados en el nodo trece (13). Se disponen 8 puntos internos sobre el nodo 21 formando



5.3 Ejemplo 3: Tercera placa en “L”.

un angulo de 90° con respecto de la horizontal, el cual sera considerado como un nodo de control. Ade-
mads de esto se aplica una fuerza en sentido horizontal |k| = A, como sigue en Figura 5.9, el punto de
aplicacion de h es el centroide del trapecio rectangular, ademds A representa el area de dicho trapecio
cuyas dimensiones se describen a continuacién:

Figura 5.8: Geometria del Trapecio rectangular.

Centroide de un trapecio rectangular de lados a, b, como se puede observar en la Figura 5.8, esta
definido como sigue:

C(X,Y)=(b@Bb+(a-b)?),3b*>+2(a-b)?)

Supongamos que b = a/2,
3
- = a’ 10a
CX,Y)= (—,—)
24" 36
Para que el punto de aplicacién de la fuerza & este situado en la posicién del nodo veintitrés (23), se
debe considerar lo siguiente:

10a 5
—=—->a=9.
36 2

Asi el centroide del trapecio rectangular es:
729 5

C(X, Y) = (ﬁ)z))

Por lo tanto, el drea del trapecio es,

a a 5
= —2 (a * 2) = 3—
2 23"
La frontera de la placa en “L” se discretizara utilizando doce (12) elementos de contorno cuadré-

ticos, por lo cual, posee veinticuatro (24) nodos cuyas coordenadas se expresan en el Cuadro 5.5. Las
condiciones de contorno a las cuales fue sometida la placa se encuentran en el Cuadro 5.6.




5.3 Ejemplo 3: Tercera placa en “L”.
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Figura 5.9: Geometria de una placa en “L” con condiciones de contorno.

NODE X Y
1 0.5000000E+01  0.0000000E+00
2 0.6250000E+01  0.0000000E+00
3 0.7500000E+01  0.0000000E+00
4 0.8750000E+01  0.0000000E+00
5 0.1000000E+02  0.0000000E+00
6 0.1000000E+02  0.2500000E+01
7 0.1000000E+02  0.5000000E+01
8 0.1000000E+02  0.7250000E+01
9 0.1000000E+02  0.1000000E+02
10 0.7500000E+01  0.1000000E+02
11 0.5000000E+01  0.1000000E+02
12 0.2500000E+01  0.1000000E+02
13 0.0000000E+00 0.1000000E+02
14 0.0000000E+00 0.8750000E+01
15  0.0000000E+00 0.7500000E+01
16~ 0.0000000E+00 0.6250000E+01
17 0.0000000E+00 0.5000000E+01
18 0.1250000E+01  0.5000000E+01
19  0.2500000E+01 0.5000000E+01
20 0.3750000E+01  0.5000000E+01
21 0.5000000E+01  0.5000000E+01
22 0.5000000E+01 0.3750000E+01
23 0.5000000E+01 0.2500000E+01
24 0.5000000E+01 0.1250000E+01

Cuadro 5.5: Coordenadas de los nodos en la placa en “L” del Ejemplo 3.

En la Figura 5.10 podemos observar el efecto producido por la implementacién de las condiciones de
contorno antes descritas, al mantenerse fija la placa en el nodo trece (13) y prescribirse desplazamientos
nulos en el eje de las ordenadas al nodo nueve (9), el efecto que produce en ese punto serd de un rodillo,
se mantiene fijo en el eje de las coordenadas, pero produce desplazamientos en el eje de las abscisas,
todo esto producido por la fuerza en sentido horizontal aplicada en el punto donde se encuentra ubica-
do el nodo veintitrés (23), adicionalmente se muestran los desplazamientos de los puntos internos que
fueron considerados para este ejemplo. En la Figura 5.11 se realiza una grafica de la posicién de los pun-
tos internos respecto de las tensiones o . Se tom6 el nodo veintiuno (21) como nodo de control, ya que



5.3 Ejemplo 3: Tercera placa en “L”.

BOUNDARY CONDITIONS
--—-FIRST NODE---- —--—-SECOND NODE--- —---THIRD NODE---

ELE X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C
1 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1

3 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
4 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 O 1.000 O
5 0.000 0 1.000 O 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
6 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 O 0.000 O
7 0.000 0 0.000 O 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
8 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
9 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
10 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
11 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 30375 1 0.000 1
12 30375 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1

Cuadro 5.6: Condiciones de contorno parala Placa en “L” del Ejemplo 3, donde C=0 indica desplazamientos y C=1
indica tracciones.

es un punto de interés de acuerdo a la concentracion de esfuerzos ocasionado por las condiciones de
contorno prescritas. Podemos evidenciar como a medida que nos aproximamos al nodo de control las
tensiones incrementan, en ese punto la tendencia del material serd a romperse debido a las tensiones
aplicadas.

12 T T T T T T

—®— Placa en estado inicial
——e— Placa deformada

eecccoce, o
o.'...

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 5.10: Desplazamientos en la placa en “L” del Ejemplo 3 sometida a tensiones laterales.



5.3 Ejemplo 3: Tercera placa en “L”.

Figura 5.11: Curva de tensiones en puntos internos del Ejemplo 3.



Conclusiones.

Los métodos numéricos son herramientas poderosas capaces de manejar sistemas de ecuaciones
grandes y complicadas que son dificiles de resolver analiticamente, ademds de ser un medio para reducir
problemas matemadticos superiores mediante operaciones aritméticas bdsicas. Otra caracteristica desta-
cable de los métodos numéricos es que son un vehiculo eficiente para aprender a explorar las bondades
que nos ofrecen las computadoras para resolver problemas. Debido a ello una de las herramientas que
permite resolver de manera rapiday eficiente problemas que surgen al momento de hallar la solucién de
las ecuaciones diferenciales que modelan un problema mediante un método analitico, es el Método de
Elementos Frontera. Entre las mayores ventajas que trae consigo la implementacién del BEM, es que se
reduce la dimensién del problema en estudio, por lo tanto, genera menos dificultad a la hora de modelar
geometrias mds complicadas.

Se exhibi6 en el transcurso de este trabajo la formulacién teérica del BEM, solucionando un proble-
ma general de elasticidad plana modelado por la ecuacién de Navier sobre un medio eldstico, homogé-
neo e isotrépico. Tomando en cuenta una geometria general en dos dimensiones, discretizado mediante
elementos cuadraticos con interpolacién de tipo isoparamétrica. Se presenta la formulacién directa del
BEM con base en la ecuacion integral de Somigliana, obteniendo soluciones para los desplazamientos y
las tensiones generando un sistema de ecuaciones.

Dada la utilizacion de los elementos cuadréticos en cada uno de los ejemplos planteados, estos per-
miten la aproximacion eficaz de la geometria de la placa en L. El BEM presenta cierta complejidad ma-
temadtica a la hora de plantear las ecuaciones integrales que modelan nuestro problema. Pero debido a
la implementacién de los recursos computacionales esto se ve compensado gracias a la facilidad con
la cual se aplican las condiciones de contorno sobre el problema planteado, asi como también el dina-
mismo en cuanto al modelado de las geometrias que se puedan definir. Esto conlleva a maximizar la
cantidad de ejemplos académicos que pueden ser estudiados.

Una vez realizada la implementacién numérica se logré obtener la solucién requerida para cada uno
de los ejemplos que fueron planteados en este trabajo. Se evidenci6 que en cada una de las placas hay
tendencia del material a la deformacidn; asi como ciertos nodos no sufrieron desplazamientos, esto fue
dado por el buen planteamiento de las condiciones de contorno.

Al realizar el estudio de los nodos de control para los ejemplos era evidente como las tensiones a
medida que se aproximaba al nodo de control incrementaban, esto nos permite concluir que en caso de
realizar un aumento en las proporciones de las fuerzas aplicadas a cada una de las placas, la tendencia




de estas tensiones en los nodos de control seria a crecer exponencialmente. Debido a esto, dichos nodos
van a ser puntos de singularidad geométrica.

La implementacion del BEM en las placas en L se caracteriz6 por las pruebas hechas en los ejemplos
que fueron planteados, garantizando la obtencién de buenos resultados en las distintas situaciones que
fueron recreadas, esto permitié comprobar que el BEM es 6ptimo a la hora de implementarlo en el tipo
de placa que fue considerada en este trabajo de investigacion.




Apéndice.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos luego de aplicar el c6digo creado por Brebbia y
Dominguez presentado en el libro Boundary Elements: An Introductory Course [4].

Resultados primer ejemplo

PLACA EN L DEFORMACIONES PLANAS (12 QUADRATIC ELEMENTS)
DATA
NUMBER OF BOUNDARY ELEMENTS= 12
NUMBER OF INTERNAL POINTS= 8
SHEAR MODULUS= 0.1000000E+03
POISSON RATIO= 0.0000000E+00

BOUNDARY NODES COORDINATES

NODE X Y
1 0.5000000E+01  0.0000000E+00
0.6250000E+01  0.0000000E+00
3 0.7500000E+01  0.0000000E+00
4 0.8750000E+01  0.0000000E+00
5 0.1000000E+02  0.0000000E+00
6 0.1000000E+02  0.2500000E+01
7
8
9

0.1000000E+02  0.5000000E+01

0.1000000E+02  0.7250000E+01

0.1000000E+02  0.1000000E+02
10 0.7500000E+01 0.1000000E+02
11 0.5000000E+01  0.1000000E+02
12 0.2500000E+01 0.1000000E+02
13 0.0000000E+00 0.1000000E+02
14 0.0000000E+00 0.8750000E+01
15  0.0000000E+00 0.7500000E+01
16 ~ 0.0000000E+00 0.6250000E+01
17 0.0000000E+00 0.5000000E+01
18  0.1250000E+01  0.5000000E+01
19  0.2500000E+01  0.5000000E+01
20  0.3750000E+01 0.5000000E+01
21 0.5000000E+01  0.5000000E+01
22 0.5000000E+01 0.3750000E+01
23 0.5000000E+01 0.2500000E+01
24 0.5000000E+01 0.1250000E+01




7.1 Resultados primer ejemplo

BOUNDARY CONDITIONS

-—-—-FIRST NODE---- —--—-SECOND NODE--- —--—-THIRD NODE---
ELE X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C
1 1.000 0 0000 O 1000 O 0000 O 1000 O 0.000 O
2 1.000 0 0000 O 1.000 O 0.000 O 1.000 O 0.000 O
3 1.000 0 0000 O 1000 1 0.000 1 1.000 1 0.000 1
4 1.000 1 0000 1 1.000 1 0.000 1 1.000 1 0.000 1
5 0.000 1 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
6 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 O 0.000 O
7 0.000 0 0.000 O 0.000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
8 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
9 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
10 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
11 0.000 1 0.000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
12 0.000 1 0000 1 0.000 1 0.000 1 1.000 0 0.000 O

RESULTS
BOUNDARY NODES

X

Y

DISPLACEMENT X DISPLACEMENT Y

0.5000000E+01

0.0000000E+00

0.1000000E+01

0.0000000E+00

0.6250000E+01  0.0000000E+00  0.1000000E+01 0.0000000E+00
0.7500000E+01  0.0000000E+00  0.1000000E+01 0.0000000E+00
0.8750000E+01  0.0000000E+00  0.1000000E+01 0.0000000E+00

0.1000000E+02

0.0000000E+00

0.1000000E+01

0.0000000E+00

0.1000000E+02  0.2500000E+01  0.8692780E+00 0.1600718E+00
0.1000000E+02  0.5000000E+01  0.6574463E+00 0.2336674E+00
0.1000000E+02  0.7250000E+01  0.5042495E+00 0.2234334E+00
0.1000000E+02  0.1000000E+02  0.3657807E+00 0.2130323E+00
0.7500000E+01  0.1000000E+02  0.3654000E+00 0.9628969E-01
0.5000000E+01  0.1000000E+02  0.3733123E+00 0.2448951E-01
0.2500000E+01  0.1000000E+02  0.2793490E+00 0.4620082E-01
0.0000000E+00  0.1000000E+02  0.0000000E+00 0.0000000E+00
0.0000000E+00  0.8750000E+01  0.2524630E+00 -0.8459613E-01
0.0000000E+00  0.7500000E+01  0.3795857E+00 -0.7942199E-01
0.0000000E+00  0.6250000E+01  0.4352350E+00 -0.6950528E-01
0.0000000E+00  0.5000000E+01  0.4772453E+00 -0.6505792E-01
0.1250000E+01  0.5000000E+01  0.4746540E+00 -0.2578553E-01
0.2500000E+01  0.5000000E+01  0.4713762E+00 0.1323434E-02
0.3750000E+01  0.5000000E+01  0.4822253E+00 -0.6687955E-02
0.5000000E+01  0.5000000E+01  0.5564772E+00 -0.4614668E-01
0.5000000E+01  0.3750000E+01  0.7234698E+00 -0.1057964E+00
0.5000000E+01  0.2500000E+01  0.8527364E+00 -0.1009421E+00
0.5000000E+01  0.1250000E+01  0.9470701E+00 -0.6348150E-01




7.2 Resultados segundo ejemplo.

TRACTION X TRACTION Y TRACTION X TRACTION Y

X Y BEFORE NODE BEFORE NODE AFTER NODE AFTER NODE
0.50000E+01  0.00000E+00  0.78569E+00  0.63361E+01  0.78569E+00  0.63361E+01
0.62500E+01  0.00000E+00  0.28360E+01  0.24976E+01  0.28360E+01  0.24976E+01
0.75000E+01  0.00000E+00  0.29877E+01  -0.30893E+01  0.29877E+01  -0.30893E+01
0.87500E+01  0.00000E+00  0.31626E+01  -0.84854E+01 0.31626E+01  -0.84854E+01
0.10000E+02  0.00000E+00  0.47061E+00 -0.73033E+01  0.47061E+00 -0.73033E+01
0.10000E+02  0.25000E+01  0.10000E+01  0.00000E+00  0.10000E+01  0.00000E+00
0.10000E+02  0.50000E+01  0.10000E+01  0.00000E+00  0.10000E+01  0.00000E+00
0.10000E+02  0.72500E+01  0.10000E+01  0.00000E+00  0.10000E+01  0.00000E+00
0.10000E+02  0.10000E+02  0.10000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.75000E+01  0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.25000E+01  0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.10000E+02 -0.18302E+02  0.12954E+02  -0.18302E+02  0.12954E+02
0.00000E+00  0.87500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.75000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.62500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.12500E+01  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.25000E+01  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.37500E+01  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.37500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.25000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.12500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00

INTERNAL POINTS DISPLACEMENTS

X Y DISPLACEMENT X DISPLACEMENT Y
0.5500000E+01  0.5500000E+01  0.5446005E+00 -0.1011741E-01
0.6000000E+01  0.6000000E+01  0.5282440E+00 0.1834289E-01
0.6500000E+01  0.6500000E+01  0.5100415E+00 0.4386335E-01
0.7000000E+01  0.7000000E+01  0.4910015E+00 0.6819388E-01
0.7500000E+01  0.7500000E+01  0.4715246E+00 0.9226186E-01
0.8000000E+01  0.8000000E+01  0.4516570E+00 0.1164305E+00
0.8500000E+01  0.8500000E+01  0.4312978E+00 0.1406890E+00
0.9000000E+01  0.9000000E+01  0.4103501E+00 0.1649660E+00

INTERNAL POINTS STRESSES

X Y SIGMA X TAU XY SIGMAY
0.5500000E+01  0.5500000E+01  0.6622521E+01 -0.2629576E+01  0.5054616E+01
0.6000000E+01  0.6000000E+01 0.4795326E+01 -0.2186640E+01  0.3211744E+01
0.6500000E+01  0.6500000E+01  0.3725522E+01 -0.1748601E+01 0.2167083E+01
0.7000000E+01  0.7000000E+01  0.2883989E+01 -0.1187848E+01  0.1414670E+01
0.7500000E+01  0.7500000E+01  0.2152825E+01 -0.5999054E+00  0.8219790E+00
0.8000000E+01  0.8000000E+01  0.1527743E+01 -0.1086014E+00  0.3429804E+00
0.8500000E+01  0.8500000E+01 0.1046432E+01  0.2084171E+00  -0.4442332E-01
0.9000000E+01  0.9000000E+01  0.9220859E+00  0.8247780E+00  -0.5416631E+00

7.2 Resultados segundo ejemplo.

PLACA EN L DEFORMACIONES PLANAS (12 QUADRATIC ELEMENTS)
DATA
NUMBER OF BOUNDARY ELEMENTS= 12



7.2 Resultados segundo ejemplo.

NUMBER OF INTERNAL POINTS= 8
SHEAR MODULUS= 0.1000000E+03
POISSON RATIO= 0.0000000E+00

BOUNDARY NODES COORDINATES

NODE X Y
1 0.5000000E+01  0.0000000E+00
0.6250000E+01  0.0000000E+00
3 0.7500000E+01  0.0000000E+00
4 0.8750000E+01  0.0000000E+00
5 0.1000000E+02  0.0000000E+00
6 0.1000000E+02  0.2500000E+01
7
8
9

0.1000000E+02  0.5000000E+01

0.1000000E+02  0.7250000E+01

0.1000000E+02  0.1000000E+02
10 0.7500000E+01 0.1000000E+02
11 0.5000000E+01  0.1000000E+02
12 0.2500000E+01 0.1000000E+02
13 0.0000000E+00 0.1000000E+02
14 0.0000000E+00 0.8750000E+01
15  0.0000000E+00 0.7500000E+01
16 0.0000000E+00 0.6250000E+01
17 0.0000000E+00 0.5000000E+01
18  0.1250000E+01 0.5000000E+01
19  0.2500000E+01 0.5000000E+01
20 0.3750000E+01 0.5000000E+01
21 0.5000000E+01  0.5000000E+01
22 0.5000000E+01 0.3750000E+01
23 0.5000000E+01 0.2500000E+01
24 0.5000000E+01 0.1250000E+01

BOUNDARY CONDITIONS
---FIRST NODE---- —---SECOND NODE--- —---THIRD NODE---

ELE X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C X DIR. C Y DIR. C
1 0.000 1 0000 O 0000 1 0000 O 0000 1 0.000 O
0.000 1 0.000 O 0000 1 0000 O 0.000 1 0.000 O

3 0.000 1 -20.000 1 0000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1
4 0.000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1 0.000 1 -20.000 1
5 0.000 1 -20.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
6 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 0 0.000 O
7 0.000 1 10000 1 0000 1 10.000 1 0.000 1 10.000 1
8 0.000 1 10000 1 0000 1 10.000 1 0.000 1 10.000 1
9 1.000 0 1.000 O 0.000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
10 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
11 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
12 0.000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 O

RESULTS
BOUNDARY NODES



7.2 Resultados segundo ejemplo.

X

Y

DISPLACEMENT X DISPLACEMENT Y

0.5000000E+01
0.6250000E+01
0.7500000E+01
0.8750000E+01
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.7500000E+01
0.5000000E+01
0.2500000E+01
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.1250000E+01
0.2500000E+01
0.3750000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.2500000E+01
0.5000000E+01
0.7250000E+01
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.1000000E+02
0.8750000E+01
0.7500000E+01
0.6250000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.3750000E+01
0.2500000E+01
0.1250000E+01

-0.2128808E+01
-0.2130764E+01
-0.2151332E+01
-0.2190259E+01
-0.2229308E+01
-0.1734930E+01
-0.6713843E+00
0.4582886E+00
0.2363667E+01

0.2067137E+01

0.1493898E+01

0.7165446E+00
0.0000000E+00
0.6248945E+00
0.6466681E+00
0.5992227E+00
0.1000000E+01

0.5598710E+00
0.2509284E+00
0.5317945E-02

-0.3659377E+00
-0.1156944E+01
-0.1694810E+01
-0.2016252E+01

0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
0.0000000E+00
-0.1397674E+01
-0.2212998E+01
-0.2704319E+01
-0.3116007E+01
-0.1018982E+01
0.3217411E+00
0.7884139E+00
0.0000000E+00
0.5026506E+00
0.8987113E+00
0.9485010E+00
0.1000000E+01
0.9989452E+00
0.8314806E+00
0.6474590E+00
0.3571136E+00
0.4031188E+00
0.3025830E+00
0.1585536E+00

TRACTION X
BEFORE NODE
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
-0.47144E+02
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00

TRACTION Y
BEFORE NODE
-0.11838E+02
0.51128E+01
0.40403E+02
0.70138E+02
0.16550E+03
-0.20000E+02
-0.20000E+02
-0.20000E+02
-0.20000E+02
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
-0.77436E+02
0.10000E+02
0.10000E+02
0.10000E+02
0.10000E+02
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00

TRACTION X
AFTER NODE
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.97183E+02
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00

TRACTION Y
AFTER NODE
-0.11838E+02
0.51128E+01
0.40403E+02
0.70138E+02
-0.20000E+02
-0.20000E+02
-0.20000E+02
-0.20000E+02
-0.20000E+02
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.10000E+02
0.10000E+02
0.10000E+02
0.10000E+02
0.30735E+02
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00
0.00000E+00

X Y
0.50000E+01  0.00000E+00
0.62500E+01  0.00000E+00
0.75000E+01  0.00000E+00
0.87500E+01  0.00000E+00
0.10000E+02  0.00000E+00
0.10000E+02  0.25000E+01
0.10000E+02  0.50000E+01
0.10000E+02  0.72500E+01
0.10000E+02  0.10000E+02
0.75000E+01  0.10000E+02
0.50000E+01  0.10000E+02
0.25000E+01  0.10000E+02
0.00000E+00  0.10000E+02
0.00000E+00  0.87500E+01
0.00000E+00  0.75000E+01
0.00000E+00  0.62500E+01
0.00000E+00  0.50000E+01
0.12500E+01  0.50000E+01
0.25000E+01  0.50000E+01
0.37500E+01  0.50000E+01
0.50000E+01  0.50000E+01
0.50000E+01  0.37500E+01
0.50000E+01  0.25000E+01
0.50000E+01  0.12500E+01

INTERNAL POINTS DISPLACEMENTS



7.3 Resultados tercer ejemplo.

X

Y

DISPLACEMENT X DISPLACEMENT Y

0.5500000E+01
0.6000000E+01
0.6500000E+01
0.7000000E+01
0.7500000E+01
0.8000000E+01
0.8500000E+01
0.9000000E+01

0.5500000E+01  -0.1998080E+00 0.1083969E+00
0.6000000E+01  -0.3524539E-01 -0.1254507E+00
0.6500000E+01  0.1484585E+00 -0.3758383E+00
0.7000000E+01  0.3581428E+00 -0.6531674E+00
0.7500000E+01  0.5985316E+00 -0.9631259E+00
0.8000000E+01  0.8734301E+00 -0.1309416E+01
0.8500000E+01  0.1185998E+01 -0.1694932E+01
0.9000000E+01  0.1537541E+01 -0.2121408E+01

INTERNAL POINTS STRESSES

X Y SIGMA X TAU XY SIGMAY
0.5500000E+01  0.5500000E+01 -0.2834515E+02  0.1953697E+01  -0.4744244E+01
0.6000000E+01  0.6000000E+01 -0.1894277E+02 -0.2030756E+01 -0.3822686E+01
0.6500000E+01  0.6500000E+01 -0.1153061E+02 -0.5160472E+01 -0.4888202E+01
0.7000000E+01  0.7000000E+01 -0.5120072E+01 -0.7842829E+01 -0.6625237E+01
0.7500000E+01  0.7500000E+01  0.4251062E+00  -0.9998330E+01 -0.8638395E+01
0.8000000E+01  0.8000000E+01  0.5083683E+01  -0.1158642E+02 -0.1080660E+02
0.8500000E+01  0.8500000E+01  0.8754283E+01  -0.1258382E+02 -0.1311555E+02
0.9000000E+01  0.9000000E+01  0.8139297E+01  -0.1079903E+02 -0.1301712E+02

7.3 Resultados tercer ejemplo.

PLACA EN L DEFORMACIONES PLANAS

DATA

NUMBER OF BOUNDARY ELEMENTS= 12
NUMBER OF INTERNAL POINTS= 8
SHEAR MODULUS= 0.1000000E+03
POISSON RATIO= 0.0000000E+00

(12 QUADRATIC ELEMENTS)

BOUNDARY NODES COORDINATES

X Y

0.5000000E+01  0.0000000E+00
0.6250000E+01  0.0000000E+00
0.7500000E+01  0.0000000E+00
0.8750000E+01  0.0000000E+00
0.1000000E+02  0.0000000E+00
0.1000000E+02  0.2500000E+01
0.1000000E+02  0.5000000E+01
0.1000000E+02  0.7250000E+01
0.1000000E+02  0.1000000E+02
0.7500000E+01  0.1000000E+02
0.5000000E+01  0.1000000E+02
0.2500000E+01  0.1000000E+02
0.0000000E+00  0.1000000E+02
0.0000000E+00  0.8750000E+01
0.0000000E+00  0.7500000E+01
0.0000000E+00  0.6250000E+01
0.0000000E+00  0.5000000E+01
0.1250000E+01  0.5000000E+01
0.2500000E+01  0.5000000E+01
0.3750000E+01  0.5000000E+01
0.5000000E+01  0.5000000E+01
0.5000000E+01  0.3750000E+01
0.5000000E+01  0.2500000E+01
0.5000000E+01  0.1250000E+01




7.3 Resultados tercer ejemplo.

BOUNDARY CONDITIONS

---FIRST NODE---- ---SECOND NODE--- ---THIRD NODE---
ELE X DIR. C YDIR. C XDIR. C YDIR. C XDIR. C YDIR. C
1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
3 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
4 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 0 1000 0
5 0000 0 1000 0 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
6 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 0 0000 0
7 0000 0 0000 0 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
8 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
9 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1
10 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
11 0000 1 0000 1 0000 1 0000 1 30375 1 0.000 1
12 30375 1 0000 1 0.000 1 0000 1 0000 1 0.000 1
RESULTS
BOUNDARY NODES
X Y DISPLACEMENT X DISPLACEMENT Y

0.5000000E+01  0.0000000E+00  0.2441640E+01 0.1428801E+00
0.6250000E+01  0.0000000E+00  0.2463027E+01 0.4395453E+00
0.7500000E+01  0.0000000E+00  0.2474334E+01 0.7702161E+00
0.8750000E+01  0.0000000E+00  0.2476803E+01 0.1114360E+01
0.1000000E+02  0.0000000E+00  0.2481084E+01 0.1467550E+01
0.1000000E+02  0.2500000E+01  0.1761323E+01 0.1457899E+01
0.1000000E+02  0.5000000E+01  0.1047886E+01 0.1387227E+01
0.1000000E+02  0.7250000E+01  0.5076145E+00 0.1227439E+01
0.1000000E+02  0.1000000E+02  0.0000000E+00 0.1000000E+01
0.7500000E+01  0.1000000E+02  0.7263405E-01 0.7200371E+00
0.5000000E+01  0.1000000E+02  0.1277152E+00 0.3536994E+00
0.2500000E+01  0.1000000E+02  0.1506392E+00 0.1254726E+00
0.0000000E+00  0.1000000E+02  0.0000000E+00 0.0000000E+00
0.0000000E+00  0.8750000E+01  0.2357693E+00 -0.1224878E+00
0.0000000E+00  0.7500000E+01  0.4350005E+00 -0.1617457E+00
0.0000000E+00  0.6250000E+01  0.5937291E+00 -0.1654573E+00
0.0000000E+00  0.5000000E+01  0.7364008E+00 -0.1630232E+00
0.1250000E+01  0.5000000E+01  0.7338210E+00 -0.2953104E-01
0.2500000E+01  0.5000000E+01  0.7392183E+00 0.8764756E-01
0.3750000E+01  0.5000000E+01  0.7708304E+00 0.1695528E+00
0.5000000E+01  0.5000000E+01  0.9065107E+00 0.2153172E+00
0.5000000E+01  0.3750000E+01  0.1407049E+01 0.7156005E-01
0.5000000E+01  0.2500000E+01  0.1944852E+01 0.9312787E-01
0.5000000E+01  0.1250000E+01  0.2175268E+01 0.1439911E+00

TRACTION X TRACTION Y TRACTION X TRACTION Y

X Y BEFORE NODE BEFORE NODE AFTER NODE AFTER NODE
0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.62500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.75000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.87500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.10000E+02  0.25000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.10000E+02  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.10000E+02  0.72500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.10000E+02  0.10000E+02 -0.51606E+01 -0.10257E+02 -0.51606E+01 -0.10257E+02
0.75000E+01  0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.25000E+01  0.10000E+02  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.10000E+02  -0.12579E+02  0.14961E+02  -0.12579E+02  0.14961E+02
0.00000E+00  0.87500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.75000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.62500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.00000E+00  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.12500E+01  0.50000E+01 ~ 0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.25000E+01  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.37500E+01  0.50000E+01 ~ 0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.50000E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.37500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00
0.50000E+01  0.25000E+01  0.30375E+02  0.00000E+00  0.30375E+02  0.00000E+00
0.50000E+01  0.12500E+01  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00  0.00000E+00




7.3 Resultados tercer ejemplo.

INTERNAL POINTS DISPLACEMENTS

X

Y

DISPLACEMENT X DISPLACEMENT Y

0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01
0.5000000E+01

0.5500000E+01  0.8071192E+00
0.6000000E+01  0.7186940E+00
0.6500000E+01  0.6338012E+00
0.7000000E+01  0.5518318E+00
0.7500000E+01  0.4729725E+00
0.8000000E+01  0.3975875E+00
0.8500000E+01  0.3259913E+00
0.9000000E+01  0.2582200E+00

0.2617955E+00
0.2894729E+00
0.3100385E+00
0.3257910E+00
0.3377674E+00
0.3465387E+00
0.3524522E+00
0.3557366E+00

INTERNAL POINTS STRESSES

X Y SIGMA X TAU XY SIGMAY
0.5000000E+01  0.5500000E+01  0.1087068E+02 -0.6087766E+01 0.1313778E+02
0.5000000E+01  0.6000000E+01  0.5965303E+01  -0.4628479E+01 0.9417624E+01
0.5000000E+01  0.6500000E+01  0.3359910E+01  -0.3938249E+01 0.7170381E+01
0.5000000E+01  0.7000000E+01  0.1731382E+01  -0.3372250E+01  0.5496974E+01
0.5000000E+01  0.7500000E+01  0.6119763E+00 -0.2760951E+01 0.4120841E+01
0.5000000E+01  0.8000000E+01 -0.2453701E+00 -0.2041855E+01 0.2918631E+01
0.5000000E+01  0.8500000E+01 -0.1028377E+01 -0.1197385E+01 0.1827042E+01
0.5000000E+01  0.9000000E+01 -0.1953916E+01 -0.2676552E+00 0.8144085E+00
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