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Resumen

Estudiamos la definiciéon de funciones reales convexas, mostramos resul-
tados importantes de convexidad considerando las definiciones de las me-
dias aritméticas, geométricas y armoénicas que son de nuestro especial interes
pues estan conectadas con la definicién de funciones armdnicamente con-
vexas introducido en [15]. Analizamos las propiedades de estas funciones
reales, reunimos resultados obtenidos para este tipo de funciones como una
desigualdad del tipo Hermite-Hadamard, desigualdad tipo Féjer y Teorema
tipo Bernstein-Doetsh.

Estudiamos el concepto de funciones conjunto valuadas [5] y la nocién
de integral de Aumann [4], investigamos la relacién entre las funciones con-
junto valuadas y las funciones convexas en la definicién de las funciones
conjunto valuadas convexas, funciones conjunto valuadas fuertemente con-
vexas modulo ¢, funciones conjunto valuadas céncavas, funciones conjunto
valuadas fuertemente concavas. Mostramos algunos resultados obtenidos pa-
ra estas funciones. Introducimos la definicién de Funciones Conjunto Valua-
das Armoénicamente Convexas estableciendo una conexion entre las funciones
armoénicamente convexa y las funciones conjunto valuadas, generalizamos es-
te concepto definiendo las funciones conjunto valuadas amonicas fuertemente
convexas modulo c.

Extendemos algunos resultados obtenidos para multifunciones convexas
y fuertemente convexas a multifunciones arménicamente convexas y armoni-
ca fuertemente convexas: desigualdad tipo Hermite-Hadamard, desigualdad
tipo Féjer y Teorema tipo Bernstein-Doetsh.

Palabras Claves: funcion convexa, funciéon arménicamente convexa, mul-
tifuncion o funcién conjunto valuada, multifunciones convexas, multifuncio-
nes arménicamente convexas.



Introduccion

La convexidad es un concepto que ha sido ampliamente estudiado por sus
interesantes aplicaciones en Matematica, Teoria de Optimizacion, Economia
y otras areas del conocimiento. La definiciéon de funcién convexa se le atri-
buye a Jensen, quien la introdujo al demostrar la desigualdad que hoy lleva
su nombre y de la que se deducen otras desigualdades importantes como:
desigualdad de Hermite-Hadamard, desigualdad de Holder, desigualdad de
Minkowski, entre otras [18].

Formalmente, una funcién real F' : I C R — R es convexa si para todo
x1,29 € I, t €0, 1] se satisface

flter + (1L =t)zs) < tf(z1) + (1 — 1) f(2). (1)
En esta definicién la expresién tx; + (1 — t)xy corresponde a la media
aritmética xq,x2 en el dominio de la funcién y tf(z1) + (1 — ) f(z2) es la
media aritmética de los puntos en el codominio f(x1), f(x2).
Por esta razén, a las funciones convexas también se les conoce como fun-
ciones AA-convexas, donde A denota la media aritmética.

Ahora bien, si se considera la media armonica de los puntos del dominio
de la funcién f y la media aritmética de los puntos del codominio se obtiene la
definicién de funcién arménicamente convexa que fue introducida por Iscan
en el ano 2014 (ver [15]) donde se dice que f es arménicamente convexa si
para todo z1, 25 € I y t € [0, 1] se tiene que

Py ) < e + (=0 )

Si la desigualdad en (2) se cumple en sentido contrario decimos entonces
que f es armoénicamente céncava. Para este tipo de funciones se han obtenido
diversos e importantes resultados, los cuales resaltan la desigualdad tipo
Hermite-Hadamard, desigualdad tipo Féjer y el Teorema Bernstein-Doetsh
1,9, 12, 15].

Otros tipos de variaciones en la definicién clasica de convexidad (1) han
dado origen a conceptos como midconvexidad, h-convexidad, log-convexidad,
convexidad fuerte, entre otros [18].



El estudio de la convexidad también se ha realizado para funciones con-
junto valuadas o multifunciones [4, 20], esto es, aplicaciones de la forma
F : X — 2Y donde X y Y son conjuntos. La nocién de funcién conjunto
valuada surge a principios del siglo X X, cuando Berge [5] introducio el con-
cepto de limite superior e inferior de sucesiones de conjuntos y estd motivado
por sus aplicaciones en Anélisis Diferencial e Integral, en la Teoria de Opti-
mizacién y el Célculo de Variaciones, entre otras (ver [18]).

Una multifuncién F' : X — 2Y es convexa si para todo z1,79 € X ¥y
t € 10,1] se tiene que

tF (1) + (1 — ) F(22) C Fltzy + (1 — t)as). (3)

Recientemente se han estudiado distintas nociones de convexidad para
funciones conjunto valuadas (ver [16, 17, 22, 23]). Por ejemplo, Huang [14]
extendio la definicién (3) e introdujo la convexidad fuerte para multifuncio-
nes, han sido utilizadas para encontrar cotas al error en algunos problemas
de inclusién con restricciones de conjuntos [16]. En este trabajo extende-
mos para multifunciones la nocién de convexidad arménica dada por Iscan
para funciones reales y para esta clase de funciones conjunto valuadas proba-
mos la contraparte de resultados clasicos del Analisis Convexo: propiedades
de estabilidad respecto a operaciones aritméticas, desigualdad de Hermite-
Hadamard, desigualdad de Féjer y Teorema de Bernstein-Doetsh.

Estos ultimos resultados a nuestro juicio constituyen un nuevo aporte a
esta area de estudio.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera

En el capitulo I, definimos funcién convexa y armoénicamente convexa,
presentamos algunos ejemplos y estudiamos algunas propiedades y resulta-
dos importantes para esta clase de funciones.

En el capitulo I, estudiamos la definicién de funciones conjunto valuadas,
mostramos algunos ejemplos, estudiamos algunos resultados concernientes a
la convexidad y concavidad de funciones conjunto valuadas: desigualdades
tipo Jensen y Hermite-Hadamard, Teorema de Bernstein-Doetsch, presenta-
mos resultados tipo Kuhn y Bernstein-Doetsch para multifunciones céncavas.
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En el capitulo III, introducimos el concepto de funciones conjunto va-
luadas arménicamente convexas, verificamos la estabilidad de estas multi-
funciones respecto a operaciones aritméticas y demostramos los siguientes
resultados: desigualdad tipo Hermite-Hadamard, Desigualdad tipo Féjer y el
teorema tipo Bernstein-Doetsch.

Finalmente presentamos una lista de problemas abiertos.



Capitulo 1

Funciones Convexas y
Armonicamente Convexas

“La convexidad estd muy
presente en nuestras vidas,en la
geometria de las hojas de los
arboles, en la forma de las
exquisitas frutas que
consumimos, en los utensilios de
cocina, en el trazado de las
avenidas y las calles, en las
iglesias (...)”

N. Merentes y S. Ribas
2013

La convexidad es un concepto fundamental en la matematica y tiene
interesantes aplicaciones en otras dreas del conocimiento, su estudio ha au-
mentado exponencialmente a principios de este siglo obteniendose resultados
importantes en esta drea, en [18] se encuentra un desarrollo bastante de-
tallado con informacién de al menos 200 textos que tratan acerca de esta
definicién.

En estudios recientes se han introducido nuevos conceptos de convexidad

a partir de la definicion original. Uno de ellos es la convexidad armonica,
estos conceptos constituyen la base para el desarrollo de nuestro trabajo.

11
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En este capitulo, haremos una introduccion de los conceptos de funciones
convexas y funciones armoénicamente convexas.

1.1. Funcién Convexa

En esta seccién definiremos las funciones reales convexas, pero antes in-
troduciremos la siguiente definicion

DEFINICION 1.1.1. Un congunto I C R se dice que es un conjunto convexo,
si para todo x1,x9 € I yt € [0,1] se tiene que

til')l -+ (1 —t).CEQ el
Asi, una funcién convexa se define como sigue

DEFINICION 1.1.2. Una funcién f: I CR — R se dice que es una funcién
convexa si para todo x1,x9 € I yt € [0,1] se tiene que:

fltry + (1 —t)xg) < tf(xq) + (1 —1t)f(x2) (1.1)

Si la desigualdad (1.2) es estricta para x1,x9 € I, t € [0,1] entones se
dice que la funcion es estrictamente convexa. Si en (1.2) reemplazamos
< por > se dice que f es concava y si se sastiface la desigualdad estricta,
se dice que es estrictamente concava.

En el ano 1966, M. Polyak generaliza la definicién de funcién convexa y
define lo siguinte

DEFINICION 1.1.3. Una funcién f: I CR — R se dice que es una funcién
fuertemente convexa médulo ¢ si para todo ¢ > 0,21,29 € I y t € [0,1]
se tiene que:

fltar + (1= t)as) < tf(wn) + (1= 1) f(z2) — ct(l —t)|zr — 2o (1.2)

Geométricamente, vemos que el segmento de recta que une a dos pun-
tos cualesquiera (z, f(x)) v (y, f(y)) del grafico de una funcién convexa
f 1 — R, estd por encima de la grafica de la funcién f en [z,y] C I.
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I

() +1-0f()
J(x)
fx+(1-0)y)

v

x nx+(1-1)y y

Figura 1.1: Funcién Convexa.

La funcién f(z) = |z| es una funcién convexa pues, para todo 1, xs €
A CRytel0,1] tenemos evidentemente que

Ity + (1 — £)ao| < tlza| + (1 — t)| 2]

Mas adelante en este capitulo, presentaremos algunas proposiciones que
proveeran ejemplos adicionales de funciones convexas.

A principios del siglos XX el danés Johan. L. W. Jensen demostré la
desigualdad que hoy lleva su nombre, de la que se derivan importantes de-
sigualdades clédsicas del Anadlisis Convexo, es por esto que se le atribuye a
Jensen el concepto de funcién convexa.
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Proposicién 1.1.4. (Desigualdad de Jensen) Sean f : I — R una funcion
conveza, r1,x2 € I yt,s € [0,1] son tales que s+t =1, entonces

ftxy + swa) < tf(x1) + sf(xz).

La siguiente proposicion generaliza la desigualdad de Jensen.

Proposiciéon 1.1.5. Sea f : I — R una funcion convexa. Si x; € I, y
ty,- -+, t, >0, son tales que t; + - - -+ 1, = 1, entonces

/ (Z tiﬂfi) < thf(ﬂfz) (1.3)

Demostracién: Para demostrar esta desigualdad usaremos el Principio
de Induccién Matematica. El caso en el que n = 2 coincide con la definicién
de convexidad. Sin > 2y suponemos que (1.3) se cumple para n—1, entonces

i=1 "

=1

(1 =tn)f <i 1 jitnxi> + tnf(2n)

i=1

< (-1 (Z " f<xi>>+tnf<xn>

=1

= Z tif (3).

IN

El siguiente resultado es conocido como la desigualdad de Hermite-Hadamard,
fue demostrado de forma independiene por Ch. Hermite (1883) y J.S. Hada-
mard (1896). Esta desigualdad es una de las mas importante en el estudio del
analisis convexo, en [21] hace una especial referencia en los estudios “viejos
y nuevos” relacionados con esta desigualdad y sus conexiones con la teoria
de choque y la féormula de la cuadratura.
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TEOREMA 1.1.6. (Desigualdad Hermite-Hadamard [18]) Sea f: 1 CR — R
una funcion convexa con a,b € I tales que a < b. Entonces

f(a;b) = bia/abf(x)dxgw_

En 1905 el matematico hingaro Leopold Fejér generaliza la desigual-
dad Hermite-Hadamard haciendo una variaciéon introduciendo una funcién
de densidad simétrica que satisface ciertas condiciones

Proposicién 1.1.7. [18] Sean f : [a,b] — R wuna funcion convera y g :
[a b — [O oo) una funcion de densidad simétrica (g(a+b—2z) = g(x),x €
a, 0] yf g(z)dx = 1). Entonces

< > /f d5<f();rf<)$,y€[a,b],x<y.

En andlisis matematico la desigualdad de Holder, llamada asi debido a
Otto Holder, es una desigualdad fundamental entre integrales y una herra-
mienta indispensable para el estudio de los espacios LP. La versién discreta
de esta desigualdad es la siguiente

Proposicién 1.1.8. (Desigualdad de Hélder[18]) Sean {z;}?— vy {vi}i,
numeros no negatiwos; p > 1,q > 1, tales que % + é = 1. Entonces:

n n 1/p n 1/q
Z Ty < (Z $f> (Z y?) :
i=1 i=1 i=1

Una representacion para integrales de esta desigualdad es la siguiente

Proposicién 1.1.9. [18] Sean f,g: (a,b) = R yp > 1,q > 1 nimeros, tales
que % + % = 1. 51 fP y g? son integrables, entonces f§ es integrable y

/ g0t < (/ b o) " (/ b s(o) "

En la siguiente proposicion exponemos un resumen de relaciones que ga-
rantizan la convexidad de una funciéon f : I — R. Estos resultados son
de utilidad para extener la nocién de convexidad para otros dominios de la
funcién [18].
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Proposicién 1.1.10. f : A — R es convezxa si y solo si se verifica alguna
de las siguientes relaciones:

i fxi+t(za—x1)) < far)+t(f(xe)—f(21)), para todot € (0,1),z1, 29 € A.
ii. f(szy +txa) < sf(x1) +tf(z2), para todo s,t € (0,1),s+t = 1.

1. Six1,T0,x3 € A, 11 < 13 < X9 entonces

€1 f($1) 1
zy fz2) 1| = f(x1)(xs—x2)+ f22) (21 —23)+ f(23) (X2 —21) > 0.
zz f(xs) 1

flay, xo,ws] = fl@1) + f(xs) + f(x2)

(x3 —x1)(ze —21) (23— @) (23 —71) (T2 — 1) (T2 — T3)
 (m =) f(wn)(me — 1) fm2) + (21 — 23) f(23)
N (23 — 22) (23 — 1) (T2 — T1) =0

Demostraciéon: Veamos que si f es una funcién convexa entonces la
ecuacion (1.2) es equivalente a la desigualdad i.

flx1+t(zg — 1)) = f(o1+tag —tx)
= f(tea+ (1 —t)zy)
< tf(ae) + (1 = 1) f(21)
= flz1) +t(f(z2) — f(z1))- (1.4)

(1. = 4i.) Sien (1.4) sustituimos s = (1 — t) tenemos que

f((l — t)]?l + tl’g) = f(SIl + t$2) S Sf(l’l) + tf(l‘g)
con r1,15 € Ay s+t=1.

(13. = 4ii.) Sean x1, 9,13 € Ay 11 < x3 < xo, entonces existe t € (0, 1)
tal que x3 =tz + (1 — t)z2, luego

T3 =1tr1 + 29 —t29 = T3 — 29 :t(xl —$2).
T3 — L2

= t= :
r1 — X2
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Asi
xr3 — T2 Ty — T3
(1—t)=1-— = .
xT1 — T2 Ty — T2

sustituyendo en (1.2) tenemos que

o) < (222 ) + (222 flaw), (15)

To — 1 To — 1

Multiplicando por (z5 — x1) a ambos lados de la desigualdad obtenemos

(2 — 21) f(23) < (22 — 3) f (1) + (23 — 21) [ (22)
de donde

(zo — x3) f(21) + (23 — 1) f(22) + (21 — 22) f(23) > 0. (1.6)

(74i. = 7v.) En (1.10) dividimos por (zg — x3)(x3 — x1)(21 — x2), entonces

f(xy) f(xs3) f(x2)

(x3 —@1)(ze —21) (23 —@2) (23 — 1) (22 — 1) (72 — T3)

>0. (1.7)

(tv. = ¢.) Multiplicamos (1.11) por (zg — x3)(z3 — x1)(x1 — 22), nos da
como resultado que

(w0 — x3) f(21) + (w5 — 21) f(22) + (21 — 22) f(23) > 0
y asi,
(zo — 1) f(23) < (2 — 23) f(21) + (23 — 21) f(22)

De esta desigualdad, obtenemos (1.2) deseabamos.
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1.1.1. Continuidad y derivabilidad de las Funciones Con-
vexas

En esta seccion presentamos resultados concernientes a la continuidad y
derivabilidad de las funciones convexas. Para asegurar la continuidad de las
funciones convexas en todo punto interior de su intervalo de definicion, es
necesario estudiar la existencia de sus derivadas laterales, este resultado fue
demostrado en la ultima década del siglo XIX, por el austriaco Otto Stolz en
[30]. Demostremos antes las siguientes proposiciones.

Proposiciéon 1.1.11. Sean f : I — R una funcion convexa y xy,xs,x3 € I,
tales que x1 < x9 < T3, entonces

fxe) — f(x1) < flx3) — f(z1) < f(x3) — f(z2) (1.8)

To — X1 - T3 — T - T3 — T2 )

Demostracion: Para probar que se cumple la desigualdad del lado iz-

quierdo de (1.8)
fz2) = flz1) < flxs) — f(%)_

T2 — X7 r3 — T1

basta con tomar en cuenta el siguiente cambio de variable

To — I

Tog = X1 + (.2133 — xl).

T3 — 1

Utilizando el apartado (i.) de la Proposicion 1.1.10, tenemos que

f(Ig) = f (l’l —+ <x2 _ xl) Tr3 — (L’l>
T3 — T

< )+ P ) = f)
Asi,

f(x2) = f(21) < [f(x3) — f(21)]-
T3 — I
Multiplicando a ambos lados por ( 1 7 tenemos que

f(x2) = f(z1) < f(x3) — f(l"l).

To — T1 o T3 — I
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De manera analoga, considerando el cambio de variable x5 = @1+ 2= (x3—
Tq), se demuestra que
flzs) — f(a2)

f(xs) — f(z1) < .

r3 — I T3 — T2

El siguiente resultado se obtiene como corolario de la proposicion (1.1.11).

Corolario 1.1.12. Sea f : I — R una funcion convezxa. Entonces, para cada
a € I la funcion f, : I\{a} — R definida por

fo(z) = % para todo x € I\{a}.
es creciente.

Demostracién: En efecto, dados a € I y z,y € I\{a} con = < y,
consideramos tres casos para probar que siempre se cumple que

falz) < faly).

Caso 1: Si a < x < y, usamos la primera desigualdad de (1.8) con
r1 = a,ry = x,r3 = Y, obtenemos directamente que

falz) < faly).

Caso 2: Si z < y < a, usamos la segunda desigualdad de (1.8) con
r1 = x,xy =y, r3 = a tenemos de igual manera que

fla) = f(z) _ =(f(z) = f(a))

a—x —(z —a) ~(y—a)  a-y

Es decir,

falz) < faly).

Caso 3: Si x < a < y, usando la desigualdad entre el primer y ultimo
miembro de la desigualdad (1.8) con 27 = z,29 = a,z3 = y obtenemos la
misma conclusion



20

Asi,

falz) < faly).
|

Usando la Proposicién 1.1.11 y el Corolario 1.1.12 se prueba que toda
funcion convexa f : A — R posee derivadas laterales y por tanto es continua
en todo punto interior de su intervalo de definicion, este resultado se conoce
como Teorema de Stolz, su prueba puede leerse en [18].

TEOREMA 1.1.13. (Teorema de Stolz). Sea f : I — R una funcion conveza,
entonces f posee derivadas laterales en cada punto de I, las derivadas latera-
les son crecientes y el conjunto A de los puntos de I, donde f no es derivable
es numerable. Ademds, f es continua en I — A.

Proposicién 1.1.14. Sea f : I — R wuna funcion convexa. Entonces f es
deriwable por la izquierda y por la derecha, por tanto es continua en todo
punto a € 1°. Ademds, se tiene que

fl(a™) =sup{fa(x) : v € I, 2 < a},
f'(a®)=mft{f.(y):y €I,y > a}.

Demostracién: Fijando a € I° y usando el hecho de que f, es una
funcién creciente, se tiene que para x < a < b con x,b € I,

fa(@) < fa(b).

Asi, el conjunto {f,(z) : x € I,x < a} estd acotado superiormente y, por
tanto posee supremo. Sea S, el supremo. Veremos en efecto que f'(a™) = S,.
Dado € > 0, por definiciéon de supremo, existe zo € I con zy < a tal que

fa(.l?o) > Sa — €.

Tomando 0 = a —xg > 0, para a — 0 < x < a tenemos que S, — € <
fa(zo) < fu(z) < S,, de donde obtenemos

|fa($) - Sa| <€

Esto prueba que lim,_,,  f.(z) = S,, como se queria. El célculo corres-
pondiente a la derivada por la derecha es analogo.
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Vale la pena resaltar que en general no podemos asegurar que una fun-
cién convexa sea derivable en todos los puntos interiores de su intervalo de
definicién. Por ejemplo, la funcién valor absoluto es convexa pero no es de-
rivable en 0. Cuando la funciéon posee maximo o minimo en el intervalo de
definicién, tampoco podemos asegurar que una funcién convexa sea conti-
nua en tales puntos. Por ejemplo, tomando f(x) = 0 para todo z € (0,1) y
f(0) = f(1) = 1, obtenemos una funcién convexa f : [0,1] — R que no es
continua en 0 ni en 1.

1.1.2. Operaciones con Funciones Convexas

En esta secciéon mostraremos que la convexidad es una propiedad estable
respecto a la adicion, producto por un escalar y respecto al producto de
funciones mondétonas.

Proposicién 1.1.15. Sean f,g: I — R funciones convezras y ¢ > 0, enton-
ces

1. ¢f es una funcion convexa.
2. f+ g es una funcion convexa

3. Si f y g son funciones no negativas y crecientes (decrecientes), enton-
ces el producto f - g es una funcion convexa mo negativa y creciente
(decreciente).

Demostracién: Sean f, ¢ funciones convexas xy,22 € [ y A € [0,1].
Entonces
1. Si ¢ > 0 entonces

cf(try+ (1 —t)ze) < c(tf(z) + (1 —1)f(22))
t(cf)(x1) + (1 = t)(cf)(x2).

2.

(f+9)(tzr + (1 —t)ze) = f(tor+ (1 —t)z2) + g(trr + (1 —t)72)
t(f(x1) +g(x1)) + (1 =) (f(22) + g(x2))
t(f +g)(x1) + (1 =)(f + g)(z2).

3. Si f, g son no negativas y crecientes, entonces para todo x1,xs € I tales
que x1 > To,

IN
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[f(x1) = f(22)] 2 0y [g(x1) — g(22)] 2 0,

por lo tanto, [f(z1) — f(x2)][g(z1) — g(x2)] > 0.

Asi,
f(x1)g(x1) + f(22)g(x2) > f(21)g(22) + f(22)9(21). (1.9)
Entonces
(f-g9) (txr1+ (1 —=t)xs) = f(txy + (1 —t)xa) - g(tzy + (1 — t)xs)
< [tf(z) + (A=) f(@)lltg(x1) + (1 —t)g(22)]
= Pf(z)gler) + 11 =) [f(x1)g(x2) + fz2)g(z)] + (1 — ) f(x2)g(2)
< Pf(r)glaen) + (1 =) [f(z1)g(@) + f(x2)g(w2)] + (1 — 1) f(2)g(x2)
= [tf(@)g(z1) + (1 = 1) f(22)g(x2)|(t + (1 = 1))
= t(f-g)(@)+ Q=0 9)(z2)

Para el caso en que f, g son decrecientes la prueba es analoga.
[ |

Uno de los resultados importantes de las funciones convexas viene dada
por los resultados de la Proposicién 1.1.11 y el Corolario 1.1.12. A continua-
cion demostraremos una proposiciéon que nos provee una caracterizacion que
garantiza la convexidad de una funcion.

Proposicién 1.1.16. Si f : I — R es una funcion de clase C' entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es convera.
(17) f' es creciente.
(i1i) Para cualesquiera x,a € I se tiene que f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Demostracién: (i) = (ii) Para a,b € I con a < b debemos probar que
f'(a) < f'(b). Para ello fijamos ¢ € [0,1] C I y usando las dos expresiones
para f'(c) calculadas en la proposicién (1.1.14), obtenemos que

fela) < f(e) < fe(b)-

Si ahora tomamos x,y € I en la situacién a < x < ¢ <y < b y usando el
hecho de que f, v f» son crecientes, tenemos que
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fa(x) < fale) = fela) < /() < fe(b) = fule) < fuly)-

De donde deducimos que

f'(a) = 1 fo(z) < f'(c) < lm fi(y) = f'(b).

z—a™t y—b—

(17) = (i4i) Para a,z € I con a # x, usando el Teorema del Valor Medio
podemos escribir

f(x) = f(a) + f(e)(z — a),
donde ¢ € (a,x). Luego bastard probar que f'(c¢)(z —a) > f'(a)(z — a).

En efecto, si a < ¢ < z, al ser f’ creciente tendremos que f’(¢) > f'(a), y
basta multiplicar ambos miembros por x —a > 0. En otro casosera z < ¢ < a
luego f'(¢) < f'(a) pero la desigualdad se invierte al multiplicar ambos miem-
bros por x —a < 0.

(1ii) = (i) Para probar que f es convexa, tomamos z,y € [ con y < z 'y
t € [0, 1], entonces tomando a = tx + (1 — t)y, bastard probar que

fla) <tf(z) + (1 =1)f(y).
Notemos que,
— azy _ = z=a
t= -, yl-t="=.
Aplicando (ii7) tenemos que,

f(x) = fla) + f'(a)(z — a). (1.10)

Asi como

fy) = f(a) + f(a)(y — a). (1.11)

Tomando en cuenta que

r—a=z—tr—(1—-ty=z(l—t)—(1—-thy=(x—y)(1—1t) >0

y—a=y—tr—y+ty=tly—=x) <0.
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Enlazamos las desigualdades (1.10) y (1.11) obtenemos lo siguiente

y—a - - r—a
As, f(y):f(a) < f(x):f(a)’ entonces
f@) S _ @) SW)
r—a yYy—a_ T—a y—a
Es decir,
y— f)(y—a) — f(y)(z —a)
o (=) <
por lo que,
fla) < T f@) 4 fl) = /@) + (1= 0)f ()

La Proposiciéon 1.1.16 provee algunas familias de ejemplos de funciones
convexas. Entre ellas, presentamos las siguientes:

1.1.3. Ejemplos

Son funciones convexas las siguientes:

» f(z) = |z|* donde a > 1 es una constante, para todo = € R.
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El concepto de convexidad clasica ha dado origen a otros tipos de conve-
xidad. En el ano 1905 Jensen intoduce el concepto de funcién midconvexa,
que también se conoce como convexa en el punto medio o Jensen-Convexa. Si
se modifica el promedio tomado en los puntos del dominio y del codominio de
la funcion, considerando las medias aritmetica, geometrica, armonica, entre
otras, se tienen los conceptos de funciones cuasi convexas, funciones log-
convexas, funciones armoénicamente convexas, funciones GA,AG-convexas,
entre otros (ver [18]).

En particular, si se consideran las medias armonica y aritmética en el
dominio y codominio de la funcion respectivamente se tiene la definicién de
funciones arménicamente convexas que son de especial interes para nuestro
trabajo.

1.2. Funciones Armodnicamente Convexas

En esta seccién el dominio de las funciones que utilizaremos a partir de
ahora es arménicamente convexo, por tal motivo es conveniente y necesario
definir lo siguiente.

DEFINICION 1.2.1. Un conjunto I C [0,00) se dice que es un conjunto
armonicamente convexo, si

T1T2
tey + (1 —t)xs
para todo x1,29 € A, t € [0,1].

el

La idea de definir una funcién arménicamente convexa proviene de hacer
una variacién en el dominio de una funcién convexa, con esta idea Iscan en
[15] en el ano 2014 define lo siguiente

DEFINICION 1.2.2. [15] Una funcién f: 1 C [0,00) — R se dice que es una
funcion armdénicamente convexa, si

f (tm n (11 - t)@) < tf(w2) + (1= 1) f(21),

para todo x1,29 € I, t € [0,1].
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Algunos autores han introducido nuevos conceptos de convexidad armoéni-
ca partiendo de las definiciones de convexidad armonica clasica. Sobre estas
clases de funciones, el lector interesado puede revisar [1, 15, 9].

Las variaciones relacionadas a la convexidad armoénica surgen al alterar las
medias en el codominio de la funcién obteniendo las siguientes definiciones:
funcién armoénicamente s-convexa de segundo tipo, funcion armoénicamente
Godunova-Levin (de segundo tipo), entre otros (ver [1, 15, 9]).

Para generalizar todos estos conceptos surge la siguiente definicién.

DEFINICION 1.2.3. Sea h : [0,1] € Q — R una funcidn positiva. Una funcién
f: I CR" =R, siendo I un conjunto armdnicamente convezo, se dice que
es una funcion armoénicamente h-convexa, si

T1X2

s ) < Hoste + - 0fen,

para todo x1,29 € I yt € (0,1).
Observacién 1.2.4. Para h(t) = t,h(t) = t*,h(t) = L y h(t) = L, en la

t s
definicion 1.2.3 coinciden con las definiciones antes mencionadas (ver [18]).

DEFINICION 1.2.5. Dos funciones f y g se dicen que son similarmente orde-
nadas, Si

(f(z1) = f(z2))(g(z1) — g(22)) =0,

para todo x1, 9 € R.

En el afio 2016 en [2] se introduce la siguiente definicién la cual es la
contraparte fuerte médulo ¢ de la definicién introducida por Iscan.

DEFINICION 1.2.6. Una funcién f: I CR\0 — R se dice que es armdnica
fuertemente convexa médulo ¢ si para todo x1,x9 € 1,1 € [0,1] y ¢ >0
se tiene que

2
T — T2

/ (ml + (11 2_ t):cQ) < tf(ze) +(L=1)f(21) —ct(1—1) . (1.12)

T1T2

Si en 1.12 consideramos t = 1/2 decimos que f es armdnica fuertemente
midconvexa modulo ¢, entonces

j(Zuz) < Ll s

T+ X2

2
Ty — T2

2 4 T1T9
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1.2.1. Operaciones con funciones armoénicamente h-convexas

Proposicién 1.2.7. Sean h : [0,1] € Q — R una funcién positiva tal que
h(t) + h(1 —t) < 1, para todo t € [0,1], f,g : I C RT — R funciones
armonicamente h-convezxas similarmente ordenadas y ¢ > 0 una constante,
entonces

1. c¢f, es una funcion armonicamente h-convexa.
2. f+ g, es una funcion armonicamente h-conveza.
3. f-g, es una funcion armonicamente h-conveza.

Demostracion: Para los apartados 1. y 2. la demostracién es similar a
los de la seccion 1.1.2.

3. Como f y g son funciones similarmente ordenadas, se tiene que para
todo x1,20 € 1
[f(z1) = [(@2)][g(z1) — g(z2)] = 0.
Asi,
f(@1)g(x1) + fx2)g(z2) > f(21)9(22) + f(22)9(71). (1.13)

Entonces

(-9) <tx1 +$(11$2_ t)xg)

[A(t) f (x2) + h(1 = 1) f(z1)][h(t)g(2) + h(1 = t)g(21)]

h(t) f(x2)g(x2) + h(t)h(1 — £)[f (z2)g(x1) + f(21)g(22)]

(
+ (1= 1)?f(1)g(1)
< h(t)*fwa)g(x2) + AR = t)[f(w2)g(xa) + f(z1)g(21)]
+ (1 =1)*f(z1)g(a1)
= h()f(z2)g(x2) + h(1 = 1) f(z1)g(21)(h(t) + h(1 = 1))
< AO(f-9) (@) + AL =t)(f - g)(x2).
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La proposicion 1.2.7 establece que la familia de funciones arménicamente
convexas es cerrada bajo adicion, producto y producto por un escalar posi-
tivo.

1.2.2. Propiedades de las funciones armonicamente con-
vexas

A continuacién mostramos algunas propiedades de las funciones armoni-
camente convexas, las cuales proveen diversas condiciones necesarias para
asegurar la convexidad armoénica de una funcién f.

Proposicién 1.2.8. [15] Sea I C R\{0} un intervalo y f : I — R es una
funcion, entonces

1. Si I C (0,00) y f es una funcion convexa creciente entonces f es
armonicamente convera.

2. SiIC(0,00)y f es armdnicamente convexa decreciente entonces f es
convexa.

3. Si I C (—00,0) y f es armdnicamente convexa creciente entonces f es
convexa.

4. St 1 C (—00,0) y f es convexa decreciente entonces f es armdnica-
mente convexa.

Proposicién 1.2.9. Ademas, sila,b] C I C (0,00) y considerando la funcion

g: [%,é] — R, definida como g(t) = f (%), entonces f es armonicamente

conveza sobre [a,b] si y solo si g es convexa sobre [%, ﬂ

1.2.3. Ejemplos

En virtud a la condicién 1. de la proposicién (1.2.8) son funciones arméni-
camente convexas las siguientes:

» f(x) = 2" con n natural par, para todo x € (0, 00).
» f(x) = |z|* donde a > 1 es una constante, para todo = € (0, 00).

» f(x) = ek donde k es una constante real, para todo z € (0, c0).
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» f(z) = 2% donde a > 1, para x € (0, 00).

» f(z) =log, z con base 0 < a < 1, para = > 0.
» f(z) = xlog,x con base a > 1, para x > 0.

» f(z) =tan(x), para 0 <z < 7/2.

1.2.4. Desigualdad Hermite-Hadamard para funciones
armonicamente convexas

Para funciones convexas sabemos que la desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard establece que si f : I — R es una funcién convexa, entonces

a b a
f( ‘2”’) </ flayda < TEIO) (1.14)

para todo a,b € I tales que a < b.
En [15] se presenta el siguiente teorema, que constituye una desigualdad
del tipo Hermite-Hadamard para funciones arménicamente convexas.

TEOREMA 1.2.10. Sean f : I C R\{0} — R wuna funcidn arménicamente
convera y a,b € I con a <b. Si f es integrable en [0,1] se tiene que

f(2ab)< ab  [* f(x) gp < L@+ fO) (1.15)

a+b) " b—a 2 - 2

a

Demostracidén: Si en (1.14) consideramos una funcién convexa, toman-
do g(t) = f(3) definido en el intervalo cerrado [4,1], a,b € I C R\{0},

entonces tenemos que

. F(+)+7(4
() et s

2ab ab  [v (1 f() + f(a)
f(a+b)§b—a/l17 f(;)dtﬁ 2 '

Luego, haciendo cambio de variable z = % tenemos que

==

Asi
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/f(%) dt:—/bafg)da::/abf;?dx

b

Obteniendo el resultado deseado,

2ab ab " f(x) fla) + f(0)
f(a+b)§b—a . X2 4z < 2 '

1.2.5. Desigualdad tipo Fejér para funciones armoéni-
camente convexas

A continuacion presentaremos una desigualdad del tipo Fejér para funcio-
nes armoénicamente convexas estudiada y demostrada por F. Chen y S. Wu

en [9], y que generaliza la desigualdad tipo Hermite-Hadamard probada en
el Teorema (1.2.10).

TEOREMA 1.2.11. Sea f : I C R\{0} — R wna funcién armdnicamente
conveza y a,b € I con a <b. Si f es integrable en [a,b], entonces

f ( 2ab ) /b pg)dx < /b %f)p(x)dx < fla) + J(b) /b p(l‘)dx

a-+b 2 2

donde p : [a,b] = R es una funcion positiva que satisface lo siguiente

) <%b> _ <a+a%) (1.16)

Demostracién: Sea f una funcién arménicamente convexa en [a, b], en-
tonces para todo x,y € [a,b],t € [0, 1]

Ty
— | <t 1—1¢
iy ) <t +a-0s@
Noétese que para t = 1/2 tenemos la siguiente desigualdad

F <x2jcryy> < f(y) —2F f(z)
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tomando ahora x = ab/tb+ (1 —t)a y y = ab/ta + (1 — t)b tenemos que
f(y)+f(x)_f(tb+1t >+f<ta+1t>
2 B 2

Como f es una funcion armoénicamente convexa se tiene que

I (wtt) + 1 (@ttm) @)+ 0= 050) + 00 + (= 1)

2 - 2
_ [fla)+ f()
2
por otro lado, para todo t € [0, 1] se obtiene lo siguiente
f (ﬁ) +f (ﬁ) o (20
; ()

la igualdad en (1.17) se cumple para t = % Por tanto

F (;j_bb) < f (tb—i— 1- t)a) ;Lf (ta+ 1- t)b) < f(a);—f(b). (1.18)

Por otro lado, si p es una funcién positiva que satisface la condicién (1.16),
se tiene que

p(ﬁ) - p(a+b—<tfi<1—t>a>>

- p(ta+(a1b—t)b)' (1.19)

Ahora bien, multiplicamos p(z) a ambos lados de la desigualdad (1.18)
para obtener lo siguiente

a a M\ aria ) T o a
AP T R EA s A G Y

(CESICN S )

2 th+ (1 —t)a

IN
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por (1.19) tenemos que

2ab ab

at+b) P\ (1—1t)a
f (tb+(allit)a) p <tb+(cibft)a) +f <ta+(albft)b) p (taJrEllbft)b)
- 2

fla) + f(b) ab
= 2 p(tb+(1—t)a)'

Ahora, integramos a ambos lados con respecto a t sobre [0, 1]

2ab ! ab
(a+b>/o p(m> “
/1 f <tb+(all:t)a)p(tb+1 W) +f<ta+(l 2k )p(tﬁ(albit)b) dt
0

~

—

<
- 2
fa) + f(b) /1 ab
< =t _— ) 1.2
= 2 P\ aona) ™ (1.20)
Haciendo z = +(“1b_ B 5¢ tiene que
2(q —
dr — _Ta=b) g,
ab
entonces b
a
dt = ———=d
(a — b)x? ’
por tanto,

1 a
/ D __ @ dt = — ab / de
0 th+ (1 —t)a a—>b ), z?

_ /bwdw. (1.21)

a—">b), x?

por otro lado
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/olf(tb+(alb—t)a)p(tb+(alb—t)a) di = a_b/ e xz

_ f(x
= a_b/ ZEQ x (1.22)

ab _ ab
como p (M) =p (M) entonces

/olf(ﬁ)p(twr(alb—t)) _a_b/f xz dr (1.23)

Luego, sustituyendo (1.21), (1.22) y (1.23) en (1.20) y multiplicando a
ambos lados de la desigualdad por “a—’bb obtenemos el resultado deseado

() / iz < / ) ayas < J0) 410 /a"pg:) N

1.2.6. Nuevas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard

En esta seccion mostraremos algunos resultados que amplian la investi-
gacion de la convexidad arménica.
Antes, probaremos el siguiente lema que serd de utilidad para demostrar nue-
vas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyas derivadas
son armoénicamente convexas que fueron probadas por Iscam en [15].

Lema 1.2.12. Sea f : I C R\{0} — R una funcidn diferenciable en I° y
a,b €l cona<b. Sif' esintegrable sobre [a,b] tenemos que

f()2 b_&/f

_ ab(b—a) ! 1-2t . ab
- 2 /0 (tb+ (1 —t)a)? 3/ (tb_|_ (1— t)a) dt. (1.24)




34

Demostracién: Sea

_ab(b—a) 1 1—2¢ / ab
=0 e (i)

Integrando A por partes, tenemos que

(2t — 1) ab ! /1 ab
A= - —— | dt.
2 / tb+(1—t)a/|, Jo / th+ (1 —t)a
Tomando =z = m, entonces dr = a;f(bl—bta)dt %dt, asi
obtenemos que
PR ICES RNy o
2 b—a

lo cual es lo que queriamos probar.

TEOREMA 1.2.13. [15] Sean f : (0,00) — R una funcion diferenciable en
I°x1,29 € I° con x1 < o, y [ es integrable en [x1,xs]. Si |f'|7 es armoni-
camente convexa en [x1,xs| para q¢ > 1, se tiene que

flay) + fles)  wmze [ f(2) ‘

2 To — X1 2
$1$2(9€2 - 331)

- 2

A — I 2 )21n<(371+x2)2>7

T1T2 ([EQ — I 45(711‘2

AﬁMf’m)w - al ()|,

donde

1 2
)\2 _ 4 3561 + .T}23 In ((ZEl + 9(;2) )
332(33'2 — Qfl) (.1'2 — 33'1) 41’1%2

" 1 _ Bntao ((:El + xz)Q)

Jfl(ZEQ — Il) (1’2 — .Tl)g 4$1I2

== )\1—)\2.
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Demostracién: Por el Lema (1.2.12) y usando la desigualdad de Holder,

obtenemos que
Mo [,
2 b —a

= ab(bz_ . /01 @ +1(Iftt)a)2 f (tb+(cib— m)‘dt
= W ( /01 @ —|—1(Iftt)a)2 dt>1_q
([ fwraaer [ (i) «)

por la arménica convexidad de | f/|? sobre [a, b], tenemos que

‘f(a)—;f b_a/f ‘

= w ( /01 @ +|1(Iftz|s>a)2dt)l

) ( LAl LDl Or])*
<

Q=

(tb+ (1 —t)a)?

WO\l @)+ Al PO

Operando sobre cada integral obtenemos que

Lo -2t
'/O th+ (1= tap™
1 2 (a+ b)?
_%_(b—a)an( 4ab )’

»mh—‘

1= 2t|(1 —t)
'/0 T (1 —Da2"

- a(bl— Q) (Z)bja??» n <(a4+ali) )2) ’
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./1 11— 2t|t "
o (tb+(1—1t)a)?

-1 3a+b (a+0b)?
_b(b—a)+(b—a)31n< dab )

TEOREMA 1.2.14. [15] Sean f : (0,00) — R wna funcién diferenciable en
I°x1,29 € I° con 21 < o, y [’ es integrable en [x1,xs]. Si |f'|? es armoni-
camente convera en [xy,xs2] para ¢ > 1 Y 14 l =1, entonces

‘f(xmf(@ e / fa ‘

2 To — X1

»Q\»—‘

< r1x9(Ty — x1) ( 1

- 2 p+1
donde

) il /)l 4l f ()5,

Mt wy (wy — 1) (1 — 29) — @]
2(z2 — 21)*(1 — ¢)(1 — 29) 7

zy 0 — (s — 21)(1 — 2q) + 9]

2(wy —1)*(1 = ¢)(1 — 2q)

Demostracién: Por el Lema (1.2.12) y la desigualdad de Holder y la
armoénica convexidad de |f/|7 sobre [a, b], tenemos que

’f(a);rf b_a/ f(=
LY /Oul_zﬂpdt)q
X (/01 (th+ (11— | <tb+ (Cib— t)a)

ab(b — a) 1 \»
<
- 2 p+1

M2 =

'\
)




ROIENETHOIAE
“(/ W

(th + (1 — t)a)2

luego, operando cada integral tenemos que

_/1 : dt
H = o (tb+ (1—1t)a)%

[a2—2q + b1—2q[(b — a,)(l _ 2q) - CLH

2<b — a)2(1 _ Q)(l — 2q)

1 Lt
- — dt
H2 /0 (th+ (1 — t)a)X

2(b = a)*(1 = g)(1 - 29)

[ — (b — a)(1 = 20) + 8]

37



Capitulo 2

Funciones Conjunto Valuadas

Las funciones conjunto valuadas son de gran utilidad en la Matematica y
otras areas del conocimiento. El interés por las funciones conjunto valuadas
se incremento considerablemente en la segunda mitad del siglo X X debido
al auge de las aplicaciones del Analisis Diferencial e Integral de las funcio-
nes conjunto valuadas a una gran variedad de problemas en la Teoria de la
Optimizacién, el Célculo de Variaciones y Andlisis convexo (ver [3]). Este
concepto fue introducido por Claude Berge [5] en el ano 1963.

2.1. Preliminares

A continuacién, presentaremos algunos conceptos que seran de utilidad a
lo largo del trabajo.

2.1.1. Espacios Topoldgicos Lineales

Dado Y un conjunto arbitrario, denotamos P(Y) a la familia de todos
los subconjuntos de Y. Es decir, P(Y) = {4 : A C Y} es el conjunto de
potencias de Y o partes de Y.

DEFINICION 2.1.1. Un espacio topoldgico es una dupla (X,7), donde X
es un conjunto y T es un subconjunto de P(X) que cumple lo siguiente:

1.DeTtyXer.

38
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2. S1{Uy}aen C 7 es una colecion de elementos de T, entonces

UUQGT.

3. Si {Ux}_y C 7 es una coleccion finita de elementos de T, entonces:
n
ﬂ Uk €T
k=1

Si (X, 7) es un espacio topoldgico, los elementos de T se llaman conjun-
tos abiertos y al conjunto V- C X se llaman cerrado, si el conjunto X\V
es abierto.

DEFINICION 2.1.2. Sea X un espacio topoldgico, x € X y F € 2¥.

Diremos que V' es una vecindad de x, si existe un conjunto abierto A tal que
x € A C V. Andlogamente, S es una vecindad de F si existe un abierto O
tal que ' C O C S. Los conjuntos A y O se les llama vecindad abierta de x
y F' respectivamente.

DEFINICION 2.1.3. Sea A C X. La clausura de A, se denota por A y se
define como la interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen al
conjunto A. Esto es,

Z::ﬂ{VgX:AgV y V. es cerrado}

En este trabajo, utilizaremos el concepto de espacio métrico que definire-
mos a continuacién.

DEFINICION 2.1.4. Sea X un conjunto. Se dice que d : X x X — R define una
métrica en X si se cumplen las siguientes propiedades: para todo x,y,z € X
se tiene que

1. d(x,y) > 0. La igualdad se cumple para © = y.
2. d(z,y) = d(y,x).

3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (desigualdad triangular)
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En estas condiciones, se dice que el par (X,d) es un espacio métrico.

Dado z € X yr > 0. La bola abierta de centro z y radio r, denotado por
B(z,r) es el conjunto

B(z,r)={r e X : d(x,z) <r}. (2.1)

Sir =1 decimos que B es la bola unitaria con centro x € X.

Si en (2.1) reemplazamos < por < diremos que B(z,1) = B(z,r) es una
bola cerrada.

DEFINICION 2.1.5. Un subconjunto A de un espacio métrico X estd acotado
si, 1y solo si, estd contenido en una bola abierta. De hecho, si A estd acotado,
para cada z € X se puede encontrar un r € R positivo tal que A C B(z,r).

En el conjunto de los reales, con la topoldgia usual, los intervalos abiertos
centrados en un punto z originan todas las vecindades de z, de esta manera
toda vecindad de = contiene un intervalo abierto centrado en x. Se diré que los
intervalos abiertos centrados en x son un sistema fundamental de vecindades
del punto z. Generalizando esta idea definimos lo siguiente

DEFINICION 2.1.6. Sean X un espacio topoldgico y v € X. Una subfamilia
B.(x) de la familia V.(x) de vecindades de xz, se denomina base de vecin-

dades en un punto x, si para V C V.(z) existe una vecindad U C B.(x) tal
que U C V.

2.1.2. Espacios Vectoriales y Cuerpos

DEFINICION 2.1.7. Un espacio vectorial (sobre el cuerpo R) es un conjunto
V' en el que estan definidas dos operaciones, +: VXV —V y- :RxV =V,
que sastifacen

1l z+y=y+x para todo x,y € V;
22+ (y+2)=(xr+y)+z para todo x,y,z € V;
3 Existe un elemento, 0 € V, tal que x +0 = x para todo x € V;

4 Para cada x €V existe otro elemento, —x € V, tal que x + (—x) = 0;
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5 1-x=x para todo x € V;
6 (a-p)-x=a-(B-x) para todo o, € R, z € V;
7Ta-(z+y)=a-r+a-y para todo a € R, z,y € V;
8 (¢+p0) - x=a-x+ -z para todo o, ER, z € V.
Asi, la norma en un espacio vectorial se define como sigue

DEFINICION 2.1.8. Sea X un R-espacio vectorial, diremos que p : X — [0, 00)
es una norma Si:

1. p(z+vy) <plz)+ply), para x,y € X (desigualdad triangular).
2. p(Az) = |A|p(x), para A € C y x € X.
3. Sip(x) =0 siy solo si x =0.

Para obtener los resultados esperados en este trabajo es necesario tener
en cuenta la definicién de las operaciones entre conjuntos.

La siguiente definicion muestra algunas operaciones aritméticas con con-
juntos.

DEFINICION 2.1.9. Sean A,B C R y b € R. Entonces:
» cA+B=(—c)A:={d,ceR:3a€ Abe B(d= —ca+Db)},
» A-B:={ceR:Jac A be B(c=a-b)},
n Ab=b-A=A-{b} ={ceR:Jac Alc=a-b)}
Ahora bien, un espacio de Banach se define de la siguiente manera

DEFINICION 2.1.10. Un espacio de Banach es una espacio normado com-
pleto, esto es, un espacio normado en el que toda sucesion de Cauchy es
convergente.

Un concepto que utilizaremos a traves de este y el siguiente capitulo es
el de cuerpo.
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DEFINICION 2.1.11. Sea K un conjunto dotado de las operacion de suma y
producto (K, e, +), K se dice que es un cuerpo si para todo a,b,c € K se
tiene que

= a-ba+beK.

ma+(b+c)=(a+0b) +ec.

ma-(b-c)=(a-b)-c

ma+b=b+a;a-b="0>-a.

» Friste 0 € K tal quea+0=0+a=a.

» Exziste 1 € K\{0} tal quea-1=1-a=a.

» Para todo a € K eziste —a € K tal que a+ (—a) = 0.
» Para todo a # 0 € K existe a™ € tal que a-a™' = 1.
ma-(b+c¢)=a-b+a-c.

Un subcuerpo de un cuerpo K es un subconjunto D € K que contiene
el 0 y 1, ademds D es cerrado bajo las operaciones de adicion y producto.

Ejemplos: Los nimeros complejos (C), los niimeros reales (R), el espacio
de matrices (M, x,) con las operaciones usuales son cuerpos.

En R, con el orden usual nos permite estudiar los concepto del infimo y
supremo, definiciones que seran de utilidad a lo largo de este trabajo.

DEFINICION 2.1.12. Una funcién f : R — R se dice que estd acotada supe-
riormente si existe un numero real M tal que

f(z) < M,z € Dom(f).

Este niumero real M recibe el nombre de cota superior de la funcion f.
Geométricamente significa que ninguna imagen es superior al valor M y, por
tanto, la grdfica de f estard por debajo de la recta y = M.
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F 3¢

f(x)

Figura 2.1: Cota superior de f.

Si M es una cota superior de la funcién f, cualquier otro nimero real M’
mayor que M, también es cota superior de f. En consecuencia, si una funcion
esta acotada superiormente siempre tendra un conjunto de cotas superiores.

Ahora bien, de manera analoga definimos cota inferior

DEFINICION 2.1.13. Una funcion f se dice que estd acotada inferiormente si
existe un numero real m tal que

f(x) > m,z € Dom(f).

Este numero real m recibe el nombre de cota inferior de la funcion f.
Geométricamente, esto significa que ninguna imagen es inferior al valor m
y, por tanto, la grdfica de la funcion f estard por encima de la recta y = m.
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f(x)

¥

Figura 2.2: Cota inferior de f.

Si m es una cota superior de la funcién f, cualquier otro nimero real m’
menor que m, también es cota inferior de f. En consecuencia, si una funcion
esta acotada inferiormente siempre tendra un conjunto de cotas inferiores.

Ahora bien, con estas nociones definimos supremo e infimo de una funcion.

DEFINICION 2.1.14. Sea A C R. Un elemento b € R se llama supremo de
A (b = sup(A)) si b es la minima cota superior de A. El valor b se llama
infimo de A (b= inf(A)), si b es la mdzima cota inferior de A.

Veamos algunas propiedades béasicas del infimo y supremo de un conjunto
ACR.

Proposicién 2.1.15. (Monotonia del supremo y del infimo) Sean A, B € R
tales que A C B, entonces
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1. sup A < sup B.
2. inf A > inf B.

Proposicién 2.1.16. (Propiedades aritméticas del infimo y del supremo)
1. SiA,BCR, A#0, B+#0, entonces sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
2. SiAeR yb>0, entonces sup(bA) = bsup(A).
3. SiACR yb<0, entonces sup(bA) = binf(A).
4. St ACR yb>0, entonces inf(bA) = binf(A)

En la siguiente seccién definiremos las funciones conjunto valuadas y fun-
ciones conjunto valuada convexas.

2.2. Funciones conjunto valuadas

Cada subconjunto de Y se puede identificar con su funcion caracteristica,
el conjunto de partes de Y también se denota en la literatura por 2¥. Cuando
Y es un espacio métrico, el conjunto 2¥ puede ser dotado de una métrica
denominada Métrica de Hausdorff, que se define como

dy(A, B) = méx{ Sup,ea d(w, B), sup,cpd(y, A) };A,B e 2Y.

En el caso en el que en Y no estd definida una métrica, D. Narvaes y G.

Restrepo en [20] definen topologias adecuadas en el conjunto de partes de Y
(2Y).

DEFINICION 2.2.1. Dados dos conjuntos X y Y, una funcion F : X — 2Y se
denomina multifuncién o funcion conjunto valuada. Fs decir una fun-

cion conjunto valuada F : X — 2Y asocia a cada punto de X un subconjunto
de Y.

Mostraremos ahora, algunos ejemplos de funciones conjunto valuadas.
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2.2.1. Ejemplos

1. Sien un conjunto X se define una relacion de equivalencia ~ y se denota
por X/ ~ al conjunto de las clases de equivalencias, entonces la funcién
F : X — 2Y que asocia a cada z € X su clase de equivalencia es una
multifuncion.

2. Dada una matriz A de orden m X n y un vector b € R™, definimos la
funcién conjunto valuada F : R® — 28" como:

F(z):={z e R": Az < b},

donde la desigualdad Ax < b se satisface si cada entrada z; de Az es
menor o igual a la entrada b;; de b; ¢ € {1, -, m}.

3. Dada una funcion f : X — Y, se puede considerar la multifuncion
F : X — 2", definida por

Fly)=f"'(y) = {z e X: f(x) = y}.
Cuando X =Y =R y f(z) := 22, se tiene

F(y) == { {—\/?@7 Vit o,y =0

, y<0.

2.2.2. Integracién de funciones conjuntos valuadas

Las integrales de funciones conjunto valuadas aparecen en numerosos pro-
blemas de convexificacién (también llamados de relajacién) porque la integral
de una funcién conjunto valuada medible siempre es convexa [3]. La nocién
de integracion de funciones conjunto valuadas fue introducida por Aumann
[4] en el ano 1965 y posteriormente en el ano 1967 desarrollada por Gerard
Debreu [11]. En nuestro trabajo utilizaremos la definicién introducida por
Robert J. Aumann la cual presentamos a continuacién. Considerando la mul-
tifuncién F : [0,1] — 2¥, T como el intervalo [0,1] y el conjunto § = {f(¢)
es integrable en T : f(t) € F(t) Nt € T}.

DEFINICION 2.2.2. Sea F : T — 2¥ una funcién conjunto valuada. La inte-
gral de Aumann de F se define como

/TF(t)dt: {/Tf(t)dt f es}.
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Es decir, la integral de Aumann de una multifuncién es la coleccion de
las integrales de sus selecciones (§ := {f : [0,1] — 2¥ | f(t) € F(t) Vt €

[0, 17})-

En [8] se estudia en detalle las selecciones medibles de una funcién conjun-
to valuada, ademas de agregar una nueva definicién denominada la integral
de Pettis.

2.2.3. Funciones Conjunto Valuadas Convexas

En esta seccion extenderemos el concepto de convexidad para funciones
conjunto valuadas. El concepto de convexidad para una funcién conjunto
valuada F : X — 2¥, donde X y Y son espacios vectoriales, esté relacionada
con su grafico que definimos de la siguiente manera

Gr(F) ={(z,y) e X xY :y € F(z)}.

DEFINICION 2.2.3. Decimos que F : X — 2¥ es convexa si y sélo si, Gr(F)
es un subconjunto convero de X x Y.

Proposicién 2.2.4. La multifuncion F es convexa si y solo si para todo
x1, 29 € X y para todo t € [0, 1], se tiene que

tF(21) + (1 — 8)F(22) C F(te: + (1 — t)xs). (2.2)

Demostracién: Supongamos que F' es convexa, es decir, Gr(F) es un
conjunto convexo de X x Y y veamos que (2.2) se cumple para todo t €
0,1], 21, 29 € X. Consideremos z € tF(z1)+ (1 —1t)F(z). Por tanto, existen
y1 € F(x1), y2 € F(x2) tales que, z = ty; + (1 —t)ye. Como Gr(F) es convexo,
entonces, para todo t € [0, 1]

tx,y1) + (1= t)(22,y2) = (tzy + (1 = t)zo, tys + (1 — t)ya) € Gr(F),

es decir, z = ty; + (1 — t)ys € F(tzy + (1 — t)z), para todo t € [0,1]. Lo
que demuestra que la inclusion (2.2) es valida. El reciproco, se demuestra de
manera analoga.
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DEFINICION 2.2.5. La multifuncién F es midconvera o Jensen-convexa si
satisface la inclusion (2.2) para t =1/2, es decir

Fw)+ FW) ¢ p (217).

Proposicién 2.2.6. Si H C X es un conjunto convexo con respecto al ori-
gen, entonces, para 0 < a < b se tiene que aH C bH.

Ejemplo 2.2.7. Sea H C R3 un conjunto convexo y no vacio que posee al
origen de R> =Y. Sea F : R — 2Y una funcién conjunto valuada definida
por F(z) = —x?H. Siendo f(x) = —x* una funcién céncava, se tiene que
para todo x1,z9 € R yt € [0,1]

—(tz + (1 —t)2d) < —(tzy + (1 — t)z)>

Como el conjunto H es convexo y posee al origen, podemos aplicar la
proposicion (2.2.6) y obtenemos la siguiente inclusion

—(tx? + (1 — )3 H < —(txg + (1 — t)2p)*H = F(tzy + (1 — t)x9)

Luego, usando la convexidad de H tememos que

—(ta? + (1 = )ad)H = —ta?H — (1 — )22 H = tF(x1) + (1 — t) F(xy),

y por lo tanto

tF(z1) + (1 —t)F(z2) C F(tzy + (1 — t)xg).

En el 2010, Hui Huang generaliz6 el concepto de multifunciéon convexa
en [14] al introducir la contraparte multivaluada de la convexidad fuerte. El
concepto de funcidon conjunto valuada fuertemente convexa es una extension
de lo estudiado por el matemético B. T. Polyak [26] en el afo 1966 para
funciones fuertemente convexas a valores reales.

DEFINICION 2.2.8. Si X, Y son espacios vectoriales normados, y D C X un
conjunto convexo. Una funcién conjunto valuada F : D — 2Y es fuerte-
mente convexa médulo ¢ si para ¢ > 0, xy,29 € D yt € (0,1) se tiene
que

tE(x1) + (1 — ) F(x3) + ct(1 — t)||xy — 22]|°B € F(tzy + (1 —t)z3), (2.3)
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donde B denota la clausura de la bola unitaria de X. Decimos que una funcion
conjunto valuada F : D — 2Y) es fuertemente céncava médulo c si para
todo x1,x9 € D se tiene que

F(tzy + (1 —t)ag) + ct(1 — t)||ag — 22|*B C tF(zy) + (1 — t)F(x3). (2.4)

Si tomamost = 1/2 decimos que F' es fuertemente midconvexa médu-
lo ¢ st

1 1 c — T+
—F($1)+_F($2)+ZH%—@HZBCF( : 5 2),

2 2
y F' es fuertemente midcéncava médulo c si
T+ c F(z)+ F(z
F(252) 4 S - s c HEEE o)

Noétese que para ¢ = 0 las nociones de convexidad y convexidad fuerte
coinciden.

En [18] se pueden revisar otros conceptos de convexidad conjunto va-
luada, asi como diversos resultados de gran importancia para estas clases de
funciones: teorema de Descomposicién (K. Nikodem [22], 1989), teorema tipo
Kuhn(T. Cardinali, K. Nikodem, F. Papalini [7], 1993) y una generalizacién
teorema del Sandwich (E. Sadowska [28], 1996).

2.3. Desigualdades para funciones conjunto
valuadas fuertemente convexas

En esta seccién demostraremos que las funciones conjunto valuadas fuer-
temente convexas satisfacen desigualdades del tipo Jensen y Hermite-Hadamard.

Veamos antes, algunas definiciones y resultados preliminares.

Notacién 2.3.1. Denotamos por cl(Y) como la familia de todos los sub-
conjuntos no vacios y cerrados de Y. También denotaremos por n(Y') a la
familia de subconjuntos no vacios de'Y .
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El siguiente lema establece las condiciones que debe cumplir una funcién
conjunto valuada a valores en 2% para ser fuertemente convexa médulo c.

Lema 2.3.2. [23] Una funcion multivaluada F : I — cl(R) es fuertemente
convexa modulo ¢ si y solo si F' tiene una de las siguientes formas:

[fi(@), fo(x)], z € L.
[fi(z),4+00), z € I.
c) F(z) = (—o0, fa(x)], z € I.

a) F(x) =
b) F(z) =

d) F(z)=(—00,+00), z € I.

donde f1, fo : I — R son funciones fuertemente convexa y concava modulo
¢, respectivamente.

Demostracién: (=) Si F': I — cl(R) es una funcién fuertemente con-
vexa médulo ¢ entonces para todo ¢ > 0, xy,29 € I y t € [0,1] se tiene
que

tE(x1) + (1 = ) F(x3) + ct(1 — t)||zy — 22||?B € F(tzy + (1 —t)zy) (2.6)
donde B = [—1,1] es la clausura de la bola unitaria de R.

Si x1 = x93 = x tenemos que tF(z) + (1 —t)F(x) C F(x), por lo que F(x)
es un conjunto convexo y cerrado (F(z) C cl(R)), asi, F'(x) necesariamente
es de la forma a), b), ¢) o d), es decir que todos los valores de F' son convexos.
Mas atin si () es acotado superior o inferiormente para algtin z}, entonces
F(z) es acotado superior o inferiormente para todo = € I. Asi, definimos lo
siguiente

fi(z) = inf F(z), si F(z) es scotado inferiormente

fa(x) = sup F(z), si F'(x) es scotado superiormente.
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Luego por (2.6), la proposicién (2.1.15) y (2.1.16) se tiene que

inf F(to) + (1 —t)as) < Inf(tF () + (1 — ) F(xg) + ct(1l —t)||x; — 25]|*B)
= tinf F(x1) + (1 — ) inf F(xy) + ct(1 — t)|z; — 3|* Inf[-1, 1]
= tinf F(zy) + (1 —t) Inf F(xy) — ct(1 —t)]a; — 29>

Es decir

filtzr + (1 = t)az) <tfi(z) + (1 — 1) fi(x2)

por lo que fi(x) es una funcién fuertemente convexa médulo c.
Por otro lado
sup F(tzy + (1 —t)wy) > sup(tF(zy) + (1 —t)F(xq) + ct(1 — t)||z1 — 22> B)

tinf F(zy) + (1 —t) inf F(xy) + ct(1 — t)|z; — 25]*sup[—1, 1]
= tinf F(xy) + (1 — t)inf F(x3) + ct(1 — t)|z; — 22*.

Es decir

fo(tzy 4+ (1 — t)ag) > tfo(ar) + (1 —t) folwy) + ct(l — )|z — a9

Por lo que fs(z) es una funcién fuertemente céncava médulo c. Asi, F(x)
es de la forma a),b),c)od) con fi, fo : I — R funciones fuertemente convexa
y fuertemente céncava modulo ¢ respectivamente.

(<) Supongamos sin perdida de generalidad que F(x) = [fi(z), fo(2)]
donde fi, fo : I — R son funciones fuertemente convexas y fuertemente
céncava modulo ¢ respectivamente, entonces por definicion se tiene que

tfi(x) + (1 —t) fi(mg) — ct(1 — )|y — 2]* > fitoy + (1 — t)as)

tfa(z) + (1 — ) fo(wa) 4+ ct(1 — t)|zy — 22® < fo(tay + (1 — t)as)

Asi, obtenemos la siguiente inclusién
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[t f1 (1) +(1=t) fr () —ct(1=t) [z —22[*, £ fo (1) +(1=1) fo (o) +-ct(1—t) |21 =25 ]
= [th(z) + (1 =t) filaz), tolzr) + (1 =) fo(z2)] + ct(1 — t) |21 — 2of*[~1,1]
= t[f1(z1), folx1)] + (1 = ) [fr(w2), falwa)] + ct(1 = t) |21 — xo]*[-1,1]
=tF (1) + (1 —t)F(x3) + ct(1 — )|y — 29> B
C [filtzy + (1 = t)z2), fatzy + (1 — t)z9)]
= F(txy + (1 —t)zy)

Asi I es una multifuncién fuertemente convexa modulo c.

2.3.1. Desigualdad de Jensen

Esta desigualdad fue probada por el matemético danés Johan Jensen en
1906. Dada su generalidad, la desigualdad aparece en multiples contextos.

En su formulacion mas simple, la desigualdad establece que una transfor-
macién convexa de la media es menor o igual en valor que la media de una
transformacion convexa. Sin embargo, su formulacion formal mas general se
expresa en el contexto de la teoria de la medida.

Esta es una version de la desigualdad de Jensen llamada desigualdad
integral de Jensen y establece lo siguente

TEOREMA 2.3.3. [23] Sea f : I — R wuna funcidn, si f es una funcion
convexa entonces satisface

(o) favmn o

para cada espacio de probabilidad (X, %, p) y toda funcion ¢ : X — I p-
integrable.

Si f es una funcion fuertemente convexa modulo c, cumple lo siguiente

f( / du) / F(o(@))dp — c /X (o(z) = m)dp,  (28)

donde m = [ p(z)dp.
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El siguiente teorema provee una desigualdad de tipo Jensen para funcio-
nes conjunto valuadas fuertemente convexas maédulo c.

TEOREMA 2.3.4. [23](desigualdad tipo Jensen) Si F' : I — cl(R) es una
funcion conjunto valuada fuertemente convera modilo ¢, entonces para cada
funcion ¢ : X — I p-medible se tiene que

[ Fteanduse( [ o) -mpa) s r ([ pwan).

donde m = [ p(x)dp.

Demostracion:

En virtud del Lema 2.3.2 suponemos sin pérdida de generalidad que F'
es de la forma F(x) = [fi(z), fo(x)], con x € I y fi, fo definidos como en el
Lema 2.3.2 puesto que para los demés casos la prueba es analoga.

Sea h : X — R una seleccién p-integrable perteneciente al conjunto

Fop(x), entonces sabemos que f es fuertemente convexa y fo es fuertemente
concava. Del teorema (2.3.3) se tiene que

f ( / so(x)du) < [ ntetondn—c [ (ole) - mPdn. @29
< [ hwn—c [ (o) =mpan (@210)

y
, ( / w(x)du) > [ flotendn+e [ (ola) = mPdg,
> [ wa)dnre [ (o) = mpdp
Asf,

[/X h(z)dp — C/X(%D(x) —m)?dp, /X h(x)dp + C/)((gp(x) _ m)2d4

c |5 ([ etwan).ro( [ wwa)]
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_F (/X gp(:c)du) .

[ e [ olo) - mpant-1c £ ( [ o)

Y en consecuencia

[ Fendn+e [ (ote) = mpdus < ¥ ( / w(l’)du) |

Asi,

2.3.2. Desigualdad de Hermite-Hadamard

En los anos 1883 y 1896, Hermite y Hadamard respectivamente, demos-
traron de manera independendiente una desigualdad que en honor a ellos
se conoce como la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para funciones
convexas punto valuadas de la forma f : I — R, y establece que

f(a+b) = bia/abf(x)dxgw

2 2 ’
para todo a,b € [ tales que a < b.

La versién para funciones fuertemente convexas fue demostrada en el ano
2010 por N. Merentes y K. Nikodem en [19] y es la siguiente

a C b a C
f( ;b)+ﬁ<a—b>2sbia/a flaye < LAEIO

para todo a,b € [ tales que a < b.
En el siguiente teorema presentamos una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para las funciones conjunto valuadas fuertemente convexas.

TEOREMA 2.3.5. [23] Sea F' : I — cl(Y) una funcion conjunto valuada
fuertemente convexa modulo c. Entonces

bia/abF(x)der%(b—a)QBCF(a;rb> (2.11)
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F(a)+F(b) ¢ ) I
#4—60)—@) B C b—a/a F(I)dl’, (212>

para todo a,b € I tales que a < b

Demostracién: Para probar la condicién (2.11) usamos el Teorema 2.3.4.
Consideramos X = [a,0], ¢(z) = z,x € [a,b] y p = 7=\ donde A, es la
medida de Lebesgue sobre R. Entonces

a+b

m—/Xw(iv)du— 5

(o) -+(()

/X(cp(x) —m)?dp = %(a —b)?  (ver observacién (2.3.6))

entonces

/X Flp()dn = = [ P()da.

Luego, sustituimos estos valores en la desigualdad del Teorema 2.3.4 y
obtenemos que

1 b c a+b
F —(a—b?*BCF .
b—a/a (:z)d:zc+12(a b)°B C ( 5 >

Para probar la condicion (2.12), tomamos z = £ 4 £(a—b)* arbitrario,

dondew € F(a),v € F(b)y € B. Consideremos ahora la funcién f : [a,b] —
Y definida por

b—=x T —

fla)=g—u+—

Por la convexidad fuerte de F' y por la definicién de F' se tiene que

Zv +c(b—x)(z —a)p.

b—a b—a b—ab—a b—aa b—a

b—=x T —a
F(b_aa—i- b—ab) = F(x).

f@) € L P+ T )+ L T Y a2 B B (b_ Tat+ “b)

Notese que




Por tanto
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F(zx) y por lo tanto

r—a

/bb_xu+ v+c(b—zx)(r —a)fdz
. b—a b—a ’

/bb_xu+
. b—a

r —a

b—a

vdx + /b c(b—z)(z — a)pdx,

u /b(b—x)dﬁb% b(m—a)dx—l—cﬁ/ab(b—x)(x—a)dm,
[ [ ] v [ -t e
R S i &
O (|

(b2 o) 5[ —3ab2—|—3a26—a]’

O Dt o)+ Lo - ay

- |5 Lo 0] = -0

T b—a/f

— / Fla)da.

Observacién 2.3.6.
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Prueba:

[t -mpa = 1 [ (o0

2.3.3. Teorema tipo Bernstein-Doetsch

El teorema de Bernstein-Doetsch provee condiciones que aseguran la con-
vexidad de una funcién, la versién original fue mostrada hace mas de 100
anos [6], en este caso extenderemos ese resultado para multifunciones. La
idea principal en un teorema de tipo Bernstein-Doetsch es que a partir de la
midconvexidad fuerte de una funcion conjunto valuada F' podamos establecer

una condicién mas debil de continuidad que implique la convexidad fuerte de
F.

Este resultado fue demostrado por los profesores H. Leiva, N. Merentes,
K. Nikodem y J. Sdnchez en [16].

Antes de demostrar el resultado mencionado, es necesario presentar al-
gunos resultados y definiciones preliminares. El siguiente lema generaliza la
definicién de midconvexidad fuerte moédulo c.

Lema 2.3.7. [16] Si F : D — n(Y) es fuertemente midconvera mddulo c
entonces

k k

k k _ k k
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para todo x1,x9 € D y todo k,n € N tal que k < 2".

Los detalles de esta demostraciéon pueden leerse en [16].

Ahora veamos la definicién de funciones conjunto valuadas semicontinuas

DEFINICION 2.3.8. Sean X,Y espacios topoldgicos y F : X — 2¥ una multi-
funcion, con respecto a la topologia de Hausdorff en 2¥ se tienen las siguientes
definiciones

1. Se dice que F' es semicontinua inferiormente en xy € X si para cada
e >0 existe 0 > 0 tal que si ||z — xo|| < I se tiene que

F(xy) C F(x)+eB,Vr e X

1. Se dice que F' es semicontinua superiormente en en xg € X si para
cada € > 0 existe 0 > 0 tal que si ||z — xo|| < 0 se tiene que

F(z) C F(xg) +eB,Vr € X

12¢. Se dice que F' es continua en x € X st es semicontinua superiormente
e inferiormente en x.

En las definiciones i. y ii., B denota una bola abierta de Y .

Una multifuncion F' es semicontinua superiormente (inferiormente) en
X, silo es en cada punto x de X. Andlogamente F es continua en X si lo
es en todo punto x € X.

DEFINICION 2.3.9. Dado un punto a € X, una base de vecindades 20 es una
familia de entornos de a, de manera que para cada entorno de a existe un
abierto bdsico que lo contiene. Es decir, si Ent(a) = {entornos de a}

YV € Ent(a),3U € W: U C V.

El lema que probaremos a continuacion provee una familia de ejemplos
de multifunciones continuas.

Lema 2.3.10. [2/] Para cada conjunto acotado A C'Y, la funcion conjunto
valuada F : R — n(Y) definida por F(t) = tA,t € R, es continua en R
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Demostraciéon: Denotamos 20 como una base fija arbritaria de vecin-
dades del cero en Y. Fijamos ty € R y consideramos una vencidad abierta
W C 2. Para probar la continuidad de F' debemos ver que F' es semicon-
tinua superior e inferiormente, entonces, dado que A es acotado, existe un
nimero positivo ¢ tal que cA C W. Por tanto, para todo t € (to — ¢,tg + ¢)
tenemos que

Ahora bien, como F'(tg) = tgA C W, tenemos que F(t) C F(to)+W C W.
Asi F' es una funcién semicontinua superiormente.

Analogamente, F(ty) C F(t) + W para todo t € (to — ¢, to+¢). Asi F' es
continua en R.

El siguiente teorema establece que dada la midconvexidad fuerte de una
funcién conjunto valuada F', bajo ciertas condiciones podemos asegurar su
convexidad fuerte.

TEOREMA 2.3.11. [16] Sea D un conjunto convexo. Si F': D — bcl(Y) es una
funcion conjunto valuada fuertemente midconvexa mdodulo ¢ y semicontinua
superiormente sobre D, entonces es fuertemente convera modulo c.

Demostracién: Sean =1,z € D y t € (0,1). Tomando en cuenta la
densidad de los numeros diadicos en [0, 1] podemos considerar una sucesién
de nimeros diadicos {¢,} C (0,1) tal que ¢, — t. Asi, fijando ¢ > 0 existe
n1 € N tal que si n > ny entonces

lqn — t] < e.
Consideramos ahora un subconjunto acotado A C Y, entonces por el
Lema 2.3.10 tenemos que la multifuncién G : R — n(Y') definida por G(t) =
tA,t € R es continua. Luego para todo F(x) C A, con x € D, se tiene que

tF(x,) C ¢, F(21) + - B,

(1 —t)F(xy) C (1 —q,)F(x2) +-B (2.13)
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_ _ e _
ct(1 —t)||x1 — 22||>B C cqu(1 — qn)||x1 — 22||>B + ZB. (2.14)

Para todo n > ny. Por otra parte, dada la semicontinuidad superior de F'
en el punto tx; + (1 — t)xs, tenemos

E —
F(tSC1 + (1 — t)(l?g) - F(tl’l + (1 — t)xg) + ZB
como ¢, — t, existe ny € N tal que si n > ny entonces
E —
F(gnx1 + (1 — gn)xe) C Ftog + (1 —t)ze) + ZB’ (2.15)

Por tanto usando (2.13),(2.14) y (2.15) y el Lema 2.3.7, obtenemos que
para todo n > méax{ny, ny}

t F(x)+ (1 —t)F(x2) + ct(1 — t)||z1 — 22*B (2.16)
C P () + (1= gu)F () + cqn(l — gu)lla1 — s PB + 253(2.17)

3 = _
C F(qur:1 + (1 —gn)xe) + ZSB C F(tey + (1 —t)xg) +eB. (2.18)

Como las inclusiones anteriores se satisfacen para todo € > 0, tenemos
que

tE(x1) + (1 — t)F(x3) + ct(1 — t)||oy — 22]|°B C m(F(t:r;l + (1 — t)x3) + €B)

e>0

= F(ter + (1 —t)xs).

Luego por la condicién (2) de la proposicién 1 en [31] se tiene que

Asi mostramos que F' es fuertemente convexa moédulo c.

De este teorema obetenemos el siguiente corolario, el cual constituye el
resultado del tipo Bernstein-Doetsch.
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TEOREMA 2.3.12. (Teorema de tipo Bernstein-Doetsch)[16] Si F' : D —
bel(Y) es una funcion conjunto valuada fuertemente midconvexa mddulo ¢
y acotada sobre un subconjunto de D con interior no vacio, entonces F' es
continua y fuertemente convera mddulo c.

Demostraciéon: Sea F' una multifuncion fuertemente midconvexa médulo
¢y acotada sobre A C D, entonces existe una vecindad abierta V' C 20 tal que
para todo z € A se tiene que F'(z) C V. Asi F' es acotada en un subconjunto
V C Y, por tanto y en virtud al Lema 2.3.10 tenemos que F': s € R — sV
es continua. Luego por definicién F' es semicontinua superior e inferiormente
en V.

Asi F cumple con las hipotesis del teorema 2.3.11, por tanto F' es una funcion
conjunto valuada fuertemente convexa maédulo c.

2.4. Funciones conjunto valuadas fuertemen-
te concava

En la definicién (2.2.8) mencionamos el concepto de una funcién conjunto
valuada fuertemente céncava y fuertemente midcéncava médulo c. Sien (2.4)
consideramos t € (0,1) fijo diremos que F es una funcién conjunto valuada
fuertemente t-concava.

En esta secciéon mostraremos algunos resultados expuestos por los profe-
sores Mejia, Merentes y Nikodem en [17].

El siguiente Lema generaliza la definicién de midconcavidad.

Lema 2.4.1. Si F': D — 2Y es fuertemente midconcava mddulo ¢ entonces
para todo 1,20 € D y k,n € N tal que k < 2" se tiene lo siguiente

k k k k
F <2—nx1 + <1 — 2—n> x2> + Con <1 — 2—n) |21 — 2o

2%}7(:61) + (1 - 2%) F(z)
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El lector interesado puede leer la demostracion de este Lema en [17].

El Lema que a continuacién presentaremos serd de gran utilidad para la
demostracion del teorema tipo Kuhn.

Lema 2.4.2. Sea Ay, Ay, C' subconjuntos de X tal que A1 + C C Ay + C.

Si Ay es convezo y cerrado y C' es un conjunto acotado y no vacio, entonces
Ay C As.

El siguiente teorema constituyen un resultado tipo Kuhn el cual provee
la fuerte midconcavidad a partir de una condicién més debil (t-céncavidad).

TEOREMA 2.4.3. [17] Sea D C X un conjunto convezxo yt € (0,1) un nimero
fijo. Si F': D — 2Y es una funcién conjunto valuada t-céncava médulo c,
entonces I es fuertemente midconcava maodulo c.

Demostracién: Fijamos 21, z, € D y tomamos z 1= 8322 ¢ = (1 —

t)zy +tzy u:= (1 —t)z+ z3. Notemos que z = tu + (1 — t)v. Entonces
1
lzr = 2] = |z = @2l = flu — vl = Sllzr — 2],
Asi,

1 _
St = B)llz1 = v |*B

=t*(1 —t)||zy — 2B +t(1 — t)?||z — 2o|*B + t(1 — t)||u — v||*B.

Usando ahora la definicién de t-céncavidad, obtenemos que

24(1 — ) (2) + %t(l — t)eljer — wa|2B + tF(v) + F(2)

=2(1 — 1)F(2) + c[t?(1 — O)||lw1 — 2|*B + t(1 — t)?||z — 22|*B
+1(1 = t)|ju — v|[2B] + tF(u) + (1 — ) F(v) + F(2)
= 2t(1 — t)F(2) + t[F(u) + ct(1 = t)lJor — 2[*B] + (1 — ) [F (v)
+c(1 = t)t]|z — 29]|*B] + [F(2) + ct(1 — t)||u — v||*B
C2(1 —=t)F(2) +t(tF(z) + (1 —t)F(x1)) + (1 — ) (tF(z2) + (1 —
+tF(u) 4 (1 —t)F(v)
=t(1 —t)F(zy) +t(1 — t)F(my) +2t(1 — t)F(2) + *F(2) + (1 — t)*F(2)

t)F(z))
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+tF(u) + (1 —t)F(v)
=t(1—t)F(x1) +t(1 —t)F(z2) + F(2) + tF(u) + (1 — t)F(v).

Por el Lema (2.4.2), tenemos que

$1+IL‘2

2t(1—t)F ( ) +%t(1—t)c||x1—x2||2B Ct(1—t)F(z1)+t(1—1t)F ().

Por tanto,

2 2 2

Asi concluimos la demostracion.

+ 1 1
F (“ “) + Ll +22]*B € SF (1) + S F (),

El siguiente Teorema nos provee una fuerte céncavidad médulo ¢ a par-
tir de la semicontinuidad inferior y la fuerte midcéncavidad de una funcion
conjunto valuada F'.

TEOREMA 2.4.4. [17] Si F : D — 2¥ es fuertemente midcéncava mddulo
c y semicontinua inferiormente en D, entonces F' es fuertemente concava
modulo c.

La demostracién de este teorema es similar al teorema (2.3.11) y se puede
leer con detalle en [17].

En consecuencia del teorema (2.4.3) y el teorema (2.4.4) obtenemos el
siguiente corolario el cual constituye un teorema tipo Bernstein-Doetsch para
funciones conjunto valuadas fuertemente céncavas médulo c.

Corolario 2.4.5. [17] Seat € (0,1). Si F : D — 2¥ es una funcién congunto
valuada fuertemente t-concava modulo ¢ y semicontinua superiormente en un
punto de D, entonces F es continua y fuertemente concava modulo ¢

La demostracién de este corolario es andloga a la del teorema (2.3.12) de
la seccién anterior.



Capitulo 3

Funciones Conjunto Valuadas
Armoénicamente Convexas

En los capitulos anteriores hemos enunciado y demostrado algunos resul-
tados preliminares del estudio que se ha realizado en el campo de la teoria
de la convexidad. La definicion clésica de convexidad puede extenderse a la
de convexidad armoénica para funciones conjunto valuadas.

A continuacién, en este capitulo introduciremos la definicién de funcién
conjunto valuada arménicamente convexa y arménica fuertemente convexa,
lo cual extienden los conceptos introducidos en [15, 2] para funciones conjunto
valuadas.

DEFINICION 3.0.6. Sean X yY cuerpos y F' : D C X — 2Y una funcion
conjunto valuada. Se dice que F' es arménicamente convexa si para todo
x1,29 € D yt €]0,1] se tiene que

tmmmwy¢w@chQm;ﬁ%ﬂ@> (3.1)

Si consideramos t = 1/2 diremos que F' es arménicamente midconve-
xa si satisface lo siguiente

F@g+F@QcF<2m@)

2 T+ T2

Es posible generalizar esta definicién de la siguiente forma

64
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DEFINICION 3.0.7. Sean X,Y wun cuerpo y un espacio de Banach respecti-
vamente y '+ D C X — 2Y una funcion conjunto valuada. Se dice que F
es armonica fuertemente convexa modulo c si para todo x1,x5 € D,
t€10,1] y ¢ > 0 se tiene que

T1 — T2

tF (20)+ (1—t)F (1) +et(1—1) 2BCF( T1t2 ),@z

try + (1 —t)xo

T1T2

donde B es la clausura de la bola unitaria de Y. Si tomamost = 1/2 decimos
que F' es una funcion arménica fuertemente midconvexa médulo ¢ si

g CF ( 20122 > (3.3)

T+ X2

L1 — X2

F(xo) 4+ F(z1) ¢
2 T

X122

Ejemplo 3.0.8. Sean fi, fo: [a,b] C R — R funciones armdnicamente con-
vezas tales que fi(x) < fa(x) para todo = € [a,b]. Entonces la multifuncion
F: D —2Y definida como F(z) = [fi(z), fo(z)] es armdnicamente convera.

Prueba: Como f, y —fs son funciones armdnicamente convezras se tiene
que para todo x1,x9 € D y t € [0,1] lo siguiente

At ) < i) + (0= D) (34

tfa(xa) + (1 =) fa(x1) < fo (txl +$<11m2_ t)@) , (3.5)

Entonces

[tfi(w2) + (1 =) fi(x1)), tfal22) + (1 — ) fo(1)]

< (m +(1- t)aa) ik <m1 +(1- t)“)]

Luego, mediante un calculo elemental podemos ver que

tm@wwr%W@ﬂcFQ%#ﬁ%ww)

Asi, F' es una funcion conjunto valuada armodnicamente conveza.
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Ejemplo 3.0.9. Consideramos la multifuncion del ejemplo (2.2.7) del Capitu-
lo 2 definida como F(x) = —x*H pero esta vez f(x) = —x* es una funcién
armonicamente concava y H un conjunto convexo que posee al origen, en-
tonces para todo x1,19 € R y t € [0,1] se tiene que

2
(2 4 (1 - D)a?) < — Tt .
(tp + ( Jor) < (tml—i-(l—t)a:g

Por la proposicion (2.2.6) tenemos que

2
(t22 4+ (1 —t)z})H C — i H=F Tt .
(twy + (1 = t)a)H © (txl (1= )z tey + (1 — t)as

Usando la converidad del conjunto H tenemos que

—(tz2 4+ (1 = )a®)H = —tzoH — (1 — )z H = tF (25) + (1 — t)F(xy).

Por tanto

tF(CL’2> + (1 — t)F(xl) CF <tx1 +:L‘<11$2_ t)q;2>

asi, F' es una funcion conjunto valuada armonicamente convexa.

Ejemplo 3.0.10. Si G : I — 2Y es armdnicamente conveza, entonces
F(z) = G(z) — cx®H, z € I, es armdnica fuertemente conveza mddulo c.

3.1. Operaciones con funciones conjunto va-
luadas armonicamente convexas

En esta seccién, demostraremos que las funciones conjunto valuadas arméni-
camente convexas son estables bajo la suma, el producto por un escalar y el
producto entre funciones.

Proposicién 3.1.1. Sean X,Y cuerpos sobre R y F,G : X — 2Y funciones
conjunto valuadas armonicamente convexras. Entonces

1. F+ G es una funcion conjunto valuada armonicamente conveza.
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2. AMF con A € R es una funcion conjunto valuada armonicamente conve-
xa.

3. Si para cada par de puntos x1,x2 € X, se tiene F(x1) [ F(x2) # 0 o
G(z1) N G(x2) # 0 entonces F - G(x) es una funcion conjunto valuada
armdnicamente conveza.

Demostracién: 1. Sean z1,25 € X y t € [0,1]. Dado que F'y G son
funciéon conjunto valuada arménicamente convexa se tiene que

F (txl . (11 2_ t)a:z) DtF(x) + (1 —t)F (1)

G( T12 )QtG(x2)+(1—t)G(x1)

try + (1 —t)xg

ademds tomando en cuenta que si A, B, D, E son conjuntos tales que
AC By D C E entonces A+ D C B+ E, obtenemos el resultado deseado

T1T2 X122 T1X2
F = F

2 [tF(x2) + (1= 8)F(21)] + [tG(22) + (1 — )G (1))
= H(F+G)(x) + (1 —t)(F+G)(x).

[
2. Sean A € Ry X1, 2, € X, entonces:
A F (m j(f?_ z)@) O A (tF(a) + (1 — ) F(x1))
= tAF(x2)) + (1 = t)(AF(21))
Para A = 0 se cumple la igualdad.
[

3. Antes de probar que F' - G es una funcién conjunto valuada armonica-
mente convexa veamos que si xq,xy € X, entonces

F(x1)G(x2) + F(22)G(x1) C F(x1)G (1) + F(22)G(x2).
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Supongamos sin pérdida de generalidad que F'(z1) () F'(z2) # 0. Tenemos
que

{0} € [F(21) = F(=2)],

donde 0 es el elemento neutro de Y con respecto a la suma. Asi

{0} C [F(21) = F(22)][G(21) — G(a2)]

Luego, como en Y vale la propiedad distributiva respecto a la adicion, la
expresion anterior es equivalente a

{0} € F(a1)G (1) = F(21)G(22) = F(22)G(21) + F(22)G(x2)
de modo que, sumando F(x,G(z3)) y F(x2)G(x1), queda

Ahora bien, teniendo en cuenta este resultado demostraremos que F' - G
es una funcién conjunto valuada arménicamente convexa. Para ¢ € [0,1] y
x1, %y € X se tiene lo siguiente

( F-G) (txl +515(11$2_ t)x2>

= F (txl +(1— t)xg) G (txl +(1— t)m2> ’
D [tF(w) + (1 = ) F(2)][tG(ws) + (1 = )G (21)],

F(x9)G(21) + F(21)G(2)] + (1 = £)*F(21)G (1),
F(29)G(2) + F(21)G (1)) + (1 = £)°F(21) G (1),
= [tF(z2)G(2) + (1 — ) F(21)G(21)][t + (1 —1)],

= tF(29)G(x2) + (1 — t)F(21)G(21),

— H(F-G)(w) + (1= O)(F - G)(ar).
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3.2. Desigualdad Hermite-Hadamard

En la seccién (2.3) del capitulo 2 se demostrd que

TEOREMA 3.2.1. [23] Sea F' : D — cl(Y) una funcion conjunto valuada
fuertemente converas modulo c. Entonces si B es la bola unitaria en'Y

1 b c o = a+b
b_a/aF(x)d:E—i—E(b—a)BCF( 5 )

2 6 b—a
para todo a,b € D tales que a < b

Fla) + () + S —a)?Bc ! /bF(ﬂf)d%

Notese que para ¢ = 0 el teorema provee una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para funciones conjunto valuadas convexas.

TEOREMA 3.2.2. Sea F': D — cl(Y') una funcion conjunto valuada conveza,

entonces
. ! a/a F(z)de C F (“ ;r b) (3.7)
Y
F(a) + F(b) I
5 C b—a/a F(x)dx, (3.8)

para todo a,b € D tales que a < b

En esta seccién probaremos una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard
para multifunciones armoénicamente convexas.

Para funciones a valores reales armdnicamente convexas, la version de la
desigualdad de Hermite-Hadamard es la siguiente

TEOREMA 3.2.3. [9] Sean f : I C R\{0} — R una funcién arménicamente
conveza y a,b € I con a <b. Si f es integrable en [0,1] se tiene que

2ab ab [ f(z) fla)+ f(b)
f(a+b)§b—a o T2 do < 2
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Extendemos la desigualdad Hermite-Hadamard para funciones conjunto

valuadas arménicamente convexas como sigue:

TEOREMA 3.2.4. Sean X,Y cuerpos y D € X un subcuerpo, si F: D C X —
cl(Y) es una funcion conjunto valuada armdnicamente convexa, entonces

ab /ab F(x)dx c F( 2ab ) (3.9)

b—a 2 a-+b
! (a) + F(b) " F(x)
F(a)+ F(b ab F(x
5 C b—a/a o dz, (3.10)

para todo a,b € D tales que a < b

Demostracién: Si en (3.7) consideramos una funcién conjunto valuada
convexa G(t) = F (1) definida en [}, 1], entonces

1 /1 1
Fl-)dtCcF|-—
PR t it
a b =

b

ab /GF(E)dth(Qab).
b—a 1 t a-+b

la prueba de este teorema se reduce a demostrar que

ﬁF G) dt = /ab FJE?dx.

Notemos que en virtud a la definicién (2.2.2) se tiene que

Lr(a-{LsG)ares)

Donde para cada funcion punto valuada f (%) cont e T

Lr()a- ()

Asi,

= [%, ﬂ se tiene

que
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Luego, para x = %, tenemos que

“ (1 ' f()
— | dt = dx.
Entonces,

{ abmdw:f(x) € Flz)Az € [a,b]} :/ab F@) g

2 2

Asi, tenemos que

ab  [° F(x) 2ab
d F .
b—a/a x? T (a+b)

Para probar (3.10) razonamos de manera analoga y obtenemos que

") o, pa,

Por tanto

2 b—a x? dr.

F(b) 4+ F(a) c_ab /b F(x)

3.3. Desigualdad de Fejér

En esta seccion, introduciremos una generalizacion de la desigualdad del
tipo Hermite-Hadamard para funciones conjuntoo valuadas armdnicamente
convexas. En [9] estudian la desigualdad de Fejér para funciones arménica-
mente convexas, en este trabajo extenderemos el trabajo de Chen y Wu para
funciones reales armonica a funciones conjunto valuadas.

TEOREMA 3.3.1. Sean F : I C R\{0} — 2% wuna funcidn conjunto valuada
armonicamente convexa y a,b € I con a < b. St F' es Aumann integrable
sobre [a,b] C I entonces
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Fla) + F(b) /b Pl), /b F@)P(z) , F( 2ab ) / " Pz)

2 a+b x?
(3.11)
donde P : [a,b] — 2%, P(z) = {p(x) es no negativa e integrable, p(x) €
P(x)} y sastiface lo siguiente

P <%b> s (%) . (3.12)

Demostracién: Sea I : [a, b] — 2% una funcién conjunto valuada arméni-
camente convexa, entonces para todo x,y € [a, b] se tiene lo siguiente

Ty
tF 1-t)F(x) CF | ————
W+ a-or@ F ()
para t = % obtenemos la siguiente inclusién
F(y) + F(x) QF( 2y )
2 T+y
consideramos ahora x = ab/(tb+ (1 —t)a) y y = ab/(ta + (1 — t)b), asi

)+ Py F () +F (o)
2 B 2 '
Como F' es una funcion conjunto valuada armoénicamente convexas se
tiene que

F(a) + F(b) _ (tF(b) + (1 —t)F(a)) + (tF(a) + (1 —t)F (D))
2 2
_ () +F (wttm)
- 2

Por otro lado, tenemos que para todo ¢ € [0, 1]

1
2 a-+b (3.13)

ab
F (ta+(1—t)b> + F (tb—f—(l t)a) c F( 2ab )
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la inclusién (3.13) cumple la igualdad para ¢ = . Por tanto

F(a) + F(b) c 3 <ta+(1 b > + (tb+(1 t)a)
2 - 2

CF(Qab).
- a+b

Entonces, dado P : [a,b] — 2% una funcién conjunto valuada tal que
P(z) = {p(x) es no negativa e integrable, p(z) € P(z)} y ademds cumple la
condicién (3.12), se tiene que

P(ﬁ) - P(a+b—<t;i<1—t>a>)
- P(ta+(alb—t)b)'

F(a)+ F(b) ab
2 P (tb + (1 — t)a)

ab ab
c F(tb+(1ft)a> P(tb+(1 t)a) +F(at+(1 oo >P<at+(17t)b)
- 2

CF (fibb) F (tb+ (a1b— t)a> ‘

Integrando en ambos lados de la inclusién con respecto a t sobre [0, 1]

tenemos que
1
F(a)+F(b)/ p ab @t

ab ab
C/1 F(tb+(1—t)a>P<tb+(1 —Da >;F<at+(1 t)b>P<at+(1—t)b> 5
0

CF (fibb) /01 P (ﬁ) dt. (3.14)

Por lo que
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Notemos que por la definicién de Aumann, tenemos que

/olp () = {/olp (i) v € P}

operando sobre cada integral (los detalles de estas integrales se encuentran
en la seccién (1.2.5) del capitulo 1) se tiene que

! ab ab [ p(z)
— | dt = —~du;
/Op(tb—l—(l—t)a) a—b/a 22
asi,

{a“_bb /ab]%dx,p(x) € P(z) Az € [a,b]} — a“_bb /ab P(x)dx. (3.15)

2

Razonando de manera analoga obtenemos la siguiente igualdad

ab ab ab ab
/1 F(tb+(17t)a>P<tb+(17t)a>+F(at+(17t)b>P(atJr(lft)b) ”
2
0

a—2>b x?
Luego, sustituyendo (3.15) y (3.16) en (3.14) y multiplicando -2 a ambos
lados de la inclusién, obtenemos el resultado deseado.

F(a>;F<b>/abP$(§)d$g/jwdmgF(2ab)/abp(x)dx.

2 a-+b 2

__ab /b F@)P() ;. (3.16)

3.4. Teorema tipo Bernstein-Doetsch

En esta seccion probaremos un teorema tipo Bernstein-Doetsch para fun-
ciones conjunto valuadas armoénicamente convexas. Para ello presentamos un
lema que generaliza la definicion de arménica midconvexidad, las demostra-
ciones del lema y el teorema que veremos estan hechas basadas en las ideas
de Leiva, Merentes, Nikodem, Sanchez que aparecen en [16].



I0)

Lema 3.4.1. Si F' : D — n(Y') es armdnica fuertemente midconvera modulo
¢ entonces

k k k k
Ly I L S
K P+ (1o ) Flo e (1 51) [ 22

T1T2
CF . 3.17
<§x1+(1—2%)x2> (3.17)

para todo x1,xo € D y todo k,n € N tal que k < 2.

2_
B

X1 — T2

Demostracion: Procederemos a demostrar este lema por el Principio de
Induccion Matematica sobre n.

e Para n =1, tenemos que £ =1 < 2 y asi la inclusion

2 2r1x
EcF( 12)
l'l—i—l'z

1 — T2

F(zo) + F(z1) ¢
2 !

coincide con la definién de arménica midconvexidad mddulo c.

T1T2

e Supongamos ahora que se cumple para algin n € N tal que k£ < 2",
deseamos ver que se cumpla para n+1. Notemos que k < 2" entonces 27@% < %

por tanto (1 — 271%) < % .

De esta manera sustituyendo ¢t = Qn% en la definicién de funcién arméni-
camente midconvexa moédulo ¢, obtenemos lo siguiente
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k k k k z1— 2o || -
e (1 ) Fla e (1o ) [ 2

k 11k ko202 =207 kN ||y — o ||” -
= 2n+1F($2) + (5 + 5 - 2n+1> F(xl) + 62n+1 ( (2n)2 T1T9 B

k 1 k 1
LA el (2n1 — 2n)k Ty — T QB

2n+l A\ 2 (2n)2 122

k k 1

= S Fle) + % (1 - > F(x1) + 5 F(x1)

2n

k k ] k

+ Cont1 \ gn+t + Coon
k

1 k Ty — T2 =
_ LE -2\ F LA B
9 | on (.Z'Q) + ( 2n> (xl) + 02 ( 2n) T1To
1 c(k T — X 2
2 Ly B
T gFl)+ g <2n> 212
1 k k 1 — X9 -
S -2\ F Ay B
“ 22 <x2>+( 2 > (r) ¢35 ( 2”) 7172
1 ck? ||z — 2|’ =
_F B.
+ 5Pt ey o,
Notese que
2
ck? ||z — 29 _c 1= 2%amt(ll—rz%):r:z
4227 || s 4, ( e ) ’
27nx1+<1727n)$2
Entonces
1|k k k T — T2 -
by iy 1- 2 F “(1-Z= B
3 |2 2)+( 2n> (1) + ez ( 2") 175
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ck?
4(2271)

2
X1 — T2

B

1
—F
+2 (1) + o

T — X1T2
1T 2%5814-(1—2%)%‘2

1 1 c _
Cc =-F +—F(Z’1)—|—— B
2 (2%9[;1 +(1-2%) x2> 2 4 » ( 1o )

2%331+(172Ln)$2

2x1x2
1 (m—l—m)
CF
k _k 2x1T2
2”371 _'_ (1 2”) <x1+x2)

1T
=F
(2%951 + (1 — 2%) m)

El siguiente teorema proporciona condiciones que asegura la armoénica
fuerte convexidad de una funcién conjunto valuada.

TEOREMA 3.4.2. Sea D un conjunto convezro. Si F': D — bcl(Y) es una
funcion conjunto valuada fuertemente armonicamente midconvera modulo ¢
y semicontinua superiormente sobre D, entonces F' es armonica fuertemente
convexa modulo c.

Demostracion: El esbozo preliminar de esta demostracion coincide con
lo hecho para multifunciones fuertemente convexas modulo c.
Sean z1,29 € D y t € (0,1). Por la densidad de los nimeros diadicos en
0, 1], podemos tomar una sucesién de nimeros diadicos {¢g,} C (0, 1) tal que
Gn — T.
Fijando ¢ > 0, existe n; € N tal que si n > n; entonces ||g, — || < €.

Sea A C Y un subconjunto acotado, entonces por el Lema 2.3.10 se tiene
que la multifuncién F' : s € R — sA es continua, asi para todo F(z) C A
con x € D se tiene que

tF(x3) C ¢ F(z2) + =B,

(1—=t)F(r1) C (1 —q,)F(x1) + =B (3.18)



78

Tl — T2
T1T2

2
B+ ZB (3.19)

para todo n > ny. Por otra parte, dada la semicontinuidad superior de F' en

L1T2
el punto R R obtenemos que

1T 1T g =
F CF -B
<m1 T tm) (ml T —tm) T3

como ¢, — t, existe ny € N tal que si n > ny entonces

T1X2 T1X2 € =
F cF +-B 3.20
<qnx1 +(1— qn)a:2> (tml +(1-— t)xg) 4 ( )

para todo n > ny. Por tanto, usando (3.18), (3.19), (3.20) y el Lema
(3.4.1), obtenemos lo siguiente

Ct(l - t)”xl - x2HQB C CQn(l - qn)

2
tF(z0) + (1 — ) F(z1) + ct(1 — t) | 2—2|| B
T1T9
T 25 ||? 3
1— 22| = =
C an(SL’2> + (1 — qn)F(xl) + an<1 — qn) 1 B+ Z&B

CcF ( T1t2 ) + §5B
gn1 + (1 - Qn)xZ 4

12 —
CF B,
<t$1 + (1 — t)il)g) te

para todo n > méax{ny, ny}.

Dado que estas inclusiones se satisfacen para todo £ > 0, tenemos que

2
X1 — X2

tF(x2) + (1 —t)F(x1) + ct(1 —1t) B

T1T2

<] (F (tffl +:B(11x2— t)fz) i 83)

e>0

_F 1T ’
tey + (1 —t)xg
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Luego, por la condicién (2) de la proposicién 1 en [31] se tiene que

P T1T9 —F T1T9
tl’l + (1 — t)Ig tl’l + (]_ — t)(lfg

Asi mostramos que F' es armonica fuertemente convexa maédulo c.

Motivado por este teorema al igual que la seccién (2.3.3) obtenemos un
colorario que constituye un resultado del tipo Bernstein-Doetsch extendidas
a las funciones conjunto valuadas armoénicamente convexas.

TEOREMA 3.4.3. St F: D — bcl(Y) es una funcién conjunto valuada fuerte-
mente armonicamente midconvexa modulo ¢ y acotada sobre un subconjunto
D con interior no vacio, entonces I es continuo y armonica fuertemente
convexa modulo c.

La demostracion de este corolario es andloga a la demostracion del coro-
lario de la seccién (2.3.3).
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Conclusiones

Siguiendo el esquema de estudio que motivo a la definicion de multi-
funciones convexas, extendimos el concepto de funciones reales armonica-
mente convexas para multifunciones y definimos funciones conjunto valuadas
armonicamente convexas, armonicamente midconvexas, armonica fuertemen-
te convexa modulo ¢ y arménica fuertemente midconvexa modulo c. Este tipo
de funciones son estables bajo operaciones aritméticas y satisfacen desigual-
dades del tipo Hermite-Hadamard, tipo Féjer y demostramos que en efecto
una funcién conjunto valuada armoénicamente convexa cumple con las condi-
ciones del teorema tipo Bernstein-Doetsch.

A nuestro juicio esta investigacién amplia el estudio de la convexidad y
deja abiertas preguntas que pueden ser abordadas en futuros trabajos, en-
tre los problemas por resolver estan: definir la contraparte céncava de las
definiciones que introdujimos, extender para funciones conjunto valuadas la
idea expuesta en la proposicién (1.2.8) para relacionar las funciones conjunto
valuadas convexas con las armoénicamente convexas, extender los resultados
obtenidos en [17] para funciones conjunto valuadas arménicamente céncavas,
obtener un resultado tipo Kuhn para multifunciones arménicamente conve-
xas, estudiar el teorema de Sierpinski para multifunciones armdnicamente
convexas y extender la nocion de k-convexidad para multifunciones armoni-
camente convexas.
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