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CARACAS-VENEZUELA
DICIEMBRE 2016



2



3

A Dios y a mi hermano Especial que esta en los cielos con él, Ramón
Santana



4

Agradecimientos

Primeramente quisiera agradecer a mi Dios todo poderoso que transformó
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quien aunque no está ya fisicamente con nosotros me sigue enseñando el gran
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Resumen

Estudiamos la definición de funciones reales convexas, mostramos resul-
tados importantes de convexidad considerando las definiciones de las me-
dias aritméticas, geométricas y armónicas que son de nuestro especial ı́nteres
pues estan conectadas con la definición de funciones armónicamente con-
vexas introducido en [15]. Analizamos las propiedades de estas funciones
reales, reunimos resultados obtenidos para este tipo de funciones como una
desigualdad del tipo Hermite-Hadamard, desigualdad tipo Féjer y Teorema
tipo Bernstein-Doetsh.

Estudiamos el concepto de funciones conjunto valuadas [5] y la noción
de integral de Aumann [4], investigamos la relación entre las funciones con-
junto valuadas y las funciones convexas en la definición de las funciones
conjunto valuadas convexas, funciones conjunto valuadas fuertemente con-
vexas módulo c, funciones conjunto valuadas cóncavas, funciones conjunto
valuadas fuertemente cóncavas. Mostramos algunos resultados obtenidos pa-
ra estas funciones. Introducimos la definición de Funciones Conjunto Valua-
das Armónicamente Convexas estableciendo una conexión entre las funciones
armónicamente convexa y las funciones conjunto valuadas, generalizamos es-
te concepto definiendo las funciones conjunto valuadas amónicas fuertemente
convexas módulo c.

Extendemos algunos resultados obtenidos para multifunciones convexas
y fuertemente convexas a multifunciones armónicamente convexas y armóni-
ca fuertemente convexas: desigualdad tipo Hermite-Hadamard, desigualdad
tipo Féjer y Teorema tipo Bernstein-Doetsh.

Palabras Claves: función convexa, función armónicamente convexa, mul-
tifunción o función conjunto valuada, multifunciones convexas, multifuncio-
nes armónicamente convexas.
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Introducción

La convexidad es un concepto que ha sido ampliamente estudiado por sus
interesantes aplicaciones en Matemática, Teoŕıa de Optimización, Economı́a
y otras áreas del conocimiento. La definición de función convexa se le atri-
buye a Jensen, quien la introdujo al demostrar la desigualdad que hoy lleva
su nombre y de la que se deducen otras desigualdades importantes como:
desigualdad de Hermite-Hadamard, desigualdad de Hölder, desigualdad de
Minkowski, entre otras [18].

Formalmente, una función real F : I ⊂ R → R es convexa si para todo
x1, x2 ∈ I, t ∈ [0, 1] se satisface

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2). (1)

En esta definición la expresión tx1 + (1 − t)x2 corresponde a la media
aritmética x1, x2 en el dominio de la función y tf(x1) + (1 − t)f(x2) es la
media aritmética de los puntos en el codominio f(x1), f(x2).

Por esta razón, a las funciones convexas también se les conoce como fun-
ciones AA-convexas, donde A denota la media aritmética.

Ahora bien, si se considera la media armónica de los puntos del dominio
de la función f y la media aritmética de los puntos del codominio se obtiene la
definición de función armónicamente convexa que fue introducida por İscan
en el año 2014 (ver [15]) donde se dice que f es armónicamente convexa si
para todo x1, x2 ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene que

f

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
≤ tf(x2) + (1− t)f(x1). (2)

Si la desigualdad en (2) se cumple en sentido contrario decimos entonces
que f es armónicamente cóncava. Para este tipo de funciones se han obtenido
diversos e importantes resultados, los cuales resaltan la desigualdad tipo
Hermite-Hadamard, desigualdad tipo Féjer y el Teorema Bernstein-Doetsh
[1, 9, 12, 15].

Otros tipos de variaciones en la definición clásica de convexidad (1) han
dado origen a conceptos como midconvexidad, h-convexidad, log-convexidad,
convexidad fuerte, entre otros [18].
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El estudio de la convexidad también se ha realizado para funciones con-
junto valuadas o multifunciones [4, 20], esto es, aplicaciones de la forma
F : X → 2Y donde X y Y son conjuntos. La noción de función conjunto
valuada surge a principios del siglo XX, cuando Berge [5] introducio el con-
cepto de ĺımite superior e inferior de sucesiones de conjuntos y está motivado
por sus aplicaciones en Análisis Diferencial e Integral, en la Teoŕıa de Opti-
mización y el Cálculo de Variaciones, entre otras (ver [18]).

Una multifunción F : X → 2Y es convexa si para todo x1, x2 ∈ X y
t ∈ [0, 1] se tiene que

tF (x1) + (1− t)F (x2) ⊂ F (tx1 + (1− t)x2). (3)

Recientemente se han estudiado distintas nociones de convexidad para
funciones conjunto valuadas (ver [16, 17, 22, 23]). Por ejemplo, Huang [14]
extendio la definición (3) e introdujo la convexidad fuerte para multifuncio-
nes, han sido utilizadas para encontrar cotas al error en algunos problemas
de inclusión con restricciones de conjuntos [16]. En este trabajo extende-
mos para multifunciones la noción de convexidad armónica dada por İscan
para funciones reales y para esta clase de funciones conjunto valuadas proba-
mos la contraparte de resultados clásicos del Análisis Convexo: propiedades
de estabilidad respecto a operaciones aritméticas, desigualdad de Hermite-
Hadamard, desigualdad de Féjer y Teorema de Bernstein-Doetsh.

Estos últimos resultados a nuestro juicio constituyen un nuevo aporte a
esta área de estudio.

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera

En el caṕıtulo I, definimos función convexa y armónicamente convexa,
presentamos algunos ejemplos y estudiamos algunas propiedades y resulta-
dos importantes para esta clase de funciones.

En el caṕıtulo II, estudiamos la definición de funciones conjunto valuadas,
mostramos algunos ejemplos, estudiamos algunos resultados concernientes a
la convexidad y concavidad de funciones conjunto valuadas: desigualdades
tipo Jensen y Hermite-Hadamard, Teorema de Bernstein-Doetsch, presenta-
mos resultados tipo Kuhn y Bernstein-Doetsch para multifunciones cóncavas.
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En el caṕıtulo III, introducimos el concepto de funciones conjunto va-
luadas armónicamente convexas, verificamos la estabilidad de estas multi-
funciones respecto a operaciones aritméticas y demostramos los siguientes
resultados: desigualdad tipo Hermite-Hadamard, Desigualdad tipo Féjer y el
teorema tipo Bernstein-Doetsch.

Finalmente presentamos una lista de problemas abiertos.



Caṕıtulo 1

Funciones Convexas y
Armónicamente Convexas

“La convexidad está muy
presente en nuestras vidas,en la
geometŕıa de las hojas de los
árboles, en la forma de las
exquisitas frutas que
consumimos, en los utensilios de
cocina, en el trazado de las
avenidas y las calles, en las
iglesias (...)”

N. Merentes y S. Ribas
2013

La convexidad es un concepto fundamental en la matemática y tiene
interesantes aplicaciones en otras áreas del conocimiento, su estudio ha au-
mentado exponencialmente a principios de este siglo obteniendose resultados
importantes en esta área, en [18] se encuentra un desarrollo bastante de-
tallado con información de al menos 200 textos que tratan acerca de esta
definición.

En estudios recientes se han introducido nuevos conceptos de convexidad
a partir de la definición original. Uno de ellos es la convexidad armónica,
estos conceptos constituyen la base para el desarrollo de nuestro trabajo.

11
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En este caṕıtulo, haremos una introducción de los conceptos de funciones
convexas y funciones armónicamente convexas.

1.1. Función Convexa

En esta sección definiremos las funciones reales convexas, pero antes in-
troduciremos la siguiente definición

Definición 1.1.1. Un conjunto I ⊆ R se dice que es un conjunto convexo,
si para todo x1, x2 ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene que

tx1 + (1− t)x2 ∈ I.

Aśı, una función convexa se define como sigue

Definición 1.1.2. Una función f : I ⊆ R→ R se dice que es una función
convexa si para todo x1, x2 ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene que:

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2) (1.1)

Si la desigualdad (1.2) es estricta para x1, x2 ∈ I, t ∈ [0, 1] entones se
dice que la función es estrictamente convexa. Si en (1.2) reemplazamos
≤ por ≥ se dice que f es cóncava y si se sastiface la desigualdad estricta,
se dice que es estrictamente cóncava.

En el año 1966, M. Polyak generaliza la definición de función convexa y
define lo siguinte

Definición 1.1.3. Una función f : I ⊆ R→ R se dice que es una función
fuertemente convexa módulo c si para todo c > 0,x1, x2 ∈ I y t ∈ [0, 1]
se tiene que:

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2)− ct(1− t)|x1 − x2|2 (1.2)

Geométricamente, vemos que el segmento de recta que une a dos pun-
tos cualesquiera (x, f(x)) y (y, f(y)) del gráfico de una función convexa
f : I → R, está por encima de la gráfica de la función f en [x, y] ⊂ I.
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Figura 1.1: Función Convexa.

La función f(x) = |x| es una función convexa pues, para todo x1, x2 ∈
A ⊂ R y t ∈ [0, 1] tenemos evidentemente que

|tx1 + (1− t)x2| ≤ t|x1|+ (1− t)|x2|

Más adelante en este caṕıtulo, presentaremos algunas proposiciones que
proveerán ejemplos adicionales de funciones convexas.

A principios del siglos XX el danés Johan. L. W. Jensen demostró la
desigualdad que hoy lleva su nombre, de la que se derivan importantes de-
sigualdades clásicas del Análisis Convexo, es por esto que se le atribuye a
Jensen el concepto de función convexa.
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Proposición 1.1.4. (Desigualdad de Jensen) Sean f : I → R una función
convexa, x1, x2 ∈ I y t, s ∈ [0, 1] son tales que s+ t = 1, entonces

f(tx1 + sx2) ≤ tf(x1) + sf(x2).

La siguiente proposición generaliza la desigualdad de Jensen.

Proposición 1.1.5. Sea f : I → R una función convexa. Si xi ∈ I, y
t1, · · ·, tn > 0, son tales que t1 + · · ·+ tn = 1, entonces

f

(
n∑
i=1

tixi

)
≤

n∑
i=1

tif(xi). (1.3)

Demostración: Para demostrar esta desigualdad usaremos el Principio
de Inducción Matemática. El caso en el que n = 2 coincide con la definición
de convexidad. Si n > 2 y suponemos que (1.3) se cumple para n−1, entonces

f

(
n∑
i=1

tixi

)
= f

(
(1− tn)

n−1∑
i=1

ti
1− tn

xi + tnxn

)

≤ (1− tn)f

(
n−1∑
i=1

ti
1− tn

xi

)
+ tnf(xn)

≤ (1− tn)

(
n−1∑
i=1

ti
1− tn

f(xi)

)
+ tnf(xn)

=
n∑
i=1

tif(xi).

�

El siguiente resultado es conocido como la desigualdad de Hermite-Hadamard,
fue demostrado de forma independiene por Ch. Hermite (1883) y J.S. Hada-
mard (1896). Esta desigualdad es una de las más importante en el estudio del
analisis convexo, en [21] hace una especial referencia en los estudios “viejos
y nuevos” relacionados con esta desigualdad y sus conexiones con la teoŕıa
de choque y la fórmula de la cuadratura.
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Teorema 1.1.6. (Desigualdad Hermite-Hadamard [18]) Sea f : I ⊆ R→ R
una función convexa con a, b ∈ I tales que a < b. Entonces

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
.

En 1905 el matemático húngaro Leopold Fejér generaliza la desigual-
dad Hermite-Hadamard haciendo una variación introduciendo una función
de densidad simétrica que satisface ciertas condiciones

Proposición 1.1.7. [18] Sean f : [a, b] → R una función convexa y g :
[a, b] → [0,∞) una función de densidad simétrica (g(a + b − x) = g(x), x ∈
[a, b] y

∫ b
a
g(x)dx = 1). Entonces

f

(
x+ y

2

)
≤
∫ b

a

f(s)g(s)ds ≤ f(x) + f(y)

2
, x, y ∈ [a, b], x < y.

En análisis matemático la desigualdad de Hölder, llamada aśı debido a
Otto Hölder, es una desigualdad fundamental entre integrales y una herra-
mienta indispensable para el estudio de los espacios Lp. La versión discreta
de esta desigualdad es la siguiente

Proposición 1.1.8. (Desigualdad de Hölder[18]) Sean {xi}ni=1 y {yi}ni=1

números no negativos; p > 1, q > 1, tales que 1
p

+ 1
q

= 1. Entonces:

n∑
i=1

xiyi ≤

(
n∑
i=1

xpi

)1/p( n∑
i=1

yqi

)1/q

.

Una representación para integrales de esta desigualdad es la siguiente

Proposición 1.1.9. [18] Sean f, g : (a, b)→ R y p > 1, q > 1 números, tales
que 1

p
+ 1

q
= 1. Si fp y gq son integrables, entonces fġ es integrable y∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤
(∫ b

a

|f(t)|p
)1/p(∫ b

a

|g(t)|q
)1/q

.

En la siguiente proposición exponemos un resumen de relaciones que ga-
rantizan la convexidad de una función f : I → R. Estos resultados son
de utilidad para extener la noción de convexidad para otros dominios de la
función [18].
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Proposición 1.1.10. f : A → R es convexa si y sólo si se verifica alguna
de las siguientes relaciones:

i. f(x1+t(x2−x1)) ≤ f(x1)+t(f(x2)−f(x1)), para todo t ∈ (0, 1), x1, x2 ∈ A.

ii. f(sx1 + tx2) ≤ sf(x1) + tf(x2), para todo s, t ∈ (0, 1), s+ t = 1.

iii. Si x1, x2, x3 ∈ A, x1 < x3 < x2 entonces∣∣∣∣∣∣
x1 f(x1) 1
x2 f(x2) 1
x3 f(x3) 1

∣∣∣∣∣∣ = f(x1)(x3−x2)+f(x2)(x1−x3)+f(x3)(x2−x1) ≥ 0.

iv.

f [x1, x2, x3] :=
f(x1)

(x3 − x1)(x2 − x1)
+

f(x3)

(x3 − x2)(x3 − x1)
+

f(x2)

(x2 − x1)(x2 − x3)

=
(x2 − x3)f(x1)(x2 − x1)f(x2) + (x1 − x3)f(x3)

(x3 − x2)(x3 − x1)(x2 − x1)
≥ 0.

Demostración: Veamos que si f es una función convexa entonces la
ecuación (1.2) es equivalente a la desigualdad i.

f(x1 + t(x2 − x1)) = f(x1 + tx2 − tx1)

= f(tx2 + (1− t)x1)

≤ tf(x2) + (1− t)f(x1)

= f(x1) + t(f(x2)− f(x1)). (1.4)

(i.⇒ ii.) Si en (1.4) sustituimos s = (1− t) tenemos que

f((1− t)x1 + tx2) = f(sx1 + tx2) ≤ sf(x1) + tf(x2)

con x1, x2 ∈ A y s+ t = 1.

(ii. ⇒ iii.) Sean x1, x2, x3 ∈ A y x1 < x3 < x2, entonces existe t ∈ (0, 1)
tal que x3 = tx1 + (1− t)x2, luego

x3 = tx1 + x2 − tx2 ⇒ x3 − x2 = t(x1 − x2).

⇒ t =
x3 − x2

x1 − x2

.
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Aśı

(1− t) = 1− x3 − x2

x1 − x2

=
x1 − x3

x1 − x2

.

sustituyendo en (1.2) tenemos que

f(x3) ≤
(
x2 − x3

x2 − x1

)
f(x1) +

(
x3 − x1

x2 − x1

)
f(x2). (1.5)

Multiplicando por (x2 − x1) a ambos lados de la desigualdad obtenemos

(x2 − x1)f(x3) ≤ (x2 − x3)f(x1) + (x3 − x1)f(x2)

de donde

(x2 − x3)f(x1) + (x3 − x1)f(x2) + (x1 − x2)f(x3) ≥ 0. (1.6)

(iii.⇒ iv.) En (1.10) dividimos por (x2 − x3)(x3 − x1)(x1 − x2), entonces

f(x1)

(x3 − x1)(x2 − x1)
+

f(x3)

(x3 − x2)(x3 − x1)
+

f(x2)

(x2 − x1)(x2 − x3)
≥ 0. (1.7)

(iv. ⇒ i.) Multiplicamos (1.11) por (x2 − x3)(x3 − x1)(x1 − x2), nos dá
como resultado que

(x2 − x3)f(x1) + (x3 − x1)f(x2) + (x1 − x2)f(x3) ≥ 0

y aśı,
(x2 − x1)f(x3) ≤ (x2 − x3)f(x1) + (x3 − x1)f(x2)

.
De esta desigualdad, obtenemos (1.2) deseabamos.

�
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1.1.1. Continuidad y derivabilidad de las Funciones Con-
vexas

En esta sección presentamos resultados concernientes a la continuidad y
derivabilidad de las funciones convexas. Para asegurar la continuidad de las
funciones convexas en todo punto interior de su intervalo de definición, es
necesario estudiar la existencia de sus derivadas laterales, este resultado fue
demostrado en la última década del siglo XIX, por el austriaco Otto Stolz en
[30]. Demostremos antes las siguientes proposiciones.

Proposición 1.1.11. Sean f : I → R una función convexa y x1, x2, x3 ∈ I,
tales que x1 < x2 < x3, entonces

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

. (1.8)

Demostración: Para probar que se cumple la desigualdad del lado iz-
quierdo de (1.8)

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

.

basta con tomar en cuenta el siguiente cambio de variable

x2 = x1 +
x2 − x1

x3 − x1

(x3 − x1).

Utilizando el apartado (i.) de la Proposicion 1.1.10, tenemos que

f(x2) = f

(
x1 +

(
x2 − x1

x3 − x1

)
x3 − x1

)
≤ f(x1) +

x2 − x1

x3 − x1

[f(x3)− f(x1)].

Aśı,

f(x2)− f(x1) ≤ x2 − x1

x3 − x1

[f(x3)− f(x1)].

Multiplicando a ambos lados por 1
(x2−x1)

, tenemos que

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

.
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De manera análoga, considerando el cambio de variable x3 = x1+x3−x1
x3−x2 (x3−

x2), se demuestra que

f(x3)− f(x1)

x3 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

�

El siguiente resultado se obtiene como corolario de la proposición (1.1.11).

Corolario 1.1.12. Sea f : I → R una función convexa. Entonces, para cada
a ∈ I la función fa : I\{a} → R definida por

fa(x) = f(x)−f(a)
x−a para todo x ∈ I\{a}.

es creciente.

Demostración: En efecto, dados a ∈ I y x, y ∈ I\{a} con x < y,
consideramos tres casos para probar que siempre se cumple que

fa(x) ≤ fa(y).

Caso 1: Si a < x < y, usamos la primera desigualdad de (1.8) con
x1 = a, x2 = x, x3 = y, obtenemos directamente que

fa(x) ≤ fa(y).

Caso 2: Si x < y < a, usamos la segunda desigualdad de (1.8) con
x1 = x, x2 = y, x3 = a tenemos de igual manera que

f(a)− f(x)

a− x
=
−(f(x)− f(a))

−(x− a)
≤ −(f(y)− f(a))

−(y − a)
=
f(a)− f(y)

a− y
.

Es decir,

fa(x) ≤ fa(y).

Caso 3: Si x < a < y, usando la desigualdad entre el primer y último
miembro de la desigualdad (1.8) con x1 = x, x2 = a, x3 = y obtenemos la
misma conclusión
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f(a)− f(x)

a− x
=
−(f(x)− f(a))

−(x− a)
≤ f(y)− f(a)

y − a
.

Aśı,

fa(x) ≤ fa(y).

�

Usando la Proposición 1.1.11 y el Corolario 1.1.12 se prueba que toda
función convexa f : A→ R posee derivadas laterales y por tanto es continua
en todo punto interior de su intervalo de definición, este resultado se conoce
como Teorema de Stolz, su prueba puede leerse en [18].

Teorema 1.1.13. (Teorema de Stolz). Sea f : I → R una función convexa,
entonces f posee derivadas laterales en cada punto de I, las derivadas latera-
les son crecientes y el conjunto A de los puntos de I, donde f no es derivable
es numerable. Además, f es continua en I − A.

Proposición 1.1.14. Sea f : I → R una función convexa. Entonces f es
derivable por la izquierda y por la derecha, por tanto es continua en todo
punto a ∈ Io. Además, se tiene que

f ′(a−) = sup{fa(x) : x ∈ I, x < a},

f ′(a+) = ı́nf{fa(y) : y ∈ I, y > a}.
Demostración: Fijando a ∈ Io y usando el hecho de que fa es una

función creciente, se tiene que para x < a < b con x, b ∈ I,

fa(x) ≤ fa(b).

Aśı, el conjunto {fa(x) : x ∈ I, x < a} está acotado superiormente y, por
tanto posee supremo. Sea Sa el supremo. Veremos en efecto que f ′(a−) = Sa.

Dado ε > 0, por definición de supremo, existe x0 ∈ I con x0 < a tal que
fa(x0) > Sa − ε.

Tomando δ = a − x0 > 0, para a − δ < x < a tenemos que Sa − ε <
fa(x0) ≤ fa(x) ≤ Sa, de donde obtenemos

|fa(x)− Sa| < ε.

Esto prueba que ĺımx→a− fa(x) = Sa, como se queŕıa. El cálculo corres-
pondiente a la derivada por la derecha es análogo.
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�

Vale la pena resaltar que en general no podemos asegurar que una fun-
ción convexa sea derivable en todos los puntos interiores de su intervalo de
definición. Por ejemplo, la función valor absoluto es convexa pero no es de-
rivable en 0. Cuando la función posee máximo o mı́nimo en el intervalo de
definición, tampoco podemos asegurar que una función convexa sea conti-
nua en tales puntos. Por ejemplo, tomando f(x) = 0 para todo x ∈ (0, 1) y
f(0) = f(1) = 1, obtenemos una función convexa f : [0, 1] → R que no es
continua en 0 ni en 1.

1.1.2. Operaciones con Funciones Convexas

En esta sección mostraremos que la convexidad es una propiedad estable
respecto a la adición, producto por un escalar y respecto al producto de
funciones monótonas.

Proposición 1.1.15. Sean f, g : I → R funciones convexas y c ≥ 0, enton-
ces

1. cf es una función convexa.

2. f + g es una función convexa

3. Si f y g son funciones no negativas y crecientes (decrecientes), enton-
ces el producto f · g es una función convexa no negativa y creciente
(decreciente).

Demostración: Sean f, g funciones convexas x1, x2 ∈ I y λ ∈ [0, 1].
Entonces

1. Si c ≥ 0 entonces

cf(tx1 + (1− t)x2) ≤ c(tf(x1) + (1− t)f(x2))

= t(cf)(x1) + (1− t)(cf)(x2).

2.

(f + g)(tx1 + (1− t)x2) = f(tx1 + (1− t)x2) + g(tx1 + (1− t)x2)

≤ t(f(x1) + g(x1)) + (1− t)(f(x2) + g(x2))

= t(f + g)(x1) + (1− t)(f + g)(x2).

3. Si f, g son no negativas y crecientes, entonces para todo x1, x2 ∈ I tales
que x1 > x2,
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[f(x1)− f(x2)] ≥ 0 y [g(x1)− g(x2)] ≥ 0,

por lo tanto, [f(x1)− f(x2)][g(x1)− g(x2)] ≥ 0.
Aśı,

f(x1)g(x1) + f(x2)g(x2) ≥ f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1). (1.9)

Entonces

(f · g) (tx1 + (1− t)x2) = f(tx1 + (1− t)x2) · g(tx1 + (1− t)x2)

≤ [tf(x1) + (1− t)f(x2)][tg(x1) + (1− t)g(x2)]

= t2f(x1)g(x1) + t(1− t)[f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1)] + (1− t)2f(x2)g(x2)

≤ t2f(x1)g(x1) + t(1− t)[f(x1)g(x1) + f(x2)g(x2)] + (1− t)2f(x2)g(x2)

= [tf(x1)g(x1) + (1− t)f(x2)g(x2)](t+ (1− t))
= t(f · g)(x1) + (1− t)(f · g)(x2).

Para el caso en que f, g son decrecientes la prueba es análoga.

�

Uno de los resultados importantes de las funciones convexas viene dada
por los resultados de la Proposición 1.1.11 y el Corolario 1.1.12. A continua-
ción demostraremos una proposición que nos provee una caracterización que
garantiza la convexidad de una función.

Proposición 1.1.16. Si f : I → R es una función de clase C1 entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es convexa.

(ii) f ′ es creciente.

(iii) Para cualesquiera x, a ∈ I se tiene que f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a).

Demostración: (i) ⇒ (ii) Para a, b ∈ I con a < b debemos probar que
f ′(a) ≤ f ′(b). Para ello fijamos c ∈ [0, 1] ⊂ I y usando las dos expresiones
para f ′(c) calculadas en la proposición (1.1.14), obtenemos que

fc(a) ≤ f ′(c) ≤ fc(b).

Si ahora tomamos x, y ∈ I en la situación a < x < c < y < b y usando el
hecho de que fa y fb son crecientes, tenemos que
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fa(x) ≤ fa(c) = fc(a) ≤ f ′(c) ≤ fc(b) = fb(c) ≤ fb(y).

De donde deducimos que

f ′(a) = ĺım
x→a+

fa(x) ≤ f ′(c) ≤ ĺım
y→b−

fb(y) = f ′(b).

(ii)⇒ (iii) Para a, x ∈ I con a 6= x, usando el Teorema del Valor Medio
podemos escribir

f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a),

donde c ∈ (a, x). Luego bastará probar que f ′(c)(x− a) ≥ f ′(a)(x− a).

En efecto, si a < c < x, al ser f ′ creciente tendremos que f ′(c) ≥ f ′(a), y
basta multiplicar ambos miembros por x−a > 0. En otro caso será x < c < a
luego f ′(c) ≤ f ′(a) pero la desigualdad se invierte al multiplicar ambos miem-
bros por x− a < 0.

(iii)⇒ (i) Para probar que f es convexa, tomamos x, y ∈ I con y < x y
t ∈ [0, 1], entonces tomando a = tx+ (1− t)y, bastará probar que

f(a) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Notemos que,

t = a−y
x−y y 1− t = x−a

x−y .

Aplicando (iii) tenemos que,

f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a). (1.10)

Aśı como

f(y) = f(a) + f ′(a)(y − a). (1.11)

Tomando en cuenta que

x− a = x− tx− (1− t)y = x(1− t)− (1− t)y = (x− y)(1− t) > 0

y
y − a = y − tx− y + ty = t(y − x) < 0.
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Enlazamos las desigualdades (1.10) y (1.11) obtenemos lo siguiente

f(y)− f(a)

y − a
≤ f ′(a) ≤ f(x)− f(a)

x− a
.

Aśı, f(y)−f(a)
y−a ≤ f(x)−f(a)

x−a , entonces

f(a)

x− a
− f(a)

y − a
≤ f(x)

x− a
− f(y)

y − a
.

Es decir,

f(a)

(
y − x

(x− a)(y − a)

)
≤ f(x)(y − a)− f(y)(x− a)

(x− a)(y − a)
,

por lo que,

f(a) ≤ a− y
x− y

f(x) +
x− a
x− y

f(y) = tf(x) + (1− t)f(y).

�

La Proposición 1.1.16 provee algunas familias de ejemplos de funciones
convexas. Entre ellas, presentamos las siguientes:

1.1.3. Ejemplos

Son funciones convexas las siguientes:

f(x) = xn con n natural par, para todo x ∈ R.

f(x) = |x|a donde a > 1 es una constante, para todo x ∈ R.

f(x) = ekx donde k es una constante real, para todo x ∈ R.

f(x) = xa donde a > 1, para x > 0.

f(x) = loga x con base 0 < a < 1, para x > 0.

f(x) = x loga x con base a > 1, para x > 0.

f(x) = tan(x), para 0 ≤ x ≤ π/2.
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El concepto de convexidad clásica ha dado origen a otros tipos de conve-
xidad. En el año 1905 Jensen intoduce el concepto de función midconvexa,
que también se conoce como convexa en el punto medio o Jensen-Convexa. Si
se modifica el promedio tomado en los puntos del dominio y del codominio de
la función, considerando las medias aritmetica, geometrica, armónica, entre
otras, se tienen los conceptos de funciones cuasi convexas, funciones log-
convexas, funciones armónicamente convexas, funciones GA,AG-convexas,
entre otros (ver [18]).

En particular, si se consideran las medias armónica y aritmética en el
dominio y codominio de la función respectivamente se tiene la definición de
funciones armónicamente convexas que son de especial ı́nteres para nuestro
trabajo.

1.2. Funciones Armónicamente Convexas

En esta sección el dominio de las funciones que utilizaremos a partir de
ahora es armónicamente convexo, por tal motivo es conveniente y necesario
definir lo siguiente.

Definición 1.2.1. Un conjunto I ⊂ [0,∞) se dice que es un conjunto
armónicamente convexo, si

x1x2

tx1 + (1− t)x2

∈ I

para todo x1, x2 ∈ A, t ∈ [0, 1].

La idea de definir una función armónicamente convexa proviene de hacer
una variación en el dominio de una función convexa, con esta idea İscan en
[15] en el año 2014 define lo siguiente

Definición 1.2.2. [15] Una función f : I ⊂ [0,∞) → R se dice que es una
función armónicamente convexa, si

f

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
≤ tf(x2) + (1− t)f(x1),

para todo x1, x2 ∈ I, t ∈ [0, 1].
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Algunos autores han introducido nuevos conceptos de convexidad armóni-
ca partiendo de las definiciones de convexidad armónica clásica. Sobre estas
clases de funciones, el lector interesado puede revisar [1, 15, 9].

Las variaciones relacionadas a la convexidad armónica surgen al alterar las
medias en el codominio de la función obteniendo las siguientes definiciones:
función armónicamente s-convexa de segundo tipo, función armónicamente
Godunova-Levin (de segundo tipo), entre otros (ver [1, 15, 9]).

Para generalizar todos estos conceptos surge la siguiente definición.

Definición 1.2.3. Sea h : [0, 1] ⊆ Ω→ R una función positiva. Una función
f : I ⊂ R+ → R, siendo I un conjunto armónicamente convexo, se dice que
es una función armónicamente h-convexa, si

f

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
≤ h(t)f(x2) + h(1− t)f(x1,

para todo x1, x2 ∈ I y t ∈ (0, 1).

Observación 1.2.4. Para h(t) = t, h(t) = ts, h(t) = 1
t

y h(t) = 1
ts

, en la
definición 1.2.3 coinciden con las definiciones antes mencionadas (ver [18]).

Definición 1.2.5. Dos funciones f y g se dicen que son similarmente orde-
nadas, si

(f(x1)− f(x2))(g(x1)− g(x2)) ≥ 0,

para todo x1, x2 ∈ R.

En el año 2016 en [2] se introduce la siguiente definición la cual es la
contraparte fuerte módulo c de la definición introducida por İscan.

Definición 1.2.6. Una función f : I ⊆ R\0→ R se dice que es armónica
fuertemente convexa módulo c si para todo x1, x2 ∈ I, t ∈ [0, 1] y c > 0
se tiene que

f

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
≤ tf(x2) + (1− t)f(x1)− ct(1− t)

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

. (1.12)

Si en 1.12 consideramos t = 1/2 decimos que f es armónica fuertemente
midconvexa módulo c, entonces

f

(
2x1x2

x1 + x2

)
≤ f(x2) + f(x1)

2
− c

4

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

.
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1.2.1. Operaciones con funciones armónicamente h-convexas

Proposición 1.2.7. Sean h : [0, 1] ⊆ Ω → R una función positiva tal que
h(t) + h(1 − t) ≤ 1, para todo t ∈ [0, 1], f, g : I ⊂ R+ → R funciones
armónicamente h-convexas similarmente ordenadas y c > 0 una constante,
entonces

1. cf , es una función armónicamente h-convexa.

2. f + g, es una función armónicamente h-convexa.

3. f · g, es una función armónicamente h-convexa.

Demostración: Para los apartados 1. y 2. la demostración es similar a
los de la sección 1.1.2.

3. Como f y g son funciones similarmente ordenadas, se tiene que para
todo x1, x2 ∈ I

[f(x1)− f(x2)][g(x1)− g(x2)] ≥ 0.

Aśı,
f(x1)g(x1) + f(x2)g(x2) ≥ f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1). (1.13)

Entonces

(f · g)

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
= f

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
· g
(

x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
≤ [h(t)f(x2) + h(1− t)f(x1)][h(t)g(x2) + h(1− t)g(x1)]

= h(t)2f(x2)g(x2) + h(t)h(1− t)[f(x2)g(x1) + f(x1)g(x2)]

+ h(1− t)2f(x1)g(x1)

≤ h(t)2f(x2)g(x2) + h(t)h(1− t)[f(x2)g(x2) + f(x1)g(x1)]

+ h(1− t)2f(x1)g(x1)

= h(t)f(x2)g(x2) + h(1− t)f(x1)g(x1)(h(t) + h(1− t))
≤ h(t)(f · g)(x1) + h(1− t)(f · g)(x2).

�
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La proposición 1.2.7 establece que la familia de funciones armónicamente
convexas es cerrada bajo adición, producto y producto por un escalar posi-
tivo.

1.2.2. Propiedades de las funciones armónicamente con-
vexas

A continuación mostramos algunas propiedades de las funciones armóni-
camente convexas, las cuales proveen diversas condiciones necesarias para
asegurar la convexidad armónica de una función f .

Proposición 1.2.8. [15] Sea I ⊂ R\{0} un intervalo y f : I → R es una
función, entonces

1. Si I ⊂ (0,∞) y f es una función convexa creciente entonces f es
armónicamente convexa.

2. Si I ⊂ (0,∞) y f es armónicamente convexa decreciente entonces f es
convexa.

3. Si I ⊂ (−∞, 0) y f es armónicamente convexa creciente entonces f es
convexa.

4. Si I ⊂ (−∞, 0) y f es convexa decreciente entonces f es armónica-
mente convexa.

Proposición 1.2.9. Ademas, si [a, b] ⊂ I ⊂ (0,∞) y considerando la función
g :
[

1
b
, 1
a

]
→ R, definida como g(t) = f

(
1
t

)
, entonces f es armónicamente

convexa sobre [a, b] si y solo si g es convexa sobre
[

1
b
, 1
a

]
.

1.2.3. Ejemplos

En virtud a la condición 1. de la proposición (1.2.8) son funciones armóni-
camente convexas las siguientes:

f(x) = xn con n natural par, para todo x ∈ (0,∞).

f(x) = |x|a donde a > 1 es una constante, para todo x ∈ (0,∞).

f(x) = ekx donde k es una constante real, para todo x ∈ (0,∞).
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f(x) = xa donde a > 1, para x ∈ (0,∞).

f(x) = loga x con base 0 < a < 1, para x > 0.

f(x) = x loga x con base a > 1, para x > 0.

f(x) = tan(x), para 0 ≤ x ≤ π/2.

1.2.4. Desigualdad Hermite-Hadamard para funciones
armónicamente convexas

Para funciones convexas sabemos que la desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard establece que si f : I → R es una función convexa, entonces

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
(1.14)

para todo a, b ∈ I tales que a < b.
En [15] se presenta el siguiente teorema, que constituye una desigualdad

del tipo Hermite-Hadamard para funciones armónicamente convexas.

Teorema 1.2.10. Sean f : I ⊂ R\{0} → R una función armónicamente
convexa y a, b ∈ I con a < b. Si f es integrable en [0, 1] se tiene que

f

(
2ab

a+ b

)
≤ ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (1.15)

Demostración: Si en (1.14) consideramos una función convexa, toman-
do g(t) = f

(
1
t

)
definido en el intervalo cerrado

[
1
b
, 1
a

]
, a, b ∈ I ⊂ R\{0},

entonces tenemos que

f

(
1

1
a

+ 1
b

2

)
≤ 1

1
a
− 1

b

∫ 1
a

1
b

f

(
1

t

)
dt ≤

f
(

1
1
b

)
+ f

(
1
1
a

)
2

Aśı

f

(
2ab

a+ b

)
≤ ab

b− a

∫ 1
a

1
b

f

(
1

t

)
dt ≤ f(b) + f(a)

2
.

Luego, haciendo cambio de variable x = 1
t

tenemos que
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∫ 1
a

1
b

f

(
1

t

)
dt = −

∫ a

b

f(x)

x2
dx =

∫ b

a

f(x)

x2
dx

Obteniendo el resultado deseado,

f

(
2ab

a+ b

)
≤ ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx ≤ f(a) + f(b)

2
.

�

1.2.5. Desigualdad tipo Fejér para funciones armóni-
camente convexas

A continuación presentaremos una desigualdad del tipo Fejér para funcio-
nes armónicamente convexas estudiada y demostrada por F. Chen y S. Wu
en [9], y que generaliza la desigualdad tipo Hermite-Hadamard probada en
el Teorema (1.2.10).

Teorema 1.2.11. Sea f : I ⊆ R\{0} → R una función armónicamente
convexa y a, b ∈ I con a < b. Si f es integrable en [a, b], entonces

f

(
2ab

a+ b

)∫ b

a

p(x)

x2
dx ≤

∫ b

a

f(x)

x2
p(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2

∫ b

a

p(x)

x2
dx

donde p : [a, b]→ R es una función positiva que satisface lo siguiente

p

(
ab

x

)
= p

(
ab

a+ b− x

)
(1.16)

Demostración: Sea f una función armónicamente convexa en [a, b], en-
tonces para todo x, y ∈ [a, b], t ∈ [0, 1]

f

(
xy

tx+ (1− t)y

)
≤ tf(y) + (1− t)f(x)

Nótese que para t = 1/2 tenemos la siguiente desigualdad

f

(
2xy

x+ y

)
≤ f(y) + f(x)

2
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tomando ahora x = ab/tb+ (1− t)a y y = ab/ta+ (1− t)b tenemos que

f(y) + f(x)

2
=
f
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
2

Como f es una funcion armónicamente convexa se tiene que

f
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
2

≤ (tf(a) + (1− t)f(b)) + (tf(b) + (1− t)f(a))

2

=
f(a) + f(b)

2

por otro lado, para todo t ∈ [0, 1] se obtiene lo siguiente

f
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
2

≥ f

(
2ab

a+ b

)
(1.17)

la igualdad en (1.17) se cumple para t = 1
2
. Por tanto

f

(
2ab

a+ b

)
≤
f
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
2

≤ f(a) + f(b)

2
. (1.18)

Por otro lado, si p es una función positiva que satisface la condición (1.16),
se tiene que

p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
= p

(
ab

a+ b− (tb+ (1− t)a)

)
= p

(
ab

ta+ (1− t)b

)
. (1.19)

Ahora bien, multiplicamos p(x) a ambos lados de la desigualdad (1.18)
para obtener lo siguiente

f

(
2ab

a+ b

)
p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
≤

f
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
2

 p

(
ab

tb+ (1− t)a

)

≤ f(a) + f(b)

2
p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
.
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por (1.19) tenemos que

f

(
2ab

a+ b

)
p

(
ab

tb+ (1− t)a

)

≤
f
(

ab
tb+(1−t)a

)
p
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
p
(

ab
ta+(1−t)b

)
2

≤ f(a) + f(b)

2
p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
.

Ahora, integramos a ambos lados con respecto a t sobre [0, 1]

f

(
2ab

a+ b

)∫ 1

0

p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt

≤
∫ 1

0

f
(

ab
tb+(1−t)a

)
p
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ f

(
ab

ta+(1−t)b

)
p
(

ab
ta+(1−t)b

)
2

 dt

≤ f(a) + f(b)

2

∫ 1

0

p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt. (1.20)

Haciendo x = ab
tb+(1−t)a se tiene que

dx = −x
2(a− b)
ab

dt

entonces

dt = − ab

(a− b)x2
dx

por tanto,

∫ 1

0

p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt = − ab

a− b

∫ a

b

p(x)

x2
dx

=
ab

a− b

∫ b

a

p(x)

x2
dx. (1.21)

por otro lado
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∫ 1

0

f

(
ab

tb+ (1− t)a

)
p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt = − ab

a− b

∫ a

b

f(x)p(x)

x2
dx

=
ab

a− b

∫ b

a

f(x)p(x)

x2
dx (1.22)

como p
(

ab
tb+(1−t)a

)
= p

(
ab

ta+(1−t)b

)
entonces

∫ 1

0

f

(
ab

ta+ (1− t)b

)
p

(
ab

ta+ (1− t)b

)
dt =

ab

a− b

∫ b

a

f(x)p(x)

x2
dx (1.23)

Luego, sustituyendo (1.21), (1.22) y (1.23) en (1.20) y multiplicando a
ambos lados de la desigualdad por a−b

ab
obtenemos el resultado deseado

f

(
2ab

a+ b

)∫ b

a

p(x)

x2
dx ≤

∫ b

a

f(x)

x2
p(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2

∫ b

a

p(x)

x2
dx

�

1.2.6. Nuevas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard

En esta sección mostraremos algunos resultados que ampĺıan la investi-
gación de la convexidad armónica.
Antes, probaremos el siguiente lema que será de utilidad para demostrar nue-
vas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyas derivadas
son armónicamente convexas que fueron probadas por Iscam en [15].

Lema 1.2.12. Sea f : I ⊂ R\{0} → R una función diferenciable en Io y
a, b ∈ I con a < b. Si f ′ es integrable sobre [a, b] tenemos que

f(a) + f(b)

2
− ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx

=
ab(b− a)

2

∫ 1

0

1− 2t

(tb+ (1− t)a)2
f ′
(

ab

tb+ (1− t)a

)
dt. (1.24)
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Demostración: Sea

A =
ab(b− a)

2

∫ 1

0

1− 2t

(tb+ (1− t)a)2
f ′
(

ab

tb+ (1− t)a

)
dt

Integrando A por partes, tenemos que

A =
(2t− 1)

2
f

(
ab

tb+ (1− t)a

)∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

f

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt.

Tomando x = ab
tb+(1−t)a , entonces dx = −ab(b−a)

(tb+(1−t)a)2
dt = −x2(b−a)

ab
dt, aśı

obtenemos que

A =
f(a) + f(b)

2
− ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx

lo cual es lo que queriamos probar.

�

Teorema 1.2.13. [15] Sean f : (0,∞) → R una función diferenciable en
Io,x1, x2 ∈ Io con x1 < x2, y f ′ es integrable en [x1, x2]. Si |f ′|q es armóni-
camente convexa en [x1, x2] para q ≥ 1, se tiene que∣∣∣∣f(x1) + f(x2)

2
− x1x2

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x)

x2
dx

∣∣∣∣
≤ x1x2(x2 − x1)

2
λ

1− 1
q

1 [λ2|f ′(x1)|q + λ3|f ′(x2)|q]
1
q ,

donde

λ1 =
1

x1x2

− 2

(x2 − x1)2
ln

(
(x1 + x2)2

4x1x2

)
,

λ2 = − 1

x2(x2 − x1)
+

3x1 + x2

(x2 − x1)3
ln

(
(x1 + x2)2

4x1x2

)
,

λ3 =
1

x1(x2 − x1)
− 3x2 + x1

(x2 − x1)3
ln

(
(x1 + x2)2

4x1x2

)
= λ1 − λ2.



35

Demostración: Por el Lema (1.2.12) y usando la desigualdad de Holder,
obtenemos que ∣∣∣∣f(a) + f(b)

2
− ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx

∣∣∣∣
≤ ab(b− a)

2

∫ 1

0

∣∣∣∣ 1− 2t

(tb+ (1− t)a)2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′( ab

tb+ (1− t)a

)∣∣∣∣ dt
≤ ab(b− a)

2

(∫ 1

0

∣∣∣∣ 1− 2t

(tb+ (1− t)a)2

∣∣∣∣ dt)1− 1
q

×
(∫ 1

0

∣∣∣∣ 1− 2t

(tb+ (1− t)a)2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣f ′( ab

tb+ (1− t)a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

por la armónica convexidad de |f ′|q sobre [a, b], tenemos que∣∣∣∣f(a) + f(b)

2
− ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx

∣∣∣∣
≤ ab(b− a)

2

(∫ 1

0

|1− 2t|
(tb+ (1− t)a)2

dt

)1− 1
q

×
(∫ 1

0

|1− 2t|[t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q]
(tb+ (1− t)a)2

dt

) 1
q

≤ ab(b− a)

2
λ

1− 1
q

1 [λ2|f ′(a)|q + λ3|f ′(b)|q]
1
q .

Operando sobre cada integral obtenemos que

•
∫ 1

0

|1− 2t|
(tb+ (1− t)a)2

dt

=
1

ab
− 2

(b− a)2
ln

(
(a+ b)2

4ab

)
,

•
∫ 1

0

|1− 2t|(1− t)
(tb+ (1− t)a)2

dt

=
1

a(b− a)
− 3b+ a

(b− a)3
ln

(
(a+ b)2

4ab

)
,
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•
∫ 1

0

|1− 2t|t
(tb+ (1− t)a)2

dt

=
−1

b(b− a)
+

3a+ b

(b− a)3
ln

(
(a+ b)2

4ab

)
.

�

Teorema 1.2.14. [15] Sean f : (0,∞) → R una función diferenciable en
Io,x1, x2 ∈ Io con x1 < x2, y f ′ es integrable en [x1, x2]. Si |f ′|q es armóni-
camente convexa en [x1, x2] para q ≥ 1 y 1

p
+ 1

q
= 1, entonces∣∣∣∣f(x1) + f(x2)

2
− x1x2

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x)

x2
dx

∣∣∣∣
≤ x1x2(x2 − x1)

2

(
1

p+ 1

) 1
p

[µ1|f ′(x1)|q + µ1|f ′(x2)|q]
1
q ,

donde

µ1 =
x2−2q

1 + x1−2q
2 [(x2 − x1)(1− 2q)− x1]

2(x2 − x1)2(1− q)(1− 2q)
,

µ2 =
x2−2q

2 − x1−2q
1 [(x2 − x1)(1− 2q) + x2]

2(x2 − x1)2(1− q)(1− 2q)
.

Demostración: Por el Lema (1.2.12) y la desigualdad de Holder y la
armónica convexidad de |f ′|q sobre [a, b], tenemos que∣∣∣∣f(a) + f(b)

2
− ab

b− a

∫ 1

0

f(x)

x2
dx

∣∣∣∣
≤ ab(b− a)

2

(∫ 1

0

|1− 2t|pdt
) 1

q

×
(∫ 1

0

1

(tb+ (1− t)a)2q

∣∣∣∣f ′( ab

tb+ (1− t)a

)∣∣∣∣q dt)
1
q

≤ ab(b− a)

2

(
1

p+ 1

) 1
p
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×
(∫ 1

0

t|f ′(a)|q + (1− t)|f ′(b)|q

(tb+ (1− t)a)2q
dt

) 1
q

,

luego, operando cada integral tenemos que

µ1 =

∫ 1

0

t

(tb+ (1− t)a)2q
dt

=
[a2−2q + b1−2q[(b− a)(1− 2q)− a]]

2(b− a)2(1− q)(1− 2q)

y

µ2 =

∫ 1

0

1− t
(tb+ (1− t)a)2q

dt

=
[b2−2q − a1−2q[(b− a)(1− 2q) + b]]

2(b− a)2(1− q)(1− 2q)
.

�



Caṕıtulo 2

Funciones Conjunto Valuadas

Las funciones conjunto valuadas son de gran utilidad en la Matemática y
otras áreas del conocimiento. El interés por las funciones conjunto valuadas
se incrementó considerablemente en la segunda mitad del siglo XX debido
al auge de las aplicaciones del Análisis Diferencial e Integral de las funcio-
nes conjunto valuadas a una gran variedad de problemas en la Teoŕıa de la
Optimización, el Cálculo de Variaciones y Análisis convexo (ver [3]). Este
concepto fue introducido por Claude Berge [5] en el año 1963.

2.1. Preliminares

A continuación, presentaremos algunos conceptos que seran de utilidad a
lo largo del trabajo.

2.1.1. Espacios Topológicos Lineales

Dado Y un conjunto arbitrario, denotamos P(Y) a la familia de todos
los subconjuntos de Y. Es decir, P(Y) = {A : A ⊆ Y} es el conjunto de
potencias de Y o partes de Y.

Definición 2.1.1. Un espacio topológico es una dupla (X, τ), donde X
es un conjunto y τ es un subconjunto de P (X) que cumple lo siguiente:

1. ∅ ∈ τ y X ∈ τ.

38
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2. Si {Uα}α∈∆ ⊆ τ es una coleción de elementos de τ , entonces

⋃
α∈∆

Uα ∈ τ.

3. Si {Uk}nk=1 ⊆ τ es una colección finita de elementos de τ , entonces:

n⋂
k=1

Uk ∈ τ.

Si (X, τ) es un espacio topológico, los elementos de τ se llaman conjun-
tos abiertos y al conjunto V ⊆ X se llaman cerrado, si el conjunto X\V
es abierto.

Definición 2.1.2. Sea X un espacio topológico, x ∈ X y F ∈ 2X .
Diremos que V es una vecindad de x, si existe un conjunto abierto A tal que
x ∈ A ⊂ V . Análogamente, S es una vecindad de F si existe un abierto O
tal que F ⊂ O ⊂ S. Los conjuntos A y O se les llama vecindad abierta de x
y F respectivamente.

Definición 2.1.3. Sea A ⊆ X. La clausura de A, se denota por A y se
define como la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen al
conjunto A. Esto es,

A :=
⋂
{V ⊆ X : A ⊆ V y V es cerrado}

En este trabajo, utilizaremos el concepto de espacio métrico que definire-
mos a continuación.

Definición 2.1.4. Sea X un conjunto. Se dice que d : X×X → R define una
métrica en X si se cumplen las siguientes propiedades: para todo x, y, z ∈ X
se tiene que

1. d(x, y) ≥ 0. La igualdad se cumple para x = y.

2. d(x, y) = d(y, x).

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdad triangular)
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En estas condiciones, se dice que el par (X, d) es un espacio métrico.

Dado z ∈ X y r > 0. La bola abierta de centro z y radio r, denotado por
B(z, r) es el conjunto

B(z, r) = {x ∈ X : d(x, z) < r}. (2.1)

Si r = 1 decimos que B es la bola unitaria con centro x ∈ X.

Si en (2.1) reemplazamos < por ≤ diremos que B(z, r) = B(z, r) es una
bola cerrada.

Definición 2.1.5. Un subconjunto A de un espacio métrico X está acotado
si, y solo si, está contenido en una bola abierta. De hecho, si A está acotado,
para cada z ∈ X se puede encontrar un r ∈ R positivo tal que A ⊂ B(z, r).

En el conjunto de los reales, con la topológia usual, los intervalos abiertos
centrados en un punto x originan todas las vecindades de x, de esta manera
toda vecindad de x contiene un intervalo abierto centrado en x. Se dirá que los
intervalos abiertos centrados en x son un sistema fundamental de vecindades
del punto x. Generalizando esta idea definimos lo siguiente

Definición 2.1.6. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Una subfamilia
Bc(x) de la familia Vc(x) de vecindades de x, se denomina base de vecin-
dades en un punto x, si para V ⊂ Vc(x) existe una vecindad U ⊂ Bc(x) tal
que U ⊂ V .

2.1.2. Espacios Vectoriales y Cuerpos

Definición 2.1.7. Un espacio vectorial (sobre el cuerpo R) es un conjunto
V en el que están definidas dos operaciones, + : V ×V → V y · : R×V → V ,
que sastifacen

1 x+ y = y + x para todo x, y ∈ V ;

2 x+ (y + z) = (x+ y) + z para todo x, y, z ∈ V ;

3 Existe un elemento, 0 ∈ V , tal que x+ 0 = x para todo x ∈ V ;

4 Para cada x ∈ V existe otro elemento, −x ∈ V , tal que x+ (−x) = 0;
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5 1 · x = x para todo x ∈ V ;

6 (α · β) · x = α · (β · x) para todo α, β ∈ R, x ∈ V ;

7 α · (x+ y) = α · x+ α · y para todo α ∈ R, x, y ∈ V ;

8 (α + β) · x = α · x+ β · x para todo α, β ∈ R, x ∈ V .

Aśı, la norma en un espacio vectorial se define como sigue

Definición 2.1.8. Sea X un R-espacio vectorial, diremos que p : X→ [0,∞)
es una norma si:

1. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), para x, y ∈ X (desigualdad triangular).

2. p(λx) = |λ|p(x), para λ ∈ C y x ∈ X.

3. Si p(x) = 0 si y solo si x = 0.

Para obtener los resultados esperados en este trabajo es necesario tener
en cuenta la definición de las operaciones entre conjuntos.

La siguiente definición muestra algunas operaciones aritméticas con con-
juntos.

Definición 2.1.9. Sean A,B ⊂ R y b ∈ R. Entonces:

−cA+B = (−c)A := {d, c ∈ R : ∃a ∈ A, b ∈ B(d = −ca+ b)},

A ·B := {c ∈ R : ∃a ∈ A, b ∈ B(c = a · b)},

A · b = b · A = A · {b} := {c ∈ R : ∃a ∈ A(c = a · b)}

Ahora bien, un espacio de Banach se define de la siguiente manera

Definición 2.1.10. Un espacio de Banach es una espacio normado com-
pleto, esto es, un espacio normado en el que toda sucesión de Cauchy es
convergente.

Un concepto que utilizaremos a traves de este y el siguiente caṕıtulo es
el de cuerpo.
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Definición 2.1.11. Sea K un conjunto dotado de las operación de suma y
producto (K, •,+), K se dice que es un cuerpo si para todo a, b, c ∈ K se
tiene que

a · b, a+ b ∈ K.

a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

a · (b · c) = (a · b) · c

a+ b = b+ a; a · b = b · a.

Existe 0 ∈ K tal que a+ 0 = 0 + a = a.

Existe 1 ∈ K\{0} tal que a · 1 = 1 · a = a.

Para todo a ∈ K existe −a ∈ K tal que a+ (−a) = 0.

Para todo a 6= 0 ∈ K existe a−1 ∈ tal que a · a−1 = 1.

a · (b+ c) = a · b+ a · c.

Un subcuerpo de un cuerpo K es un subconjunto D ∈ K que contiene
el 0 y 1, además D es cerrado bajo las operaciones de adición y producto.

Ejemplos: Los números complejos (C), los números reales (R), el espacio
de matrices (Mn×n) con las operaciones usuales son cuerpos.

En R, con el orden usual nos permite estudiar los concepto del infimo y
supremo, definiciones que serán de utilidad a lo largo de este trabajo.

Definición 2.1.12. Una función f : R → R se dice que está acotada supe-
riormente si existe un número real M tal que

f(x) ≤M,x ∈ Dom(f).

Este número real M recibe el nombre de cota superior de la función f .
Geométricamente significa que ninguna imágen es superior al valor M y, por
tanto, la gráfica de f estará por debajo de la recta y = M .
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Figura 2.1: Cota superior de f.

Si M es una cota superior de la función f , cualquier otro número real M ′

mayor que M , también es cota superior de f . En consecuencia, si una función
está acotada superiormente siempre tendrá un conjunto de cotas superiores.

Ahora bien, de manera análoga definimos cota inferior

Definición 2.1.13. Una función f se dice que está acotada inferiormente si
existe un número real m tal que

f(x) ≥ m,x ∈ Dom(f).

Este número real m recibe el nombre de cota inferior de la función f .
Geométricamente, esto significa que ninguna imagen es inferior al valor m
y, por tanto, la gráfica de la función f estará por encima de la recta y = m.
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Figura 2.2: Cota inferior de f.

Si m es una cota superior de la función f , cualquier otro número real m′

menor que m, también es cota inferior de f . En consecuencia, si una función
está acotada inferiormente siempre tendrá un conjunto de cotas inferiores.

Ahora bien, con estas nociones definimos supremo e ı́nfimo de una función.

Definición 2.1.14. Sea A ⊂ R. Un elemento b ∈ R se llama supremo de
A (b = sup(A)) si b es la mı́nima cota superior de A. El valor b se llama
ı́nfimo de A (b = ı́nf(A)), si b es la máxima cota inferior de A.

Veamos algunas propiedades básicas del ı́nfimo y supremo de un conjunto
A ⊂ R.

Proposición 2.1.15. (Monotońıa del supremo y del ı́nfimo) Sean A,B ∈ R
tales que A ⊂ B, entonces
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1. supA ≤ supB.

2. ı́nf A ≥ ı́nf B.

Proposición 2.1.16. (Propiedades aritméticas del ı́nfimo y del supremo)

1. Si A,B ⊂ R, A 6= ∅, B 6= ∅, entonces sup(A+B) = sup(A) + sup(B).

2. Si A ∈ R y b > 0, entonces sup(bA) = b sup(A).

3. Si A ⊂ R y b < 0, entonces sup(bA) = b ı́nf(A).

4. Si A ⊂ R y b > 0, entonces ı́nf(bA) = b ı́nf(A)

En la siguiente sección definiremos las funciones conjunto valuadas y fun-
ciones conjunto valuada convexas.

2.2. Funciones conjunto valuadas

Cada subconjunto de Y se puede identificar con su función caracteŕıstica,
el conjunto de partes de Y también se denota en la literatura por 2Y. Cuando
Y es un espacio métrico, el conjunto 2Y puede ser dotado de una métrica
denominada Métrica de Hausdorff, que se define como

dH(A,B) := máx
{

supx∈A d(x,B), supy∈B d(y, A)
}

;A,B ∈ 2Y.

En el caso en el que en Y no está definida una métrica, D. Narvaes y G.
Restrepo en [20] definen topoloǵıas adecuadas en el conjunto de partes de Y
(2Y).

Definición 2.2.1. Dados dos conjuntos X y Y, una función F : X→ 2Y se
denomina multifunción o función conjunto valuada. Es decir una fun-
ción conjunto valuada F : X→ 2Y, asocia a cada punto de X un subconjunto
de Y.

Mostraremos ahora, algunos ejemplos de funciones conjunto valuadas.
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2.2.1. Ejemplos

1. Si en un conjunto X se define una relación de equivalencia ∼ y se denota
por X/ ∼ al conjunto de las clases de equivalencias, entonces la función
F : X → 2Y que asocia a cada x ∈ X su clase de equivalencia es una
multifunción.

2. Dada una matriz A de orden m × n y un vector b ∈ Rm, definimos la
función conjunto valuada F : Rn → 2Rn

como:

F (x) := {x ∈ Rn : Ax ≤ b},

donde la desigualdad Ax ≤ b se satisface si cada entrada zii de Ax es
menor o igual a la entrada bii de b; i ∈ {1, · · ·,m}.

3. Dada una función f : X → Y, se puede considerar la multifunción
F : X→ 2Y, definida por

F (y) := f−1(y) = {x ∈ X : f(x) = y}.

Cuando X = Y = R y f(x) := x2, se tiene

F (y) :=

{
{−√y,√y} , y ≥ 0.

∅ , y < 0.

2.2.2. Integración de funciones conjuntos valuadas

Las integrales de funciones conjunto valuadas aparecen en numerosos pro-
blemas de convexificación (también llamados de relajación) porque la integral
de una función conjunto valuada medible siempre es convexa [3]. La noción
de integración de funciones conjunto valuadas fue introducida por Aumann
[4] en el año 1965 y posteriormente en el año 1967 desarrollada por Gerard
Debreu [11]. En nuestro trabajo utilizaremos la definición introducida por
Robert J. Aumann la cual presentamos a continuación. Considerando la mul-
tifunción F : [0, 1] → 2Y , T como el intervalo [0, 1] y el conjunto F = {f(t)
es integrable en T : f(t) ∈ F (t) ∧ t ∈ T}.

Definición 2.2.2. Sea F : T→ 2Y una función conjunto valuada. La inte-
gral de Aumann de F se define como∫

T

F (t)dt =

{∫
T

f(t)dt : f ∈ F

}
.
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Es decir, la integral de Aumann de una multifunción es la colección de
las integrales de sus selecciones (F := {f : [0, 1] → 2Y | f(t) ∈ F (t) ∀t ∈
[0, 1]}).

En [8] se estudia en detalle las selecciones medibles de una función conjun-
to valuada, ademas de agregar una nueva definición denominada la integral
de Pettis.

2.2.3. Funciones Conjunto Valuadas Convexas

En esta sección extenderemos el concepto de convexidad para funciones
conjunto valuadas. El concepto de convexidad para una función conjunto
valuada F : X → 2Y , donde X y Y son espacios vectoriales, está relacionada
con su gráfico que definimos de la siguiente manera

Gr(F ) := {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

Definición 2.2.3. Decimos que F : X → 2Y es convexa si y sólo si, Gr(F )
es un subconjunto convexo de X × Y .

Proposición 2.2.4. La multifunción F es convexa si y sólo si para todo
x1, x2 ∈ X y para todo t ∈ [0, 1], se tiene que

tF (x1) + (1− t)F (x2) ⊆ F (tx1 + (1− t)x2). (2.2)

Demostración: Supongamos que F es convexa, es decir, Gr(F ) es un
conjunto convexo de X × Y y veamos que (2.2) se cumple para todo t ∈
[0, 1], x1, x2 ∈ X. Consideremos z ∈ tF (x1) + (1− t)F (x2). Por tanto, existen
y1 ∈ F (x1), y2 ∈ F (x2) tales que, z = ty1+(1−t)y2. Como Gr(F ) es convexo,
entonces, para todo t ∈ [0, 1]

t(x1, y1) + (1− t)(x2, y2) = (tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2) ∈ Gr(F ),

es decir, z = ty1 + (1− t)y2 ∈ F (tx1 + (1− t)x2), para todo t ∈ [0, 1]. Lo
que demuestra que la inclusión (2.2) es válida. El rećıproco, se demuestra de
manera análoga.

�
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Definición 2.2.5. La multifunción F es midconvexa o Jensen-convexa si
satisface la inclusión (2.2) para t = 1/2, es decir

F (x) + F (y)

2
⊆ F

(
x+ y

2

)
.

Proposición 2.2.6. Si H ⊆ X es un conjunto convexo con respecto al ori-
gen, entonces, para 0 < a < b se tiene que aH ⊆ bH.

Ejemplo 2.2.7. Sea H ⊆ R3 un conjunto convexo y no vaćıo que posee al
origen de R3 = Y . Sea F : R → 2Y una función conjunto valuada definida
por F (x) = −x2H. Siendo f(x) = −x2 una función cóncava, se tiene que
para todo x1, x2 ∈ R y t ∈ [0, 1]

−(tx2
1 + (1− t)x2

2) ≤ −(tx1 + (1− t)x2)2.

Como el conjunto H es convexo y posee al origen, podemos aplicar la
proposición (2.2.6) y obtenemos la siguiente inclusión

−(tx2
1 + (1− t)x2

2)H ≤ −(tx1 + (1− t)x2)2H = F (tx1 + (1− t)x2)

Luego, usando la convexidad de H tenemos que

−(tx2
1 + (1− t)x2

2)H = −tx2
1H − (1− t)x2

2H = tF (x1) + (1− t)F (x2),

y por lo tanto

tF (x1) + (1− t)F (x2) ⊆ F (tx1 + (1− t)x2).

En el 2010, Hui Huang generalizó el concepto de multifunción convexa
en [14] al introducir la contraparte multivaluada de la convexidad fuerte. El
concepto de función conjunto valuada fuertemente convexa es una extensión
de lo estudiado por el matemático B. T. Polyak [26] en el año 1966 para
funciones fuertemente convexas a valores reales.

Definición 2.2.8. Si X,Y son espacios vectoriales normados, y D ⊂ X un
conjunto convexo. Una función conjunto valuada F : D → 2Y es fuerte-
mente convexa módulo c si para c > 0, x1, x2 ∈ D y t ∈ (0, 1) se tiene
que

tF (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B ⊂ F (tx1 + (1− t)x2), (2.3)
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donde B denota la clausura de la bola unitaria de X. Decimos que una función
conjunto valuada F : D → 2(Y) es fuertemente cóncava módulo c si para
todo x1, x2 ∈ D se tiene que

F (tx1 + (1− t)x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B ⊂ tF (x1) + (1− t)F (x2). (2.4)

Si tomamos t = 1/2 decimos que F es fuertemente midconvexa módu-
lo c si

1

2
F (x1) +

1

2
F (x2) +

c

4
‖x1 − x2‖2B̄ ⊂ F

(
x1 + x2

2

)
,

y F es fuertemente midcóncava módulo c si

F

(
x1 + x2

2

)
+
c

4
‖x1 − x2‖2B ⊂ F (x1) + F (x2)

2
(2.5)

Nótese que para c = 0 las nociones de convexidad y convexidad fuerte
coinciden.

En [18] se pueden revisar otros conceptos de convexidad conjunto va-
luada, aśı como diversos resultados de gran importancia para estas clases de
funciones: teorema de Descomposición (K. Nikodem [22], 1989), teorema tipo
Kuhn(T. Cardinali, K. Nikodem, F. Papalini [7], 1993) y una generalización
teorema del Sandwich (E. Sadowska [28], 1996).

2.3. Desigualdades para funciones conjunto

valuadas fuertemente convexas

En esta sección demostraremos que las funciones conjunto valuadas fuer-
temente convexas satisfacen desigualdades del tipo Jensen y Hermite-Hadamard.

Veamos antes, algunas definiciones y resultados preliminares.

Notación 2.3.1. Denotamos por cl(Y ) como la familia de todos los sub-
conjuntos no vaćıos y cerrados de Y . También denotaremos por n(Y ) a la
familia de subconjuntos no vaćıos de Y .
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El siguiente lema establece las condiciones que debe cumplir una función
conjunto valuada a valores en 2R para ser fuertemente convexa módulo c.

Lema 2.3.2. [23] Una función multivaluada F : I → cl(R) es fuertemente
convexa módulo c si y solo si F tiene una de las siguientes formas:

a) F (x) = [f1(x), f2(x)], x ∈ I.

b) F (x) = [f1(x),+∞), x ∈ I.

c) F (x) = (−∞, f2(x)], x ∈ I.

d) F (x) = (−∞,+∞), x ∈ I.

donde f1, f2 : I → R son funciones fuertemente convexa y cóncava módulo
c, respectivamente.

Demostración: (⇒) Si F : I → cl(R) es una función fuertemente con-
vexa módulo c entonces para todo c > 0, x1, x2 ∈ I y t ∈ [0, 1] se tiene
que

tF (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄ ⊂ F (tx1 + (1− t)x2) (2.6)

donde B̄ = [−1, 1] es la clausura de la bola unitaria de R.

Si x1 = x2 = x tenemos que tF (x) + (1− t)F (x) ⊂ F (x), por lo que F (x)
es un conjunto convexo y cerrado (F (x) ⊂ cl(R)), aśı, F (x) necesariamente
es de la forma a), b), c) o d), es decir que todos los valores de F son convexos.
Mas aún si F (x0) es acotado superior o inferiormente para algún xI0, entonces
F (x) es acotado superior o inferiormente para todo x ∈ I. Aśı, definimos lo
siguiente

f1(x) = ı́nf F (x), si F (x) es scotado inferiormente

y

f2(x) = supF (x), si F (x) es scotado superiormente.
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Luego por (2.6), la proposición (2.1.15) y (2.1.16) se tiene que

ı́nf F (tx1 + (1− t)x2) ≤ ı́nf(tF (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄)

= t ı́nf F (x1) + (1− t) ı́nf F (x2) + ct(1− t)|x1 − x2|2 ı́nf[−1, 1]

= t ı́nf F (x1) + (1− t) ı́nf F (x2)− ct(1− t)|x1 − x2|2.

Es decir

f1(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf1(x1) + (1− t)f1(x2)

por lo que f1(x) es una función fuertemente convexa módulo c.

Por otro lado

supF (tx1 + (1− t)x2) ≥ sup(tF (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄)

= t ı́nf F (x1) + (1− t) ı́nf F (x2) + ct(1− t)|x1 − x2|2 sup[−1, 1]

= t ı́nf F (x1) + (1− t) ı́nf F (x2) + ct(1− t)|x1 − x2|2.

Es decir

f2(tx1 + (1− t)x2) ≥ tf2(x1) + (1− t)f2(x2) + ct(1− t)|x1 − x2|2.

Por lo que f2(x) es una función fuertemente cóncava módulo c. Aśı, F (x)
es de la forma a), b), c)od) con f1, f2 : I → R funciones fuertemente convexa
y fuertemente cóncava módulo c respectivamente.

(⇐) Supongamos sin perdida de generalidad que F (x) = [f1(x), f2(x)]
donde f1, f2 : I → R son funciones fuertemente convexas y fuertemente
cóncava módulo c respectivamente, entonces por definición se tiene que

tf1(x1) + (1− t)f1(x2)− ct(1− t)|x1 − x2|2 ≥ f1(tx1 + (1− t)x2)

y

tf2(x1) + (1− t)f2(x2) + ct(1− t)|x1 − x2|2 ≤ f2(tx1 + (1− t)x2)

Aśı, obtenemos la siguiente inclusión
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[tf1(x1)+(1−t)f1(x2)−ct(1−t)|x1−x2|2, tf2(x1)+(1−t)f2(x2)+ct(1−t)|x1−x2|2]

= [tf1(x1) + (1− t)f1(x2), tf2(x1) + (1− t)f2(x2)] + ct(1− t)|x1 − x2|2[−1, 1]

= t[f1(x1), f2(x1)] + (1− t)[f1(x2), f2(x2)] + ct(1− t)|x1 − x2|2[−1, 1]

= tF (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)|x1 − x2|2B̄
⊂ [f1(tx1 + (1− t)x2), f2(tx1 + (1− t)x2)]

= F (tx1 + (1− t)x2)

Aśı F es una multifunción fuertemente convexa módulo c.

�

2.3.1. Desigualdad de Jensen

Esta desigualdad fue probada por el matemático danés Johan Jensen en
1906. Dada su generalidad, la desigualdad aparece en múltiples contextos.

En su formulación más simple, la desigualdad establece que una transfor-
mación convexa de la media es menor o igual en valor que la media de una
transformación convexa. Sin embargo, su formulación formal más general se
expresa en el contexto de la teoŕıa de la medida.

Esta es una versión de la desigualdad de Jensen llamada desigualdad
integral de Jensen y establece lo siguente

Teorema 2.3.3. [23] Sea f : I → R una función, si f es una función
convexa entonces satisface

f

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
≤
∫
X

f(ϕ(x))dµ, (2.7)

para cada espacio de probabilidad (X,Σ, µ) y toda función ϕ : X → I µ-
integrable.

Si f es una función fuertemente convexa módulo c, cumple lo siguiente

f

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
≤
∫
X

f(ϕ(x))dµ− c
∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ, (2.8)

donde m =
∫
X
ϕ(x)dµ.
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El siguiente teorema provee una desigualdad de tipo Jensen para funcio-
nes conjunto valuadas fuertemente convexas módulo c.

Teorema 2.3.4. [23](desigualdad tipo Jensen) Si F : I → cl(R) es una
función conjunto valuada fuertemente convexa modúlo c, entonces para cada
función ϕ : X → I µ-medible se tiene que∫

X

F (ϕ(x))dµ+ c

(∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ

)
B̄ ⊂ F

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
,

donde m =
∫
X
ϕ(x)dµ.

Demostración:
En virtud del Lema 2.3.2 suponemos sin pérdida de generalidad que F

es de la forma F (x) = [f1(x), f2(x)], con x ∈ I y f1, f2 definidos como en el
Lema 2.3.2 puesto que para los demás casos la prueba es análoga.

Sea h : X → R una selección µ-integrable perteneciente al conjunto
F ◦ϕ(x), entonces sabemos que f1 es fuertemente convexa y f2 es fuertemente
cóncava. Del teorema (2.3.3) se tiene que

f1

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
≤

∫
X

f1(ϕ(x))dµ− c
∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ, (2.9)

≤
∫
X

h(x)dµ− c
∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ. (2.10)

y

f2

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
≥

∫
X

f2(ϕ(x))dµ+ c

∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ,

≥
∫
X

h(x)dµ+ c

∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ.

Aśı,

[∫
X

h(x)dµ− c
∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ,

∫
X

h(x)dµ+ c

∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ

]

⊂
[
f1

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
, f2

(∫
X

ϕ(x)dµ

)]
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= F

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
.

Aśı, ∫
X

h(x)dµ+ c

∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ[−1, 1] ⊂ F

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
.

Y en consecuencia∫
X

F (ϕ(x))dµ+ c

∫
X

(ϕ(x)−m)2dµB̄ ⊂ F

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
.

�

2.3.2. Desigualdad de Hermite-Hadamard

En los años 1883 y 1896, Hermite y Hadamard respectivamente, demos-
traron de manera independendiente una desigualdad que en honor a ellos
se conoce como la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard para funciones
convexas punto valuadas de la forma f : I → R, y establece que

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
,

para todo a, b ∈ I tales que a < b.
La versión para funciones fuertemente convexas fue demostrada en el año

2010 por N. Merentes y K. Nikodem en [19] y es la siguiente

f

(
a+ b

2

)
+

c

12
(a− b)2 ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
− c

6
(a− b)2.

para todo a, b ∈ I tales que a < b.

En el siguiente teorema presentamos una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para las funciones conjunto valuadas fuertemente convexas.

Teorema 2.3.5. [23] Sea F : I → cl(Y ) una función conjunto valuada
fuertemente convexa modulo c. Entonces

1

b− a

∫ b

a

F (x)dx+
c

12
(b− a)2B ⊂ F

(
a+ b

2

)
(2.11)
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y
F (a) + F (b)

2
+
c

6
(b− a)2B ⊂ 1

b− a

∫ b

a

F (x)dx, (2.12)

para todo a, b ∈ I tales que a < b

Demostración: Para probar la condición (2.11) usamos el Teorema 2.3.4.
Consideramos X = [a, b], ϕ(x) = x,x ∈ [a, b] y µ = 1

b−aλ donde λ, es la
medida de Lebesgue sobre R. Entonces

m =

∫
X

ϕ(x)dµ =
a+ b

2

entonces

F

(∫
X

ϕ(x)dµ

)
= F

(
a+ b

2

)
,∫

X

(ϕ(x)−m)2dµ =
1

12
(a− b)2 (ver observación (2.3.6))

y ∫
X

F (ϕ(x))dµ =
1

b− a

∫ b

a

F (x)dx.

Luego, sustituimos estos valores en la desigualdad del Teorema 2.3.4 y
obtenemos que

1

b− a

∫ b

a

F (x)dx+
c

12
(a− b)2B ⊂ F

(
a+ b

2

)
.

Para probar la condicion (2.12), tomamos z = u+v
2

+ c
6
(a−b)2β arbitrario,

donde u ∈ F (a), v ∈ F (b) y β ∈ B. Consideremos ahora la función f : [a, b]→
Y definida por

f(x) =
b− x
b− a

u+
x− a
b− a

v + c(b− x)(x− a)β.

Por la convexidad fuerte de F y por la definición de F se tiene que

f(x) ∈ b− x
b− a

F (a)+
x− a
b− a

F (b)+c
b− x
b− a

x− a
b− a

(b−a)2B ⊂ F

(
b− x
b− a

a+
x− a
b− a

b

)
Notese que

F

(
b− x
b− a

a+
x− a
b− a

b

)
= F (x).
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Luego, f(x) ∈ F (x) y por lo tanto∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

b− x
b− a

u+
x− a
b− a

v + c(b− x)(x− a)βdx,

=

∫ b

a

b− x
b− a

u+
x− a
b− a

vdx+

∫ b

a

c(b− x)(x− a)βdx,

=
u

b− a

∫ b

a

(b− x)dx+
v

b− a

∫ b

a

(x− a)dx+ cβ

∫ b

a

(b− x)(x− a)dx,

=
u

b− a

[
−
∫ b−a

0

tdt

]
+

v

b− a

[∫ 0

b−a
tdt

]
+ cβ

[∫ b

a

(bx− ab− x2 + ax)dx

]
=

u

b− a

[
−t

2

2

]0

b−a
+

v

b− a

[
t2

2

]0

b−a
+ bβ

[
bx2

2
− abx− x3

3
+
ax2

2

]b
a

,

=
(b− a)

2
(u+ v) + cβ

[
b3 − a3

6
+
a2b− ab2

2

]
,

=
(b− a)

2
(u+ v) + cβ

[
b3 − 3ab2 + 3a2b− a3

6

]
,

=
(b− a)

2
(u+ v) +

cβ

6
(b− a)3,

= (b− a)

[
u+ v

2
+
cβ

6
(b− a)2

]
= (b− a)z.

Por tanto

z =
1

b− a

∫ b

a

f(x) ∈ 1

b− a

∫ b

a

F (x)dx.

�

Observación 2.3.6. ∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ =
1

12
(b− a)2
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Prueba:∫
X

(ϕ(x)−m)2dµ =
1

b− a

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)2

dx

=
1

b− a
1

3

[(
x− a+ b

2

)3
]b
a

=
1

3(b− a)

[(
b− a+ b

2

)3

−
(
a− a+ b

2

)3
]

=
2

3(b− a)

(
b− a

2

)3

=
(b− a)2

12
.

�

2.3.3. Teorema tipo Bernstein-Doetsch

El teorema de Bernstein-Doetsch provee condiciones que aseguran la con-
vexidad de una función, la versión original fue mostrada hace más de 100
años [6], en este caso extenderemos ese resultado para multifunciones. La
idea principal en un teorema de tipo Bernstein-Doetsch es que a partir de la
midconvexidad fuerte de una función conjunto valuada F podamos establecer
una condición más debil de continuidad que implique la convexidad fuerte de
F .

Este resultado fue demostrado por los profesores H. Leiva, N. Merentes,
K. Nikodem y J. Sánchez en [16].

Antes de demostrar el resultado mencionado, es necesario presentar al-
gunos resultados y definiciones preliminares. El siguiente lema generaliza la
definición de midconvexidad fuerte módulo c.

Lema 2.3.7. [16] Si F : D → n(Y) es fuertemente midconvexa módulo c
entonces

k

2n
F (x1)+(1− k

2n
)F (x2)+c

k

2n
(1− k

2n
)‖x1−x2‖2B̄ ⊂ F

(
k

2n
x1 +

(
1− k

2n

)
x2

)
,
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para todo x1, x2 ∈ D y todo k, n ∈ N tal que k < 2n.

Los detalles de esta demostración pueden leerse en [16].

Ahora veamos la definición de funciones conjunto valuadas semicontinuas

Definición 2.3.8. Sean X, Y espacios topológicos y F : X → 2Y una multi-
función, con respecto a la topologia de Hausdorff en 2Y se tienen las siguientes
definiciones

i. Se dice que F es semicontinua inferiormente en x0 ∈ X si para cada
ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖x− x0‖ < δ se tiene que

F (x0) ⊂ F (x) + εB, ∀x ∈ X

ii. Se dice que F es semicontinua superiormente en en x0 ∈ X si para
cada ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖x− x0‖ < δ se tiene que

F (x) ⊂ F (x0) + εB, ∀x ∈ X

iii. Se dice que F es continua en x ∈ X si es semicontinua superiormente
e inferiormente en x.

En las definiciones i. y ii., B denota una bola abierta de Y .

Una multifunción F es semicontinua superiormente (inferiormente) en
X, si lo es en cada punto x de X. Análogamente F es continua en X si lo
es en todo punto x ∈ X.

Definición 2.3.9. Dado un punto a ∈ X, una base de vecindades W es una
familia de entornos de a, de manera que para cada entorno de a existe un
abierto básico que lo contiene. Es decir, si Ent(a) = {entornos de a}

∀V ∈ Ent(a),∃U ∈W : U ⊆ V.

El lema que probaremos a continuación provee una familia de ejemplos
de multifunciones continuas.

Lema 2.3.10. [24] Para cada conjunto acotado A ⊂ Y , la función conjunto
valuada F : R→ n(Y ) definida por F (t) = tA, t ∈ R, es continua en R



59

Demostración: Denotamos W como una base fija arbritaria de vecin-
dades del cero en Y . Fijamos t0 ∈ R y consideramos una vencidad abierta
W ⊂ W. Para probar la continuidad de F debemos ver que F es semicon-
tinua superior e inferiormente, entonces, dado que A es acotado, existe un
número positivo c tal que cA ⊂ W . Por tanto, para todo t ∈ (t0 − c, t0 + c)
tenemos que

F (t) = tA = (t0 + t− t0)A ⊂ t0A+ (t− t0)A ⊂ F (t0) +W.

Ahora bien, como F (t0) = t0A ⊂ W , tenemos que F (t) ⊂ F (t0)+W ⊂ W .
Aśı F es una función semicontinua superiormente.

Análogamente, F (t0) ⊂ F (t) +W para todo t ∈ (t0 − c, t0 + c). Aśı F es
continua en R.

�

El siguiente teorema establece que dada la midconvexidad fuerte de una
función conjunto valuada F , bajo ciertas condiciones podemos asegurar su
convexidad fuerte.

Teorema 2.3.11. [16] Sea D un conjunto convexo. Si F : D → bcl(Y) es una
función conjunto valuada fuertemente midconvexa módulo c y semicontinua
superiormente sobre D, entonces es fuertemente convexa módulo c.

Demostración: Sean x1, x2 ∈ D y t ∈ (0, 1). Tomando en cuenta la
densidad de los números diadicos en [0, 1] podemos considerar una sucesión
de números diadicos {qn} ⊂ (0, 1) tal que qn → t. Aśı, fijando ε > 0 existe
n1 ∈ N tal que si n ≥ n1 entonces

|qn − t| < ε.

Consideramos ahora un subconjunto acotado A ⊂ Y , entonces por el
Lema 2.3.10 tenemos que la multifunción G : R→ n(Y ) definida por G(t) =
tA, t ∈ R es continua. Luego para todo F (x) ⊂ A, con x ∈ D, se tiene que

tF (x1) ⊂ qnF (x1) +
ε

4
B̄,

(1− t)F (x2) ⊂ (1− qn)F (x2) +
ε

4
B̄ (2.13)
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y

ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄ ⊂ cqn(1− qn)‖x1 − x2‖2B̄ +
ε

4
B̄. (2.14)

Para todo n ≥ n1. Por otra parte, dada la semicontinuidad superior de F
en el punto tx1 + (1− t)x2, tenemos

F (tx1 + (1− t)x2) ⊆ F (tx1 + (1− t)x2) +
ε

4
B̄

como qn → t, existe n2 ∈ N tal que si n ≥ n2 entonces

F (qnx1 + (1− qn)x2) ⊂ F (tx1 + (1− t)x2) +
ε

4
B̄, (2.15)

Por tanto usando (2.13),(2.14) y (2.15) y el Lema 2.3.7, obtenemos que
para todo n ≥ máx{n1, n2}

t F (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄ (2.16)

⊂ qnF (x1) + (1− qn)F (x2) + cqn(1− qn)‖x1 − x2‖2B̄ +
3

4
εB̄ (2.17)

⊂ F (qnx1 + (1− qn)x2) +
3

4
εB̄ ⊂ F (tx1 + (1− t)x2) + εB̄. (2.18)

Como las inclusiones anteriores se satisfacen para todo ε > 0, tenemos
que

tF (x1) + (1− t)F (x2) + ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄ ⊂
⋂
ε>0

(F (tx1 + (1− t)x2) + εB̄)

= F (tx1 + (1− t)x2).

Luego por la condición (2) de la proposición 1 en [31] se tiene que

F (tx1 + (1− t)x2) = F (tx1 + (1− t)x2).

Aśı mostramos que F es fuertemente convexa módulo c.

�

De este teorema obetenemos el siguiente corolario, el cual constituye el
resultado del tipo Bernstein-Doetsch.
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Teorema 2.3.12. (Teorema de tipo Bernstein-Doetsch)[16] Si F : D →
bcl(Y ) es una función conjunto valuada fuertemente midconvexa módulo c
y acotada sobre un subconjunto de D con interior no vaćıo, entonces F es
continua y fuertemente convexa módulo c.

Demostración: Sea F una multifunción fuertemente midconvexa módulo
c y acotada sobre A ⊂ D, entonces existe una vecindad abierta V ⊂W tal que
para todo z ∈ A se tiene que F (z) ⊂ V . Aśı F es acotada en un subconjunto
V ⊂ Y , por tanto y en virtud al Lema 2.3.10 tenemos que F : s ∈ R 7→ sV
es continua. Luego por definición F es semicontinua superior e inferiormente
en V .
Aśı F cumple con las hipotesis del teorema 2.3.11, por tanto F es una función
conjunto valuada fuertemente convexa módulo c.

�

2.4. Funciones conjunto valuadas fuertemen-

te cóncava

En la definición (2.2.8) mencionamos el concepto de una función conjunto
valuada fuertemente cóncava y fuertemente midcóncava módulo c. Si en (2.4)
consideramos t ∈ (0, 1) fijo diremos que F es una función conjunto valuada
fuertemente t-cóncava.

En esta sección mostraremos algunos resultados expuestos por los profe-
sores Mej́ıa, Merentes y Nikodem en [17].

El siguiente Lema generaliza la definición de midcóncavidad.

Lema 2.4.1. Si F : D → 2Y es fuertemente midcóncava módulo c entonces
para todo x1, x2 ∈ D y k, n ∈ N tal que k < 2n se tiene lo siguiente

F

(
k

2n
x1 +

(
1− k

2n

)
x2

)
+ c

k

2n

(
1− k

2n

)
‖x1 − x2‖2

k

2n
F (x1) +

(
1− k

2n

)
F (x2)
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El lector interesado puede leer la demostración de este Lema en [17].

El Lema que a continuación presentaremos será de gran utilidad para la
demostración del teorema tipo Kuhn.

Lema 2.4.2. Sea A1, A2, C subconjuntos de X tal que A1 + C ⊂ A2 + C.
Si A2 es convexo y cerrado y C es un conjunto acotado y no vaćıo, entonces
A1 ⊂ A2.

El siguiente teorema constituyen un resultado tipo Kuhn el cual provee
la fuerte midconcavidad a partir de una condición más debil (t-cóncavidad).

Teorema 2.4.3. [17] Sea D ⊂ X un conjunto convexo y t ∈ (0, 1) un número
fijo. Si F : D → 2Y es una función conjunto valuada t-cóncava módulo c,
entonces F es fuertemente midcóncava módulo c.

Demostración: Fijamos x1, x2 ∈ D y tomamos z := x1+x2
2

, u := (1 −
t)x1 + tz y u := (1− t)z + x2. Notemos que z = tu+ (1− t)v. Entonces

‖x1 − z‖ = ‖z − x2‖ = ‖u− v‖ =
1

2
‖x1 − x2‖,

Aśı,

1

2
t(1− t)‖x1 − x2‖2B̄

= t2(1− t)‖x1 − z‖2B̄ + t(1− t)2‖z − x2‖2B̄ + t(1− t)‖u− v‖2B̄.

Usando ahora la definición de t-cóncavidad, obtenemos que

2t(1− t)F (z) +
1

2
t(1− t)c‖x1 − x2‖2B̄ + tF (v) + F (z)

= 2t(1− t)F (z) + c[t2(1− t)‖x1 − z‖2B̄ + t(1− t)2‖z − x2‖2B̄

+1(1− t)‖u− v‖2B̄] + tF (u) + (1− t)F (v) + F (z)

= 2t(1− t)F (z) + t[F (u) + ct(1− t)‖x1 − z‖2B̄] + (1− t)[F (v)

+c(1− t)t‖z − x2‖2B̄] + [F (z) + ct(1− t)‖u− v‖2B̄

⊂ 2t(1− t)F (z) + t(tF (z) + (1− t)F (x1)) + (1− t)(tF (x2) + (1− t)F (z))

+tF (u) + (1− t)F (v)

= t(1− t)F (x1) + t(1− t)F (x2) + 2t(1− t)F (z) + t2F (z) + (1− t)2F (z)
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+tF (u) + (1− t)F (v)

= t(1− t)F (x1) + t(1− t)F (x2) + F (z) + tF (u) + (1− t)F (v).

Por el Lema (2.4.2), tenemos que

2t(1−t)F
(
x1 + x2

2

)
+

1

2
t(1−t)c‖x1−x2‖2B̄ ⊂ t(1−t)F (x1)+t(1−t)F (x2).

Por tanto,

F

(
x1 + x2

2

)
+
c

4
‖x1 + x2‖2B̄ ⊂ 1

2
F (x1) +

1

2
F (x2),

Aśı concluimos la demostración.

�

El siguiente Teorema nos provee una fuerte cóncavidad módulo c a par-
tir de la semicontinuidad inferior y la fuerte midcóncavidad de una función
conjunto valuada F .

Teorema 2.4.4. [17] Si F : D → 2Y es fuertemente midcóncava módulo
c y semicontinua inferiormente en D, entonces F es fuertemente cóncava
módulo c.

La demostración de este teorema es similar al teorema (2.3.11) y se puede
leer con detalle en [17].

En consecuencia del teorema (2.4.3) y el teorema (2.4.4) obtenemos el
siguiente corolario el cual constituye un teorema tipo Bernstein-Doetsch para
funciones conjunto valuadas fuertemente cóncavas módulo c.

Corolario 2.4.5. [17] Sea t ∈ (0, 1). Si F : D → 2Y es una función conjunto
valuada fuertemente t-cóncava módulo c y semicontinua superiormente en un
punto de D, entonces F es continua y fuertemente cóncava módulo c

La demostración de este corolario es análoga a la del teorema (2.3.12) de
la sección anterior.



Caṕıtulo 3

Funciones Conjunto Valuadas
Armónicamente Convexas

En los caṕıtulos anteriores hemos enunciado y demostrado algunos resul-
tados preliminares del estudio que se ha realizado en el campo de la teoŕıa
de la convexidad. La definición clásica de convexidad puede extenderse a la
de convexidad armónica para funciones conjunto valuadas.

A continuación, en este caṕıtulo introduciremos la definición de función
conjunto valuada armónicamente convexa y armónica fuertemente convexa,
lo cual extienden los conceptos introducidos en [15, 2] para funciones conjunto
valuadas.

Definición 3.0.6. Sean X y Y cuerpos y F : D ⊂ X → 2Y una función
conjunto valuada. Se dice que F es armónicamente convexa si para todo
x1, x2 ∈ D y t ∈ [0, 1] se tiene que

tF (x2) + (1− t)F (x1) ⊂ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
. (3.1)

Si consideramos t = 1/2 diremos que F es armónicamente midconve-
xa si satisface lo siguiente

F (x2) + F (x1)

2
⊂ F

(
2x1x2

x1 + x2

)
Es posible generalizar esta definición de la siguiente forma

64
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Definición 3.0.7. Sean X,Y un cuerpo y un espacio de Banach respecti-
vamente y F : D ⊂ X → 2Y una función conjunto valuada. Se dice que F
es armónica fuertemente convexa módulo c si para todo x1, x2 ∈ D,
t ∈ [0, 1] y c > 0 se tiene que

tF (x2)+(1−t)F (x1)+ct(1−t)
∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄ ⊂ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
, (3.2)

donde B̄ es la clausura de la bola unitaria de Y. Si tomamos t = 1/2 decimos
que F es una función armónica fuertemente midconvexa módulo c si

F (x2) + F (x1)

2
+
c

4

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄ ⊂ F

(
2x1x2

x1 + x2

)
(3.3)

Ejemplo 3.0.8. Sean f1, f2 : [a, b] ⊂ R→ R funciones armónicamente con-
vexas tales que f1(x) ≤ f2(x) para todo x ∈ [a, b]. Entonces la multifunción
F : D → 2Y definida como F (x) = [f1(x), f2(x)] es armónicamente convexa.

Prueba: Como f1 y −f2 son funciones armónicamente convexas se tiene
que para todo x1, x2 ∈ D y t ∈ [0, 1] lo siguiente

f1

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
≤ tf1(x2) + (1− t)f1(x1). (3.4)

tf2(x2) + (1− t)f2(x1) ≤ f2

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
. (3.5)

Entonces

[tf1(x2) + (1− t)f1(x1)), tf2(x2) + (1− t)f2(x1)]

⊂ [f1

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
, f2

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
]

Luego, mediante un cálculo elemental podemos ver que

tF (x2) + (1− t)F (x1) ⊂ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
Aśı, F es una función conjunto valuada armónicamente convexa.
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Ejemplo 3.0.9. Consideramos la multifunción del ejemplo (2.2.7) del Caṕıtu-
lo 2 definida como F (x) = −x2H pero esta vez f(x) = −x2 es una función
armónicamente cóncava y H un conjunto convexo que posee al origen, en-
tonces para todo x1, x2 ∈ R y t ∈ [0, 1] se tiene que

−(tx2
2 + (1− t)x2

1) ≤ −
(

x1x2

tx1 + (1− t)x2

)2

.

Por la proposición (2.2.6) tenemos que

−(tx2
2 + (1− t)x2

1)H ⊆ −
(

x1x2

tx1 + (1− t)x2

)2

H = F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
.

Usando la convexidad del conjunto H tenemos que

−(tx2
2 + (1− t)x2

1)H = −tx2H − (1− t)x1H = tF (x2) + (1− t)F (x1).

Por tanto

tF (x2) + (1− t)F (x1) ⊆ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
aśı, F es una función conjunto valuada armónicamente convexa.

Ejemplo 3.0.10. Si G : I → 2Y es armónicamente convexa, entonces
F (x) = G(x)− cx2H, x ∈ I, es armónica fuertemente convexa módulo c.

3.1. Operaciones con funciones conjunto va-

luadas armónicamente convexas

En esta sección, demostraremos que las funciones conjunto valuadas armóni-
camente convexas son estables bajo la suma, el producto por un escalar y el
producto entre funciones.

Proposición 3.1.1. Sean X,Y cuerpos sobre R y F,G : X→ 2Y funciones
conjunto valuadas armónicamente convexas. Entonces

1. F +G es una función conjunto valuada armónicamente convexa.
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2. λF con λ ∈ R es una función conjunto valuada armónicamente conve-
xa.

3. Si para cada par de puntos x1, x2 ∈ X, se tiene F (x1)
⋂
F (x2) 6= ∅ o

G(x1)
⋂
G(x2) 6= ∅ entonces F ·G(x) es una función conjunto valuada

armónicamente convexa.

Demostración: 1. Sean x1, x2 ∈ X y t ∈ [0, 1]. Dado que F y G son
función conjunto valuada armónicamente convexa se tiene que

F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
⊇ tF (x2) + (1− t)F (x1)

y

G

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
⊇ tG(x2) + (1− t)G(x1)

además tomando en cuenta que si A,B,D,E son conjuntos tales que
A ⊆ B y D ⊆ E entonces A+D ⊆ B + E, obtenemos el resultado deseado

F +G

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
= F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
+G

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
⊇ [tF (x2) + (1− t)F (x1)] + [tG(x2) + (1− t)G(x1)]

= t(F +G)(x2) + (1− t)(F +G)(x1).

�

2. Sean λ ∈ R y X1, x2 ∈ X, entonces:

λ · F
(

x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
⊇ λ · (tF (x2) + (1− t)F (x1))

= t(λF (x2)) + (1− t)(λF (x1))

Para λ = 0 se cumple la igualdad.

�

3. Antes de probar que F ·G es una función conjunto valuada armónica-
mente convexa veamos que si x1, x2 ∈ X, entonces

F (x1)G(x2) + F (x2)G(x1) ⊆ F (x1)G(x1) + F (x2)G(x2).
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Supongamos sin pérdida de generalidad que F (x1)
⋂
F (x2) 6= ∅. Tenemos

que

{0} ⊆ [F (x1)− F (x2)],

donde 0 es el elemento neutro de Y con respecto a la suma. Aśı

{0} ⊆ [F (x1)− F (x2)][G(x1)−G(x2)]

Luego, como en Y vale la propiedad distributiva respecto a la adición, la
expresión anterior es equivalente a

{0} ⊆ F (x1)G(x1)− F (x1)G(x2)− F (x2)G(x1) + F (x2)G(x2)

de modo que, sumando F (x1G(x2)) y F (x2)G(x1), queda

F (x1)G(x2) + F (x2)G(x1) ⊆ F (x1)G(x1) + F (x2)G(x2) (3.6)

Ahora bien, teniendo en cuenta este resultado demostraremos que F · G
es una función conjunto valuada armónicamente convexa. Para t ∈ [0, 1] y
x1, x2 ∈ X se tiene lo siguiente

( F ·G)

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
= F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
·G
(

x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
,

⊃ [tF (x2) + (1− t)F (x1)][tG(x2) + (1− t)G(x1)],

= t2F (x2)G(x2) + t(1− t)F (x2)G(x1) + t(1− t)F (x1)G(x2) + (1− t)2F (x1)G(x1),

= t2F (x2)G(x2) + t(1− t)[F (x2)G(x1) + F (x1)G(x2)] + (1− t)2F (x1)G(x1),

⊃ t2F (x2)G(x2) + t(1− t)[F (x2)G(x2) + F (x1)G(x1)] + (1− t)2F (x1)G(x1),

= [tF (x2)G(x2) + (1− t)F (x1)G(x1)][t+ (1− t)],
= tF (x2)G(x2) + (1− t)F (x1)G(x1),

= t(F ·G)(x2) + (1− t)(F ·G)(x1).

�
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3.2. Desigualdad Hermite-Hadamard

En la sección (2.3) del caṕıtulo 2 se demostró que

Teorema 3.2.1. [23] Sea F : D → cl(Y ) una función conjunto valuada
fuertemente convexas módulo c. Entonces si B es la bola unitaria en Y

1

b− a

∫ b

a

F (x)dx+
c

12
(b− a)2B̄ ⊂ F

(
a+ b

2

)
y

F (a) + F (b)

2
+
c

6
(b− a)2B̄ ⊂ 1

b− a

∫ b

a

F (x)dx,

para todo a, b ∈ D tales que a < b

Nótese que para c = 0 el teorema provee una desigualdad del tipo Hermite-
Hadamard para funciones conjunto valuadas convexas.

Teorema 3.2.2. Sea F : D → cl(Y ) una función conjunto valuada convexa,
entonces

1

b− a

∫ b

a

F (x)dx ⊂ F

(
a+ b

2

)
(3.7)

y
F (a) + F (b)

2
⊂ 1

b− a

∫ b

a

F (x)dx, (3.8)

para todo a, b ∈ D tales que a < b

En esta sección probaremos una desigualdad del tipo Hermite-Hadamard
para multifunciones armónicamente convexas.

Para funciones a valores reales armónicamente convexas, la versión de la
desigualdad de Hermite-Hadamard es la siguiente

Teorema 3.2.3. [9] Sean f : I ⊂ R\{0} → R una función armónicamente
convexa y a, b ∈ I con a < b. Si f es integrable en [0, 1] se tiene que

f

(
2ab

a+ b

)
≤ ab

b− a

∫ b

a

f(x)

x2
dx ≤ f(a) + f(b)

2
.
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Extendemos la desigualdad Hermite-Hadamard para funciones conjunto
valuadas armónicamente convexas como sigue:

Teorema 3.2.4. Sean X,Y cuerpos y D ∈ X un subcuerpo, si F : D ⊂ X→
cl(Y) es una función conjunto valuada armónicamente convexa, entonces

ab

b− a

∫ b

a

F (x)

x2
dx ⊂ F

(
2ab

a+ b

)
(3.9)

y
F (a) + F (b)

2
⊂ ab

b− a

∫ b

a

F (x)

x2
dx, (3.10)

para todo a, b ∈ D tales que a < b

Demostración: Si en (3.7) consideramos una función conjunto valuada
convexa G(t) = F

(
1
t

)
definida en

[
1
b
, 1
a

]
, entonces

1
1
a
− 1

b

∫ 1
a

1
b

F

(
1

t

)
dt ⊂ F

(
1

1
b
+ 1

a

2

)
Aśı,

ab

b− a

∫ 1
a

1
b

F

(
1

t

)
dt ⊂ F

(
2ab

a+ b

)
.

la prueba de este teorema se reduce a demostrar que∫ 1
a

1
b

F

(
1

t

)
dt =

∫ b

a

F (x)

x2
dx.

Notemos que en virtud a la definición (2.2.2) se tiene que∫
T′
F

(
1

t

)
dt =

{∫
T′
f

(
1

t

)
dt : f ∈ F

}
.

Donde para cada función punto valuada f
(

1
t

)
con t ∈ T′ =

[
1
b
, 1
a

]
se tiene

que ∫
T′
f

(
1

t

)
dt =

∫ 1
a

1
b

f

(
1

t

)
dt,
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Luego, para x = 1
t
, tenemos que∫ 1

a

1
b

f

(
1

t

)
dt =

∫ b

a

f(x)

x2
dx.

Entonces,{∫ b

a

f(x)

x2
dx : f(x) ∈ F (x) ∧ x ∈ [a, b]

}
=

∫ b

a

F (x)

x2
dx.

Aśı, tenemos que

ab

b− a

∫ b

a

F (x)

x2
dx ⊂ F

(
2ab

a+ b

)
.

Para probar (3.10) razonamos de manera análoga y obtenemos que

F
(

1
1
b

)
+ F

(
1
1
a

)
2

⊂ ab

b− a
s

∫ b

a

F (x)

x2
dx.

Por tanto

F (b) + F (a)

2
⊂ ab

b− a

∫ b

a

F (x)

x2
dx.

�

3.3. Desigualdad de Fejér

En esta sección, introduciremos una generalización de la desigualdad del
tipo Hermite-Hadamard para funciones conjuntoo valuadas armónicamente
convexas. En [9] estudian la desigualdad de Fejér para funciones armónica-
mente convexas, en este trabajo extenderemos el trabajo de Chen y Wu para
funciones reales armónica a funciones conjunto valuadas.

Teorema 3.3.1. Sean F : I ⊂ R\{0} → 2R una función conjunto valuada
armónicamente convexa y a, b ∈ I con a < b. Si F es Aumann integrable
sobre [a, b] ⊂ I entonces
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F (a) + F (b)

2

∫ b

a

P (x)

x2
dx ⊆

∫ b

a

F (x)P (x)

x2
dx ⊆ F

(
2ab

a+ b

)∫ b

a

P (x)

x2
dx.

(3.11)
donde P : [a, b] → 2R, P (x) = {p(x) es no negativa e integrable, p(x) ∈

P (x)} y sastiface lo siguiente

P

(
ab

x

)
= P

(
ab

a+ b− x

)
. (3.12)

Demostración: Sea F : [a, b]→ 2R una función conjunto valuada armóni-
camente convexa, entonces para todo x, y ∈ [a, b] se tiene lo siguiente

tF (y) + (1− t)F (x) ⊆ F

(
xy

tx+ (1− t)y

)
para t = 1

2
obtenemos la siguiente inclusión

F (y) + F (x)

2
⊆ F

(
2xy

x+ y

)
consideramos ahora x = ab/(tb+ (1− t)a) y y = ab/(ta+ (1− t)b), aśı

F (y) + F (x)

2
=
F
(

ab
ta+(1−t)b

)
+ F

(
ab

tb+(1−t)a

)
2

.

Como F es una funcion conjunto valuada armónicamente convexas se
tiene que

F (a) + F (b)

2
=

(tF (b) + (1− t)F (a)) + (tF (a) + (1− t)F (b))

2

⊆
F
(

ab
ta+(1−t)b

)
+ F

(
ab

tb+(1−t)a

)
2

Por otro lado, tenemos que para todo t ∈ [0, 1]

F
(

ab
ta+(1−t)b

)
+ F

(
ab

tb+(1−t)a

)
2

⊆ F

(
2ab

a+ b

)
(3.13)
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la inclusión (3.13) cumple la igualdad para t = 1
2
. Por tanto

F (a) + F (b)

2
⊆
F
(

ab
ta+(1−t)b

)
+ F

(
ab

tb+(1−t)a

)
2

⊆ F

(
2ab

a+ b

)
.

Entonces, dado P : [a, b] → 2R una función conjunto valuada tal que
P (x) = {p(x) es no negativa e integrable, p(x) ∈ P (x)} y además cumple la
condición (3.12), se tiene que

P

(
ab

tb+ (1− t)a

)
= P

(
ab

a+ b− (tb+ (1− t)a)

)
= P

(
ab

ta+ (1− t)b

)
.

Por lo que

F (a) + F (b)

2
P

(
ab

tb+ (1− t)a

)

⊆
F
(

ab
tb+(1−t)a

)
P
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ F

(
ab

at+(1−t)b

)
P
(

ab
at+(1−t)b

)
2

⊆ F

(
2ab

a+ b

)
P

(
ab

tb+ (1− t)a

)
.

Integrando en ambos lados de la inclusión con respecto a t sobre [0, 1]
tenemos que

F (a) + F (b)

2

∫ 1

0

P

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt

⊆
∫ 1

0

F
(

ab
tb+(1−t)a

)
P
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ F

(
ab

at+(1−t)b

)
P
(

ab
at+(1−t)b

)
2

 dt
⊆ F

(
2ab

a+ b

)∫ 1

0

P

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt. (3.14)
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Notemos que por la definición de Aumann, tenemos que

∫ 1

0

P

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt =

{∫ 1

0

p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt, p(x) ∈ P (x)

}
operando sobre cada integral (los detalles de estas integrales se encuentran

en la sección (1.2.5) del caṕıtulo 1) se tiene que∫ 1

0

p

(
ab

tb+ (1− t)a

)
dt =

ab

a− b

∫ b

a

p(x)

x2
dx;

aśı,

{
ab

a− b

∫ b

a

p(x)

x2
dx, p(x) ∈ P (x) ∧ x ∈ [a, b]

}
=

ab

a− b

∫ b

a

P (x)

x2
dx. (3.15)

Razonando de manera análoga obtenemos la siguiente igualdad

∫ 1

0

F
(

ab
tb+(1−t)a

)
P
(

ab
tb+(1−t)a

)
+ F

(
ab

at+(1−t)b

)
P
(

ab
at+(1−t)b

)
2

 dt
=

ab

a− b

∫ b

a

F (x)P (x)

x2
dx. (3.16)

Luego, sustituyendo (3.15) y (3.16) en (3.14) y multiplicando ab
a−b a ambos

lados de la inclusión, obtenemos el resultado deseado.

F (a) + F (b)

2

∫ b

a

P (x)

x2
dx ⊆

∫ b

a

F (x)P (x)

x2
dx ⊆ F

(
2ab

a+ b

)∫ b

a

P (x)

x2
dx.

�

3.4. Teorema tipo Bernstein-Doetsch

En esta sección probaremos un teorema tipo Bernstein-Doetsch para fun-
ciones conjunto valuadas armónicamente convexas. Para ello presentamos un
lema que generaliza la definición de armónica midconvexidad, las demostra-
ciones del lema y el teorema que veremos están hechas basadas en las ideas
de Leiva, Merentes, Nikodem, Sanchez que aparecen en [16].
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Lema 3.4.1. Si F : D → n(Y ) es armónica fuertemente midconvexa módulo
c entonces

k

2n
F (x2) +

(
1− k

2n

)
F (x1) + c

k

2n

(
1− k

2n

)∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B

⊂ F

(
x1x2

k
2n
x1 + (1− k

2n
)x2

)
. (3.17)

para todo x1, x2 ∈ D y todo k, n ∈ N tal que k < 2n.

Demostración: Procederemos a demostrar este lema por el Principio de
Inducción Matemática sobre n.

• Para n = 1, tenemos que k = 1 < 2 y aśı la inclusión

F (x2) + F (x1)

2
+
c

4

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B ⊂ F

(
2x1x2

x1 + x2

)
coincide con la definión de armónica midconvexidad módulo c.

• Supongamos ahora que se cumple para algún n ∈ N tal que k < 2n,
deseamos ver que se cumpla para n+1. Notemos que k < 2n entonces k

2n+1 <
1
2

por tanto
(
1− k

2n+1

)
< 1

2
.

De esta manera sustituyendo t = k
2n+1 en la definición de función armóni-

camente midconvexa módulo c, obtenemos lo siguiente
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• k

2n+1
F (x2) +

(
1− k

2n+1

)
F (x1) + c

k

2n+1

(
1− k

2n+1

)∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

=
k

2n+1
F (x2) +

(
1

2
+

1

2
− k

2n+1

)
F (x1) + c

k

2n+1

(
(2n)2 − 2n−1k

(2n)2

)∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

=
k

2n+1
F (x2) +

1

2

(
1− k

2n

)
F (x1) +

1

2
F (x1)

+ c
k

2n+1

(
2

2

(
(2n)n + (2n−1 − 2n)k

(2n)2

))∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

=
k

2n+1
F (x2) +

1

2

(
1− k

2n

)
F (x1) +

1

2
F (x1)

+ c
k

2n+1

(
k

2n+1
+

(
1− k

2n

))∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

=
1

2

[
k

2n
F (x2) +

(
1− k

2n

)
F (x1) + c

k

2n

(
1− k

2n

)∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

]

+
1

2
F (x1) +

c

4

(
k

2n

)2 ∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

⊂ 1

2

[
k

2n
F (x2) +

(
1− k

2n

)
F (x1) + c

k

2n

(
1− k

2n

)∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B

]

+
1

2
F (x1) +

ck2

4(22n)

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B.

Nótese que

ck2

4(22n)

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

=
c

4

∥∥∥∥∥∥∥∥
x1 − x1x2

k
2n
x1+(1− k

2n )x2

x1

(
x1x2

k
2n
x1+(1− k

2n )x2

)
∥∥∥∥∥∥∥∥

2

,

Entonces

1

2

[
k

2n
F (x2) +

(
1− k

2n

)
F (x1) + c

k

2n

(
1− k

2n

)∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B

]
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+
1

2
F (x1) +

ck2

4(22n)

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B

⊂ 1

2
F

(
x1x2

k
2n
x1 +

(
1− k

2n

)
x2

)
+

1

2
F (x1) +

c

4

∥∥∥∥∥∥∥∥
x1 − x1x2

k
2n
x1+(1− k

2n )x2

x1

(
x1x2

k
2n
x1+(1− k

2n )x2

)
∥∥∥∥∥∥∥∥

2

B

⊂ F

 x1

(
2x1x2
x1+x2

)
k

2n
x1 +

(
1− k

2n

) (
2x1x2
x1+x2

)


= F

(
x1x2

k
2n
x1 +

(
1− k

2n

)
x2

)
�

El siguiente teorema proporciona condiciones que asegura la armónica
fuerte convexidad de una función conjunto valuada.

Teorema 3.4.2. Sea D un conjunto convexo. Si F : D → bcl(Y ) es una
función conjunto valuada fuertemente armónicamente midconvexa módulo c
y semicontinua superiormente sobre D, entonces F es armónica fuertemente
convexa módulo c.

Demostración: El esbozo preliminar de esta demostración coincide con
lo hecho para multifunciones fuertemente convexas módulo c.
Sean x1, x2 ∈ D y t ∈ (0, 1). Por la densidad de los números diádicos en
[0, 1], podemos tomar una sucesión de números diadicos {qn} ⊂ (0, 1) tal que
qn → t.
Fijando ε > 0, existe n1 ∈ N tal que si n ≥ n1 entonces ‖qn − t‖ < ε.

Sea A ⊂ Y un subconjunto acotado, entonces por el Lema 2.3.10 se tiene
que la multifunción F : s ∈ R → sA es continua, aśı para todo F (x) ⊂ A
con x ∈ D se tiene que

tF (x2) ⊂ qnF (x2) +
ε

4
B̄,

(1− t)F (x1) ⊂ (1− qn)F (x1) +
ε

4
B̄ (3.18)
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y

ct(1− t)‖x1 − x2‖2B̄ ⊂ cqn(1− qn)

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄ +
ε

4
B̄ (3.19)

para todo n ≥ n1. Por otra parte, dada la semicontinuidad superior de F en
el punto x1x2

tx1+(1−t)x2 , obtenemos que

F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
⊂ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
+
ε

4
B̄

como qn → t, existe n2 ∈ N tal que si n ≥ n2 entonces

F

(
x1x2

qnx1 + (1− qn)x2

)
⊂ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
+
ε

4
B̄ (3.20)

para todo n ≥ n2. Por tanto, usando (3.18), (3.19), (3.20) y el Lema
(3.4.1), obtenemos lo siguiente

tF (x2) + (1− t)F (x1) + ct(1− t)
∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

⊂ qnF (x2) + (1− qn)F (x1) + cqn(1− qn)

∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B +
3

4
εB̄

⊂ F

(
x1x2

qnx1 + (1− qn)x2

)
+

3

4
εB̄

⊂ F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
+ εB̄,

para todo n ≥ máx{n1, n2}.

Dado que estas inclusiones se satisfacen para todo ε > 0, tenemos que

tF (x2) + (1− t)F (x1) + ct(1− t)
∥∥∥∥x1 − x2

x1x2

∥∥∥∥2

B̄

⊂
⋂
ε>0

(
F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
+ εB̄

)

= F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
,



79

Luego, por la condición (2) de la proposición 1 en [31] se tiene que

F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
= F

(
x1x2

tx1 + (1− t)x2

)
Aśı mostramos que F es armónica fuertemente convexa módulo c.

�

Motivado por este teorema al igual que la sección (2.3.3) obtenemos un
colorario que constituye un resultado del tipo Bernstein-Doetsch extendidas
a las funciones conjunto valuadas armónicamente convexas.

Teorema 3.4.3. Si F : D → bcl(Y ) es una función conjunto valuada fuerte-
mente armónicamente midconvexa módulo c y acotada sobre un subconjunto
D con interior no vaćıo, entonces F es continuo y armónica fuertemente
convexa módulo c.

La demostración de este corolario es análoga a la demostración del coro-
lario de la sección (2.3.3).
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Conclusiones

Siguiendo el esquema de estudio que motivó a la definición de multi-
funciones convexas, extendimos el concepto de funciones reales armónica-
mente convexas para multifunciones y definimos funciones conjunto valuadas
armónicamente convexas, armónicamente midconvexas, armónica fuertemen-
te convexa módulo c y armónica fuertemente midconvexa módulo c. Este tipo
de funciones son estables bajo operaciones aritméticas y satisfacen desigual-
dades del tipo Hermite-Hadamard, tipo Féjer y demostramos que en efecto
una función conjunto valuada armónicamente convexa cumple con las condi-
ciones del teorema tipo Bernstein-Doetsch.

A nuestro juicio esta investigación amplia el estudio de la convexidad y
deja abiertas preguntas que pueden ser abordadas en futuros trabajos, en-
tre los problemas por resolver estan: definir la contraparte cóncava de las
definiciones que introdujimos, extender para funciones conjunto valuadas la
idea expuesta en la proposición (1.2.8) para relacionar las funciones conjunto
valuadas convexas con las armónicamente convexas, extender los resultados
obtenidos en [17] para funciones conjunto valuadas armónicamente cóncavas,
obtener un resultado tipo Kuhn para multifunciones armónicamente conve-
xas, estudiar el teorema de Sierpiński para multifunciones armónicamente
convexas y extender la noción de k-convexidad para multifunciones armóni-
camente convexas.
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[20] D. X. Narváez, G. Restrepo. Funciones Multivaluadas. Facultad de Cien-
cias Naturales y Exactas Universidad del Valle. Revista de Ciencias,
septiembre 20, (2011).

[21] C. Niculescu, L. Persson. Old and new on the Hermite-Hadamard inequa-
lity. Real Analysis Exchange, vol. 29(2), 663-685 (2003/2004).



83

[22] K. Nikodem. A characterization of midconvex set-valued functions. Acta
Universitatis Carolinae-Mathematica ET Physica, (1989).

[23] N. Nikodem, J. Sanchez, L. Sanchez. Jensen and Hermite-Hadamard
inequalities for strongly convex set-valued maps. Mathematica Aeterna,
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