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RESUMEN iii

Resumen

El siglo XIX trajo de la mano una notable evolucién en la teoria de integracion. La definicién
de Riemann de la integral definida di6 origen a un importante nimero de estudios en analisis.
Uno de los resultados mas sobresalientes en este contexto es atribuido al matematico Cesare
Arzela (1885) al hacer referencia al teorema de convergencia acotada también conocido como
teorema de Arzela, el cual marcé el inicio de un mejor entendimiento de las propiedades de

continuidad de la integral de Riemann como una funcién de su integrando.

Las primeras demostraciones del teorema de convergencia acotada ofrecidas por Arzela y
Hausdorff fueron largas y complicadas. Dada la importancia de este resultado otros matematicos
han abordado dicho teorema demostrandolo con técnicas que varian desde teoria de conjuntos
hasta analisis funcional. El presente escrito pretende hacer una breve revisién del teorema de
Arzela, teniendo como objeto central el estudio de varias publicaciones que ofrecen pruebas
del teorema en un contexto de integraciéon Riemann haciendo uso exclusivo de herramientas
elementales de andlisis matematico. Asi mismo, indagaremos el contexto histérico que lo
hace un resultado importante y finalmente se vincula dichas demostraciones en un contexto

de teoria de la medida.

Palabras Clave:

Sucesién de funciones, sucesion uniformemente acotada, convergencia puntual, convergencia

uniforme, integral de Riemann, integral de Lebesgue, medida.
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Introducciéon

Motivaciéon

El Teorema de convergencia acotada, demostrado en el ano 1885 por el matematico Cesare

Arzela establece lo siguiente:

Teorema (Cesare Arzela, [1], ver también pégina 22).

Sean a,b € R tales que a < by sea { f,}22, una sucesion de funciones integrables Riemann
en [a,b], que converge puntualmente a una funcion f : [a,b] — R, que también es integrable
Riemann.

Si existe C € R tal que |f,(z)| < C para todo x € [a,b] y para todo n € N, entonces

[ 1= [ .

Como la integral de Lebesgue extiende a la integral de Riemann, este resultado es una
consecuencia inmediata del teorema de convergencia dominada de Lebesgue. Sin embargo
este hecho no le ha restado interés al resultado de C. Arzela y se ha escrito y se sigue escri-
biendo abundante literatura alrededor del mismo. Por citar un ejemplo muy significativo en
el afio 1917, el destacado mateméatico F. Riesz en su trabajo “Uber integrationen unendliche
folgen” (Acerca de la integracién de secuencias infinitas, [10]) dio una nueva demostracién
de este resultado. Es importante destacar que para ese momento ya se conocia el teorema de
convergencia dominada de Lebesgue, ya que esta teoria de integracién fue desarrollada entre
los anos 1902 y 1904. Como ejemplos recientes de trabajos alrededor de nuevas demostra-
ciones de este teorema se pueden citar los trabajos de J. Lewin [6], W. Luxemburg [7], W.
Eberlein [2], R. Gordon [3] y E. Scheinerman and N. de Silva [12]. El lector interesado puede
encontrar mas referencias histéricas en el trabajo ya citado de W. Luxemburg.

Entre las razones que motivan el que se mantenga el interés alrededor del teorema de

convergencia acotada de Arzela destacan:
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(1) A pesar de tener un planteamiento sumamente sencillo, la demostracién original
dada por C. Arzela resulto ser tediosa, muy complicada y con algunas “lagunas”
(gaps) segtn se senala en [3].

(2) Otras demostraciones que se dieron posteriormente a la original también resultaron
complicadas y tediosas.

(3) Llama mucho la atencién que sea tan facil de demostrar en el contexto de la teoria

de la medida y tan complicado en el contexto de la integral de Riemann.

Por esto muchos autores han dedicado tiempo y energia a proponer demostraciones sen-
cillas, comprensibles y elementales del resultado de Arzela.
La intencion fundamental de este trabajo es exponer en detalle la demostracion del teo-

rema de convergencia acotada de Arzela dada por J. Lewin en su trabajo [6].

Algunos antecedentes historicos

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) fue un matematico Alemén que realizo
diversas e importantes contribuciones al analisis y la geometria diferencial.

La primera definicion formal y rigurosa de integral se le debe a B. Riemann y fue dada
en su trabajo “Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe”,
Habilitationsschrift 1854, (Sobre la posibilidad de representacién de una funcién por una
serie trigonométrica,1854 disertacién de habilitacién). Este trabajo fue presentado por B.
Riemann a la Universidad de Gotinga en 1854 como su “Habilitationsschrift” (disertacién
de habilitacién, trabajo para convertirse en instructor), ver [9, pagina 101 a 103].

Antes del trabajo de B. Riemann y atin a principios del siglo XIX la integral se consideraba
simplemente como una operacién inversa a la derivaciéon, relacionada con el problema del
calculo del area bajo una curva

Para plantear su definicién de integral de una funcién f sobre el intervalo [a,b], B.
Riemann empezo6 por dividir dicho intervalo en subintervalos mas pequenos, para ir aprox-
imandose al area limitada por grafico de f y el eje de abscisas.

El trabajo de B. Riemann se desarrolla en medio de un momento en que se plantean diver-
sos problemas interesantes del calculo infinitesimal, entre ellos el problema de la integracién

de series término a término.
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El problema de la integracién término a término, lo plante6 W. Osgood en su trabajo [8]
del ano 1896 de la siguiente manera:
Supongamos que

fl@)=w(z)+us(z)+--, a<az<b

donde f(z), u;(x) funciones continuas de z sobre [a, b].

Sea

entonces s,(x) también es continua.
La pregunta que hace W. Osgood es la siguiente: ; Bajo que condiciones se puede asegurar

que

b b
/ f(z)dr = lim Sp(x) d ?

n—oo a

es decir, jcuando se puede asegurar que se cumple

/b (h’m sn(:c)> dxr = lim bsn(:v) dx ?
a =00 n—00 a

Es muy clara la importancia que puede tener el poder realizar estos cambios de limites en
todo lo que se refiere a la representacion de una funcién en series de funciones méas simples,
en particular el problema es sumamente relevante en el andlisis de Fourier.

Los matematicos W. Osgood (1864-1943) y C. Arzela (1847-1912) obtuvieron resultados
en esta direcciéon. W. Osgood trabajé mucho con convergencia uniforme y C. Arzela obtuvo
su resultado de convergencia, que es uno de los més generales conocidos para la integral de
Riemann. Tal como ya se indico, en general sus demostraciones resultaron largas y bastante

complicadas.

Organizacién del trabajo

Este Trabajo Especial de Grado esta organizado de la siguiente manera:

El Capitulo 1 esta dedicado a exponer algunos resultados basicos de topologia de la recta
y de convergencia de funciones que seran necesarios en el trabajo.

En el Capitulo 2 se expone, con bastante detalle, la construccién de la integral de Rie-
mann. Esta construccién rigurosa da la base para poder desarrollar el siguiente capitulo.
Ademas se dan algunos resultados referentes a cambio de limite con integral y se desarrollan

algunos ejemplos que muestran que no siempre es posible intercambiar limite e integral.
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En el Capitulo 3 se expone en detalle la demostracién del Teorema de convergencia acota-
da dada por J. Lewin y se da la idea de otras dos demostraciones dadas por E. Scheinerman
y Nadish de Silva y por W. Eberlein. Se debe destacar que W. Eberlein solamente considera
el caso de funciones continuas.

Finalmente el Capitulo 4 estd dedicado a ver como la teoria de la medida de Lebesgue
contiene resultados que, aparte de simplificar el teorema de Arzela, simplifican la prueba
de algunos de los resultados auxiliares que aparecen en los trabajos de J. Lewin y de E.

Scheinerman y Nadish de Silva.



Capitulo 1

Prerrequisitos de topologia de la recta y de convergencia de

funciones

Este capitulo esta dedicado a exponer algunos resultados y definiciones bésicas que seran

necesarias para el desarrollo del trabajo.

1. Topologia de la recta

Definicién 1.1. Sea {4, }5°, una sucesion de conjuntos:

(1) Decimos que {4, }5°, es una sucesion creciente si se tiene que A, C A, para todo
n € IN.
(2) Decimos que {A,}°°, es una sucesion decreciente si se tiene que A, ;1 C A, para

todo n € IN.

Teorema 1.2. Sea {C,,}5°, una sucesion decreciente de subconjuntos de R cerrados y no

vactos. Si Cy es acotado entonces (), C,, no es vacia.

DEMOSTRACION. Para cada n € N, sea x,, un elemento de C,,.

Como C,, C C} para todo n € Ny C es acotado, se tiene que la sucesién {z,}°, es
acotada. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass la sucesiéon {x,}2°, posee una subsucesion
convergente {z,, }72 .

Sea z, = limy_o0 Ty, -

Sea p € N. Como la sucesién {C,}22, es decreciente y z,, € C,, se tiene que z,, € C,
si ng > p. Por ser C), cerrado se tiene que z, € C,,.

Por lo tanto

o
T, € ﬂ C,.
n=1

O

Observaciéon 1.3. Considerando C,, = [n, +00) se observa que la hipétesis de acotacién en

el teorema anterior es indispensable.
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Teorema 1.4. Todo conjunto abierto A C R se puede escribir de forma tunica como union

contable de intervalos abiertos disjuntos.

DEMOSTRACION. Para cada x € A, sea F, = {(a,b) : = € (a,b) y (a,b) C A} y sea

@:UL

I€F,
Entonces se tiene lo siguiente:

(1) z € I, porque x pertenece a todo elemento de F,.
(2) I, es un subconjunto abierto de A, ya que I, es unién de conjuntos abiertos con-
tenidos en A.

(3) I, es un intervalo, por ser unién de intervalos con un punto comin que es z.

Ademas si z,y € A se tiene que
IL.=1, 6 IL,NI,=0.

Para probar esto ultimo supongamos que I, N I, # (), entonces I, U I, es un intervalo
abierto al cual pertenece x y que estd contenido en A, luego I, U I, € F, y por lo tanto
I,JUl, ClI,.

De aqui se deduce que I, C I, y, por simetria, se tiene que I, C I, es decir
I, =1,

Por lo tanto
A=JL
zeA
y la unién es disjunta.
Para ver que la unién es contable, basta notar que a cada I, se le puede asociar un niimero
racional r, tal que r € I,. De esta manera se obtiene una funcién inyectiva del conjunto de
los intervalos I, © € A al conjunto de los racionales y por lo tanto el conjunto formado por

los intervalos I, tiene que ser numerable o finito. 0

Observaciéon 1.5. En la demostracion anterior el conjunto I, es la componente conexa de

A a la que pertenece el punto x.
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2. Convergencia de funciones

Definicién 1.6. Sea {z,} una sucesién de numeros reales. La sucesién {z,} converge a
x € R si: Para cada ¢ > 0 existe N € N tal que si n > N entonces |z, — 2| < . Como es

usual, esto se denota de la siguiente manera

lim z, = z.
n—o0

Sea {f,} una sucesién de funciones a valores reales definidas sobre un conjunto A, y sea
f una funcién a valores reales, también definida sobre A.

Entonces a cada z € A le corresponde una sucesiéon de nimeros reales {f,(z)}.

Definicién 1.7. Se dice que la sucesiéon {f,} converge puntualmente a la funcién f en A, si

para cada x € A se tiene que

f(x) = lim f,(z).

n—o0

Definicién 1.8. Se dice que la sucesion {f,} converge uniformemente a la funcién f en A,

si para cada € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces

|fu(z) — f(x)] <& paratodo z € A.

Se tiene que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, es decir la condi-
cién de convergencia uniforme es mas fuerte que la de convergencia puntual.
Ademas el limite uniforme de funciones continuas es una funcién continua. Para el limite

puntual esto no es necesariamente cierto.



Capitulo 2

Desarrollo de la integral de Riemann

1. Definicion y resultados basicos

Definicién 2.1. Sean a,b € R, a < b. Una particion del intervalo [a,b] es una coleccién
finita de puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b.
Los puntos de una particién pueden ser numerados como tg,tq,...,t,, de forma tal que

el conjunto quede ordenado de la siguiente manera
a=t, <t1 < - <th,_1<t,=0b.

Al hablar de una particién siempre se supondra que estd ordenada de la forma anterior.

La norma de P se define por
|P|| = max{t, —t;_1: i=1,...,n}.

Sean Py P’ particiones del intervalo [a, b], decimos que P’ es un refinamiento de P si

PCP.

Definicién 2.2. Sean a,b € R, a < by f : [a,b] — R una funcién acotada. Sea

P ={to,t1,...,t,} una particién del intervalo [a,b]. Para 1 < i < n sean,
m; = mf{f(z):t; 1 <z <t}
M; =sup{f(x) : t; 1 <x <t}
La suma inferior de f correspondiente a P, se denotard por L(f, P) y se define por
L(f,P)= Xn:mi(ti —ti 1)
i=1

La suma superior de f correspondiente a P, se denotard por U(f, P) y se define por

U(f,P)= ZMi(ti —t; 1)
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Lema 2.3. Sea [ una funcion acotada definida en el intervalo [a,b]. Si P y @Q son dos

particiones del intervalo |a,b] tales que P C @ entonces
L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f, P).

DEMOSTRACION.

La desigualdad del medio es consecuencia de la definicién de suma superior e inferior.

Probaremos la desigualdad para sumas inferiores.

Consideremos primero el caso especial en que () contiene exactamente un punto mas que
P, es decir, existe k tal que

P = {t07t17 s 7tk—17tk7 s 7tn}) Q = {t07t17 s 7tk—17u7tk) s 7tn}7
donde
a=tly<thi <..<tltpi<u<tg<...<t,=0.

Sean
m; =mf{f(z): t;.y <z <t}, parai=1,...,n,
m' =f{f(x): t)_1 <z <u},
m” =mf{f(x): u<z <t}
Es claro que my, < m' y m; < m”. De donde
my(te — te1) = mp(u —tpeg +tp —u) <m'(u—tp_q) +m"(ty — u).

Por lo tanto

n

k-1
= Zmi(ti —tioq) + my(ty — te—1) + Z mi(t; —ti—1)
i=1 i=kt+1

n

k-1
S Z mz(t, — ti—l) + m'(u — tk:—l) + m"(tk — U) -+ Z ’I’I”Ll<tZ — ti—l)
i=1 1=k+1

= L(f,Q)

El caso general se obtiene facilmente a partir de éste.

La prueba de la desigualdad para sumas superiores es analoga.
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O
Teorema 2.4. Sea f una funcion acotada definida en el intervalo [a,b].
Si P y Q son particiones del intervalo [a,b], entonces
L(f,P) <U(f,Q).
DEMOSTRACION. Sea P’ una particién que contiene a Py a (). Por el Lema 2.3
L(f,P) < L(f,.P") <U(f, P') <U(f.Q).
[l

Definicién 2.5. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Se define la integral superior de f
como el infimo de las sumas superiores, y la integral inferior de f como el supremo de las

sumas inferiores y se denotaran por f: fy f: f respectivamente. En forma mas precisa:
b
/ f=mf{U(f, P) : P es una particién de [a, b]}
a

b
/ f =sup{L(f, P) : P es una particién de [a, b]}

Definicién 2.6. Una funcién acotada f definida sobre [a,b] es integrable Riemann sobre

la, b] si o
/ibfz/:f

Si f es integrable Riemann, el valor obtenido de la igualdad previa recibe el nombre de

integral de f sobre [a,b] y se denota por

/abf 6 /abf(t)dt.

Observacion 2.7. Salvo que se indique expresamente lo contrario,en este trabajo el simbolo
| se referird a la integral de Riemann. De igual forma usaremos la expresién integrable para
referirnos a la integrabilidad Riemann. Mas adelante, para evitar confusiones, al referirse

para la integral de Lebesgue se usard (L) [.
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Observaciéon 2.8. La integral que se esta desarrollando en estas notas lleva el nombre de
integral de Riemann. Es usual hablar de funcién integrable Riemann y de integral de Riemann
al referirse a los conceptos anteriores. La definicion anterior no es la que originalmente fue
dada por Riemann. Esta definicién fue dada posteriormente por G. Darboux y es equivalente
a la definicién original de Riemann.

La definiciéon que originalmente dio Riemann fue la siguiente:

Sea [a,b] C R un intervalo cerrado y acotado y sea f : [a,b] — R una funcién. Se dice
que f es integrable en [a,b] si existe A € R que satisface lo siguiente: para cada ¢ > 0 existe
d > 0 tal que si P = {tg,t1,...,t,} es una particién de [a,b], {c1,...,¢c,} € [a,b] son tales

que ¢; € [ti—1,t] v || P|| < 9, entonces

Z fla)ti—ti) —A| <e.

Se prueba que el nimero A que aparece en la definicién anterior existe es inico. Ademas
la existencia del nimero A implica que f es acotada. Como es natural, A es lo que Riemann
llamé la integral de f sobre [a, b].

Para mas detalles, incluyendo la demostracion de que las definiciones dadas por B. Rie-
mann y G. Darboux son equivalentes, ver el libro de D. Kurtz y C. Swartz [5], paginas 11 a

24.

Teorema 2.9. Sea f una funcion acotada definida en el intervalo [a,b]. Entonces f es

integrable sobre |a,b] si y solo si para cada € > 0 existe una particion P de |a,b] tal que
U(f,P)— L(f,P) < e.
DEMOSTRACION. Supongamos para cada € > 0 existe una particién P. tal que
U(f, P:) = L(f, F.) <e.

Como
inf{U(f, P) : P es una particién de [a,b]} < U(f, P.),
sup{L(f, P) : P es una particién de [a, b]} > L(f, P.)

se tiene que

0 < WH{U(f. P)} = sup{L(f, P)} < U(f P) = L P) <=
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De donde
0 < mf{U(f, P)} — sup{L(f, P)} < =
P
Como esto tultimo es vélido para todo € > 0, tiene que ser
inf{U (1. P)} = sup{L(1. P)}.

De donde sigue que f es integrable.

Reciprocamente, supongamos que [ es integrable. Entonces

@WU?H:%ﬂﬁfﬂz/f

Por lo tanto, dado £ > 0 existen particiones P’y P” del intervalo [a, b] tales que

b
U(f, P") < / f+e/2,

/ f—¢e/2<L(f,P).

Luego
b b
UG - P < [ fa5- [ red=e

Sea P una particién que contiene a P’ y a P”. Entonces
U(f,P)<U(f,P") v L(f.P)<L(fP).

De donde
U(f,P)—L(f,P) SU(f, P") = L(f, P') <e.
O

Del resultado anterior y usando el hecho de que toda funcién continua en un intervalo
cerrado y acotado es uniformemente continua, se prueba que toda funcién continua a trozos
en un intervalo cerrado y acotado es integrable.

Del resultado anterior también se puede deducir que toda funcién acotada que posee una
cantidad finita de discontinuidades es integrable en un intervalo cerrado y acotado, y el valor

de la integral no cambia si la funcién cambia de valores en una cantidad finita de puntos.
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Ejemplo 2.10. La funcién f : [0, 1] — R definida por

f2) = 1, sizel0,1]NQ,

0, otro caso,

es acotada. Sin embargo no es integrable, ya que cualquier suma superior tiene valor 1y

cualquier suma inferior tiene valor 0.
El siguiente resultado es valido y su demostracion es sencilla.

Proposicién 2.11. Sean f,g : [a,b] — R funciones integrables Riemann. Entonces,

1. Si o € R entonces af es integrable Riemann y fab af = Ozfabf.
2. f+ g es integrable Riemann y fabf +g= f;f + fabg

3.5 a < ¢ < b entonces [ es integrable Riemann en [a,c] y en [c,b], ademds
b c b
faf:faf+fcf'
4. i [ < g, entonces fff < f;g

Teorema 2.12. Sean f : [a,b] — R wuna funcion integrable. Entonces, |f| es integrable y

/abf s/ab\f!-

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que |f| es integrable Riemann.

ademas

Sea € > 0. Por ser f integrable existe una particién P. de [a, b] tal que
U(f,P.)— L(f,P.) <e.

Supongamos P. = {tg, -+ ,t,}.

Como es usual, sean M; y m; definidos por
M; =sup{f(z) : ;.1 <z <t} y m;=if{f(x) : t;.1 <z <t}
Adicionalmente, sean M/ y m! definidos por
M =sup{|f(z)| : tiii <x<t;} y m,=mf{|f(z) : ti.1 <z <t}
Usando que ||z| — |y|| < |z — y| para z,y € R, se obtiene que

M —m; < M;—m; parai=1,...,n.
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Por lo tanto

n

U(f1 B2) = US| Po) = (M = mi) (ki = tioa)

Luego |f] es integrable sobre [a, b].

Finalmente, como
—[fl < f<Ifl

Por la propiedad (4) de la Proposicién 2.11 se tiene que

—lﬂﬂs[%slﬂﬂ
[ﬂg[m

Corolario 2.13. Sea f : [a,b] = R una funcion integrable. Si f,, : [a,b] — R es una sucesion

Por lo tanto

O

de funciones integrables tales que lim, fab |fu — f| =0, entonces

b b
lm/hz/f

DEMOSTRACION. Basta notar que por el Teorema 2.12 se tiene que

u[ﬁ—[ﬂé[ﬁh—ﬂ

2. Funciones escalonadas

Definicién 2.14. Sean a,b € R, a < b. Se dice que una funcién s : [a,b] — R es una funcidn
escalonada si existe una particién del intervalo [a, b] tal que s toma valores constantes en el

interior de cada uno de los intervalos que origina la particion.
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Recordemos que si f : [a,b] — R es una funcién acotada, P = {to,t1,...,t,} es una

particién del intervalo [a,b] y para 1 < i < n se consideran

m; = mf{f(z): ;1 <z <t}
M; =sup{f(x) : t;_1 <x <t}
la suma inferior de f correspondiente a P es
L(f, P) = imi(ti —ti1)
i=1
y la suma superior de f correspondiente a P es
U(f,P) = iMl(tZ —ti 1)
i=1
Si se define s : [a,b] — R por
s(z) =m; six € [ti_1,t;), s(b)=0,
entonces s es una funcion escalonada y se tiene que

/abs:L(f,P).

Por lo tanto se tiene que

b b
/ f =sup {/ s : s es una funciéon escalonada y s < f} .
Ja_ a

De igual manera se obtiene que
b b
/ f = inf {/ s : s es una funcién escalonada y s > f} .
De la igualdad obtenida para la integral inferior sigue el siguiente resultado.

Lema 2.15. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Si existe r € R tal que fabs <1 para

toda funcion escalonada s tal que s < f entonces se tiene que

/abfér-
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3. Algunos resultados sobre cambio de limite con integral

Sea { f,} una sucesion de funciones reales que convergen puntualmente a f en un intervalo
cerrado y acotado [a, b] y supongamos que cada funcién f,, es integrable en [a, b].
Es natural plantearse las siguientes preguntas:
e ;Es la funcién limite f integrable en [a, b]?

e Si f es integrable en [a, b], jes la ecuacién

/ f= lim fn
n—oo
valida?

El siguiente ejemplo muestra que el limite puntual de una sucesion de funciones inte-

grables no necesariamente es integrable.

Ejemplo 2.16. Sea {r}?°; una numeraciéon del conjunto de los nimeros racionales del
intervalo [0, 1] y, para n € N, sea ¢, : [0,1] — R la funcién definida por
I, si ze{r,...,rm},

Spn(m) =
0, en otro caso.

La sucesién {p,} converge puntualmente a la funcién ¢ definida por

1, sizel0,1]NQ,
() =
0, otro caso,

que, tal como se vio en el Ejemplo 2.10 no es integrable.

El siguiente ejemplo muestra que, aunque el limite puntual de una sucesion de funciones

integrables { f,,} sea una funcién integrable, no necesariamente se cumple que

b b
/ lim f, = lim fn
a n—o0 n—oo
Ejemplo 2.17. Sea {c,} una sucesién de numeros reales y para cada entero positivo n

definamos 1, en [0, 1] por

cosen(nmrx), si 0<ax <L
Yn(x) = '

0, si x>41;

naa
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Representacién de la sucesién {¢,} asociada a ¢, = 1.

Esta sucesién converge puntualmente a cero en [0, 1] cualquiera que sea la sucesion {c, }

y la convergencia es uniforme si y sélo si {¢,} converge a cero

1 1
/ Uy = / cp sen(nmx)dz
0 0

™

o sen 6do

nm J

Ademas se tiene que

es valida si y solo si

lim — = 0.
n—oo N

En este caso puede ocurrir que la sucesién de integrales no tienda a 0, 6 que tienda a 0
aunque la sucesién de funciones no sea uniformemente acotada.
Es importante destacar que la sucesién {¢,} converge uniformemente a 0 en cualquier

intervalo de la forma [a, 1], 1 0 < a < 1.
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Una condiciéon més fuerte que la convergencia puntual, que es la convergencia uniforme,
resulta mas adecuada para obtener resultados de cambio de limite con integral en el contexto

de la integral de Riemann, tal como lo ilustra el siguiente teorema.

Teorema 2.18. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables definidas sobre [a,b]. Si {f.}

converge uniformemente a f en [a,b], entonces [ es integrable sobre |a,b] y ademds

[ =t [ 5

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0, por ser la convergencia uniforme, existe N, € IN tal que si
n > N, se tiene que

3

| fulz) = f(z)| < 20 —a)

para todo z € [a, b]

por lo tanto, si n > N,

folz) — ﬁ < f(z) < fulz) + ﬁ para todo z € [a, b]

Luego se tiene que

£<fn(x) _a>dx</f dx</f dx</(fn() ﬁ)dm

y, como las funciones f, + ﬁ son integrables en [a, b], las integrales superior e inferior

coinciden en cada caso, obteniéndose que

/ab <fn(x)—ﬁ)dx§/ibf(x)dx§/abf( )dx</ab (f”( )+ ﬁ»ﬁc

de donde,

ff(w)dx - L oyt < [ (1) + 55 Jaor— [ b (1) = = o
= /ab 2 i adx

=¢&.

Por lo tanto f es integrable Riemann en [a, b].
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Finalmente, como

‘ /ab folz)dx — /ab f(z)dx

se tiene que si n > N, entonces

‘ /ab fo(x)dx — /abf(a:)dx

b
< [ 1) - f@)ds

=‘17n@%¢@»m

b
< [ hte) - s@)ds
S/bbiadx

=£

y, por lo tanto
b b
n—oo a a
O

Observacion 2.19. La convergencia uniforme resulta ser una condicion suficiente para poder

intercambiar limite con integral. El Ejemplo 2.17 muestra que la condicién no es necesaria.
A partir del Teorema 2.9 se puede obtener sin mayores dificultades el siguiente resultado.

Proposicién 2.20. Sea f : [a,b] — R una funcion. Si f es acotada en [a,b] y es integrable

en cada subintervalo cerrado de (a,b), entonces f es integrable sobre |a, b.
Esta proposicién permite generalizar el Teorema 2.18 de la siguiente manera.

Teorema 2.21. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables que convergen puntualmente
a una funcion f en [a,b]. Si {f,} converge uniformemente en cada subintervalo cerrado de

(a,b), y {|fnl} es uniformemente acotada en [a,b], entonces f es integrable en [a,b] y

/ f= lim fn
n—oo
DEMOSTRACION. Sea M una cota superior para la sucesién {|f,|} en [a, b], entonces | f|
también estd acotada por M. Como la convergencia es uniforme en cada subintervalo cerrado

de (a,b), por el Teorema 2.18 f es integrable en cada subintervalo cerrado de (a,b), por lo

que de la Proposicién 2.20 sigue que f es integrable en [a, b].
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Sea ¢ > 0. Elijamos puntos ¢,d € (a,b) tales que c < d, c—a <e/2M y b—d < ¢/2M.

Como {f,} converge uniformemente a f en [c,d], por el teorema 3.1, existe N € IN tal que

< e paratodon >N

d
fn_
c

entonces,

[ ne Lo fonl | [ 1]

<2M(c—a)+e+2M(b—d)

o

< 3¢

para todo n > N, de donde sigue que

[ =t [ s

Del teorema anterior se deduce facilmente el siguiente resultado un poco més general.

Teorema 2.22. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables Riemann que converge pun-
tualmente a una funcion f en [a,b] y sea a = ¢y < ¢1 < -+ < ¢qg1 < ¢; = b una particion
de |a,b]. Si{f.} converge uniformemente a f en cada subintervalo cerrado de (c;_1,c;) para
1 <i<quy{|lfal} esta uniformemente acotada en |a,b] entonces f es integrable Riemann

en [a,b] y

/ £ = lim fn
n—oo
DEMOSTRACION. Las hipétesis del Teorema 2.21 se cumplen en cada uno de los intervalos

[ci—1, ¢, entonces f es integrable en [¢;_1,¢] y

/ f= lim fn , 1=1,...,¢q

n—oo

Luego, f al ser integrable en cada uno de los intervalos de la particién es integrable en [a, b]

y
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/b q /Ci
a 3=1 Y Ci—1
q ¢
=Y lim / fu
n—o00
=1 Ci—1
q ci
= lim ) / £
n— 00
i=1 v Ci-1
b

= lim fn
O

El Teorema 2.22 cubre muchas situaciones que podrian ocurrir en aplicaciones, pero la
convergencia de f,, a f puede ser mucho més complicada que los ejemplos presentados hasta
ahora. De hecho, es posible para sucesiones de funciones continuas converger puntualmente
a una funcion pero no converger uniformemente a dicha funcién en cualquier subintervalo.
Un ejemplo de esa naturaleza es presentado por W. Osgood [8], lo cual esclarece que pro-
bar un teorema de convergencia que incluya sucesiones cuya convergencia no es uniforme
requiere un enfoque diferente. La primera dificultad reside en el hecho de que en la ausencia
de convergencia uniforme la funcién limite puede no ser integrable. Consecuentemente, la

integrabilidad Riemann de la funcién limite debe volverse parte de la hipotesis.



Capitulo 3

Demostracion del teorema de Arzela

En este capitulo se desarrolla en detalle la demostracién del teorema de convergencia
acotada de C. Arzela que fue dada por J. Lewin en su trabajo [6]. Ademads se da un bosquejo
de la demostracién dada por E. Scheinerman and N. de Silva en su trabajo [12] y de la
demostracion, para el caso particular de funciones continuas, dada por W. Eberlein en su
trabajo [2].

Tal como se dijo en el capitulo anterior, salvo que se indique expresamente lo contrario,
el simbolo [ se referird a la integral de Riemann. De igual forma usaremos la expresion
integrable para referirnos a la integrabilidad Riemann.

El enunciado usual del teorema de convergencia acotada de C. Arzela es el siguiente.

Teorema 3.1 (Teorema de convergencia acotada de Arzela, 1885, [1]).
Sean a,b € R tales que a < b y sea {f,}5°, una sucesion de funciones integrables en
la,b], que converge puntualmente a una funcion f :[a,b] — R, que también es integrable.

Si existe C € R tal que |f,(z)| < C para todo x € [a,b] y para todo n € N, entonces

[ 1= [ s

En lo que se refiere a la demostracion del teorema de Arzela, es usual considerar una

version simplificada, que es equivalente y se enuncia a continuacion.

Teorema 3.2 (Teorema de convergencia acotada de Arzela simplificado).
Sea f, :[0,1] — [0,1] una sucesion de funciones integrables que converge puntualmente
a 0. Entonces )
i [ 5=0
La demostracion de que los Teoremas 3.1 y 3.2 son equivalentes es como sigue:
Es claro que el Teorema 3.1 implica el Teorema 3.2.

Para demostrar que el Teorema 3.2 implica el Teorema 3.1 se procede de la siguiente

manera.

22
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Sea f, : [a,b] — R una sucesién de funciones integrables que converge puntualmente
a una funcién f : [a,b] — R, que también es integrable y tal que existe C' € R tal que
|fn(x)] < C para todo = € [a, b] y para todo n € IN.

Entonces se tiene que |f(z)| < C para todo = € [a,b] y por lo tanto

| fu(x) — f(x)] <2C  para todo = € [a,b].

La aplicacion t — (b — a)t + a manda el intervalo [0, 1] al intervalo [a, b], por lo tanto si,

para t € [0, 1], se define g, (t) por

0u(t) = 56 | Sal(b— @)t + @) = (b= a)t +a)

y se tiene que g, : [0,1] — [0,1] y lim,,_,o g, (t) = 0 para t € [0, 1].
Como las funciones f,, y f se suponen integrables, por el Teorema 2.12 se tiene que cada

gn es integrable, luego por el Teorema 3.2 se tiene que
1
lim [ gu(t)dt =0,

n—oo 0

es decir
1

li, | 1Sl = @t + @) = S(b = ot + )] de =0,

n—oo

Haciendo el cambio de varlable x = (b— a)t + a se obtiene que

b
lim |fu(z) — f(z)|dx = 0.
Por el Teorema 2.12 se tiene que

/fn d:c—/f ) da /|fn ~ flw)|dz,

lim fn )dx = / f(z
n—oo

1. Demostracién de J. Lewin

por lo tanto

A continuacién se desarrolla en detalle la demostracién del teorema de convergencia

acotada de Arzela dada por J. Lewin en su trabajo [6].

Definicién 3.3. Un conjunto acotado £ C R es llamado elemental si E es la unién finita

de intervalos acotados, o equivalentemente, si xg es una funcién escalonada.



1. DEMOSTRACION DE J. LEWIN 24

Observacion 3.4. La clase de los conjuntos elementales es cerrada bajo uniones finitas,

intersecciones y bajo diferencia de conjuntos.

Definicién 3.5. La longitud ¢(F) de un conjunto elemental E se define como f: XEe, donde

[a, b] es un intervalo que contiene a F.
Observacion 3.6. Nétese que en la familia de los conjuntos elementales la longitud coincide

con la medida de Lebesgue.

Si E'y F son conjuntos elementales y E C F, entonces ((E) < ((F).

Ademas la longitud ¢ es finitamente aditiva y finitamente subaditiva, es decir:

Si Ey, ..., E, son conjuntos elementales disjuntos, entonces
((Us) - 3-rm)
j=1 j=1
y si Ey, ..., F, son conjuntos elementales, entonces

Como es usual, dada una funcién integrable f en el intervalo [a,b] y un subconjunto
elemental E de [a, b], se tendrd que [ pf= fab fxg. En consecuencia si £ C R es un conjunto

elemental y | f(z)| < K para todo z € E, entonces | [, f| < K{(E).

Proposicién 3.7. Sea A un subconjunto acotado de R y sea
v=sup{{(E) : ECA, E es elemental}.
Entonces, para cada € > 0 existe un conjunto elemental cerrado E. C A tal que

UE.) >y —e.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0, de la definicién de +, sigue que existe un conjunto elemental
F C A tal que

g



1. DEMOSTRACION DE J. LEWIN 25

El conjunto F’ es una union finita de intervalos acotados disjuntos, sean ay, by, as, ba, . . ., a,, b,
los extremos de estos intervalos. Sea p = min{e, by —ay,...,b, —a,} v sea
g p p
E. = a; +-—,b; — —1.
) ]L_Jl { T 4p}

Entonces F. es elemental y cerrado. Ademéds E. C F C Ay

((F) = ((E.) + g < UE)+ g

Como ((F) > — §, se tiene que

UE.) >~y —e.

Lema 3.8. Sea {A,,} una sucesion decreciente de subconjuntos acotados de R, con intersec-

cion vacia. Para cada n € N, definamos
a, =sup{{(E) : E es subconjunto elemental de A,}

Entonces, lim,, oo a, = 0

DEMOSTRACION. Como la sucesién de conjuntos {4, }°2, es decreciente, se tiene que la
sucesion {a, 122, también es decreciente. Como ademds {«, }5°; es no negativa, es conver-
gente y

a, > lim o, para todon € N.
k—o0

La demostracion se realizard por contradiccién. Supongamos para este fin que la sucesion

{a, } no converge a 0, y fijemos § > 0 tal que 0 < § < limy_,, v, entonces
o, >0 para todon € N.

De la definiciéon de «, y la Proposicion 3.7 se sigue que para cada n € N existe un

conjunto elemental cerrado E,, tal que

4]

Definamos para cada n € N
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Entonces se tiene que H; es acotado, ya que H; = E; C Ay y A; es acotado por hipdtesis.

Cada conjunto H,, es cerrado, ya que los conjuntos Ej, j = 1,2,... son cerrados y la
interseccion arbitraria de cerrados es un conjunto cerrado.
La sucesion {H,}>2, es decreciente porque H,.1 = H, N E,;;. Ademds como

H, C E, C A, se tiene que
(HnC () An
n=1 n=1

Si se demuestra que cada conjunto H,, es no vacio, por el Teorema 1.2 se tendria

() Ha # 0,
n=1

lo cual es una contradiccion, ya que se supone

() A =0.
n=1

Demostremos, bajo la suposicion «,, > § para todo n € N, que cada H,, es diferente del

conjunto vacio:

Si j € Ny Fj es un subconjunto elemental de A; \ E; entonces
F}'ﬂEj:@ y FjUEjCAj,

por lo tanto
((Fy) + U(Ej) = L(F; U Ej) < oy

Como ((E;) > a; — & se tiene que cumplir

Para cada n € N, se tiene

A\ H, = A\ [ E;
j=1

n

= U(An \ Ej)-

j=1
Para n € IN sea ¢, la familia de los subconjuntos elementales de A,, \ H,.

Si G € 9, entonces
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G

GnN(A,\ Hy)

G N (A Ej)

I

<
I
—_

Il

(G\ Ej).

<
Il
—

Para cada j € {1,...,n} se tiene que G\ E; es un subconjunto elemental de A, \ E;. Por

la desigualdad (3.1) se tiene
)
((G\ E;) < e

Por lo tanto
U(G) <) UG\ E))
j=1

~ 0 (3.2)
=7

< 0.

Ahora, como hemos supuesto a,, = sup{{(E) : E C A,, E es elemental} > ¢ tiene que
existir un conjunto elemental 2, C A, tal que £(€2,) > 4.

Si se cumpliera que H,, = (), entonces se tendria que Q, C A, \ H,, es decir Q,, € ¥,
lo que contradice la desigualdad (3.2). Por lo tanto H,, # () para todo n, por lo que queda

demostrado el lema. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2.

Dado ¢ > 0, se define la sucesién de conjuntos {A,,} por

A, = {x €1[0,1] : fi(x) > = para algin ¢ > n}

€
2
Dado que lim,,_, fn(x) = 0 para cada = € [0, 1] por definicién existe N(e,z) € IN tal que si

m > N(e,x) entonces

fmn(@) <

DO ™



1. DEMOSTRACION DE J. LEWIN 28

es decir, si m > N(e, x) se sigue que z ¢ A, y por lo tanto x ¢ () —, A,. Esto se cumple

para cada x € [0, 1], por lo tanto

ﬂAn:(Z).

n=1

Por otra parte, por la forma como estan definidos los A, si x € A, entonces x € A, es

decir, A,.1 C A, y A, C A; para todo n.

Como se cumplen todas estas condiciones, por el Lema 3.8 se sigue que lim,, ., a,, = 0,
donde

a, = sup{{(E) : E es subconjunto elemental de A,}.

Luego, existe N € N tal que si n > N y FE es un subconjunto elemental de A,,, entonces
UE) <

Para terminar la demostracion bastaria probar que si n > N entonces fol fn<e.
Sean > N y sea s una funcién escalonada tal que 0 < s < f,,.

Se definen los conjuntos £ y F' por

E:{we[o,l] : s(x)zg} y F=[0,1\E

Los conjuntos E y F' son subconjuntos elementales de [0, 1] ademés E C A, por lo que

((E) < g/2. También se tiene que s(x) < /2 si « € F, por lo tanto

/OISZ/EH/FS

1
< 1+/ ° (3:3)
E 0 2

Del Lema 2.15 sigue que
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2. Bosquejo de la demostracién dada por E. Scheinerman and N. de Silva

A continuacién se esbozan las ideas principales de la demostracién del teorema de con-
vergencia acotada de Arzela dada por E. Scheinerman and N. de Silva en su trabajo [12].

El siguiente resultado, muy conocido, serd necesario.

Proposicién 3.9. Sea {A,,} una sucesion decreciente de intervalos abiertos y sea ((A,) la

longitud de A,,. Si existe € > 0 tal que ((A,) > € para todo n, entonces
() An#0
n=1

DEMOSTRACION. Sean a, y b, los extremos del intervalo A, es decir
A, = (an,b,) paracadan € N
Como la sucesién A,, es decreciente se tiene que
n < Ay, b, > b,1 sineN

es decir, {a,} es monétona creciente, {b,} es mondtona decreciente y es claro que ambas

sucesiones son acotadas. Luego ambas sucesiones son convergentes. Sean,

a=lima, y b= limb,
n—0o0 n—0o0

Por la monotonia de las sucesiones se tiene
ap,<a y b<b,

Ademds, por hipétesis ¢(A,) = b, — a,, > €. Luego, b —a > ¢.
Sea n € IN, entonces

b—a a+b Db+Db

a, <a<a-+ 5~ 3 < 5 =b<b,,
por lo tanto
a+b X
€ A,

Al igual que en el trabajo de J. Lewin, E. Scheinerman and N. de Silva demuestran la

versién simplificada del teorema de Arzela, siguiendo las ideas que se detallan a continuacion.
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Idea de la demostracion del Teorema 3.2

Consideran el contrarreciproco. Usando una subsucesion de ser necesario se puede asumir,
sin pérdida de generalidad, que las integrales fab fn estan todas por encima de una cota pos-
itiva fija. Encontrando un punto x € [0,1] tal que infinitas funciones f,(x) estén también

por encima una cota positiva fija, concluyen que la sucesién no converge puntualmente a cero.

Supéngase que existe £ > 0 tal que [ f, > 2¢ para todo n € IN. Entonces se pueden
inscribir un ndmero finito de rectangulos por debajo del grafico de f, cuya area total es
mayor que 2¢. Estos rectangulos pueden ser de dos tipos, los que tiene altura menor que &
y que se llamaran pequenos, y los que tiene altura mayor o igual que € y que se llamaran
grandes.

Como la suma de las areas de los rectangulos pequenos y altos es mayor que 2¢ y todos
tienen base contenida en [0, 1], el drea total de los rectangulos altos debe ser mayor que e.
Como el rango de la funcion estéd contenido en [0, 1], la altura méxima de los rectangulos
altos es 1, de donde se puede concluir que la suma de las longitudes de las bases de los
rectangulos altos es mayor que €. Por lo tanto a cada f, se le puede asociar una unién finita
de intervalos abiertos, que se denotard por U,, cuya longitud total es mayor que € y tal que

fn solo toma valores por encima de € en U,.

Para demostrar el resultado bastarfa encontrar un punto = € [0, 1], que pertenezca a

infinitos conjuntos U,,. Por lo tanto, si se define la sucesién {V,,} por

V.= e
k=n
bastaria probar que
(Vi #0.
n=1

Se tiene que cada conjunto V;, es un conjunto abierto contenido en [0, 1], ya que es unién
de intervalos abiertos contenidos en [0, 1]. Ademés V,,.; C V,,, es decir, {V,} es una sucesién

decreciente y £(V},) > € para todo n.
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Por el Teorema 1.4 cada V,, puede expresarse de forma tinica como una unién numerable
de intervalos abiertos disjuntos. Enumerando los intervalos disjuntos que forman cada V,, se

construye una sucesion de conjuntos abiertos W,, que satisface:

(1) Wyq1 € W, para todo n € N,
(2) W,, C V,, para todo n € N,
(3) Cada W, contiene una unién finita de intervalos abiertos y la longitud de la unién

de estos intervalos es mayor que €/2,

Para concluir la demostracién demuestran el siguiente resultado (cabe destacar que en

esta demostracion la Proposicién 3.9 juega un papel importante).

Teorema 3.10. Sea {I',,} una sucesion decreciente de abiertos contenidos en [0,1], cada
uno de los cuales contiene una union finita de intervalos abiertos cuya longitud total esta

por encima de una cota fija positiva r, entonces

(T # 0.
n=1

De este teorema se concluye que ()~ W, # (. Como para cada n se tiene que W,, C V,,

se concluye que

(Ve #0.
n=1

3. Bosquejo de la demostracion dada por W. Eberlein

A continuacion se esbozan, de manera muy breve, las ideas principales de la demostracion,
para el caso particular de funciones continuas, del teorema de convergencia acotada de Arzela
dada por W. Eberlein en su trabajo [2].

W. Eberlein desarrolla lo que denomina un planteamiento “neogeométrico” acerca de
integracion sobre espacios de funciones: Trabaja con un concepto abstracto de integral sobre
espacio de funciones, pero se limita a trabajar solamente con funciones continuas.

Sea C el algebra de funciones reales continuas sobre un espacio Hausdorff compacto S.

Introduce el siguiente concepto de integral:

Definicién 3.11. Una integral sobre S es un funcional lineal positivo definido en C, es decir,

una aplicaciéon I de C en R que satisface:

(1) I(af +bg) =al(f)+bI(g), para a,b € R, f,g €C,
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(2) I(f) > 0 siempre que f > 0.
Establece el siguiente resultado.

Teorema 3.12. Sean {f,} C C una sucesion de funciones y f € C. Si {fn} converge

puntualmente a f y existe M > 0 tal que |f,(z)| < M para todo v € S yn € N, entonces

lim 1(f,) = I(f).

n—oo
Para demostrar el Teorema 3.12 procede de la siguiente manera.
Usando la compacidad de S y las relaciones que existen entre las normas de los espacios

LP para los casos p =1, p =2 y p = oo, da una demostracion del siguiente resultado que se

debe a M. Stone.

Lema 3.13 (M. Stone [13]). Sea I una integral sobre S. Sean {f,} C C una sucesion de

funciones y f € C tales que

EA

entonces

I(f) <D I fal)-

A partir del Lema 3.13 y usando argumentos geométricos relacionados con convexidad y

la ley del paralelogramo obtiene el Teorema 3.12.



Capitulo 4

La teoria de la medida y el teorema de Arzela

En el presente capitulo se asumira que el lector esta familiarizado con la teoria de la me-
dida de Lebesgue en la recta real. Las definiciones y los detalles de los resultados aqui men-

cionados se puede encontrar en las referencias [4] y [11].

1. Definicién abstracta de medida

Definicién 4.1. Sea X un conjunto cualquiera y o(X) la clase de conjuntos partes de X.

Una clase de conjuntos A C p(X) se llama o-dlgebra si

1. Xec A
2. A€ Asiysolosi AC € A.
3. Si{A4,}2°, C A, entonces | J7, 4, € A.

En un espacio topoldgico X, la o-algebra generada por los conjuntos abiertos O tiene un

interés especial y es llamada o-dlgebra de Borel, la cual es denotada por B(X).

Definicién 4.2. Llamamos espacio medible a la pareja (X, A), donde A es una
o-algebra de subconjuntos de X. Los elementos de la clase A son denominados conjuntos

medibles.

Definicién 4.3. Una medida p1 sobre un espacio medible (X, .A) es una funcién
p:A— Ry

tal que
L. u(@) =0

2. pes o-aditiva, es decir, si { A,,} € A es una sucesién de conjuntos disjuntos, entonces
o0 [o.¢]
n=1 n=1

Observaciéon 4.4. La terna (X, A,pu) es llamado espacio de medida y u(A) la
medida de A.

33
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El colocar R, se refiere a que se acepta que la medida de un conjunto puede ser 4ooc.

2. Medida de Lebesgue en la recta y algunos resultados previos

Es posible demostrar que existe una tnica medida pu en (R,B(R)) tal que para todo

intervalo (a,b) con a y b finitos, se tiene que

p((a;b)) = b —a.

La medida de Lebesgue, m, en R es la completacién de p. Es decir, se considera la o-

algebra M generada por B(R) y el conjunto
N ={ACR : existe B € B(R) tal que u(B) =0y A C B},

se define m(A) =0si A € Ny m se extiende de manera natural a M.

A la o-édlgebra M se le llama o-édlgebra de Lebesgue y se dice que un subconjunto de R
es medible Lebesgue o simplemente medible si pertenece a M.

Se tiene que la medida de Lebesgue m extiende a la funcién longitud ¢, dada en la
Definicién 3.5.

El siguiente resultado es valido.

Teorema 4.5. Sea {A,} una sucesion decreciente de subconjuntos medibles de R. Sim(A;) <

oo entonces
m( QAn> = 71113010 m(Ay)

Corolario 4.6. Sea {A,} una sucesion decreciente de subconjuntos medibles de R tales que

m(Ay) < ooy (o~ A, =0, entonces

lim m(A,) =0.

n—o0

A continuacion se explica como algunos de los resultados que se usaron para demostrar

el teorema de Arzela se pueden obtener facilmente a partir del corolario anterior.

2.1. Relacion entre el Corolario 4.6 y Lema 3.8.
Sean A, y «, tal como en el Lema 3.8.

Si se supone que los conjuntos A, son medibles, entonces se tiene que

a, <m(A,)



3. INTEGRAL DE LEBESGUE Y TEOREMA DE CONVERGENCIA ACOTADA 35

(en realidad se puede probar que hay igualdad).
Por lo tanto, en el caso en que se supone que los conjuntos A, son medibles, el Lema 3.8

es consecuencia inmediata del Corolario 4.6.

Observacién 4.7. Tomando en cuenta que vale el siguiente resultado:
“Una funcién acotada en un intervalo cerrado y acotado es integrable Riemann si y solo
si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero”.

Se tiene que los conjuntos A,, que aparecen en la demostracién de J. Lewin son medibles.

2.2. Relacion entre el Corolario 4.6 y el Teorema 3.10.

Sean I',, y r como en el Teorema 3.10, entonces se tendria que

lfim ¢(T,) > 7.

n—oo

m@@zr

y por lo tanto la interseccién no puede ser vacia.

Por el Corolario 4.6 se tiene que

Luego el Teorema 3.10 es consecuencia inmediata del Corolario 4.6.

3. La integral de Lebesgue y el teorema de convergencia acotada de Arzela

No se entrara en detalle acerca de la construccion y la definicién de la integral de Lebesgue,
nos limitaremos a mencionar los hechos mas relevantes para este trabajo.

La integral de Lebesgue se define para funciones medibles f : R — R, se denotara por

(L) /R Foo (L) /R F(&) dm(z)

y se tienen los siguientes resultados

La integral de Lebesgue extiende a la de Riemann, mas precisamente:

Teorema 4.8. Sea f : [a,b] = R una funcion integrable Riemann. Entonces f es integrable

Lebesque y las dos integrales tienen el mismo valor, es decir

/abfz(D/abf-

También vale el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, que se enuncia a con-

tinuacion.
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Teorema 4.9 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sean A un subconjunto
medible de R y {f,} una sucesion de funciones integrables Lebesgue sobre A que converge
puntualmente a una funcion f en A. Si existe una funcion h : A — R integrable Lebesque
sobre A tal que |f,(z)| < h(x) para todon € N y x € A, entonces f es integrable Lebesgue

sobre A y se tiene que

Considerando A = [a, b], h constante y tomando en cuenta que la integral de Lebesgue
extiende a la de Riemann, resulta inmediato que el de teorema de convergencia dominada

de Lebesgue implica el teorema de convergencia acotada de Arzela.



Conclusiones

El Teorema de Convergencia Acotada de Arzela favorece una comprension mas profunda
de las propiedades de continuidad de la integral como funcién de su integrando. En este
sentido el Teorema de Arzela marco un evento importante en el desarrollo de la teoria de

integracion.

La integral de Riemann es, sin dudarlo, una herramienta de gran versatilidad, cuyas
propiedades permitieron el desarrollo del calculo infinitesimal a lo largo del siglo XIX, no ob-
stante al referirnos al Teorema de Arzela queda en evidencia que dicha teoria de integracion
tiene sus limitaciones cuando se compara con la integral de Lebesgue en un contexto de la

teoria de la medida.
Por utimo, el estudio de las demostraciones elementales del Teorema de Arzela nos ofrece

una forma muy pedagdgica de lograr una mayor comprension de gran parte de los conceptos

bésicos del andlisis matemaético.
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