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Resumen

Resumen:

La descripcion y evaluacion de las olas del mar generadas por el viento proporcionan
informacion vital para el diseno y operaciéon de los sistemas marinos tales como barcos y
estructuras costeras y del océano. La elevacién del mar en un punto fijo es modelada como
una forma cuadratica de un vector valorado en un proceso Gaussiano con media arbitraria. El
método del punto de silla es usado para aproximar la intensidad promedio de las elevaciones
del mar p*(u), con la cual el nivel del mar atraviesa hacia arriba una altura u. Esta intensidad
estimada es ademas usada para determinar la densidad del alto de la cresta. En este trabajo
nosotros presentaremos un nuevo método para aproximar la distribucién de las alturas de

las crestas de las olas para el modelo No-Gaussiano de la elevacién del mar.

Palabras claves:

Mar gaussiano, método de punto de silla, altura de crestas, cruces, formula de Rice.
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Introduccién

La descripcion y evaluacién de las olas del mar generadas por el viento proporcionan
informacion vital para el diseno y operacién de los sistemas marinos tales como barcos y
estructuras costeras y del océano. Mares generados por el viento varian de forma continua en
un amplio rango de severidad dependiendo de la ubicacién geografica, la estacién, la presencia
de los ciclones tropicales, etc. Ademads, el perfil de onda en un estado del mar determinado
es extremadamente irregular en el tiempo y en el espacio, cualquier sentido de regularidad
es totalmente ausente, y por lo tanto las propiedades de las olas no pueden ser facilmente
definidas en la ola.

La elevacién del mar en un punto fijo es modelada como una forma cuadratica de un
vector valorado en un proceso Gaussiano con media arbitraria. El método del punto de silla
es usado para aproximar la intensidad promedio de las elevaciones del mar p*(u), con la cual
el nivel del mar cruza hacia arriba una altura u. Esta intensidad estimada es ademés usada
para determinar la densidad del alto de la cresta.

Usualmente la elevacién de la superfecie del mar en un punto fijo es modelado a través de
un proceso Gaussiano. Durante un periodo de tiempo limitado de 1 a 3 horas, los registros
de las olas pueden ser considerados como estacionarios. A este modelo se le llama Modelo de
Mar Gaussiano y los parametros que definen o determinan el espectro de potencia se le llama
el estado del mar. En el analisis de confiabilidad de estructuras ocednicas, la distribucién de
la altura de las crestas de las olas denominada A., es casi siempre un requisito. La forma
exacta de la distribucién no es conocida. En un mar Gaussiano es practica comin aproximar
la distribucion A. por medio de la distribuciéon de Rayleigh. La aproximacién es bien exacta

para crestas elevadas o mares con espectro de banda estrecha. Sin embargo, es conocido que
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para olas empinadas en aguas profundas, o cuando la profundidad de las aguas disminuye,
el perfil de la superficie del mar se aparta de la hipdtesis Gaussiana. Bajo estas condiciones
el perfil de la ola llega a ser asimétrico, con crestas mas altas y empinadas, y el valle poco
profundo y plano. El modelo de mar Gaussiano puede generar una baja estimacion de casi un
20 % en referencia con las crestas de las olas. En estos casos la aplicacién de la distribucion
de Rayleigh llega a ser no conservadora y por lo tanto, la asimetria de las olas del mar no
deberia ser rechazada en el analisis de confiabilidad de estructuras oceanicas

En este trabajo nosotros presentaremos un nuevo método para aproximar la distribucién
de las alturas de las crestas de las olas para el modelo No-Gaussiano de la elevacion del mar.

La estructura de este trabajo es la siguiente, en el capitulo 1 comenzaremos enunciando
algunas definiciones correspondientes a las propiedades del mar, dentro de ello mencionare-
mos la representacion espectral, daremos algunas caracteristicas de las olas, enunciaremos
tambien las definiciones relacionadas con los cruces y la férmula de Rice, y describiremos los
espectros que vamos a utilizar para realizar los calculos necesarios.

En el capitulo 2 daremos definiciones relacionados al modelado de la superficie del mar,
recordaremos la definicién de la intensidad del cruce hacia arriba de una ola, enunciaremos la
definicién de la funcién generadora de acumulacién que nos servira mas adelante, y también
mencionaremos el método del punto de silla el cual utilizaremos para hallar la aproximacion
del cruce hacia arriba.

Por 1ltimo, en el capitulo 3 analizaremos los resultados de tres ejemplos donde usaremos
los espectros JONSWAP, Pierson-Moskowitz y TMA con el fin de hallar la aproximacién
para la distribucion de la altura de las crestas de las olas calculadas usando el método del

punto de silla.




Capitulo

Propiedades del mar

Lo que se entiende por una ola es una parte de los registro del mar observada entre dos
sucesivas elevaciones por encima del nivel de las aguas tranquilas. Ahora bien, presentaremos
técnicas clasicas que nos permitiran estudiar el estado del mar haciendo uso de parametros

que es posible obtenerlos a partir del espectro de energia de la ola.

Modelaremos la superficie del mar como una superficie aleatoria M que cambia en el
tiempo, en otras palabras, serda modelada como un proceso aleatorio M que depende de
la posicion en el espacio x, del tiempo t y claro estd de un parametro aleatorio w el cual
pertenece a un espacio de probabilidad (2, F', P): M(t,z,w). Omitiremos el pardmetro w

por simplicidad.

Las boyas, barcos o plataformas estacionarias o bien observaciones satelitales son uti-
lizados para obtener datos estadisticos sobre la altura del mar. En el caso de las boyas la
informacion que se adquiere es el cambio a lo largo del tiempo de la ola en un punto fijo
x del espacio. Denotaremos M(t) como la altura del nivel del mar en un punto fijo como

funcién del tiempo.

Para este trabajo nos concentraremos en la informacién sobre la altura del mar obteni-
da de las boyas. Ahora bien, con el fin de tener un modelo manejable para estudiar esta
situacion es indispensable hacer algunas conjeturas. La primera de ellas estd relacionada
con la estacionaridad. Sabemos que las condiciones de las olas pueden cambiar con el tiem-

po, v asimismo los pardametros de las distribuciones estadisticas de la altura de las olas, su
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longitud, periodo, entre otros. De esta forma la estacionaridad solo se cumple de manera
parcial. Aunque es posible suponer que la distribucion de las olas en un punto fijo no cambia
con el tiempo si durante un intervalo de tiempo suficientemente prolongado las condiciones

metereologicas son estables.

Supondremos, entonces, que el proceso que sirve de modelo es estacionario. Lo cual quiere
decir que la distribucién de M(t + h) no varia para cualquier valor de h, y en particular es

siempre idéntica a la de M (0).

La siguiente conjetura es que el nivel medio del mar es 0 y mediremos las variaciones

respecto a él, lo cual quiere decir que el proceso que consideramos es centrado: E[M(t))] = 0.

Supondremos también que las trayectorias del proceso M sean continuas. Realmente M
es una funcién sobre el espacio producto [0,00) x 2 con la propiedad de que para cada

t €[0,00) fijo, M(t,-) es medible. Si fijamos w € € se tiene una funcién

M(-,w):[0,00) — R

la cual se conoce como la trayectoria del proceso. Pedimos que para casi todo wef) dicha

funcién sea continua.

La siguiente hipotesis es que el proceso sea ergddico lo cual definiremos a mas adelante,

antes daremos unas definiciones previas.

Definicién 1.1. Se dice que un proceso estocastico es una familia de variables aleato-
rias indexadas X (w,t) 6 X;(w) donde t pertenece a un conjunto de indices T'y w pertenece a
un espacio €. En nuestro caso, T representa el intervalo [0, c0). Lo cual implica que tenemos

un proceso de tiempo continuo.

Tomemos en cuenta que:

e Sit=1t*fijo, X(t*,w) es una variable aleatoria.

e Siw=w* fijo, X(t,w*) es una funcién de ¢, y se llama una realizacién del proceso.
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Definicién 1.2. Dada una realizacién M (u,w) de un proceso estocastico se define el

promedio temporal como
1 t
< M(u,w) >= lim ;/ M (u) du.
—00 0

Definicién 1.3. Un proceso es ergddico si los promedios estadisticos conjuntos coin-

ciden con los temporales. Es decir

E(M(t))z[QM(t,w)dP(w):tlggo%fotM(u) du.

Ahora calcularemos la covarianza entre M(t) y M (¢t + h)

Cov(M(t), M(t+ b)) = E[(M(t) - E(M(£))) (M (¢ + h) —~ E(M( + h))]
~B[M(£)M(t + h))] - E[M (1) JE[M(t + )]
- fQM(t,w)M(t+ h,w) dP(w)

¢
= ll'm1 M(u)M(u+h) du.
0

t—o0

Esto tomando en cuenta la hipdtesis de ergodicidad y que E[M (¢)] = 0.

Por tultimo llegamos a la hipétesis de Gaussianidad. En estados completamente desar-
rollados del mar en aguas profundas, con frecuencia se aprueba el hecho que puedan ser
modelados por procesos Gaussianos. Lo cual quiere decir que la distribucién de la altura de

la ola en un punto dado y en un instante de tiempo ¢ tiene la siguiente funcion de distribucién:

—2
€T _

e20? dx,

P(M(t) <) = f

donde 02 es la varianza de la distribucién.

oo \/ 2O

Ademads, para cualquier valor de n y cualesquiera instantes de tiempo tq,ts, ..., 1, la dis-

tribucién del vector (M(ty +h), M (ts + h),..., M(t, + h) tiene densidad Gaussiana:

]. -1 N -1
ft1 ..... t,,,(uh ...,un) Y u'X

(27)%
donde u = (uy, ..., up), X = (Cov(M(t;),M(t;))).

ik
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Debido a la suposicion de que el proceso es estacionario y centrado, la funcién de covar-

ianza satisface lo siguiente
r(s,1) = Cov(M(s), M(t)) = E(M(s)M(£)) = r(|s - 1]).
En particular, si s =¢

r(s,s) = Var(M(s)) =E(M(s)?) =r(0).

La funcién de covarianza r es par y por lo tanto, si es diferenciable en 0, la derivada debe

ser nula, mas atn si r tiene dos derivadas en el origen la segunda derivada debe ser negativa,

es decir, r”(0) < 0.

1. La representacion espectral

A continuacion enunciaremos un teorema que nos sera de utilidad mas adelante.

Teorema 1.1. (Teorema de Bochner). Una funcién continua r(¢) es definida positiva, y
por consiguiente una funcion de covarianza si y solo si, existe una funcion real no-decreciente,

continua a la derecha y acotada F'(w) tal que

r(t) = [: e“t dF(w).

Observacién 1.1. El presente teorema caracteriza la clase de todas las funciones de
covarianza continuas como las transformadas de Fourier de todas las medidas positivas y

finitas en R.

Demostracién:
Primero realizaremos la segunda implicacion.

(<=) Supongamos que r(t) = [ et dF(w), entonces
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8

Z zizpr(ty —ty) = etz dF(w)

Jik=1 Js

8

8

eWhie™™ dF(w)

o0

S
=/

\8\

8

[ () ) e

dF(w) >0,

n
Z ,em]-
es decir, r es definida positiva, para ti,...,t,eR y 21, ..., 2,€C.

(=>) Para la primera implicacién utilizaremos propiedades de funciones caracteristicas.

Veamos que dado r(t) existe una funcién de distribucién Fo,(w) = F'(w)/F(o0) tal que

(1.1) Foo(00) = Foo(~00) =1, [: et dF o (w) = :((é))

Para esto, tomaremos un nimero real A > 0, y definimos lo siguiente

A 1 A A —iw(t—u)d d
g(w, A) ﬂf [ r(t—u)e t du

n
= —— lim r(t; —t,)e “hie—iwte At At
27TA n_)()ojgz:l ( ] k) ¥ k
n o
= — hm r(t; —t.) A t.e”™ At emwie > (),

1

Debido a que 7(t) es definida positiva (los ¢; definen una particiéon de [0, A]). Pasando
al limite, ¢ dard la densidad de la distribucién espectral deseada. Expresamos ¢(w, A) de la

siguiente manera

1 A A t —iw(t—u) dt d
on A [0 f rt-u)e "
_ 1 A |t| —twt
o7 .[A ( A)T(t)e at

_ % / : pu(t/A)r(t)e ™! dt.,

q(w, A)

donde
1-|t|, paralt|<1

u(t) =

0, si no.
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Una vez definido g(w,A) la demostracién de que existe una funcién de distribucién
Fo(w) = F(w)/F(o0) tal que se cumple la ecuacién (1.1), se realiza en 3 pasos que estén

dados como sigue:
Paso 1:

Mostrar que q(w, A) > 0 es integrable, y

fw q(w, A) dw =r(0),

de manera que ¢(-, A)/r(0) es una funcién de densidad estadistica regular.

Paso 2:
Probar que
( — M) T(t) — oo q(w7A) ez‘wt dw,
A)r(0) J-w 7(0)
de manera que la funcién ( - %) :((é)) para |t| < A es la funcién caracteristica para la densidad
q(w, A)/r(0).
Paso 3:

Tomar limite cuando A — oo y observar que

t]

lim | 1- |— r(t) =r(t).

1 (1-52)r(0) = ()

Puesto que el limite de una sucesién convergente de funciones caracteristicas es también una
funcién caracteristica, en el caso de que la funcién caracteristica sea continua, debemos de-

mostrar que existe una distribucién estadistica tal que r(¢)/r(0) es su funcién caracteristica.

Ahora demostraremos los pasos 1 y 2, para ello multiplicaremos ¢(w, A) por u(w/2M)
integraremos, y por el Teorema de Fubini cambiaremos el orden de integracion debido a que

w(w/2M)p(t]A)r(t)e ™t es acotada y tiene soporte en [-2M,2M ] x [-A, A].

% [: p(w/2M) [: p(t]A)r(t)e ™ dt dw
_ % [ ntt @) [ peoppanye = dodt

[: p(w/2M)q(w, A) dw
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Por otra parte,

f°° (w/2M)e ™ dw = fQM (1 - M) e~ dw
oo P - Joom 2M
2M |w|
[2M (1 - m) cos(wt) dw

D 1e 2 dos [ (1o d
[2M( +m)cos(wt) w+/0 ( —m)cos(wt) w
0 p 0w ; oM ;
t — t t
[2M cos(wt) dw + ]:2M 2Mcos(w ) dw + ‘/(; cos(wt) dw
oM, .
_./0 mcos(wt) w

_ sen(wt) 0 . ( w sen(wt) . cos(wt)) 0 sen(wt) M
B t o \2M 2MT? t o
~ ( w sen(wt) . cos(wt)) M
2Mt 2MT?
_ 2sen(2Mt) sen(2Mt) . 1 cos(=2Mt)  sen(2Mt)
B t t 2Mt> 2MT? t
cos(2Mt) 1
- +
t 2Mt?
Simplificando se tiene
2
_ 2]\/[(sen(J\/‘l't)) ’
Mt

de manera que

) [t ards = 2L (200 g,

hacemos el cambio s = Mt y obtenemos

ML ey <t>(3€"(M“) it

() () ()

1
%T(O) N (S‘”;(S) )2 ds = (0).

IN

Ahora bien, pu(w/2M)q(w,A) # g(w, A) cuando M — oo, de manera que

/: a(w, A) dw = lim f: p(w/2M)g(w, A) dw <7(0).
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Hemos demostrado que q(w, A) y wu(t/A)r(t) son absolutamente integrables sobre toda

la recta real.

Dado que ellas forman una transformada de Fourier, es decir,

e A) = o [ e e ar

usando el Teorema de Inversiéon de Fourier, obtenemos

p(t/ () = [ alw, A)e do,
al multiplicar la expresién anterior por 1/r(0) se obtiene

o) = [T e e

lo cual demuestra el paso 2.

Si tomamos ¢ = 0, obtenemos el paso 1) y fa(w) = g(w, A)/r(0) es una funcién de densidad

de probabilidad para alguna distribucién con funcién caracteristica

*q(w,A) ot ) = p(t/A)

(bA(t): - T(O) - T(O)

r(t).

Para el paso 3 necesitamos uno de los lemas basicos de la teoria de probabilidades, la
propiedad de convergencia de funciones caracteristicas: si Fi4(z) es una familia de funciones
de distribucién con funciones caracteristicas ¢(t), y ¢a(t) converge a una funcién con-
tinua ¢(t), cuando A — oo, entonces existe una funcién de distribucién F'(z) con funcién

caracteristica ¢(t) y Fa(x) - F(x), para todo x donde F(x) es continua.

Aqui las funciones caracteristicas ¢4(t) = “gi{)?)r(t) convergen a ¢(t) = r(t)/r(0), vy ya

que suponemos r(t) continua, sabemos de lo anterior que

Fa@) = [ faw) do,

converge a una funcién de distribucién Fi(z) cuando x — oo, con funcién caracteristica

o(1):

r(®) _ [
0) " [oo et dF o (w).

Asi, hemos obtenido la representacion espectral deseada con F(w) =7(0)Fu(w). O




Propiedades del mar 11

Ahora bien, la funcién de covarianza de cualquier proceso estacionario es definida positiva:

n

> rti—t5)ziz; = i E(M (t:)M(t;))ziz = E (iM(ti)Zi) > 0.

ij=1 ij=1
Para cualquier n y cualesquiera 2y, ..., 2, y t1, ..., t,.

Y por el Teorema de Bochner r es la Transformada de Fourier de una funcién de dis-

tribucion la cual llamaremos S, esto quiere decir que 7 tiene una representacion espectral:

r(h) = [ : ¢ dS(r) = f : cos(Th) dS(7).

Donde S es conocida como la funcién de distribuciéon espectral. En el caso de que su

derivada exista, es la densidad espectral y se conoce también como el espectro.

Si la funcién de covarianza es integrable entonces la formula anterior es invertible
1 e 2 [
S(r)=— f cos(th)r(h)dh == / cos(Th)r(h) dh.
T J-o00 mwJo

Usando la representacion espectral se tiene

r(h) = / : _rsen(rh) dS(7)

F(h) = [ cos(rh) dS(r),
y en particular,

(0 == [ 72 as(r).

La integral anterior se le conoce como el segundo momento espectral

Mo = f : 72 dS(7) = —r"(0).

Si r no es dos veces diferenciable en 0 entonces msq = co.
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La presencia del segundo momento espectral esta asociada a la regularidad de trayectorias
del proceso. Cuando msy < oo la funcion de covarianza posee el siguiente desarrollo alrededor

del origen:
r'(0)(h-0)  r"(0)(h-0)?
TR

+O(h?),

r(h) =r(0) + +O(h?)

mo h2

=0 —
donde O(h?) es el resto, término que depende de h y es pequeno si h esta proximo al punto
a, que en este caso es 0. Este desarrollo fue obtenido haciendo uso de la férmula de Taylor
de r(h) alrededor del origen. Mds atin, es posible mostrar que my es finito si y sélo si M es

diferenciable en media cuadrética, es decir, si y sélo si hay un proceso M’(t) tal que

M(t+h)-DM(t)
h

- M'(t) en L*.

Entonces,
E(M'(t)) =0, Var(M'(t)) =-r"(0) = my.

El proceso M'(t) es Gaussiano, independiente de M () y su funcién de covarianza es

Cov(M' (1), M(t + b)) = —"(h)

2. Caracteristicas de las olas

A continuaciéon daremos a conocer conceptos esenciales que caracterizan a las olas del

mar.
Altura significativa

En el caso de la altura significativa podemos afirmar que es la medida méas importante
de la dureza o severidad del mar. Dicha medida lo que trata de mostrar es la altura de las
olas mas altas que uno puede hallar durante un periodo considerable de tiempo. Una de las

definiciones generalmente aceptadas de la altura significativa es la siguiente

Definicién 1.4. La altura significativa de un estado del mar se define como

Hg=4\/Var(M(t)).
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Caracteristicas basadas en cruces del nivel medio

Sea M (t) el proceso que modela las olas en un punto del espacio; M (t) simboliza la altura
sobre el nivel medio del mar. Ahora bien, supongamos que M (t) cruza hacia abajo este
nivel medio en los instantes t1,ts,...,t,. El periodo de descenso de la ola es definido como
el tiempo, contado en segundos, entre el paso de dos cruces sucesivos del nivel medio hacia

abajo por un mismo punto. Lo denotaremos como T} :
Tar =tee1 —tk

Definicién 1.5. La altura de la ola es la distancia vertical entre el maximo y minimo

valor de M en este intervalo y la denotamos como H .

Definicién 1.6. Una cresta a,. es el maximo valor de M para t en un intervalo entre

dos cruces sucesivos hacia abajo del nivel medio: t;, <t < tg,1.

Definicién 1.7. Un seno o valle a es el (valor absoluto del) valor minimo de M en el

mismo intervalo de tiempo de la cresta.

Observacién 1.2. Para distinguir diferentes crestas y senos en los intervalos sucesivos

colocamos un indice k en cada valor (a., as k).

Definicién 1.8. La longitud de la ola es la distancia horizontal entre dos senos o dos

crestas sucesivas.

Definicién 1.9. La altura de la cresta A, es la distancia vertical entre el nivel medio

del mar y el punto mas alto de la cresta.

Definicién 1.10. La pendiente es la relacién entre la altura y la longitud de la ola

(H/L).

Definicién 1.11. La velocidad de propagacidn es el avance de la ola (puede expre-

sarse como el cociente entre la longitud de la ola y el periodo).

Otras caracteristicas
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Longitud
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Qe i
Y A
A[‘
Hyy
i
ty 1
Taw —
\
Oe i

Definicién 1.12. El momento espectral de orden n es definido como sigue
(1.2) my, = / TS(T) dT
0

Observacién 1.3. Previamente, definimos el segundo momento espectral y pudimos no-
tar que para un proceso Gaussiano, su existencia tiene relacién con la regularidad de las
trayectorias. De manera general, la existencia de momentos de orden superior esta asociada
a una mayor regularidad de las trayectorias. Ahora bien, ademas de los momentos espec-
trales un parametro asociado a la densidad espectral de interés en el estudio del mar es la
altura significativa la cual definimos anteriormente, ahora la presentamos en términos de los

momentos espectrales

H, = 4/Var(M (1)) = 4/mg

A partir del espectro la frecuencia media esta dada por

my

mo
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Observacion 1.4. En el caso de que el espectro esté concentrado alrededor de una

frecuencia dominante, la frecuencia media da el periodo medio.

3. Cruces y formula de Rice

Para un determinado nivel u, llamamos G, al conjunto de las funciones continuas en

0 <t <1 tal que dichas funciones nos son idénticamente iguales a u en algin intervalo y

f(0) #u, f(1) # u.

Se dice que x € GG, tiene un cruce hacia arriba del nivel u en t; > 0 si existe € > 0, tal
que x(t) #u en (tg—¢e,tg) y x(t) >u en (to,to+¢). Ya que x(t) € G, debe haber puntos en
(to —€,tp) donde z(t) < u, y puntos en (tg,tg+ ) donde z(t) > u. Para el intervalo I=[0,1],
escribimos N (z,u) para el nimero de cruces por z(t) en I, (N; = Nf(z,u) = el nimero de

u-cruces por z(t), tel).

De manera similar que en el caso anterior pero invirtiendo las desigualdades, se dice que
x € G, tiene un cruce hacia abajo del nivel u en t; si existe € > 0 tal que x(t) > u en (tg—¢,to)

y x(t) # u. Denotamos N (z,u) para el nimero de cruces por z(t) en I.

Se dice que x tiene un cruce de nivel u a t; si en cada vecindad de ty, existen puntos t; y
ty tal que [z(t1) —u][z(t2) — u] < 0. Denotamos Ny(x,u) para el nimero de cruces por z(t)

en /.

Definicién 1.13. La intensidad de los cruces hacia arriba es cualquier funcién
et (u) tal que

[ () dt = E(NG (2,u).

Definicién 1.14. Del mismo modo se define la intensidad de los cruces, como pi;(u)

si

LI pe(w) dt = E(Ny(z,u)).

En el caso de un proceso estacionario, p;*(u) = p*(u) y pe(u) = p(u) son independientes
de t. En general, la intensidad es la media del nimero de eventos por unidad de tiempo,

calculadas en el instante ¢.
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La férmula de Rice para los procesos absolutamente continuos

La féormula de Rice permite calcular el valor esperado para el nimero de cruces en un

intervalo.

A continuacién mostramos la version mas simple de la férmula de Rice, valida para los
procesos {x(t),t € R} con trayectorias de la muestra absolutamente continua y distribucién
absolutamente continua con la densidad de fy;)(u) = fu0)(w), independiente de ¢. Para un
proceso de este tipo, el derivado z/(t) existe casi en todas partes, y las esperanzas condi-

cionales que estan dadas por
E(2'(0)" [ 2(0) = u), E(|z'(0)] | 2(0) = u),
existen, (con z* =max(0,x)).

Teorema 1.2. (Férmula de Rice). Para cualquier proceso estacionario {z(t),t € R} con

densidad fy(0)(u), las intensidades de los cruces y cruces hacia arriba son como sigue

(13) p(w) = ENpa(ew) = [ el fuopo (u.2) dz
= Lo WE(' (0)] | 2(0) = u).
(1.4) prw) = BNy ) = [ 2 fawyao (0.2) d

fa() (W) E(2'(0)" | 2(0) = u).

Dichas expresiones son validas para casi cualquier u, siempre que existan las densidades

involucradas.

Antes de realizar la prueba corta de la ecuacién (1.2) vamos a considerar algunos hechos

acerca de las funciones de variacién acotada, probados por Banach.

Para formular la prueba, escribimos para cualquier funcién continua f(t), t € [0,1], y el

intervalo I = [a,b] c [0,1], N;(f,u) = el nimero de t € I tal que f(t) =u.

Ademas, definimos la variacién total de f(t), t € I como sup Y. |f(trs1) — f(tx)], donde se

toma el supremo sobre todas las subdivisiones a <ty <t <...<t, <b.




Propiedades del mar 17

Lema 1.1. (Banach) Para cualquier funcién continua f(t), t € I, la variacién total es

igual a

[: Ni(f,u) du.

Ademsds, si f(t) es absolutamente continua con derivada f’(t) se tiene

[Ny du= [1r@)

De manera similar, si A € R es cualquier conjunto medible Borel, y 14 es su funcion de

indicatriz, entonces

(1.5) [ a@Ni(f ) du= [l

Demostracion (formula de Rice):

Probaremos (1.3) usando el lema de Banach en el proceso estacionario {x(t),t € R} con
trayectorias muestrales absolutamente continuas, y por lo tanto c.s diferenciable. Si z(t)
tiene funciones muestrales absolutamente continuas c. s, entonces (1.5) se cumple para casi

toda realizacion, es decir,

[: 1A(U)N1(x7u) du:/;lA(I(t))|x’(t)|dt_

Tomando esperanza y aplicando el teorema de Fubini para cambiar el orden de inte-

gracion, se tiene

1| LEAM(U) du f: 14 () E(N; (2, 1)) du
= E([: 1A(u)N1(x,u)) du

E( ff 1A(x(t))|x’(t)|dt)
[|E (14(z(0))]z"(0)])

11 [ ey E('(0)] | (0) =) dus

aqui también utilizamos el hecho que {x(t),t € R} es estacionario.
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Debido que A es un conjunto medible arbitrario, obtenemos el resultado deseado,

p(u) = foo) ()E(2'(0)] | 2(0) = u)

para casi todos los u. De manera similar se realiza la prueba de (1.4). O

Observacién. La férmula de Rice es posible extenderla a procesos no estacionarios, en

dicho caso la intensidad de cruces depende del tiempo.

Definicién 1.15. La funcién generadora de acumulacién, K (z,y), de £(0), £(0)

es definida como

K(z,y) = n(E[e O 01O (29 e .

donde f, f son funciones de densidad y X" es el argumento establecido para que la ultima

integral converja.

4. Formulaciones Espectrales

A continuacién presentaremos tres espectros que nos serviran de ejemplo méas adelante
Espectro de Pierson-Moskowitz

La formulacién espectral de Pierson-Moskowitz fue desarrollada del andlisis de datos
obtenidos en el Atlantico Norte. El anédlisis fue llevado a cabo solo sobre registros de olas
seleccionados de manera que hayan provenido de un mar completamente desarrollado. Los
espectros no-dimensionales, S(f)g3/U?, son clasificados en 5 grupos diferentes para rangos
de velocidad del viento entre 20 y 40 nudos. La magnitud de los espectros alrededor de la
frecuencia modal muestra algunas dispersiones. Pierson-Moskowitz atribuyen la discrepancia
a la dificultad para determinar la velocidad precisa del viento medida en la cubierta de un

barco (donde se tomaron los datos) a 19.5 m.s.n.m.

Para resolver esta dificultad, la velocidad del viento en cada grupo fue modificada toman-
do la raiz quinta del radio de S¢?/U® (donde S es la densidad espectral en la frecuencia modal)

para promediar el valor. Esto es, evaluando el siguiente factor k;

1
g3 1 q3 5
J J J
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Y modificando la velocidad del viento como k;U para cada grupo trazando una linea
promedio se obtendria la siguiente formulacion espectral en términos de la frecuencia w:
4
9/U
1 S(w) = AL _B( w )
(1.6) (w) = 5 E ;
donde A = 8,10x1073, B = 0,74, g es la gravedad y U es la velocidad del viento a 19.5
m.s.n.m. Como muestra (1.5) la formulacién espectral de Pierson-Moskowitz depende de un
solo parametro, la velocidad del viento U. La frecuencia modal, w,,, es un valor fijo y también

es dado como funcién de la velocidad del viento. Esto es,

g
1.7 m = 0,872
(1.7) w g

Es muy conveniente, en la practica, que el espectro de las olas sea dado como una funcién
de la altura significativa, Hy, en vez de la velocidad del viento. Para esto, la funcién de
densidad espectral dada en (1.5) es integrada para obtener

oo A U4
(1.8) fo S()dw = {5

Por otra parte, suponiendo que el espectro es de banda estrecha, el area bajo la funcién

de densidad espectral es igual a (%)2

(1.9) [OOOS(w)dwz (%)2

Por lo tanto, de (1.7) y (1.8) podemos derivar la siguiente relacién entre la velocidad del

viento y la altura significativa para un mar completamente desarrollado:

sonf3(2)-0a(Z)

donde A =8,10210-3, B = 0,74.

Entonces, de (1.5) y (1.9), el espectro de Pierson-Moskowitz en términos de la altura
significativa, es el siguiente

(9/H,)?

4
8,10 92 0,032(—w )
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Maés aun, derivando (1.10) con respectro a w, e igualdndola a cero, obtenemos la relacién
entre la frecuencia modal, w,,, y la altura significativa como sigue:
g
1.12 Wi = 0,44 [ =.
( ) m Hs
Usando la relacién dada en (1.11), podemos escribir el espectro como

8,10 ¢ 5(—%)4
AU g7~y

Espectro JOSNWAP

La formulacion JONSWAP estd basada en un extenso programa de mediciéon conocido
como Joint North Sea Wave Project llevado a cabo en 1968 y 1969 a lo largo de una linea
que se extiende 160km en el Mar del Norte desde la Isla Sylt.

El espectro representa mares generados por el viento con limitaciones de alcance, y las
entradas de la formulacion son la velocidad del viento y la longitud del alcance, la formulacion
original es dada como sigue:

T\ ((f—fm)2)4
g 1 B 7 . 20 fm

(1.14) S =g e v ,

donde,
v = parametro, 3.30 como promedio,

a=0,076z,

o =0,07 para f < f,, y 0.09 para f > f,,
fn =3,5(g/U)77033,

7 = alcance no-dimensional= gx /U2,

x = longitud de alcance del viento,

U = velocidad media del viento,

g =constante de gravedad.

La formula se puede expresar en términos de la frecuencia w en rps como

(w=wm)?)'

(1.15) S(cu)a(f;sel’%(%rf( 20w, )
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donde w,, =27 f,,.

El parametro v se llama pardmetro de forma de pico y representa el radio del maximo
de energia de densidad espectral para el maximo correspondiente al espectro de Pierson-
Moskowitz. El término asociado con la potencia exponencial de v se llama factor de mejo-
ramiento de pico y asi el espectro JONSWAP es el producto del espectro de Pierson-

Moskowitz y el factor de mejoramiento de pico.

El valor del parametro de forma de pico 7 es usualmente elegido como 3.30 y el espectro se
llama formulacién espectral JONSWAP. Los valores de v obtenidos del anélisis de los datos
originales, varian aproximadamente de 1 a 6 aun para la velocidad del viento constante, v es
de hecho una variable aleatoria con distribucién aproximadamente normal de media de 3.30

y varianza 0.62.
Espectro TMA

La formulacién espectral TMA es desarrollada como una extensién del espectro JON-
SWAP de modo que este se pueda aplicar a olas generadas por el viento en aguas de profun-
didad finita. El concepto estd basado en la ley de similitud de Kitaigorodskii et al. (1975)
y su validez se verifica a través del andlisis de tres conjuntos de datos, obtenidos cerca de
TEXEL en el Mar del Norte, durante el proyecto MARSEN conducido en el Mar del Norte
y en el proyecto ARSLOE llevado a cabo en Duck, Carolina del Norte. EEUU.

De manera de extender la formulacion espectral de Phillips dada por

S(w) = ag*w™

para que incluya olas en mares de profundidad finita, Kitaigorodski et. al. (1975) desarrol-

laron el siguiente espectro:
(1.16) S(w) = ag’w™¢(wn),
donde ¢(wy,) es un factor de transformacién dado por

( (w0, 1)) (0, )

(117 Hn) = : .
(h(e,00)) (1, 00)
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En la féormula anterior wy, es una frecuencia no-dimensional definida por w\/g (h = pro-
fundidad de agua) y k(w,h) es el nimero de olas asociado con la relacién de dispersién de

las olas en aguas de profundidad finita.

Brows et. al.(1985) aplicarén el factor de transformacién al espectro JONSWAP y pre-

sentaron el espectro TMA como sigue

S(w) = [Espectro JONSWAP (w)]o(wp,)
S(f) = [Espectro JONSWAP (f)]o(wn),

donde los espectros JONSWAP S(w) y S(f) estan dados en (1.14) y (1.13).




Capitulo 2

Distribucion de las alturas de las crestas de las

olas

La aproximacién de la distribucién de las alturas de las crestas de las olas que se us-
ara sera la siguiente
p*(h)
pr(m)’

donde p*(h) es la intensidad con la cual la elevacién del mar cruza el nivel h en una direccién

(2.1) P(A.>h) <

hacia arriba y m es el llamado nivel de aguas tranquilas, a menudo tomado como el valor
promedio de la elevacion del mar o el nivel que el mar cruza frecuentemente, el cual coincide

con el mar Gaussiano.

Para un mar Gaussiano, con niveles de aguas tranquilas m = 0, la intensidad de cruzar

hacia arriba p*(h), esta dada por la férmula de Rice,

)

(2.2) 1 (h) = Tize_B(Hﬂs)

donde T, es el promedio de periodo de la ola y H, es el valor significativo de la altura de la
ola. Es sabido que para el mar Gaussiano la aproximacién de Rayleigh funciona muy bien

para olas altas, y en realidad es una aproximacién conservadora ya que tenemos

(2.3) P(A. > h) < eg(His) .

23
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La aproximacién de Rayleigh es un método comunmente usado para hallar la distribucion
de la altura de la cresta para modelo de mar Gaussiano. Extenderemos la aproximacion a

mares no-Gaussianos con el uso de la ecuacién (2.1).

1. Modelado de la superficie del mar

Comenzamos con el modelo lineal de mar, que postula que la superficie del mar es la
suma de las ondas de coseno simples, en nuestro caso consideramos solo el mar con cresta
grande, es decir, la superficie no depende de la coordenada y. Ademéas consideramos un mar

unidireccional, donde todas las olas viajan a lo largo del eje x con la velocidad positiva.

Definicién 2.1. El mar lineal 7, que consiste en /N olas coseno, esta dada por

N A
(2.4) m(a,t)= 3 Srelnt ke,
n=-—N

donde por cada ola elemental: A, denota su amplitud en valor complejo, w, frecuencia
angular y k, el nimero de olas. Asumimos que A_,, = A}, donde z* denota el conjugado
complejo de z. Ya que 7, debe ser un campo de valor real, tenemos que asumir que w_; = ~w;

y k_j = —k;. Finalmente por la denominada relacién de dispersion.
w? = gktanh(hk), w>0,k>0,

donde g y h son la aceleracion de la gravedad y la profundidad del agua respectivamente.

Las mediciones del valor real del mar muestran que el modelo lineal es a menudo de-
masiado simplista y lleva a errores en la prediccién de la altura de las crestas (en aguas
profundas) de alrededor del 10 al 20 %. El modelo puede ser corregido usando términos de
segundo orden que permiten la interaccion entre los elementos de olas de coseno, lo cual

definiremos a continuacién.

Definicién 2.2. La correccién cuadratica 7, estd dada por

YA A : .
(2.5) ne(w,t) = Z D ——E(wn,wm)ezwnt = kn Jiwpt - kmx7
-N m=-N
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donde las amplitudes A, las frecuencias angulares w y el nimero de olas k satisface la misma
relacién como en el modelo lineal. La funcién de transformacién cuadratica, E(w,®)

estd dada por la siguiente definicion

Definicién 2.3. La funcién de transformacién cuadratica, F(w,d) esta dada por,

PR L (02 4 572 4 i) + L EE 1
ww 29 _ iww(w+w) 9 A —(w2 e wa},)’
1- g(wk:&’?)Q tanh(k + k)h 2wio 29

(2.6) E(w,®) =

donde k,% son el nimero de olas que es calculada usando la relacion de dispersion de las

frecuencias angulares w, o, respectivamente. Asumimos que E(w,-w) = 0.

Observacién 2.1. Es importante notar que para cualquier valor positivo w y @ las
siguientes relaciones simétricas se mantienen E(w,®) = E(@,w), F(w,®) = E(-w,-0) y

E(w,-@) = E(-w,w). Estas propiedades implican que 7, es un campo de valor real.

El modelo determinista de olas de Stoke de segundo orden es definido como:

(2.7) N (x,t) =n,(x,t) +n,(z,t),

donde 7, y n, son procesos lineales y cuadraticos dados por las ecuaciones (2.4) y (2.5),
respectivamente. El modelo de mar Gaussiano de segundo orden es obtenido asumiendo que
las amplitudes complejas A,,,n > 0, son variables independientes y normalmente distribuidas,
es decir, A, = 0,(U, —iV,), donde U, V,, son variables Gaussianas independientes de media

0 y varianza 1, y 02 es la energia de las olas con frecuencia angular w,, y —w,.

A menudo se asume que el proceso Gaussiano lineal 7, tiene una densidad espectral.
Para un modelo de mar con un espectro lineal en un lado S(w), 0 < w < w,, donde w, es
la frecuencia de corte, definimos limy_ . 7N (2,t) = n(x,t), donde n™N(z,t) estd dada por
la ecuacion (2.7). Las olas individuales tienen una frecuencia angular w; = jw./N y energia

07 =S(wj)Aw, j=1,..,N, donde Aw = w,/N.

En lo siguiente usaremos 7 (0,¢), pero en principio para simplificar la notacién debemos

escribir 7(t) por n™¥(0,t). Usando representacion matricial definimos

Z(t) = [(Uy —iVy)et...(Uy —iViy)e= T = X(8) +iY (1),
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(E(wma _wn) + E(wma wn))gmgna

O
I
=

3
s
S
3
s

I

(2.8) R=[rmn], Tmn (E(Wm,—wn) = E(Wm, Wn))0mOn,

VS (wn)Aw,

Q
I
)
S
Q
3

I

donde m,n =1,..., N, entonces

(2.9) n(at) = T X (1) + %X(t)TQX(t) . %Y(t)TRY(t).

2. Promedio de la Intensidad de Cruce hacia Arriba

Asumimos que 7(t) es un proceso Guassiano estacionario de media cero. Si la derivada
n(t) existe entonces, para un nivel fijo u, el nimero de veces que el proceso 7(t) cruza u en

la direccién hacia arriba p*(u), estd dada como sigue:

(2.10) u*(u):fo zfn(o),ﬁ(o)(u,z)dz,

donde f,05(0)(u, 2) es la densidad conjunta de 7(0),7(0). En el caso de insertar la densidad
Gaussiana de 7(0),7(0) en la ecuacién (2.10) nos dara la ecuacién (2.2), con T, = 27 :\\—g
y Hs =43/ Ao, donde Ao, Ay son los momentos espectrales iguales a la varianza de 7(0),7(0)

respectivamente.

Observaciones:

(1) A menudo se utiliza la ecuacién (2.10) para calcular la intensidad del cruce ha-
cia arriba p*(u) incluso para procesos no gaussianos, siempre que la densidad de
n(0),7n(0), esté disponible.

(2) Puesto que la densidad no esté definida de forma tnica, la ecuacién (2.10) no puede
ser cierta sin algunas condiciones adicionales. Sin embargo, si decimos que la igual-

dad es valida para casi todo u la ecuacion (2.10) sigue siendo cierta.

Por la ecuacién (2.10), para el cdlculo de pu*(u) se necesita el conocimiento de la densi-
dad conjunta de 7(0),7(0). No se conoce una férmula explicita para la densidad conjunta

1(0),n(0), para el proceso n(t) definido por la ecuacién (2.9) (excepto cuando N = 1).
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Aqui nos proponemos utilizar el método del punto de silla para aproximar u*(u). Con el
fin de emplear el método, necesitamos la formula explicita para la funciéon generadora de

acumulacién de 1(0),n(0).

Tomando en cuenta la definicion 1.14 se tiene que la funcién generadora de acumulacion,

K(z,y), de n(0),7(0) esta dada por
(2.11) K(z.y) = (B[O 1O () e .

donde X es el argumento establecido para que la ultima integral converja. Para el proceso
representado por la ecuacién (2.9) tenemos que (leer Machado and Rychlik (2002) para
detalles)

(2.12) K(z,y) - —%ln(det([ CAY+ %tT(I CAYY (my) e X,

donde I es una matriz identidad de dimensién (2N,2N). La matriz A = A(x,y) vy el vector

t=t(z,y) estan definidos como sigue:

(2.13) Ax,y) = , tr,y) =
R

ademds, la inversa de (I — A) y el determinante de (I — A) estan dados por

(2.14)

-1 _ [(I-2Q)-(yS)(I-zR) 1 (yST)]! (I-2Q) Y (yS)[(I-zR)-(yST)(I-2Q) 1 (yS)]*

(I-A)"(z.y) = [<I—xR)-1(yST)[(I—m@)—(ysxf—xm-l(yST)J* [(I-2R)-(yST)(I-2Q) 1 (yS)] "} ]
I-zR —-yS _

(2.15) det(I - A)(z,y) = (_yST) Uowry | = = 2Q1 |(I - 2R) = (-yS)(I - 2Q) ™ (y9)|

En las matrices anteriores se tiene,

(2.16) W = [Wnnl, Wmm=-Wm, ¥ Wmn=0 si m#n,

S

QW -WR,
donde m,n=1,....N, Y @, R,o son dados por la ecuacién (2.8).

Tomando en cuenta la ecuaciones (2.13) y (2.14) reescribimos la ecuacién (2.12) de la

siguiente manera

1 1
(2.17) K(z,y) = —§ln(det([—A))+5[(3:0TA’11+yWoTA§1)xa+(xaTA’12+yWUTA’22)yWU],
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donde Af, = Al (z,y), Al, = Alu(x,y), AL = AL (z,y) v Aby = Al (x,y) son las entradas de
la matriz (1 - A)~L.

3. Método del punto de silla

La aproximacién del punto de silla fue introducida por primera vez por Daniels (1954,1987)
como una férmula de aproximacién de la funcién de densidad de probabilidad de la fun-
cién generadora de acumulacién. Aplicaremos aqui una variante del método que nos permi-
tird obtener directamente una aproximacién de p*(u). Comenzamos escribiendo la ecuacién

(2.10) como una funcién de K (z, y) y eliminamos la integracién en z.

(2.18) pt () = lim ———— / e f = L kGw-emmgy gy
' w=0 (2772)2 —ico 12 ’

(el limite cuando w — 0 se introduce por razones técnicas). Ademds, el camino de la integra-
cion en dy se ha deformado a la linea vertical con Re(y) = 3 > 0 para evitar la singularidad en
y = 0. Entonces, la integral interior en dx se aproxima por medio del punto de aproximacion

unidimensional de la silla de montar, tambien llamado a veces método de Laplace,

1 ico ]
(2.19) f — R ) ru g

1
h(y)ed®,
(271'2)2 —100 y 2 (y)

donde, si denotamos L(z,y) = K(z,y) - zu-yw, g(y) = L(z,,y), h(y) = (L”(xy,y))‘% Y Ty

es el minimo local de L(z,y), para valores de y fijos.

Ahora, usando la ecuacién (2.19) la intensidad del cruce hacia arriba se puede aproximar

COo1mo

1 Y+ioo h(y)
2.20 *(u) » lim —— f eI dy.
(2.20) () ~ lim \/—(27”)2 R
El doble polo de integracién en la ecuacién (2.20) en y = 0 hace que el cédlculo de cualquier
aproximaciéon para la integral sea algo dificil. Sin embargo, hay casos especiales en que la

integral se puede calcular casi de forma explicita. Podemos ver esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Supongamos que la funcién ¢g(y) y h(y), en la ecuacién (2.20) son polinomios

de segundo grado, por ejemplo

2 A2
g(y)= "5 +byve.  h(y)="=-+By+C.
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donde a > 0. Asumimos que la podemos elegir para ser la posicion del minimo local de

“TyQ + by + c. Entonces la integral de la ecuacion (2.20) puede ser evaluada como sigue

o) g [ Mt - (Lot an) + Ba/ag + VaCHVai) |

donde ¢(x) es la densidad esténdar gaussiana, ®(z) = [~ ¢(y)dy y ¥(z) = [~ ®(y)dy. Tome
en cuenta que las funciones ® y ¥ no se pueden calcular analiticamente, sin embargo existen
aproximaciones muy precisas. Estas funciones se incluyen en la mayoria de las herramientas
numericas. Para el modelo de mar sélo necesitaremos los valores de las funciones para x = 0.

Para este caso especial tenemos que ¥(0) = 3 mientras ¢(0) = ¥(0) = ﬁ 0

Procediendo de manera similar que en el ejemplo anterior podemos aproximar g(y) y
h(y) por polinomios adecuados (la simetria K (z,y) = K(z,-y) también se emplea). Luego
al dejar y tendiendo a cero obtenemos la siguiente aproximacién para la intensidad del cruce

hacia arriba.

(2.22) wwwfwwyﬂnb+ o “waW’

V2 2h(0)g"(0) 24 47(0)
donde g(y) = K(zy,y) —zyu, h(y) = \/ﬁ y x, satisface Kq(zy,y) = u. Aqui

K (z,y)
ox
_ldet(I—A)l +1
2 det(I-A) 2

Kl(x7y)

A’ Al
[ (JTA,H + xaT% + yWUT%) To
X i

+(xaTA’H + yWUTAgl)J + (UTA'12 + ol —12
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0?°K(x,
Ku(z,y) = %
_ _ldet(l - A)Hd@t(j - A) - (det([ - A)1)2
) (det(I-A))?
0A! 702 A] 02A!
9T 411 11 T 21)
2[( ox a0’ 0%x tyWo 0%x v
A/
+2(0TA’11 + xaT% + yWaTA’Ql)a
! 2 A/ 2 Al
+ (2UT—8§;2 +z0o 88A12 +yW TaaAzQ)yWUI

donde det(I — A); = %, det(I - A)y = %. Ademés f es la aproximacion del
punto de silla para la densidad de 1(0) dada por

iy = 1MO) g(0)
(2.23) f(u) mg -

Es bien sabido que la la densidad de punto de silla a menudo no integra uno, es decir, no
es necesariamente una funcion de densidad de probabilidad. La precision a menudo puede
mejorarse mediante la extension de f (u) para que integre 1. Denotamos esta aproximacion
extendida de punto de silla como f(u) y la utilizaremos en nuestros ejemplos, es decir, que

la aproximacion del punto de silla ji*(u) serd de la siguiente manera:

Vo "<>( L) _igwm))N )
Var \' 20(0)g"(0) " 22¢7(0)2) T H

(2.24) i (u) = f(u)

Observaciénes numéricas: Para evaluar la ecuacién (24) tenemos que encontrar primero
el valor xg, que es una funcién definida implicitamente de nivel u, es decir, K;(xg,0) = u. Al
conocer el valor x = xo(u), la funcién generadora de acumulacién K (zq,0) y sus derivadas

Ki(z,0), Ki1(x,0), la funcién f(x) puede ser calculada puesto que

(2.25) 9(0) = K(z,0) - zK:(x,0),  h(0) = 9"(0) = K22(x,0),

1
VEn(2,0)

donde Ko (z,y) = 8K—(“Ty) Luego calculamos la integral I = [ f (u)du y definimos la densidad
normalizada del punto de silla f(u) = f(u)/I.
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Se necesitan derivaciones mas largas pero todavia elementales para poder calcular la

ecuacién (24) como

h"(O) _ 1 K1122($,0)K11($,0) _K111($,O)K122($,0)
(2.26) —— = = - 7
21(0)g"(0) 4 K11(z,0)2Ko(z,0)
9" (0) _ K999 (,0) K11 (x,0) = 3K122(x,0)?
9"(0)? Ki1(2,0)Kog(z,0)? '

Aqui Ki190(x,y) significa que la funcién generadora de acumulaciéon K (z,y) se diferencia
dos veces en x y dos veces en y, mientras que K9 (x,y) indica la diferenciacién una vez en
x v dos veces en y. Las otras derivadas se definen de una manera similar. Ya que para el mar
aleatorio de segundo orden la funcién generadora de acumulacién, dada por la ecuacién (2.12),
es una expresién complicada, las derivadas parciales de K (x,y) tienen que ser calculadas

numeéricamente.

A continuacién comentamos sobre el tema de la busqueda de x = g, es decir, la resolucion
de K;(xp,0) =u. Con el fin de evitar la solucién de esta ecuacién no lineal que proponemos
aqui para utilizar la funcién inversa x - u = K1(x,0), la cual es més ficil de evaluar. Més
precisamente eligimos un vector de valores x, y calculamos los correspondientes u(z) de los
niveles y las constantes definidas por las ecuaciones (2.25) y (2.26), ademés sabemos que la
aproximacién de la intensidad de cruce hacia arriba i (u(z)) se puede evaluar mediante la

ecuacién (2.24).

Finalmente, puesto que las ecuaciones (2.26) implican derivadas parciales de orden su-
perior de K(x,y), también se puede realizar un enfoque alternativo, el cual serfa calcular
numéricamente ¢”(0), (¢?(0)) y h”(0) para g(y), h(y), respectivamente. Este enfoque es

mas lento y también es mas inestable para valores bajos .




Capitulo

Modelo y Analisis de Resultados

En esta seccién analizaremos los resultados de aproximacion de la intensidad del cruce
hacia arriba utilizando el método del punto de silla, para esto realizaremos tres ejemplos,

con los siguientes espectros: JONSWAP, Pierson-Moskowitz y TMA.

1. Ejemplos nimericos

Para los tres espectros los pardmetros elegidos aqui son la altura significativa Hy = 7 [m],
el periodo de pico T}, = 11 [seg] y el parametro de forma pico vy = 2.385. La frecuencia de
corte elegido es w,. = 3 [rad/s], es decir, S(w) = 0 para w > w,. La frecuencia de pico es w, =
0.574 [rad/s] y N =257. Con la acotacién de que el espectro Pierson-Moskowitz no necesita

parametro de pico y el espectro TMA es de aguas finitas.

Debido a que tanto el espectro JONSWAP como el Pierson-Moskowitz son para aguas
profundas la funcién de transferencia cuadratica dada en la ecuacién (2.6) se simplifica como

sigue

(3.1) BE(w,®) =

2—(w2 +@?) cualquier otro caso.
)

Ya que %im tanh(kh) = 1 y la relacién de dispersion se simplifica a w? = gk.

32
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En el caso del espectro TMA al ser de aguas finitas se utiliza E(w,®), dada en la ecuacién

(2.6).

No existe algin método sencillo para evaluar p*(u) (para el caso de mar de segundo
orden) y poder compararlo con nuestra aproximacién g*(u), lo que hicimos entonces fue
calcular fi*(u) para modelo de mar de segundo orden y mediante WAFO de MATLAB

hallamos p*(u) para el caso del mar lineal y asi poder observar las diferencias.

Para calcular i*(u) dada en la ecuacién (2.24) se utiliza una rutina incluida en WAFO
de MATLAB, que dentro de ella es llamada la funcién generadora de acumulacién K (z,y) y
también la funcién de transferencia cuadratica E(w,@). Dicha funcién it (u) se utilizara para
calcular la ecuacién (2.1) y asi obtener la aproximacion de la distribucién de la altura de las
crestas de la olas. Ya que la aproximacién de la distribucién de la cresta basada en *(u) es
mas preciso para las olas altas, excluimos las olas pequenas y comparamos la aproximaciéon

de distribucion de la altura de la cresta dado que hy = 1 metro, a saber

(3.2) P(A. > h|A. > ho) = ;‘:((:)).

Mas precisamente, puesto que la distribucion exacta de la altura de la cresta no se
conoce en realidad, vamos a comparar la aproximacion propuesta con la distribuciéon empirica
condicional de A, obtenida a partir del proceso simulado 7(t), 0 <t < T, con una frecuencia

de muestreo de 5 [H,] y T = 24 horas.

Sabemos que la funcién de distribucién empirica F},, es una funcién de distribucién acu-

mulada que asigna probabilidad igual a 1/n a cada uno de los x;, la definimos como sigue:
. 1
Fo(z)=P(X <z) ==Y I(z; <)
n=3

donde I es la funcién indicatriz.

Ahora bien, nosotros queremos hallar la funciéon de distribucién empirica de A., es decir,

P(A.> h), la cual obtendremos de la siguiente manera

P(A.>h) =1-P(A, <h).
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Numéricamente se realizo lo siguiente, por medio de cada espectro se crean los datos con
los que se trabajara para hallar los valores de las alturas A., dichos datos fueron creados
con la frecuencia de muestreo y periodo T mencionados anteriormente (5 [H.] y 24 horas
respectivamente) y luego se calcula la distribucién empirica de A., después se obtiene el
excedente de probabilidad de la distribucién empirica es decir 1 — P(A, < h) y por tltimo se

toman en consideracion la condicién A, > hyg.

Los tamanos de las muestras de A, para el calculo de la funcién de distribucién empirica

son los siguientes: n = 5113 (JONSWAP), n = 5342 (Pierson-Moskowitz) y n = 5939 (TMA).
Ejemplo 1: Espectro JONSWAP (aguas profundas)

A continuacién presentamos la gréafica de la aproximacién de i*(h) usando el método del

punto de silla y de la distribuciéon condicional de las alturas las crestas A..
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Ficura 3.1. Aproximacion de la intensidad del cruce hacia arriba y espectro
JONSWAP (Izquierda). Comparacién de p*(h) (linea discontinua) y p*(h)
calculada mediante WAFO (linea punteada). Distribucién condicional de las
alturas de crestas A., es decir, P(A. > h|A, > 1) (Derecha). Excedente de
probabilidad de la distribucién empirica (linea irregular). La aproximacién de
Rayleigh para la distribucién de A, (linea punteada). La aproximacién basada

en fi*(h) (linea discontinua).

Podemos notar en la figura (3.1) en su parte derecha que no hay mucha diferencia entre
la aproximacién it (h) calculada por el método del punto de silla y p*(h) calculada mediante

WAFO a pesar que no es el mismo orden del mar.
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En el caso de la parte izquierda de la figura (3.1), hacemos la acotacién que la grafica
se presenta en escala logaritmica. Respecto a dicha grafica se puede ver que el excedente
de la distribuciéon empirica estimada a partir de la elevacién del mar simulado, se ajusta
mejor para el caso de la aproximacién de la distribucién condicional de A, basada en ji*(h)
calculada usando la ecuacion (2.24), que para la aproximacién de Rayleigh calculada por la

ecuacion (2.3).
Ejemplo 2: Espectro Pierson-Moskowitz (aguas profundas)

Como en el ejemplo anterior se trabajara en condiciones de profundidad infinita. Podemos
ver las gréficas de la aproximacién de la intensidad del cruce hacia arriba para modelo de

mar cuadratico y de la distribucién condicional de las alturas las crestas a continuacion.
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Ficura 3.2. Aproximacion de la intensidad del cruce hacia arriba y espectro
Pierson-Moskowitz (Izquierda). Comparacién de fi*(h) (linea discontinua) y
p*(h) calculada mediante WAFO (linea punteada). Distribucién condicional
de las alturas de crestas A, es decir, P(A. > h|A. > 1) (Derecha). Excedente de
probabilidad de la distribucién empirica (linea irregular). La aproximacién de
Rayleigh para la distribucién de A, (linea punteada). La aproximacién basada

en it (h) (linea discontinua).

Se puede apreciar en la parte derecha de la figura (3.2) que no hay mucha diferencia
entre la aproximacién pu*(h) calculada por el método del punto de silla y pu*(h) calculada

mediante WAFO.

En el caso de la parte izquierda de la figura (3.2), presentada en escala logaritmica,

podemos notar la exactitud de la propuesta de la aproximacién condicional de A. basada en
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it (h) calculada usando la ecuacion (2.24) y el excedente de la distribucién empirica estimada

a partir de la elevacion del mar simulado , no sucede asi con la aproximacion de Rayleigh

calculada por la ecuacion (2.3).
Ejemplo 3: Espectro TMA (aguas finitas)

En este tutimo ejemplo se considera la elevacion de la superficie del mar en condiciones
de profundidad de agua finita. El mar es modelado por la ecuacién (2.9) con una funcién
de transferencia F(w,@) dada por la ecuacién (2.6) con una profundidad de agua de h =20
[m]. Vamos a utilizar el espectro TMA que es la transformada de los ejemplos JONSWAP y
Pierson Moskowitz a la ubicaciéon de profundidad finita. Aqui las olas seran mé&s pequenas,
pero la asemetria entre las crestas y valles es mas clara. Seguidamente observaremos las

graficas relacionadas con la aproximacién de la intensidad del cruce y la distrubicién de las

alturas de las crestas A,.
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FiGUrA 3.3. Aproximacién de la intensidad del cruce hacia arriba y espectro
TMA (Izquierda). Comparacién de it (h) (linea discontinua) y p*(h) calculada
mediante WAFO (linea punteada). Distribucién condicional de las alturas de
crestas A, es decir, P(A. > h|A. > 1) (Derecha). Excedente de probabilidad de
la distribucién empirica (linea irregular). La aproximacién de Rayleigh para la

distribucion de A. (linea punteada). La aproximacién basada en it (h) (linea

discontinua).

En la parte derecha de la figura (3.3) se puede observar que en este caso la intensidad del

cruce es un poco mas empinada que en los casos anteriores donde el mar es muy profundo,
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ademds notamos que la aproximacién p*(h) calculada por el método del punto de silla y

p*(h) calculada mediante WAFO son cercanas pero no precisas .

En la figura (3.3) parte izquierda, presentada en escala logaritmica, se puede apreciar
con claridad la coincidencia entre la distribucion empirica estimada a partir de la elevacion
del mar simulado, y la aproximacién de la distribucién condicional de A, basada en *(h)
calculada usando la ecuacion (2.24), para la aproximacion de Rayleigh calculada por la

ecuacion (2.3).




Conclusiones

En este trabajo hemos visto que la distribuciéon de la crestas de las olas en el modelo de
mar aleatorio de segundo orden, definido por la ecuacién (2.9), se puede aproximar efectiva-
mente por la ecuacién (2.24). Las férmulas para la intensidad de cruce son explicitas, pero
contienen derivados de orden superior de la funciéon generadora de acumulacion, que por lo
general tienen que ser calculados nimericamente. Aunque la ecuacién a simple vista no es
facil de hallar, se tiene la ventaja que la rutina para hallarla esta incluida en la herramienta
WAFO de MATLAB, lo cual es un factor importante tomando en cuenta que no existe un

método sencillo y facil de calcular para el caso de u*(h).

El método propuesto es rapido ya que es calculado en pocos segundos y efectivo al
momento de hallar la distribucién de las alturas de las crestas A.. Mas aun tomando en
cuenta que la aproximacion de Rayleigh no es del todo buena como pudimos observar en las

graficas presentadas en el capitulo 3.

En cuanto a los ejemplos pudimos notar que ademas del hecho de que la aproximaciéon
de la distribucién condicional de A, basada en i*(h) calculada usando la ecuacion (2.24), se
adaptaban muy bien al excedente de la distribucién empirica, para los tres espectros hacemos

énfasis que el espectro de Pierson-Moskowitz fue el que se ajusté de una manera mas precisa.
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