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Resumen: En el presente Trabajo Especial de Grado se desarroll6 un modelo con
solucion analitica, que describe el comportamiento fluidodinamico del flujo bifasico
en patron de flujo anular cuando ambos fluidos se encuentran en régimen turbulento
en flujo vertical ascendente. El modelo se obtuvo al aplicar por separado a cada fase
las ecuaciones diferenciales de conservacion de la masa y la cantidad de movimiento
lineal, luego dichas ecuaciones se simplificaron eliminando términos poco
importantes y posteriormente se resolvieron utilizando condiciones de frontera
adecuadas. Para expresar los esfuerzos de Reynolds se utilizo la teoria de longitud de
mezcla de Prandtl. En cuanto a la fase gaseosa soélo se tomod en cuenta la corriente
turbulenta principal, pues se despreciaron las subcapas laminar y amortiguadora. En
cuanto a la fase liquida se consideraron dos regiones: una subcapa laminar adyacente
a la pared y una corriente turbulenta principal. Ademas, se considerod que la interfase
entre ambos fluidos es plana y lisa, y se utiliz6 un espesor de pelicula promedio.
Asimismo el modelo se desarrolld considerando que la curvatura para la pelicula de
liquido es despreciable.

Se determin6 que los parametros adimensionales que caracterizan el
fendmeno en estudio son el nimero de Reynolds superficial del liquido, el nimero de
Froude superficial del liquido, la relacion entre el caudal del gas y del liquido y la
relacion entre la densidad del liquido y del gas. Asimismo se obtuvieron expresiones
para los perfiles de esfuerzo cortante y velocidad correspondientes a cada una de las
fases; ademas, de relaciones que permiten calcular la caida de presion y el espesor de
la pelicula conociendo los caudales, las propiedades fisicas de ambos fluidos y la
geometria de la tuberia.

Al comparar con datos experimentales seleccionados de la literatura
especializada se encontrd que para el gradiente de presion el error porcentual absoluto
promedio fue igual a 11 %, mientras que para el espesor de pelicula el error
porcentual absoluto promedio obtenido fue igual a 15 %; por lo tanto, se concluy6
que el modelo desarrollado reproduce adecuadamente los datos experimentales
disponibles.
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CAPITULO |
FUNDAMENTOS DE LA INVESTIGACION

1.1 INTRODUCCION

El flujo bifasico se encuentra en multiples aplicaciones de la ingenieria, las
cuales incluyen la industria petrolera, quimica, nuclear y geotérmica. La necesidad de
métodos de disefio para dichas aplicaciones, ha estimulado numerosas investigaciones
que se han desarrollando desde la década de los cincuenta en un intento por entender
el comportamiento de este fendmeno. Cuando el interés esta en la fluidodinamica, se
hace énfasis principalmente en la determinacion de parametros tales como el patron

de flujo, la caida de presion en tuberias y el holdup de liquido (Shoham, 2006).

En general, los métodos de andlisis que se utilizan para abordar un problema
fluidodindmico se pueden clasificar de la siguiente manera: andlisis diferencial,
analisis integral y analisis basado en estudios experimentales (White, 2004). En el
analisis diferencial, se aplican los principios de conservacion de la masa, cantidad de
movimiento y energia a un elemento de fluido infinitesimal, obteniendo como
resultado las ecuaciones diferenciales de conservacion de la masa, cantidad de
movimiento y energia. Por otro lado, en el andlisis integral, estos principios de
conservacion se aplican a un volumen de control arbitrario, para dar lugar a las
ecuaciones de conservacion de la masa, cantidad de movimiento y energia en forma
integral. Cuando estas ecuaciones se escriben para un volumen de control
macroscopico y se hacen ciertas suposiciones, se obtienen los balances
macroscopicos de materia, cantidad de movimiento y energia (Bird et al., 2006).
Finalmente, en el analisis basado en estudios experimentales, se propone una serie de
ajustes de datos experimentales para correlacionar una variable determinada. Este

método esta fundamentado en el analisis dimensional (White, 2004).



Los enfoques utilizados para estudiar los problemas de flujo bifasico se basan
en los métodos de analisis mencionados anteriormente. En general, estos enfoques se
han fundamentado en la utilizacién de los modelos homogéneos y mecanicistas
(basados en el andlisis integral), las correlaciones empiricas (basadas en estudios

experimentales) y los modelos basados en el analisis diferencial.

Los modelos homogéneos constituyen uno de los primeros intentos para
describir el flujo bifasico. En estos modelos, el flujo bifasico es supuesto como un
fluido pseudo homogéneo con una velocidad y propiedades fisicas promedio de la
mezcla. La mayoria de los modelos homogéneos consideran el flujo como una mezcla
homogénea en donde las fases se mueven a la misma velocidad a través de tuberias de
diametros especificos, por tanto no consideran la presencia de patrones de flujo.
Algunos si toman en cuenta el deslizamiento entre las fases (Shoham, 2006). Estos
modelos combinan el andlisis integral con el enfoque experimental, ya que se basan
en balances macroscopicos de materia y cantidad de movimiento que luego se

complementan con correlaciones empiricas.

Luego de la aparicion de los modelos homogéneos, el estudio del flujo
bifasico evoluciono significativamente. Se desarrollaron correlaciones empiricas que
comenzaron a considerar tanto el deslizamiento entre las fases como la existencia de

los patrones de flujo (Shoham, 2006).

Otro enfoque utilizado para el modelado del flujo bifasico, es aquel basado en
la utilizacion de los denominados modelos mecanicistas. Estos modelos consideran
tanto el deslizamiento entre las fases como la existencia de los patrones de flujo. En
general, este enfoque consta de dos etapas: en primer lugar se determina el patron de
flujo existente en el sistema para unas condiciones dadas y luego se estudia dicho
patron de flujo por separado, planteando un modelo que tome en cuenta la geometria
que lo caracteriza (Shoham, 2006). Al igual que los modelos homogéneos, los

modelos mecanicistas combinan el andlisis integral con el enfoque experimental, pues



en primer lugar se realizan balances macroscopicos de materia y cantidad de

movimiento que posteriormente se complementan con correlaciones empiricas.

Un enfoque diferente a los descritos anteriormente es desarrollar modelos
basados en el analisis diferencial para el modelado del flujo bifasico. Estos modelos
se basan en la aplicacion de las ecuaciones diferenciales de conservacion de la masa y
la cantidad de movimiento lineal a cada una de las fases presentes en la tuberia,
posteriormente estas ecuaciones se simplifican descartando términos poco

importantes y finalmente se resuelven utilizando condiciones de frontera adecuadas.

En general, son pocos los casos que se pueden tratar utilizando modelos
basados en el analisis diferencial, debido a la complejidad del flujo y de la estructura
interfacial. El patrén de flujo anular es uno de los pocos casos que se ha estudiado

utilizando este enfoque, asi como el patréon de flujo estratificado.



1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En la bibliografia existen diversos modelos basados en el analisis diferencial,
planteados para el patron de flujo anular. De manera general, en estos modelos, el
flujo bifésico en patron de flujo anular se divide en dos regiones: una delgada pelicula
adyacente a la pared que fluye por la seccién anular y un nucleo central que fluye
dentro del anulo, entonces las ecuaciones de conservacion se aplican por separado a
cada una de las fases. Dependiendo de los regimenes de flujo presentes en el sistema
se pueden tener cuatro posibles combinaciones: pelicula laminar con nicleo laminar,
pelicula laminar con nucleo turbulento, pelicula turbulenta con nucleo laminar y

pelicula turbulenta con nucleo turbulento.

De las cuatro posibles combinaciones, tres han sido ampliamente tratadas en
trabajos anteriores. El caso en el que ambos fluidos estan en régimen laminar fue
resuelto por Rovinsky (1997) suponiendo flujo excéntrico y por Su (2006) para flujo
concéntrico. En cuanto a la combinacion pelicula turbulenta con ntcleo laminar, se
puede decir que es muy comun en el flujo de agua con crudos altamente viscosos, y
ha sido ampliamente estudiada en los trabajos de Oliemans (1987) y Joseph (1993).
Asimismo el caso en el que la pelicula estd en régimen laminar y el nlcleo en

régimen turbulento, se estudio6 en el trabajo de Levy (1966).

En cuanto al caso en el cual ambos fluidos se encuentran en régimen
turbulento, se puede decir que ha sido ampliamente estudiado para flujo horizontal en
diversos trabajos, entre los cuales destaca el de Hashizume y Ogiwara (1985), donde
se obtiene una solucidn analitica al problema. Para flujo vertical, sucede lo contrario,
pues son pocos los autores que tratan este caso, y ademds ninguno obtiene una
solucion analitica al problema. Entre estos trabajos se pueden mencionar los de

Calvert y Williams (1955), Biasi (1968) y Abolfadl y Wallis (1986).



Debido a lo anteriormente expuesto, se ha planteado como finalidad de este
Trabajo Especial de Grado desarrollar un modelo con solucion analitica para flujo
bifasico en patron de flujo anular en tuberias verticales, considerando que ambos
fluidos se encuentran en régimen turbulento y utilizando la teoria de longitud de

mezcla de Prandtl para expresar los esfuerzos de Reynolds.

Para desarrollar este modelo, en primer lugar se aplicaran las ecuaciones
diferenciales de conservacion de la masa y cantidad de movimiento para cada una de
las fases presentes en el sistema, luego se normalizaran y simplificaran dichas
ecuaciones y finalmente seran resueltas utilizando condiciones de frontera adecuadas.
La idea es obtener los pardmetros adimensionales que caracterizan el fenomeno de
interés, asi como los perfiles de esfuerzo cortante y velocidad correspondientes a cada
una de las fases, ademas de relaciones que permitan calcular la caida de presion y el
espesor de la pelicula conociendo los caudales, las propiedades fisicas de ambos

fluidos y la geometria de la tuberia.

Se espera obtener un modelo que reproduzca adecuadamente los datos
experimentales mejorando el error en comparacion con otros modelos desarrollados
para condiciones similares. Ademas, el modelo obtenido podra ser utilizado como
punto de partida para trabajos posteriores donde se analicen otros patrones de flujo
similares o para estudios que incluyan los efectos de la transferencia de calor y la

transferencia de masa.



1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo General

Desarrollar un modelo que describa el comportamiento fluidodindmico del flujo
bifasico en patron de flujo anular, basado en la simplificacion y solucion de las
ecuaciones diferenciales de conservacion de la masa y la cantidad de movimiento

lineal.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Establecer las ecuaciones fundamentales necesarias para describir el fendémeno y
delimitar el modelo a desarrollar, clasificando de forma general el flujo a estudiar

(flujo axisimétrico, estacionario).

2. Precisar el régimen de flujo en el que se encuentra cada fase y realizar estudios de
orden de magnitud a la formulacion matematica del fendémeno de interés, a fin de

descartar términos poco importantes o despreciables.

3. Normalizar el modelo y establecer los pardmetros adimensionales que caracterizan

el fendmeno.

4. Especificar las condiciones de frontera del problema y resolver el modelo
planteado para geometria cilindrica, utilizando un programa de calculo simbolico por

computadora.

5. Comparar los resultados arrojados por el modelo desarrollado con datos
experimentales y/o numéricos seleccionados de la bibliografia abierta o literatura
especializada, y con resultados obtenidos a partir de modelos desarrollados para

condiciones similares.



1.4 ANTECEDENTES

El flujo bifasico en patron de flujo anular ocurre en multiples aplicaciones
industriales, las cuales incluyen el flujo de refrigerantes en sistemas de refrigeracion y
aire acondicionado, el flujo de gas y crudo en la industria petrolera, el flujo de vapor
en plantas termoeléctricas y diversos procesos de separacion y de reaccion en la
industria quimica. En la actualidad existen diversas correlaciones empiricas que
pueden ser utilizadas para describir este patron de flujo, entre las cuales se puede
mencionar la correlacion de Lockhart y Martinelli desarrollada en 1949, la
correlacion de Dukler desarrollada en 1964, la correlacion de Hagedorn y Brown
desarrollada en 1965, la correlacion de Beggs y Brill desarrollada en 1973 y mas
recientemente las correlaciones desarrolladas por Garcia et al. (2003). Estas
correlaciones permiten estimar la caida de presion y el holdup de liquido mediante
calculos simples, sin embargo, algunas fueron desarrolladas sin realizar un analisis
dimensional riguroso, por lo que sélo pueden aplicarse con confianza en un rango de
condiciones similares a aquellas bajo las cuales se recolectaron los datos

experimentales (Shoham, 2006).

En cuanto a los modelos homogéneos, en general estos se pueden utilizar para
describir cualquier patron de flujo, siendo el mas conocido el modelo homogéneo de
Wallis que data de 1969. Sin embargo, para el patrén de flujo anular estos modelos
arrojan predicciones inadecuadas (Crowe, 2006). Por otro lado, los modelos
mecanicistas desarrollados para el patron de flujo anular, permiten obtener una mejor
descripcion del fendmeno, ya que toman en cuenta la geometria caracteristica del
patron de flujo y consideran el deslizamiento entre las fases, entre estos modelos se
pueden destacar los desarrollados por Oliemans en 1986 y por Alves en 1991. La
desventaja de estos modelos es que se complementan con correlaciones empiricas

cuyo margen de aplicabilidad en algunas ocasiones es limitado (Crowe, 2006).



De manera adicional, para el patron de flujo anular, se han desarrollado
modelos basados en el analisis diferencial. Estos modelos se basan en la aplicacion de
las ecuaciones diferenciales de conservacion a cada una de las fases por separado.
Dependiendo de los regimenes de flujo presentes en el sistema se pueden tener cuatro
posibles combinaciones: laminar-laminar, laminar-turbulento, turbulento-laminar y

turbulento-turbulento.

Como se menciond anteriormente, en el presente trabajo se va a estudiar el
caso en el cual ambos fluidos se encuentran en régimen turbulento. De manera
general los modelos desarrollados para este caso se pueden clasificar de acuerdo a la
orientacion de la tuberia como modelos desarrollados para flujo horizontal y modelos
desarrollados para flujo vertical. Entre los modelos desarrollados flujo horizontal se
puede citar el de Hashizume y Ogiwara (1985), mientras que entre los modelos
desarrollados para flujo vertical se pueden destacar los de Calvert y Williams (1955),

Biasi (1968) y Abolfadl y Wallis (1986).

En general todos los modelos citados utilizan la teoria de la longitud de
mezcla de Prandtl para expresar los esfuerzos de Reynolds, la diferencia entre uno y
otro se encuentra en la expresion utilizada para la longitud de mezclado. Asimismo,
para el caso del gas, estos modelos se basan en el hecho de que las subcapas laminar
y amortiguada son despreciables, por lo que sélo toman en cuenta la corriente
turbulenta principal; mientras que para el caso de la pelicula de liquido, consideran la

subcapa laminar y la corriente turbulenta principal.

El modelo de Hashizume y Ogiwara (1985) desarrollado para flujo horizontal
tiene solucion analitica, mientras que los modelos desarrollados para flujo vertical
requieren de solucion numérica, lo cual en algunos casos, ocasiona dificultades
adicionales. Ademas algunos de estos modelos se elaboraron sin realizar la
adimensionalizacion de las ecuaciones correspondientes, por lo que no es posible

obtener los parametros adimensionales que caracterizan el fendémeno en estudio.



CAPITULO 11
MARCO TEORICO

2.1 ASPECTOS FUNDAMENTALES DEL FLUJO BIFASICO

2.1.1 FLUJO BIFASICO

El flujo multifasico es definido como el flujo simultaneo de numerosas fases.
El flujo bifésico el caso mas simple del flujo multifdsico. En general, el flujo bifasico
se refiere al flujo simultdneo a través de una tuberia o canal conductor de cualquiera
de las siguientes combinaciones: gas-liquido, gas-solido y liquido-sélido. La
combinacion gas-liquido es la mas compleja, ya que combina las caracteristicas de
una interfase deformable y la compresibilidad de una de las fases. Esta combinacion
se encuentra en multiples aplicaciones de la ingenieria, las cuales incluyen la

industria petrolera, quimica, nuclear y geotérmica (Shoham, 2006).

En el caso particular de la industria petrolera, el flujo bifasico gas-liquido se
da en el sistema completo de produccion de petroleo, desde el reservorio de crudo y
gas hasta las instalaciones de procesamiento en la superficie, por lo tanto se requieren
métodos de disefio para determinar la caida de presion y el holdup de liquido, con el
fin de dimensionar adecuadamente las tuberias y las instalaciones de separacion. Por
otro lado, en la industria quimica, el flujo bifasico gas-liquido se encuentra en
diversas aplicaciones, tales como: reactores, calderas, condensadores, evaporadores y
columnas de destilacion. Para el disefio de dichas instalaciones se requieren métodos
para predecir no solo la caida de presion y el holdup de liquido en tuberias, sino

ademas los coeficientes de transferencia de calor y masa (Shoham, 2006).



Como se menciond anteriormente, la necesidad de métodos de disefio para
dichas aplicaciones, ha estimulado numerosas investigaciones que se han
desarrollando desde la década de los cincuenta en un intento por entender el
comportamiento del flujo bifasico. Cuando el interés estd en la fluidodindmica, se
hace énfasis principalmente en la determinacion de parametros tales como el patron

de flujo, la caida de presion en tuberias y el holdup de liquido (Shoham, 2006).
2.1.2 VARIABLES IMPORTANTES DEL FLUJO BIFASICO

Con la finalidad de describir mejor los fenomenos asociados al flujo bifasico a

continuacion se definen algunas variables importantes.

-Velocidad media: es la relacion entre el caudal y el area ocupada por una

determinada fase.

QL Qg
vL = A_L vG = A_G (21)

Donde:

v, : Velocidad media de la fase liquida.

Q,: Caudal de la fase liquida.

A,: Area de la seccion transversal de tuberia ocupada por la fase liquida.
v;: Velocidad media de la fase gaseosa.

Q. Caudal de la fase gaseosa.

Ag: Area de la seccion transversal de tuberia ocupada por la fase gaseosa.

-Velocidad superficial: es la velocidad media que tendria una fase si fluyera sola por

la tuberia.

QL Q¢
Vs = A_T Usg = A_T (2.2)
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Donde:
vg.: Velocidad superficial de la fase liquida.
Vg Velocidad superficial de la fase gaseosa.

Ar: Area total de la seccion transversal de tuberia.

-Velocidad de deslizamiento: las velocidades medias de la fase liquida y gas
generalmente son diferentes, por lo tanto la velocidad de deslizamiento representa la
velocidad media relativa entre las dos fases.

Vs = Vs — U (2.3)
Donde:

vs: Velocidad de deslizamiento.

-Holdup de liquido y fraccion vacia de gas: el holdup de liquido es la fraccion de
un elemento de volumen en un flujo bifasico (gas- liquido) ocupada por la fase
liquida. De manera similar la fraccion vacia de gas es la fraccion de dicho elemento
de volumen ocupada por la fase gaseosa. El holdup de liquido y la fraccion vacia de
gas también se pueden definir como relaciones entre las aéreas ocupadas por cada
fase y el area de la tuberia (Shoham, 2006).
_ 4 _4g

H, = = H =1 24
L A ¢4 Ar Lta (2.4)

Donde:
H; : Holdup de liquido.

a: Fraccion vacia de gas.

-Velocidad media de la mezcla: es el flujo volumétrico total de ambas fases por

unidad de area de tuberia.

=QL+QG

Uy y (2.5)
T

Donde:

vy: Velocidad media de la mezcla.
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- Calidad: es la relacion entre el flujo masico de gas y el flujo masico total.
W
T (2.6)
Donde:
x),: Calidad de la mezcla.
W, : Flujo masico de liquido.

W : Flujo masico de gas.
2.1.3 FENOMENOS FUNDAMENTALES EN FLUJO BIFASICO

La fluidodinamica del flujo monofésico en tuberias es bien entendida en la
actualidad, tanto la caida de presiéon como el comportamiento del flujo se pueden
determinar de manera directa. Para el flujo bifasico en tuberias se presentan varias
complicaciones adicionales en comparacion con el caso del flujo monofésico
(Shoham, 2006). Para ilustrar lo anterior se presenta el siguiente ejemplo. En la figura
N° 2.1 se muestra una tuberia que transporta liquido y gas simultaneamente. El
conjunto tipico de condiciones de flujo conocidas incluye: los flujos masicos o
volumétricos de gas y de liquido, las propiedades fisicas de las dos fases y el
didmetro y la inclinacion de la tuberia. Estos datos son suficientes para realizar los
calculos correspondientes en el caso del flujo monofasico, sin embargo, para sistemas
de dos fases se requiere de informacion adicional sobre dos aspectos fundamentales:
el deslizamiento entre las fases (el cual est4 relacionado con el holdup de liquido) y

los patrones de flujo.

o .0 QA
q ;=3 VGl “do o
A e v

Figura N° 2.1. Flujo bifasico gas-liquido a través de una tuberia (adaptado de Shoham, 2006).
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2.1.3.1 Relacién entre deslizamiento y holdup de liquido.

La relacion entre el deslizamiento y el holdup se muestra esquematicamente
en la Figura 2.2. La condicién de no deslizamiento se muestra en la figura N° 2.2
parte a, donde ambas fases viajan a la misma velocidad v; = v,. Bajo esta condicion
el holdup de liquido con deslizamiento H; es igual al holdup de liquido sin

deslizamiento A;.

N =a—

Condicion de no deslizamiento

@ &= )

Condicion de deslizamiento

Vo > V
H > i

(b)

Figura N° 2.2. Relacion entre deslizamiento y holdup de liquido (adaptado de Shoham, 2006).

Si no existe deslizamiento entre las fases a partir de la ecuacion 2.3 se tiene:

vs=0=v;—-v, = v, =v; 2.7)
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Utilizando la definicidén dada en la ecuacion 2.4 se obtiene:

H, =2k = — =1, (2.8)

Donde:

A.: Holdup de liquido sin deslizamiento, o fraccion volumétrica de liquido.

Fisicamente para la condicion de no deslizamiento ambas fases viajan a la
misma velocidad y el holdup de liquido simplemente es igual a la relacion entre el
flujo volumétrico de liquido entre el flujo volumétrico total. La condiciéon de no
deslizamiento, ocurre por ejemplo, en un flujo homogéneo de burbujas dispersas con
altos caudales de liquido y bajos caudales de gas. Bajo esta condicion, la fase gaseosa
se dispersa en pequeias burbujas que viajan en una fase liquida continua. Debido al
elevado flujo de liquido las burbujas son transportadas junto con el liquido a una

misma velocidad, por lo tanto no existe deslizamiento en este caso (Alarcon, 1998).

Sin embargo, de manera general el gas y el liquido no viajan a la misma
velocidad, por lo que tiene lugar el deslizamiento entre las fases. En base a
consideraciones de continuidad, si la fase gaseosa se mueve mas rapido que la fase
liquida como se muestra en la figura N° 2.2 parte b, la seccion transversal de la fase
gaseosa se reduce, mientras que la seccion transversal de la fase liquida aumenta.
Esto resulta en una acumulacion de liquido hacia la salida de la tuberia y por lo tanto
H; > A;. En flujo hacia abajo con bajos caudales de gas la fase liquida puede
moverse mas rapido que la fase gaseosa debido a la gravedad, en este caso H; < 4,

(Alarcon, 1998).
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2.1.3.2 Patrones de flujo.

La diferencia fundamental entre el flujo monofasico y el flujo bifasico es la
existencia de los patrones de flujo. El patron de flujo se refiere a la configuracion
geométrica de las fases dentro de la tuberia. Cuando un gas y un liquido fluyen
simultdneamente por la tuberia las dos fases pueden distribuirse en una gran variedad
de configuraciones de flujo. Las configuraciones de flujo difieren una de otra en la
distribucion espacial de la interfase, dando como resultado diferentes caracteristicas

de flujo (Alarcon, 1998).

El patron de flujo existente en un sistema determinado depende de las
siguientes variables: parametros operacionales (caudales de gas y de liquido),
variables geométricas (diametro e inclinacion de la tuberia) y propiedades fisicas de

las dos fases (densidad, viscosidad, tension interfacial) (Shoham, 2006).

En general los patrones de flujo se pueden agrupar de acuerdo a la inclinacion
de la tuberia en: patrones en flujo horizontal, patrones en flujo vertical y patrones en
flujo inclinado (Shoham, 2006). En la figura N° 2.3 se muestran los patrones de flujo

existentes en flujo horizontal.
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Figura N° 2.3. Patrones de flujo existentes en flujo horizontal (adaptado de Shoham, 2006).

A continuacion en la figura N° 2.4 se muestran los patrones de flujo existentes

en flujo vertical ascendente.
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Figura N° 2.4. Patrones de flujo existentes en flujo vertical ascendente (adaptado de Shoham, 2006).

2.1.3.2.1 Patrones en flujo horizontal: los patrones de flujo existentes en esta
configuraciéon se pueden clasificar como flujo estratificado, flujo intermitente, flujo

anular y flujo de burbujas dispersas (Shoham, 2006).

-Flujo estratificado: este patron de flujo ocurre a bajos caudales de gas y liquido.
Las dos fases estan separadas por la gravedad, en este caso la fase liquida fluye en el
fondo de la tuberia, mientras que la fase gaseosa fluye en el tope. Este patron de flujo
se puede dividir en estratificado liso, donde la interfase gas-liquido es lisa, y en
estratificado ondulado, el cual ocurre a caudales de gas mayores, y esta caracterizado

por la formacion de olas estables en la interfase.
-Flujo intermitente: este patron esta caracterizado por un flujo alternado de liquido y

gas. Tapones de liquido que llenan completamente el area transversal de la tuberia,

estan separados por bolsas de gas, las cuales contienen una capa de liquido
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estratificado fluyendo por el fondo de la tuberia. Este patron de flujo se puede dividir

en flujo de burbujas elongadas y en flujo slug o tapén.

-Flujo anular: este patron ocurre a caudales muy elevados de gas. La fase gaseosa
fluye en un nicleo que va a alta velocidad, el cual puede contener pequefias gotas de
liquido que han sido arrastradas por el gas. El liquido fluye alrededor de la pared de la
tuberia en forma de una delgada pelicula. La interfase es ondulada, en consecuencia
el esfuerzo de corte interfacial es elevado. Generalmente la pelicula de liquido es mas

gruesa en la parte inferior del tubo.

-Flujo de burbujas dispersas: a caudales muy elevados de liquido, la fase liquida es
una fase continua en la cual la fase gaseosa se encuentra dispersa en forma de
burbujas discretas. Debido a los elevados caudales de liquido, en este patron de flujo

ambas fases se mueven a la misma velocidad, por lo tanto no existe deslizamiento.

2.1.3.2.2 Patrones en flujo vertical ascendente: los patrones de flujo existentes para
esta configuracién son mdas simétricos respecto al eje de la tuberia y estan menos
influenciados por la gravedad. En general se pueden clasificar como: flujo de
burbujas, flujo slug o tapon de liquido, flujo agitado, flujo anular y flujo de burbujas
dispersas (Shoham, 2006).

-Flujo de burbujas: en este patrén la fase gascosa esta distribuida en forma de
pequefias burbujas que se mueven hacia arriba inmersas en una fase liquida continua.
Para flujo vertical la distribucion de las burbujas a lo largo de la seccion transversal
de la tuberia es aproximadamente homogénea. Este patrén ocurre a bajos caudales de

gas, y esta caracterizado por el deslizamiento entre el gas y el liquido.
-Flujo slug o tapon: este patron de flujo es simétrico respecto al eje de la tuberia. La

mayor parte del gas se encuentra dentro de unas burbujas que tienen forma

caracteristica de proyectil o bala, denominadas “Burbujas de Taylor”. Estas burbujas
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tienen un diametro casi igual al diametro de la tuberia y estdn separadas de la pared
de la misma por una delgada pelicula de liquido. El flujo consiste en el paso sucesivo
de burbujas de Taylor, seguidas por paquetes de liquido que usualmente contienen

pequenas burbujas de gas.

-Flujo agitado: este patron de flujo esta caracterizado por un movimiento oscilatorio
de la fase liquida. Es similar al flujo tapén, pero es mas cadtico, ocurre a mayores
caudales de gas, donde los paquetes de liquido son impactados por el gas y luego se
rompen, como consecuencia las burbujas de Taylor se distorsionan y ocurre la

agitacion.

-Flujo anular: al igual que en el caso horizontal, este patron de flujo estd
caracterizado por un nucleo central de gas que se mueve rapidamente arrastrando
pequeiias gotas de liquido, y una delgada pelicula de liquido que fluye lentamente
alrededor de la pared de la tuberia. La estructura interfacial puede ser ondulada, como
resultado de esto el esfuerzo de corte interfacial es elevado. Para flujo vertical el
espesor de la pelicula de liquido que fluye alrededor de la pared de la tuberia es

aproximadamente uniforme.

-Flujo de burbujas dispersas: de manera similar al caso horizontal, este patron
ocurre a caudales muy elevados de liquido. Bajo estas condiciones, la fase gaseosa se
encuentra dispersa en forma de burbujas discretas dentro de una fase liquida continua.
Para este patrén la fase liquida dominante transporta las burbujas y en consecuencia

no existe deslizamiento entre las fases.
2.1.3.2.3 Patrones en flujo inclinado: en este caso con una inclinacion hacia abajo

existe una tendencia hacia el flujo estratificado, mientras que con una inclinacién

hacia arriba el patron dominante es el flujo slug o tapon (Shoham, 2006).
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2.1.3.2.4 Determinacion de los patrones de flujo.

La determinacion de los patrones de flujo es un problema fundamental en el
estudio del flujo bifasico, pues las variables de disefio tales como caida de presion y
el holdup de liquido, dependen considerablemente del patron de flujo existente en el
sistema. El enfoque inicial para determinar los patrones de flujo fue empirico. La
determinacion de los patrones de flujo se llevaba a cabo visualmente y los datos eran
representados en graficas bidimensionales denominadas mapas de patrones de flujo.
En muchos casos, las coordenadas eran escogidas arbitrariamente, sin un fundamento
tedrico. En consecuencia, estos mapas eran precisos solo en un rango de condiciones
similares a aquellas bajo las cuales se recolectaron los datos experimentales (Shoham,
2006). Entre estos mapas se puede citar el desarrollado por Baker en 1954, el cual se
muestra en la figura N° 2.5, donde G; y G son las velocidades masicas de liquido y
gas respectivamente, y 1 y ¥ son factores de correccion que dependen de las
propiedades de los fluidos. Otro mapa de patrones de flujo importante, es el

desarrollado por Hewitt y Roberts en 1969, el cual se muestra en la figura N° 2.6.

. A =[(pe/0,075)(p,/62,3)]/2 Y =73/0[(u/1)(p,/62,3)]/3
10 :
Burbujas dispersas
4 Esh'atiﬂcado;‘ ; S _ 1
107 ¢ ondulado T Gy gy S G i§
al . AASEILNS iy P
G|~ L j - P Burbujas
= 3 : O\ elongadas
103 ﬁE """"""""" e e, o e Sat e, <
- i Estratificado |
C  liso
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Figura N° 2.5. Mapa de patrones de flujo para tuberias horizontales desarrollado por Baker en 1954

(adaptado de Shoham, 2006).
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Figura N° 2.6. Mapa de patrones de flujo para tuberias verticales desarrollado por Hewitt y Roberts en

1969 (adaptado de Brennen, 2003).

Otro enfoque para determinar los patrones de flujo es el uso de modelos
mecanicistas elaborados para tal fin. Estos modelos estan basados en los mecanismos
fisicos que determinan la transicion entre los diferentes patrones de flujo. Una vez
que los mecanismos de transicion son determinados se desarrollan modelos
matematicos y expresiones analiticas para los limites de la transicion (Crowe, 2006).
Entre los modelos mecanicistas elaborados con la finalidad de determinar los patrones
de flujo, se encuentra el desarrollado por Taitel y Dukler en 1976 para tuberias

horizontales y el desarrollado por Taitel en 1980 para tuberias verticales (Shoham,
2006).
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2.1.4 CARACTERISTICAS PARTICULARES DEL PATRON DE FLUJO
ANULAR

Como se mencion6 anteriormente, el patrén de flujo anular ocurre a caudales
muy elevados de gas. La fase gaseosa se mueve rapidamente en el centro de la tuberia
(nucleo de gas), mientras que la fase liquida fluye en forma de una pelicula anular

alrededor de la pared de la tuberia (Shoham, 2006).

Para flujo vertical el espesor de la pelicula es aproximadamente uniforme,
mientras que para flujo horizontal, debido al efecto de la gravedad, el espesor de la
pelicula en el fondo de la tuberia es mayor que en el tope. Varios fendmenos

importantes estan asociados con el patron de flujo anular:

-La existencia de un elevado esfuerzo de corte interfacial, causado por las altas

velocidades de gas (Shoham, 2006).

-La presencia de un proceso de arrastre de pequefias gotas de liquido por parte del
gas, las cuales contribuyen a reducir la intensidad de la turbulencia en el gas (Wallis,

1969).

-La formacion de olas interfaciales, debido a las altas velocidades de gas. En

consecuencia la interfase tiende a ser ondulada (Shoham, 2006).

Entonces para desarrollar modelos que puedan predecir el comportamiento de

este patron de flujo, es importante tomar en cuenta dichos aspectos (Shoham, 2006).
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2.2 METODOS DE ANALISIS UTILIZADOS PARA ABORDAR
LOS PROBLEMAS DE FLUIDODINAMICA

En general para abordar los problemas de fluidodindmica existen tres vias, las

cuales se numeran a continuacion (White, 2004):

1. Analisis diferencial, aplicado a un elemento de fluido infinitesimal.

2. Analisis integral, aplicado a un volumen de control arbitrario.

3. Anadlisis basado en estudios experimentales, cientificamente este enfoque se

fundamenta en el analisis dimensional.

2.2.1 ANALISIS DIFERENCIAL

En el andlisis diferencial los principios basicos de conservacion se aplican a
un elemento de fluido infinitesimal o lo que es equivalente a un volumen de control
de tamafio diferencial. En el caso de un problema fluidodinamico, el flujo a estudiar
debe satisfacer dos leyes de conservacion basicas: la conservacion de la masa y la
conservacion de la cantidad de movimiento lineal. Al aplicar estas leyes de
conservacion a un elemento de fluido infinitesimal se obtiene la ecuacion de

continuidad y la ecuaciéon de cantidad de movimiento lineal en forma diferencial.
2.2.1.1 Ecuacion de continuidad en forma diferencial.

La ecuacion de continuidad se obtiene al realizar un balance de materia sobre
un elemento de volumen diferencial, fijo en el espacio, a través del cual circula un

fluido. Esta ecuacion puede escribirse convenientemente usando notacion vectorial de

la siguiente manera (Bird et al., 2006):
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dap
L= pv) (2.9)

Donde:
dp . , : :
TS Velocidad de incremento de materia por unidad de volumen.

(V - pv): Velocidad neta de adicién de materia por unidad de volumen.

Una forma especial muy importante de la ecuacion de continuidad es aquella
para un fluido de densidad constante (fluido incompresible), para el que la ecuacion
2.9 asume la siguiente forma:

(V-v) =0 (2.10)
2.2.1.2 Ecuacion de cantidad de movimiento lineal en forma diferencial.

Esta ecuacidon se obtiene al realizar un balance de cantidad de movimiento
lineal sobre un elemento de fluido de volumen diferencial. Al expresar esta ecuacion

en forma vectorial se obtiene (Bird et al., 2006):

Dv

BV e v, 2.11
P =P [V-7] + pg (2.11)

Donde:
DV . . . . . . . . .y
e Derivada sustancial o derivada siguiendo el movimiento del fluido (aceleracion).

Vp: Gradiente del escalar p (fuerza de presion por unidad de volumen).
[V - 7]: Velocidad de adicion de cantidad de movimiento por transporte molecular
(fuerza viscosa por unidad de volumen).

pg: Fuerza externa por unidad de volumen (gravedad).

En la ecuacion anterior el término T es el tensor de esfuerzos, que para

coordenadas cartesianas esta dado por:
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Txx Tyx Tzx
T= Txy Tyy sz (2.12)
Txz Tyz Tzz

Para un fluido newtoniano e incompresible los esfuerzos de corte se pueden

expresar utilizando una generalizacion de la ley de Newton para la viscosidad:

v, av,, v,
e ST Tw T TG, Tm T TG,
dv, OJv dv, OJv

Tay = Ty = H (E + a—xy> A ICAR

v, dv,
e =Ty =T G T Gy

Cuando la compresibilidad del fluido es muy significativa las ecuaciones
anteriores contienen un término adicional con la finalidad de compensar este efecto

(White, 2004).
2.2.1.3 Flujo turbulento.

Mientras que el flujo laminar es ordenado, el flujo turbulento es cadtico. Esta
naturaleza caodtica del flujo turbulento plantea dificultades adicionales. Para ilustrar lo
anterior se presenta el siguiente ejemplo. Considérese un flujo turbulento en un tubo
al que se le impone un gradiente de presion constante. Si en un punto del fluido se
observa una componente de la velocidad en funcion del tiempo, se encuentra que esta
fluctuando de manera cadtica como se muestra en la figura N° 2.7. Las fluctuaciones
son desviaciones irregulares respecto a un valor medio. La velocidad real puede
considerarse como la suma de un valor medio (designado por una sobrebarra) y la
fluctuacion (designada por una prima). Por ejemplo, para la componente z de la
velocidad se escribe:

v, = U, + 1, (2.14)
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Para el sistema en cuestion la cantidad v, se denomina velocidad con ajuste de
tiempo. Cuando la velocidad con ajuste de tiempo no depende del tiempo, se habla de

un flujo turbulento impulsado de manera estable.

a=1(t) | )
N A P AL
Y ‘["l VUL

vy (D =v,(h) = 7, ()

Velocidad
Velocidad

Tiempo ¢ Tiempo ¢
(a) (k)

Figura N° 2.7. Velocidad con respecto al tiempo a) para flujo turbulento impulsado de manera estable
donde 7, no depende del tiempo y b) para una situacion en la que 7, depende del tiempo (Bird et al.,

2006).

En general las ecuaciones 2.10 y 2.11 pueden ser reescritas utilizando la
definicion de las cantidades con ajuste de tiempov=v+ V' yp =p + p’. Luego de
realizar la sustitucion anterior y reordenar las ecuaciones se obtiene (Bird et al.,
2006):

V-v)=0 (2.15)

p% = Vp— [V (% +70)] + pg (2.16)

De lo anterior se puede observar que la ecuacion de continuidad es la misma
que se tenia, excepto que ahora v ha sido reemplazada por v. En cuanto a la ecuacion
de cantidad de movimiento se tiene a V' y p donde previamente se tenian v y p. La
diferencia ahora es que el tensor de esfuerzos T = T + T(® se descompone en dos
partes: un primer término T) que representa la densidad de flujo de cantidad de
movimiento viscoso con ajuste de tiempo y que se puede definir utilizando las

ecuaciones 2.12 y 2.13 reemplazando la velocidad por la velocidad con ajuste de
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tiempo; y un segundo término T que describe el transporte de la cantidad de
movimiento asociado con las fluctuaciones turbulentas. Este término se puede
expresar como (Bird et al., 2006):

Tl = prgvy TP =prvy, T, = puiv}, y asi sucesivamente  (2.17)

Las cantidades anteriores suelen denominarse como los esfuerzos de
Reynolds. Los esfuerzos de Reynolds (9, ; no estan relacionados con los gradientes
de velocidad de una forma simple, como sucede con los esfuerzos viscosos con ajuste
de tiempo f(”)ij. En vez de ello, son funciones complejas de la posicion y la

intensidad de la turbulencia. Para resolver los problemas de flujo turbulento es
necesario contar con informacién experimental sobre los esfuerzos de Reynolds o
bien, modelarlos mediante algin tipo de empirismo basado en mediciones
experimentales. Uno de estos modelos es el que se deriva de la teoria de longitud de

mezcla de Prandtl (Bird et al., 2006).

Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente también es posible obtener

ecuaciones de variacion para los esfuerzos de Reynolds. Sin embargo estas
ecuaciones contienen cantidades como v,/ v/v,. De manera semejante, las ecuaciones
de variacion para v/v/v, contienen la siguiente correlacion de orden superior
v/v/v, v, y asi sucesivamente. Para resolver problemas de flujo debe truncarse esta
jerarquia mediante la introduccion de empirismos. Si se usan estos para los esfuerzos
de Reynolds entonces se tiene una teoria de primer orden, como la teoria de longitud
de mezcla de Prandtl. Si se introducen empirismos para v/ v/ v, entonces se tiene una
teoria de segundo orden, y asi sucesivamente (Bird et al., 2006). Generalmente los
modelos de segundo orden y de orden superior se utilizan en mecénica de fluidos
computacional con la finalidad de obtener soluciones numéricas. Un modelo de
segundo orden ampliamente utilizado en mecénica de fluidos computacional es el

empirismo k — ¢ (Versteeg, 1995).
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2.2.1.3.1 Teoria de longitud de mezcla de Prandtl.

Suponiendo que en flujo turbulento los remolinos se mueven de manera
bastante parecida a como las moléculas se desplazan en un gas de baja densidad,
Prandtl desarrollé una expresion para los esfuerzos de Reynolds (Bird et al., 2006):
@
dy

dvy

dy

Tyx(t) = —pl

(2.18)

Donde [ es la longitud de mezcla que en el caso de la turbulencia en la pared
viene dada por la expresion:

l=kyy (2.19)

Donde y es la distancia a la pared y k; es una constante adimensional que se
determina mediante experimentos. Para flujo turbulento en tubos, un valor tipico de
ki es 0,4 (Bird et al., 2006). Otra expresion comun para la longitud de mezclado en el

caso de tuberias es la siguiente (Schlichting, 1979):
_ Y\ yy\*
I=R [0,14 — 0,08 (1 - ﬁ) — 0,06 (1 - E) ] (2.20)

Donde:
R: Radio de la tuberia.

2.2.1.3.2 Regiones de flujo para describir el flujo turbulento cerca de una pared.

En el flujo turbulento de un fluido cerca de una pared se pueden distinguir tres
regiones distintas: una subcapa laminar cerca de la pared donde la viscosidad juega
un papel clave, una subcapa amortiguadora donde la viscosidad juega un papel
menor, y una corriente turbulenta principal donde la viscosidad carece de importancia
y el esfuerzo de corte depende en mayor medida de la contribucion de los esfuerzos
de Reynolds (Bird et al., 2006). En la figura N° 2.8 se muestra una representacion

grafica de dichas regiones de flujo.
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Figura N° 2.8. Regiones de flujo para describir el flujo turbulento cerca de una pared: (1) subcapa

laminar, (2) subcapa amortiguadora, (3) corriente turbulenta principal (adaptado de Bird et al., 2006).

En general se ha encontrado que para flujo turbulento en tuberias las regiones
de flujo mencionadas anteriormente se pueden delimitar de la siguiente manera (Bird

et al., 2006):

Subcapa laminar: 0<y*<5
Subcapa amortiguadora: 5<yt <30 (2.21)
Corriente turbulenta principal: y* > 30

Donde y* viene dada por la siguiente expresion:

yt = 2P wle (2.22)
U

Siendo 1, el esfuerzo de corte en la pared de la tuberia.
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2.2.2 ANALISIS INTEGRAL

En el andlisis integral los principios bésicos de conservacion se aplican a un
volumen de control arbitrario. Como se mencioné anteriormente, en el caso de un
problema fluidodinadmico, el flujo a estudiar debe satisfacer dos leyes de conservacion
basicas: la conservacion de la masa y la conservacion de la cantidad de movimiento
lineal. Aplicando estos principios de conservacion a un volumen de control de tamafio
arbitrario se obtiene la ecuacion de continuidad y la ecuacion de cantidad de
movimiento lineal en forma integral. Cuando estas ecuaciones se escriben para un
volumen de control macroscopico y se hacen ciertas suposiciones, se obtienen los
balances macroscopicos de materia y cantidad de movimiento lineal (Bird et al.,

2006).

2.2.2.1 Ecuacion de continuidad en forma integral.

Al aplicar la ley de la conservacion de la masa a un volumen de control de

tamafio arbitrario se obtiene la siguiente expresion (Welty, 1999):

9]
3 fpdV+ fp(v-ﬁ)dA =0 (2.23)
v.c s.C
Donde:
% pdV Rapidez de acumulacion de masa dentro del volumen de control.
V.
Flujo neto de masa, hacia fuera, a través de la superficie de
f p(v-n)dA
o control.
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2.2.2.2 Ecuacion de cantidad de movimiento lineal en forma integral.

Esta ecuacion se obtiene al aplicar la segunda ley de Newton del movimiento
o lo que es equivalente el principio de la conservacion de la cantidad de movimiento a
un volumen de control general (Welty, 1999):
. 0
YF = f vp(v-n)dA + T j pvdV (2.24)

s.C v.e
Donde:

>'F: Fuerza total que actta sobre el volumen de control.

Emision neta de cantidad de movimiento desde el volumen de
f vp(v-n)dA

control.
sc
0 Rapidez de acumulacion de cantidad de movimiento dentro del
— f pvdV
ot o volumen de control.

La ecuacion 2.24 es una ecuacion vectorial y con frecuencia se conoce como
el teorema del momentum. La fuerza total que actia sobre el volumen de control
comprende tanto las fuerzas superficiales debidas a las interacciones entre el fluido en
el volumen de control y su entorno (fuerzas de presion, esfuerzos de corte), y las
fuerzas en el cuerpo que aparecen al ubicar el volumen de control en un campo de
fuerzas. El campo gravitacional y su fuerza resultante son el ejemplo mas comun de

este ultimo tipo (Welty, 1999).

Se puede demostrar utilizando procedimientos del célculo vectorial que las
ecuaciones 2.23 y 2.24 son equivalentes a las ecuaciones 2.9 y 2.11. Ademas, las
ecuaciones de conservacion en forma integral se pueden deducir a partir de las
ecuaciones de conservacion en forma diferencial presentadas en la seccion anterior, y

viceversa (Welty, 1999).
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2.2.2.3 Balances macroscopicos.

Cuando las ecuaciones 2.23 y 2.24 se escriben para un volumen de control
macroscopico y se hacen ciertas suposiciones, se obtienen los balances

macroscopicos de materia y cantidad de movimiento lineal.

2.2.2.3.1 Balance macroscopico de materia.

Considérese un volumen de control macroscopico donde el fluido entra al
plano A con seccion transversal A, y sale por el plano B con seccion transversal Ap.
La velocidad media es (v4) en el plano de entrada y (vg) en el plano de salida. Ahora
se van a hacer dos suposiciones poco restrictivas las cuales son: i) en los planos A y B
la velocidad es perpendicular a la seccion transversal relevante, y ii) en los planos A y
B la densidad es uniforme sobre la seccion transversal. Entonces, la ecuacion 2.23 se
puede escribir para este volumen de control de la siguiente forma (Bird et al., 2006):

dmggy
dt

= palva)As — pp(vp)Ap (2.25)

En este caso my,; es la masa total de fluido contenido entre los planos A y B.
Introduciendo el simbolo W = p(v)A para el flujo masico y la notacion AW = Wy —
Wy, la ecuacion 2.25 se convierte en:

dmge

_ 2.26
o AW (2.26)

2.2.2.3.2 Balance macroscopico de cantidad de movimiento lineal.

Ahora se toma en cuenta el mismo volumen de control macroscopico definido
en la seccion anterior y se usan dos suposiciones adicionales a las realizadas
anteriormente las cuales son: iii) las fuerzas relacionadas con el tensor de esfuerzo se

desprecian en los planos A y B, ya que por regla general son pequefias en
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comparacion con las fuerzas de presion en los planos de entrada y salida, y iv) la
presion no varia sobre la seccion transversal en los planos de entrada y salida.
Entonces, la ecuacion 2.24 se puede escribir para este volumen de control de la

siguiente manera (Bird et al., 2006):

dPyotal . . . .
dz L = pa(va®)Autip — pp(vp?)Aplig + paAaliy — ppAglg — Fros + Mg (227)

Donde Pyy¢a s la cantidad de movimiento total en el sistema. Al igual que la
ecuacion 2.24 la ecuacion 2.27 es una ecuacion vectorial por lo tanto se usan los
vectores unitarios U, Y Ug para representar la direccion del flujo en los planos A y B.
Al introducir los simbolos para la velocidad de flujo masico y el simbolo A (valor de
salida menos valor de entrada) la ecuacion 2.27 se puede reescribir de la siguiente

forma:

dProtal (v?) -
% =—A (WW + pA )8 + Myoe8 — Fros (2.28)

El término Fq ¢ es la fuerza que aplica el fluido sobre las superficies solidas.
La magnitud de esta fuerza F;,; se puede relacionar con el factor de friccion

utilizando la siguiente definicion (Bird et al., 2006):

Feos = AcKf (2.29)
Donde:
Ac: Area caracteristica.
K: Energia cinética por unidad de volumen.

f: Constante de proporcionalidad denominada factor de friccion de Fanning.

Para tuberias circulares de didmetro d y longitud L, el area caracteristica se

puede expresar como A, = mdL, mientras que la energia cinética por unidad de
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volumen viene dada por %p(v)z, entonces f se puede definir mediante la siguiente
expresion (Bird et al., 2006):
_ Fe s (2.30)
(rdL) (30

De manera adicional, utilizando la definicion del esfuerzo de corte en la pared
T,, = Fr,s/mdL, la ecuacion anterior se puede reescribir de la siguiente forma:
__w (2.31)
f - 1 )
5 p{v)

Es importante destacar que las ecuaciones 2.25 y 2.27 también se pueden
deducir directamente aplicando las leyes de conservacion de la masa y de la cantidad
de movimiento lineal a un volumen de control macroscdpico, sin necesidad de partir

de las ecuaciones 2.23 y 2.24 (Welty, 1999).

2.2.2.3.3 Las formas d de los balances macroscépicos.

Para estado estacionario una forma util de escribir los balances macroscépicos
presentados en la seccion anterior es suponer que los planos A y B estan separados
por una distancia diferencial dL, al hacer esto se obtienen “las formas d” de los
balances macroscopicos. Las formas d a menudo son ttiles para problemas que
implican flujo en conductos donde la velocidad, la temperatura, la densidad o el area
de la seccion transversal cambian continuamente en la direccion del flujo (Bird et al.,

2006).
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2.2.2.3.3.1 La forma d del balance macroscopico de cantidad de movimiento

lineal.

En la figura N° 2.9 se muestra un segmento de tuberia de longitud AL,
diametro d, inclinacion 6 y area de seccion transversal Ag, por donde circula un

fluido cuyo flujo méasico es W.

Figura N° 2.9. Volumen de control utilizado para deducir la forma d del balance macroscopico de

cantidad de movimiento lineal.

Aplicando la ecuacion 2.28 en estado estacionario a dicho segmento de
tuberia, utilizando la definicion dada en la ecuacion 2.30 y suponiendo que
(v2)/{v) = (v) = v (lo cual es una buena aproximacién para régimen turbulento) se

tiene (Bird et al., 2006):

1
f(mdAL) (Epvz) = —A(WW + pAr) + my,gsend (2.32)

Definiendo m;,; = pArAL y reordenando la ecuacion anterior se tiene:

w
—— = f———+ pgsenb + —— (2.33)
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Finalmente tomando el limite cuando AL — dL se obtiene la forma d del
balance macroscopico de cantidad de movimiento lineal:

dp md pv? W dv
S et 2z 234
aL g teesend+ oo 234)
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2.2.3 ANALISIS BASADO EN ESTUDIOS EXPERIMENTALES

Este método de analisis consiste en el desarrollo de correlaciones empiricas a
partir de datos experimentales. Cientificamente, este enfoque deberia estar basado en
el andlisis dimensional, dando como resultado correlaciones aplicables a una amplia
variedad de condiciones. El andlisis dimensional se define como un procedimiento
que consiste en agrupar las variables en una situacion determinada en pardmetros
adimensionales que son menos numerosos que las variables originales. Entre los
métodos en los que se fundamenta el analisis dimensional, se encuentra el conocido

teorema Pi de Buckingham (White, 2004).

En general, el andlisis dimensional es muy util en el trabajo experimental, en
donde el nimero mismo de variables significativas presenta un trabajo de correlacion
considerable. Al combinar las variables en un numero mas pequeiio de parametros
adimensionales disminuye considerablemente el trabajo de reduccion de los datos
experimentales. Otra ventaja del analisis dimensional, es que se basa en el principio
de homogeneidad dimensional, por lo que las ecuaciones obtenidas aplicando este

procedimiento son dimensionalmente homogéneas (Welty, 1999).

Entonces, el procedimiento a aplicar para desarrollar una correlacion empirica
es el siguiente: en primer lugar se realiza un analisis dimensional para el fenomeno en
estudio con la finalidad de obtener los parametros adimensionales que lo caracterizan,
luego se obtienen un conjunto de datos a partir de una serie de experimentos y
posteriormente estos datos experimentales se correlacionan utilizando los pardmetros
adimensionales definidos inicialmente (White, 2004). Un ejemplo de una correlacion
desarrollada utilizando andlisis dimensional es la formula de Blasius empleada en
flujo turbulento para determinar el factor de friccion en funciéon del numero de
Reynolds (Re = pvd/u) para tuberias lisas (Bird et al., 2006):

10,0791

- (2.35)

37



No obstante, en ingenieria, hay ciertas correlaciones empiricas que han sido
desarrolladas sin realizar un analisis dimensional. Por lo tanto, estas correlaciones
tienen un margen de aplicabilidad muy limitado, pues pueden utilizarse con confianza
en un rango de condiciones similares a aquellas bajo las cuales se recolectaron los
datos experimentales. Un ejemplo de este tipo de correlaciones es la formula de

Manning para flujo en canales abiertos (White, 2004).
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2.3 ENFOQUES UTLIZADOS PARA ESTUDIAR LGOS
PROBLEMAS DE FLUJO BIFASICO

Como se menciono anteriormente, la necesidad de métodos de disefio para las
aplicaciones industriales es lo que ha estimulado las investigaciones que se han
desarrollando en los ultimos cincuenta afios en un intento por entender el
comportamiento del flujo bifasico. Los enfoques utilizados para estudiar los
problemas de flujo bifasico se basan en los métodos de andlisis mencionados en la
seccion anterior. En general, estos enfoques se han fundamentado en la utilizacion de
los modelos homogéneos, las correlaciones empiricas, los modelos mecanicistas y los

modelos basados en el analisis diferencial.

2.3.1 MODELOS HOMOGENEOS

Los modelos homogéneos constituyen uno de los primeros intentos para
describir el flujo bifasico. En general, estos modelos se caracterizan por suponer que
el flujo es casi homogéneo y, por tanto, se le asignan propiedades promedio a la
mezcla. Entonces se realizan balances macroscopicos de materia y de cantidad de
movimiento donde se utilizan la velocidad y las propiedades fisicas promedio de la
mezcla. Luego en el balance macroscopico de cantidad de movimiento el esfuerzo de
corte en la pared se relaciona con un factor de friccion de la mezcla, que se determina

mediante una correlacion empirica utilizando un nimero de Reynolds de la mezcla.

La mayoria de los modelos homogéneos consideran el flujo como una mezcla
homogénea en donde las fases se mueven a la misma velocidad a través de tuberias de
diametros especificos, por tanto no consideran la presencia de patrones de flujo.
Algunos si toman en cuenta el deslizamiento entre las fases; por consiguiente, estos
modelos proponen una correlacion para determinar la fraccion de liquido con

deslizamiento o holdup de liquido. Sin embargo para estos modelos se requiere
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informacion adicional sobre el movimiento relativo de las dos fases, la cual no

siempre esta disponible (Shoham, 2006).

En general los modelos homogéneos funcionan adecuadamente en un numero
limitado de aplicaciones y para ciertos patrones de flujo. Por ejemplo, los modelos
homogéneos son aplicables al patron de burbujas dispersas, donde la fase gaseosa se
encuentra dispersa en forma de burbujas discretas dentro de una fase liquida continua
y por lo tanto no existe deslizamiento entre las fases. Entre los modelos homogéneos
mas conocidos se puede citar el desarrollado por Wallis en 1969 (Crowe, 2006). Este

modelo se presenta con detalle en el apéndice A.

2.3.2 CORRELACIONES EMPIRICAS

Luego de la aparicion de los modelos homogéneos, el estudio del flujo
bifasico evoluciono significativamente. Se comenzo6 a considerar la mezcla como no
homogénea y se reconocié que existe una diferencia apreciable entre las velocidades
de las fases. Estas ultimas son las caracteristicas esenciales de las denominadas

correlaciones empiricas generalizadas (Crowe, 2006).

Las correlaciones empiricas son aquellas en las que sus autores proponen una
serie de ajustes de datos experimentales para correlacionar una variable determinada.
Estas correlaciones pueden considerar tanto el deslizamiento entre las fases como la
existencia de patrones de flujo; por tanto, requieren de métodos para determinar el
patron de flujo presente. Una vez que se ha determinado el patréon de flujo
correspondiente a unas condiciones dadas, se determina la correlacion apropiada para
el célculo de la caida de presion como la fraccion volumétrica de liquido con
deslizamiento o holdup de liquido. Estas correlaciones, generalmente, son distintas

dependiendo del patron de flujo (Shoham, 2006).
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Una de las correlaciones empiricas mas conocidas es la de Lockhart y
Martinelli que data de 1949, la cual fue desarrollada para flujo horizontal. Esta
correlacion considera el deslizamiento entre las fases, aunque no toma en cuenta la
existencia de los patrones de flujo. Incluyendo el efecto de las fuerzas de gravedad se
puede utilizar para estimar la caida de presion en flujo vertical. Otra correlacion
importante es la de Beggs y Brill desarrollada en 1973. Esta correlacion toma en
cuenta tanto el deslizamiento entre las fases como la existencia de los patrones de
flujo. En general, es aplicable para flujo horizontal, vertical e inclinado. Sin embargo,
no se recomienda para flujo vertical ascendente, ya que para este caso no predice
adecuadamente la caida de presion (Shoham, 2006). La correlaciéon de Lockhart y

Martinelli se presenta con detalle en el apéndice B.

Entre las correlaciones que toman en cuenta el deslizamiento entre las fases
también se pueden citar la correlacion de Dukler desarrollada en 1964 para flujo
horizontal y la correlacion de Hagedorn y Brown desarrollada en 1965 para flujo
vertical ascendente (Crowe, 2006). Mas recientemente Garcia F. y sus colaboradores
(2003) elaboraron un conjunto de correlaciones para flujo bifasico gas-liquido en
tuberias horizontales. Por un lado, desarrollaron una correlacion universal para
determinar el factor de friccion de manera independiente del patron de flujo,
utilizando un nimero de Reynolds de mezcla, y por el otro lado, elaboraron
correlaciones para el factor de friccion de manera individual para cada uno de los
patrones de flujo observados en flujo horizontal (burbujas dispersas, flujo tapon,

anular, estratificado).

2.3.3 MODELOS MECANICISTAS

En las ultimas dos décadas, para el modelado del flujo bifasico, se
desarrollaron los denominados modelos mecanicistas. Un postulado fundamental en
el modelado mecanicista del flujo bifasico a través de una tuberia, es la existencia de

varias configuraciones espaciales de las fases o patrones de flujo. Por lo tanto, el
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primer objetivo de este tipo de modelado es determinar el patrén de flujo existente
para unas condiciones dadas. Para ello se determinan los mecanismos fisicos que
describen la transicion entre los diferentes patrones de flujo. Una vez que los
mecanismos de transicion son determinados se desarrollan modelos matematicos
(basados en balances de fuerzas) y expresiones analiticas para los limites de la
transicion. En base a estas expresiones, se establecen esquemas de célculo que
permiten determinar el patron de flujo existente como una funcion del didmetro e
inclinacion de la tuberia, y de los caudales y propiedades fisicas de ambas fases

(Crowe, 20006).

El segundo objetivo de este tipo de modelado, es formular modelos separados
para cada uno de los posibles patrones de flujo. Estos modelos se basan en la
realizacion de balances macroscopicos de materia y de cantidad de movimiento para
cada una de las fases presentes en la tuberia, tomando en cuenta la geometria
caracteristica del patron de flujo que se estd estudiando. Dependiendo del patréon de
flujo que se esté analizando, en estos balances existen ciertos parametros que deben
ser determinados utilizando correlaciones empiricas. Por ejemplo, para el patron de
flujo anular el esfuerzo de corte en la pared se relaciona con un factor de friccion de
pared, mientras que de manera similar el esfuerzo de corte interfacial se relaciona con
un factor de friccion interfacial. Estos factores de friccion deben ser determinados

mediante correlaciones empiricas desarrolladas para tal fin.

Diversos modelos mecanicistas han sido elaborados con la finalidad de
determinar los patrones de flujo. Entre estos modelos se puede destacar el
desarrollado por Taitel y Dukler en 1976 para tuberias horizontales y el elaborado por

Taitel en 1980 para tuberias verticales (Shoham, 2006).
Por otro lado, entre los modelos mecanicistas desarrollados por separado para

cada uno de los patrones de flujo se pueden destacar los siguientes: el modelo de

Taitel y Dukler desarrollado en 1976 para flujo estratificado, el modelo de Dukler y

42



Hubbard desarrollado en 1975 para flujo tapon y los modelos de Oliemans (1986) y
Alves (1991) desarrollados para flujo vertical ascendente en patron de flujo anular. El

modelo de Alves se desarrolla con detalle en el apéndice C.

2.3.4 MODELOS BASADOS EN EL ANALISIS DIFERENCIAL

Un enfoque diferente a los descritos anteriormente es desarrollar modelos
basados en el andlisis diferencial para el modelado del flujo bifasico. Estos modelos
se basan en la aplicacion de las ecuaciones diferenciales de conservacion de la masa 'y
la cantidad de movimiento lineal a cada una de las fases presentes en la tuberia,
posteriormente estas ecuaciones se simplifican eliminando términos poco importantes

y finalmente se resuelven utilizando condiciones de contorno adecuadas.

En general, son pocos los casos que se pueden tratar utilizando modelos
basados en el andlisis diferencial, debido a la complejidad del flujo y de la estructura
interfacial. El patron de flujo anular es uno de los pocos casos que se ha estudiado

utilizando este enfoque, asi como el patron de flujo estratificado.

La ventaja de los modelos basados en el andlisis diferencial es que permiten
obtener mas informacion sobre el fendmeno de interés, ya que no solo se limitan a
ofrecer ecuaciones para calcular la caida de presion en tuberias o el holdup de liquido,
sino que suministran informacién sobre los perfiles de esfuerzo cortante y velocidad
de cada una de las fases, la cual es Util a la hora de estudiar los efectos de
transferencia de calor y masa. Asimismo al adimensionalizar las ecuaciones obtenidas
a partir del andlisis diferencial es posible obtener de una forma simple los parametros

adimensionales que describen el fendmeno en estudio.
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CAPITULO 11
METODOLOGIA GENERAL

3.1 METODOLOGIA GENERAL

En esta seccion se presenta la metodologia que se empled a fin de alcanzar los
objetivos planteados en este Trabajo Especial de Grado. A fin de ilustrar de una
manera mas clara la metodologia utilizada en la figura N° 3.1 se muestra un esquema
del problema a resolver en coordenadas cilindricas. En general, para el patron de flujo
anular se pueden considerar dos regiones: una pelicula adyacente a la pared que fluye
por la seccion anular (fase 2) y un ntcleo central que fluye dentro del anulo (fase 1).
La fase 1 se encuentra dentro de la region delimitada entre r = 0 y r = R;, mientras
que la fase 2 comprende la region delimitada entre r = R; y r = R,. La pelicula

formada por la fase 2 tiene un espesor igualad = R, — R;.

Direccion del flujo  =——s
Fase2
Fasel

Figura N° 3.1. Esquema del patrén de flujo anular en coordenadas cilindricas.
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A continuacidén se presenta la metodologia empleada con la finalidad de

resolver el problema planteado:

1. Se precisaron los principios fundamentales que se deben aplicar para describir el
sistema en estudio. En este caso el interés estd en la fluidodinamica, por lo que el
flujo a estudiar debe satisfacer dos leyes de conservacion de los fendmenos de
transporte: la conservacion de la masa y la conservacion de la cantidad de
movimiento. Entonces, estos principios de conservacion se aplicaron por separado a

cada una de las fases.

2. Se clasificé de manera genérica el fendmeno a estudiar, de tal manera de obtener
una primera simplificacion de la formulacion matemadtica inicial. Para ello se tomaron

en cuenta las siguientes suposiciones:

-Flujo axisimétrico.

-Flujo estacionario.

-Flujo completamente desarrollado para cada una de las fases.
-Flujo isotérmico.

-Flujo incompresible.

3. Se establecieron los regimenes de flujo presentes en el sistema, asi como las

regiones de flujo a considerar para cada fase.

4. Se realizo la formulacion matematica utilizando las ecuaciones de conservacion
en su forma diferencial. Para ello las ecuaciones presentadas en la seccion 2.2.1. se
aplicaron por separado a cada una de las fases. Se utilizé la teoria de longitud de

mezcla de Prandtl para expresar los esfuerzos de Reynolds.

5. Se realizaron estudios de orden de magnitud a la formulacion matematica del

fendmeno de interés, a fin de descartar términos poco importantes o despreciables.
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6. Se normaliz6é el modelo matematico, de ello se obtuvo un modelo simplificado y
ajustado al fendmeno, ademas de los parametros fisicos y los numeros

adimensionales involucrados.

7. Se especificaron las condiciones de frontera del problema parar =0, r =R; y

7”=R2.

8. Se resolvieron las ecuaciones diferenciales correspondientes al modelo planteado
utilizando las condiciones de frontera especificadas anteriormente. Se utilizé el
programa de calculo simbdlico por computadora Maxima 5.14 (software libre). Una
vez resueltas las ecuaciones diferenciales se obtuvieron los perfiles de esfuerzo
cortante y velocidad correspondientes a cada una de las fases, ademas de relaciones
para calcular la caida de presion y el espesor de la pelicula conociendo los caudales,

las propiedades fisicas de ambos fluidos y la geometria de la tuberia.

9. Se compararon los resultados arrojados por el modelo desarrollado con datos
experimentales y/o numéricos seleccionados de la bibliografia abierta o literatura

especializada.
10. Finalmente se compararon los resultados arrojados por el modelo desarrollado

con los resultados obtenidos al utilizar algunos de los modelos homogéneos,

correlaciones empiricas y modelos mecanicistas mas empleados en flujo bifasico.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 FORMULACION DEL MODELO

4.1.1 CLASIFICACION GENERICA DEL FENOMENO A ESTUDIAR

En la figura N° 4.1 se muestra un esquema del flujo bifasico gas-liquido en
patron de flujo anular ascendente en una tuberia vertical. Este es un patron de flujo
segregado ya que las dos fases fluyen separadas por una superficie de contacto que es
la interfase (Crowe, 2006). La delgada pelicula de liquido fluye adyacente a la pared
de la tuberia, mientras que el gas fluye por el centro. En algunos casos el gas puede
arrastrar pequeias gotas de liquido. Ademas debido a las altas velocidades de gas la

interfase puede ser ondulada (Shoham, 2006).

Direccion del flujo —»

Figura N° 4.1. Esquema del flujo bifasico gas-liquido en patron de flujo anular (adaptado de Shoham
2006).
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A continuacidn se presentan las consideraciones que se tomaron en cuenta a

fin de elaborar el modelo:

1. El modelo se desarrollé considerando que el flujo es isotérmico.

2. Se considerd que los cambios de densidad tanto para el liquido, como para el gas
son despreciables. Para el liquido esto es valido, pues este es incompresible. En
cuanto al gas la densidad es funcién de la presion y como los cambios de presion no
son significativos en un segmento corto de tuberia, se puede suponer que la densidad
del gas varia poco. En el caso de tener un segmento largo de tuberia, con cambios
significativos de presion, dicho segmento puede dividirse en varios tramos mas

pequeios y para cada tramo se puede utilizar una densidad promedio para el gas.

3. Se considerd que el flujo es axisimétrico, lo cual es valido en este caso, ya que

para flujo vertical, el espesor de la pelicula de liquido es aproximadamente uniforme.

4. Se determind que en la direccion del flujo el efecto de las ondulaciones y de la
tension interfacial es importante a nivel local, pero no de manera global (Ver
apéndice E). Por lo tanto el modelo se desarrolld suponiendo que interfase entre

ambos fluidos es plana y lisa y utilizando un espesor de pelicula promedio.
5. El efecto del arrastre de pequenas gotas de liquido por parte del gas se tomd en

cuenta modificando la expresion correspondiente a la longitud de mezclado del gas,

tal como se recomienda en el trabajo de Abolfadl y Wallis (1986).

6. El modelo se elabord para tuberias lisas.

4.1.2 REGIMENES DE FLUJO

El modelo desarrollado parte de la suposicion de que tanto el gas como el

liquido se encuentran en régimen turbulento. Por lo tanto, antes de comenzar con la
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formulacion matematica del modelo, fue necesario especificar los siguientes aspectos:
el criterio de turbulencia para el liquido, el modelo de turbulencia a utilizar y las

regiones de flujo a considerar para cada fase.

4.1.2.1 Criterio de turbulencia para el liquido.

Como se menciond anteriormente el modelo desarrollado parte de la
suposicion de que ambas fases se encuentran en régimen turbulento. Esta suposicion
generalmente es cierta para la fase gaseosa ya que el flujo bifasico gas-liquido en
patron de flujo anular se da para velocidades muy elevadas de gas (Shoham, 2006).
Sin embargo para la fase liquida esta suposicion no siempre se cumple, ya qué esta se
puede encontrar en régimen laminar o turbulento dependiendo del caudal y de las
propiedades fisicas del liquido. En consecuencia, fue necesario establecer un criterio
para definir la transicion entre estos dos regimenes de flujo para el caso de la pelicula

de liquido.

En flujo monofasico en tuberias el criterio que permite definir la transicion
entre el régimen laminar y el régimen turbulento es el valor del numero de Reynolds

Re, definido de la siguiente manera:

Re ="— (4.1)

Si Re < 2300 el flyjo es laminar, si 2300 < Re < 4000 el flujo estd en una
zona de transicion y si Re > 4000 el flujo es turbulento (White, 2004). Para el caso
de la pelicula de liquido se puede emplear un criterio similar para definir la

transicion.
En el presente trabajo se utiliz6 el criterio establecido por Calvert y Williams

(1955), quienes utilizando como longitud caracteristica el didmetro hidraulico de la

pelicula, definieron un nimero de Reynolds del liquido Re; de la siguiente manera:
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_ pLvL2(R; — Ry)

Re
k Uy

(4.2)

Donde:
R;: Radio correspondiente a la fase gaseosa.

R,: Radio de la tuberia.

Luego de varios experimentos encontraron que la pelicula de liquido se vuelve
turbulenta cuando dicho numero de Reynolds se acerca a un valor critico de 1000. Sin
embargo, es importante destacar que a diferencia del caso monofasico, este no es un

criterio generalizado, ya que puede variar dependiendo del autor y de la experiencia.

4.1.2.2 Modelo de turbulencia.

Debido a que el modelo desarrollado parte de la suposiciéon de que ambas
fases se encuentran en régimen turbulento es necesario contar con una teoria
adecuada para expresar los esfuerzos de Reynolds. En el presente trabajo se utilizo la
teoria de longitud de mezcla de Prandtl para expresar los esfuerzos de Reynolds. A
pesar de que en la actualidad existen modelos de turbulencia mas sofisticados, la
teoria de Prandtl sigue siendo muy util en casos donde el interés estd en obtener
soluciones analiticas, mientras los modelos de turbulencia mas sofisticados o de
orden superior se utilizan en aquellos casos donde el interés esta en obtener
soluciones numéricas, especificamente en problemas de mecanica de fluidos

computacional.

A fin de resolver el modelo es necesario contar con expresiones para la
longitud de mezclado para cada una de las fases. En la seccion 2.2.1.3.1 se menciond
que las expresiones de longitud de mezclado mas comunes para flujo turbulento
monofasico son las siguientes:

l=ky (2.19)
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l=R [0,14 ~ 0,08 (1 - %)2 — 0,06 (1 - %)4] (2.20)

Donde y es la distancia desde la pared, que en el caso de una tuberia se puede
expresar como Yy =R —7r. Cualquiera de las dos expresiones mostradas
anteriormente se puede emplear para este caso. En el presente trabajo se utilizé una
expresion similar a la ecuacion 2.19, ya que dicha expresion es lineal y permite
obtener una forma mas simple de los perfiles de velocidad correspondientes a cada
fase. Sin embargo, al usar una expresion polindmica, como la 2.20 el modelo sigue
teniendo solucion analitica, aunque el tamafio de las ecuaciones correspondientes a
los perfiles de velocidad aumenta considerablemente. Asimismo los resultados
obtenidos al utilizar una ecuacion similar a la 2.19 son muy parecidos a los resultados
obtenidos al utilizar una expresion polindmica como la 2.20 (Abolfadl y Wallis,

1986).

Como para cada una de las fases se emplea una ecuacion similar a la 2.19,
entonces se puede escribir:

lec =kg(R,—1) (4.3)
l, =k, (R, —7) 4.4)

Donde k; y k; son las constantes correspondientes a liquido y al gas
respectivamente. El valor de la constante k; para el liquido es el mismo que en el
caso del flujo monofasico, es decir, k; = 0,4. En cuanto al gas se presenta una
complicacién adicional, pues en ocasiones este puede arrastrar pequefias gotas de
liquido, las cuales pueden reducir la intensidad de la turbulencia, en consecuencia el
valor de la constante k; puede ser menor que en el caso monofésico (Abolfadl y
Wallis, 1986). De manera general k; es una funcion de la fraccion de liquido
arrastrada por el gas (fg). Sin embargo, no siempre se dispone de datos

correspondientes al arrastre, por lo que es preferible utilizar un valor promedio de la
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constante k.. Biasi (1968) consiguié que un valor promedio de dicha constante que
reproduce adecuadamente una gran variedad de datos experimentales es 0,2. En el

presente trabajo se utilizé el valor de k propuesto por Biasi (1968).

4.1.2.3 Regiones de flujo consideradas para cada fase.

Como se menciono en la seccion 2.2.1.3.2 en el flujo turbulento de un fluido a
través de una tuberia se pueden distinguir tres regiones distintas: una subcapa laminar
cerca de la pared donde la viscosidad juega un papel clave, una subcapa
amortiguadora donde la viscosidad juega un papel menor, y una corriente turbulenta
principal donde la viscosidad carece de importancia y el esfuerzo de corte depende en
mayor medida de la contribucidon de los esfuerzos de Reynolds. Esta clasificacion se
puede aplicar por separado a cada fase para el flujo bifasico gas-liquido en patrén de
flujo anular, entonces de manera genérica cada fase estaria dividida en tres regiones.

Sin embargo en el presente trabajo se hicieron las siguientes suposiciones:

-En cuanto a la fase gaseosa se considerd que las subcapas laminar y amortiguadora
son despreciables y que la corriente turbulenta principal comienza a partir de la
interfase. Esto es valido ya que en la interfase el gas tiene una velocidad lo
suficientemente elevada para que el flujo sea completamente turbulento, por lo tanto

las subcapas laminar y amortiguadora, son despreciables.

-En cuanto a la fase liquida, se desprecid la subcapa amortiguadora y sélo se
consideraron dos regiones: una subcapa laminar adyacente a la pared y una corriente
turbulenta principal que se extiende desde el final de la subcapa laminar hasta la

interfase.
Las suposiciones enumeradas anteriormente también fueron utilizadas en los
trabajos de Biasi (1968), Hashizume y Ogiwara (1985) y Abolfadl y Wallis (1986)

con la finalidad de simplificar la formulacion matematica correspondiente.
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Al considerar una subcapa laminar en la pelicula de liquido se hace necesario
contar con una expresion para definir el espesor de la misma. En la seccion 2.2.1.3.2
se menciond que para flujo monofasico la subcapa laminar comprende la region
delimitada entre 0 < y* < 5, donde y™ se define de la siguiente manera:

yt = PNTw/PY (2.22)
7

Al hacer y* = 5y y = e es posible despejar el espesor de la subcapa laminar:
__5u
Yo @9
Donde:

e: Espesor de la subcapa laminar.

Utilizando un procedimiento similar al anterior se obtuvo el espesor de la
subcapa laminar de la pelicula de liquido:
c= & (4.6)
me
Donde:
c: Espesor de la subcapa de la pelicula de liquido.

N: Constante adimensional.

En este caso se desprecio la subcapa amortiguadora de la pelicula de liquido,
por lo que se hace necesario extender la subcapa laminar con la finalidad de
compensar el error que se puede generar a partir de dicha suposicion, en consecuencia
la constante N debe ser mayor que 5. En este trabajo se utilizé un valor de N igual a
11, ya que es el valor que permiti6 reproducir de mejor manera los datos
experimentales disponibles. Es necesario destacar que en los trabajos de Biasi (1968),
Hashizume (1985) y Abolfadl y Wallis (1986) los autores utilizan un procedimiento
similar para definir el espesor de la subcapa laminar, empleando un valor de N que

varia entre 7y 12.
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4.1.3 FORMULACION MATEMATICA

En la figura N° 4.2 se presenta una descripcion de las regiones de flujo
consideradas en el modelo desarrollado. La region I delimitada entre r = 0y r = R,
corresponde a la corriente turbulenta principal de la fase gaseosa, la region II
delimitada entre r = R; y r = R, — ¢ corresponde a la corriente turbulenta principal
de la fase liquida y la region III delimitada entre r = R, — c y r = R, corresponde a
la subcapa laminar de la fase liquida. La pelicula formada por la fase liquida tiene un

espesor igual a § = R, — R, mientras que el espesor de la subcapa laminar de la fase

liquida es igual a c.

III
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Figura N° 4.2. Regiones consideradas en el modelo desarrollado.
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En el presente trabajo el interés estd en la fluidodinamica, por lo que el flujo a
estudiar debe satisfacer dos leyes de conservacion de los fendémenos de transporte: la
conservacion de la masa y la conservacion de la cantidad de movimiento, ademas de

condiciones de frontera apropiadas.
Entonces, aplicando las ecuaciones de continuidad y de cantidad de
movimiento por separado a cada una de las regiones delimitadas en la figura N° 4.2 se

obtiene:

-Region [, 0 < r < Ry:

V-vp =0 4.7)
Dy B B _
Pe Ty = VP - V- (7, +7,9)] + psg (4.8)
-Region I, Ry <r <R, —c:
(V . ‘_/") = 0 (49)
Dvy _ _ _
Py = VP - V- ™ +7,9)] +p.8 (4.10)
-Region I, R, — ¢ < r < Ry:
(V . ‘_7111) = 0 (41 1)
Dy _ _ _
PLp = —Vp — [V . (Tm(v) + Tm(t))] +p.8 (4.12)

Con la finalidad de simplificar la formulaciéon matematica inicial es necesario

afiadir las siguientes suposiciones:

1. Flujo estacionario, es decir, independiente del tiempo.
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2. Flujo completamente desarrollado para cada una de las fases, es decir, los perfiles

de esfuerzo cortante y de velocidad depende s6lo de r y no varian con 6 y z.

3. En las regiones I y II la viscosidad carece de importancia y el esfuerzo de corte
depende en mayor medida de la contribucion de los esfuerzos de Reynolds, por lo

tanto los esfuerzos viscosos son despreciables.

4. En la regién 111 sucede lo contrario, la viscosidad juega un papel clave, mientras
que la contribucion de los esfuerzos de Reynolds es menor, en consecuencia estos son

despreciables en esta region.

Al aplicar las suposiciones mencionadas anteriormente las ecuaciones 4.7 a

4.12 se simplifican de la siguiente manera:

-Region [, 0 < r < Ry:

Py
V1 _ 0 Continuidad (4.13)
0z
99, op 10, _ .
Pl t = —o-——= rTrZI( )) — P6E Movimiento en z (4.14)
-Region I, Ry <r < R, —c:
s
Pzn _ Continuidad (4.15)
0z
_ 0y, op 10, _ .
PLY, = =5, o (TTrzu( )) —pL8 Movimiento en z (4.16)
-Region I, R, — ¢ < r < Ry:
Py
Pz _ Continuidad (4.17)
0z
9 o 19, _ »
PLUz,, aZZI” =—o "3 (rrrzm(”)) —pL8 Movimientoen z  (4.18)
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A partir de este punto con la finalidad de simplificar la notacién de variables

se introduce el siguiente cambio:

Vzp = Vg Vzir = Vzp Vzir = Yz
F (B = F (O = = ) —
TTZ[ - TTZ] TTZ” - TTZ]] TTZ[” - TTZ”] (419)
0p AP
Jz L

Al introducir el cambio de notacion mencionado anteriormente, luego
combinando la ecuacion de continuidad con la ecuacion de cantidad de movimiento
para cada una de las fases, utilizando la ley de viscosidad de Newton para expresar
los esfuerzos viscosos y empleando la teoria de longitud de mezcla de Prandtl para
expresar los esfuerzos de Reynolds, se obtienen las ecuaciones diferenciales que

conforman el modelo:

-Region I, 0 < r < Ry:

1d AP
;5 (rTTZI) = T — Pc8 (4.20)
dv, \’
Trsy = polke(R = )] ( dj’) (4:21)
-Region I, Ry <r <R, —c:
1d AP
o (rfrzu) =T~ P8 (4.22)
dv,,\
Trayy = pullL(R —1)]? (ﬁ) (4.23)
-Region I, R, — ¢ < r < Ry:
1d AP
——(Trz) =T — P18 (4.24)
dv.
Trzyp = —HL dZ‘I’{” (425)
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Donde el espesor de la subcapa laminar c, viene dado por la siguiente
expresion:
uN
c =
\/pLTTZIH(r = RZ)

(4.26)

Las ecuaciones 4.20 a 4.25 constituyen un sistema de seis ecuaciones
diferenciales ordinarias con seis constantes de integracion, por lo que se requiere
especificar seis condiciones de frontera para su solucion. Dichas condiciones de

frontera o condiciones limite se enumeran a continuacion:

CL.1 Enr=0 Tyg; = finito
CL.2 Enr =R, Trz; = Trzyy
CL.3 Enr =R, Uz, = Vg
CL.4 Enr=R, —c Trzy = Trzyyg
CL.5 Enr=R, —c¢ Vzir = Vzppg
CL.6 Enr =R, Uy =0

Para el caso de interés los datos conocidos son los caudales de gas y liquido,
estos pueden relacionarse con el gradiente de presion (AP/L) y el radio
correspondiente a la fase gaseosa (R;) al integrar los perfiles de velocidad. Las

expresiones de los caudales para el gas y el liquido se presentan a continuacion:

-Para la fase gaseosa, 0 < r < Ry:

Ry

Q¢ = an vy, (N)rdr 4.27)
0

-Para la pelicula de liquido, R; <1 < R,:

Ry

RZ—C
Q. = Zﬂf vy, (Mrdr + an Vg (Mrdr (4.28)

R1 RZ—C
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Una vez obtenidos los perfiles de velocidad estos se pueden introducir en las
ecuaciones 4.27 y 4.28 a fin de obtener expresiones integradas tanto para el caudal

del gas como para el caudal del liquido.

Generalmente en flujo bifasico gas-liquido en patron de flujo anular la
pelicula de liquido adyacente a la pared es muy delgada (R;/R, — 1) por lo que es
posible despreciar la curvatura en la region comprendida entre r = R; y r = R,. Esta
suposicion es muy conveniente en este caso ya que permite obtener una solucioén
analitica simple para el modelo planteado. De lo contrario las ecuaciones

diferenciales planteadas anteriormente tendrian que ser resueltas numéricamente.

Al despreciar la curvatura en la pelicula de liquido las ecuaciones 4.22 y 4.24

se simplifican de la siguiente manera:

1d AP d AP
e (Try) = T~ pu8 = 3 (Tra) = = pig (4.29)
1d AP d AP
;E (TTTZIII) = T —PLER E (Trzul) = T —PL8 (4.30)

Asimismo la ecuacion 4.28 se puede simplificar a fin de obtener:

Q. =2m <R2 - g) U:z_cvzll (r)dr + ij Vs (r)drl (4.31)

RZ—C
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4.2 ADIMENSIONALIZACION DEL MODELO

Una técnica muy eficaz para determinar los parametros adimensionales que
rigen un fendmeno de interés, consiste en adimensionalizar las ecuaciones
diferenciales y las condiciones de frontera que describen el fendmeno mismo (White,
2004). Para hacer esto, en primer lugar es necesario definir las siguientes variables de

referencia;

1. Velocidad de referencia, en este caso se escogio la velocidad superficial del

liquidO, Vg,

2. Longitud de referencia, en este caso se escogio el radio de la tuberia, R,.

De acuerdo a lo anterior es posible definir las siguientes variables

adimensionales:
T * TT‘ZI T * __ TT‘Z” T * TT‘Z”I
TZ] 2 L4 2 vz T 2
PLVsy, PLVsy, PLVsL
v * UZI v * UZII v * UZIII
z; zyp T zir
Vst Vst UsL (4.32)
Ap* = "k, ““R
2 2
PLVsL 2
b c
R,
Donde:

T,, . BEsfuerzo de corte adimensional.
v,": Velocidad adimensional.

Ap*: Caida de presion adimensional.
7n: Coordenada radial adimensional.
k: Relacion de radios.

b: Espesor adimensional de la subcapa laminar.
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Sustituyendo estas variables adimensionales en las ecuaciones 4.20, 4.21,

4.29,4.23,4.30,4.25, y 4.26 se obtiene:

-Region [, 0 < n < k:
1d 1

L R 433)
Tra) = [ka(lp*— m]? (d;?;l*>2 (4.34)

-Region I, k < <1 - b:
Cf—n(rm”*) = Ap* — 2F1rSL (4.35)
o’ = k(1 =) (%) (436)

-Region I, 1 —b <n < 1:
;—n (Trzyy,") = Ap* — 2o (4.37)
Tray = —%ﬂdﬁ—r”"* (4.38)

Donde el espesor adimensional de la subcapa laminar b, viene dado por la
siguiente expresion:

2N

’ 4.39
ReSL Trzlu*(n = 1) ( )

b=
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Ademas las condiciones de frontera en forma adimensional se pueden escribir

de la siguiente manera:

CL.1 Enn =0 Ty, = finito
CL.2 Enn =k Trz) = Trzy
CL.3 Enn =k Vzi” = gy
CL.4 Enn=1-h Trzy = Trayy
CL.5 Enn=1-b Varw = Venp
C.L.6 Enn =1 Vo' =0

De manera similar sustituyendo las variables adimensionales definidas en 4.32

en las ecuaciones 4.27 y 4.31 se obtiene:

-Para la fase gaseosa, 0 <7 < k:

0" = f v, (mndy (4.40)
0

-Para la pelicula de liquido, k < n < 1:

1

1-b
1=~10+x) U vy, (M)dn +f1 Ve (n)dnl (4.41)

-b

El procedimiento matematico detallado utilizado para adimensionalizar el

modelo se presenta en el apéndice D.
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Al observar las ecuaciones 4.33 a 4.41 se deduce que los parametros

adimensionales que caracterizan el sistema en estudio son los siguientes:
2
_ PLUs 2R, UsL

Q¢ « _ PL
Res, = ——— Frg;, = Q" =— pr=—
Sk 1y SL ™ §2R, QL P

(4.42)

Donde:

Reg;: Numero de Reynolds superficial del liquido.

Frg; : Numero de Froude superficial del liquido.

Q*: Relacion entre el caudal del gas y el caudal del liquido.

p*: Relacion entre la densidad del liquido y la densidad del gas.

Estos resultados indican que estos cuatro parametros adimensionales, Reg;,
Frg;, QF y p*, describen el fendémeno de interés y por lo tanto pueden ser
correlacionados con la finalidad de obtener expresiones para los perfiles de esfuerzo
cortante y velocidad para cada una de las fases, asi como expresiones que permitan

calcular Ap* y k.

Es importante destacar que para este patron de flujo la viscosidad del gas no
es una variable que juega un papel importante, debido a que en el gas la turbulencia
es completa y las subcapas laminar y amortiguadora son despreciables. Por lo tanto el

numero de Reynolds del gas no es un parametro adimensional importante.

Asimismo es importante resaltar que existen otras técnicas que permiten
obtener los pardmetros adimensionales que caracterizan un fendmeno, entre estas
técnicas se encuentra el conocido teorema Pi de Buckingham (White, 2004). Sin
embargo, la técnica que consiste en adimensionalizar las ecuaciones obtenidas a partir
del analisis diferencial permite obtener de una forma mas simple los parametros

adimensionales que describen el fendmeno en estudio.
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4.3 SOLUCION ANALITICA DEL MODELO

A continuacion se presentan los perfiles de esfuerzo cortante y de velocidad
obtenidos al resolver las ecuaciones 4.33 a 4.38 utilizando las seis condiciones de
frontera especificadas en la seccion anterior. Asimismo se presentan los resultados
obtenidos al sustituir los perfiles de velocidad en forma adimensional en las
ecuaciones 4.40 y 4.41 y realizar la integracion correspondiente. El detalle del
procedimiento matematico empleado para resolver el modelo planteado se encuentra

en el apéndice D.

4.3.1 PERFILES DE ESFUERZO CORTANTE EN FORMA ADIMENSIONAL

Al resolver las ecuaciones 4.33, 4.35 y 4.37 utilizando las condiciones de

frontera C.L.1, C.L.2 y C.L.4 se obtiene:

-Region [, 0 < n < k:

Trz, (M) = K1 (4.43)

-Region I, k < <1 - b:
Trz”*(n) =Kn + K3 (4.44)

-Region I, 1 —-b <n < 1:
Trzyy () = Kon + Ks (4.45)

Donde las constantes K;, K, y K3 vienen dadas por:

g o 1 4.46
172 4p*Frg (4.46)
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(4.47)

K; = k(K; — K3) (4.48)

4.3.2 PERFILES DE VELOCIDAD EN FORMA ADIMENSIONAL

Al sustituir los perfiles de esfuerzos en forma adimensional en las ecuaciones
4.34, 436 y 4.38 y resolver dichas ecuaciones utilizando las condiciones de frontera

C.L.3, C.L.5 y C.L.6 se obtiene:

-Region [, 0 <n < k:

VKinp* J Kikp*
2p*K; arctanh (ﬂ> 2p"K; arctanh< LEP )

v, “(p) = 2y Kinp* Kip* N VKip*
2 =
! ke ke K1p* ke K1p*
JKs ,/K5>
2,/K, arctanh | *— 2,/K, arctanh | *—=
2/Kikp® | 2//Ks * (JK4> 2/Ks | * (,/K4
kg ki ki, ki ki
1 1 1
+ReSL <§K2b - ZKZbZ + §K3b> (449)

-Region I, k <n <1 - b:

JVEKon+ K VK
2,/ K, arctanh (L> 2./ K, arctanh< 5)

b, () :2 Kon+K; VK, N VK,
zn k; k; k;
2,/ Ks 1 1 1
- kL + ReSL (Ebi - Zbiz + §K3b) (4'50)
-Region 11,1 —b <n < 1:
Reg K. Reg K.
V' () = —— (L= 1?) + —— (1 —1) (451)
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Donde las constantes K,, K5 y K¢ vienen dadas por:

K4 == KZ + K3 (4.52)
KS = Kz(l - b) + K3 (4.53)
K6 = K2K + K3 (454)

4.3.3 ECUACIONES DE CAUDAL EN FORMA ADIMENSIONAL

Al sustituir los perfiles de velocidad en forma adimensional en las ecuaciones

4.40 y 4.41 y realizar la integracion correspondiente se obtiene:

-Para la fase gaseosa, 0 <7 < k:

p*K ln( “Klkp*—lb
Q' _ 1K) JKwpt 17 T\ Ky | A Kp)*/?

2 3 kcKp* ke 2 ko JK.p* 5 koK 2p*?

Kikp*

*K; In +1
1p ! (JKlp* > 1K2,/K4ln(1(8+1)+1K2w/K41n(|K8—1|)

+_

2 koJKip® 2 k, 2 k.
k2JKikp* 1x%/K,In(|K, —1]) N 1x%/K,In(K, +1) k%/Ks

kg 2 k, 2 k, k,
k2K, 1 1 1
+ kL + ReSL (Z KZbi - §K2K2b2 + ZK2K3b) (4'55)
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-Para la pelicula de liquido, k <7 < 1:

1 1 1, , 1 1,
1 = EReSLK3b +§ReSLK2b +ZK ReSLbi _EK ReSLK3b _EK ReSLbi

1 1 1 kK2 /K,In(Kg+1) 1
— 5 KRes K;b® — 7 kRes K3b® + - kRes Kpb® + 4 kL( st D _ 5 ResuK;b?
KZ K4 ln(lKg - 1|) 2K2 KS KZ K4_ ln(|K7 - 1|) 2 K6K3 2 K6
- + +— + 2 +
kL kL kL kLKZ kL
k2K, In(K;, + 1) JK,K3In(|Kg — 1]) 2i/KcKs  kK,2/? In(Kg + 1)
kL kLKZ kLKZ kLKZ
+ K1/K4_K3 11’1([(8 + 1) _ K1/K4K3 11’1(|K8 - 1|) KK43/2 ln(lKg - 1|) _ 4’\/ KS
kLK, kLK, kLK, kp
+ \[ K4K3 ln(K8 + 1) _ 1/ K4 ln(|K7 - 1|) + K\[ K4 ln(ll - K7|) _ ZK\[ K5K3
k. K, k; ky, k. K,
K2 In(K, +1) byK,In(|11 —K,|) ®kK,**In(j1-K,|) 1 R K.b2
kK, k, kK, 4 oLl
N kJK,bIn(|K, — 1)) k/K,bIn(|1 — K, |) N kK,2?In(K, +1) 2. /Ks
kL kL kLKZ kL
/KK In(K;, + 1) 1 /KK In(|1 = Ky) kKo In(K, + 1) 4xK3/?
K,*?In(|1 — K,]) N 1 Re KB 4 2. /Ksb N JEIn(I11 = K,|)  4Kg/?
kK, 6oLt k, k, 3k, K,
2K Ks 4 Ks3/? N JK:bIn(IK, — 1)) 2/KsKs  2i/Ksh 4 kK53
VEKsIn(K; +1) KK In(11 - K;)  K,*?In(|Kg — 1])
kLKZ kLKZ kLKZ
K?In(Kg+1) xJK,In(Kg+1) 1 /K,In(|Kz—1|)
_ n _ (4.56)
kLK, ki ki
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Donde las constantes K- y Kg vienen dadas por:

k=1 45
/&,
JKe (4.58)
Kg ==
o

Asimismo el espesor adimensional de la subcapa laminar b, se puede

reescribir de la siguiente manera:
2N

b=——F— (4.59)
Regi /K,

Las ecuaciones 4.55 y 4.56 constituyen la forma final del modelo planteado.

Al sustituir las constantes K; a Kg, el espesor adimensional de la subcapa laminar b, y

los valores de k;, k; y N en 4.55 y 4.56 se obtiene un sistema de ecuaciones de la

siguiente forma:

F(Ap*, x, Reg;, Frg, Q%,p*) =0 (4.60)
G(Ap*, k, Reg;, Frg, Q%,p*) =0 (4.61)

Al especificar los valores de los cuatro parametros adimensionales que
describen al sistema en estudio (Reg;, Frgi, Q" y p*) se obtiene un sistema de dos
ecuaciones trascendentes con dos incognitas, las cuales son la caida de presion
adimensional (Ap*) y la relacion de radios (k). Dicho sistema de ecuaciones puede ser

resuelto numéricamente a fin de obtener los valores correspondientes de Ap* y «.

Una vez conocido el valor de k, es posible obtener el espesor de la pelicula
(), la fraccion vacia de gas («) y el holdup de liquido (H;) utilizando las siguientes

relaciones:

§=(1-K)R, a = K? H =1-k? (4.62)
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Finalmente es necesario mencionar que el modelo desarrollado en el presente
trabajo, puede ser utilizado para flujo bifasico gas-liquido en tuberias horizontales al
despreciar el término 1/2Frg;, el cual estd relacionado con las fuerzas de gravedad.
En tal caso el Gnico cambio a realizar seria en las constantes K; y K, las cuales

quedarian reescritas de la siguiente manera:

A *
K, == (4.63)
2
K, = Ap® (4.64)

Es importante destacar que en el modelo planteado se supone que el flujo es
axisimétrico, esto es cierto para el caso vertical, pues el espesor de la pelicula es
aproximadamente uniforme, sin embargo para el caso horizontal el flujo no es
completamente simétrico respecto al eje de la tuberia, pues debido al efecto de la
gravedad, el espesor de la pelicula en el fondo de la tuberia es mayor que en el tope
(Shoham, 2006). En consecuencia al utilizar el modelo desarrollado para flujo

horizontal se obtienen predicciones menos precisas que en flujo vertical.
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4.3.4 REPRESENTACION GRAFICA DE LOS RESULTADOS

4.3.4.1 Representacion gréafica de los perfiles de esfuerzo cortante y velocidad.

En esta seccion se presenta la representacion grafica de los perfiles de
esfuerzo cortante y velocidad para un conjunto de valores tipicos de Reg;, Frg;, Q" y
p* obtenidos a partir de los datos experimentales disponibles. En esta parte solo se
muestran dichos graficos y su correspondiente discusion, mas adelante en la seccion

4.4 se presenta la comparacion con los datos experimentales.

A continuacion en la figura N° 4.3 se muestran los perfiles de esfuerzo
cortante en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300, Q* = 100, Frg;, = 0,27

y p* = 900.

03 - Fase gaseosa
Fase ligmda
0.2
*
ra
0.1 -
0.0 f i i i
0.0 0,2 0.4 0.6 0.2 1.0

Ul

Figura N° 4.3. Perfiles de esfuerzo cortante en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300,

Q* = 100, Frg, = 0,27 y p* = 900.
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En la figura N° 4.3 se puede observar el perfil de esfuerzos del gas que abarca
la region comprendida entre n = 0 y n = k, y el perfil de esfuerzos de la fase liquida
que corresponde a la region comprendida entre n = k y n = 1. La linea discontinua
cuya ecuacion es 11 = k, corresponde a la interfase gas-liquido. El perfil de esfuerzos
del gas se obtiene al graficar la ecuacion 4.43, mientras que el perfil de esfuerzos del
liquido se obtiene al graficar la ecuacion 4.44 o la ecuacion 4.45, ya que ambas son

equivalentes.

De manera general se puede observar que el perfil de esfuerzos del gas tiene
un comportamiento parecido al caso monofasico, pues presenta una pendiente
positiva. Asimismo se observa que el esfuerzo de corte es maximo en la interfase, lo
cual concuerda con lo establecido por Shoham (2006), quien destaca la existencia de
un alto esfuerzo de corte interfacial, causado por las altas velocidades de gas. En

cuanto al liquido, se observa que la pendiente del perfil de esfuerzos es negativa.

Para el caso de la fase liquida la pendiente del perfil de esfuerzos viene dada
por K, = Ap* — 1/2Frg;,, donde Frg;, es el nimero de Froude superficial de la fase
liquida. Si dicha pendiente es negativa se tiene que 1/2Frg; > Ap* o lo que es
equivalente p,g > AP /L. Esto significa que la pendiente del esfuerzo de corte del
liquido es negativa cuando las fuerzas de gravedad que actiian sobre la pelicula (p;, g)
son mayores que las fuerzas de presion (AP /L). Esto ocurre a bajos caudales de gas,
cuando la caida de presion es pequefia. A medida que aumenta la relacion de caudales
se puede observar que la pendiente del perfil de esfuerzos de la fase liquida se hace
menos negativa y para relaciones de caudales muy elevadas dicha pendiente puede
tener un valor positivo. Esto se debe a que para altos caudales de gas la caida de
presion es mayor y por lo tanto las fuerzas de presion que actuan sobre el liquido se

hacen muy grandes, restandole importancia a las fuerzas de gravedad.
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A continuacién en la figura N° 4.4 se muestran los perfiles de velocidad en
forma adimensional obtenidos para Reg;, = 4300, Q* = 100, Frg;, = 0,27 y p* =
900.

.. 0
i Regidn [ .
120 & Regitn II
o Region 11 2 Region [T :
Remin [11 :
140 7
120 6
+ 100 fo v 37
. S A
20 Do 47
&0 4 Do 3
40 14
20 14
1} T T T T 0 T T T T T T T
0,0 032 0,4 06 03 1,0 093 084 095 096 097 088 099 100
m
(2) (b

Figura N° 4.4. Perfiles de velocidad en forma adimensional obtenidos para Res; = 4300, Q* = 100,
FrSL = 0,27 y p* = 900.

En la figura 4.4 parte a se presenta el perfil de velocidad de cada una de las
tres regiones consideradas en el modelo desarrollado, la region I que corresponde a la
corriente turbulenta principal de la fase gaseosa, la region II que corresponde a la
corriente turbulenta principal de la fase liquida y la regién III que corresponde a la
subcapa laminar de la fase liquida. Por otro lado, en la figura 4.4 parte b, se muestra
una ampliacion de los perfiles de velocidad correspondientes a las regiones 11 y III.
Las lineas discontinuas representan los limites entre cada una de las regiones

consideradas.

El perfil de velocidad de la region I se obtiene al graficar la ecuacion 4.49, el

perfil de velocidad correspondiente a la region II se obtiene al graficar la ecuacion
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4.50, mientras que el perfil de velocidad correspondiente a la region II se obtiene al

graficar la ecuacion 4.51.

De manera general se puede observar que los perfiles de velocidad en las
regiones [ y II son similares al perfil de velocidad que se observa en flujo monofasico
turbulento en la corriente turbulenta principal. En cuanto al perfil de velocidad de la
region III se puede afirmar que tiene forma aproximadamente lineal. Asimismo se
observa que la velocidad maxima alcanzada por el gas es considerablemente mayor
que la velocidad maxima alcanzada por el liquido, esto se debe a la alta relacion que
existe entre el caudal del gas y el caudal del liquido, pues el patréon de flujo anular

ocurre para relaciones elevadas de caudales gas-liquido.

A continuacion en la figura N° 4.5 se muestran los perfiles de esfuerzo
cortante en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300, Q* = 150, Frg;, = 0,27

y p* =900.

0.5 \
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04 Fage Hquida
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*
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I:I,D B T T T T
0,0 02 0.4 06 02 10

U]

Figura N° 4.5. Perfiles de esfuerzo cortante en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300,

Q* = 150, Frg, = 0,27 y p* = 900.
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En general la figura N° 4.5 presenta un comportamiento similar al observado
en la figura N° 4.3, con la diferencia de que en este caso al aumentar la relacion de
caudales la caida de presion aumenta y en consecuencia la pendiente del esfuerzo de
corte de la fase liquida se hace menos negativa. Asimismo al incrementar la relacion
de caudales el esfuerzo de corte interfacial aumenta en comparacién con lo observado

la figura N° 4.3.

A continuacion en la figura N° 4.6 se muestran los perfiles de velocidad en
forma adimensional obtenidos para Reg;, = 4300, Q* = 150, Frg, = 0,27 y p* =
900.
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Figura N° 4.6. Perfiles de velocidad en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300, Q* = 150,

Frg, = 0,27 y p* = 900.

Al igual que en la figura N° 4.4, en la figura N°® 4.6 parte a se presentan los
perfiles de velocidad correspondientes a las regiones I, II y III, mientras que en la
figura N° 4.6 parte b se muestra una ampliacion de los perfiles de velocidad

correspondientes a las regiones II y III.
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Los perfiles de velocidad de la figura N° 4.6 presentan un comportamiento
similar al observado en la figura N° 4.4, con la diferencia de que al incrementar la
relacion de caudales (Q*), las velocidades maximas alcanzadas por cada fase
aumentan. Asimismo en la figura N° 4.6 se observa que al incrementar la relacion de
caudales, la relacion de radios (k) aumenta, o lo que es equivalente, el espesor de la

pelicula de liquido disminuye.

A continuacidon en la figura N° 4.7 se muestran los perfiles de esfuerzo
cortante en forma adimensional obtenidos para Reg;, = 4300, Q* = 200, Frg;, = 0,27

y p* =900.
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Figura N° 4.7. Perfiles de esfuerzo cortante en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300,

Q* = 200, Frg, = 0,27 y p* = 900.
La figura N° 4.7 presenta un comportamiento similar al observado en las

figuras N° 4.3 y N° 4.5. Se puede apreciar que al aumentar la relacion de caudales la

caida de presién aumenta y en consecuencia la pendiente del esfuerzo de corte de la
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fase liquida se hace menos negativa, en comparacion con las figuras N° 4.3 y N° 4.5.
Asimismo se observa que al incrementar la relacion de caudales el esfuerzo de corte

interfacial aumenta.

A continuacién en la figura N° 4.8 se muestran los perfiles de velocidad en
forma adimensional obtenidos para Reg;, = 4300, Q* = 200, Frg;, = 0,27 y p* =
900.
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Figura N° 4.8. Perfiles de velocidad en forma adimensional obtenidos para Reg; = 4300, Q* = 200,

FI‘SL = 0,27 y p* = 900.

Al igual que en las figuras N° 4.4 y N° 4.6, en la figura N° 4.8 parte a se
presentan los perfiles de velocidad correspondientes a las regiones I, II y III, mientras
que en la figura N° 4.8 parte b se muestra una ampliacion de los perfiles de velocidad
correspondientes a las regiones II y III. Los perfiles de velocidad de la figura N° 4.8
presentan un comportamiento similar al observado en las figuras N° 4.4 y N° 4.6. Al
igual que en la figura N° 4.6 se observar que al incrementar la relacion de caudales
(Q"), aumentan tanto las velocidades méximas alcanzadas por cada fase, asi como la

relacion de radios (k).
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4.3.4.2 Representacion grafica de la caida de presion adimensional y la relacion

de radios.

En esta seccion se presentan los graficos correspondientes a la caida de
presion adimensional (Ap*) y la relacion de radios (k) en funcion de los parametros
adimensionales Reg;, Frg, Q* y p*. Estos graficos fueron generados al resolver
simultaneamente las ecuaciones 4.55 y 4.56 para un conjunto de valores tipicos de

Reg;, Frgp, Q" y p* obtenidos a partir de los datos experimentales disponibles.

A continuacién en la figura N° 4.9 se muestra la caida de presion
adimensional en funcion del niimero de Reynolds superficial del liquido para varias

relaciones de caudales con Frg;, = 1y p* = 900.
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0,2 . . . . : . . .
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Numero de Reynolds superficial del liquido, Reg,

Figura N° 4.9. Caida de presion adimensional para Frg;, = 1y p* = 900.

En la figura N° 4.9 se puede observar que la caida de presion adimensional

(Ap*) disminuye a medida que se incrementa el nimero de Reynolds superficial del
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liquido (Reg; ), esto es algo andlogo a lo que ocurre en flujo monofasico cuando el
factor de friccion, que es equivalente a una caida de presion adimensional, disminuye
a medida que se incrementa el nimero de Reynolds. Sin embargo, es importante
destacar que la caida de presion adimensional utilizada en el presente trabajo se
defini6 utilizando la velocidad superficial del liquido, mientras que el factor de
friccion se define utilizando la velocidad media, por lo tanto ambas cantidades tienen
ordenes de magnitud diferentes. Otro aspecto importante que se observa en la figura
anterior, es que a medida que se incrementa la relacion de caudales para un mismo
nimero de Reynolds superficial del liquido, la caida de presion adimensional
aumenta. Esto ocurre ya que al incrementar la relacion de caudales, la velocidad del

gas es mayor y en consecuencia se tiene mayor friccion y una mayor caida de presion.

A continuacion en la figura N° 4.10 se muestra la relacion de radios en
funcién del numero de Reynolds superficial del liquido para varias relaciones de

caudales con Frg;, = 1y p* = 900.

0,97 - Q" =300
/ Q" =250
0,96 / 0* =200
k4
;
3 Q" =150
£ 0,95 -
k]
-
2
=
@
="
0,94 -
Q" =100
0,93 -
0,92 : : : : :
5000 7000 9000 11000 13000 15000 17000 19000 21000

Numero de Revnolds superficial del liquido, Reg;

Figura N° 4.10. Relaciéon de radios para Frg;, = 1y p* = 900.
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En la figura N° 4.10 se puede observar que la relacion de radios (k) aumenta a
medida que se incrementa el nimero de Reynolds superficial del liquido (Reg;), o lo
que es equivalente, el espesor de la pelicula de liquido disminuye. Asimismo se
observa que a medida que se incrementa la relacion de caudales para un niimero de
Reynolds superficial de liquido fijo, la relacion de radios aumenta, o lo que es
equivalente el espesor de la pelicula disminuye. Esto ocurre ya que al incrementar la
relacion de caudales, se introduce una mayor cantidad de gas a la tuberia y en
consecuencia el liquido es forzado a ocupar un menor espacio, reduciéndose el

espesor de la pelicula.

A continuaciéon en la figura N° 4.11 se muestra la caida de presion
adimensional en funcion del nimero de Reynolds superficial del liquido para varias

relaciones de caudales con Frg;, = 1y p* = 600.
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Figura N° 4.11. Caida de presion adimensional para Frg;, = 1y p* = 600.
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En la figura N° 4.11 se observa un comportamiento similar al descrito en la
figura N° 4.9, con la diferencia de que al disminuir la relacion de densidades la caida
de presion adimensional (Ap*) aumenta de manera general en comparacion con lo

observado figura N° 4.9.

A continuacion en la figura N° 4.12 se muestra la relacion de radios en
funcion del numero de Reynolds superficial del liquido para varias relaciones de
caudales con Frg;, = 1y p* = 600.

0,98 -

Q" =300
0,97 / Q* =250
/ Q" =200

=
.
2 0,96 -
2 Q° =150
2
=
5 //7
=2
=
2 095 -
Q* =100
0,94 |
0,93 T T T T T T T 1
5000 7000 9000 11000 13000 15000 17000 19000 21000

Numero de Reynolds superficial del liquido. Reg;,

Figura N° 4.12. Relacion de radios para Frg;, = 1y p* = 600.

La figura N°® 4.12 presenta un comportamiento similar al descrito en la figura
N° 4.10, observando que al disminuir la relaciéon de densidades la relacion de radios

(k) aumenta en comparacion con lo observado figura N° 4.10.
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A continuacion en la figura N° 4.13 se muestra la caida de presion
adimensional en funcion del nimero de Reynolds superficial del liquido para varias
relaciones de caudales con Frg;, = 1y p* = 300.
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Figura N° 4.13. Caida de presion adimensional para Frg;, = 1y p* = 300.

En la figura N° 4.13 se observa un comportamiento similar al descrito en las
figuras N° 4.9 y N° 4.11. Al igual que en la figura N° 4.9, se observa que al disminuir
la relacion de densidades la caida de presion adimensional (Ap*) aumenta de manera

general en comparacion con lo observado en las figuras anteriores.
A continuacion en la figura N° 4.14 se muestra la relacion de radios en

funcién del numero de Reynolds superficial del liquido para varias relaciones de

caudales con Frg;, = 1y p* = 300.
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Figura N° 4.14. Relacion de radios para Frg;, = 1y p* = 300.

En la figura N° 4.14 se observa un comportamiento similar al descrito en las

figuras N° 4.10 y N° 4.12. Al igual que en la figura N° 4.12, se observa que al

disminuir la relacion de densidades la relacion de radios (k) se incrementa en

comparacion con lo observado en figuras anteriores.
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4.3.5 REDUCCION DEL MODELO AL CASO DE UN FLUJO TURBULENTO
MONOFASICO

El modelo planteado en el presente trabajo se puede reducir al caso
monofasico turbulento en el que sélo circula liquido por la tuberia. Para esto es
necesario realizar las siguientes sustituciones en las ecuaciones correspondientes a las

secciones 4.3.1,4.3.2y4.3.3:

=0 K=
*:1 USL:vL
v; 2R
ReSL:ReL:pL L 2 kL:kG:k
1252
Klzg Kzzg
. (4.65)
Ky =0 K4:K2+K3:§
Ks = Ka(1—b) + K, =L (1= b) Ko = Ky + Ky = 0

JKs JKs
K, =Y=2= [(1—-b) Ky =Y=2 =0
JKa °

2N

Rey\/f/2

Donde f es el factor de friccién de Fanning definido en la seccion 2.2.2.3.2 y

Re;, es el nimero de Reynolds del liquido.

Al hacer dichas sustituciones en las ecuaciones 4.43, 4.44 y 4.45 se obtiene se

obtiene el perfil de esfuerzo cortante para flujo monofasico:

1
Trzl*(n) = Trz”*(n) = Trz,”*(ﬁ) = Efn (4.66)
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De igual manera al hacer las sustituciones correspondientes en las ecuaciones

4.49, 4.50 y 4.51 se obtienen los perfiles de velocidad para flujo monofasico:

-Corriente turbulenta principal, 0 <n < 1 — b:

vZI*(T’) = vZ”*(n) =

) jz F- 32
2/ " 2\Re, /772
ﬁ;{/ﬁ - \/E\/? arctanh <\/\/?> - kRe //

V2 V2 |1 1( 2N 1 1
+T\/7 arctanh ﬁ\/zf—i<m) _ngeLbz-i-ZfReLb (467)

-Subcapa laminar, 1 — b <n < 1:

1
Vo' () = gReuf(L = 1) (4.68)

Asimismo al hacer las sustituciones correspondientes en las ecuaciones 4.55 y
4.56, se obtiene que la ecuacion 4.55 se anula, mientras que la ecuacion 4.56 queda

de la siguiente forma:

Jﬂ/’ j 4[FNV2 1v2/fln2 21v2 L4 N3V2
1=- " 277 2f ———"—1] =

2k, Re, 2"k *3 Re,2\[f

3/2
4\/_N\/_ 1\/_N\/_ 2\/_< 2ﬁNﬁ>

3k, f Re;,

\/_
.l ﬁjzf

\/Zf 4./f N\/_ 2NV2 jzf_4ﬁNﬁ (4.69)

ReL kLReL\/? ReL
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La ecuacion 4.69 es una ecuacion implicita del factor de friccion en funcion
del niimero de Reynolds del liquido. Al sustituir los valores de N y k es posible
obtener el factor de friccion para un nimero de Reynolds dado. Es importante

destacar que la ecuacion 4.69 es aplicable solo en el caso de tuberias lisas.

A fin de comparar con la ecuacion 4.69, se utiliza la denominada correlacion

de Prandtl, la cual se emplea comunmente para tubos lisos (Bird et al., 2006):

1
7 = 4log;o(Re /f) — 0,4 2,3x10% <Re, <4x10°  (4.70)

En la figura N° 4.15 se muestra una comparacion entre ambas ecuaciones para

un amplio rango de nimeros de Reynolds en el casoenel cual N = 11y k; = 0,4.
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Figura N° 4.15. Comparacion entre la ecuacion 4.69 y la correlacion de Prandtl para tubos lisos.
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A partir de la figura N° 4.15 se puede observar que la ecuacion 4.69 tiene un
comportamiento muy parecido al de la correlacion de Prandtl para tuberias lisas en
todo el rango de los nimeros de Reynolds para los cuales se hizo la comparacion, por
lo tanto dicha ecuacion puede ser utilizada para obtener el factor de friccion en flujo

monofasico turbulento en tuberias lisas.

Para finalizar en la figura N° 4.16 se presentan los perfiles de esfuerzo
cortante y velocidad obtenidos al graficar las ecuaciones 4.66, 4.67 y 4.68, para un
nimero de Reynolds de liquido de 30000, utilizando un valor de f calculado con la

ecuacion 4.47.
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Figura N° 4.16. Perfiles de esfuerzo cortante (a) y velocidad (b) para el caso monofasico, obtenidos

para Re; = 30000.

En el apéndice D se encuentra el procedimiento matematico detallado para
obtener las ecuaciones 4.66 a 4.69 a partir de las ecuaciones correspondientes a las

secciones 4.3.1,4.3.2 y4.3.3.
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4.4 COMPARACION CON DATOS EXPERIMENTALES

4.4.1 RESUMEN DE LOS DATOS EXPERIMENTALES

En el presente trabajo se utilizaron los datos experimentales para flujo de aire
y agua, en tuberias verticales lisas reportados por Calvert y Williams (1955), Govier
(1958), Wallis (1969) y Zabaras y Dukler (1986). En total se utilizaron 85 conjuntos
de datos experimentales. En la tabla N° 4.1 se muestra un resumen de los datos

experimentales utilizados.

Tabla N° 4.1 Resumen de los datos experimentales.

Velocidad Velocidad Diametro
) Datos
superficial de | superficial de la
Fuente Puntos Fluidos ] reportado
gas, Vsg del liquido, | tuberia, d
S
[m/s] Vsy, [m/s] [m]
Calvert y
. 15 Aire-Agua | 20,31-25,18 | 0,025-0,078 0,0502 AP/L
Williams (1955)
Govier (1958) 7 Aire-Agua 6,35-9,83 0,257-0,265 0,0160 AP/L,S
Wallis (1969) 55 Aire-Agua | 6,27-41,39 0,044-1,140 0,0190 AP/L
Zabaras y Dukler
(1986) 8 Aire-Agua | 19,28-27,11 | 0,031-0,062 0,0508 AP/L,6S

De acuerdo a lo presentado en la tabla N° 4.1 se puede observar que todos los
autores citados reportan las mediciones correspondientes al gradiente de presion,
mientras que so6lo Govier (1958) y Zabaras y Dukler (1986) reportan mediciones
correspondientes al espesor de la pelicula de liquido. Asimismo se puede apreciar que
los puntos experimentales utilizados cubren un amplio rango de velocidades
superficiales tanto de liquido como de gas, dentro del cual existe el patron de flujo
anular. Esto se puede observar claramente en la figura N° 4.17, donde se representan

los puntos experimentales utilizados sobre el mapa de patrones de flujo de Hewitt y
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Roberts, el cual fue desarrollado para flujo ascendente aire-agua en tuberias

verticales.
10000 -
Flujo anular
y ¢ . i :
$ ! g be g e | Flujo disperso
> e |
1000 S 4 : = |
3 © ¢ o !
* * * i
@ . + + 3
o * ® . *
NE ot ¢ o *
—~ r'd * * * i
o A * i
X, . N
0 100 - i Lhe Lo e s o S e s
& e RS T RS )
=
]
QU . ;
Flujo agitado
Flujo de burbujas
10 Flujo tapdn
il ]
1 10 100 1000 10000 100000 1000000

prvs,” [Kg/m? 5]
@ Wallis(1969) e Zabarasy Dukler (1986)  a Govier (1958) e Calverty Williams (1955)
Figura N° 4.17. Representacion de los datos experimentales utilizados sobre el mapa de patrones de

flujo desarrollado por Hewitt y Roberts para flujo ascendente aire-agua en tuberias verticales (adaptado

de Brennen, 2003).

4.4.2 COMPARACION DEL MODELO DESARROLLADO CON LOS DATOS
EXPERIMENTALES DISPONIBLES

A continuacién se presenta la comparacion del modelo desarrollado con los
datos experimentales disponibles. Para el gradiente de presion (AP/L) la

comparacion se realizoé con 85 puntos experimentales, mientras que para el espesor de
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la pelicula (§) la comparacion solo se pudo llevar a cabo con 15 puntos

experimentales.

Para el gradiente de presion el error porcentual absoluto se definio de la
siguiente manera:

_[I(AP/L) exy = (AP/L)pred]
v =
‘ (AP/L)exp

100 (4.69)

Donde:
1;: Error porcentual absoluto.
(AP/L)¢xp: Gradiente de presion experimental.

(AP /L)preq: Gradiente de presion predicho por el modelo.

Asimismo para el espesor de la pelicula el error porcentual absoluto se definid

de manera similar:

ro= |(5)exp - (5)pred|
' (5)exp

100 (4.70)

Donde:

(8) exp: Espesor de pelicula experimental.

(8)prea: Espesor de pelicula predicho por el modelo.

Ademas el error porcentual absoluto promedio esta definido por:

n

1
E =EZri 4.71)

i=1
Donde:

E: Error porcentual absoluto promedio.

n: Numero de puntos considerados.
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A continuacion en la figura N° 4.18 se presenta la comparacion entre los datos
de caida de presion reportados por Zabaras y Dukler (1986) y Calvert y Williams
(1955) y los valores de caida de presion predichos por el modelo desarrollado. En este
grafico la linea negra representa la igualdad entre el gradiente de presion tedrico y el
gradiente de presion experimental, mientras que las lineas discontinuas corresponden

a una variacion de +20%.

1800 -
1600 -
+20%
1400 -
1200 -
1000 - o T et
-20%

800 - *e

600 -

Gradiente de presion teérico [Pa/m]
»

' ® 7abarasy Dukler (1986)
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Gradiente de presidn experimental [Pa/m]

Figura N° 4.18. Gradiente de presion tedrico en funcion del gradiente de presion experimental

para los datos de Zabaras y Dukler (1986) y Calvert y Williams (1955).
De manera similar en la figura N° 4.19 se presenta la comparacion entre los

datos de caida de presion reportados por Wallis (1969) y Govier (1958) y los valores

de caida de presion predichos por el modelo desarrollado.
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Figura N° 4.19. Gradiente de presion tedrico en funcion del gradiente de presion experimental

para los datos de Wallis (1969) y Govier (1968).

De manera general a partir de las figuras N° 4.18 y 4.19 se puede observar que
las predicciones de caida de presion arrojadas por el modelo desarrollado estan dentro
del £20% respecto a los valores medidos experimentalmente. Esto permite concluir
que para los datos experimentales utilizados el modelo predice adecuadamente el

gradiente de presion correspondiente.

Asimismo para los 85 puntos experimentales disponibles se obtiene que el
error porcentual absoluto promedio es igual a 11 %, lo cual indica que la
concordancia entre el modelo desarrollado y los datos experimentales disponibles es
buena. Es importante destacar que el error porcentual absoluto promedio de la
mayoria de los modelos desarrollados para flujo bifasico (incluyendo el patron de

flujo anular) ronda el 20 o 30 % (Garcia, 2007).
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Sin embargo el modelo desarrollado solo fue comparado con datos de
sistemas agua-aire, por lo que se hace necesario compararlo con datos obtenidos para
sistemas conformados por otros fluidos para poder sacar mas conclusiones al

respecto.

A continuacion en la figura N° 4.20 se presenta la comparacion entre los datos
de espesor de pelicula reportados por Zabaras y Dukler (1986) y Govier (1958) y los
valores de espesor de pelicula predichos por el modelo desarrollado. Al igual que en
las figuras anteriores, en este figura la linea negra representa la igualdad entre el
espesor de pelicula teodrico y el espesor de pelicula experimental, mientras que las

lineas discontinuas corresponden a una variacion de +£20%.
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Figura N° 4.20. Espesor de pelicula tedrico en funcion del espesor de pelicula experimental

para los datos de Zabaras y Dukler (1986) y Govier (1958).
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A partir de la figura N° 4.20 se puede observar que las predicciones del
espesor de pelicula arrojadas por el modelo desarrollado estan dentro del £20%
respecto a los valores medidos experimentalmente. Por lo tanto es posible afirmar que
para los datos experimentales utilizados el modelo predice adecuadamente el espesor

de pelicula.

Ademas para los 15 puntos experimentales disponibles se obtiene que el error
porcentual absoluto promedio es igual a 15 %, lo cual indica que la concordancia
entre el modelo desarrollado y los datos experimentales disponibles es buena. Sin
embargo, a diferencia del caso anterior, la cantidad de puntos disponibles para
comparar con el espesor de la pelicula es notablemente menor por lo que es
recomendable realizar una comparacién con una mayor cantidad de puntos antes de

poder sacar otras conclusiones.

443 COMPARACION DE OTROS MODELOS CON LOS DATOS
EXPERIMENTALES DISPONIBLES

En esta seccion se compara el desempefio del modelo desarrollado en el
presente trabajo con el desempefio de algunos de los modelos y correlaciones mas

utilizados en flujo bifasico.

A fin de realizar la comparacion correspondiente, de los modelos homogéneos
se selecciono el de Wallis, que data de 1969, ya que es uno de los mas conocidos y
utilizados (Crowe, 2006). En cuanto a las correlaciones empiricas se utilizé la de
Lockhart y Martinelli que data de 1949, pues es una de las correlaciones mas
utilizadas en la industria y ademas se encuentra incorporada en diversos paquetes
computacionales (Garcia, 2007). Finalmente en cuanto a los modelos mecanicistas, se
utilizé el desarrollado por Alves en 1991, ya que es uno de los modelos mecanicistas

mas precisos que se ha desarrollado para el patron de flujo anular (Shoham, 2006).
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El criterio utilizado para evaluar la capacidad de prediccion de los diferentes
modelos es el error porcentual absoluto promedio. Para cada uno de los 85 puntos
experimentales disponibles se calculo el gradiente de presion utilizando el modelo
homogéneo de Wallis, la correlacion de Lockhart y Martinelli y el modelo
mecanicista de Alves, luego se estimo el error porcentual absoluto para cada punto y

finalmente se obtuvo el error porcentual absoluto promedio para cada modelo.

En la tabla N° 4.2 se muestran los resultados obtenidos al evaluar la capacidad

de prediccion de los diferentes modelos citados anteriormente.

Tabla N° 4.2 Desempeiio de los modelos evaluados.

Modelo evaluado Error absoluto promedio, E [%]
Modelo homogéneo de Wallis 37
Correlacion de Lockhart y Martinelli 24
Modelo mecanicista de Alves 18
Modelo desarrollado en el presente trabajo 11

De acuerdo a los resultados reportados en la tabla N° 4.2 se puede afirmar que
el modelo desarrollado en el presente trabajo presenta el mejor desempefio en la
prediccion del gradiente de presion con un error absoluto promedio de 11%. Es
seguido del modelo mecanicista de Alves con un error absoluto promedio de 18%. El
tercer mejor desempefio lo obtiene la correlacion de Lockhart y Martinelli con un
error absoluto promedio de 24%, mientras que el peor desempeiio lo obtiene el

modelo homogéneo de Wallis con un error absoluto promedio de 37%.

Como se menciond anteriormente el modelo homogéneo de Wallis arroja
predicciones inadecuadas para el patron de flujo anular, por lo tanto es razonable que
obtenga el peor desempeino. En cuanto a la correlacion de Lockhart y Martinelli esta
fue desarrollada para flujo horizontal, aunque incluyendo el efecto de las fuerzas de

gravedad es capaz de predecir adecuadamente el gradiente de presidon en tuberias

94




verticales. Sin embargo esta correlacion tiene como desventaja el hecho de que no

toma en cuenta la existencia de los patrones de flujo.

Por otro lado el modelo mecanicista de Alves es el que obtiene el segundo
mejor desempefio, ya que éste fue desarrollado tomando en cuenta la geometria del
patron de flujo anular, sin embargo este modelo se complementa con correlaciones
empiricas cuyo margen de aplicabilidad es limitado en algunos casos (Crowe, 2006).

Por lo tanto puede generar predicciones inadecuadas para algunos puntos.

En cuanto al modelo desarrollado en el presente trabajo se puede afirmar que
para los datos experimentales disponibles obtiene el mejor desempefio, sin embargo,
es importante sefalar que las comparaciones se hicieron con datos de sistemas agua-
aire, por lo que se hace necesario hacer comparaciones con datos obtenidos para
sistemas conformados por otros fluidos, para que de esta manera sea posible obtener

mas conclusiones al respecto.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 CONCLUSIONES

1. Se desarrollé un modelo con solucidn analitica para el flujo bifasico gas-liquido
en patron de flujo anular en tuberias verticales lisas, para el caso en el que ambos

fluidos se encuentran en régimen turbulento.

2. La teoria de longitud de mezcla de Prandtl es una teoria adecuada para expresar
los esfuerzos de Reynolds, con la ventaja de que permite obtener soluciones analiticas

simples.

3. Se determind que en la direcciéon del movimiento del fluido el efecto de las
ondulaciones y de la tension interfacial es importante a nivel local, pero no de manera
global. Por lo tanto es valido suponer que la interfase entre ambos fluidos es plana y

lisa y utilizar un espesor de pelicula promedio.

4. Luego de adimensionalizar las ecuaciones diferenciales correspondientes al
modelo desarrollado se encontr6é que los parametros adimensionales que describen el
fenomeno de interés son el numero de Reynolds superficial del liquido (Reg;), el
nimero de Froude superficial del liquido (Frg;,), la relacion entre el caudal del gas y

el caudal del liquido (Q*) y la relacion entre la densidad del liquido y la densidad del
gas (p").

5. Se obtuvieron expresiones para los perfiles de esfuerzo cortante y de velocidad
en forma adimensional que dependen de los pardmetros adimensionales Reg;, Frgp,

Q" y p*, de la caida de presion adimensional (Ap*) y la relacion de radios (k).
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6. Se desarrollaron expresiones que permiten calcular la caida de presion
adimensional (Ap*) y la relacion de radios (k) (o de manera equivalente, el espesor de

la pelicula o el holdup de liquido) dados Reg;, Frg;, Q" y p*.

7. Se verificé que el modelo planteado se puede reducir al caso monofasico al hacer
algunas sustituciones en las ecuaciones correspondientes, obteniendo una ecuacion
implicita del factor de friccion en funcion del nimero de Reynolds para tuberias lisas.
Al comparar dicha ecuacion con la correlacion de Prandtl para tubos lisos se concluy6

que ambas concuerdan para un amplio rango de nimeros de Reynolds.

8. Los valores de caida de presion y del espesor de la pelicula predichos por el
modelo estan dentro del +£20% respecto a los valores medidos experimentalmente,
por lo tanto la concordancia entre el modelo desarrollado y los datos experimentales
disponibles es buena en comparacion con otros modelos desarrollados para este

patrén de flujo.

9. Se determind que al comparar con el gradiente de presion el error porcentual
absoluto promedio es igual a 11 %, mientras que al comparar con el espesor de la
pelicula el error porcentual absoluto promedio es igual a 15 %, en ambos casos el
error porcentual absoluto promedio se encuentra por debajo del 20 %, por lo que se
puede afirmar que el modelo desarrollado reproduce adecuadamente los datos

experimentales disponibles.

10. Luego de evaluar la capacidad de prediccion de diferentes modelos se concluye
que el modelo desarrollado en el presente trabajo obtiene el mejor desempeiio para
los datos experimentales disponibles, seguido del modelo mecanicista de Alves, de la

correlacion de Lockhart y Martinelli y del modelo homogéneo de Wallis.
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5.2 RECOMENDACIONES

1. Se recomienda comparar el modelo desarrollado con datos experimentales para
sistemas conformados por fluidos diferentes al aire y al agua. Asimismo se sugiere
buscar una mayor cantidad de datos para el espesor de la pelicula a fin de poder hacer

una comparacion mas extensa.

2. Se propone buscar datos de perfiles de velocidad experimentales para flujo
bifasico gas-liquido en patréon de flujo anular a fin de comparar con los perfiles de

velocidad teodricos obtenidos en el presente trabajo.

3. Se recomienda desarrollar a partir de datos experimentales correspondientes al
arrastre, una expresion para la longitud de mezclado del gas donde la constante kg

sea una funcidn de la fraccion de liquido arrastrada por el gas (f).

4. Se propone desarrollar correlaciones para la caida de presion adimensional (Ap*)
y la relacion de radios (k) en funcion de los parametros adimensionales Reg;, Frgp, Q*

y p* que incluyan el efecto de la rugosidad de la tuberia.

5. Se sugiere extender la metodologia de este trabajo para desarrollar un modelo

para flujo horizontal que tome en cuenta la excentricidad.

6. Se propone utilizar la metodologia empleada en el presente trabajo para
desarrollar modelos para otros patrones de flujo similares, como el patrén de flujo

estratificado.

7. Se recomienda utilizar el modelo obtenido como punto de partida para trabajos
posteriores donde se incluyan los efectos de la transferencia de calor y la

transferencia de masa.
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APENDICES

APENDICE A. MODELO HOMOGENEO DE WALLIS

Este modelo fue desarrollado por Wallis en 1969 bajo las siguientes
suposiciones (Shoham, 2006):

-Flujo unidimensional y en estado estacionario.

-Las dos fases estadn bien mezcladas y en equilibrio.

-No ocurre deslizamiento entre las fases.

-Ambas fases son compresibles (por ejemplo, v; = v;(p) Y v, = v, (p), donde v es
el volumen especifico).

-El area de la seccidn transversal de la tuberia no es constante y puede variar en la
direccion axial (por ejemplo A; = A;(L), donde A; es el &rea de la seccion
transversal de la tuberia).

-Puede ocurrir transferencia de masa entre las fases, por lo tanto la calidad de la

mezcla x,, varia a lo largo de la tuberia.
Una vez realizadas estas suposiciones se plantea un balance macroscopico de

cantidad de movimiento lineal a un segmento de tuberia de didmetro d y de longitud

dL similar al mostrado en la figura N° A.1.
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Figura N° A.1. Volumen de control utilizado para desarrollar el modelo homogéneo de Wallis
(adaptado de Shoham, 2006).

Aplicando la ecuacién 2.34 al volumen de control descrito anteriormente se
tiene:

dp  mdpyvy® W dvy,

_md W dvu Al
ar A,z tewssend+om (A1)

Donde:
vy Velocidad de la mezcla.
W': Flujo masico de la mezcla.

py - Densidad de la mezcla.

Utilizando la definicion de velocidad de la mezcla vy =W /pyAr y

reordenando, la ecuaciéon A.1 se reduce a:

(A2)

dp ndvaM2+ 9+W2d< 1 )
TR P R S W T P

En la ecuacion anterior la caida de presion depende de tres términos: un

término relacionado con la friccion o esfuerzo de corte en la pared, un término

referido a la gravedad y un término asociado al cambio de velocidad debido a la
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compresibilidad de las fases. Las propiedades de mezcla (densidad y viscosidad) se
definen utilizando la fraccion volumétrica de liquido sin deslizamiento A, :
pm = PrAL +pc(1— 1) (A3)
iy = AL+ pug(1—2;)

Donde p, Y p; son las densidades del liquido y gas respectivamente, y de
manera similar u; y ug son las viscosidades del liquido y gas. Otra manera de definir
la densidad de la mezcla es en funcion de la calidad de la siguiente manera:

1 X 1—x
— =M,

M
= xyVg + (1 — xp)v A4
Pm  Pc PL me Moo (A4)

Por otro lado el factor de friccion definido en la ecuacién A.2 es funcion del
namero de Reynolds de la mezcla Rey, = pyvyd/ iy Y de larugosidad relativa de la

tuberia € /d, y puede ser determinado utilizando la ecuacion de Colebrook.

Finalmente es necesario obtener una expresion para el Gltimo término de la
ecuacion A.2, desarrollando se tiene:

w?d 1 w?d 1 w? dAr

4 dL o) = a7 ) " et

(A5)

Donde el término d/dL (1/py) se puede expresar en funcion de los

volumenes especificos de cada una de las fases:

dvg dv;

d/ 1\ d d
_< ) aL [xpve + (1 = xp)v ] = (Vg — ) “ dL

dL \py dL

Reescribiendo la ecuacion anterior se tiene:

d /1 dxM dp dvg
——) = — — A7
dL <PM> (v — UL) dL XM dp +(1 xM) (A.7)

104



Sustituyendo la ecuacion A.7 en la ecuacion A.5, luego la ecuacion A.5 en la
ecuacion A.2 y reordenando, finalmente se obtiene una expresion para calcular la

caida de presion:

md vaM w2 o ldxy  W? dAr
_d_p f 7 + pygsend + A7 (e —vi) 7 o ArS dL A8
dL 1+ W2 dvg +(1- )de '
a7 ™ dp M

Para casos especiales la ecuacion A.8 se puede simplificar de la siguiente

manera:
" ., _ dAr

-Area de seccion transversal constante: — = 0
. . dxy

-No existe cambio de fase: — =0
dL
Lo . dv;

-Liquido incompresible: — =

dp
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APENDICE B. CORRELACION DE LOCKHART Y
MARTINELLI

La correlacion de Lockhart y Martinelli fue desarrollada en 1949 para flujo en
tuberias horizontales. No toma en cuenta la existencia de los patrones de flujo, pero si

predice el deslizamiento entre las fases (Crowe, 2006).

En esta correlacion la caida de presidn en la tuberia debido a la friccion viene

dada por la siguiente expresion:
dp\ _ , 2( dp\ _ , ,( dp
( E)F_d’L ( dL)SL_qu ( dL)SG (B.1)

Donde los gradientes de presion superficiales de liquido y gas vienen dados

respectivamente por las siguientes ecuaciones:

dp 2 v pLd
<_ E) - aprLvSLz fo = f(Reg, €/d) Reg, = Lt (B.2)
SL L
dp 2 VsePed
(-5). =3fopeva®  fo=f(Resge/d)  Resg === (B3
SG Hg

Los parametros adimensionales ¢, y ¢ se pueden obtener de la figura N° B.1

a partir del parametro adimensional X definido como:

(B.4)

Asimismo el holdup de liquido H, se puede obtener de la figura N° B.1

conociendo el valor del parametro adimensional X.
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Figura N° B.1 Parametros adimensionales de la correlacion de Lockhart y Martinelli (Crowe, 2006)

En 1967 Chisholm ajustdé las curvas suministradas en la figura N° B.1.1 y

obtuvo las siguientes ecuaciones para ¢, y H; (Crowe, 2006):
c 1
pr=1+3+33 H,=1—(1+ X08)70378 (B.5)

Donde los valores de la constante € vienen dados en la tabla N° B.1.

Tabla N° B.1. Valores de la constante C a utilizar en las ecuaciones de Chisholm

Fase liquida Fase gaseosa C
Turbulenta Turbulenta 20
Laminar Turbulenta 12
Turbulenta Laminar 10
Laminar Laminar 5

107



Finalmente es importante mencionar que para aplicar esta correlacion a
tuberias verticales es necesario sumar un gradiente de presion debido al efecto de la

gravedad el cual viene dado por (Crowe, 2006):

( dp) = 0 B.6
aL), = Pmesen (B.6)

Donde p,, es la densidad de la mezcla que se define utilizando la ecuacién A.3.
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APENDICE C. MODELO MECANICISTA DE ALVES PARA EL
PATRON DE FLUJO ANULAR

Este modelo fue desarrollado para el patron de flujo anular en flujo vertical

ascendente bajo las siguientes suposiciones (Shoham, 2006):

-Flujo unidimensional y completamente desarrollado.

-Espesor de pelicula uniforme.

-El gas contiene pequefias gotas de liquido arrastradas. No existe deslizamiento entre
estas gotas y la corriente de gas.

-Flujo incompresible e isotérmico.

T p (b)

Figura N° C.1. Volumen de control utilizado para desarrollar el modelo mecanicista de Alves
(adaptado de Shoham, 2006).
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El modelo se deduce aplicando balances macroscopicos de cantidad de
movimiento lineal por separado a la pelicula de liquido y al nucleo de gas. En la
figura N° C.1 parte a se muestra un esquema general del patron de flujo anular en
flujo vertical ascendente, en la parte b se muestran los volimenes de control
empleados para aplicar el principio de conservacion de la cantidad de movimiento

lineal a cada una de las fases.

Aplicando balances macroscopicos de cantidad de movimiento lineal a cada
una de las fases se obtiene:

Para la pelicula de liquido:

S S, d
—W+T,—I——p—pLgsen9 =0 (C.1)

Para el nucleo de gas:
Sy dp

T A_c T pcgsend =0 (C.2)

Combinando las ecuaciones anteriores se obtiene:

Sw

1 1
—TWA—F + 7;5; (A_F + A—C) — (pL —pc)gsend =0 (C.3)

Donde Ag es el area de seccion transversal ocupada por el liquido, A, es el
area de seccion transversal ocupada por el gas, S; es el perimetro de la interfase y Sy,
es el perimetro de la tuberia. Estas variables se pueden expresar en funcién del
didmetro de la tuberia d y el espesor de la pelicula &, mediante las siguientes
ecuaciones:

_ m(d - 26,)?

. - (C.4)
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Ap =16, (d — b)) (C.5)
S; = n(d — 26,) (C.6)
Sy =nd (C.7)
Asimismo se pueden definir los diametros hidraulicos para la pelicula y para

el ndcleo de gas respectivamente:
_46,(d—-46))

F y (C8)
La velocidad de la pelicula de liquido viene dada por:
_ 2
v 1~ fe)d (C.10)

P VSl ys,(d - 5,)

Donde f% es la fraccion de liquido arrastrado por el gas en forma de pequefas
gotas la cual se estima utilizando una correlacion empirica. De manera adicional la

velocidad del ndcleo de gas viene dada por:
ve = (agvfscz)gj)z (€40
Donde:
Usc = Usg + UsLfg (C.12)
En la ecuacion C.3 1y, es el esfuerzo de corte en la pared para la fase liquida

el cual se puede calcular mediante la siguiente expresion:

v 2
Ty = fr ”LZF (C.13)
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Donde f es el factor de friccion de la pelicula que viene dado por:

PLVFdEp

Uy

fr = f(Rep, g/d) Rep = (C.149)

De manera similar en la ecuacion C.3 t; es el esfuerzo de interfacial el cual

viene dado por la siguiente expresion:

pC(sz_ UF)Z (C15)

=/
Donde f; es el factor de friccion interfacial que viene dado por:
fi=1"fs (C.16)

En la ecuacion anterior I es un pardmetro adimensional que se obtiene
mediante el uso de una correlacion empirica y fs- es el factor de friccion superficial

del nucleo de gas que viene dado por:

Vgcd

fsc = f(Resc, €/ d) Reg, = 2E75¢ (C.17)
Hc

Las propiedades fisicas del ndcleo de gas deben ser promediadas utilizando la

fraccion vacia del ndcleo a definida por:

VsG (C.18)

g =——"—
Vsg + VsifE

Entonces la densidad del nucleo p. y la viscosidad del nucleo . vienen dadas
por:

pc = peac +p.(1—ac) (C.19)

e = ugac +pu (1 —ac) (C.20)
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Adicionalmente es necesario disponer de correlaciones para calcular el
parametro adimensional I y la fraccion de liquido arrastrado por el gas en forma que

pequefias gotas f5 por lo tanto se tiene:

1/3 §
I=1+24 (%) > (C.21)
G
PR B ] (€22)

Finalmente al sustituir el conjunto de ecuaciones dado anteriormente en la
ecuacion C.3 se obtiene una ecuacion trascendente en funcion del espesor de pelicula
6., la cual se puede resolver de manera iterativa. Una vez obtenido el espesor de la

pelicula §;, la caida de presion se puede calcular utilizando las ecuaciones C.1 o0 C.2
(Shoham, 2006).
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APENDICE D. DESARROLLO DETALLADO DEL MODELO
MATEMATICO

APENDICE D.1. ADIMENSIONALIZACION DEL MODELO MATEMATICO
Y SOLUCION ANALITICA

En esta seccion se presenta el detalle del procedimiento matematico utilizado para
llevar a cabo la adimensionalizacion y solucion analitica del modelo desarrollado. El
desarrollo matematico se llevd a cabo usando el programa de calculo simbodlico

Maxima 5.14 (software libre).

Ecuaciones que conforman el modelo:

* Region [, corriente turbulenta principal de la fase gaseosa, 0 <r <R;:

1 d
7?(" Trz](r)> - T o pG‘g

* Region II, corriente turbulenta principal de la fase liquida, R, <r <R, —c:
1 d AP _d _ AP
Tﬁ(” T (1)) = I P87 E( T2 ()= T P8

d 2
T (1) =P 1 (E(szu(r))j

* Region I, subcapa laminar de la fase liquida, R, —c <r <R,:

AP d AP

1 d
_<r o)) = L P8 T E( TrzZ]Il(r)> =T T P8

r dr

d
Too ") =ML g (Va2 (1)

114



Donde la longitud de mezclado para cada fase viene dada por:

-Fase gaseosa:

lg :kG(R2 — r)

-Fase liquida:

lL = kL(R2 — r)
Donde k esigual 0.4y k, esiguala0.2.

Y ¢ es el espesor de la subcapa laminar el cual viene dado por:

N
P TP R)
My PL

Donde n esuna constante. En este caso y esiguala 11.

c=

Condiciones de frontera:

CL1 r=0 T = finito
CL2 r=R, Voot = Y
CL3 r=R, Va T Van
CL4 r=Ry e Vot = Yt

CL5 r=R,—c Voorr = Vaoun

CL6 r=R, Voo =0
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El caudal de cada una de las fases viene dado por:

" Fase gaseosa, 0 <r <R

R
1

Fase liquida, R <r<R,:

Abhora se introducen las siguientes variables adimensionales:

*

TVZII

-7 = Trz211
bl 2
Pr VsL
p = 2l
11
Vst
n-= x
R,
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Asimismo se definen los siguientes parametros adimensionales:

Rel v 2 * Ql * p
—7 0 =0=— —p=—=
-1 Fri g2R, 0, PP Pe
(“L)(pL Vst
2R2)

Sustituyendo las variables y los parametros adimensionales definidos anteriormente y
reordenando se obtienen las ecuaciones que conforman el modelo en forma

adimensional.

> restart;

* Regionl, 0<r<R;:
-Adimensionalizacion de la ecuacion de cantidad de movimiento:

> El:=expand((diff(r*tau[rzl](r),r))/r
="&Delta;P /L-rho[G]*g):E1l;

T _(r)
rzl d AP
T + _TVZ](,,.)—_ . pG‘g

Realizando las siguientes sustituciones:

_ , 2
T () =) pvg

AP 2 1
TP Ry

r=T‘|-R2
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Se obtiene:

> E2:=subs(r=eta*R[2],subs( &Delta;P /L

="&Delta;p *rho[L]*V[SL]"2/R[2],subs(tau[rzl](r)=tau[l] (e
ta)*rho[L]*Vv[SL]"2,subs(diff(tau[rzl](r),
r=(diff(tau[l](eta),eta))*rho[L]*v[SL]"2/R[2],E1)))):E2;

d 2
2 — v 2
©(n) p, vy, . ( dn 1(“)] PL Vst _ App, vy

—Ps8
nRz R2 R2 G

Ahora dividiendo la ecuacion anterior entre P, Ve luego multiplicandola por R, y

posteriormente utilizando las definciones de p y Fri, se obtiene la ecuacion D.1 en
forma adimensional:

>
E3:=subs(R[2]=V[SL]"2/ (2*Fr1*Q) ,subs(rho[L]=rho[G]*rho,ex
pand(E2*R[2]/(rho[L]*V[SL]"2)))):E3;

TI(T]) d

—77—4‘EETJH)=49—

2 Frip

-Adimensionalizacién de la ecuacidn correspondiente a la teoria de longitud de mezcla
de Prandtl:

>
E4:=tau[rz1](r)=rho[G]*(K[G]*(R[2]-r))"2*(diFF(v[z1](r),r
))"2:E4;

2
T (1) =pg k% (R, — 1)’ [% vzl(r))

Realizando las siguientes sustituciones:

_ 2
1,0 =1(n)p vg

sz(r) = VSL'V[(n)

r=11-R2

Se obtiene:
>

E5:=subs(r=eta*R[2],subs(tau[rzl](r)=tau[l](eta)*rho[L]*Vv
[SL]™2,subs(diff(v[z1](r),r)=v[SL]*(diff(v[I](eta),eta))/
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R[2].E4))):E5;
2 22 (. d 2
P kG (R, =M Ry) v ( an VI(T‘)]

2
RZ

Tl(n) Pr vi’L =

Ahora simplificando la ecuacion anterior y utilizando las definicion de pse obtiene la
ecuacion D.4 en forma adimensional:

>
E6:=subs(R[2]=1,subs(rho[L]=rho*rho[G],E5/(rho[G]*V[SL]"2
))):E6;

ﬁhﬂp=ké(1—nf(j%vﬂnﬂ2

* Regionll, R, <r<R, —c:

-Adimensionalizacion de la ecuacion de cantidad de movimiento:

> E7:=diff(tau[rzll](r),r) =&Delta;P /L-rho[L]*g:E7;
d AP
o T =~ P8

Realizando las siguientes sustituciones:

_ 2
To(r) = Tll(n) PL Vs

AP 2 1
TP Ry

r=mn-R,

Se obtiene:

> E8:=subs(r=eta*R[2],subs( &Delta;P /L

="&Delta;p *rho[L]*V[SL]"2/R[2],subs(tau[rz2l1](r)=tau[ll
J(eta)*rho[L]*Vv[SL]"2,subs(diff(tau[rzl1](r),r)=(diff(tau
[11](eta),eta))*rho[L]*Vv[SL]"2/R[2],E7)))):ES8;

4z (m)|p, 2 2
dn Vg L SL _ AppL v B

2
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Ahora dividiendo la ecuacion anterior entre P, "éz’ luego multiplicandola por R,y

posteriormente utilizando la definicién de Fr, se obtiene la ecuacion D.7 en forma
adimensional:

>
E9:=subs(R[2]=Vv[SL]"*2/(2*Fr1*g) ,expand(E8*R[2]/(rho[L]*V[
SL]"2))):E9;

d 1

R ey

-Adimensionalizacion de la ecuacion correspondiente a la teoria de longitud de mezcla
de Prandtl:

>
El10:=tau[rz211](r)=rho[L]*(K[L]1*(R[2]-r))"2*(difF(v[z211]
(r),r))"2:E10;

2
- 12 2( d
Toon (1) =P K (Ry = 1) (E szll(”)]

Realizando las siguientes sustituciones:

_ 2
T =1, ()P vy

v_(r) =vg -vy(n)

r=T‘|-R2

Se obtiene:

> E11:=
subs(r=eta*R[2],subs(tau[rz2il](r)=tau[ll](eta)*rho[L]*V[
SL]"2,subs(diff(v[z211](r),)=v[SL]*(diff(v[I11](eta),eta)
)/R[2],E10))):E11;

2 2 2 d 2
P kL (Rz -n Rz) Vst [a Vll(n)]

2
R2

T, () p, V??L =

Ahora simplificando la ecuacion anterior se obtiene la ecuacion D.10 en forma
adimensional:

> E12:=subs(R[2]=1,E11/(rho[L]*V[SL]"2)):E12;
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" Regionlll, R, —c <r<R;:

-Adimensionalizacion de la ecuacion de cantidad de movimiento:
> E13:=diff(tau[rzll1](r),r) ="&Delta;P /L-rho[L]*g:E13;

d _ AP
dr () = . Pré&

Realizando las siguientes sustituciones:

_ 2
T =1 ()P v

AP 2 1
TP Ry
r=m-R,

Se obtiene:

> E14 := subs(r = eta*R[2], subs( &Delta;P /L =

“&Delta;p *rho[L]*V[SL]"2/R[2], subs(tau[rzlll](r) =
tau[lll](eta)*rho[L]*V[SL]"2, subs(diff(tau[rzill](r), r)
= (diff(tau[lll](eta), eta))*rho[L]*v[SL]"2/R[2], E13)))):
E14;

Lo, ()] p, 2 2
an LSL P ve

2

Ahora dividiendo la ecuacion anterior entre P, ‘{291’ luego multiplicandola por R,y

posteriormente utilizando la definicién de Fr1, se obtiene la ecuacion D.13 en forma
adimensional:

>
E15:=subs(R[2]=V[SL]"2/(2*Frl*g) ,expand(E14*R[2]/(rho[L]*
Vv[SL]"2))):E15;

d 1

E{Hﬁm:@r'uw
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-Adimensionalizacion de la ley de Newton de la viscosidad:
> E16 = tau[rzll1](r) = -mu[L}*{difF(v[zII1](r), r)): E16;

d
T (1) = Ry (3 VzIII(r))

Realizando las siguientes sustituciones:

_ 2
T =1 ()P vy

v(r) =vg v(n)

r=T‘|-R2

Se obtiene:

> E17 = subs(tau[rzlll](r) = tau[lll](eta)*rho[L]*V[SL]"2,
subs(diff(v[zIlI](r), r) = v[SL]*{diff(v[IIl](eta),
eta))/R[2], E16)): E17;

d
My Ve m v (M)
() Py Ve = - 3
il L VsL R

2

Ahora simplificando la ecuacion anterior y utilizando la definicion de Rei, se obtiene la
ecuacion D.16 en forma adimensional:

> E18 := subs(Vv[SL] = Rel*mu[L]}/(2*rho[L]*R[2]),
E17*R[2]/(v[SL]*mu[L])): E18;

1 d
) Rel 7, (n) = _[a VI]I(n)J

* Adimensionalizacion de la ecuacion de caudal correspondiente a la fase
gaseosa:

> E19 = Q[1] = 2*Pi*(int(v[zl](r)*r, r =0 .. R[1])): E19;

R
1

0,=2n [J v (r) rdr

0

Realizando las siguientes sustituciones:

0,=0'0,=0vy TR,
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Se obtiene:

> E20 := subs(r = eta, subs(R[1] = kappa, subs(v[zl](r) =
v[1](eta)*Vv[SL]*R[2]"2, subs(Q[1] = Vv[SL]*Pi*R[2]"2*Q,
E19)))): E20;

K
VSLnRg 0=2n (J vI(T]) Vor R%ndn]
0

Simplificando se obtiene la ecuacion D.19 en forma adimensional:
> E21 := simplify(E20/(2*v[SL]*Pi*R[2]"2)): E21;

%Q=f0vl(n)ndn

" Adimensionalizacion de la ecuacion de caudal correspondiente a la fase
liquida:

> E22 := 0[2] = 2*Pi*(R[2]-(1/2)*delta)*(int(v[zI1](r), r =
R[1] .. R[2]-C))+2*Pi*(R[2]-(1/2)*delta)*(int(v[ZzI 117(r),
r = R[2]-C .. R[2])): E22:

HE(RZ%S)[

R2—c
1

0,=2mn (RZ iy 8) [JR v_,(r)dr

1

Realizando las siguientes sustituciones:
Q =y “TT- R2
27 Vs Y

v_(r) =vg -vy(n)
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c:b-R2

Se obtiene:

> E23 := subs(c=b,subs(R[2]=1,subs(R[1] = kappa*R[2],
subs(delta = R[2]-R[1], subs(r = eta, subs(v[zlIll](r) =
viil11](eta)*v[SL]*R[2], subs(v[zIl](r) =
v11](eta)*v[SL]*R[2], subs(Q[2] = Vv[SL]*Pi*R[2]"2,
E22)))))))) :E23;

1—-5

1 1 1
VSLR=2TE[?+?K) [J vH(n)vSLdn]Jrzn(?

K

+ % K) [Jl vi (M) vg, dn]

1—-b

Simplificando se obtiene la ecuacion D.22 en forma adimensional:
> E24 = simplify(E23/(Vv[SL]*P1)): E24;

1—b 1
V][](n) dﬂ]

1=(1+x) U vH(n)dn+Jl

K —b

" Adimensionalizacion de la ecuacion correspondiente al espesor de la subcapa
laminar:

> E25 = b = N*mu[L]}/(rho[L]*R[2]*sgrt(tau[rzlll](r =
R[2])/rho[L])): E25;

. o ~ 5 iy . o
Sustituyendo T(r=Ry) = (T[I](n =1))pvg N la ecuacion anterior y utilizando la

definicion de Reise obtiene la ecuacion D.25 en forma adimensional:

> E26 := "assuming ([subs(v[SL] =
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Rel*mu[L]/(2*rho[L]1*R[2]), simplify(subs(tau[rzll11](r =
R[2]) = tau[lll](eta = 1)*rho[L]*Vv[SL]"2, E25)))]., [VISL] >=
0]): E26;

2N

Rel 7, (n=1)

b=

Resumiendo se obtienen las ecuacines que conforman el modelo en su forma
adimensional:

" Regionl, 0 <n <«:

t(n) d B 1
In "‘ETI(H)—AP— 2 Frlp
2
1(n) p=K; (1—n)’ (& vl(n)j

* Regionll, x<n<1-—5:

d 1
dn “(N) =% = 35

2( d ’
T (m) =K (1= n)* ()

" Regionlll, 1—-p<n<1:

d 1
o (M) = = S5

1 d
? Rel T]][(n) = _(a V[[[(n)]

Condiciones de frontera expresadas en forma adimensional:

CL1 n=0 T, = finito
CL2 n=x =1,
CL3 n=«x v =vy,
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CL4 n=1-=5 U=

C.LS nzl —b VIIZV[H

CL6 n=1 vy =0

Ecuaciones correspondientes al caudal en forma adimensional:

Fase gaseosa, 0 <n < «x:

K

> Q—J vi(n) ndn

0

Fase liquida, x<n<1:

1—5b 1
= (14 %) (J ) an+ | v,,,(n)dnJ

1-5

Espesor adimensional de la subcapa laminar:
2N
Rel [, (n=1)

b=

Ahora se procedera a resolver las ecuaciones planteadas anteriormente utilizando las

condiciones de frontera correspondientes.

* Ecuacion de cantidad de movimiento, region I:

> E27 = E3:E27;

Resolviendo se tiene:
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> E28 := subs((1/2)* &Delta;p -1/(4*Fri*rho) = K[1],
subs(_ C1 = C1, collect(dsolve(E27), eta))):-E28;

Tl(n) :Kl n+—
Donde k, es una constante que viene definida por:

1 1
2 4 Frip

Aplicando la primera condicion de frontera es evidente que para que T, sea finito en

n=0 el valor de la constante c7debe ser igual a cero, sustituyendo se obtiene el perfil
de esfuerzos de la region I:

> E29 := subs(Cl1l = 0, E28):E29;
t(n)=Kn

Ecuacion de cantidad de movimiento, region II:

> E30 = E9:E30;

d 1

(=~ T

Resolviendo y simplificando se tiene:
> E31 := subs(C&Delta;p -1/(2*Frl) = K[2], subs( C1 = C2,

collect(dsolve(E30), eta))):E31;
T, (n) =K,n + C2

Donde k, es una constante que viene definida por:

1
2 Frl

K,=4p —

Segun la segunda condicion de frontera para n =« se tiene que =1, 8 partir de lo

11
anterior se obtiene el valor de la constante (¢2:

> E32 = C2 = collect(solve(subs(eta = kappa, rhs(E29)) =

subs(eta = kappa, rhs(E31)), C2), kappa):E32;
C2=(K, — K, x
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Sustituyendo y simplificando se obtiene el perfil de esfuerzos de la region II:

> E33 = subs((K[1]-K[2])*kappa = K[3], subs(E32, E31)):E33;
1,(n) =K,n+K,

Donde k, es una constante que viene definida por:
Ky= (K | Kz) K

* Ecuacion de cantidad de movimiento, region I11:

> E34 := E15:E34;
d
dn

1
(M) =4 = 355

Resolviendo y simplificando se tiene:

> E35 := subs( &Delta;p -1/(2*Frl) = K[2], subs( C1 = C3,
collect(dsolve(E34), eta))):E35;
t,(n) =K,n+C3

Seglin la cuarta condicion de frontera para n =1 — b se tiene que T, = a partir de lo

T
anterior se obtiene el valor de la constante ¢3:

> E36 = C3 = solve(subs(eta = 1-b, rhs(E33)) = subs(eta
1-b, rhs(E35)), C3):E36;

C3 =K,

Sustituyendo y simplificando se obtiene el perfil de esfuerzos de la region I11:

> E37 := subs(E36, E35):E37;
T]][(n) :KZ n + K3

El cual es equivalente al perfil de esfuerzos de la region II.

Sustituyendo el perfil de esfuerzos de la region I en la ecuacion D.6 se obtiene:
> E38 := E6:E38;

HUﬂPZké(P—ﬂf(ﬁ%VJﬂUE
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> E39 := subs(E29, E38):E39;

Knp=k%(1-n) [ivl(n))2

Resolviendo y simplificando se tiene:

> E40 := eval(dsolve(E39), C1 = C4):E40

2 p K, arctanh

2 /Klnp —

vI(n) i + C4

Seleccionando la solucion positiva se obtiene el perfil de velocidades de la region I:

> E41 := v[l](eta) =

(2*sqrt(K[1]*eta*rho)-2*rho*K[1]*arctanh(sqrt(K[1]*eta*rh

0)/sqrt(rho*K[1]))/sqrt(rho*K[1]))/K[G]+C4:E41;

JKmp
/[ pK

2 p K, arctanh

2/Kmp —

p K,

+ C4

Sustituyendo el perfil de esfuerzos de la region II en la ecuacion D.12 se obtiene:

> E42 = E12:E42;
2 2( d 2
t1,(n) =k; (1—m) (a vll(n)J
> E43 := subs(E33, E42):E43;

2 2( d 2
K2ﬂ+K3:kL (1 —ﬂ) [_V[[(n))

Resolviendo y simplificando se tiene:
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> E44 := eval(dsolve(E43), C1 = C5):E44;

[Kn+K
2 3
2 [KEn+K, —2 [K, + K, arctanh| L—2—3_
2 3 2003 [ [K, K, J

v,(n) =
1 k,

+C5,vy(n) =

[Kyn + K,
2 [K,n+ Ky —2 /K, + K, arctanh
2 /F??‘J
kL
+ C5

Seleccionando la solucidn positiva se obtiene el perfil de velocidades de region I1:

> E45 = v[Il](eta) =
(2*sqrt(K[2]*eta+K[3])-2*sqgrt(K[2]+K[3])*arctanh(sgrt(K[2
J*reta+K[3])/sqrt(K[2]+K[3])))/K[L]+C5:E45;

2/Qn+K—Q/K+Kamm{V;i;f

vy(n) = k

L
+ G5

Sustituyendo el perfil de esfuerzos de la region Illen la ecuacion D.18 se obtiene:
> E46 = E18:E46;

1 d

_Rel T[]](n) _[a VH[(T])j
> E47 = subs(E37, E46):E47;

= Rel (K, + K;) = [d‘; vH[(T]))

Resolviendo y simplificando se tiene:
> E48 := eval(dsolve(E47) = C6):E48;

vi(n) = Reln K, — ; Rel K;m + C6

De acuerdo a la sexta condicion de frontera para n =1 se tiene que v, = 0 , a partir de lo
anterior se obtiene el valor de la constante Cs:

130



> E49 := C6 = solve(subs(eta = 1, rhs(E48)) = 0, C6):E49;
C6=%R61K2+ %Rell(3

Sustituyendo se obtiene el perfil de velocidades final de la region I11:

> E50 := subs(E49 E48)'E50'
v () = R In’ K, — ?RelK n-+ RelK2 + %Rell%

De acuerdo a la quinta condicion de frontera para n =1 — b se tiene que v, = v

o > & partir

de lo anterior se obtiene el valor de la constante ¢5:

> E51 = C5 = solve(subs(eta = 1-b, rhs(E45)) = subs(eta =
1-b, rhs(E50)), C5):E51;

JK — Kb+ K,

— 8 /K, + K, arctanh
2003 [ [K, ¥ K,

— 2Rel Ky k, b

2
+ Rel K, k, b* — 2 Rel Ky k, b

Sustituyendo se obtiene el perfil de velocidades final de la region II:
> E52 := subs(E51, E45):E52;

[K,n+ K,
2 [Kn + K, 2/K+K'mmm[ ;+K ]

vy(n) = k

/Q—gb+Q

— 8 /K, + K, arctanh —2RelK Kk, b
v [ JGTE, ] 2

2
+ Rel K, k b* — 2 Rel K, kLbJ

De acuerdo a la tercera condicion de frontera para n =« se tiene que v, = v

> @ partir de
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lo anterior se obtiene el valor de la constante C4:

> E53 = C4 = solve(subs(eta = kappa, rhs(E4l))
= kappa, rhs(E52)), C4):E53;

C4=%m -8k, /K xp JpK,
[ K, kp

subs(eta

+ 8k, p K, arctanh

J Pk

— 8k, JPK, /K, + Ky arctanh| = Kt &

[K, + K,

—8kg [ pK, [K,— K, b+K,

JKé—igb-+K3

+ 8k, JPK, /K, + K, arctanh[ \/m

2
+2k, [pK, RelK,k, b—k, [pK, RelKyk, b

+2k, [pK, RelK kb

Sustituyendo se obtiene el perfil de velocidades final de la region I:

> E54 := subs(E53, E41):E54;
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JKinp
JPK

2 p K, arctanh

2 /Klnp -

p K,
v(n) =
1 kG
1 1
+ -8k, /Kle /pK1

T
koK Ky

+8kg [pK, Kkt K,

| K, x + K;
| K, + K,

/K1 Kp
+ 8k, p K, arctanh| ——

JPK

— 8k, /PK, /K, + K; arctanh

—8kg [ PK, \/Kz—K2b+K3

+ 8k, /pK, /K, + K; arctanh

JK — Kbt K, ]

[ K, + K,

2
+2k; [pK, RelKyk, b—k, [pK, RelK,k, b

+ 2k, [pK, RelKyk, b

Integrando el perfil de velocidades de la region I se tiene:

> E55 := convert(int(rhs(E54)*eta, eta), In):E55;
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: K, xp 0 [Kx+ K
—Elnl— + i 3
/pK1 L

1 Ky x+ Ky 1
S ———— 41|~
[K, + K,
' [K,— Kb +K,
- k

=

1
k

L
1 J@—Qb+@
7ln

| K, + K,

|

+

0 JK, T K, +1

1 1_J@—@b+g
[ K, + K,

1 2 2 1 2
—En Releb +TT] RelK3b

1 2
+?n Rel K, b

> E56 :=

-rho*K[1]*eta™2*((1/2)*In(1+sgrt(K[1]*eta*rho)/sqrt(rho*K
[1D)-(1/2)*In(abs(1-sgrt(K[1]*eta*rho)/sqrt(rho*K[1]))))
/(K[G]*sgrt(rho*K[1]))-(1/3)*(K[1]*eta*rho)"(3/2)/(K[GC]*r
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ho*K[1])-sqrt(K[1]*eta*rho)/K[G]-(1/2)*rho*K[1]*In(abs(sq
rt(K[1]*eta*rho)/sqrt(rho*K[1])-1))/(K[G]*sqgrt(rho*K[1]))
+(1/72)*rho*K[1]*In(1+sqrt(K[1]*eta*rho)/sqrt(rho*K[1]))/(
K[G]*sgrt(rho*K[1]))+(4/5)*(K[1]*eta*rho)"(5/2)/(K[G]*rho
N2*K[1]"2)+etan2*sqrt(K[2]*kappa+K[3])/k[L]-eta™2*sqrt (K[
21+K[BD*((1/72)*In(sgrt(K[2]*kappa+K[3])/sart(K[2]+K[3])+
D-(1/72)*In(abs(1-sgrt(K[2]*kappa+K[3])/sart(K[2]+K[3])))
)/K[L]-eta"2*sqgrt(K[1]*kappa*rho)/k[G]+eta™2*rho*K[1]*((1
/2)*In(sgrt(K[1]*kappa*rho)/sqrt(rho*K[1])+1)-(1/2)*In(ab
s(1-sqgrt(K[1]*kappa*rho)/sqrt(rho*K[1]))))/(K[G]*sqgrt(rho
*K[1D))-(1/8)*eta2*Rel*K[2]*b"2+(1/4)*eta2*Rel *K[2] *b-e
tan2*sqre(K[2]-K[2]*b+K[3])/k[L]+eta™2*sqrt(K[2]+K[3])*((
1/72)*In(sqrt(K[2]-K[2]*b+K[3])/sqrt(K[2]+K[3]D+1)-(1/2)*I]
n(abs(1-sqrt(K[2]-K[2]*b+K[3])/sart(K[2]+K[3]))))/K[L]+(1
/4)*eta”2*Rel*K[3]*b:E56;
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1
3 kaKl kG
JKmp
pK, In 1 — Y 1—
_1 P,
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Luego sustituyendo en la ecuacion D.21 se obtiene:
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> E57 = (1/2)*Q = eval(E56, eta = kappa)-(eval (E56, eta

0)):E57;
3/2
ng_l (Kle) B [ K, xp
2 3 kaKl kG
K, xp
pK,In |l —
_ L P,
2 kG pK1
pK, In| — K xp +1]
p 5/2
L1 JPK L4 (Kxp) ©
2
2 Irye S kyp K
 [Kx+ K,
+
ky
1] 2 1 J Kkt Ky 1
——|x /K, +K —Inl ———+1|— —1In||l
ky 2302 K, + K, 2
2
/K21<+K3 K /Kle 1 2 5
e R e .00
[K, +K, kg 8

2
K4/K2—Kib-+K3
k

+ 2 P Rreik b —
4 2 3

1 2 1 \/Kz_K2b+K3
+—| [K+K, | =1 +1
ky 2032 [K, + K,
K, —K b+K
—%%1—J2 2 3]]+%€M@b

| K, + K,

Integrando el perfil de velocidades de la region II se obtiene:

> E58 := convert(int(rhs(E52), eta), In):E5S8;
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2 3
1 1 J KN+ K
- 2 [K + Ky | = Inf 1+ 2—=
kLKZ 2 /K2—|—I<3
_Jﬂnb_/gn+@JJK] 2 [Kn +K,
2 3 k
K, + K, L
2 [K,n+ K, K,
kLKZ
32, | Y Kont Ky
(K, + ;)7 In| S=—- -
- K, + K,
kLKZ
[K,m+ K
(K2+Kﬂ”2m1+~——i———i
K, T K,
_|_
kLKZ

2n /K, — K, b+ K,
k

L

1 1 J@—Qb+@
+—|2n /K, +K, | = In +1
k, 2003 2[ K, + K,
1 \/Kz_K2b+K3 1
— —In|1-— + —mnRelK, b
2 [ [K, + K, 2 :

1 1
—me@#+?nkm¢

> E59 :=

(473)*(K[2]*eta+K[3]DN(BE/72)/ (K[L1*K[2]) -2*sart(K[2]+K[3]D)
*((1/72)*In(1+sgre(K[2]*eta+tK[3])/sart(K[2]+K[3]))-(1/72)*I]
n(abs(1-sgrt(K[2]*eta+K[3])/sqrt(K[2]+K[3]))))*eta/k[L]-2
*sqrt(K[2]+K[B3D*((1/2)*In(1+sgrt(K[2]*eta+K[3])/sqrt(K[2
1+KI[3D)-(1/72)*In(abs(1-sqrt(K[2]*eta+K[3])/sart(K[2]+K[3
D)*K[3I/(K[L]*K[2])-2*sgrt(K[2]*eta+K[3])/Kk[L]-2*sqrt(
K[2]*eta+K[3])*K[3]1/ (K[L1*K[2]) - (K[2]+K[31])"™(372)*In(abs(
sqrt(K[2]*eta+K[3])/sqart(K[2]+K[3D-1))/(K[LT*K[2D+(K[2]
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+K[3PDN(E72)*In(l+sgrt(K[2]*eta+K[3])/sqart(K[2]+K[3]))/(k
[LT1*K[2])-2*eta*sqrt(K[2]-K[2]*b+K[3])/Kk[L]+2*eta*sqrt (K[
21+KEBD*((172)*In(sart(K[2]-K[2]*b+K[3])/sqrt(K[2]+K[3])
+1)-(1/2)*In(abs(1-sqrt(K[2]-K[2]*b+K[3])/sqrt(K[2]+K[31)
) /K[L]-(1/4)*eta*Rel *K[2]*b"2+(1/2)*eta*Rel *K[2]*b+(1/2
)*eta*Rel*K[3]*b:E59;

3/2
4(QH+Q) 1 1
TTRE, e ENEST AL
[K.n+K K.+ K
T L —-%—m[l-————i————4i- nJ
K, + K, [K, + K,
R W PERNAC L R
k, K 2 302

o2

ky

Nt A

[K, + K,
_2/Qn+@K3

kp K

—711’1

. /1(27]+K3
| K, + K,
kK,

[Kyn+ K
@5+Kgyﬁn1+——il——L
[K, T K,

kL Ky

(Q+Qf%{

2n /K, — K, b+ K,
k

L

2n /1(2—1—1(3
K Kbt K
[K, + K,

1 1
+7nRelK2b+?nRelK3b

%ln

L

JEK— Kb+ K
+1
kL

[ K, + K,

1 2
—  MRel Ky b

Luego sustituyendo en la ecuacion D.24 se obtiene:
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> E60 := 1 = (1+kappa)*(eval (E59, eta = 1-b)-(eval (E59, eta
= kappa))+int(rhs(E50), eta = 1-b .. 1)):E60;
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Las ecuaciones D.57 y D.60 constituyen la forma final del modelo y deben ser resuletas

simultaneamente para hallar los valores de Ap y x conociendo los valores de Rel, Fri,

Py 0.

Dichas ecuaciones se pueden escribir de una manera mas compacta al realizar las

siguientes sustituciones:

K,=K, + K,

K=K, — K, b+ K,

Entonces se obtiene:

> E61 := expand(subs(sgrt(K[6])/sqrt(K[4]) = K[8],
subs(sqrt(K[5])/sqrt(K[4]) = K[7], subs(K[2]*kappa+K[3] =
K[6], subs(K[2]-K[2]*b+K[3] = K[5], subs(K[2]+K[3] = K[4],
E57)))))):E61;
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K /K
— - KR Ky b + - Rel Ky b — :
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2 k| 2 k,
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> E62 := expand(subs(sqrt(K[6])/sart(K[4]) = K[8],
subs(sqrt(K[5])/sart(K[4]) = K[7], subs(K[2]*kappa+K[3]
K[6], subs(K[2]-K[2]*b+K[3] = K[5], subs(K[2]*(1-b)+K[3]
KI[5], subs(K[2]+K[3] = K[4], E60))))))):E62;
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Ahora se procedera a calcular Ap y «x para un punto seleccionado de los datos
experimentales disponibles utilizando las ecuaciones D.57 y D.60. Para ello en primer
lugar es necesario realizar las siguientes sustituciones:

. 2N _ 2N
Rel [t,(n=1) Rel [K,+K;
1 1

K [ —

2 4 4Frlp

K =Ap — —

27 T

Posteriormente es necesario sustituir los valores de Rel, Fri, 0 y p correspondientes
al punto seleccionado:

Rel = 1062¢
Fri=1.644(C
0 =69.48

p =826

Realizando las sustituciones indicadas y resolviendo nimericamente el sistema de
ecuaciones conformado por D.57 y D.60 se obtienen los valores de Ap y «
correspondientes:

> E63 := fsolve(subs(N = 11, subs(K[G] = .2, subs(K[L] = .4,
subs(rho = 826, subs(Q = 69.48, subs(Frl = 1.6440, subs(Rel
= 10629, subs(K[1] = (1/72)* &Delta;p -1/(4*Frl*rho),
subs(K[2] = “&Delta;p -1/(2*Frl), subs(K[3] =
K[1]-K[2])*kappa, subs(b = 2*N/(Rel*sgrt(K[2]+K[3])),
{E60, E573))))))))))). {kappa = 0 .. 1, “&Delta;p” =0 ..
10}):E6B3;

{Ap = 0.3689845216k = 0.9184281644
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APENDICE D.2. REDUCCION DEL MODELO AL CASO DE UN FLUJO
TURBULENTO MONOFASICO

En esta seccion se encuentra el procedimiento matematico detallado que permite
obtener las ecuaciones 4.66 a 4.69 a partir de las ecuaciones correspondientes a las

secciones 4.1, 4.2 y 4.3. Para ello es necesario realizar las siguientes sustituciones:

1 1 K;=0 K,=K,+K
= — = — 3
K, 2] K, 2] 4 21 3
_?f
K=K, —K,b+K K=K,k + K, JKs JKs
_i(l_b) =0 K7: K KSZ K
) V P4 v 4
= =0
1—b
b= 2-N 0=0 p=1 k=0
Rel\ /2

" Sustitucion para obtener el esfuerzo cortante en flujo monofasico:

Sustituyendo en las ecuaciones D.29, D.33 y D.37 se obtiene:

> E64 := subs(K[1] (1/72)*f, E29):E64;

T (n)=5/m

> E65 := subs(K[3] 0, subs(K[2]

t,(n) =%fn

(1/72)*F, E33)):E65;

> E66 := subs(K[3]

0, subs(K[2] = (1/2)*F, E37)):E66;
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T[H(n) = %fﬂ
Donde T]( ) TH(T]) :TIH(T])'

Sustitucidn para obtener los perfiles de velocidad en flujo monofésico:
-Corriente turbulenta principal:

Sustituyendo en las ecuaciones D.52 y D.54 se obtiene:

> E67 = expand(subs(K[G] = k, subs(Kk[L] = k, subs(kappa =
0, subs(rho =1, subs(K[3] =0, subs(K[2] = (1/72)*T, subs(K[1]
= (1/72)*f, subs(b = 2*N/(Rel*sqrt((1/72)*f)),
E52))))))))):E67;

arctan! ‘/f_n]
i~ 7 7w 41
I k
2
1. JINJ2
J2 \/? arctanh[/ 2 - Rel \/—J
+ A7

LY S
2 Rel

> E68 := expand(subs(K[G] = k, subs(Kk[L] = k, subs(kappa =
0, subs(rho =1, subs(K[3] =0, subs(K[2] = (1/72)*T, subs(K[1]
= (1/72)*f, subs(b = 2*N/(Rel*sqrt((1/2)*T)),
E54))))))))):E68;
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Donde vI(T]) :VH(T]).

-Subcapa laminar:

Sustituyendo en la ecuacion D.50 se obtiene:

> E69 := subs(K[3] = 0, subs(K[2] = (1/2)*F, E50)):E69;
V][](n) = —% Reln2f+ %Relj

Sustitucién en las ecuaciones de caudal:

Al realizar las sustituciones correspondientes en la ecuacion D.61 y D.62 se obtiene:

> E70 := evalf(subs(kappa = 0, subs(rho = 1, subs(Q = O,
subs(K[1] = (1/72)*Ff, subs(K[2] = (1/2)*Ff, subs(K[3] = O,
subs(K[4] = K[2]+K[3], subs(K[5] = K[2]-K[2]*b+K[3],
subs(K[6] = K[2]*kappa+K[3], subs(K[7] =

sqrt(K[5])/sart(K[4]), subs(K[8] = sqrt(K[6])/sart(K[4]).
subs(b = 2*N/(Rel*sqrt(K[4]1))., E61))))))))))))): E70;

0.=0.
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> E71 = subs(kappa = 0, subs(rho = 1, subs(Q = 0, subs(K[1]
= (1/72)*f, subs(K[2] = (1/72)*f, subs(K[3] = 0, subs(K[4] =
K[2]+K[3], subs(subs(b = 2*N/(Rel*sqgrt(K[4]))), subs(K[5] =
K[2]-K[2]*b+K[3], subs(K[6] = K[2]*kappa+K[3], subs(K[7] =
sqrt(K[5])/sqrt(K[4]), subs(K[8] = sqrt(K[6])/sart(K[4]).,
E62)))))))))))): E71;

/ Ly ANy

J—NJ_JF k, Rel\/_
/ 2/ Rel 2N
Rel
3/2
2
8 [%f_ ﬁév/—]
3 k, f
J_J_W{‘/ - J_?Jf_ 2 +1J
2 k,
4 J2 N
3 Relzﬁ
1 JfNJ2
/?f Rel \/—
0 ﬁﬁln[ - \/7 +1
2 k

Entonces se observa que la ecuacion D.61 se anula, mientras que la ecuacion D.62 se
convierte en una expresion implicita del factor de friccion en funcion del nimero de

Reynolds.

Ahora se procedera a comparar la ecuacion D.71 con la correlacion de Prandtl que
viene dada por:

> E72 = 1/sqrt(f) = 4*1og[10](Rel*sqrt(f))-0.4:E72;
1 _4MMN7)_M
J7  In(10) '
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Ahora sustituyendo N=11y k, =0.4en la ecuacion D.71 se obtiene:

> E73 = subs(k[L] = -4, subs(N = 11, E71)):E73;

110.0000000 f JrJz J2

11 Rel
1==J2Jr+
2 Rel\/—
B 1, 11JrJ2 2
10.00000000 / —- f ho ool
1 11J_J_2'3/2
6666666667[——]*— ]
i 2 Rel
A
11
[
+ 1.250000000y/ 2 // In +1
Jr
4 2324 JT{ — 1.250000000y/ 2 /f In
3 Rel \/_
1
3R
+ 1
Jr

Ahora se graficaran las ecuaciones D.72 y D.73 a fin de realizar la comparacion
correspondiente

> with(plots):
> E74 = implicitplot(E72, Rel = 2100 .. 4000000, f
0.2e-1, color = red);

E74 :==PLOT(...)

> E75 = implicitplot(E73, Rel = 2100 .. 4000000, f
0.2e-1, color = blue);

E75 :=PLOT(...)
> display(E74, E75);
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APENDICE E. EFECTO DE LAS ONDULACIONES Y DE LA
TENSION INTERFACIAL EN LA INTERFASE GAS-
LIQUIDO EN LA DIRECCION DEL MOVIMIENTO

A continuacion en esta seccion se realizara un analisis para determinar
el efecto de las ondulaciones y de la tension interfacial en la direccion del

movimiento del fluido.

En la figura E.1 se muestra un esquema de la interfase entre dos fluidos

inmiscibles, 1y II.

Fase 1l

Y
i z Direccion del flujo  =————

X

Figura N° E.1. Interfase entre dos fluidos inmiscibles.

En dicha interfase debe usarse la siguiente condicion limite (Bird et al.,
2006):

1 1
nlp! —p") + Inl - @ =) = w! (ot o)o (E.1)

Esto es esencialmente un balance de cantidad de movimiento escrito
para un elemento interfacial dS por el que no pasa materia y que ademas carece
de masa o viscosidad interfacial. Aqui n! es el vector unitario normal a dS que
apunta hacia la fase I. Las cantidades R.; Y R., son los radios principales de
curvatura en dS y cada uno de estos es positivo si su centro estd en la fase |
(Bird et al., 2006).
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La ecuacion E.1 es una expresion vectorial que se puede descomponer

en tres ecuaciones. Para ello es necesario definir 7/, /! y n':

1 1 1
Txx Tyx Tzx

=1y 1y 10 (E.2)

I I I
Txx Tyx Tzx
n_ I I I
T = |Txy Tyy Tz (E.3)
I I I

n' = (nx, ny, nz) (E.4)

Luego al sustituir E.2, E.3 y E.4 en la ecuacién E.1 y realizar las

operaciones correspondientes se obtiene:

-En la direccién x:

nx(pl - p”) + nx(TxxI - Txx”) + le(Tny - Tyx”)
1 1 ) (E.5)
o

+n,(t, — 1) =n (—+—
Z zX zZX X R61 RCZ

-En la direccion y:

n, (@' —p') + nx(TxyI - Txy") + ny(Tny - Tyy”)
1 1 ) (E.6)
o

+n,(1,' — 1) =n, (R_c1 *Ra

-En la direccion z:

nz(pI - p”) + nx(szl - sz”) + ny(TyZI - Tyz”)
1 1 ) (E.7)
o

+n,(1,, —1,") =n (—+—
zZ zZzZ zZ zZ RCl RCZ
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Ahora en la figura E.2 se muestra un esquema de la interfase entre dos
fluidos inmiscibles 1 (gas) y Il (liquido) similar al que se observa en el patrén
de flujo anular. Aqui la interfase esta descrita por la ecuacion y = f(x).
Ademas se asume que las ondas interfaciales son simétricas, lo cual es una
suposicién valida para el patron de flujo anular (Shoham, 2006). Asimismo se
supone que sélo se tiene un radio de curvatura en el plano y-X, que en este caso
es igual a R4, mientras que R, es infinito o lo que es equivalente 1/R., = 0.

Ambos fluidos se mueven en la direccién x.

I ,.»'I\1 " n, I y:f{ x)

Fase 11 (liquido)

y D
: z Direccion del flujo  =——

Figura N° E.2. Esquema de la interfase entre dos fluidos inmiscibles I (gas) y 1l (liquido),

similar al observado en el patron de flujo anular.

Como la interfase esta descrita por la ecuacion y = f(x), el vector
unitario normal a la misma puede ser calculado mediante la expresion
(Piskunov, 1983):

F(x!:VlZ) = y_f(x) =0
(E.8)
n! =VF(x,y,z) = (—f'(x),1,0)

ne = —f'(x) ny =1 n,=0

Asimismo el radio de curvatura R., se puede obtener mediante la

expresion (Piskunov, 1983):
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o [1 + (f’(x))z]g/z (E.9)
€Y

Ahora se utilizard la ecuacion E.5 para analizar el efecto que tiene la
tension interfacial en la direccion del movimiento. Suponiendo que p! =~ p!! ya
que el fluido estd en movimiento y que 7., =~ 7,,'", la ecuacién E.5 se

simplifica de la siguiente manera:

1
ny(ryx’ — ‘L'yx”) + nz(rzy’ — sz”) =n, (R_m) o (E.10)

Luego al sustituir las componentes del vector n! se obtiene:

1
Ty — Tyl = —f'(x) <R_c1) o (E.11)

.y . , - 1
En la ecuacién anterior el término —f'(x) (R—) o representa la fuerza

C1
asociada a la tension interfacial en la direccion del movimiento en un punto
dado de la interfase. Ahora utilizando la figura E.2 se realizard un analisis de

dicha fuerza en la region comprendida entre los puntos Ay E.

Entre los puntos A y C la segunda derivada de la funcion f(x) es
negativa, por lo tanto R, es negativo, mientras que entre los puntos C y E la
segunda derivada de la funcién f(x) es positiva, por lo tanto R, €s positivo en

esta region.
Asimismo para cada tramo se puede observar lo siguiente:

-Tramo A-B:
1

) <0 Rey <0 @ (g)o>0 (€12
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-Tramo B-C:

_F 50 Rer <0 F@(p)o<0 €
-Tramo C-D:

—f'@ >0 Rc >0 —f'(x) <Ric1) o>0 (E.14)
-Tramo D-E:

_p < 0 Rer >0 £ (p)o<0 €19

De lo anterior se observa que en la region A-B la fuerza asociada con la
tension interfacial es positiva, mientras que en la region B-C la fuerza asociada
con la tension interfacial es negativa, entonces como la onda es simétrica la
fuerza neta asociada con la tension interfacial en el tramo A-C es nula. Algo
similar ocurre en el tramo C-E, pues en la region C-D la fuerza asociada con la
tension interfacial es positiva, mientras que en la regién D-E la fuerza asociada
con la tension interfacial es negativa, por lo que en el tramo C-E la fuerza neta

asociada con la tension interfacial también es nula.

Entonces al ser la onda simétrica la fuerza asociada con la tension
interfacial ejercida en una mitad de la misma se cancela con la fuerza asociada
con la tension interfacial ejercida en la otra mitad, por lo tanto el efecto global

de la tension interfacial no es importante en la direccién del movimiento.

Como el modelo desarrollado en el presente trabajo es unidireccional, se
concluye que en el mismo el efecto global de la tensién interfacial no es
importante, por lo tanto es valido considerar que la interfase entre ambos

fluidos es lisa y plana y utilizar un espesor de pelicula promedio.
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