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Resumen

En principio se plantea una descripcion compacta de la teoria basica de siste-
mas dinamicos, como la base constituyente de todo el trabajo, colocando especial
incapié en los atractores cadticos de baja dimensién mas conocidos en la literatura
cientifica, Lorenz, Chua, Rossler y Duffing, contruidos con el método de computacion
analogica; asi como un sistema electro-éptico basado en el modulador Mach-Zehnder,
la realimentacién y el retardo temporal, que es generador de caos de alta dimensién.
Para luego explorar los fundamentos de la generacién de dindmica impredecible en for-
ma determinista; mediante la funcién de transferencia del modulador Mazh-Zehnder,
que presenta una transformacién no-lineal y no-invertible. Los resultados seran carac-
terizados con los andlisis en series de tiempo, con los que se especifica la naturaleza

dinamica de nuestro sistema.



Capitulo 1

Introduccion

En la literatura cientifica sobre sistemas dinamicos, se nos ha mostrado una am-
plia variedad de interpretaciones 1tiles para definirles completamente. Uno de sus
conceptos mas englobadores es el de ser sistemas capaces de evolucionar en el tiempo;
sin embargo, esta interpretacion ha sido reducida a sistemas que, ademas de evolucio-
nar en el tiempo, son deterministas. El determinismo le asigna el cardcter causal al
estudio de los mismos, desde un punto de vista fisico, necesario para distribuirlos en
sus términos causa-efecto y, asi, modelarles matematicamente. En el afan de satisfacer
este tanto, Isaac Newton [1] desarrollé una mecénica racional con el fin de explicar
el comportamiento de las 6rbitas planetarias, en principio estudiadas por Kepler. De
esta manera, comenzd la historia de la fisica clasica, con danimos de entenderse como
una ciencia exacta, desde la cual todo movimiento pudiese ser expresado matematica-
mente. Estas matemédticas se formulaban con ecuaciones diferenciales, cuya solucion

comprendia la trayectoria que dicho sistema realizaba en todo tiempo.

Asimismo, un conjunto de fisicos matematicos extendieron la teoria de ecuaciones
diferenciales y, con ésta, la teoria de sistemas dinamicos. Euler encontré una aplica-
cién en hidrodindmica y aerodindmica ideal [2]; Fourier las adapté al flujo del calor
[3], entre otras aplicaciones relativas. Su potencial alcanzé la teoria electromagnéti-
ca de la mano de Maxwell [4]; y, a partir de aqui, ya se puede mencionar un vasto
modelado de la naturaleza usando una teoria general de Ecuaciones Diferenciales.

Empero, si bien se consiguié explicar muchos fenémenos con estas expresiones, la



teoria presentaba fuertes limitaciones para encontrar las soluciones exactas a ecua-
ciones diferenciales no-lineales; problema que surgio de ese lugar del cual todo partid,
i.e., del sistema planetario. Resultaba imposible estructurar una teoria que explicase
exactamente qué ocurria cuando tres cuerpos celestes interaccionaban con sus respec-
tivos campos gravitacionales, que es conocido como el problema de los tres cuerpos.
Lagrange ofrecié una demostracién parcial [5], que posteriormente fue abordada por
Poincaré, quien profundizé en el problema [6] hasta el punto de dilatar nuevamente

la teoria, de tal forma que incluyese un examen cualitativo de los mismos.

La teoria cualitativa incluia un estudio més especifico de la estabilidad de los
sistemas dinamicos, cuyas bases yacian en la topologia, que estaba en sus primeras
etapas de construccion. Hubo pasado cierto tiempo con estas ideas en reposo, hasta
que llegd una época de oro en la que dos grupos de matematicos, geograficame se-
parados, perfeccionaron la teoria de Poincaré, concretando una Teoria de Sistemas
Dinamicos bastante mas formal. El primer grupo se establecia en Estados Unidos de
Norteamérica, con George Birkhoff y su libro ”Dynamical Systems (1927)”[7], donde
mostraba el cuerpo de esa teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales. Hasta que,
unos anos después, Stephen Smale descubriese los atractores extranos en sus estu-
dios topoldgicos [8], como estructuras estables que mostraban un comportamiento
extrano. Lo que, de forma independiente, Norman Levinson encontré en el oscilador
no-lineal de Van der Pol, que es un sistema capaz de exhibir una trayectoria cadtica.
El otro grupo estaba encabezado por Lyapunov, cuya investigacion se sumo a la que
posteriormente desarrollarian Andrei Kolmogorov y Vladimir Ilich Arnold, ya no en
sistemas disipativos, sino en los conservativos, i.e., teoria de perturbacion en sistemas

hamiltonianos [9], [10].

La teoria de sistemas dinamicos tomé popularidad con el hallazgo que haria Ed-
ward Lorenz, en 1963, de un atractor extrano en un modelo climatico que estaba estu-
diando [11]. Encontrando, mediante experimentos computacionales, lo que Hadamard
habia calificado como sensibilidad a condiciones iniciales en sistemas que presenta-
ban una dinamica compleja. Esta propiedad le concedia una total impredictibilidad

al sistema, puesto que no se podia predecir exactamente qué camino tomarian las
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condiciones iniciales a largo plazo. Con este descubrimiento se impulso la teoria del
caos, que conforma una rama de los sistemas dinamicos. Nétese que el caos forma
parte de los sistemas deterministas, debido a que puede modelarse con ecuaciones
diferenciales no-lineales, como en principio Lorenz demostrd con su aplicaciéon meteo-
rologica. Este tanto no es aplicable al ruido, que si bien es bastante parecido a una
trayectoria caotica, tiene la particularidad de no poder describirse matematicamente,

es esencialmente no-determinista.

La generacién determinista de dinamica verdaderamente estocastica resulta un
topico polémico en el mundo cientifico. Siempre es posible describir este tipo de sis-
temas bajo la tutela de la probabilidad, sin embargo, se persigue la necesidad de
hallar un mecanismo que nos lleve hasta el umbral determinista de la aleatoriedad.
En la capacidad de describir tales sistemas, se llega a la aspiracion filosofica de poder
desentranar el esqueleto latente de estas incomprendidas estructuras. Asi, el anhelo
de todo individuo que modela este mundo parte de un apetito por encontrar una

respuesta anaitica, no sélo numérica, a la totalidad de lo real.

En medio de este requerimiento, el hallazgo de soluciones analiticas fue iniciado
por S. M. Ulam [12], quién encontré una solucién exacta a un conocido mapa caético
llamado mapa logistico. A partir de este estudio, J.A. Gonzalez encontrd una solucion
exacta a un mapa estocastico [13]-[16], para ciertos valores con los que se compone la

ecuacion logistica.

Si partimos de una sucesion de valores xq,xs,--- ,x,, llegamos a los términos
aleatorios cuando a partir de una secuencia inicial bastante larga, n — oo, no puede
determinarse el valor siguiente, x,, 1. Esto indica que no puede hallarse el valor futuro
de una secuencia estocastica a partir del conocimiento de sus valores previos; expecta-
tivas que si se ven satisfechas por las estructuras cadticas, periddicas o cuasiperiodicas.
Como vemos, el determinismo no es un producto adquirido en lo que se conoce como

ruido blanco. La independencia entre valores hace imposible la prediccién exacta.

Existe una somera posibilidad de que los mapas estocasticos no generen valores
completamente independientes entre si, que en el determinismo se corrompa la esencia

de estos sistemas. Una de estas discusiones estuvo encabezada por F. James, afirman-



do que no es posible que un sistema determinista genere dinamica estocastica, debido
a que viola directamente la definicion de ruido blanco, producido por sistemas de los
que nada se sabe. En la misma linea de pensamientos, al ruido determinista se le
conoce como caos de alta dimensién, que dificulta la prediccion como si de una serie
temporal aleatoria se tratase.

En esta tesis partiremos de los resultados tedricos demostrados y corroborare-
mos su potencial experimentalmente, apoyandonos en sistemas electronicos y épticos,
ademas de analisis cualitativos en series de tiempo para estudiar su estocasticidad.

El objetivo se centra en disenar un circuito electro-éptico con no-linealidad y no-
invertibilidad que puede producir secuencias de valores independientes (ruido blanco).
Usando un sistema electro-6ptico Mach-Zehnder, transformamos senales cadticas pa-
ra estudiar la complejidad de la senal transformada, asi como el grado de aleatoriedad
generado. Estos analisis se realizaran con generadores de oscilaciones cadticas tales
como: Chua, Lorenz, Rossler y Duffing. Repitiendo este procedimiento con un cir-
cuito realimentado que presenta retardo temporal con el que se genera caos de alta
dimensién. Luego, recurriremos a los andlisis cuantitativos en series de tiempo pa-
ra estudiar su estocasticidad. Los pasos a seguir son: (1) Diseno y construccién de
sistemas electronicos generadores de oscilaciones cadticas. Especificamente, se imple-
mentaran los sistemas de Chua, Lorenz, Roessler y Duffing, en circuitos electrénicos.
(2) Transformacién de una senial dptica proveniente de un diodo laser, usando un
modulador electro-6ptico Mach Zehnder para realizar transformaciones no-lineales y
no-invertibles del forzamiento caético. (3)Generar caos de alta dimensién en un sis-
tema electro-6ptico realimentado con retardo temporal para ser transformado por el
modulador anterior. (4)Realizar andlisis en serie de tiempo para estudiar el grado de

estocasticidad generado luego de la transformacion.
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

Todo sistema determinista que presenta una evolucion en el tiempo conforma un
sistema dinamico. Las magnitudes fisicas que los constituyen varian en el tiempo
de forma continua o discreta; este conjunto de magnitudes a estudiar estructuran
el estado de nuestro sistema, que puede desarrollarse de una manera predecible y
determinista, asi como impredecible e indeterminista. En términos mas generales,
nos resultara ttil forjar la diferencia entre sistemas que son lineales y no-lineales,
auténomos y no-auténomos, conservativos y disipativos, con el fin de mostrar las

rutas analiticas empleadas en este trabajo, [17].

2.1.1 Tiempo-continuo y tiempo-discreto

Un sistema dindmico tiempo-discreto se define matematicamente con ecuaciones
en diferencias o mapas iterados, en las que se representa a la variable temporal como

si tomara valores del conjunto de los nimeros naturales, n € N,
Tpi1 = M(x,) (2.1)

donde z,, es N-dimensional,

Los sistemas tiempo-continuo se representan mediante ecuaciones diferenciales.
Debido a que todos los estados son tomados con una asignacion temporal infinitesimal,

que adquiere los valores del conjunto de los niimeros reales,

7



8 Capitulo 2: Sistemas Dinamicos

— = Fl(f,lfl,ﬂfg, ,.TN)

dxa __
b s — Fy(a1, 9, ..., TN) (2.2)

e FN(9€17$2, ---7$N)
Las ecuaciones (2.1) y (2.2) nos permiten determinar el estado futuro de un sistema

partiendo de un estado pasado.

2.1.2 Lineales y no-lineales

Sistemas lineales pueden ser descritos con ecuaciones cuya variable dindmica siem-
pre esta elevada a la primera potencia, para el caso unidimensional. En sistemas de
dimensiones superiores, representados por un niimero mayor de ecuaciones, ninguna
de estas variables deben poseer un coeficiente igual a otra coordenada independiente
que determine al mismo. A los sistemas no-lineales se les puede expresar con ecua-
ciones que contengan elementos elevados a potencias superiores a uno, o compuesta
por alguna funcién cuya descripcién geométrica no es una linea recta. En el caso
(N > 1)-dimensional, es posible describirles con un niimero de ecuaciones acopladas
y con las variables espaciales multiplicadas. La especificacién completa no admite que
estos términos de érden superior sean desestimados para el analisis.

Los sistemas de ecuaciones lineales tiempo-continuo ttiles para hallar una solucion

analitica pueden escribirse en forma vectorial,

T Q11 Q12 - N X1
. T2 Q2 Qg -+ QN X2
x=Ax = = (2.3)
TN ang Qng -0 QNN TN
Con solucion general,
Y
x(t) = evv (2.4)

Los autovalores, A, se determinan con el polinomio caracteristico, det(A —AI) = 0,
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y los autovectores, v, se determinan mediante la ecuacién caracteristica, (A — A\I)v =

0; para cada autovalor hallado.

2.1.3. Auténomos y no-auténomos

Nos referimos brevemente a los sistemas autéonomos como aquellos en los que no
aparece explicitamente la variable temporal, x(¢) = F(x), manteniéndose invariantes
en el espacio de fase. En los sistemas no-auténomos contemplamos la variable temporal
explicitamente. Generalmente se usa para modelar sistemas forzados, x(t) = F(x,1);
de los cuales hay una variacién importante de su dinamica intrinseca debido a la

accion de la forzadora.

2.1. Teoria Cualitativa de Sistemas Dinamicos

En este trabajo analizaremos los aspectos no-lineales de los sistemas dinamicos,
que no siempre podran estudiarse con soluciones analiticas de la manera presentada en

la seccion precedente, por lo que es necesario apoyarnos en construcciones geométricas.

2.2.1. Espacio de Fase

Debido a que describimos sistemas que evolucionan en el tiempo, estas estructuras
geométricas podran examinarse mediante la cadena de estados que se va originando en
el tiempo. Esta sucesion de estados (x1, 23, ..., x,,) se personifica en un espacio de fase,
que es el espacio de los estados del sistema. El espacio de fase tendra las dimensiones
del sistema, o el niimero de grados de libertad del mismo, y a la trayectoria en la que

se disponen los estados se le denomina drbita.

2.2.2. Sistemas Conservativos y Disipativos

Definimos efimeramente un sistema conservativo como aquél que preserva su vo-
lumen en un espacio de fase. Esta preservacion se verifica si el determinante de la
matriz de Jacobi es igual a 1, II(x) = det(JF(x)/0x) = 1. En los sistemas disipativos

no se preserva el volumen, I1(z) < 1, en los que podriamos encontrar trayectorias que
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se comportan como atraidas hacia un sumidero, un conjunto de estados que atraen
al resto de los estados hacia si, confindndolos en una regién acotada del espacio de
fase, a éstas Orbitas se les conoce como atractores; o trayectorias que hacen las veces

de fuente, que escapan de un punto examinado, que se definen como repulsores.

2.2.3. Puntos fijos y Estabilidad

Los puntos fijos (x*) se precisan para todo estado que exhiba variacién nula en el

espacio de fase, o derivada nula,

F(x") = dx =0 (2.5)
dt
En ausencia de perturbaciones, el sistema permanecera en un estado estacionario,
de lo contrario, apareceria un elemento externo que cambiaria la dinamica descrita
en este punto.
Calificamos la estabilidad de los sistemas dindmicos mediante el método de linea-
lizacién de Jacobi: expandimos la ecuacién (2.2) con la serie de Taylor evaluada en el

punto fijo, hasta la primera derivada, de tal forma que

F(x) =F(x") + Z agx(x) o (T —2) = Z OF (x)

k=1 k —1

o (T — 7)) (2.6)

Tantos k como coordenadas se disponga. Como vimos en la ecuacién (2.5), enton-
ces F(x*) = & = 0. Volviendo a la ecuacién (2.3), observamos que también es cierto
que A(x — x*) = & = 0, de donde podemos escribir la siguiente expresién en términos

de componentes matriciales

OF;(x)

]
J al’j

x*

Siendo A;; es la matriz jacobiana. Puede demostrarse que la estabilidad de los
puntos fijos se determina estudiando los autovalores provenientes del polonomio ca-

racteristico,
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[ oni(x) A\ OF (x) OF(x) |
a.'bl 8%1 8£Ej
OF»(x) OF(x) A OF>(x)
det(A — \I) = o o> 0wz =0 (2.7)
OFn (x) OFn (x) 0Fn(x) A
| 8901 3332 89371 .

Existen dos criterios de estabilidad dependientes del signo del autovalor resultante

de la matriz de Jacobi:

e Estabilidad en el sentido de Lyapunov: Un punto fijo es estable si existe un

autovalor negativo, tal que cualquier condiciéon inicial originara una trayectoria

acotada.

e Estabilidad asintdtica: Un punto fijo es asintoticamente estable si cumple con

la estabilidad en el sentido de Lyapunov y, ademés, cualquier condicion inicial

impuesta origina una trayectoria acotada para t — oo, es decir, la trayectoria

recorre la asintota al alcanzar un tiempo infinito.

La clasificacién de los puntos fijos para sistemas bidimensionales es bastante co-

nocida y empleada en la construccion geométrica de los sistemas, en 2 dimensiones

obtenemos un numero maximo de 2 autovalores:

Tabla 2.1: Estabilidad de los sistemas dinamicos

Autovalor A

Representacion

M <0,X <0

A >0,0>0

A >0, <0

Al = Wi, Ay = —wi
M =axbi

Ao = —a b

Nodo estable
Nodo inestable

Punto silla

Centro (degenerados)

Foco inestable

Foco estable
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2.2. Soluciones de los Sistemas Dinamicos

2.3.1. Soluciones Estacionarias

Son trayectorias constantes, es decir, que convergen hacia un punto fijo de forma
asintotica, este tipo de soluciones se mantienen eternamente fijas una vez que se
establecen en dicho punto, salvo cuando son perturbadas. Ejemplos de éstas son un

foco o un nodo estable.

2.3.2. Soluciones Periodicas

Corresponden a Orbitas que generan una dindmica recurrente, es decir, que se
repite exactamente la misma dinamica hacia el estado del que partié para todo tiem-
po. Estan caracterizadas por centros y ciclos limites. Los ciclos limites constituyen
atractores, por lo que son sistemas disipativos, contrario a los centros, que no disipan
energia. La particularidad de los ciclos limites recae en su no-linealidad, puesto a que
un sistema disipativo lineal puede comportarse como un foco, que admiten soluciones
infinitamente crecientes o decrecientes. La no-linealidad en el coeficiente de disipasion

de energia obliga al sistema a quedarse con una amplitud estacionaria infinitamente.

2.3.2. Soluciones Cuasiperiodicas

Estas soluciones estan conformadas por un conjunto de funciones periédicas
f(t) = f(t+T;) de distinto periodo, a modo de composicién de funciones, por lo que
presentan varias frecuencias caracteristicas f;. En el espacio de fase observaremos un
atractor en forma toroidal, cuya dimensién estara especificada por el nimero de fre-
cuencias caracteristicas que exhiba el sistema. Sin embargo, no cualquier composicién
de funciones nos serd 1util para alcanzar la cuasiperiodicidad, para ello es necesario
que se cumpla lo siguiente

Ji r,Vr € Ix (2.8)

fi
donde Ix es el conjunto de los niimeros irracionales. Esto es, la relacién entre

las frecuencias debe concedernos un ntmero irracional, lo que hace a las frecuencias
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inconmensurables una con respecto a la otra, completamente independientes entre si,

ninguna de ellas puede ser expresada como combinacion lineal de las demas.

2.3.3. Soluciones Cadticas

Son soluciones a sistemas dinamicos que se comportan de forma aperiédica, pero
sin perder el calificativo deterministico, en una regién finita del espacio de fase. Lo
singular de estas soluciones, es que dejan de ser deterministas solamente cuando se
intenta hallar su estado futuro a partir de uno previo bastante lejano del mismo; por
lo tanto, tan s6lo en este instante el sistema parece comportarse de forma aleatoria,
o totalmente indeterminista e impredecible. El sello identificatorio se revela cuando
estudiamos la evolucion de trayectorias inicialmente cercanas, de forma tal que la
distancia entre una y otra en principio practicamente tiende a cero y en un tiempo
posterior muestran un alejamiento considerable, el intervalo espacial infinitesimal que
las separaba, ahora exhibe divergencia exponencial; a este fenémeno se le conoce como

senstbilidad a las condiciones iniciales.

2.3. Atractores Caodticos

Existen atractores cuya dimensiéon no es un nimero entero, a estos sistemas se les
conoce como atractores extranos, puesto que, desde la terminologia de Mandelbrot,
conforman objetos fractales [17]. Cuando las érbitas que constituyen dichas estructu-
ras poseen sensibilidad a condiciones iniciales, les definimos como atractores extranos
que son caéticos. Presentaremos atractores caéticos de dimensién baja (N = 3) y alta

(N > 3).

2.4.1. Atractor de Lorenz

El atractor de Lorenz fue el primer atractor extrano tiempo-continuo que se ob-
servé [11], surgiendo en el campo de las ciencias atmosféricas, como un modelo tridi-
mensional para el comportamiento del fluido presente en las fluctuaciones del clima.

Sélo hasta esta época fue posible hacer la observacién, cuando el modelado compu-
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Atractor de Lorenz Atractor de Lorenz
a0 T T T T T T T 25 T T

45+

ot

3B

30F

z(t)
y(t)

Figura 2.1: Simulacién computacional de un atractor extrano para el sistema de Lo-
renz. (a)Soluciones z(t) vs x(t), (b) Soluciones y(t) vs z(t).

tacional se manifesté como una herramienta poderosa para resolver numéricamente
ciertos sistemas. Recordando que el caos en sistemas tiempo-continuos sélo es posible
a partir de dimensiones iguales o mayores que tres (teorema de Poincaré - Bendixson).

Las ecuaciones consideradas por Edward Lorenz son

&=y —x)
Y=pr—1y— T2 (29)
Z=uxy— Bz

que en el espacio de fase conforma el atractor visto en la figura (2.1), generados con
los valores ( = 10, que es el ntimero de Prandtl, relacionado con la viscosidad del
fluido; p = 28 es el numero de Rayleigh, relacionado con la diferencia de temperatura

entre la parte superior e inferior de la columna y 5 = 8/3 es un factor de escalamiento.

2.4.2. Atractor de Rossler

Dentro de la misma linea constructivista del atractor de Lorenz, 13 anos mas tarde,
Otto Rossler mostré un conjunto de relaciones simples que generan un flujo similar
al atractor anterior, generando tan sélo uno de los espirales del atractor de Lorenz,
a éste se le conoce como atractor de Rossler [18]. Se disend con el fin de modelar

un proceso quimico que estaba estudiando, consistiendo en combinar un oscilador
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Atractor de Roessler Atractor de Roessler

y(t)

R L n
-15 -10 B

200 .

(a) (b)

Figura 2.2: Simulacién computacional de un atractor extrano para el sistema de Ross-
ler, usando los valores a« = 0.2, 0 = 0.2 y § = 6.3. (a)Soluciones y(t) vs z(t), (b)
Soluciones z(t) vs y(t) vs x(t).

quimico 2-variable con un sistema que presenta histéresis quimica, ocasionando un
sistema de reaccién que generaba caos. Las variables x y y denotan el sistema oscilador
y z el que produce histéresis, las constantes a, o y § son las tasas de reacciéon efectiva
para esta combinacién de reaccién bioquimica [19]. Observando su espacio de fase en

la figura (2.2).

t=—(y+2)
j=1x+ay (2.10)

t=0+xz—0z2

2.4.3. Atractor de Duffing

Ya hemos visto que las ecuaciones diferenciales no-lineales pueden llevarnos a
fenémenos tales como los atractores extranos. Ahora ampliaremos un poco mas estos
resultados agregandole un término que las hara inhomogéneas, i.e., una fuerza externa;
quitdndole con ésta autonomia al sistema dindmico [20], & = f(z,,t), lo que nos
lleva a la ecuacién de Duffing, & + ki + (23 — z) = T’ cos(wt). Realizando una serie de
cambios en esta ecuacién, podemos transformar este sistema en uno que posea tres
dimensiones, ademéas de concederle autonomia, obteniendo el siguiente conjunto de

ecuaciones de primer orden y observando sus soluciones en el espacio de fase, para la
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figura (2.3).

t=—(y+2)
y=x—ry — 2>+ T cos(z) (2.11)
F=w

Figura 2.3: Simulacién computacional de un atractor extrano para el sistema de Duf-
fing, para los valores k = 0.3,w = 1.25 y I' = 0.7. Soluciones y(t) vs z(t).

2.4.4. Atractor de Chua

El diseno de circuitos auténomos no-lineales comenzé a tomar fuerza a partir
de la aparicién del atractor de Chua. Leén O. Chua [21] estudié la posibilidad de
generar dinamica no-lineal mediante ciertas propiedades extraidas de los sistemas de
Rossler y Lorenz, como el nimero de puntos fijos y su inestabilidad, encontrando

comportamiento cadtico [22]. Las ecuaciones que describen el atractor,

i=a(y—x— f(z))
j=r-y+= (2.12)
z=—by

donde f(x) = mix+0.5(my—my)(|Jz+1|) — |z —1]). En el espacio de fase tendremos,
figura (2.4).
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Atractor de Chua Atractor de Chua
04 T T T

03r

02r

o1r

y(t)

(a) (b)

Figura 2.4: Simulacion de un atractor extrano para el sistema de Chua, para los
valores a = 15,b = 25.58, m; = —0.71428 y my = —1.14285. (a)Soluciones y(t) vs
x(t), (b) Soluciones z(t) vs y(t) vs x(t).

2.4.1. Atractor generado por oscilador auténomo con retardo temporal

Hasta ahora hemos definido la dimensién minima exigida para la generacién de
caos en sistemas tiempo-continuos, debido al teorema de Poincaré - Bendixon. Hasta
este punto nos habiamos mantenido fieles a la definiciéon en el momento de construir
nuestros atractores caéticos. Sin embargo, extenderemos la discusion hasta sistemas
unidimensionales tiempo-continuos capaces de producir bifurcaciones y caos, mas es-
trictamente caos de alta dimensién. En 1975, Mackey y Glass modelaron sistemas
fisioldgicos cadticos usando ecuaciones diferenciales de primer orden con retardo tem-

poral [23].

% = F(x(t),x(t — 7)) (2.13)

El retardo aumenta la complejidad del sistema hasta el punto de introducir infini-
tas dimensiones. Definiendo 7 como un intervalo de retardo, las soluciones a la ecua-
cién diferencial serdn tantas como valores conforman el intervalo, Fy(¢'), Fao(t'), - - -.
Luego, a cada solucién se le asigna una ecuacion de primer orden, con el retardo
incorporado, y se determina asi el nimero de grados de libertad del sistema. Como
se mostrd, podemos partir de una ecuacién diferencial ordinaria, que es indicativo de

un solo grado de libertad, y mediante la introduccién de un intervalo de retardo, pre-
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senciamos la aparicién de muchos mas grados de libertad. El sistema que nos queda
es de alta dimensién y, si su naturaleza es cadtica, generara caos de alta dimension.
Este procedimiento no implica la violacién del teorema anteriormente comentado,
simplemente muestra como obtener complejidad a partir de una ecuacién de primer

orden.



Capitulo 3

Dinamica Estocastica

Resulta importante extender el tema de los sistemas dinamicos discretos, definidos
como mapas, mostrando la solucion exacta del mapa logistico, con el fin de construir el
mapa estocastico determinista, que esta fundado en esta soluciéon. El mapa logistico
es uno de los sistemas dinamicos discretos unidimensionales capaces de manifestar
comportamiento cadtico. En el Capitulo 2 fue introducida un preliminar de estos

sistemas; dilatamos dicho esquema para mostrar como se genera la complejidad.

3.1. Mapas Cadticos Exactamente Solubles

Una condicién indispensable para que un mapa unidimensional exhiba caos, es
que éste debe conformar una funcién no-invertible, es decir, dado un valor futuro,
Tni1, existen dos o mas posibles valores pasados, z,,, a escoger. A consecuencia de la
no-invertibilidad, obtenemos carencia de prediccion en funciones que se convierten en
multivaluadas al hallar su inversa, consiguiendo diferentes soluciones z,, para un 1,
o muchos posibles pasados para un futuro. El caos es determinista porque podemos
determinar lo que sucederd un valor tras otro, a la vez es impredecible debido a que

no sabemos cudl sera su evolucién a largo plazo.

El mapa logistico cumple con los requisitos de caoticidad, se muestra graficamente

en la figura (3.1). Y su ecuacién en diferencias estd dada por,

19



20 Capitulo 3: Dinamica Estocastica

Tpa1 = pr, (1 —xy) (3.1)

xn+1

0 Xxi x, 2 1

Figura 3.1: El mapa logistico, como funcién no-lineal y no-invertible.

En un parametro fijo 4 = 4, con condiciones iniciales para el mapa 0 < = < 1,
el sistema exhibe comportamiento cadtico. En este punto, el mapa sufre del proceso
de Estiramiento y Plegado. En el estiramiento de una configuracién inicial de condi-
ciones iniciales, su evolucion es ensanchada por el factor px, ocasionando divergencia
exponencial en trayectorias inicialmente cercanas; y luego las orbitas quedan acotadas
en una regién del espacio de fase por el factor (1 — x), donde observamos el proceso
de plegado.

Proposicién 1:[12],[24],[25] La funcién z, = sen?(2"6) es solucién del mapa
logistico (3.1).

Dem:

Sea z,, = (1/2)(1 — y,,) una transformacién V z,, y, € [0, 1], tal que al sustituir en

(3.1), se obtiene,

- (5t (-5)

De la figura (3.1) observamos que el mapa logistico alcanza su cota superior,

ZTpe1 = 1 en x, =1/2 entonces
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Y NG Dy
-

=14

Recordando que px concede la amplificaciéon de la configuracién inicial, para p = 4,
la amplificacién alcanza su punto maximo, con estricta precision, para p < 4, ya que
en x, = 1/2 se culmina la amplificacién y comienza el plegado. Sustituimos este

parametro en nuestro desarrollo, obteniendo

Yn+1 = 2,%21 —1

Solucién que es nuevamente transformada por y,, = cos(mzy,),

cos(Tzny1) = 2[cos®(mz,) — 1]
= cos(T2p+1) = cos(2mzy,)
= Zny1 = 22,

Iteramos el mapa para determinar su solucién, tomando valores en n y sustitu-

yendo progresivamente,

Z1 = 220529 = 221 = 222'0;23 =229 = 2320; sz, =2"2

S a1 = 22, = 2, = 22
Sustituyendo esta expresién en la transformacién y,, = cos(nz,), obtenemos

yn = cos(m2"zg). Devolvemos el cambio hasta la variable inicial, z,,, mediante

x, = (1/2)(1 — y,,), entonces

1
Ty = 5[1 — cos(m2"zg)]

27’L
= 1, = sen’ (7T 220) (3.2)

Cuando n = 0, entonces xq = sen?(mz9/2) = 29 = (2/7)arcsen(y/Zg). Sustitu-

yendo zg en la ecuacién (3.2), obtenemos la solucién exacta al mapa logistico, como

sigue
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Figura 3.2: Simulacién computacional de Mapas de Chebyshev: T} (color azul), T3
(color verde) y T3 (color rojo).

r,, = sen?(2" arc sen(/7o))
S Sen2<2n9> . (33)

donde 0 = arcsen(/Zy).
Esta solucién [26] nos muestra todo tipo de dindmicas para varios valores de 6. Si
0 = cm, obtenemos un movimiento periédico cuando ¢ = p/q, donde ¢ € Z, con p y q

como numeros primos. Si ¢ es irracional, ¢ € Ix, la solucién es caotica.

3.2. Generalizacion de las Soluciones Exactas

La ecuacién (3.3) puede generalizarse a la siguiente expresion [13],

T, =sen’*(Z2"0) VZ R (3.4)

El mapa logistico puede escribirse en la forma de polinomios de Chebyshev, z,, 1 =
Ty(xy,), para x,, To41 € [0, 1], iterado k veces sobre si mismo. Algunos polinomios de
Chebyshev son: Ty(z) = 1, Ty(z) = 22* — 1, T3(z) = 423 — 3z, - -. Que graficamente
se observan en la figura 3.2, con especial incapié en la curva Ts.

El mapa de la ecuacién (3.4) se puede parametrizar de la siguiente manera,
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Tpi1 = sen’(zt),
r, = sen®(t) (3.5)

para t = z"f. Cuando z = k Vz € Z, las funciones paramétricas (3.5) se pueden

relacionar con los polinomios de Chebyshev de 6rden 2, T,

Ty(senu) = 2sen®u — 1

To(senu) + 1

2
= sen” u =
2

Generalizandolo a los polinomios de Chebyshev de érden k, Ty,

-1 k+1T 1
1y = U 2’“(95) o>,

()" () +1  x+1

5 ; (3.6)

Ty =

Las ecuaciones (3.6) nos conducen a mapas no-invertibles que nos conceden la
impredictibilidad propia de los mapas cadticos. Una vez que se generaliza Z hasta
valores fraccionarios, tal que z € Q, la funciéon genera mapas multivaluados tanto
hacia el pasado como hacia el futuro, que introduce bastante impredictibilidad en el
sistema. Escribamos la ecuacién (3.5) de forma paramétrica, para un valor de z = p/q

fraccionario, donde p y ¢ son nimeros primos,

Tpy1 = sen?(pt)
T, = sen®(qt) (3.7)
siendo t = p"¢~ V). Ecuaciones que son representadas por los polinomios de

Chebyschev de orden p y ¢,

(=1 (z) + 1
Tnt1 = 9

(3.8)
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Figura 3.3: Simulacién computacional de un Mapa de Chebyshev para z = 3/2.
Para mostrar el potencial de esta generalizacién, probemos con dos ntimeros pri-

mos p =3y q =2, tal que z = 3/2, los polinomios de Chebyschev tendrén orden 3 y

2 como sigue,

A3 — 3x + 1
Tl =TT
1 — 22
Ty =
2

Cuando despejamos x en la funcién x,,, obteniendo z = £(1 —2xn)%, sustituyéndo-

la en 2,1, encontramos un mapa multivaluado,

[SIE

1
Tpi1 = 5[1 + (1 —22,)(1 —2z,)

]

Con solucién exacta,

,, = sen’ K;)n 9] (3.9)

Como podemos observar, el mapa producido por un z fraccionario nos conduce
a una mayor impredictibilidad, debido a que existen varias soluciones de x,, para un

Zn41 dado, y viceversa. El mapa para z = 3/2 lo observamos en la gréfica 3.3.
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3.3. Un Mecanismo para Producir Aleatoriedad

Teorema 1: [15],[16] La funcién z,, = sen*(#Z"), donde Z = p/q, y p > q > 2
son nimeros primos, genera una dinamica impredecible xg, 1, o, - - - , x,, tanto hacia
el futuro como hacia el pasado de dicha secuencia.

Dem :

Sif=mn(bo+q™k)y Z =p/q, donde k es un intervalo de niimeros enteros que pa-
rametrizan a las distintas secuencias, y m € Z que define la longitud de las secuencias,
entonces la funcion se puede escribir como una sucesién de valores parametrizados

por k,

2 k™) — gen? [W(@o +q"k) (]—j) } (3.10)
q

donde,
(kvmvs) — 2 B " n_m-—-n
x, = sen” |wly + wkp"q
q

= z\/*) = sen® [7?00 (g) ] Ym >n (3.11)

para m > n, nos queda wkp™"q™ " € Z. Debido a que esta secuencia es inde-
pendiente de k, los valores siguientes m + 1 son idénticos. Con cualquier 6 siempre
tendremos la misma serie en el m+1 valor, sin ramas, sin posibles alternativas. Luego
Y 7 Y

para un n = m + 1, ya hay dependencia de k,

760 + ¢"k) (g)mH]

m+1
m k m+1
= 2 = sen? [7?00 (]—)> + ] (3.12)

(kym) 2
Ty = sen

q q
La ecuacién (3.12) ya es incierta porque es dependiente de k. Sélo podremos
determinar el siguiente valor de la secuencia si conocemos 6. Con el intervalo k£ hemos
anadido méas grados de libertad, por lo que nuestro sistema genera una secuencia

impredecible hacia el pasado y hacia el futuro. B
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Corolario 1: [27] Para la secuencia de n = m+1 valores generada por la funcién
r, = sen?(0Z"), si Z = e (el nimero irracional de Euler), el siguiente valor puede
tomar infinitos posibles valores.

Dem :

Todo numero irracional puede expresarse como cociente de dos niimeros, tal que

su proporcion sea infinita no-periddica. Sabemos que,

!
e = lim (1 + —) Vlie N (3.13)

=0 )

Luego, definimos

o~ | =

el:(1+—>l

(1+1)!

ll
ENp— (3.14)
qi

donde p; = (1+1)! y ¢, = I'. El niimero ¢; se aproxima al ntiimero de Euler cuando

= e =

| — o0, i.e., cuando ¢ — oo. Por tanto, el valor siguiente tendrd ¢, = I' posibles

valores. H

Este tultimo resultado nos muestra un mapa de retorno bastante distinto de los
hasta ahora estudiados, donde el nimero de soluciones x,, para un x,, 1 dado, tiende
a infinito y viceversa. Los valores generados son aleatorios, independientes, aunque no
distribuidos uniformemente en el espacio de fases. Si deseamos obtener un mapa que
acceda a todos los estados posibles con igual probabilidad, definido como ergodicidad,
entonces tendremos que realizar una transformacién adicional, y, = arcsen[,/z,], con

el fin de que la densidad de probabilidad resulte constante, p(y,) =constante.



Capitulo 4

Analisis en Series de Tiempo

Diferentes métodos para caracterizar un conjunto de datos [8], provenientes de
senales continuas, seran descritos en esta seccion. La importancia de realizar dichos
estudios resulta vital para formalizar el grado de aleatoriedad presente en sistemas
que estudiamos en el capitulo 3. Por esta razén extenderemos las definiciones para
comprender las bases para analizar las graficas obtenidas. Todas las técnicas son

empleadas con el software TISEAN [28]-[30].

4.1. Espectro de Potencias

La serie de Fourier nos permite expresar cualquier funcién continua en términos de
funciones armoénicas. La transformada de Fourier nos muestra el nimero de frecuen-
cias caracteristicas del sistema, que dependera del ntimero de armoénicos necesarios
para estructurarla, i.e., una funcién senoidal tendra por lo més una sola frecuencia
caracteristica, una 2-cuasiperiédica tendrd dos frecuencias caracteristicas; ya las fun-

ciones cadticas conceden un espectro amplio de frecuencias. La ecuacién descriptiva,

2

(4.1)

N
1 A
Potencia = |z,|* = ‘_ E :Xn62mkn/N
VN —

donde xj, es la transformada rapida de Fourier, X,, es la funcién compuesta a la

que le hacemos el andlisis, NV es el nimero total de medidas en la serie de tiempo

27
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y k, es un valor representativo de la frecuencia, tal que k, = fLAtN, siendo At el
intervalo de muestreo.

Una diferencia importante entre el movimiento periédico y el cadtico, en el espectro
de potencias, es la manera en que se forma la curva, observamos que para los sistemas
periddicos el espectro se muestra discreto en el sistema cadtico aparece una curva

continua.

4.2. Funcion de Autocorrelacion

También llamada correlacion lineal. Permite estimar la correlacion, o el nivel de
dependencia, que hay entre los valores pasados y futuros de una serie temporal, que
posean una relacién lineal entre si, es decir, la serie temporal esta ordenada. Si el valor
promedio de autocorrelacién es cero, indica que las variables son independientes, si
es distinto de cero, tenemos correlacién entre las variables estudiadas. Esta funcion
solo toma en cuenta las correlaciones lineales, las correlaciones entre variables no-
linealmente relacionadas son desestimadas. Presentamos una introduccion al andlisis,
mas no sera util en este trabajo, porque su alcance es ineficiente en sistemas no-

lineales.

4.3. Informacion Mutua

Comprende, a diferencia de la autocorrelacién, las correlaciones no-lineales (Fraser
y Swinney (1986)). En los sistemas complejos podemos observar variables fuertemente
relacionadas entre si. Cuando obtenemos informacién mutua igual a cero, estamos en
presencia de variables independientes unas de otras; en el dominio de la dinamica
estocastica. El resto de los resultados muestran niveles de correlacion dependientes

de la complejidad. Su célculo tiene,

I(7) = Z pij(T) Inp;;(7) — 2 sz- In p; (4.2)

Para emplear esta técnica se implementa un histograma de resolucion e que haga
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un analisis de distribucién de probabilidad de los datos. Con esta informacion se
estiman las probabilidades que aparecen en la ecuacion. p; es la probabilidad en
que la senal asume un valor dentro de la i-ésima columna del histograma. p;; es
la probabilidad de que la serie de tiempo x(t) esté en la columna i, y z(t + 7) en
la columna 7, con 7 como el tiempo de retardo, del que més tarde comentaremos

extensamente.

4.4. Falsos Vecinos Cercanos

Este método permite estimar la dimensiéon minima presente en un sistema dinami-
co del cual sélo poseemos una serie de tiempo, no el objeto en el espacio de fase. La
naturaleza del nombre proviene de que si la dimesién incrustada es menor que la
minima del sistema, las vecindades de los puntos, pertenecientes a la primera serie
temporal, no se proyectaran de forma semejante en la segunda serie temporal, cons-
truida con el retardo, que pasan a ser falsos vecinos. Por esto, cuando no existen falsos

vecinos, R; = 0, observamos la verdadera dimensién de nuestro sistema.

Estas vecindades son esbozadas en el espacio de fase como una aproximacion
geométrica a un estado. Mientras méas pequena sea la vecindad, mas precision sobre
el conocimiento 6ptimo de dicho estado. Para adquirir los datos del sistema, se re-
construye el espacio de fase y se hace un corte en forma de malla cuadriculada en el
objeto, con el fin de tomar las cuadriculas de lados € X ¢, definida como e-vecindad,
formando asi un dominio de datos (que son los estados) para el conjunto de los e.

Hallado con,

| T — 33j+1’
R=——-—""— (4.3)
s — ]|
donde z; es la serie de tiempo dada y z, es el vecino cercano en un espacio m-
7 J
dimensional, con ||xz; —x ;|| que es la distancia entre ambos y x;,; los siguientes valores
) j +

de la sucesion.
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4.5. Reconstruccion de Atractores por el Método

de Retardo Temporal

Las observaciones experimentales frecuentemente nos conducen a series de tiempo
que por si solas no podemos representar en el espacio de fase, es decir, no nos es
permitido contemplar el objeto que constituyen su conjunto intrinseco de estados.
Con el fin de realizar este estudio, usaremos la reconstruccién del espacio de fase
introduciendo retardos temporales en la serie de tiempo. La técnica (teorema de
Takens) consiste en definir un vector x(t) = (z1(t), z2(t), ..., xn(t)), el retardo es

aplicado en cada una de sus componentes

.fl(t) = T (t)
I2<t) = .Qll(t — T)
xo(t) = z1(t — 27) (4.4)

\ T (t) = 21 (t — mT)

El valor de 7 se escoge en conjunto con m, que se define como la dimensién minima
del sistema. Los métodos frecuentemente usados para hallar la dimensién y el retardo
son: la informacién mutua y los falsos vecinos cercanos. La informaciéon mutua ayuda
a encontrar un 7, suponiendo que a medida que I.(7) tienda a cero, nuestro 7 debe
ser cada vez mayor, con el fin de que sea necesario expandir los grados de libertad del
objeto en el espacio de fase, teniendo una dimensién fija. Los falsos vecinos cercanos

son utiles para determinar esta dimension que debemos incrustar a la serie temporal.

4.6. Seccion de Poincaré

Con este mapa se pueden analizar los sistemas tiempo-continuos, o los flujos de
datos. Se trata de un hiperplano (M-1)-dimensional intersectado de forma conveniente
entre las érbitas de un espacio de fase M-dimensional. Una buena escogencia nos lleva

a un mayor numero de cortes que éste hace sobre las érbitas, minimizando el intervalo
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de tiempo entre punto y punto observados en el hiperplano. El mapa se utiliza para
conocer la dindmica escondida que hay en los espacios de fase congestionados, muy

complejos.

4.7. Exponente Maximo de Lyapunov

La sensibilidad a las condiciones inciales puede medirse a través del exponente de
Lyapunov. Si tenemos dos condiciones inciales separadas por una distancia
X, — X, = 0y < 1y ahora estudiamos esta pequena separacién pasado algin tiempo
An, obtendremos una nueva separacién X,, +an — Xn,+an = 0an, un tiempo después.
La divergencia o convergencia exponencial entre trayectorias cercanas se expresa como

San = 00e™™. Los resultados estan estandarizados de la siguiente manera,

Tabla 4.1: Maximo exponente de Lyapunov

Tipo de movimiento Maximo exponente de Lyapunov

Punto fijo estable A <0
Ciclo limite estable A =0
Caos 0< A<

Ruido A — 00

Valores obtenidos de calcular,

1 1
XA = 23 [ S Xan— Xoia (45)
N |A(Xno)| Xn€M(Xng) " .

para N como el nimero total de medidas de la serie de tiempo, A es la vecindad
de X,,,, que es un punto arbitrario en el espacio de fase reconstruido, con diametro €
07 I

y X, es otro punto arbitrario.
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4.8. Dimension de Correlacion

Permite cuantificar la similitud que tiene el nuevo objeto geométrico en el espa-
cio de fase (reconstruido) formado por el conjunto de estados del sistema, respecto
de objetos con dimensién entera conocida: una coleccién finita de puntos es cero di-
mensional, una linea tiene dimension uno, una superficie dos, etc. De esta manera
se estima la dimension que ellos ocupan en el espacio de fase Obteniéndose de la

ecuacion,

D 2
D =lim lim el N(N—l)Z 2 Ole~llzi— ) (4.6)

i=1 j=i+1

si el nimero de muestras N tiende a infinito, es porque el tamano de las e-
vecindades tiende a cero,e — 0 , garantizando que estamos tomando aproximada-
mente un solo estado, que viene a ser un punto matematico cualquiera. Luego de este
muestreo preciso del objeto geométrico, se realizara la comparacion antes expuesta.
Tenemos © como la funcién escalén de Heaviside, ©(x) = 0siz <0y O(x) = 1 si

x > 0. Las sumatorias cuentan un par de puntos (z;, z;) que es menor que €.

4.9. Entropia

La entropia describe la cantidad de desorden en un sistema. En este punto, ge-
neralizamos la definicién hasta una caracterizacion de la cantidad de informacion
almacenada en distribuciones de probabilidad. Con esta distribucién de probabili-
dad determinamos qué tanto sabemos de un sistema. Siendo ésta una generalizacion
importante, ya que lo que no sabemos es especificado como desorden. A medida que
tenemos mas informacion del sistema, es posible hacer predicciones del futuro, en tan-
to se sepa mas de su pasado.Resultados provenientes de la teoria de la informacion de
Shannon, Renyi y Kolmogorov, desde 1940 hasta 1950. La entropia que calcularemos
es la de correlacion, que estéa relacionada con el conjunto de probabilidades el niimero
de e-vecindades del objeto reconstuido.

El estudio se realiza con la siguiente ecuacion,
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ho =InC(2,¢,7) —2InC(1,¢) (4.7)

donde

5 N N
InC(2,¢,7) =In [(N—T)(N—T—l) Z Z Ofe — ||$z—%||)]

i=1 j=it+l147

(1) = In [Wz 30— | —:ch)]

i=1 j=i+1

La relaciéon emplea los mismos elementos de calculo para determinar la dimen-
sion de correlacion, y le agrega un elemento de tiempo, 7 que expresa el espacio de
tiempo cubierto por el conjunto de probabilidades cuando la dimensiéon del objeto

reconstruido aumenta.
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Capitulo 5

Circuitos Electrénicos para la
Generacion de Caos de Baja

Dimension

La computacién analdgica es una poderosa herramienta para modelado de sistemas
mediante la electrénica [31]. Permitiéndonos realizar complicados calculos matemati-
cos partiendo de una serie de técnicas que describiremos en este capitulo. De esta
forma, es posible encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales de forma experi-

mental.

5.1. Computacién Analdégica

5.1.1. Amplificador Operacional

El diseno de los circuitos empleados en esta tesis, para generar caos, estan basados
en un dispositivo llamado amplificador operacional. Su nombre se deriva del hecho
de que tiene la capacidad de hacer amplificacion de alta ganancia, ademés de poder
realizar operaciones matematicas de todo tipo. Esta alimentado por tensién directa
positiva y negativa, lo que le concede la posibilidad de tener salidas de tension DC

positivas o negativas.

35
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Figura 5.1: (a) Circuito del amplificador operacional en lazo abierto. (b) Funcién de
transferencia del amplificador operacional.

Su funcién de transferencia esté construida por tres regiones: (1) La regién negati-
va de saturacion, que aparece cuando el voltaje aplicado es alto y negativo, obteniendo
una salida aproximadamente constante en —Fgar; (2) una regién lineal que implica
que la salida varfa linealmente con la entrada y (3) una regién positiva de saturacién,

para un voltaje aplicado positivo y muy alto, con salida constante en Egar.

El dispositivo es considerado como un amplificador de voltaje, senales invertidas
son incluidas. Su ancho de banda es lo suficientemente grande como para evitar la
atenuancion de aquellos componentes de alta frecuencia que tiene cualquier onda en-
trante. La corriente de entrada es despreciable en la primera etapa del amplificador,
debido a que la impedancia de entrada es muy alta. Baja impedancia en la salida
permite que el voltaje resultante no se vea afectado por resistencia alguna. La dife-
rencia de potencial entre los terminales de entrada es cero, de forma tal que v, = v_,

proporciondndole al dispositivo un cortocircuito virtual, [32], [33].

El amplificador operacional puede operar en lazo abierto, donde no existe re-
alimentacion, la salida serd la resta de sus entradas multiplicada por un factor,
vs, = £G(vy —v_). Si a la entrada positiva se le aplica una tensién muy alta,
tendremos v, , por lo contrario, Vi_. En lazo cerrado tenemos realimentacion en el
circuito, que generalmente estd enfocada en la realimentacion negativa, teniendo un
efecto estabilizador sobre cualesquiera perturbaciones que puedan darse en su entrada,

respondiendo en forma contraria al mismo. Contrario al proposito de la realimenta-
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cién positiva, cuyo efecto consiste en amplificar la perturbacién de entrada de forma

exponencial, impidiendo que la salida se mantenga constante en todo momento.

5.1.2. Operaciones matematicas

La ley de Kirchhoff es aplicada en un punto en el que la suma algebraica de co-
rrientes es igual a cero. La informacion nos la proporciona el punto donde esta el
cortocircuito virtual y la corriente entrante al dispositivo es cero, desde el que deter-

minaremos la funcién de transferencia para cada configuracion, ver tabla 5.1.

Tabla 5.1: Operaciones matematicas con realimentacién negativa.

Operacién Funcién de transferencia  Circuito
RF
Rl AVVA
W1 AN —
RF RF ul
Sumador Vs = — | B, U1+ {02 A2 . e
1 2 V2 —— A +
R2
R1 ul
R W1 v ~ 1
s
Restador Vg = — (R—f> (v — vy) v :
el
Wzl Wi2

il o—.
Multiplicador (C.1I.) Vg = é(vxl — Vg, ) (Vyy —Vy,) V2w

t
Integrador Vs = =55 [y Vin v
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5.2. Caos con Computacién Analégica

5.2.1. Circuito para el atractor de Lorenz

El circuito empleado para el atractor de Lorenz se muestra en la figura (5.2).

-xzf10

-xyf10

(a)

Figura 5.2: Circuito para el atractor de Lorenz. (a)Esquema usando amplifica-
dores TLO082, multiplicadores AD734, resistencias: Ry = 100K, Ry, = 100K,
Ry = 37.7TKQ, Ry, = 10KQ, Ry = 1MSQ, Rg = 10KQ, R; = 374, condensado-
res C' = 1000pF, [34].

Con el fin de entender exactamente como se usa este poderoso método de compu-
tacion analdgica, extenderemos el andlisis a una parte de este circuito. Encontrando-
nos en el nodo-A del circuito, justo en la figura (5.2.a).

Debido a que la resistencia de entrada al amplificador es muy grande, las corrientes
por las entradas son nulas; propiedad que resulta 1itil en el instante de aplicar la ley de
Kirchhoff. Entonces, la suma algebraica de corrientes en ese nodo es cero. Si tenemos

dos ramas: i; — iy = iy. Por ley de Ohm:
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Vg, — Vg = —UVsy — Vg d
+ = (C—(v, — v
R, Ry dt< Y
Haciendo el cambio v, = —v,, /G, nos queda

1 ()
o)

R,C e <— 52 U‘”) _ Ldv,,  dvy,

R,C to)T o a dt

Para un valor de la ganancia alto, G — oo, por lo tanto, v, /G — 0, entonces

1 1 dvs,

R.C R,C2 T

Con la finalidad de obtener las ecuaciones adimensionales que Lorenz nos presenta,

realizamos los siguientes cambios, partiendo de un R,, tedrico y Ry = Ra,

R, R, dvs,
= R_lvsl — E’USQ = RnC' i
dvs, dug,

~d(t/R,C) dr

= QUs, — SUs, = = —1,

Definiendo vy, = x y v, = ¥,
>cq—-—sz=x N

La segunda ecuacién de Lorenz se halla con el mismo anélisis, salvo que existe
un elemento multiplicativo entre dos voltajes, a los que hemos definido como z y z,
estos son multiplicados por el circuito integrado, y divididos por un factor de depende
del mismo, pero que es tomado en cuenta al momento de disenar el atractor. Esta
multiplicacién resultante es sumada por ley de Ohm junto al resto de los voltajes.
De igual manera para llegar a la tercera ecuaciéon. Como vemos, este mecanismo es
totalmente conveniente para resolver ecuaciones diferenciales lineales y no-lineales,
permitiendo llevar las operaciones matematicas hasta un conjunto de componentes

electrénicos que se combinan para llevar a cabo una tarea especifica.
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5.3. Caos con Funciones Definidas a Trozos

Sistemas auténomos son frecuentemente disenados empleando dos bloques energéti-
cos con los que se generard su dindmica caracteristica [35],[36], por ende, resulta fun-
damental describir explicitamente los procesos que nos llevan a tales construcciones.
El bloque pasivo esta presente tanto en sistemas autéonomos, como en forzados. Sin
embargo, el bloque activo constituye un sello para sistemas auténomos. Esto se debe
a que un elemento activo cumple con el trabajo de suministrar energia al sistema
sin necesidad de establecerse como una perturbacion que lo obligue a comportarse al
ritmo de una fuerza externa, es un elemento intrinseco y forma parte de la dinamica
producida.

En los términos de diseno de circuitos, este elemento yace en los resistores nega-
tivos, R < 0, donde la pendiente de su curva caracteristica ¢+ — v es negativa. Esto
significa que el circuito tiene su propia fuente de energia interna, que supera a to-
dos los elementos de disipasién y, entonces, entrega el exceso de energia al resto del
sistema. Los elementos pasivos son todos aquellos cuya resistencia interna sea posi-
tiva R > 0, donde el funcionamiento se basa en consumir una parte de la energia,

proveniente de otro elemento, y la otra parte se disipa en forma de calor.

5.3.1. Circuito para el atractor de Chua

Este circuito fue disenado en la forma anteriormente descrita. La curva carac-
teristica del resistor no-lineal puede generarse con un circuito que emplee un ampli-
ficador operacional realimentado por sus terminales positivos y negativos [37], como
se muestra en la figura 5.4.a.

Como puede verse, el conversor de resistencia negativa tiene dos etapas que, al
juntarse, se transforman en la curva no-lineal esperada (ver la figura 4.5.6). Esta
resistencia negativa es el bloque activo de nuestro sistema. La particularidad de esta
curva estd en la presencia de estadios donde la pendiente es positiva y otro donde es
negativa, formandola como una funcién definida a trozos; lo que permite la aparicién

de regimenes de resistencia positiva alternados con resistencia negativa, alterndando
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Figura 5.3: Circuito para el atractor de Chua. (a)Esquema usando amplificadores
TLO82, resistencias: Ry = 2.2K€), Ry = 22K(), Ry = 3.3K), Ry, = 22012, R5 = 22012,
Rg = 22K, un potenciémetro R; = 2K§2, condensadores C; = 10nF, Cy = 100nF
y una inductancia de L = 18mH [37].

la dinamica de este elemento entre activo y pasivo. A lo que se le conoce como el
procedo de Estiramiento y Plegado.

Este proceso fue introducido en el capitulo 3 para mapas, ahora extenderemos
méas su funcionamiento para circuitos no-lineales. El estiramiento y plegado [17] se
exhibe en términos de los procesos de la curva. En el estiramiento modelamos a una
resistencia negativa, como elemento que estira la configuracién inicial, interpretandose
como la divergencia exponencial que presentan condiciones iniciales cuya separacién
era en principio infinitesimal. Ya en el plegamiento, contemplamos a la resistencia
positiva, es la presencia de la disipasién de energia; mostrandose como aquéllo que
mantiene a las trayectorias confinadas. El diagrama ilustrativo se muestra en la figura

5.5.

5.3.2. Circuito para el atractor de Rossler

El circuito implementado para observar el atractor de Rossler en este trabajo
puede verse en la figura (5.6). Los principios que nos llevan a colocarlo en esta seccién
parten de que el diseno esta constituido por una funcién definida a trozos, que es
aportada por la funcién caracteristica del diodo presente en el montaje. El analisis

se hace partiendo de las técnicas en computacién analdgica, agregandole tan sélo al
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Figura 5.4: (a)Circuito electrénico para generar una funcion definida a trozos, (b)
Funcién caracteristica.

Figura 5.5: Proceso estiramiento-plegamiento. Una configuracion inicial al intervalo
[0, 7].

final un elemento no-lineal en la ultima ecuacién diferencial. Este circuito nos lleva a
un nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales, distintas de las propuestas por Otto

Réssler [ref]. Para g(x) =0si o < 3y p(x —3) si z > 3 [38].

T =—a(dx + Py + 2)
y=alr+7y —ey) (5.1)
Z=alg(x) — 4]
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5.3.3. Circuito para el atractor de Duffing

Un sistema de ecuaciones que nos muestra al atractor de Duffing sin necesidad de
una fuerza externa es usado para generar el caos de Duffing. El esquema para la fuente
de energia es exhibido en la figura (5.7). La realimentacién positiva da paso para la
divergencia exponencial a condiciones iniciales; lo que nos lleva a concluir que éste
hace las veces de elemento activo. Luego, al sustituir la fuerza externa por elementos
con realimentacion negativa, se estd cambiando una fuerza periddica, no divergente,
por un sistema desde que obliga a las 6rbitas a mantenerse acotadas, obteniendo un
sistema autonomo. Este circuito nos lleva a otro de ecuaciones diferenciales que se

expresan de la siguiente forma [39],

T=1y
y=x— 23+ by — k= (5.2)

Z=wp(y —2)
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Figura 5.6: Circuito para el atractor de Rossler. (a)Esquema usando amplificadores
TLO82, resistencias: Ry = 2MSQ, Ry = 5MQ, Ry = 100K, Ry = 100K), Ry =
100K€), R¢ = 100KQ, R; = 10KQ, Ry = 150K€), Ry = 10K, Ry, = 200K¢2,
Ry = 4TKQ, Ryy = 10KQ, Ry5 = 63K, un potenciémetro Rz = (1 — 200) K,
condensadores C' = 0.001pF', y un diodo 1N4148 .
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Figura 5.7: Circuito para el atractor de Duffing. (a)Esquema usando amplificadores
TLO82, resistencias: Ry = 20€2, Ry = 3012, R3 = 30K, Ry = 10K), R5 = 75K},
Rs = 82002, R; = 10KQ), Ry = 20K, Ry = 10K2, condensadores C; = 20nF,
Cy =470nF, L = 19mH variable y un diodo 1N4148 .



Capitulo 6

Circuito Electro-6ptico para la
Generacion de Caos de Alta

Dimension

6.1. Elementos del Circuito Electro-éptico

6.1.1. Diodo Laser

Consiste en un laser de estado sélido, laser semiconductor, que produce un haz de
luz infrarroja por medio de la amplificacion de fotones en la union p —n, generada por
una corriente eléctrica. Posee una estructura heterogénea donde los electrones y los
huecos pueden recombinarse, liberando fotones en el acto. Estos ldsers requieren de
una corriente umbral [y necesaria para que la emision de fotones ocurra. Contienen
un laser resonador para que la radiacién generada pueda circular y pasar por el medio
de ganancia, en donde las pérdidas 6pticas son compensadas. Al dispositivo empleado
para este experimento se le conoce como Léser Realimentado Distribuido (DFB),
donde el resonador consiste en una estructura periddica que permite el cumplimiento
de la ley de Bragg.

La estructura periédica es una rejilla éptica de Bragg, que es un dispositivo trans-

parente con una variacion periédica de su indice de refraccién, presentando una gran

46
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reflectividad cuando la longitud de onda del haz esté cercana a la longitud de onda que
cumple la condicién de Bragg. Se le conoce como Laser de realimentacién-distribuida
porque contiene un reflector de forma distribuida en el rango de longitud de onda
de accién del laser, ademads de contener un medio de ganancia, para compensar las
pérdidas. La reflexién ocurre en muchos puntos a lo largo de la rejilla, lo que genera
bastantes haces reflejados en un espacio compacto, donde el ancho del espectro de
potencias es tan estrecho que la salida de la luz es préacticamente monocromatica [40].

La longitud de onda emitida es determinada por el ancho de banda de la energia
necesaria para enviar a los electrones a la banda de conduccion desde la banda de
valencia. En la banda de conduccién decaeran rapidamente a un nivel menor de
energia, liberando fotones en el proceso. Por lo que la longitud de onda depende
del material semiconductor y de la cantidad de energia requerida para pasar de una

banda a la siguiente. La longitud de onda del laser empleado es aproximadamente

1555nm [41].

6.1.2. Modulador de intensidad electro-6ptico Mach-Zehnder

Los dispositivos electro-6pticos alternan las propiedades opticas del material me-
diante un voltaje aplicado de una forma controlada. La permitividad se modifica
cuando se cambian las propiedades opticas, modificando asi algin pardametro de la
luz que pasa, tal como su fase, amplitud, frecuencia, polarizacién o posicién. Para
disenar estos dispositivos es necesario entender como la luz se propaga en el cristal
elegido [42].

Los cristales empleados para generar este efecto son anisotrépicos, cuyas propie-
dades varian con la direccién; de tal manera que la luz se ve afectada por el material
cuando le atraviesa en distintas direcciones, puesto a que su indice de refraccién cam-
bia. En este sentido, la velocidad de fase disminuye respecto a la velocidad de la luz
a medida que ésta pasa por diferentes lugares en el cristal, vy = ¢/1/éu. En este caso,
un voltaje aplicado genera un campo eléctrico que ocasiona una redistribucién de las
cargas ligadas, creando una leve deformacion en la estructura cristalina, por la que

pasara el haz de luz, sintiéndose afectado por dicha deformacién.
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El hecho de que el material sea anisotrépico indica que éste ocasionara una doble
refraccién cuando un haz de luz incide sobre él, definido como birrefringencia. En
este caso, el haz estd polarizado (laser), obteniendo dos componentes de polarizacién
con diferentes numeros de onda, es decir, el campo de desplazamiento eléctrico no
estd en paralelo con el campo eléctrico aplicado, debido a que el desplazamiento es
afectado por el medio, D = €E, por el tensor de permitividad. Asimismo, ocurre un
desprendimiento o cambio de la birrefringencia natural, debido a que la direccion del

vector de Poynting y la direccién de propagacién de la onda, difieren.

El efecto electro-6ptico lineal (efecto de Pockels)

El efecto electro-6ptico lineal es la modificacién del indice de refraccién en un
medio, a causa de un campo eléctrico aplicado, afectando su permitividad. En es-
tos casos, la permitividad se representa con un tensor que describe como un campo
eléctrico afecta y es afectado por un medio. La permitividad estd determinada por la

tendencia de un material a polarizarse ante la aplicacién de un campo eléctrico [40].

Moduladores electro-6pticos

Dispositivo con operacion basada en un cambio eléctricamente inducido en el indi-
ce de refraccion, o el cambio de birrefringencia natural. Dependiendo del dispositivo,
se pueden variar ciertas propiedades de la luz: fase, polarizacién, amplitud, frecuencia
o direccion de propagacion. El dispositivo esta constituido por celdas de pockels , que
son cristales electro-épticos con electrodos adheridos a él, desde los que se pueden
aplicar voltajes variables que modulan las propiedades de los haces. Las celdas de
pockels empleadas son transversales, donde el campo eléctrico es perpendicular a la
direccion de propagacion del haz de luz.

En esta tesis se modulé la amplitud de un haz mediante el interferémetro Mach-
Zehnder. La luz polarizada, proveniente de un laser, viaja a través de una fibra éptica
hasta el punto de ser dividida por un divisor de haz, construido con un acoplador
de fibra que redistribuye al haz entrante en dos direcciones, dividiéndolo en 50 %
de su intensidad inicial, luego cada haz dividido es enviado por dos guias de onda

separadas, que conforman las dos ramas del interferometro Mach-Zehnder. En una
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de las ramas existe una configuracion moduladora de fase dependiente del campo
eléctrico. La modulacion de fase se basa en un modulador de fase transversal, el cual
solamente va a producir un cambio de fase con el campo eléctrico aplicado, campo
del que depende el indice de refraccion de las guias de ondas fabricadas con el cristal
anisotrépico, que estd basado en LiNbOs (Niobatio de Litio) [43].

Para obtener la salida en potencia del modulador, modelaremos el funcionamiento

del mismo. La intensidad del campo eléctrico del haz entrante esta dado por

EO = P(]Gid)o (61)

con Py es la potencia optica entrante al modulador. Luego del divisor de haz, por
cada rama pasa un campo eléctrico de Ey/2. Cuando el campo eléctrico externo ain

no ha sido aplicado, cada rama acumula una fase debida a la longitud de las partes,

_ 2mnL

Ap =

donde 7, es el indice de refraccién no modificado del LiNbO3, L es la longitud de
cada rama y A es la longitud de onda de la luz entrante. Las dos ondas se combinan
constructivamente en la Y-rama, obteniendo una relacién donde el factor de fase
no hace contribuciion, P, = F,. Ahora, si aplicamos un campo eléctrico externo, el
LiNbO3 experimenta un cambio en el indice de refraccion, n. — 1, + An., donde,
1

Ane - 57’]3’/’33Ez

siendo 133 el coeficiente electro-6ptico del LiNbO3, que es un valor empirico, F, =
V(t)/d, que es un campo eléctrico propio de los dispositivos transversales, para un
valor V(t) entrante y d es la distancia entre los electrodos que administran el campo.

En la rama donde estan los electrodos, aparecera una fase de,

_ 2rAn.L

A¢ 3

y en la otra rama tendremos un retardo de fase por —A¢. La combinacién éptica

es,
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Figura 6.1: Modulador Mach Zehnder. (Un haz entrante es dividido por un divisor
de haz y su fase es modificada en una de las ramas del interferémetro por un voltaje
v(t). La salida en potencia del modulador es proporcional a un cos®(e).

2>
2mn3rs3V (t) L
2d\

e[ L

= P, = Pycos*(A¢) = P, cos® <

= P,(t) = Pycos? (gv—vit))

La salida del modulador Mach-Zehnder esta determinada por la ecuacion,

Py(t) = Py cos® (g Vé:) + ¢o) (6.2)

con Vy = 2n3rs3L/)d es el voltaje de onda-media, que caracteriza a cada mo-
dulador, y ¢ es un dngulo que describe el punto bias (voltaje DC) del modulador.

Observando la salida en potencia en la figura 6.1 [44].

6.1.3. Fotoreceptor o fotodiodo

Son dispositivos semiconductores con unién p — n, que detectan y absorben la luz

en esa region de unién p — n, regién de deplexion, generando pares electréon-hueco vy,
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con esto, una fotocorriente, que puede ser casi proporcional a la intensidad de la luz
incidente absorbida. Este fotodiodo es usado en modo de operacién fotovoltdico, de

modo que el fotodiodo iluminado genere un voltaje, V'(s) [40].

V,(t) = RGP(t) (6.3)

donde el factor de proporcionalidad es una constante RG, con R como la res-
ponsividad, que es la capacidad del fotodiodo de generar electrones conforme vaya
detectando fotones, y G que es la ganancia propia de los amplificadores operacionales

que encontramos dentro del dispositivo.

6.1.4. Filtro y retardo temporal

El pulso eléctrico que obtenemos del foto-receptor es filtrado y posteriormente
retardado. Un filtro pasa-banda (bandpass) se construye a partir de un filtro pasa-
bajos (lowpass) y uno pasa-altos (highpass), con frecuencias de corte f; = 100Hz y
fn = 10K H z, respectivamente. Resulta de gran utilidad la colocacion de un filtrado,
debido a que hace mas sencilla la tarea de definir un rango de frecuencias dentro del
modelo matematico [45].

A este tipo de filtros se les conoce como dos-polo pasa-banda, cuya caracteristica

de transferencia lineal tiempo-continua es,

STh

B = 0oy

(6.4)

siendo 7y = 1/2nf; y 7, = 1/27 f;, dos constantes de tiempo para los filtros pasa-
bajo y pasa-alto. En el dominio temporal, el filtrado lineal puede expresarse en térmi-

nos de una ecuacion diferencial de primer orden y una ecuacién algebraica,

du
— = Au(t) + Ba(t) (6.5)
z(t) = Cu(t) + Dx(t) (6.6)

con A, B, C y D como matrices que describen el filtro pasa-banda, u(t) es un vector

bidimensional que modela el estado del filtro, r(¢) conforma la entrada del filtro y
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x(t) es la salida del filtro. Estas matrices se expresan como,

A= -(i+s) B |7, c=[10] vy D=0 (67

El filtrado se realiza con una tarjeta de procesamiento digital, DSP (DSK6713
board), la cual adquiere la sefial haciendo uso de un conversor analégico digital (CAD),
procesa los datos y el resultado es exteriorizado con un conversor digital-analégico
(CDA). Estas tarjetas trabajan con muestras en tiempo discreto, no continuo, por
ende, para realizar el filtro en la realidad, debemos discretizar nuestros valores; apli-

cando z-transformaciones, obtenemos

(+* = 1)
(z—2z)(z — zp)

ahora 2; y 2, son los polos tiempo discretos. Las ecuaciones descriptivas se expre-

H(z) = (1 - 2)(1 + 2)

; (6.8)

san,

u(n+1) = Au(n) 4+ Br(n) (6.9)
z(n) = Cu(n) + Dr(n) (6.10)
y las matrices cambian,
A= —(z1+2n) —2 ‘ - 2
2 0o | 0
1
C= |0 -t=mlmllimm) |y D= (1—2)(1+2) (6.11)

donde la relacién entre la entrada y la salida esta dada por,

z(n) = bor(n) + bar(n — 2) — a1x(n — 1) — asx(n — 2) (6.12)

los coeficientes estdn dados por,

R (R R,

(1 — Zl)(l + Zh)
4
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a; = —(z1+ zp); ay = 2121, (6.13)

Con estas ecuaciones es suficiente para construir el filtro que se necesita, el resul-

tado gréfico es se observa en la figura 6.2 [46].

Magnitud (dB)

10" 10” 10’

Frecuencia (kHz)

Figura 6.2: Filtro tipo Butter de orden 2 pasabanda, disenado para la tarjeta DSK6713

El retardo temporal se realiza con la tarjeta DSP, donde el retardo es una constante
de proporcionalidad entre los intervalos de muestreo caracteristicos de la tarjeta, que
son los buffer (almacén temporal de datos) de memoria de longitud k, y la razén de
muestreo escogida para el filtro, 7 = k/F;. Para una frecuencia de muestreo, Fj, de

96K Hz.

6.1.5. Circuito amplificador

Construimos un amplificador con ganancia de voltaje G = 20, empleando un
Buffer en la entrada del amplificador para que no se exija corriente de mas a la

tarjeta DSP. El esquema se presenta en la figura 6.3.

6.2. Caos con Circuito Electro-éptico

Circuito electro-6ptico realimentado con retardo temporal

El medio de conexién de todos estos dispositivos 6pticos es la fibra optica en

modo simple, que es una varilla de vidrio recubierta con un protector plastico, que
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Figura 6.3: Circuito amplificador de voltaje, con un op-amp TLO82, resistencias: Ry =
5.6 K€, Ry = 10kQ, Ry = 27TKQ, Ry = 27TK(), Rg = 69K() y un potenciémetro
Rs; = (0—1)KQ.

transmite el haz a través de la reflexién total interna ocasionada por dos porciones
constituyentes (nicleo y revestimiento) con diferentes indices de refraccién. Haciendo
uso de ella, se conect6 el siguiente circuito [47],[48], de la figura 6.4.

De vuelta al tiempo continuo, una vez aplicado el filtro y el retardo, procedemos
la relacién entre la entrada r(¢) y la salida del filtro con el retardo z(t),

To(t—1T)

r(t) = B cos® {57 + %} (6.14)

donde f = mRGPy/2V,, renombrando x(t) = wv(t — 7)/2Vy, con z(t) = Cu(t —
7) 4+ Dr(t — 7), sustituimos esta relacién en la ecuacién (4.15), obteniendo r(t) =
Bcos?[Cu(t — T) + ¢y, para D = 0. Luego, sustituimos r(¢) en la ecuacién (4.5), ob-
teniendo la ecuacién diferencial retardada espacio-estado, cuyo diagrama matematico

en bloques puede verse en la figura 6.5,

du_

e Au(t) + BB cos*[Cu(t — 7) + o] (6.15)
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laser fotodiodo
filtro 1
=
retardo
osciloscopio
G
amplificador

Figura 6.4: Esquema del circuito realimentado con retardo temporal, que produce
caos de alta dimension. Constituido por un laser, el modulador Mach Zehnder, un
fotoreceptor, la tarjeta DSK6713 y un amplificador de voltaje. La salida de la serie
de tiempo esta entre el amplificador y el MZM.

Modulador Mach-Zehnder

B D )

H(s)
B

amplificaclor filtro pasabanda

X(t)

retardo
temporal

Figura 6.5: Diagrama matematico para el sistema realimentado con retardo temporal.



Capitulo 7

Circuito Electro-6ptico para la
Generacion de Dinanica

Estocastica

7.1. Transformacion del Caos de Baja y Alta di-
mension con un Sistema Electro-optico

Desde la funcién que nos permite observar dinamica impredecible, como fue de-

mostrado en el capitulo 3,

T, = sen’[0z"] (7.1)

Esquematizaremos una receta para generar dicha dinamica a partir de transfor-

maciones: reescribimos x,, como una composicién de funciones,

T = h(f(n)) (7.2)

Con la funcién f(n) que debe ser oscilante no-periédica, formada por intervalos
con un comportamiento exponencial finito. Y h(y) puede ser periédica, o no. Lo im-
portante es que h(y) sea una funcién no-invertible, ademas de poseer una cantidad

considerable de méximos y minimos, h(y;) < h(y) < h(y2), para que la funcién y

o6
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tenga una amplia variedad de soluciones con la misma probabilidad de ser tomadas.
Aplicando este esquema a nuestros elementos, tenemos a nuestra disposicion funcio-
nes f(n) que son oscilantes no-periédicas, tales como los sistemas de Lorenz, Réssler,
Chua, Duffing y el sistema electro-6ptico de caos de alta dimension. Con el fin de que
éstas satisfagan el comportamiento exponencial finito a trozos, aplicamos una trans-
formacién exponencial previa, con un circuito electrénico, tal que g(n) = exp(f(n)).
También tenemos una transformaciéon que cumple los requerimientos de h(y), que es
la funcién de transmisién ideal del modulador Mach-Zehnder, h(y) = cos?(y), cuyo
rango estd definido en 0 < h(y) < 1.

La representacion del sistema dindamico con la transformacién para generar dinami-

ca impredecible lo escribimos, entonces, de la siguiente forma,

xn+1 - Fl (xn7 yTL>7 (73>
Yn+1 = FQ(ITH yn>7 (74)

Las ecuaciones (7.3) y (7.4) muestran un sistema cadtico cualquiera y la ecuacién

(7.5) representa la transformacion del modulador Mach-Zehnder.

7.2. Transformacién del caos de baja dimensién
con el sistema electro-optico

De los sistemas de Lorenz, Rossler, Chua y Duffing extraeremos una solucion
que nos servird de funcién oscilante no-periddica. La salida en voltaje, extraida de
cada circuito, se utilizo como voltaje de radio-frecuencia para forzar al modulador
Mach-Zehnder. Previo a la transformacion con el modulador, disenaremos un circuito
exponencial, con el fin de aumentar aiin mas la complejidad de nuestra serie de tiempo,

otorgando un crecimiento exponencial de la funcién que yace en el argumento de la
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transformacién no-invertible. La transformacién exponencial se realiza con el circuito
mostrado en la figura 7.1 [49]. La funcién de transferencia del mismo es Vi = ae'="0,
donde a € R posee unidades de voltaje. Observamos la curva caracteristica en la

figura 7.2.

R3 R1 ol Q2 R2

- £e & R4

ox - L Vs
E 4
> RS

= AV
R6& =
Vin ——m\W——

Figura 7.1: Diagrama del circuito conversor exponencial. Usando los elementos: op-
amp: LF412 dual, D1=LM329, Q1=Q2=2N222, R, = T0KQ, Ry = 10KQ, R3 =
22KQ, Ry =2KQ, Rs = 1KQ, Rg = 15.7TKQ y C = 33pF.

Iy (mA)

Figura 7.2: Curva caracteristica del conversor exponencial de la figura 7.1.

Si bien la senal obtenida de la transformacién exponencial no es exactamente
exp(Vp) como indica la teorfa, notamos que e!™" = ele™ =(constante)e™"?, lo
que indica que la funcién de transferencia puede escribirse como V(s) = ce¥, don-

de y = —Vp, lo que indica que la senal estara desfasada, pero como este resultado no
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afecta el estudio, ya que esta serie y su serie temporal desfasada, son topolégicamente
equivalentes. Los resultados serdn adquiridos con una tarjeta de adquisicién de da-
tos, PCI. Representaremos el conjunto de ecuaciones, derivadas de cada circuito, que

modelan una serie de tiempo para los atractores,

7.2.1 Atractor de Lorenz transformado

dvs
fltl = 10(vs, — vs,)

dv.
G = 28U, — Uy — gy Usg (7.6)

dvs
th3 = UsyUsy — (8/3)1}33

dv (t)

7 - GeXp<U$1), (77)
% = P, cos? (g V‘é? + ¢>o) (7.8)

7.2.2 Atractor de Rossler transformado

Do — —(10%)(0.0505, + 0.50,, + vy, )

dvsy (104)(1)51 + 0.133v,, — 0_021)32) (7.9)

dt
% = (104>[9(U81> - US3]

dv (t)

T = GeXp(Us1)v (710)
% = P, cos® (g%:) + ¢0) (7.11)

7.2.3 Atractor de Duffing transformado

dvs)
dt Vs

dv52
dt

= v, — V2 + 0.3v5, — 0.5v,, (7.12)

dvs
= = 1.25(vs, — vs,)
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7 = GeXp(U51), (713)
% = Py cos? (g V‘Z) + ¢o) (7.14)

7.2.4 Atractor de Chua transformado

dvg
Lo = 15.6(vs, — vs, — f(0s,))

dvsy

dt Usl - USQ + USQ, (715)

dvus
- = —25.58us,

%it) = G exp(vg, ), (7.16)
% = P, cos? (g V‘g) + Qbo) (7.17)

Un diagrama esquematico para realizar la transformacion con el circuito electro-

optico se muestra en la figura 7.3.

7.3. Transformacion del caos de alta dimensién con
el sistema electro-éptico

Del circuito electro-6ptico realimentado con retardo temporal extraeremos una
senal que nos servira de funcion oscilante no-periddica. La salida en voltaje, extraida
de cada circuito, se utilizo como voltaje de radio-frecuencia para forzar al modulador
Mach-Zehnder. Este resultado se adquirié con una tarjeta de adquisicién de datos,

PCI. Representaremos su serie de tiempo,
xz(n) = bor(n) + bor(n — 2) — ayz(n — 1) — asx(n — 2), (7.18)

dv(t)
= Gz(n), (7.19)



7.3. Transformacion del caos de alta dimension con el sistema electro-optico 61

% = Py cos? (g V‘g) + (bo) (7.20)

La ganancia G resulta de un amplificador de voltaje sencillo basado en un amplifi-
cador operacional, que aporta una ganancia variable, estd comprendida entre 2 y 10,
nimeros que se multiplican con el voltaje de entrada, que es el de algiin atractor, am-
plificando el voltaje hasta aproximadamente 40V; este valor esta dispuesto con el fin
de obtener la suficiente cantidad de picos y valles del modulador Mach-Zehnder. Un
diagrama esquemaético para realizar la transformacion con el circuito electro-éptico se

muestra en la figura 7.4.

osciloscopio

laser Modulador Mach-Zehnder fotodiodo

2 < N D
V(t)I
amplificador /
Say

exponencial

Figura 7.3: Esquema del montaje experimental para la generacién de dinamica es-
tocastica mediante la transformacién de la exponencial del caos de baja dimensiéon
con el modulador Mach-Zehnder. El amplificador entre la exponencial y el MZM es
colocado para generar una funcién cosenoidal con un mayor ntimero de picos y valles,
mientras mayor sea la ganancia en voltaje, mayor nimero de maximos y minimos,
necesarios para aumentar la impredictibilidad.
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osciloscopio

fotodiodo

I>,

DSK6713

fotodiodo

B

laser

V(t)

eliowawl

amplificador amplificador

G

Figura 7.4: Esquema del montaje experimental para la generacién de dinamica es-
tocastica mediante la transformacién del caos de alta dimensién con el modulador
Mach-Zehnder. El amplificador entre sistema realimentado y el primer MZM es co-
locado para generar una funcién cosenoidal con un mayor nimero de picos y valles,
mientras mayor sea la ganancia en voltaje, mayor nimero de maximos y minimos,
necesarios para aumentar la impredictibilidad.
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Capitulo 8

Resultados: Caos de Baja

Dimension

8.1. Transformacion del Caos de Baja Dimension

con un Sistema Electro-6ptico

Esta seccion esta dedicada a revisar los resultados obtenidos. En principio, se
realizé una simulacion computacional de cada sistema estudiado experimentalmente,
con el fin de corroborar los resultados mediante un método alternativo y, asi, verifi-
car que nuestras series de tiempo son legitimas. En la figura 8.1 exhibimos las series
temporales de los atractores cadticos de Lorenz, Rossler, Duffing y Chua, experimen-
tal y simulado, cuya semejanza esta evidenciada, salvo por un conjunto de factores
como el ruido de medicion, ruido electromagnético de los componentes, variacién de
parametros, temperatura, entre otras, que se presentan en el experimento real que es

complejo de simular en computadora, limitandonos la perfecciéon de la simulacién.

En la figura 8.2 tenemos las series temporales pertenecientes a las senales cadti-
cas transformadas con el modulador Mach - Zehnder, mediante el cos?(e + 7/2). Las
graficas nos muestran que si bien no son exactamente iguales, guardan una relacion
topoldgica entre si, es decir, son topoldgicamente equivalentes; concepto que es em-

pleado para designar a dos conjuntos relacionados por una transformacién bi-univoca

64
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y bi-continua entre si. Mas intuitivamente, si podemos transformar un objeto en otro
sin desgarramientos o adherencias, cuya transformacién resulta en estos casos bas-

tante pequena, concediendo la certeza de que es el mismo objeto.

(a) Experimento (b) Simulacién

V(mV)

05
-1
15

2
198 1985 199 1995 2 2005 201 2015 202 198 1985 199 1995 2 2005 201 2015 202
(@) (b.1)

vimv)
o

107 1075 1.08 1.085 1.09 1.095 107 1.075 1.08 1.085 1.09 1095
@2 ©.2)

V(mv)

2425 243 2435 244 2445 245 2455 2425 243 2435 24
(a.3)

05
s

\E/ 0

& 05 I
-1

i | I

45 '

5 I

2 I

397 398 399 401

397 398 399 401 402 403

4 4 402 403
(ad) (b.4)
Tiempo (ms) Tiempo (ms)

Figura 8.1: Series temporales de los atractores cadticos generados con sistemas
electrénicos (a,b) experimental y simulado. Donde: (a,b.1)Atractor de Lorenz |,
(a,b.2)Atractor de Réssler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de Chua.

Partiendo de que nuestras series temporales son auténticas, procedemos a realizar
los andlisis de las series de tiempo experimentales con el programa TISEAN (TTIme
SEries ANalysis). Este paquete es implementado, como se comenté en el capitulo 4,
para estudiar el grado de aleatoriedad generado mediante métodos numeéricos, corro-
borando con ello la teoria expuesta en el capitulo 3. Siguiendo el mismo orden en
cuanto a los andlisis en el capitulo 4, mostramos el producto final de estos estudios

computacionales.
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V(mV)

V(mV)

V(mV)
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(b) Simulacién
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MWW
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x10°
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(b.3)

6.05

6.06

607
x10

Py m L . L
802 802 €04 805 306 207 803 3)9 81 811 812

tiempo(ns)

(a4)
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4
x10

Figura 8.2: Series temporales de los atractores cadticos transformados con el siste-
ma electro-6ptico (a,b) experimental y simulado. Donde: (a,b.1)Atractor de Lorenz ,
(a,b.2)Atractor de Rossler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de Chua.

El espectro de potencias es determinado con el programa spectrum, para los atrac-

tores cadticos, figura 8.3.a. Se establecen los espectros de cada senal obtenida con los

circuitos electréonicos y con los atractores cadticos transformados, figura 8.3.b, median-

te modulador Mach - Zehnder. La transformacién evidencia como se ha aumentado

la indeterminacion, de tal forma que la distribucion del espectro es bastante plana,

semejante a la del ruido blanco, i.e., estamos en posesién de una senal ruidosa porque

todas las frecuencias estan presentes con igual amplitud, su potencia es constante.
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Este andlisis nos habla parcialmente de lo que aspiramos obtener, ya sabemos que el
espectro es semejante al del ruido blanco, sin embargo, es condicién necesaria mas no

suficiente para probar su aleatoriedad, por ende son requeridos el resto de los analisis.

En la figura 8.4 hemos dispuesto dos resultados. La informacién mutua, 8.4.a,
nos sirve para especificar qué tan correlacionados estan los valores que componen
la serie temporal; la curva roja deja ver la correlacién no-lineal de cada atractor
caotico, y la curva azul exhibe la misma luego de ser transformada. Observemos
que, luego de la transformacién con el modulador, la informaciéon mutua es casi cero
para todo tiempo incrustado, en los grafico 8.4.a.2 y 8.4.a.3 los resultados son mucho
mas no-correlacionados que el resto, esto se debe al tipo de maniobra experimental
empleada, es decir, en estos dos casos se empleé un mayor nimero de picos y valles
de la transformacion cosenoidal, lo que es tedricamente relevante porque a mayor
nimero de méximos y minimos, mayor sera su indeterminacion, como fue plenamente
discutido en el capitulo 3. En la figura 8.4.b, nos encontramos con los falsos vecinos
cercanos, con curvas cuya estacion en el eje de las abscisas muestra la dimensiéon
minima de cada sistema. La linea roja especifica la dimension minima de cada atractor
extrano, con dimensién minima igual a tres, que es la dimensién tedrica de cada
atractor caodtico. La linea azul muestra la estimacion de la dimensiéon minima de cada
atractor transformado, en la figura 8.4.b.2 se consiguié aumentar las dimensiones de 3
a 35, aproximadamente, debido a que en este atractor se utiliz6 un mayor nimero de
valles y picos, mediante una gran amplificacion de voltaje, como se esquematizé en la
figura 7.3. En el grafico 8.4.b.1 se observa la menor de las amplificaciones, con lo que
tan sélo conseguimos adicionar 2 dimensiones, para un total de 5. El resto (figuras
8.4.b.3,4) la dimensién minima alcanzé aproximadamente de 22 a 25 dimensiones. Los

programas empleados para el calculo niimerico son mutual y false nearest.

La observacion del objeto en el espacio de fase revela cémo es posible el enmas-
caramiento de cierta informacién a través del modulador. La figura 8.5 evidencia los
mapas de retorno de cada atractor, 8.5.a, y su equivalente transformado, 8.5.b, don-
de ya no logramos dilucidar la forma del objeto que teniamos en principio, ahora

estd empotrado en un conjunto de estados que hace las veces de disfraz a la infor-
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macién administrada. De esta manera, la complejidad alcanzada debilita cualquier
prediccién, aumentando el niimero de soluciones x, posibles para tan sélo un va-
lor x,11, y viceversa. En la misma linea de pensamientos, la figura 8.6 concede una
informaciéon adicional de sumo valor, debido a que nos concede la posibilidad de ob-
servar qué tan enmascarada estd la senal suministrada, recordando que el mapa de
Poincaré es util para conocer la dinamica subyacente en espacios de fase demasiado
congestionados, como los de la figura 8.5.b. Nétese las consecuencias de no poseer
un nimero de maximos y minimos éptimos de la transformacién cosenoidal, a com-
paracién de las figuras 8.6.b,2,3 v 4, el espacio de fase en 8.6.b.1 esta bastante mas
desenmascarado, exhibiendo pequenos pero evidentes rasgos de la estructura latente
que intenta ocultar, i.e., sus estados no estan uniformemente distribuidos en esa nube.

Los programas del TISEAN son delay y poincare.

Con el programa lyap_k caracterizamos el tipo de movimiento, ver la tabla 4.1,
con el fin de esclarecer cual es la tasa de divergencia exponencial entre dos trayectorias
cercanas en un mismo sistema, que es definido como exponente maximo de Lyapunov.
Para ello, calculamos la pendiente (linea verde) que forma el primer trozo del paquete
de curvas en la figura 8.7. Como la teoria predice, los exponentes de Lyapunov de
los atractores cadticos son mayores a cero, 8.7.a, estableciéndose como movimiento
caotico, basandonos en la tabla 4.1. Luego, observamos el aumento de la tasa expo-
nencial de divergencia, que es mucho mayor para una transformacién cosenoidal con
mas picos y valles, en el atractor de Rossler transformado, figura 8.7.b.2. Ver tabla

8.1.

Tabla 8.1: Exponente Maximo de Lyapunov

Senal Atractor Atractor transformado

Lorenz 0.8 +£0.1 1.7+ 0.1
Rossler 0.05£0.01 2.84+0.2
Duffing 0.6 £0.1 1.5£0.1
Chua 0.4+0.1 1.4+£0.1
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En las figuras 8.8 y 8.9 obtenemos el conocimiento de la dimensién y entropia
de correlacion usando un mismo programa d2. La dimension de correlacion estimada
para el atractor de Lorenz, Rossler, Duffing y Chua, frente a la transformacién del
Lorenz, Rossler, Duffing y Chua. Los graficos se contruyen con la dimensién y entropia
de correlacion como funciones de las dimensiones incrustadas y las e-vecindades, que
conforman una aproximacién a los estados del sistema. Para el célculo, obtenemos el
promedio de las curvas obtenidas; examinando con cautela, la dimensién de correla-
cién para € = 0 es mas alta porque se esta analizando un ruido real proveniente de los
aparatos empleados para las mediciones, por lo que el promedio general puede verse
ligeramente afectado por dicho ruido, y, con esto, la estimacién total de la dimension
de correlacién, consecuencia a tener en cuenta en el momento de presentar el resul-
tado real del sistema. En cuanto a la entropia, figura 8.9, seguimos un procedimiento
semejante para determinar la dimensién de correlacion, pero adicional a este hecho,
el procedimiento del programa indica que el resultado debe dividirse entre el retardo
empleado para hacer el mapa de retorno. Evidentemente, tanto para la dimensién
de correlacion, como para la entropia, sus valores aumentaron con la transformacién
cosenoidal mediante el modulador Mach-Zehnder, como podemos caracterizar en la
tabla 8.2, es decir, aumento la dimension del objeto en el espacio de fase, asi como el

desorden total del sistema.

Tabla 8.2: Dimensién y Entropia de Correlacién para Atractores (At) y Atractores
Transformados (At-Trans)

Senal  Dimensién (At) Dimensién (At-Trans) Entropia (At) Entropia (At-Trans)

Lorenz 2.0+0.1 3.0x£0.1 0.31 £ 0.01 0.40 £0.02
Rossler 1.9+0.1 54=£0.1 0.141 £0.001  0.77 £ 0.02
Duffing 2.34+0.1 4.7£0.1 0.404 £0.014 0.53 £0.02

Chua 1.9+0.1 45+£0.1 0.33 £ 0.01 0.47£0.01
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(a)Atractores cadticos

(b)Atractores caéticos transformados
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le-16

(a.d)

Frecuencia (10 *Hz)
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(b.4)
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Figura 8.3: Espectro de potencia de (a) los atractores cadticos y (b) su transformacién
con el sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: (a,b.1)Atractor de Lorenz ,
(a,b.2)Atractor de Rossler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de Chua.
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(a)Informacién mutua

(b)Falsos vecinos cercanos
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Figura 8.4: (a) Informacién mutua y (b) Falsos vecinos cercanos de los atractores
cadticos y su transformacién con el sistema electro-6ptico. Con datos experimentales:
(a,b.1)Atractor de Lorenz , (a,b.2)Atractor de Réssler, (a,b.3)Atractor de Duffing y
(a,b.4)Atractor de Chua.
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(a)Mapa de retorno de los atractores cadticos (b)Mapa de retorno de los atractores cadticos transformados

“Lorenz_delay.dat' using 1:2 ——

@1 (®6.1)

Roessler_Mod_delaydat' using 12 +

Figura 8.5: Mapas de retorno de (a) los atractores cadticos y (b) su transformacién
con el sistema electro-dptico. Con datos experimentales: (a,b.1)Atractor de Lorenz ,
(a,b.2)Atractor de Rossler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de Chua.
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(a)Seccion de Poincaré de los atractores cadticos

(b)Seccién de Poincaré de los atractores caéticos transformados

T

T

T

T r T
‘Lorenz_poin.dat' using 1:2

T T T
“Lorenz_Mod_poin.dat' using 12+

.

T
.

Figura 8.6: Seccién de Poincaré de (a) los atractores cadticos y (b) su transformacién
con el sistema electro-dptico. Con datos experimentales: (a,b.1)Atractor de Lorenz ,

(a,b.2)Atractor de Rossler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de Chua.
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(b)Méximo exponente de Lyapunov de los atractores cadticos
(8)Maximo exponente de Lyapunov de los atractores caéticos transformados

T - T T T
“Lorenz_lyap2.datt — | | “Lorenz_Mod_lyap2.dat’ —=
08% 53+ 53T

X(an)

18

T T
*Roessler_Mod_lyap2.dat:

X(an)

X(An)

Figura 8.7: Exponente maximo de Lyapunov de (a) los atractores cadticos y
(b) su transformacién con el sistema electro-éptico. Con datos experimentales:
((a,b.1)Atractor de Lorenz , (a,b.2)Atractor de Réossler, (a,b.3)Atractor de Duffing
y (a,b.4)Atractor de Chua.
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(a)Dimensién de Correlacidn de los atractores caéticos

(b)Dimensién de correlacién de los atractores cadticos
transformados
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Figura 8.8: Dimensién de Correlacién de (a) los atractores cadticos y (b) su transfor-
macién con el sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: (a,b.1)Atractor de
Lorenz , (a,b.2)Atractor de Rossler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de
Chua.
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(a)Entropia de los atractores caéticos (b)Entropia de los atractores caéticos transformados
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Figura 8.9: Entropia de Correlacién de (a) los atractores cadticos y (b) su transfor-
macién con el sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: (a,b.1)Atractor de
Lorenz , (a,b.2)Atractor de Rossler, (a,b.3)Atractor de Duffing y (a,b.4)Atractor de
Chua.
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Dimension

8.2. Transformacion del Caos de Alta Dimension

con un Sistema Electro-é6ptico

Bajo la misma linea constructiva de la secciéon precedente, comenzamos con la
exhibicion de las series de tiempo experimentales y simuladas del sistema electro-
optico realimentado con retardo temporal. Con el fin de dar a conocer un poco mas de
este sistema que, contrario a los atractores cadticos de baja dimensién anteriormente
estudiados, no ha alcanzado una alta popularidad en la comunidad cientifica, por
su corta edad. Asi, contemplamos las diferentes facetas que éste adquiere cuando
variamos un parametro del cual depende, en este caso es la potencia del laser. A este
fenémenos se le llama bifurcacion, del cual padecen en la misma forma los atractores

caoticos de baja dimension.

La peculiaridad del caos electro-6ptico, al que definiremos como hiper-caos porque
los atractores yacen en el hiper-espacio, es que revela la existencia de los respiradores
caodticos, también conocido como caos ciclico; estos consisten en oscilaciones periodi-
cas que respiran cadticamente en baja frecuencia [48]. Obsérvese dicho fenémeno en
la figura 8.10.a,b.2 y 8.10.a,b.3, donde aparece una curva que tiene propiedades pe-
riédicas que viven en conjunto con oscilaciones cadticas, cuya complejidad aumenta
a medida que aumentamos la intensidad del laser, hasta desembocar en caos total en

la figura 8.10.a,b.4.

7
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Contémplese en la figura 8.11 la semejanza entre el espectro de potencias obtenido
en la simulacion y en el experimento, que posee una cuantiosa cantidad de ruido. El
hiper - caos fue construido empleando un filtro digital para la tarjeta DSK6713, que es
plenamente mostrado en la figura 8.11.a,b.4, con un declive suave debido a que dicho
filtro es de orden 2. Su ancho de banda se exhibe en la figura 8.12, que esta entre las

frecuencias 100 y 10KHz.
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Figura 8.10: Serie de tiempo del sistema electro-6ptico realimentado con retar-
do temporal, (a) experimental y (b) simulado. Donde se modificé la potencia:
(a,b.1)P=122mW , (a,b.2)P=177mW, (a,b.3)P=266mW y (a,b.4)P=503mW.
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Figura 8.11: Espectro de potencias del sistema electro-éptico realimentado con re-
tardo temporal, (a) experimental y (b) simulado. Donde se modificé la potencia:
(a,b.1)P=122mW , (a,b.2)P=177mW, (a,b.3)P=266mW y (a,b.4)P=503mW.
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Figura 8.12: Filtro pasabanda de orden 2 para P=503mW, con ruido.

Los analisis en series de tiempo siguen exactamente la secuencia llevada en la
seccion pasada, asi como los mismos programas del TISEAN. Utilizando la senal para
en valor de potencial del laser P=503mW, realizamos la transformacion mostrada en el
esquema de la figura 7.4. El espectro de potencias es aplanado con el modulador, como
observamos en la figura 8.13, eliminando correlaciones y acercandose a un espectro

semejante al del ruido blanco.

(a)Espectro del hiper-caos (b)Espectro del hiper-caos transformado
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Figura 8.13: Espectro de potencia de (a) Hiper-caos y (b) su transformacién con el
sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: para P=503mW.

En la figura 8.14.a se grafica la informaciéon mutua; nétese que el hiper-caos ya
guarda una cierta estocasticidad, porque la curva roja ya tiene informacién mutua

cercana a cero, en las proximidades de la no-correlacién, y la curva verde, que es el
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hiper-caos transformado con el modulador, nos concede una curva practicamente sin
correlacién alguna, con informacién mutua igual a cero, como funcién del retardo. La
figura 8.14.b nos permite estimar la dimension mimina, que en el caso del hiper-caos
(curva roja) estamos en una dimensién 20, y el mismo transformado estd ubicado
entre la dimensién 30 y 40. Estos resultados confirman que a pesar de que el sistema
ya es bastante cercano a la aleatoriedad, ain es posible inyectarle méas complejidad y

acercarlo completamente hacia el ruido.

(a)Informacién mutua
3 T T
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Figura 8.14: (a) Informacién mutua y (b) Falsos vecinos cercanos del hiper-caos
y su transformacién con el sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: para
P=503mW. Curva roja: hiper-caos y curva verde: la serie transformada.

El mapa de retorno y la seccién de Poincaré, contruidas en las figuras 8.15.a,b
y 8.15.c,d, nos permiten observar plenamente cémo es el atractor cadtico de alta
dimensién, ademés del nivel de ergodicidad alcanzada una vez que se transforma.
Esto implica que estar en altas dimensiones no es indicativo de poseer una estructura
demasiado cercana a la aleatoriedad, ver figura 8.15.a,b, es un atractor cadtico que
posee mas dimensiones, pero no se asemeja al resultado del enmascaramiento con
el modulador, de aqui que la importancia del mismo, para alcanzar ergodicidad, sea
indudable. El mapa de Poincaré, 8.15.c,d, deja ver bastante de la estructura del hiper-
caos, lo que significa que, pese a tener una forma definida, comprende una amplia
presencia de estados que se involucran en su formacion.

El maximo exponente de Lyapunov es determinado con la pendiente (linea ver-
de) en los primeros intervalos de crecimiento del paquete de curvas en la figura 8.16.
Los exponentes de Lyapunov pueden observarse en la tabla 8.3, donde tenemos un
valor que es bastante mayor que cero; si es cotejado con los valores de la tabla 8.1,

contemplamos que la divergencia exponencial del hiper-caos tiende a infinito compa-
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(a)Mapa de retorno del hiper-caos (b)Mapa de retorno del hiper-caos transformado
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Figura 8.15: Mapa de retorno del (a) Hiper-caos y (b) su transformacién con el sistema
electro-6ptico y Seccién de Poincaré del (c¢) Hiper-caos y (d) su transformacién con
el sistema electro-éptico. Con datos experimentales: para P=503mW.

rado con el caos de baja dimension, inclusive, el caos de Rossler transformado con el
modulador, es apenas semejante en divergencia exponencial al hiper-caos. Cuando el
sistema de alta dimension es transformado, su exponente crece atin mas, es decir, el

resultado indica que se acerca a un exponente que caracteriza al ruido.

Tabla 8.3: Maximo exponente de Lyapunov del sistema electro-éptico

Senal Exponente de Lyapunov

Sistema 21401
Sistema transformado 3.3 £0.3

En las figuras 8.17.a,b y 8.17.b,c se determinan la dimensién y entropia de corre-
lacién mediante el calculo del promedio del total de las curvas. Observemos que, en
comparacién con el caos de baja dimension (figura 8.8 y 8.9), un mayor nimero de
curvas estan dispuestas, puesto que todas ellas caracterizan las dimensiones incrusta-
das, que en este caso sobrepasan las dimensiones del caos 3-dimensional. Asimismo,
el nimero de e-vecindades ha aumentado con las dimensiones. Como es de esperarse,

la dimensién y entropia de correlacion han aumentado con la transformacion, estos



8.2. Transformacion del Caos de Alta Dimension con un Sistema Electro-optico 83

(b)Méximo exponente de Lyapunov del hiper-caos

(8)Maximo exponente de Lyapunov del hiper-caos
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T
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Figura 8.16: Exponente méximo de Lyapunov de (a) Hiper-caos y (b) su transforma-
cion con el sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: para P=503mW.

valores pueden verse en la tabla 8.4. Cotejando el resultado con la tabla 8.2, notamos
que los atractores de baja dimension tienen valores inferiores en dimensién y entropia.
Es importante comentar que el sistema electro-6ptico transformado alcanza valores
en entropia y dimension mucho més altos que sus semejantes cadticos transformados,

i.e., existe un objeto con dimensiones superiores y con mayor desorden.

Tabla 8.4: Dimension y Entropia de Correlacion del sistema electro-6ptico

Senal Dimension  Entropia

Sistema 2.8+0.1 0.29 £ 0.01
Sistema transformado 6.6 £0.1 0.97 £ 0.02
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(b)Dimensién de correlacion del hiper-caos
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Figura 8.17: Dimensién de Correlacién del (a) Hiper-caos y (b) su transformacién con
el sistema electro-6ptico y Entropd del (c) Hiper-caos y (d) su transformacién con el
sistema electro-6ptico. Con datos experimentales: para P=503mW.



Capitulo 9

Conclusiones

9.1. Conclusiones Generales

La formulacién de dinamica estocéastica determinista seguira, posiblemente, crean-
do polémica en las discusiones intelectuales, de caracter riguroso. En esta tesis, em-
pero, se establecié un punto favorable a la discusién, mediante los hallazgos experi-
mentales. Partiendo de la teoria, conseguimos representarla completamente en circui-
tos electrénicos y electro-épticos, obteniendo los resultados que permitieron realizar
nimericamente los estudios estadisticos.

Sobre el mapa aleatorio ya se ha hecho un estudio teérico [50],[51] que demuestra
la ausencia de correlacion, una vez que se ha realizado la transformacién a alguna
serie temporal oscilante no-periddica; ahora, pues, bajo los analisis de la serie tem-
poral, encontramos que su informaciéon mutua tiende a cero, asi como el considerable
aumento de los grados de libertad, dependientes del nimero de maximos y minimos
de nuestra funcion de transferencia. La transformada de Fourier revel6 la cercania de
nuestro resultado a lo que se conoce como ruido blanco, en el cual todas las frecuencias
estan presentes con la misma amplitud.

Consecuentemente, el exponente de Lyapunov aumento considerablemente, bajo
la transformacién, inclusive para el caos de alta dimension, del que podria esperarse
pocos efectos, debido a su alta complejidad; sin embargo, notamos que el método no

discrimina en el nimero de grados de libertad que posea la serie entrante, ocasionando
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la aparicién de més grados de libertad y aproximando el espectro del hiper-caos
al ruido blanco. Asimismo, la reconstruccién del espacio de fase demostré cémo es
posible el enmascaramiento de un objeto, luego de transformarlo, tanto mas cuanto
que su seccion de Poincaré evidencia que el espacio esta completamente congestionado,
salvo que se hayan conseguido muy pocos picos y valles en la funcién cosenoidal del
modulador.

Finalmente, la dimensién y entropia de correlacién fue completamente afectada
por el modulador, aumentando los niveles de desorden considerablemente. Lo que se
interpreta como pérdida de informacion entre los estados, de tal forma que ellos no
tengan informacion de su vecino, siendo independientes. La dimensién del objeto en
el espacio de fase también cumplié este tanto, inclusive si se partio de caos de alta
dimensién. Lo que indica que siempre podran anadirse dimensiones, hasta el infinito;
que seria aleatoriedad, impredictibilidad absoluta.

La importancia de esta tesis no sélo recae en la aplicabilidad de la tedria por
si misma, sino en posibilidad de llevar este tanto al mundo electro-éptico. EI mo-
dulador Mach-Zehnder comprende una transformaciéon no-lineal y no-invertible que
puede hacerse a una senal electronica, convirtiéndose en el corazon de todos los expe-
rimentos. Se indica que es posible llevar mas alla este resultado experimental, hasta
la aplicabilidad real, como telecomunicaciones seguras, disponiendo del caos de alta
dimensiéon como portador de informacién de banda ancha, proporcionando privaci-
dad a los datos que se transmiten. En la realidad [52] se ha planteado un sistema
de comunicacién de alta distancia y alta velocidad basada en la sincronizacion del
caos, por un canal comercial de fibra optica. Se codifican los mensajes mediante una
onda portadora éptica, generada por un laser, luego la informacion serd decodificada
a través de un laser de la misma especie en el lugar de llegada, esto es posible porque
la sincronizacion permite la separacion entre el portador y el mensaje. En nuestro
caso, emplearfamos sincronizaciéon de caos de alta dimensién [44] con propiedades

estocasticas para encriptar los mensajes, como se observa en la figura 9.1.
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