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Introduccion

Considerando un espacio de probabilidad (€2, §, P) y un espacio medible (X,*B), el
presente Trabajo Especial de Grado tiene como objetivo principal analizar y desarrollar

teoremas de convergencia de integrales de funciones aleatorias de la forma
fla,w) = &lw) fulx), (1)
k=1

donde, para cada k € N, & es una v.a. y fi es una funciéon B-medible, tal que |fi| < 1;
respecto a una medida aleatoria general, esto es, respecto a una funcion p : 2 x 8 — R
tal que p sea finitamente aditiva y continua en probabilidad respecto del conjunto vacio. En

(1), la convergencia se presenta de manera incondicional.

El origen de este tipo de integracién son iniciados en 1955 por R.C. Bartle, N. Dunford
y J.T. Schwartz al desarrollar la teoria de la llamada BDS-integral de funciones escalares
con respecto a medidas a valores en espacios de Banach. A mediados de 1970, esto fue
extendido por D.R. Lewis para medidas a valores en espacios localmente convexos y, casi
al mismo tiempo, a aquellos con valores en un espacio vectorial topologico. En el tltimo
caso, contribuciones significativas fueron hechas por E. Thomas y Ph. Turpin. Se supuso
que la medida convexamente acotada y sus definiciones eran mas exigentes que el de la
integral original BDS-integral. La motivacién en ambos casos fue la validez del Teorema de
Convergencia Dominada. Todo lo referente a esta teoria de integracion se puede encontrar
en [2] y [3].

Estructuramos el Trabajo Especial de Grado en tres capitulos. En el capitulo 1 se define,
a través de los espacios quasi-normados, la topologia ¥, donde se quiere estudiar los teoremas

limites. Utilizamos resultados sobre convergencia en probabilidad incondicional, espacios de



Hausdorff, espacios secuencialmente completos y propiedades de sumas de variables aleatorias
independientes de Bernoulli. En el capitulo 2 utilizamos los resultados precedentes para
garantizan la integrabilidad de cualquier funciéon B-medible respecto a una medida aleatoria
w; v estudiamos sus propiedades. Luego, en el capitulo 3, se presentan los teoremas de
convergencia, los cuales se desarrolan segin lo establecido en [1]. Daremos las condiciones
necesarias y suficientes para que las funciones aleatorias de la forma (1) sean p-integrables.
Mas atn, se estudia la diferenciacion de esta integral e investigamos el conjunto de soluciones

de la ecuacién
pa=mna + / fdu
A

para todo A € B, donde 7 es una medida aleatoria conocida y f es una funcion aleatoria de

la forma (1).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dan a conocer resultados diversos sobre conjuntos y funciones, espacios
métricos, espacios quasi-normados y espacios de Hausdorff, teoria de procesos y sumas de
variables aleatorias independientes de Bernoulli.

En lo que sigue consideraremos el espacio medible (X,B) y el espacio de probabilidad

(Q,35, P). Usaremos algunas abreviaturas y simbolos las cuales se encuentran en el Apéndice.

1.1 Conceptos basicos sobre conjuntos, funciones y teoria

de probabilidad

Esta secciéon contiene todos aquellos resultados elementales utilizados a lo largo del trabajo

investigativo.

Definicién 1.1. Sea {A,},>1 C B una sucesién de conjuntos. Se dice que A,, | @ si, para

todo n > 1 se tiene que A,.1 C A, y ﬂ A, =0.

n>1
Definicién 1.2. Sea {A,},>1 C B una sucesién de conjuntos. Se dice que A,, T X si, para

todo n > 1 se tiene que A, C A, 11y U A, =X.

n>1
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Definicién 1.3. Sea f : X; x X5 — Y una funcién; entonces

(1) Para z; € X; (fijo), la seccién x; de f es la funcién f,, : Xo — Y dada por

fxl(ZUQ) = f(9€1, $2)

para todo x5 € Xo.

(77) Para xo € X5 (fijo), la seccion x5 de f es la funcién f,, : X1 — Y dada por

fas (1) = f(21, 72)
para todo x; € X;.

Definicién 1.4. Sean (Xi,§1), (X2, §2) dos espacio de medida y consideremos
AC Xy x Xo. Parax; € X y 29 € Xy definimos

(i) La seccién xy de A

Ax1 = {$2 € X2 . (1'1,1'2) € A}

(ii) La seccién x5 de A

Ay, ={11 € Xy @ (v1,29) € A}

Proposicién 1.1. Sea f € Ly tal que f > 0. Entonces, para cada A € (0, 1), se tiene que

2L fIE

PUT 2 MY 2 (1= A .

Demostracion:

Sea A= {f > A||f|l1}. Entonces

[fxalle = E[fxa] = E[f] — E[fxa] = E[f] = AE[f] = E[f](1 = A).

Esto implica que,
[fxally = E[fJ(1 = A) = || fl(1 = A). (1.1)

Por otro lado, como f € Ly entonces, aplicando la desigualdad de Holder, se tiene que

1 fxallr < Ifll2llxall2-
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Asi, sustituyendo en (1.1),
I Fl2lxallz = 1FI (= A);

esto es,
1 FllaPY2(A) = [ flla (L= A).
Luego,
I FIEPCA) > [ FIR(L =N
de donde,
:

Observacién 1.1. Tomando || f||; > 1, la proposicién anterior se satisface.

Proposicién 1.2. (Desigualdad de Chebishev). Sea (€2, §, 1) un espacio de medida y con-
sideremos una funciéon p-medible y positiva f a valores reales extendendidos; entonces, para

cualquier t > 0, se cumple

W{w e Q: flw) > 1)) < t%/9|f|2du. 0

1.2 Definiciones basicas sobre variables aleatorias y pro-
cesos estocasticos

En esta seccion daremos algunos resultados vinculados a un tipo de variable aleatoria llamada
Bernoulli. Asi como la definicién de proceso estocastico y su ejemplo mas conocido, el
Movimiento Browniano.

Consideremos un experimento que tiene dos posibles resultados: éxito y fracaso; y sea

p € (0,1) la probabilidad de obtener un éxito en una realizacién del experimento. Si definimos
la variable aleatoria & = 1 cuando el resultado es éxito y £ = —1 cuando el resultado es fracaso

tenemos que ¢ tiene funcion de probabilidad dada por

PE=-1)=1-p (1.2)
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Una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad dada por (1.2) se denomina
variable aleatoria de Bernoulli.

En lo que sigue, se utilizaran variables de Bernoulli considerando p = %, es decir, colocando
el mismo peso a la funcién de probabilidad.

A continuacién, daremos algunos resultados sobre este tipo de variables aleatorias que seran

de utilidad en la obtencién de resultados posteriores.

Proposicién 1.3. Sea 64, ..., 0, variables aleatorias independientes de Bernoulli. Entonces,

para todo Aj, ..., A\, € Ry A € (0,1) se tiene que

Demostracion:

Sea f : () — R dada por

i=1
Entonces f es una variable aleatoria no negativa. Veamos que f € Ly y || f||3 < 3] f]3.

Para ello utilizamos las siguientes afirmaciones las cuales se deducen directamente, dada la

definicién de la variable aleatoria 6;, j € {1,...,n}.

—
-~
S~—
=
>
il
I
—_
e
—~
—~
S
I

1)+ (-)P{0 = —1}) = 1+ (-} =0.

(i) E[0,0;] = E[6)] E[6;] ¥ 0, para todo i # .

N =

(117) E[0767] = E[67] = E[f;] = E[1] = 1, para todo i # j.

(iv) E[0f) = E[?) 1.

(v) E[620,0,] = E[0:0,] = E[6,] E[6;] 2 0, para todo i # j, k € N.
(U’L) E[QZHJQGJH] = E[@iGjH] = O, para todo 7 < j

Luego,
2

n 2 n n 2
11l = E[f*] = E (Z Ai9i> —E (Z 220242 ) Azwie])
i=1 i=1

1<i<j
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Notese que

n n 2
E {(Z 0T +2 ) A@Aj9i9j> ]

1<i<j

—E (Z )\292> +4 <Z )\292> ( Zn: AiAj9i9j> +4 < Zn: AiAj9i9j>2]

1<i<j 1<i<y

n n n 2
) (Z N Z A3A§939§> +4Y 0D T NRAN6:0; + 4 ( > AiAj9i9j> ]

1<i<j k=1 1<i<j 1<i<y
_ZX*E@“ | +2 Z NNIE[0267] +4Z Z N\ NE[620:65]
1<i<y =1 1<i<y
+4E Z NIN20202 + 2 Z AiAjeiejAjAjHejejH]
1<i<y 1<i<y
= ZX‘E [07] + 2 Z NNE[B707]+ 4 ) AANE6;6,6;]
1<i<y k=1 1<i<j

+4 Z NMIE[0202] + 8 Z AAIN; 1B (0,030, 1]

1<z<] 1<i<j
—ZA4+2 Z AT+ 4 Z AN
1<z<] 1<i<y
= ZA4+6 Z ¥
1<i<y

zs(iﬁ) —2ZA4<3<ZA2) = 3E2[f] = 3| f]|? < oo
=1

de donde, f € Ly y [|f]5 < 3| f|[F-

Por consiguiente, usando la Proposicién 1.1,

n 2 n n 2 9 )
P ({ (ZM%) ZAZ)\?}) =P ({ (ZM@‘) Z)\f||1}) > (1—)\)2}0” > ( 3)\) :
=1 =1 =1 2
esto es,
n 2 n 9
P MOl >A) NS > (1= .




CAPITULO 1. PRELIMINARES 8

n

Observacién 1.2. Si la suma Z A > T entonces, por la Observacion 1.1, la proposicién
i=1
anterior se satisface.

Proposicién 1.4. Sea {\,},en C R tal que |\,| < 1, para todo n € N; entonces, existe una

medida p en {—1,+1}Y (que depende de la sucesién {\,}) tal que para cada conjunto finito

}) > é (1.3)

Sea 2 = {—1,1}". Los elementos de € son considerados como sucesiones a = {a, },>1, donde

de elementos x1, ..., x, € R se cumple la siguiente desigualdad

n n
Z apTp| > é Z )\kxk
k=1 k=1

[L({&%}E{—lﬂJ}N:

Demostracion:

a, toma valores —1 o 1, para cada n € N.
Sea A = { A\, }n>1 C R tal que |A,| < 1; y consideremos las medidas de probabilidad
K - ]P)<{_17 1}) - [07 1] tal que,

1N\
2 Y

1+ A

pe({—1}) = 5

pe({1}) =

para cada k € N.
A partir de estas medidas construiremos la medida pu.

Definamos py : {—1, 1} — [0, 1] por

Hx = ® K-
k=1

Tenemos que f, es una medida de probabilidad en ({—1, 1} P({—1,1}Y)).

Para cada n € N definamos 7, : {—1,1}Y — R por
ro(a) = a,

donde a = {a,}n>1 C {—1,1}N.

No es dificil ver que {r,},>1 es una sucesién de v.a.(s) independientes en ({—1, 1}, uy).
Consideremos los siguientes casos: (i) Supongamos primero que A = (0, ...,0,...), esto es,
A = 0 para cada k; y denotemos ) = pp.

Noétese que, {r,}n>1 es una sucesién de variables aleatorias independientes de Bernoulli
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respecto a la funcién de probabilidad pg. De manera que, utilizando la Observacién 1.2,

n

1 1 1

e {—1,+1}": > (1——=)2>= 1.4

po [ qae{~1+1} ’;k o 64 Z:ck > (=)= (14
Por otro lado, supongamos primero que, Z M| = 1; entonces, como,

k=1
n n 1
e {-1,+1}": > = e {—1,+1}": P
{a { } ; a)xy Zxk } C {a { } 2 ri(a)xy 8}

se obtiene que,

= 1 = 1 1
Ho <{a e {-1,+1}": Zrk(a)xk. > 8}) = ({a e {-1,+1}": Zrk(a)mk > g,in > 4}>
k=1 k=1 k=1
= R 1
= o [ §ac {~L41": Yo n@ar] > s> e >
k=1 k=1
donde,
ae{-1,+1}": Z —Zx%;ch%>f Ceae{-1,+1}": Z’/‘k(a)xk —;Zw%>f
k=1 16 k=1 k=1 4 k=1 64 k=1 4
Por consiguiente,
140 <{a€{ 1,4+ Zrk(a)a:k }) > o ({ae{ 1,4+ Zrk(a)ack > 6i4 Zw% > i})
1

n

Z re(a)zy

k=1
>

Lo <{a e {-1,+1}": > %}) > i (1.5)

(ii) Ahora estudiaremos el caso A # 0. Primero notemos que,

/ ri(a) duy = Ap. (1.6)
{-1.1"

Entonces, usando el hecho de que las variables aleatorias son independientes, obtenemos

> po ({a e {-1,+1}":

(1.4)

N

Asi,

Z ri(a)xy

k=1

/{ ) 1}N(Ai —r) (N — 1) dpy =By [N — )N — )] = By [ — 1) By (A — 7))

= (]EMA [AZ} - E#A [rl]) (]El"A [)‘j] - E#A [Tj])
= (A = By [ra]) (A = Epy[rs])

L99.0=0,
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de donde, para todo 1 <1 < 5 < n,

/ (A — ) (s — 1) dpin = 0. (L.7)
{7171}N
También vale la pena sexalar que,
[ = [ et (1.8)
{71’1}N {7171}1\'
- 1
Asi, si Zx% < T
k=1
n 2 n n
/71 . (Z()\k — ’I’k)l’k> dpJ)\ = /71 o Z()\k — ’r‘k)Qxi + 2 Z (/\1 — 7’1')()\]‘ — ’I’j)ﬂfil’j d,UzA
{ ) } k=1 { ’ } = 1<i<y
= / (A7 2% — 2N\ Ty 75 + 77 37) dpy + 2 Z / (AN —73)(Nj — 1j)xiz; dpn
k=1 {=1,13% 1<i<y 1,1}
= Z </\ixi —2/\1@332/ Tk du,\+x2/ ridu,\>
k=1 {=1,1}¥ {-1.1}"

+2 Zxccj/ Y(Aj — 1) dpx.

1<i<j 1 1}N

Por tanto, de (1.6)-(1.8),

n 2 n n
/{ . (Z()\k - rk)xk> dpy =Y (M —2haihe +af) = > (A af — 20 f + 23)
—LIY \k=1

k=1 k=1

Esto es,

2
n 1
/ (Z(/\k - Tk)%) dpx < 7.
=L \g=1
n

De manera que, aplicando la Desigualdad de Chebishev a la funciéon medible Z(Ak —T) Tk,

k=1
obtenemos

Mg ({a € {7171}N :
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n

siempre que Z

»lk\H

Ahora bien, da_do que

75\ ({a e {-1,1}":

Entonces,
J75) ({a c{-1,1}":

siempre que in <
k=1

n

Z()\k - Tk)xk

k=1

=

Noétese que

J75N ({a € {71,1}N : Z )\k 77’]6 Tk
k=1

< pa ({a e {-1,1}": ;}) i1 ({a e {-1,1}" Y
< fix <{a€{—1,1}N : -

}) <{a e {-1,1}"
Luego, utilizando (1.9),

0\ ({a e {-1,1}": %}) > }L. (1.10)
Asi, de (1.5) y (1.10),

75 ({a e{-1,1}% > ;}) + o ({a e{-1,+1}1 > ;})

2
Por tanto, denotanto p = #2270 se obtiene que (1.3) se satisface si |Z Ain| = 1. Como

k=1
la escogencia de z1, ..., x, es arbitraria, esto implica (1.3). O

00\\1
MH

SOREH)

n

D> (O —re)a| <

k=1

n
§ TkTk
k=1

)

¥

n

: E TEXE

k=1

n

: E TLXL

k=1

>

ool =

Proposicién 1.5. Sea {{,},>1 C Lo; entonces, para cada conjunto finito de niimeros reales
A1y .oy Ay tales que [Ng| < 1, con k € {1,...,n} y cualquier ¢t > 0 se cumple que

P< >8t>§8 max P( >t>.
01,...0,==%1
k=1 k=1

Z A&k Z 0r&
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Demostracion:

Sea t > 0. Dado que {{,}n>1 C Lo, utilizando la Proposicién 1.4 con w € 2 (fijo) y

w) }) > % (1.11)

) }
entonces, por el Teorema de Fubini,

// (w,a)du(a) dP(w / /XA w,a) dP(w) du(a) (1.12)
e {—11p
donde,

@ [ xaad@= [ @ = [ @duta) = (4

x = & (w) para todo k € N, se obtiene que,

i ({a e{-1,+1}":

Consideremos el conjunto

n

> re(@)é(w)

k=1

>_

A= {(w,a) e x {-1,1}": ; Z)\kfk(w
k=1

Z ri(a)&e(w)

aw[gumwwmw=Aumwwwmm=AX&wmmw=me

Asi, sustituyendo en (1.11),

[nandr@) = [ P4, duta). (1.13)
0 {~1,1}N
En este sentido, integrando (1.12) con respecto a P y utilizando (1.13), se tiene que
1 1
/ P(A,) du(a) > / —dP(w) = . (1.14)
(—1,1)N a8 8
Por otro lado, para cada a € {—1, 1},
P(A,) < max P(A,)
ai...an==1
de donde,
/ P(Ay) dp(a) < / max  P(Ay)du(a) = max  P(A,) / du(a) =
{—l,l}N -1 I}N A7 yeeny an==1 A ,eney an==1 {_1’1}N

= omax P(A)u({-1,1}1) = max 1P(Aa).

(1.15)

)
S
B
3
Il
H_
=
ool =
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Ahora bien, si consideramos

> Mil(w)

k=1

Qt:{WGQ:

> 8t}

entonces,

(1) Si P(y) =0, es claro que
P ( ppTst
k=1

(i7) Si P(2;) > 0, entonces

> 8t> = P(Q;) <8 max P(

at,...an==21

PANQ)

define una medida de probabilidad para todo A € Q.

Asi, de manera andloga, P, satisface (1.15); esto es,

1
max Py, (4.) > <
al,e..,an= 8
donde,
AgN Q C {w €N Zrk(a)ﬁk(w) > t} :
k=1

Esto implica que,

P ({ ri(a)ép(w)| > t}>
max h=1 > E
at,...,apn==1 P(Qt) 8
Luego,
P ({ rr(a)ép(w)| > t})
=1 1
max > —.
al,...,an==1 n 8
P <{ > M&l(w)] > 8t})
k=1
Por lo tanto,
P ( Z)\kfk > 8t> <8 max P ( ri(a)ée| > t) )
k=1 frtn = k=1

13
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Veamos ahora algunos resultados basicos de procesos estocasticos.

Definicién 1.5. Dado un espacio muestral €2, diremos que X = (X, Xs, ..., X) es un vector
aleatorio de dimension £ si cada una de sus componentes X; : 2 — R, para i=1,....k es una

variable aleatoria.

En este punto se hace notable el nombrar dos definiciones importantes como es el caso de la

definicion de la esperanza y la matriz de covarianza de un vector aleatorio.

Definicién 1.6. La esperanza matematica de un vector aleatorio X = (X7, ..., X,,) se define
como

E(X) = (E[X4], ..., E[X,]).

Definicién 1.7. Sea X = (X3, X5, ..., X,,) un vector aleatorio donde cada X; tiene varianza
finita; entonces definimos la matriz de covarianza, ), (4, j), como la matriz cuyas entradas

(i,7) es la covarianza

> (05) = E[(X0 = ) (X5 — )],

n

donde p; = E(Xj;).

Es importante destacar que un vector aleatorio es discreto (resp. continuo) si, y solo si, sus
componentes son variables aleatorias discretas (resp. continuas); y serd mixto si existen al
menos dos componentes tales que una corresponde a una variable aleatoria discreta y la otra
a una variable aleatoria continua.

Un ejemplo de vector aleatorio continuo es el vector gaussiano, cuya definiciéon se muestra a

continuacion.

Definicién 1.8. Sea X = (X;, Xs, ..., X;,) un vector aleatorio. Se dice que X es un vector

gaussiano si él tiene densidad normal multivariada; esto es, si

f(X) = W(exp(—x — 1) S M@ — pn)?); donde g, = E[X;] y 3. es la matriz de
27 >,

covarianza cuya entrada (4, j) estd definida por ), (4, 7) = cov(X;, Xj).

Una manera de corroborar si un vector aleatorio X = (X1, X, ..., X;) es un vector normal

o gaussiano es verificando que toda combinacién lineal de sus componentes es una variable

aleatoria gaussiana.
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Ahora, en este mismo orden de ideas se define como proceso aleatorio a toda experiencia que
genera una secuencia de valores modelizables como variables aleatorias. Cada experiencia
global tiene un posicionamiento, o sea un orden en la experiencia global.

Seguidamente pasamos a definir proceso estocastico, una vez revisadas las definiciones ante-

riores.

Definicién 1.9. Un proceso estocédstico X es un familia (X;,t € I) = (X (w),w € Q, I CR),
de variables aleatorias definidas sobre un espacio €2, donde I es un intervalo, finito o infinito

numerable.
Un proceso estocastico es una fucion de dos variables:
(i) Para un instante de tiempo ¢ fijo, X;(w), w € ©, es una variable aleatoria.

(ii) Para un w fijo, Xi(w), t € I, es una funcién del tiempo. Esta funcién es llamada

trayectoria del proceso X.

Se dice que un proceso estocastico es a tiempo discreto (resp. continuo) si el intervalo I es

finito o infinito numerable.

Definicién 1.10. Un proceso estocastico Xy, t € I es llamado gaussiano si sus distribuciones
finito-dimensionales son gaussianas, es decir, si para cada coleccion de 0 < t; <ty < ... <y,

el vector aleatorio Z = (X3, ..., X3, ) tiene distribucién normal multivariada.
Un ejemplo de este tipo de procesos es el Movimiento Browniano.

Definicién 1.11. Un proceso estocédstico B= {B; : t € [0,00} es llamado Movimiento

Browniano si las siguientes condiciones se satisfacen:
(i) En el instante t = 0, By = 0.
(ii) Es estacionario e independiente por incrementos.
(iii) Para cada t > 0, B, tiene una distribuciéon normal N (0, ).

(iv) Posee trayectorias aleatorias continuas.
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1.3 Espacios quasi-normados

Esta seccion abarca resultados sobre espacios topoldgicos, en particular espacios métricos,

espacios de Hausdorff y espacios secuencialmente completos. Se da a conocer el concepto
de quasi-norma, estableciendo la definicién de los espacios quasi-normados a través de los
espacios métricos. De igual manera daremos a conocer varios tipos de convergencia y con-
siderando el espacio Ly con una quasi-norma en particular, se demostraran algunos enuncia-
dos relevantes que serviran para definir un tipo de integral respecto a una medida aleatoria

desarrolada en los capitulos posteriores.

Definicién 1.12. Sea V' un espacio vectorial. Una quasi-norma* es un mapa |- | : V" — R*

tal que,
(i) £ =0si, y solo si, ||£]| = 0.
(if) Para todo &1 € M, [I€+nl| < [I€]] + [|7]]-
Ejemplo 1.1. El mapa || - ||o : Ly — R dado por
1€llo = sup{d < 1: P({[¢] > 6}) > &}

es una quasi-norma*. Veamos esto.
Para ver que || - ||o verifica las condiciones (i) y (ii) de la Definicién 1.12 vamos a utilizar las

siguientes afirmaciones
sup{d < 1: P({[¢| > 6}) > o} =inf{0 > 0: P({|¢| > ¢}) <0}
y
inf{0 > 0: P({[(] > d}) <0} € {6 > 0: P({[¢] > 6}) <0}
Las cuales demostraremos a continuaciéon. Para ello, consideraremos conjuntos
A={0<1:P({l¢|>0})>6} y B={6=0:P({[¢|>d}) <}
Notemos que si dg € A, §; € B tal que §; < dp; entonces,

01 > P({[¢] > 61}) = P({[¢] > do}) > 0o
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de donde,
01 > (50

lo cual representa una contradiccién.
Asi, es evidente que

sup(A4) < inf(B).

Luego, para obtener la igualdad, basta demostrar que no es posible que
sup(A4) < inf(B).
Veamos esto por absurdo. Supongamos que sup(A) < inf(B); entonces, existe § € R tal que
sup(A) < 0 < inf(B).

Esto implica que,
J¢A y 0¢B
esto es,

)€ A° y b€ B (1.16)

donde,

A°= {5 < 1: P({l¢] > 5}) > 6)°
={0eR: P({[§| > d}) <dtu{d >1: P({[¢|>d}) > o}
={6<0:P({[¢]>d}) <6}U{d > 0: P({[¢] >6}) <dtu{o =1:P({[¢|>d}) > d}
—gUu{>0:P{lE>0) <UD
= {62 0: P({|¢| > 8}) <5} = B.

Por consiguiente, utilizando (1.16), se obtiene que
0eB Y o€ B

lo cual establece una contradiccion.

De manera que,

sup(A) = inf(B)



CAPITULO 1. PRELIMINARES

esto es,

I€llo = inf{d > 0: P({[¢] > 0}) <4}

Soélo falta mostrar que

inf{0 > 0: P({|¢| > d}) <46} € {6 > 0: P({[¢] > 6}) < 6}

o equivalentemente, utilizando (1.17),

1€llo € {6 = 0: P({|¢] > 0}) < 6}

18

(1.17)

Para ello, consideremos una sucesion decreciente {0, }n>1 € {6 > 0: P({|{] > 0}) < d} tal

que lim 6, = ||¢]|o ¥ definamos los conjuntos
n—oo

€, = {I¢] > 0n}
)
Ont1 < 0p
para todo n € N.
Entonces, de (1.17) y (1.18),
P() < [[€]lo

para todo n € N.

Esto implica que,
sup { ()} < [[€]lo-
neN

Mas atin, por (1.19), se obtiene que

Qn g Qn—i—l

para todo n € N.
Asi,

lim P(9,) = sup {P(Q,)}

n—oo neN

de donde, por el Teorema de convergencia Mondtona,

n—oo n—oo

lim [ xq,dP = / lim xq, dP.
Q Q

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 19

Luego, utilizando (1.20), (1.21) y (1.22) se tiene que

Pmﬂ>M%E—Kkuwmﬂp—zk%NQﬁP—Axmnm@P—Athmﬂ>

n—oo
n—o00

n—o0

= lim [ xq,dP
Q
= lim P(£,)

n—oo

< llllo

esto es,
Pl > lI€llo}) < lI€llo-

Por tanto,

1€llo € {0 = 0: P({|¢] > 6}) < d}. (1.23)

Finalmente, veamos que || - ||op se cumplen las condiciones dadas en la Definicién 1.12:

(i) (=) Supongamos que ||€|lo = 0; entonces, utilizando (1.23), se obtiene que

P({[¢]>0}) <0

esto es,
P({[¢{] > 0}) =o0.
Luego,
P({|{|=0}) =1
de donde,
¢€=0.

(<) Supongamos que & = 0, es decir, P{{ = 0} = 1; entonces,
{6 =20: P({[¢| > d}) <6} =[0,00)

de donde
inf{é >0: P({|¢| > d}) <} =0

esto es,

1€llo = 0.
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(ii) Sea &,m € Ly; veamos que

(1€ +nl > llgllo +linllo} < {I€] > lI€llo} U {lnl > lInllo}-

En efecto, consideremos wy € {|¢] < [[€]lo} N {|n| < ||nllo}; entonces,

[€(wo)l < l€(wo)llo v [n(wo)| < lIn(wo)llo-

Esto implica que,

(€ +m)(wo)l = [€(wo) + nwo)| < [&(wo)| + In(wo)| < IE(wo)llo + [[n(wo)llo

de donde,
(€ + 1) (wo)| < [I€(wo)llo + [In(wo)llo

esto es,

wo € {[€ +nl < {I€llo + [Inllo}-

De modo que,

{lel < llgllo} N {Inl < lInllo} < {I€ +nl < lI&llo + [Inllo}-

Asi, tomando complemento en la relaciéon anterior se tiene que

{&+nl > ligllo + linllo} < {1€1 > NI€llo} U lnl > {lnllo}- (1.24)

Luego, utilizando (1.23) y (1.24), obtenemos que

PAEIE+n] > Ello + lInlloy) < PHIEN> NIEllo}) + P{Inl > lnllo}) < l€llo + [Inllo

de donde,
1€llo +lInllo € {0 > 0: P({I§ +n| > 6}) < 0}
Por tanto,
inf{d > 0: P({[¢ +nl > d}) <o} < [llo + [Inllo
esto es,

1€ +nllo < [€llo + [Inllo. O
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Observacion 1.3. Noétese que

llcEllo > |clll€llo, para todo ¢ <1

[c€llo < |elll€]lo;  para todo ¢ > 1
En efecto, supongamos que para algun |c¢| < 1

le€llo < lefli€llo-

Entonces, para todo 6 € {6 <1 : P({|c&| > d}) > d},

Lkl
]

< [I€lo-

En particular, si 0 < § < |¢|, la desigualdad (1.25) se satisface. Por consiguiente,

1€]Jo > 1

lo cual establece una contradiccién, pues ||€|lo < 1.
Asi,

le€llo = |elll€llo;  para todo [¢f < 1.
De manera andaloga, si existe ¢ € R tal que |c| > 1 cumple que
[c€llo > fe[[[€]lo-
Entonces, para todo 6 € {§ <1 : P({[¢| > d}) > 0},

le€llo > [efo.

1

H7

En particular, si > la desigualdad (1.26) se satisface. Por consiguiente,

[c€llo > 1

lo cual establece una contraccién, pues |||l < 1.

21

(1.25)

(1.26)
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Observacion 1.4. Para todo &,n € Ly tal que [£] < 7|,

1€llo < Il -

En efecto, si £, € Ly son tales que |£| < |n], entonces,

{l¢l > 6} S {lnl > 0}

de donde,
P({[¢] > d}) < P({In > d}).

Por consiguiente,
{0<1:P{l¢] >6}) >0 C{d<1: P({nl >d}) > d}.

Luego,
sup{d <1 : P({|¢| >d}) >} <{o<1: P({|n| >d}) >4}

esto es,

1€llo < lInllo-

Ahora introduciremos unas nociones basicas sobre espacios topolégicos y algunas de sus

caracterizaciones.

Definicién 1.13. Sea X un conjunto y T C X. Se dice que (X, %) es un espacio topoldgico

si, y solo si, se cumplen las siguientes condiciones:
(i) 9,X € T

(ii) Si{Ua}aen € T, entonces, U U, e®.

aeh
(iii) Si{U;}?, € T, entonces, ﬁ U e®.
i=1
Observacién 1.5. Sea (X, ¥) un espacio topoldgico.
(i) Se dice que U es abierto en (X, %) si, y solosi U € .

(ii) Se dice que U es cerrado en (X, %) si, y solo si U¢ € T.
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Definicién 1.14. Sea X un conjunto y BC P(X). Se dice que B es una base de una

topologia de X si, y solo si, se cumplen las siguientes propiedades:
(i) Para todo x € X, existe B € B tal que = € B.
(ii) Para todo By, By € By todo x € By N By, existe B € B tal que x € B C B, N Bs.
Proposicién 1.6. Sea X un conjunto y I3 una base de una topologia de X, se define
Ts={UCX|VxeU3IBeB talque r€ BCU}U{gT}.
Entonces, (X, %3) es un espacio topolégico.

Demostracion:
Veamos que ¥ cumple las condiciones dadas en la (1.13) Es claro que @ € Tg. Consideremos

x € X; entonces, como 3 es un base de una topologia de X, existe B € BB tal que
reBCX

de donde, X € Tp.

n
Veamos ahora que si {U;}?_, € Tp, entonces, ﬂ U; € Tp.
i=1

Six e ﬂ Ui, se tiene que x € U; para todo i € {1,...,n}.

i=1
Luego, por la definicién de Tp, existe {B;}7, C B tal que

para todo ¢ € {1,...,n}.

Ahora bien, como B es una base, existe B € BB tal que

i=1 i=1
Asi,
(Ui € Ts.

i=1

Sélo nos falta verificar que

U U, € Tps.

aceA
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Para ello, consideremos {U, }oen € Tpy © € U U.; entonces, existe ag € A tal que
a€A

T € Uy,.
Como, U,, € Tp, entonces existe B € BB tal que

r€BC U< |JUa

a€A
de donde,
U U, € Tps.

a€EN

Luego, (X, %p) es un espacio topoldgico. ]
Un ejemplo de espacio topoldgico son los espacios métricos los cuales definimos a

continuacion.
Observacién 1.6. Se dice que Tz es la topologia generada por la base BB.

Definicién 1.15. Sea X un conjuntoy d : X x X — RTU{0}. Se dice que d es una métrica

si, y solo si,
(i) Para todo z,y € X, d(z,y) > 0.
(ii) Para todo x,y € X, d(z,y) = 0 si, y sélo si, x = y.
(iii) Para todo z,y € X, d(z,y) = d(y, x).
(iv) Para todo z,y,z € X, d(z,y) < d(x,z) + d(z,y).

Definicién 1.16. Un espacio métrico es un par ordenado (X, d) donde X es un conjunto y

d es una métrica en X.

Definicién 1.17. Sea V' un espacio vectorial. Una quasi-norma es una quasi-norma*
||l : V= R*U{0} tal que
d(z,y) = [z —yll

define una métrica.
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Ejemplo 1.2. El mapa || - ||o : Lo — RT U {0} es una quasi-norma.

Para ello, consideremos una funciéon d, : Ly x Ly — R dada por

dp(&,1) = 11€ = nllo-

Como ya vimos en el Ejemplo 1.1 ||-||p es una quasi-norma*. Sélo falta verificar las condiciones
dadas en Definicién 1.15.

Sea &, n, v € Lo; entonces

(i) dp(&m) = 1[I€ —nllo > 0.

(ii) Como
dp(&m) =0 E—nllo=0&-n=0&=1

se tiene que,

dp(§,m) =0& & =1.

(iii) Dado que
dp(§,m) = 1€ = 7llo = [In = &llo = dp(n, §)

entonces,

dp(&m) = dp(n, §)-
(iv) Considerando que
dp(& ) = 1€ =Moo =€ =7 +n—nllo < € =nllo + |7 —Vllo = dp(&n) + dp(n, )

obtenemos

dp(§,7) < dp(§,m) + dp(n, 7).

Asi, d, es una métrica. O

Definicién 1.18. Sean (X, d) un espacio métrico, x € X y € > 0. Se define la bola de centro

en z y radio €, denotada por B(x,¢€), como sigue

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}.
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Teorema 1.1. Todo espacio métrico es topoldgico.

Demostracion:

Sea (X, d) un espacio métrico. Consideremos la siguiente coleccién de subconjuntos
By={B(z,e) :x € X,e>0}

Veamos que [34 es una base de una topologia de X.

Para ello, debemos mostrar que se cumplen las condiciones dadas en Definicion 1.14:

(i) Es claro que, para todo v € X, x € B(x,1) € B,.

(ii) Sean z,y € X y €,0 > 0 tal que B(z,€) N B(y,0) # <.
Consideremos z € B(z,€) N B(y,d) y la bola abierta B(z, ), donde

B =min{e —d(z,z), 0 —d(z,y)}. (1.27)
Entonces, por la definicién de B, basta probar que
B(z,8) C B(z,€) N B(y,0).
Sea w € B(z, f); entonces, utilizando (1.27),
dw,z) < <e—d(z,x)
y
dw,z) < <d—d(zvy).

Usando estas desigualdades y aplicando la propiedad de simetria respecto de la métrica

d, tenemos
d(z,w) =d(w,z) <dw,z) +d(z,z) <€
d(y,w) = d(w,y) < d(w, 2) +d(z,y) < 0.
Luego,
w € B(x,¢€) Yy w € B(y,0),
esto es,

w € B(xz,e) N B(y,9).
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Asi, B, es una base para una topologfa de X. Por tanto, utilizando Proposicién 1.6, (X, Tg,)

es un espacio topoldgico. O

Observacién 1.7. La topologia generada por la base B, se llama topologia inducida por la

métrica d y se denota Ty.

Definicién 1.19. Un espacio métrico generado por una quasi-norma se denomina espacio

quasi-normado.
Las propiedades de los espacios quasi-normados pueden consultarse en [5].
Ejemplo 1.3. (Ly,%,,) es un espacio quasi-normado.

Una vez aclaradas las definiciones y caracteristicas de espacios topolégicos y espacios métricos
estableciendo la conexion entre ellos, vamos ahora a trabajar con sucesiones en estos tipos

de espacios.

Definicién 1.20. Sea (X, %) un espacio topologico y { x, },>1 una sucesion de elementos en
X. Se dice que {x,},>1 converge a x si, y solo si, para todo conjunto abierto U, tal que
x € U,, existe N € N tal que si n > N entonces z,, € U,.

’ T
Se denotard z, — .

Lema 1.1. Consideremos el espacio quasi-normado (Lo, T4,) y sea { &, }n>1 una sucesion de
elementos en Ly. Entonces, {&,},>1 converge a una variable aleatoria £ si, y solo si, para

todo € > 0 existe N(¢) € N tal que si n > N(e) entonces ||&, — &|lo < € (&, I o o).

Demostracion:

En efecto,

§ng—d§§@V6>03N€Ntalque§nEde(g,e),sinZN.
& Ve>03 N eNtal que dy(£,€,) <€, sin>N.
& Ve>03 N eNtal que dy(§,,8) <€, sin> N.

< Ve>03N eNtal que € —&|lo<e,sin>N. O
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Definicién 1.21. Sea {{,},>1 € Lo. Se dice que {&,},>1 converge en probabilidad a una

variable aleatoria £ si para cada € > 0, dado § > 0, existe N € N tal que si n > N entonces

esto es,
lim P(|&, —&| > ¢€) =0.
n—oo
Se denotard &, £ £ 6 E=plim ¢,
n—oo

Proposicién 1.7. Sea {&,}n>1, {1 }n>1 dos sucesiones en L tales que convergen en

probabilidad a &, n respectivamente; entonces,

(1) {&. + Mntn>1 converge en probabilidad a & + 7.

(17) {&Mn fn>1 converge en probabilidad a & 7).

Demostracion:

Sea €, § > 0y consideremos wy € {|¢, — & < £} N {|n, — n| < £}; entonces,

|(§n =+ 1) (wWo) — ((§ +1)(wo))| = €n(wo) + Mnlwo) — (€(wo) + n(wo))]
= |€n(wo) + N (wo) — E(wo) — n(wo)]
< |€n(wo) — §(wo)| + [7n(wo) — n(wo)]

<-4l
S5tg=«

de donde, wy € {|(& + ) — (E+1)| < €}

Por consiguiente,

{ls—a < Shadm—n < Shcli@+m - E+nl<e.

Luego, de la convergencia de {&,}n>1, {7 }n>1, se tiene que existen Ni(e,d), No(e,d) € N

tales que si n > Ny, n > N, entonces

Plig+m) €+l > <P ({l—d >} +P({m—nl>5}) <5 +5=0

Asi, tomando N = max{Nj, N2}, se obtiene que

P{[(&n + 1) — (E +n)| > €}) < d; paratodon > N
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De manera andloga, para probar (i7), consideremos wy € {|§, —&| < e} N{|n. — 1| < e}

con €] = entonces,

1+\77|+\§|’

[&n 1 (wo) — En(wo)| = [€n M (wo) — Enlwo) + E1m(wo) — § 1n(wo)]
= |1 (wo) (&0 — &) (wo)) + &(wo) (7 — 1) (wo))|

((&n — &) (wo))| + [§(wo) (7 — 1) (wo))]
= | (wo) |(&n — &) (wo)| + 1€ (wo)] | (17 — 1) (wo)]

( n(wo) + nlwo)| |(&n — &) (wo)| + |€(wo)] | (112 — 1) (wo)]
= |(mn — n)(wo) + n(wo)| [(&x — &) (wo)| + [£(wo)| | (112 — n)(wo)]
< ([(n = m)(wo)| + n(wo)|) (& — &) (wo)| + [€(wo) | (7 — m)(wo)]
= |1 — ) (wo)| (& — &) (wo)| + [n(wo)| [(§n — &) (wo)]
+ [€(wo)| [(n — 1) (wo)]

<e+nlea+éla <e+nlea+]Ela=eal+n+[) =

)
< [ (wo)
)
) —

- |77n Wo

de donde, wy € {|&, n, — En| < €}

Mas aun,
{6 =&l <earn{ln —nl <el C{l&n —&En)l < e}

Luego, de la convergencia de {&,}n>1, {nn}n>1, se tiene que existen N3(e,0), Ny(e,0) € N

tales que n > N3, n > N4 cumplen que

P({I(&nm) —€n)| > ) < P({len — € > )+ P({ne—nl > 1)) < 5 42 =3

Por tanto, tomando N = max{N3, N}, se obtiene que para todo n > N,

P<{|§n7]n_§n|>€})<5 N

Proposicion 1.8. La convergencia en la topologia T4, es equivalente a la convergencia en

probabilidad, esto es,
&P e a5

Demostracion:

Sean €,0 > 0 y supongamos que &, Lo &; luego, por Lema 1.1, existen Ni(€), No(5) > 0
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tales que si n > Ni(€) y n > Ny(9) entonces

1€ —Ello <€ y & —Ello <0

Ahora bien, utilizando (1.17), tenemos que

inf{n >0 : P{|§, — &l >n} <n} <e
y

inf{n >0 : P{|& — & >n} <n} <o

para todo n > Ny(€) y n > Ny(9).
De modo que, existen ng, 1 € {n > 0 : P{| — &| > n} < n} para todo n > Ny(e) y
n > Ny(9) tales que

n<e y m<9o

de donde,

P{{[gn =&l = €}) < P({I&n — &l > €}) < P({[&n — &l > m0}) <o <€ (1.28)
y
P{l&n — €[ >0} < P{I&n — €[ >m} <m <0 (1.29)

para todo n > Ny(€) y n > Ny(0).
Asi,

(i) Sid > e, entonces utilizando (1.28),
P{l&n — &l 2 0} < P{[&n — & > €} <€
para todo n > Ny (e).
(ii) Sid < e, entonces utilizando (1.29),
P{l&n — &l = e} < Pl — €| > 6} <6

para todo n > Ny(0).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 31

Luego, tomando n > N (e, ) = max{N;(¢), N2(9)}, se obtiene que

P

&n — &,

Reciprocamente, si &, R ¢, entonces existe N € N tal que n > N(e, ) cumle que

N

P{[&n =&l > €}) <

para todo n > N(e,d). Tomando € < g, se obtiene que

P({[.— & > 33) < P({J&, — €] > })

para todo n > N(e, d); de donde

| S

P({l.— € > 3}) <

para todo n > N(e,8). Es por ello que, 2 € {n >0 : P({|&, — &| > n}) < n}, para todo
n > N(e, ).
Luego, para todo n > N (e, 0),

by > 0 ¢ P&, € > ) <n} < <

esto es,
160 — &llo <0
para todo n > N(e, d).
Por lo tanto,
£, 'Ve O
En lo que sigue, denotaremos el espacio topolégico (Lo, T4,) por (Lo, || - |lo) y nos referimos

a la convergencia en Ly como la convergencia en probabilidad.

Corolario 1.1. Si {&,},>1 C L tal que

lim sup P({[n] > ¢}) = 0

c—00 neN

entonces, {{, },>1 converge en probabilidad.
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Demostracion:

Sea €1,€ > 0 tal que €; < € y consideremos {&, },>1 C Lo tal que

lim sup P({|{,] > ¢}) = 0.
N

c—00 ne

Entonces, existe M € N tal que ¢ > M cumple que

Sup P({[¢] > c}) < e

Luego,

P({

paratodon € Ny ¢ > M.

>a}) = PHl&l >} <a

€1
_Sn
C

Por consiguiente,

)
wefszo:p({fa]> o) <o)
para todon € N, ¢ > M.

Noétese que, utilizando (1.17),
)
H_gn S €1
¢ o

paratodoneNyczM,con(SE{520 : P({%|§n|>6})§5}.

Mas atin, de (1.30),
c€{620: P({[&|>c}) <0}

para todon € N, ¢ > M.

Asi, considerando que

oo ({

obtenemos, de (1.31),

[€nllo <@ <e

para todon € N, ¢ > M.

Sof) <o} =020: Pl ) <)

32

(1.30)

(1.31)

Luego, tomando n > ¢ y utilizando la Proposicién 1.8, {&,}n,<1 converge en probabilidad.

]
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Ahora, procedemos a definir los espacios de Hausdorff y los espacios secuencialmente com-

pletos.

Definicién 1.22. Un espacio topolégico (X, T) es un espacio de Hausdorff si, y solo si, para

todo a,b € X tal que a # b, existen conjuntos abiertos y disjuntos G y H tales que
aeG beH.

Corolario 1.2. Todo espacio métrico es un espacio de Hausdorff.

Demostracion:

Sea (X, d) un espacio métrico. Sean a,b € X tales que a # b; entonces, d(a,b) = € > 0.
Consideremos las bolas B(a, z€) y B(b, 5€). Aseguramos que B(a, 3¢) N B(b, 5¢) = @. En
efecto, si p € B(a, %e) N B(b, %e), entonces d(a,p) < %6 y d(b,p) < %e; de donde, por la

desigualdad triangular,

1 1 2
d(a,b) <d(a,p) +d(p,b) < e + ¢ = —e.
3 3 3
Esto establece una contradiccion, pues d(a,b) = €.
1 1
Por tanto B(a, ge) N B(b, 36) =0. O

Ejemplo 1.4. (Lo, || - ||o) es un espacio de Hausdorff.

Definicién 1.23. Un espacio topolégico Hausdorff X es secuencialmente completo si toda

sucesion numerable de Cauchy converge en X.

Se puede consultar [4] para verificar que L es un espacio secuencialmente completo.
Para finalizar esta seccién, veamos algunos resultados de convergencia incondicional en el

espacio L.

Definicién 1.24. Sea (X,%,0) un grupo aditivo topoldgico. Se dice que la serie Zmn
n>1
es convergente en subseries si ank es convergente, para toda subsucesién {x,, }r>1 de
k>1
{xn}nZL
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Definicién 1.25. Sea (X, %, 0) un grupo aditivo topolégico. Una reordenacion de la serie

Z x, es una serie de la forma Z Yn, donde y, = T4y y f : N = N es una funcién biyectiva.

n>1 n>1

Ejemplo 1.5. Sea

2k sin=2k+1.
2k +1 sin=2k.

Ay =

Tomando,
2k +1 sin=2k.

2k sin=2k-+1

f(n) =

se tiene que f es una funcién biyectiva.

Luego, la serie E Afn) = E a, es una reordenacion de la serie E ap,.

n>1 n>1 n>1

Definicién 1.26. Sea (X, ¥, 0) un grupo aditivo topoldgico. Se dice que la serie an es
n>1
incondicionalmente convergente si todo reordenamiento es convergente.

Ahora bien, considerando que Lj es un espacio vectorial topoldgico secuencialmente completo
respecto a la métrica generada por || -||o, se obtiene el siguiente resultado, cuya demostracién

se puede ver en [3].
Proposicién 1.9.

Sea {&, }n>1 una sucesion de elementos en el espacio quasi-normado (Lo, || - ||o)-
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La serie Z &, converge incondicionalmente en (Lo, d,).
n>1

(77) La serie Z &, en (Lo, d,) es convergente en subseries. O
n>1

Un resultado importante en el estudio de convergencia incondicional, el cual daremos sin

demostracion, es el siguiente
Proposicién 1.10. [Teorema 2,[2]]

En el espacio quasi-normado (Lo, || - ||o) la convergencia incondicional de la E En es
n>1

equivalente a la convergencia de todas las series Z Mén, con \, € L.
n>1
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Notese que, convergencia incondicional de la serie E &, en el espacio quasi-normado
n>1
(Lo, || - |lo) es equivalente a la convergencia incondicional en probabilidad, esto es, toda

reordenaciéon de la de la serie converge en probabilidad.

A partir de las proposiciones 1.9 y 1.10 se obtiene lo siguiente

Corolario 1.3. En el espacio quasi-normado (Lo, || - o) la convergencia en subseries de la

serie E &, es equivalente a la convergencia de todas las series E Akn, con A, € Lo
n>1 n>1



Capitulo 2

Medidas aleatorias e integrales

La motivacién de este capitulo es la construccién de la integral respecto a una medida
aleatoria arbitraria p. Definiremos la integral con respecto a medidas aleatorias siguiendo el
mismo proceso utilizado en [4] pero, en este caso, adaptado al espacio quasi-normado (Lo, || -
lo). En este sentido, considerando que (Lo, || ||o) es un espacio de Hausdorff secuencialmente
completo, mostraremos que toda medida aleatoria es convexamente acotada; siendo éstas las
condiciones necesarias y suficientes para definir la integral en cuestién. Luego, se citan

algunas propiedades de interés y se considera la integral de funciones aleatorias particulares.

2.1 Medidas aleatorias

Definicién 2.1. Sea p : 2 x B — R una funcién de dos variables. Se dice que p es una

medida aleatoria si

(1) pa € Lo, para cada A € B.

(i7) Para cada {A,},>1 C B tal que A,, | &, se cumple pia, - 0.
(17i) Si A, B € B tal que AN B = & entonces jiaup = fia + ip C.S.
donde 114 denota la seccion A de pu, para todo A € B.

Definicién 2.2. Un conjunto A € B es llamado p-nulo si, para cada B C A con B € B,

up =0 c.s.

36
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Observacién 2.1. A menos que se indique lo contrario, no se utilizara explicitamente la

dependencia de w € ), esto es, u(A) := p(w, A), para todo w € Q, A € B.

Ejemplo 2.1. Sea B = {B; : t € [0,T]} un Movimiento Browniano, con 7" > 0 (fijo);

entonces,
T
u() = [ xatvBias,
0
es una medida aleatoria en ([0, 7], B([0,T))).

En efecto, basta con demostrar las condiciones dadas en Definicién 2.1. Vedmoslo:

(i) Sea A € B. Dado que (ver [9]), para todo w € €,

1

pa(w) = /0 XaBi(w) dBy(w) = /ABt(w) dB;(w) = 5 B2, i(w)—max A €L

entonces, g € L.

(ii) Sean € > 0, {A4,},>1 € B([0,7]) tal que A, | @. Entonces, por el teorema de la Clase

Monoétona y propiedades de la funcion indicadora se tiene que

T T T T
kli_{gomk Zkh_{go/o Xa, Bt dBt:/o kh_{IOlOXAkBtdBt :/0 X lim AkBtdBtZ/O XoBidBy =0

k—oc0

Asi, considerando € > 0, se sigue que

Jim Pl <o) = | Vi (g <} 9P = | xadp=r@ =1
de donde,
lim P({|j1a,] > €}) = 0.
k—o0
Por tanto,

HA, £> 0.
(iii) Sea A, B € B(]0,T]) tal que AN B = &; entonces,
T T T
pavs = | xanBidBi= | (et xu)BudBi = [ (xaBit xsB) B
0 0 0

T T
:/ XaB; dB, +/ XBDB: dB;
0 0
= paA+ pp C.S.

de donde

pauB = A+ g C.8. Il
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Proposicién 2.1. Sean p una medida aleatoria y A, B € B tal que A C B; entonces

pe\a(w) = pp(w) — pa(w)  cs.

Demostracién:
Si A, B € B tal que A C B, entonces podemos escribir B como unién de conjuntos disjuntos,
a saber,

B=AU(B\A).

Luego, como p es una medida aleatoria,

pp(w) = pa(w) + pp\aw) e

esto es,

pp\a(w) = pp(w) — pa(w)e.s. O
Proposicién 2.2. Sea p : Q x B—R una funcién de dos variables tal que pusq € Ly, para

cada A € B; entonces p es una medida aleatoria si, y solo si, u es o-aditiva. tal que pa € Ly,

para cada A € B.
Demostracién:

(=) Supongamos que p es una medida aleatoria.
Sea {A,}n>1 € B una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos. Consideremos el

conjunto A = U A,y sea { By }n>1 C B la sucesion definida por:

n>1
A n=1.

k=1

n

Por construccién es claro que {B, },>1 es una sucesién decreciente; por lo que,

1m&:ﬂm

n—00
n>1

Veamos ademés que B, | &.
En efecto, si x € m B,,, entonces x € B,,, para todo n € N; esto es,

n>1

reA y z¢|JA
k=1
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para todo n € N; de donde,
n
S LJ‘AH y @ ¢ LJ LJ14h
n>1 n>1k=1
Esto establece una contradiccién, pues

JacUUa

n>1 n>1 k=1

Por tanto, ﬂ B, =9, estoes, B, | 9.
n>1
Usando este resultado y aplicando las poposiciones 1.7, 2.1, obtenemos que

pra—p lim Y pa, =p lim [/m - ka]
k=1 k=1
=0 Jim [ = p0,
=P I gy, .., 4
=p lim pp,
n—oo

=0.

De manera que,

’LLUnZIAn:/.LA:pJI—)rlgoZMAk:Z'U/Ak
k=1 k=1
Luego, p es o-aditiva.

(<) Supongamos ahora que p es una funcién o-aditiva; entonces es claro que p es finita-
mente aditiva.
Sea {A,}n>1 C B tal que A, | &; entonces, veamos que la sucesién { B, },>1 C B dada

por
A sin=1.
ACNAC | sin>1

es disjunta dos a dos.
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Sean i # j y supongamos sin pérdida de generalidad que i > j; entonces,
BiN B; = (AJ\A7) N (AF\A]_)) = (A7 N Aiy) N (AT N Aj)
= (AiNAS) N (AN Aj)
=AiNA
CANA; =0
de donde, B; N B; = @.
Por otra parte, es claro que

U4A=JB. v A ={]JBw (2.1)
k=1

n>1 n>1

Por consiguiente, considerando que A¢ 1 X y utilizando (2.1),

n

X = B, 5 = U, By = ) Hp, =D M Y s,

n>1 k=1
=p Jim i, 5,

=p lim pae.

n—oo
Esto implica que,
px —p lim pge =0
n—oo
de donde, por las proposiciones 1.7 y 2.1,
p lim g4, = p lim pxna, =p Im pxyae = p lim [px — prag]
n—oo n—roo n—oo n—oo
= px — p lim pige
n—oo
= 0.
Por tanto, i es una medida aleatoria.

Definicién 2.3. Un familia de variables aleatorias {£, : v € I'} se dice que esta acotada en

probabilidad si
lim sup P ({]&,] > ¢}) = 0
er

c— 00 ~

o equivalentemente,

ggilég\!tfwl\o = 0.
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Definicién 2.4. Sea p una medida aleatoria. Se dice que p esta acotada, si {ua : A € B}

es acotado en probabilidad.
Otro resultado importante cuya demostracion se puede encontrar en [8] y [11] es el siguiente

Teorema 2.1. Sea X una o-algebra (o o-anillo); entonces, el conjunto de funciones o-aditivas

X — Lg esta acotado en probabilidad.
A partir de la Proposicién 2.2 y el Teorema 2.1 se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 2.1. Toda medida aleatoria u es acotada.

Lema 2.1. Para toda medida aleatoria pu,

l
lim sup P
=00 AkﬂAjzg ,leN, |Ck|§1

Z Cr A, 2

k=1

}) “o

Sean {c;}i>1 C [—1,1], {Ar}r>1 € B tal que A, N A; =, con i # j, y consideremos ¢ > 0;

ol e

Demostracion:

entonces, utilizando la Proposicion 1.5, se obtiene que

({4 e

Por otro lado, consideremos 6 = {6, ...,6;} C {—1,1}! y definamos

l

Z CrlbA,

k=1

l l

U Ak X Bg = U Ak

k:6,=1 k:0p=—1

Entonces, como {Ag}r>1 € B es una sucesién disjunta de conjuntos, Ap N By = &.

Mas atn,
!
ZekﬂAk Z ek,uAk + Z ek,UAk Z Ha, — Z A, = HAay — UB,
k:0,=1 k:fp=—1 k:6,=1 k:fp=—1
de donde,

P ({ ;Hku,% > %}) :P({|NA9 — pig,| > g})

Por consiguiente,

l
& C
s ({0 = £}) = g Qo n = 53).
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De modo que, utilizando (2.2),

de donde
l
sup P
ApNA;j=2,1eN, |¢,|<1 k=1

l

Z CrlbA,

k=1

Z CrltA;

Solo falta mostrar que

& C
{|ILLA9_/‘LBG|>§} {|MA9|>16}U{|MBG|>1_6}

Para ello, consideremos wy € {|ua,| < 5} N {lus,| < 75} entonces,

|(1ag = 1y) (wo) | = [11as (wo) = sy (wo)| < g (wo)| + |es, (wo)| <

de donde, wy € {|,uA9 — pg,| < g}

Esto implica que,

C C
{|/~LA9‘§1_6}ﬂ{|/1'39|§1_6}g{‘:u149 M39| 8}

o equivalentemente,

C C Cc
SN Ny (AT (P

Asi, utilizando (2.3) y (2.4),

sup P

l

Z Crlba,

k=1

> c}) <8 sup P
A,BeB

< 16sup P ({ > —})
sup |114] TG

>of) o

Luego, como p es acotada (Corolario 2.1)

l
lim sup P
€00 AkﬂAjzz ,lEN, |Ck|§1

Z Ci Ay,

k=1

1) < g (sl > £)

> c}) < 8As’131£BP ({WA — gl > g}) :

E+1_6

<{|MA9 NBe|>8}>
<t s P ({luat> 55} el > 55))

C

8

42

(2.3)

(2.4)
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Este ultimo resultado es de suma relevancia, pues nos permitird demostrar que todas las
funciones medibles acotadas son p-integrables.

Veamos ahora el siguiente Teorema.
Teorema 2.2. Toda medida aleatoria es convexamente acotada.

Demostracion:
Sea p una medida aleatoria; entonces, por Corolario 2.1, 1 es una medida acotada. Sea

{&.}n>1 C Lo una sucesion tal que la serie E &, es convergente en subseries; entonces, uti-
n>1

lizando el Corolario 1.3, se obtiene que la serie Z Anén es convergente, para todo { A, }n>1 C
n>1
(. Luego, u es convexamente acotada (ver Corolario2.3 en [4]). [

2.2 Integrales de medidas aleatorias

Por los resultados dados en la seccion anterior, podemos asegurar que:

(7) (Lo, || - ||o) es un espacio de Hausdorff secuencialmente completo.

(17) Toda medida aleatoria p es convexamente acotada.

En este sentido, la teorfa de integracion segin lo previsto en [2], [3], y [6] de manera andloga

a la integral de Lebesgue, definen la integral para una funcion B-simple f, digamos, f =

n
E a;X 4,, COMO sigue
i=1

/fdM:ZGiHAmAi; para todo A € B.
A i=1

Luego, para funciones medibles tenemos:

Definicién 2.5. Una funcién medible f : X — R es integrable con respecto a una medida
aleatoria i, si existe una sucesién de funciones simples { f,,}»>1 tal que

/gdu
X

=0. [l
0

lim  sup
=00 19| < | — fnl
geS(X)
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Las siguiente observacién puede verse en [6] y se demuestra para espacios mas generales en
2].

Observacion 2.2. (i) Todas las funciones medibles y acotadas son p-integrables.

(ii) Si f es p-integrable, entonces para todo Hy € B tal que Hy | @,

/ gdp
Hy,

Se demostrard (i) y se utilizard (i7) més adelante.

= 0.
0

lim sup
k=00 g < iy

geS(X)

Sean € > 0, p una medida aleatoria y f: X — R una funcién medible tal que |f| < ¢ p-c.s.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 1; entonces, por el Teorema de aproxi-
macién por funciones simples, existe {f,},>1 € S(X) tal que f, 1 |f| uniformemente; de
donde, |f,,| — |f| de manera uniforme. Es por ello que, |f,| <1 p-c.s.

Ahora bien, consideremos ¢*) € {g € S(X) : |g| < |f. — f|} para todo n € N; entonces,

199
2

<1

para todo n € N.

Asi, usando el Lema 2.1,

g(ﬂ)
lim sup P ({ / —du| > c}) =0.
€00 neN A 2

Luego, del Corolario 1.1, existe N € N tal que si n > N, entonces

(0)
[
X 2 0

(0)
<[5,

<e
2

Notese que, por la Observaciéon 1.3,

1

2

De manera que,

<e€
0

/ 4 dy
X
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para todo n > N.

Por tanto,

sup ‘ / gdu|| <e
lgl < |f = fnl X 0
g€S8(X)
para todo n > N; esto es,
lim  sup / gdu|l =0. [
N0 g < 1f = Sl IV X 0
g€S(X)

Corolario 2.2. Sean f : X — R una funciéon medible y p una medida aleatoria. Si f es

integrable respecto de p existe una sucesion { f,}n>1 C S(X) tal que

p lim / fndpu.
n—oo X
existe.

Se denotard

[ fdn=pjm [ foau
X n—oo X

Demostracion:

Sea € > 0. Notese que si f : X — R es integrable respecto a p existe {f,}n>1 C S(X),

/gdu
X

N € N tal que si n > N entonces

€
< .

sup 5

lgl < 1f = ful
g€8(X)

0

De modo que, denotando

A, ={g€S(X) : |gl <|f = ful}

’/gdu
X

Ahora bien, supongamos sin pérdida de generalidad que

obtenemos

< % (2.5)

0
para todo n > N(e) tal que g € A,,.

max{|fn - flv |fm - f|} = |fn - f|7
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para todo n,m > N(e).
Usando el hecho que {f, — fi}nm>1 € S(X) y considerando que para todo n,m € N

|fn_fm|:|fn_fm+f_f|S|fn_f|+|fm_f|§2max{|fn_f|v|fm_f|};

se obtiene que

fn_fm |fn_fm|
— < —
: Il <1
para todo n,m > N(e).
Por consiguiente, para todo n,m > N(e),
‘/ fn_fm d,u <E‘
2 ;2
De manera que,
fn_fm fn_fm
‘/nw—/mw {/n—mw {/ Ty [ 12T,
X X 0 X 0 X X 0
X 2 0 X 2 0
_eL e
2 79~ °

para todo n,m > N(e).
Luego, { ) x Jn du}n>1 C Lg es una sucesion de Cauchy en probabilidad.

Por tanto, { / fn d,u} converge en probabilidad. O]
X n>1

Observacién 2.3. (i) Se puede ver en [6] que la integral anterior es lineal y mondtona.

(ii)ParatoderB,/fdu:/XAfdu.
A X

Proposicién 2.3. Sean p una medida aleatoria y f una funcién medible tal que |f| < ¢;

entonces / f dp es una medida aleatoria.
X

Demostracion:
Dado que f es medible y acotada, por Observacién 2.2 parte (ii), f es u-integrable. Luego,
usando el Corolario 2.2, existe {f,},>1 C S(X) tal que

/){fdunggrgo/)(fndu. (2.6)
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Veamos que / f du satisface las condiciones de la Definicion 2.1
X

(1) Es claro que, / fdu € Ly, con A € B (fijo).

(17) Sea {Ap}n>1 QAB tal que A, | @.

Notese que, por la Proposicion 1.8, la convergencia en probabilidad y la convergencia en la
métrica generada por la quasi-norma || - || son equivalentes.

Por consiguiente, utiizando (2.6) y la Observacién 2.2 parte (ii), se obtiene que

lim ‘/ fdull = lim lim ‘/ fodp|l < lim sup / gdu|l =0
g€

A, / fdu5o0.
A
(171) Fiﬁalmente, considerando A, B € B tal que AN B = &.

AUB n—=0 J AuB

lTL
fdp=p lim fandp =p lim Zc;m,u((A UB)N Agp)
k=1

ln
= pnh_glo Z Cenpt((AN Agn) U (BN Agy))
k=1

ln

==Rg&§;%AMAﬂAMW+MBﬂAMD
m m

=p lim Z Cknf(AN Agp) + p lim Z Cenit(B N Agn)
=p lim / fodp+p lim / fndp.
con {Apnti>1 C B, {crnti>1 CR, n €N (fijo).
Por tanto, / f du es una medida aleatoria. O]
b's

Otro resultado que utilizaremos més adelante cuya demostracién se encuentra en [10] es el

siguiente

Lema 2.2. Para una funcién medible f : X — R p-integrable, la siguiente condicién se

/Afhdu C/deu

satisface

< 16 sup
0 BcCA

Vh:X — Rtal que|h(z)| <c,

VAeB O
0
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Cunsideraremos ahora funciones aleatorias de la forma
fla,w) = &(w) fulx) (2.7)
k=1

donde {&:}i>1 € Loy fr : X — R son funciones medibles tales que | fi| < 1, para todo
k € N. Para cada x € X, excepto para un subconjunto p-nulo de X, la serie (2.7) debe

converger en probabilidad incondicionalmente.



Capitulo 3

Teoremas de Convergencia de

funciones aleatorias

En ese capitulo daremos a conocer algunos teoremas de convergencia en el espacio quasi-
normado (Lo, || - |lo) de integrales de funciones aleatorias dadas en el Capitulo 2, (2.7);
estableciendo condiciones necesarias y suficientes para que dicha convergencia en Lg se pre-

sente de manera incondicional.

3.1 Funciones aleatorias

En lo que sigue, consideramos las funciones aleatorias del siguiente tipo,

oo

flx,w) = &(w)fulz) (3.1)

k=1
donde {&}r>1 € Loy {fi} € M(X) tales que | fx| <1, para todo k € N. Para cada z € X,
excepto para un subconjunto p-nulo de X, la serie (3.1) debe converger en probabilidad

incondicionalmente.

49



CAPITULO 3. TEOREMAS DE CONVERGENCIA DE FUNCIONES ALEATORIAS 50

Definicién 3.1. Una funcién aleatoria de la forma (3.1) es integrable respecto de la medida

aleatoria p si la serie

/Afduz ;&/Afkdu (32)

converge en probabilidad incondicionalmente para todo A € B.

Ahora bien, considerando que el espacio quasinormado (Lg, || - ||o) es un grupo topoldgico

Hausdorff, enunciamos un resultado cuya demostracion es andloga al Teorema 8.6 en [8].

Proposicién 3.1. Sea {f"},>1 una sucesion funciones definidas en € x B. Si, para cada

A € Qexiste f4 =p lim [}, entonces [ es o-aditiva. O
n—oo
Corolario 3.1. La integral de la forma (3.2) es una medida aleatoria.

Demostracion: Sea A € B y consideremos una funcién aleatoria f, p-integrable, de la forma
(3.2); entonces, existen una sucesién de funciones B-medibles {fx}r>1, |fr| < 1 para todo

keN,y {&}e>1 C Lo tal que la serie

/Afdu—gfk/AfW

converge en probabilidad incondicionalmente.

/A fudp

es una medida aleatoria, para todo k € N.

Nétese que, por la Proposicién 2.3,

Luego,

& [ fedp

es una medida aleatoria, para todo n € N. Asi, usando la Proposicién 3.1, se obtiene que
[ rau
A

Por tanto, de la Proposicion 2.2, / f du es una medida aleatoria. O
A
Otro resultado de interés que se utilizara a lo largo del capitulo es la equivalencia de la

es una funcién o-aditiva.

convergencia en probabilidad y la convergencia generada por la quiasi-norma || - [|o.

Nos referimos a p como una medida aleatoria.
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3.2 Teoremas de Convergencia

En lo que sigue daremos los teoremas de convergencia de las integrales de funciones aleatorias,

definidas en la seccion anterior, con respecto a medidas aleatorias generales.

Teorema 3.1. Sea {&}r>1 C Lo tal que, para toda familia {Ax}r>1 C B, la serie

> Erpia, (3.3)
k=1

converge en probabilidad incondicionalmente. Entonces, si {f}x>1 C M(X) tal que |fi| <1

para todo k € N| la serie (3.2) converge en probabilidad incondicionalmente.

Demostracion:

Sean A € By {fi}r>1 € M(X) tal que |fx] < 1, para todo k& € N; entonces, por la
Observacién 2.2, fi es p-integrable para todo k € N; de modo que existen

{fI"'}n>1 € S(X), con k € N (fijo), tal que

[ fdn=p i [ s au
A n—oo A

donde, |f}'| <1 para todo n € N, con k € N (fijo).

Esto implica que,

Aﬁduo

Ahora bien, veamos que

s
E Cik LA,

k=m i=1

Z CikfkﬂAik

ik

< sup (3.4)

leig] <1
AikﬂAij:Q

leig] <1
0 AikﬂAijZQ

sup E Cikrita, || < 16 sup E Sktta,
leig| <1 L AreB
AikﬂAijZZ b 0
Para ello, mostremos primero que
sup a|| =8 sup E OikSrpias,
leie] <1 i £ 1
AikI"IAZ'jZQ AikﬂAij_Q 0

Sean {Aixtix>1 C B, {cik}i>1 € [—1,1] con k € N (fijo). Consideremos

506{5<1:p({ 3 >5})>5}.

Z CikhIb Ay,
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P ({ > cinbipa, | > 50}> > &o. (3.5)

Luego, usando la Proposiciéon 1.5 con t = <2, se tiene que
> 50}> )

J
o (s g}) ({
OAllkmAz;_g ik

Luego, de (3.5),
do
— .
> 3 }) > 0p

Asi, existe una sucesién disjunta { By }ix>1 C By escalares |¢i| < 1, para todo i € N con k

z})é_

Entonces,

ik

0i1,...0ip £ 1
AikmAijZQ

§ sup P({ > ikt
ik

fijo, tal que

> dunbiin,

s
S

De manera que,

ik

Ahora bien,
ik
C {5< 1:P { > dinrpn, | > 5}) >5}
ik
C{5<1 P {Zk:fbikfku&k >g}) >5}
{5 <1:P { Squikfk,uBik 5}) }
ik

Por consiguiente,

o) o

De modo que, utilizando la Observacién 1.3,

Z CikhhtAy,

ik

8 Z GikrhiB,

)

> Olrtia,
ik 0

<8 sup
i £ 1
0 AikﬂAi]'ZQ

8 dunbuiin,
ik

BI1> dunlriin,
ik

0 0
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Por tanto,
sup E Ciklklla,. || <8 sup E Oirrtia,, (3.6)
leirl <1 ik 0,5 £ 1 e
AijxNAj=2 b 0 AjNA; ;=2 % 0

Soélo falta mostrar que

gsuf E Oinitta,, || < 16 sup E Eklia,
ik i,k Ar€B
A; kﬂAU—Q 0

Para ello, consideremos 0 = {61, ..., 0} tal que 6, = £1, para todo i € {1,...,{x} con

k € N (fijo), y denotemos

Ik

Uk
U 4% v Bo= |J A

1:0;=1 1:0;,=—1
Entonces,
n g n g
D Oibipa, =D Y Oulria, = Y & > binpiay
ik k=m i=1 k=m  i=1
n s Uk n Uk Uk
=>4 < > Owpa,+ Y Hz'k,uAik> = Z &k ( S onan— Y, MAZ.,C)
k=m i leil zOlk:—l = i szil i le:—l

- ; gk (”Ul{?aik Aik MUL 0, k_fl ) Z fk <MA9k MBO’“)

de donde,

Z‘gikgk,uAik = Z €k (MAek - NBek> :
i,k k=m

Es por ello que,

ZeikngAik o (’MA% o 'uB9k> - ng'u‘%k + Z&“MB%
ik 0 0 k=m 0 k=m 0
< 2 sup Skhia
AreB Z * 0
Por tanto,
sup Zézkﬁkm .|| <16 sup Z Entia, (3.7)
0k :l: AreB
A.Lkl"IA ik 0
Asi, finalmente, utilizando (3.6)
sup || > candepta|| <16 sup || > &, (3.8)
leikl <1 ik 0 AxeB k=m 0

AikmAijzg
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Ahora bien, nétese que por las desigualdades (3.4) y (3.8)

];nfk/Afk dp ;fkﬂAk

De modo que, si la suma del lado izquierdo de (3.9) diverge, existe € > 0 tal que

< 16 sup
AreB

(3.9)

0 0

& €
sup x| > 16
AreB k—=m 0
para todo N(e) € N tal que n > N(e).
Por consiguiente, existe { By }r>1 C B tal que
= €
Z fkﬂBk > =
16
k=m 0

para todo N(e) € N tal que n > N(e).
Esto establece una contradiccién, pues por hipdtesis esta serie converge en probabilidad
incondicionalmente.

Luego la serie

gﬁkAfk dp

converge en probabilidad incondicionalmente. O]

Noétese que el teorema previo asegura la integrabilidad de la funcién aleatoria de la forma
(3.2).
Veamos las siguientes observaciones, las cuales seran de utilidad en la demostracién de re-

sultados que daremos posteriormente.

Observacién 3.1. Con la desigualdad (3.9), para una funcién aleatoria f de la forma (3.1)

tal que la serie (3.3) converge en probabilidad incondicionalmente, se obtiene que

;fk/Afk dp ;fk/mk

(3.10)

< 16 sup
Ar€eB
0 0

En efecto, dado (3.9),

< lim 16 sup

n—oo AkEB

;&/Afkdﬂ

Z £k:uz4k
k=1

0 0
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Asi basta mostrar que,

Z Ela, Z rta,

Para ello, consideremos {Ay}x>1 € By € > 0; entonces, como la serie

lim 16 sup

n—oo AkEB

=16 sup
A€

0 0

[e.9]

Z fk,UJAk

k=1
converge en probabilidad incondicionalmente, se tiene que existe N(e) € N tal que n > N

cumple que

| > Gupta D Genay|| | <e
k=m 0 k=m 0

de donde,

Z §k/~LAk

n
sup || ) &wpra,|| — sup

AReB || , AkeB

<€

para todon > N.

Luego,

Z Etba,

lim sup kaﬂAk = sup

n—00 AreB k=1 AreB

0

Z fk,UJAk

Observacion 3.2. Sea {&}r>1 C Ly tal que & € Lo, para todo k € N. Consideremos ¢ € R

Por tanto,

lim 16 sup ||> &, || = 16 sup 0

n—00 Ar€eB 1 0 AreB

0

tal que Eu% < ¢, para todo A € B. Entonces, si la serie Z \/E&? converge en probabilidad,
k=1

se tiene que la serie (3.3) converge en probabilidad.

Para mostrar esto, primero consideremos £ € Ly y veamos que

VEIE = €l

Sea dgp € {0 <1 : P({[¢| > 0}) > d}; entonces,

E|¢| = [ [£|dP = £|dP + £ dP > E|dP > 6o P ({|€] > do}) > 62
€ /Q|| /{M}H /{M}H /{m>50}\r o P ({lE] > 6o}) > 62

de donde,

VE[£] > do.
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Por consiguiente,
VE[§] = [[€]lo

Ahora bien, sea {Ag}r>1 C B; entonces, aplicando la desigualdad Holder,

E|&epa, | < \/EEEELS,

para todo k € N.

De manera que,

3.11
<.lE

0

Z gk:uAk
k=m

Z ngAk
k=m

k=m k=m

2[5 i
k=m

donde, por hipotesis,

D VEGE, < | > Ege
k=m k=m

Por tanto,
n

< Z\/ES,%,C.

0 k=m

Z gkﬂAk
k=m

De modo que, si la serie
o0
§ ngAk
k=1

diverge, se establece una contradiccién, pues &, € Ly paratodo k € N.

(3.11)

(3.12)

Notese que esta observacion vale si la convergencia en Lg se presenta de manera incondi-

cional. De esta manera, encontramos una condicién mas fuerte para que la integral de la

funcién aleatoria (3.1) tenga sentido, pues ésta nos garantiza la convergencia en probabilidad

incondicional de la serie (3.3) y por ende, aplicando el Teorema 3.1, también nos asegura la

convergencia en probabilidad de la serie (3.2) de manera incondicional.

A menos que se indique lo contrario, en lo que sigue nos referimos a la convergencia en

probabilidad incondicional en el espacio quasi-normado (Lo, ||, ||o) simplemente por conver-

gencia.
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Observacién 3.3. Si existe A € B tal que g # 0 c.s., entonces la convergencia de la serie

E &kita, implica la convergencia de la serie

k>
> Gk

k>1
Para demostrar esto, procedemos por reduccion al absurdo. Consideremos un conjunto
B-medible tal que pg # 0 c.s. y una sucesion {&} C Lo tal que

D &

k>1
no converge en probabilidad incondicionalmente.
Entonces, existe € > 0 tal que para todo N € N tal que n > N se cumple

> &

k>1

> (3.13)
0

Notese que, por Observacion 1.3,

D G
k=1

<
0

|,UA’ =

Z Skita

k=1

27\ Z &k
k=1

0 0

para todo n € N.

Por consiguiente, utilizando (3.13),

Z Skhta

k=1

> |pale.
0

para todo n > N.

Luego,
Z Ektia
k=1

no converge en probabilidad incondicionalmente.
Esto establece una contradiccién, pues
Z fkﬂAk
k>1
converge en probabilidad incondicionalmente, con Ay = A, para todo k € N.

Asi,

> &

k>1
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converge en probabilidad incondicionalmente.

Por tanto, de la Proposicién 1.10,

> &k

k>1

converge en probabilidad incondicionalmente, para todo { fx}r>1 € M(X) tal que | fi| < 1.00

Es por ello que, si ua # 0 para algin A € B, podemos asegurar la existencia de las funciones
aleatorias de la forma (3.1). Es importante senalar que los resultados obtenidos no garantizan
que dos representaciones de (3.1) determine el mismo valor de la integral. La desigualdad

(3.10) es utilizada para obtener Teoremas limite de integrales de la forma (3.2).

Teorema 3.2. Consideremos la sucesién de funciones aleatorias {f"},>1 dada por

donde, {&kntrn>1 C Loy {finten>1 € M(X) tal que |frn] < 1.

Sea {Ax}r>1 C B tal que la serie kanﬂ 4, converge en probabilidad incondicionalmente,
k=1
para todo n € N. Entonces,

VAeRB /f”dﬂio, n — 0o
A

si, y solo si,

sup Z{kn;mk — 0, n — oo.
AreB 0
Demostracion:
(<) Supongamos que
sup Z&m%‘\k — 0, n — oo. (3.14)
AreB 0

Sea {Ay}i>1 € B ; entonces, por hipétesis,

Z fanAk
k=1

converge en probabilidad incondicionalmente, para todo n € N.
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Consideremos un conjunto B-medible A; entonces, por el Teormea 3.1, / fdu esta
A

bien definida y viene dada por

Af"du:ggkn[lfkndu

para todo n € N.

Ahora bien, utilizando la Observacion 3.1, puede verse que

‘ /Af dp ) < 16:}1}& kz:;&mlmk 0
para todo n € N.
Luego, de (3.14),
/Af" du ER 0, n — oo.

(=) Para demostrar esta implicacién, procedemos por reduccién al absurdo.

Sea € > 0 y supongamos que

=L #£0.
0

lim sup
n—oo AkGB

Z gkn,U/Ak
k=1

Entonces, existe N(€) € N tal que si n > N(€), se obtiene que

oo

sup kanﬂAk — Ll <e

AreB k=1 0
para cada n > N (e).
Por consiguiente,

[e.9]
—e+ L < sup Zélmﬂf\k <e+ L
AreB k=1 0

para cada n > N (e).

Esto implica que, para cada n > N(e), existe {Ag, }r>1 tal que

Z éknﬂA;m

k=1

—e+ L < <e+ L

0

de donde, para cada n > N(e),

—L
0

<€

Z gkn,uA;m
k=1
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Asi,

lim

o0
N—00 Z &m'uAk"
k=1

Noétese que, tomando las funciones indicadoras fx, = x4,,, para todo k € Nconn € N

(ffo),
/ 1 dp

Por tanto, de (3.15),

£ 0. (3.15)

0

gn fnd =
;k/xk MO

/Xf”duo7é0

lo cual establece una contradiccidn. O

oo
k=1 0

lim
n—oo

Este ultimo resultado nos presenta una condicién equivalente para que una sucesion de
funciones aleatorias de la forma (3.1) sea u-integrable. Ademads, si existe el segundo momento
para toda {&n}a>1 € Lo con k (fijo) y Eu < ¢, entonces una condicién suficiente para

asegurar la convergencia de la integral en el Teorema previo es la siguiente:

o0

Z E& — 0, n — oo.
k=1

Para probar esto, se procede de manera similar a la Observacion 3.2. De manera anéloga,
podemos obtener condiciones suficientes en términos de el segundo momento en el siguiente

teorema.

Teorema 3.3. Sean i y 1" medidas aleatorias,  para todo n € N. Sea f una funcion aleatoria

de la forma (3.1) y supongamos que las series Z Erlta, , Z kit convergen en probabilidad

k=1 k=1
incondicionalmente para todo {Ax}r>1 C B. Entonces, si

ka p" = ) a,

para todo A € B, la siguiente condicién se satisface:

/fd,u”i/fd,u, n — oQ.
A A

sup
AreB

— 0, n — 00,

0
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Demostracion:

Sea { Ay }r>1 C By consideremos un conjunto B-medible A; entonces, por hipdtesis, las series

D Gma, v Y G,

k>1 k>1
convergen en probabilidad incondicionalmente, para todo n € N.
Mas aun, por el Teorema 3.1, la funciéon aleatoria f es integrable respecto de p y u”, para
todo n € N.

Por consiguiente, las series
o0
ka / Jedp
k=1 /A

y

Zﬁk/fkdun, VnéeN
k=1 A

convergen en probabilidad incondicionalmente.

Notemos que, por la definicién de la funcién aleatoria f dada en (3.1),
{fi}r=1 € M(X) tal que|fy| <1, Vk €N

De manera que, por la Observacién 2.2, existe una sucesién de funciones simples {f;" }>1

para cada k € N, con |f"] < 1, tales que

[ pdn=p ti_[ g
A m—00 A

y
[ et =p [ g
A m—00 A
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Luego,

/Afdu”—/Afdu

_ ;gkéfkdu”—;ék[qfkdu

0 0

lmk

=1

o0 lm,k
= E §kp lim E Cimb (1, — A
m—o0 imk imk
k=1 i=1 0

o Imk
5 e g 3
k=1 =1

0

IS g tim [ f ()
= §e | fr(p" — )
| ratr-w

A 0

De modo que,

‘/Afdu"—/Afdu

Ahora bien, por hipétesis,

0:]/Afd<u"—u>0

sup Ee(u" —p)ay] — 0,  n— oo,
AreB k=1 0
donde, utilizando la desigualdad (3.10),
‘ / fd(p" —p)|| <16 sup Zﬁk(ﬂn — W) Ay
A 0 AreB k<1 0

Por lo tanto, sustituyendo en (3.16),

‘/Afdu”—/Afdu

/fd,u"g/fdu, n — oo.
A A

— 0 n — 0o
0

o equivalentemente,

— S i [ rde =3 e tm [
o m—o0 J 4 Pt m—o0 J 4

1 k=1

0
lmk

E Cimk A,

=1

0

(3.16)
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A partir de una sucesion de medidas aleatorias u", este ultimo teorema nos permite esta-
blecer la convergencia de integrales de la forma (3.2) respecto de p. Mas ain, podemos
asegurar que esta convergencia nos arroja otra integral de la forma (3.2). Veamos ahora que

ocurre si consideramos una sucesién en particular de funciones aleatorias de la forma (3.1).

Teorema 3.4. Sea i y u" medidas aleatorias, para todo n € N y consideremos funciones

aleatorias de la forma (3.1) como sigue,

kan )frolz) ng ) fro(

Ademas, supongamos que las series

Z gknlu’z,ﬂ Z gk/vbzka Z gk,U/Ak
k=1 k=1 k=1

convergen en probabilidad incondicionalmente, para todo {Ax}r>1 € By n € N.

Entonces, si

Z gkn :uAk
k=

la siguiente condicién, para todo A € B, se satisface:

sup — 0, n — oo,

AreB

— 0 Y sup
AreB

ka :uAk /’[’Ak)

0 0

/f(n)dung/fdu, n — o0.
A A

Demostracion:

Sea {Ag}r>1 € By consideremos un conjunto 5- medible A; entonces,

/Af(n)du"—/Afdu T /Af(n)du”—/AfdM+/Afdun_/AfdMn 0
A(f<n>—f)du”+/Afdu"—/Af.u i

Noétese que, por un resultado andlogo al obtenido en la ecuacién (3.16) que forma parte de

/A Fd(un — )

(3.17)

para todo n € N.

la demostracién del teorema anterior,

/Afdu”—/Af.u =
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para todo n € N.

Por consiguiente, sustituyendo en la ecuacién (3.17),

"Af(n)dun—éfdu )

Joy — ) du™ + / )|
A

/fdu — )

(f<n (3.18)

para todo n € N.

Ahora bien, utilizando la Observacion 3.1, puede verse que

[ G = 11dur)) <16 sup > (6 - & | o Vnen
y
H/fd(u”—u < 16 sup Z&u —wa , YneN
A AgeB

0

De manera que, sustituyendo en la ecuacién (3.18),

H/Af(n)du”—/Afdu 0 Z e — EO)Ih,

k=
para todo n € N.

< 16 sup
ArEB

+ 16 sup
AeB

ka w = p)a,

0 0

Por hipédtesis, el lado derecho de la desigualdad anterior converge a cero cuando n — oo.

/Af(n) dp” uO/Afdu
/A Foy dp™ 5 /A fdyu. O

Ahora, estudiemos la diferenciabilidad de la integral (3.2).

Luego,

o equivalentemente,

Teorema 3.5. Sean {A;}r>1 C By f una funcién aleatoria de la forma (3.1) tal que

(1) pa, #0cs.

(ii) El conjunto de las variables aleatorias { :/f , ny M 2> } es acotado.

(iii) Para toda sucesion {A,x}ni>1 (formada por los conjuntos A, y, posiblemente, ciertos
[o.¢]

KB,
2\

conjuntos se repitan) y todo By C A, , la serie ka converge en probabilidad

k=1 "k

incondicionalmente.
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(iv) Para ciertos nimeros ¢, k& > 1, lim sup |fix(x) —cx| = 0, y en este caso, la serie
n—00 IGAn
o

Z &pc converge en probabilidad incondicionalmente.
k=1

Entonces,
1 oo
—/ fdui Z&kck, n — oo.
Han J A, k=1

Demostracion:

Consideremos {4, },>1 € B y veamos primero que f du esta bien definida, para todo
An

n € N.

Para ello consideremos la sucesién {A,x}n.>1 € B dada por:

A, sin # k.
A, UA, . sin=k

Ank =

Notese que, A C Ay, para todo k£ € N.

Por consiguiente, utilizando la condicién (iii) con By = Ay, la serie

Y g

k=1 ILLAnk

converge en probabilidad incondicionalmente, para todo n > 1 (en particular para todo

Asi, por construccion de los conjuntos A,

ooquk
’;k

Ha,

converge en probabilidad incondicionalmente, para todo n # k.

Es por ello que, podemos garantizar que la serie

> Erpia,
k=1

converge en probabilidad incondicionalmente.
Por tanto, usando el Teorema 3.1, aseguramos que / f du esta bien definida y viene dada
An

por

& | fud
;k/Ank,u



CAPITULO 3. TEOREMAS DE CONVERGENCIA DE FUNCIONES ALEATORIAS 66

para todo n € N, donde la convergencia de la serie es en probabilidad de manera incondi-

cional.

Veamos ahora que f es una funcion aleatoria Z -integrable.

n

Para ello, notemos que por la definicién de la funcién aleatoria f dada en (3.1),
{fete>1 © M(X) tal que|fy| <1,VkeN.

De manera que, usando la Observacion 2.2, existe una sucesién de funciones simples { f;" },,>1

para cada k € N, con |f*| < 1, tales que

/fkduzp lim /f;i”du-
A m—00 A

lkm
1
i fk dp = —P im / fi dp = —pW{IH;OZ Cikrm Ay An

Por consiguiente,

lkkm

. HA;,NA
=p lim g Cilyy, — 2"

m—r0o0
i1 Ha,

—p lim j?d<lL)
m—o0 An :u’An

. /A fud (ﬁ) . (3.19)

El siguiente paso en la demostracion es representar la serie

L = Z S / fodu + Z Sk / fodp (3.20)

l’[’An An k= +1

Asi,

para estudiar la convergencia de los factores del lado derecho de (3.20).
Para ello consideremos € > 0; entonces, utilizando la condicién (iii), se tiene que existe
N(e) € N tal que si j > N(e), obtenemos

J
k@ _ Z KBy
—  Man ey HA

" llo

para todo By, C A,.

Noétese que,

Z Sk/in Zg B, Zg KB,

k=j+1 An
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para todo By C A,.

Por consiguiente, para todo j > N(e),

sup (3.21)

BpCAn

ZguBk

k=j+1 An

0

Ahora bien, de la ecuacién (3.19), podemos utilizar la Observacién 3.1, para garantizar que

Z = / fkdu <16 swp | 3 sk”Bk
k=g M n BrCAn || =1
Luego, de (3.21),
Z Sk / fudpl — 0, j— oc. (3.22)
kg1 HAn JAn 0

Sélo falta mostrar que

J J
P
E i/ Jedp — E §kCry M —> 0.
HAn J A, 1

Para ello consideremos ay, = sup |fx(z) — cx|, donde los ¢ son tales que se verifica la
T€EA,

condicién (iv), para todo k,n € N.

Usando la condicién (ii), podemos asegurar que,

¢ 1B

Ha,

= 0.
0

lim sup
t—0 BCA,

De modo que, existe d(e) > 0 tal que si || < d(€), entonces

H Ay o
para todo n € N tal que B C A,,.

Noétese que, de la condicién (iv), existe Ni(e) € N tal que si n > Ny(¢), entonces
|k | < [1]

para todo k € N.

Asi, usando la Observacion 1.4,
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para todo k € N, n > N; tal que B C A,,.

Luego,
sup ||agn—| <€
BCA, NAn 0
para todo k € N, n > Nj.
Ahora bien, notemos que por el Lema 2.2
I
‘/ (fx —cx)d (—) , < 16 sup ||op,——

donde
1
/(fk_ck)d(MA ) 429 / frdp —cx
An n

Por consiguiente, de (3.23) y (3.24),

para todo k,n € N.

1 .
— frdu ”iLO Crky, N — 00
HA,
o equivalentemente,
1
— fkduick, n — oo.
KA,

Es por ello que, del Corolario 1.7,

/fkdﬁb—> Z§k6k7 n — oo.
P 1/‘LAn

0

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Por lo tanto, de la condicién (iv) y las ecuaciones (3.22), (3.25), aseguramos la existencia de
escalares No(€), N3(€) Ny(e) € N tales que si j > Ny(e), j > N3(€) y n > Ny(e) entonces

1 oo
/ fdp =" &rex gk
Han JA, k=1 0 k=1t
&k ngck Z R / fi du &k
k=1 o k=i P

J fk € € €
dol <S4 64 ¢

kack fkﬂ _3+3+3

k=1 —]+1

Luego, tomando n > max{N,, N3, N4}, se obtiene lo requerido.
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Consideremos una funcién aleatoria f de la forma (3.1), esto es,
fla,w) =" &) fi(x)
k=1
Estudiaremos ahora la integrabilidad de la funcién aleatoria f™*!, que viene dada por
frew)y = > Gyl fra S
En principio, veamos el caso fg tal que g # f. Para ello denotemos,

g(r,w) = an(w)gr(x)'
r=1
Ademads, supongamos que, para todo x excepto para un conjunto p-nulo, la serie
> Gw)n(w) fie(z) g (@) (3.26)
k,r=1

converge en probabilidad incondicionalmente. Entonces el producto fg es también una

funcién aleatoria de la forma (3.1) y esta determinada por la serie (3.26)

Teorema 3.6. Sea p una medida aleatoria y consideremos dos funciones aleaorias f y g
como antes tales que satisfagan la condicién de convergencia (3.26). Supongamos que para

todo {Ax}r>1, {Akrtrr>1 C B, las series

dombac o D> Gneay,
r=1 k,r=1

convergen en probabilidad incondicionalmente. Entonces, para todo A € B,
/fd(/gdu> z/fgdu~
A A

Sea A € B. Aseguramos la existencia de las integrales de g y fg respecto de p.

Demostracion:

Sea {Ag}tr>1, {Akrtrr>1 € B. Nétese que, por hipétesis,

Z LA,
r=1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Por consiguiente, aplicando el Teorema 3.1, se tiene que f 4 9dp esta bien definida.
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Ahora bien, utilizando un resultado andlogo al obtenido en la ecuacién (3.8), que forma parte

de la demostracion del Teorema 3.1, podemos asegurar que

Z Sk / frgr dﬂ Z Z ’Sknr,UAkr

k=m r=p k=m r=p

< 16 sup
Ap-€B

Entonces, si la serie del lado derecho no converge en probabilidad, existe {A}, }x,>1 C B tal

que la serie

> Gnppag,

kor=1

diverge, lo cual establece una contradiccién pues por hipotesis esta serie converge en
probabilidad incondicionalmente.
Asi, [, f gdu esta bien definida.

Ahora, denotemos
n n

k=1 r=1

g (A) = / gmdi ; pg(A) = / gdp.
A A
El siguiente paso es demostrar que f(,) es ué”)—integrable, para todo n € N. Para ello,
notemos que por el Corolario 3.1, u(;” es una medida aleatoria. Mas atn, dado que f es una

funcion aleatoria de la forma (3.1),
{fr}r=1 © M(X) tal que|fi] <1, VEkeN.

De manera que, por la Observacién 2.2, existe una sucesiéon de funciones simples {f"}>1

para cada k € N, con |f"| <1, tales que

/fkduzp lim /f;i”du
A m—0o0 A
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Luego, para todo n € N,

/Afm)du(g")Z;&/Afkd(/mn)du) Zkz:&/Afdezn;m/grd#)
Zki;ék//‘fkd</gmgrdu> Zkzn;&c lpéiilio/f,fid</gw"d“>]

n lem
= Zﬁk lp li_I}l Zczkm/
k=1 B A
n n B lem, n n lkm
=> &Y n|p lim Zcikm/ grdu| => &> e |p lim Zcikmgrdﬂl
k=1 r=1 B AigmNA 1 k=1 =1 | AikemNA =1
n n Lo T n n -
=> &Y e |p lim /ZcikaAikmgrd/vL => &Y n|p lim /ff@grdu}
k=1 =1 meeeJAnD 1 =1 - L m7eJa

:g Tfrd: gr frda
;k;n/quu an/Akgu

k,r=1

lkm

Z rGr dﬂ] = Z gk [p mh—1>1c1>o Z Cikm / Z MrGr d:u]
nA -1 k=1 i=1 A

ikmNA . —1

ikm

(n)

de donde, f,) es g’ -integrable, para todo n € N.

Ahora bien, como por hipétesis, la serie

oo

Z gknr/ fkgr d:u
k,r=1 A
converge en probabilidad incondicionalmente; entonces

/Af(") du{” =Y ékm/Afkgrdu =3 &m/AfkgTdu:/Afgdm n— oo,

k,r=1 k,r=1

esto es,
/f(n) d,ué”) ER /fgdu, n — oo. (3.27)
A A

De manera que, para demostrar el teorema, es suficiente ver que

/f(n)d,uén)g /fd,ug, n — 0.
A A
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Primero notemos que, siguiendo los pasos de la demostracién del Teorema 3.1,

n lr
> / grdp|| = / grXa, dpll < sup > cirttiag,
—q Ay, X leir] <1 i1
0 0 A'LkrmAikrzg 0
<38 sSup Z Hiréknruflikr
0,,. =+ .
AierAjkizg foomsd 0
<16 su N
<10, [
= 16 sup Zzgkm““‘kr ,
Apr€B k=p r=q
de donde,
sup Z&an / 9 du <16 sup ZZ&%MAM (3.28)
Ar€EB r— Ar-€EB k=p r=q 0
Ahora, verifiquemos las hipdtesis del Teorema 3.4, con ug s tgs Jay Y I
En principio, veamos que las series
kaﬂg (Ag), Z&Mg (Ag) dp, kaug (Ag) (3.29)

convergen en probabilidad incondicionalmente.

Por hipétesis,
(o]
> mepa,
r=1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Entonces, aplicando Teorema 3.1, se sigue que

Zék/ Y(n) dpp = Z £ku§”) (Ar)
k=1 Ag k=1

converge en probabilidad incondicionalmente.
Para las series restantes procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que las series
correspondientes en (3.29) no convergen en probabilidad incondicionalmente para alguna

sucesion { Al }i>1 C B; entonces
kJSr= ; )

m

= ka / 9(n) A
k=p A;c

(3.28)
< 16 sup
Arr€B

n) A/

Z Z gknr:U'Am

k=pr=1

n
an / gr d,u
r=1 Al

0 0
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Por consiguiente, existe € > 0 para alguna sucesién { By, }i,>1 € B, tal que

Z Z EhiB, | >

kr 16

k=p r=1
para todo N € N tal que m > N.
De modo que,
Jim DD s, || = oc.
k=1 r=1 0

Luego,

0
Esto representa una contradiccion, pues por hlpétesis, la serie

Z ﬁkUrMBM

kor>1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Asi,
DGl (Ax) dp
k=1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Por otro lado, dado que

Zékug(fl’k):Z&:Zm/ gr dp = Z&Zm/ gr dp,

k>1 k>1 r=1 k>1 =1

entonces, la serie

zgkzm/ e dp

k>1 r=1
no converge en probabilidad incondicionalmente.

Luego, utilizando la desigualdad (3.28), existe € > 0 para alguna sucesion { By, },>1 tal que

[e.e]

> Gnensy,

k,r=1

K
16’
0

lo que genera una contradiccion, pues por hipdtesis, la serie

> Gnensy,

kor=1
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converge en probabilidad incondicionalmente.

Por tanto, la serie
> Erptg(Ar)
k=1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Ahora bien, falta verificar las hipotesis restantes del Teorema 3.4, a saber,

kaug (Ar) = > &nlM (Ap)
h—1

sup —-+ 0 n—o0

ApeB

— 0 n— oo

Z &k (Ar)

sup
AreB

0

Notemos que,

Z §kﬁb (n) Ak

k=n+1

) (Ag) — Z Skt ) (Ay)

Z rSkZm/ gr dp

k=n+1 r=1

0

0

y

ka (n) _ = ka <Zm/ g,«du—znr/ gT> du
k=1 r=1 Ar —1 Ay 0

Por consiguiente, de (3.28),

S Y e / grdp

r=n+1k=1

0 0

sup ka,ug (Ax) — ka# Ag)|| <16 sup Z kaﬁrﬂAm
Ar€EB Apr€B r=n+1 k=1
y
sup Zﬁk ) — 1g)(Ap)|| <16 sup Z Zé‘wrmkr
AreB 0 Apr€B r=n+1 k=1

De modo que, para n suficientemente grande, el supremo del lado derecho de las desigualdades
precedentes tiende a cero (ver la demostraciéon Teorema 3.2).
Asi,

sup — 0 n — oo.

AreB

Zﬁkug (Ar) = &ui(Ar)
k=1

y

Z k(e (Ax)

sup — 0 n— oc.

AreB

0
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Por lo tanto, utilizando el Teorema 3.4,

/f(n)duén)i /fdug, n — co.
A A

/Afdugz/Afgdu
/Afd(/gdu) Z/Afgdu- m

En lo que sigue, centraremos nuestro estudio en las soluciones de la equacion

Luego, de (3.27),

esto es,

pa = na +/ fdu (3.30)
A
donde 7 es una medida aleatoria conocida y f es una funcién aleatoria de la forma (3.2),

esto es,
fla,w) = &(w)fi(x)
k=1
La ecuacién (3.30) se satisface c.s. para todo A € B.

Teorema 3.7. Supongamos que, para todo n y todo x excepto para un conjunto p-nulo, las

series

> G S (@) S ()
convergen en probabilidad incondicionalmente.
Supongamos que, para todo conjunto B-medible A;, ; € B, las series

Z Z Eir---CinNAri i (3.31)
n=1

E>1
i1.in>1

convergen en probabilidad incondicionalmente.

Supongamos que, para toda sucesion {A}x>1 C B, la serie

> Gina, (3.32)
h=1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Entonces, la medida aleatoria dada por

pAw) =3 [ fran) (33

esta bien definida y es una solucién de la ecuacién (3.30).
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Demostracion:
Sea {Ax}r>1 C B; Dada la convergencia de la serie (3.32) y usando el Teorema 3.1, se obtiene

que f es n-integrable. Notese que, por hipdtesis,
o Ew) = D Gy (W) (W) fiy (1) i, ()

es una funcion aleatoria, para cada n € N.

Maés atn, tomando k,n (fijos), obtenemos la convergencia en probabilidad de la serie

Z glfl"‘gknnAkl...kn :

de manera incondicional.
Luego, utilizando el Teorema 3.1, la serie
> G, [
k1 yeekin>1 Ak
converge en probabilidad incondicionalmente.
Por consiguiente, f**1 es n-integrable, para cada n € N. De modo que f™ esta bien definida,
para cada n € N.

Veamos que la serie
> / f™dn (3.34)
n=1 A

converge en probabilidad incondicionalmente.
Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que la serie (3.34) no converge en
probabilidad incondicionalmente para algin A’ € B.

Notemos que,

nzq:/Af”dn

Luego, existe { By, i, }i,>1 C B, para todo k € {1,...,n} tal que la serie

Z Z &1 - §zn77311m

n=111...ip>1

_ S S Gk,

n=p i1...tn, >1

(3.9)
< 16 sup
AreB

zp: Z fil---fin/fil...findn

n=p i1...in>1 A

0 0 0

diverge, lo cual contradice la hipdtesis dada en (3.31). Asi, la serie

nil/Af"dn
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converge en probabilidad incondicionalmente.

De manera que, por la Proposicién 3.1, n4 + Z / f"dn es una funcién o-additiva. Mas
n=1 A

aun, usando la Proposicion 2.2,

wAw) =Y / ) = n(A,w) + Y / F7 dn(w)

es una medida aleatoria.

(3.35)

Veamos ahora que j14 es soluciéon de la equacién (3.30). Dado que f es una funcién aleatoria

de la forma (3.1) n-integrable, para cada k € N existen una sucesién de funciones 7-simples

lkem

f,;n(l') = Z Cikm X Aim (x)>
=1

con |fi*] <1, tales que

k=1 i=1 n—0 AikmNA n=0 k=1 i=1
:n;gsk/fkd(/f“dn) =§/fd(/f”dn)

Notese que, aplicando el Teorema 3.6,

;Afd</f”dn) =n§:/Af““dn.

Por consiguiente,

/Af (nzq%/f”dn) znzq%Af”*ldn:nzq%Af"dn — s

;/Af”dnz/Af (;/f”dn) T,

Asi, sélo queda mostrar que,

/Af (;/f"d”> S/Afd<go/f”dn>, g .

de donde,

(3.36)
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Para ello, verifiquemos las hipotesis del Teorema 3.3. Consideremos,

q—1

ph,o=>_ [ frdn.

n=0 Ag
Entonces, por Proposicion 2.2, u? es una medida aleatoria, para cada ¢ € N. Mas aun,

usando (3.31),

Z Ertth,

k>1

converge en probabilidad incondicionalmente.

Ahora, veamos que

Z&u 19

k>1

sup — 0, n —oo.

AreB

0
En efecto, dado que

kaﬂ p) Z§k (1A, — 1%,

Z&(Z/fdn qf/fdn)

Z Z Skfn fz,ﬂ?Aml Jin

n=q k,i1,...,in>1

k>1 k>1 k>1
= kaZ/ fdn Z&Z Z & - €kn/ iy - fkndn
k>1 n=q k>1 n=q ki,..., kn>1

(3.9)
<16
Aktl in E B

= Z Z Eky - fkn/ iy - fkndn

n=q k,k1,..., kn>1

0

entonces,

<16 sup
Akzl 1neB

Z Z Ekiy - gznnAml iin

n=q k,i1,...,in>1

Zﬁk,u 17

k>1

sup
AgeB

0
Notese que el supremo del lado derecho de la desigualdad previa tiende a cero cuando n — oo,
en caso contrario, podemos construir una serie no convergente de la forma (3.31) y caemos

en una contradiccion. Por consiguiente

> & — p?)

k>1

sup — 0, n — oo.

AreB

0

De modo que, aplicando el Teorema 3.3,

/Af (;i:o/f"dn> £>/Afd<ni;o/f"dn>7 .5 oo,
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Por lo tanto, de (3.36),
> [ rran=ny +/Afd<;/f"dn>

MA:UA+/fdM-
A

esto es,

Luego, 4 es solucién de la ecuacion (3.30). O

Veamos ahora, bajo que condiciones la medida aleatoria u dada en el teorema previo es la

unica solucién que satiface (3.30).

Teorema 3.8. Supongamos que todas las condiciones del Teorema 3.7 se satisfacen.

Entonces para toda medida aleatoria u tal que

Vn, A€B /Af”d(/fdu):/Af”“dp y (3.37)

VAEB /fndﬂio, n — oo, (3.38)

no existe otra sulucién para la ecuacién (3.30) que difiera de

/ f*dn(w (3.39)

Demostracién:
Procedemos por reduccién al absurdo; sea A € B y supongamos que existe otra solucion p

que satisfaga las condiciones (3.37) y (3.38). Entonces,

uA=77A+/Afdu=m+/Afd<n+/fdu)
—77,4+/Afdn+/Af(/fd/L)
337nA+/fdn+/4f2du= =§/Af’“dn+ /Af““du.

Note que, cuando n — oo, la suma converge (aplicando el Teorema 3.7) y el ultimo término
converge a cero, por la condicién (3.38).

Luego,

NA:Z/fkdn
k=074
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lo que establece una contradiccion.

Por tanto, la ecuacion (3.39) es la tinica solucion para (3.30). O
Falta investigar la estabilidad de las soluciones (3.39) en la ecuacion (3.30), es decir, bajo que
condiciones una sucesién de soluciones de la forma (3.39) converge en este mismo espacio.

Consideremos la coleccion de equaciones con las funciones

u’Z;:nZJr/f(n)du”, n>1, ,UA:77A‘|‘/de7
A A

(3.40)
foy(@,w) = &), fla,w) =) &(w)filz).

Teorema 3.9. Supongamos que en (3.40) existe Eny, En%, E(&in-..Ein)?, B(&, . -&, )2
Supongamos que para fe,), 7", y para f y n satisfacen las condiciones del Teorema 3.9 para
todo n € N.

Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen:
. TLZ
(i) supa,{En}, Eni} < oc.

(ii) sup, E((n" —n)a)* — 0, n — oco.

i) D /E(G.&,)7 < oo

k>1iq,..ip>1

k>Li1,...,ig>1

Entonces, para todo A € B, cuando n — o0,

n . n P -
T /f(kn)dn S A=) /f'“dn
k=0 k=0

Demostracion:

Sea A € B. Entonces, para todo n € N,

s = waly = |3 [ sy =S [ #an
k=074 k=074
= ([ sty = [ )
o \Ja A 0

- g(Affn)dn”—Afkdn+Afkdn" —/Af’“dn")

0

(3.41)
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Nétese que,
g(ﬁff”’d”n_[qfkd”+ﬂfkdn” - [ #tar) 0
i/ﬂ{z) -+ [ 5tag
15y dn +/fk (o — )
[ty -
/Affm—

)
Asi, de (3.41), para todo n € N,

s~ pal < sup 7~ w)all + 3 (H [t - ar| +| [ saer—n 0

Ahora bien, nosotros necesitamos estimar las expresiones matemaéticas de la desigualdad

m

0| < pm 3
0

k=0
SZ( /A(f(km
/f’“ (n™* —n) )
+| [ sraer =)

= lim
m—00

A(ffn)—fk)dn’L+[4fkd(n"—77) 0

e o]

oo

k=

— o —nA||0+Z(

< s 0" = mally + Z(
k=1

) . (3.42)

anterior. Para ello, notemos que

H [ty = yan 0
H/f d(n" —mn)

Por consiguiente, usando la Observacién 3.1,

S &g, / Fooe o "

81 4eeybp >1

y

> Gt [ fueetidr |

810 >1

H/ fk dn <16 Sup Z <€Z1§Zk)nglllk
0 Ailn.ikeB i1 >1 0
y
H / =) <16 sup || Y (&&)W = n)ay, L,
A 0 Ail-“ikEB i1... 0 >1 0

Maés atn, de la Observacién 3.2,

i1.ip>1

sup
Ay igeB

Z \/E (&irn-- Sign — lefzk)Q sup En

741 Zk
A
k>1,i1...1p 1k
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y
sup Z (&ir--&ir ) (" —m)a Ay iy, Z \/ E(&i,---&ir,)? Sup \/]E n"—1n)a Ay zk)'
Ay igeB ieip>1 0 k>1i1...0p Aig i

Luego, de las condiciones (ii) y (iv), las series del lado derecho de las desigualdades anteriores
convergen a cero, cuando n — 0o.

Sélo queda mostrar que,
sup [[(n" = n)alp, = 0, n—oo.
AeB

Notemos que, L*(2, P) C L}(2, P), pues P es una medida acotada.

Asi, de la condicién (ii),

sng(n" —n)adP — 0, n— .
Por consiguiente, usando (3.11)

sup [(" =n)ally = 0, n— o0

De manera que, utilizando (3.42),

Z:Z/ dn"iuA:Z/fkdn. O
k=0 k=0 74



Apéndice

Con respecto a las abreviaturas y simbolos, denotaremos por

(G, o) - Grupo aditivo.

S(X) - Espacio vectorial de todas las funciones simples de X.

M(X) - Espacio vectorial de todas las funciones medibles de X.

£ = £4(Q, P)- Espacio vectorial de todas las v.a.(s) en .

£,=2,(Q,P),1< p< oo - Espacio vectorial de todas las v.a.(s) & tales que [, [{[PdP < oc.
R - Relacién de equivalencia en £, , con 0 < p < 0o, dada por: f~g<& f=gc.s.

L, = L,(2, P) - Espacio cociente £,/ ~, con 0 < p < oo.

(s - Espacio vectorizil de todas las sucesiones acotadas en R.

1€, = (/ \f]pdp) /p, con 1 <p < oo.

I el = suple|

{weN:p(w) <c}={p<c}, para todo p € Ly, c € R (Andlogo en el caso >, <, > ¢ =).
AB ={f:B — A : fesfuncién}, A, B conjuntos.
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