i ~\\ )

ESC@LA EH ’ATEM@CA

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS

Formulas de_Kac-Rice en
Variedades Diferenciales

Trabajo Especial de Grado presentado ante la ilustre
Universidad Central de Venezuela por el Br. Kerlyns
Martinez, para optar al titulo de Licenciado en Ma-
tematica.

Tutor: José Gregorio Gémez.

Cotutor: Mairene Colina.

Caracas, Venezuela
Julio, 2014.



Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de Venezuela como
integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Grado titulado “Férmulas de
Kac-Rice en Variedadel Diferenciales”, presentado por la Br. Kerlyns Martinez
Rodriguez, titular de la Cédula de Identidad 20.413.139, certificamos que este trabajo
cumple con los requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios para optar al titulo
de Licenciado en Matematica.

MSc. José Gregorio Gémez.
Tutor

Dr. Mairene Colina.
Cotutor

Dr. José Leén.
Jurado

Dr. Carenne Ludena.
Jurado



11

A Dios,

y a mi madre...



Agradecimientos

Ser agradecido y dar mérito a quienes lo merecen es una de las maneras de de-
mostrar humildad y un poco de sabidurfa. Sinceramente creo que tengo agradecer a
muchas personas por estar en donde estoy y por alcanzar lo poco que hasta ahora he
alcanzado.

Comienzo por agradecerle a mi madre, porque por ella estoy aqui y por ella me he
esforzado, pues me ha ensenado que con esfuerzo sabe mejor el triunfo. Espero que
Dios me de la oportunidad de tenerla a mi lado por muchos anos mas.

Por supuesto también debo agradecer al profesor José Gregorio Gémez, que a pesar
de que trabajamos a distancia, considero que el trabajo fue ameno y el resultado, en
mi opinién, fructuoso; y a la profesora Mairene Colina ya que no sélo ambos me han
ayudado sino que también me han apoyado y dado esos empujoncitos que muchas
veces necesitamos para avanzar (y otras veces para frenar un poco cuando vamos
muy rapido). Estoy segura que he dado algunos dolores de cabeza, pero me alegra
haber podido trabajar con ambos y aprender de ambos.

Agradezco a la UCV, mi casa de estudios, y en especial a la Escuela de Matemati-
cas, y con esto me refiero a quienes son responsables de que esta esté en pie. A mis
profesores, por su labor y por ayudar en mi formacién y en las de mis companeros. Si
miramos atras podremos ver que hemos aprendido mucho, y que todavia queda ain
mas por aprender.

Por 1ltimo agradezco a mis familiares y amigos, y en especial a Andrea Delgado,
por creer en mi y brindar esas palabras de aliento cuando, por alguna razén, nuestro

entorno se torna nublado.

A Dios mil gracias...

II1



Formulas de Kac-Rice en Variedades
Diferenciales

Kerlyns Martinez.

Julio 2014.

v



Indice general

Introduccidén . . . . . . .

1. Férmula de Kac-Rice
1.1. Resena Histérica . . . . . . . . . . . . .. . ...
1.2. Férmula del Area . . . . . . . .
1.3. Campos Aleatorios . . . . . . . . . .. ...
1.4. Férmula de Kac-Rice . . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. ...

2. Kac-Rice en Variedades
2.1. Variedades Diferenciables . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
2.2. Foérmula de Kac-Rice en Variedades Diferenciables . . . . . . . . . ..
2.3. Independecia de las Cartas . . . . . . . . .. .. ... ... ......
2.4. FKR en variedades para todo nivel . . . . . .. ... ... ... ...

3. Segundos Momentos en Variedades Diferenciables
A. Principios de Teoria de la Medida y Analisis Matematico
B. Resultados Previos a la Férmula del Area

Bibliografia

69

74

88



Introduccién

Me gustaria comenzar con un parrafo del prefacio del libro ” Geometric Mesure
Theory” [6]: Durante las tltimas décadas, el tema de la Teoria de la Medida Geométri-
ca se ha desarrollado a partir de una coleccién de especiales resultados aislados en
un cuerpo coherente de conocimientos basicos con una natural estructura amplia
de si misma, y con fuertes lazos con muchas otras partes de las matematicas. Es-
tos avances nos han brindado una percepciéon mas profunda de las bases analiticas
y topoldgicas de la geometria, y han dado ademdas un nuevo sentido al calculo de
variaciones.

En nuestro caso, los espacios tangentes de conjuntos m-dimensionales son un as-
pecto importante a estudiar, lo que nos lleva al manejo y uso de la Geometria Integral,
la cual surge a partir de un intento de perfeccionar ciertas afirmaciones de la teoria
de probabilidad geométrica con el trabajo de Luis Santalé y Wilhelm Blaschke. De
ello se deduce del teorema clésico de Crofton: expresar la longitud de una curva plana
como la esperanza de el nimero de intersecciones con una recta aleatoria.

Las herramientas para el estudio del calculo de variaciones son ya muy variadas
y, como muy bien lo dice Federer en su libro, son muchas ya las areas que han
incursionado en este aspecto. En este trabajo utilizaremos una herramienta bastante
poderosa llamada Férmula del Area, ya que ella presenta un vinculo muy fuerte con
la Férmula de Kac-Rice.

Para adentrarnos un poco en materia de la Formula de Kac-Rice podemos ima-
ginarnos un funcién polinémica, como es natural estamos entonces interesados en
conocer las raices de dicha funcién. Si suponemos ademés que este polinomio varia de
manera aleatoria, esperamos calcular el nimero esperado de raices. Al extender esta
idea a funciones f : R™ — R", tenemos campos aleatorios y estamos interesados en
conocer el nimero esperado de cruces de f con cierto nivel y € R", y es la Formula
de Kac-Rice la que nos brinda una expresién para este valor.

La idea de nuestro trabajo es ir un poco mas alla y ofrecer una expresion para la



Formula de Kac-Rice (FKR) correspondiente a un campo aleatorio Z : @ x M —»
N, donde M y N son variedades diferenciables. Para esto es necesario introducir,
como ya lo dijimos, la Formula del Area, cuya demostracion fue extraida del libro
Geometric Measure Theory de Federer y que trabajamos en el capitulo 1. Al tener las
herramientas para tratar la FKR, en espacios euclideos, presentamos el resultado de
esta para campos aleatorios localmente Lipschitz, y luego damos paso a la expresion
de los momentos de orden mayor [4].

.‘Por qué interesarnos en tener un equivalente a Kac-Rice en variedades diferencia-
bles?. Si estudiamos un poco las aplicaciones fisicas directas de la FKR nos daremos
cuenta de que muchos de los campos aleatorios presentes en la vida real son campos
definidos entre variedades diferenciables. Por ejemplo pensemos en el planeta y en
la temperatura de cierto punto sobre la Tierra, podemos definir un campo aleatorio
Z:Q x S? — R a partir de esta idea.

En este contexto, en el capitulo 2, se encuentra el nicleo de nuestra investigacion:
la generalizacién de las FKR en variedades diferenciables. Estas expresiones las tra-
bajaremos progresivamente, con esto me refiero a que, primeramente, trabajamos la
esperanza de la variable aleatoria Numero de cruces para posteriormente buscar el
equivalente de los momentos factoriales en variedades.

Sin embargo, de los principios de geometria diferencial, sabemos que al trabajar
con variedades, las cartas locales son parte fundamental del estudio de estos espacios.
Maés atin, al obtener expresiones en donde las cartas diferenciables esten inmersas, es
de gran importancia verificar la independencia de estas expresiones en funcion de las
cartas. Por tanto, en este trabajo estudiamos también dos cosas fundamentales: la
FKR en variedades diferenciables es independiente de las cartas escogidas y la validez
de esta férmula para todo nivel, [8].



CAPITULO 1

Formula de Kac-Rice

SECCION 1.1
Resena Historica

Comencemos con un poco de historia relacionada al inicio del estudio de la Formula
de Kac-Rice y en la posterior seccién atenderemos algunas definiciones que involucran
campos aleatorios y estudiaremos la Férmula del Area, que representa la base de la
Foérmula de Kac-Rice.

Marek Kac (1914-1984) fue un matematico polaco especializado en el drea de las
probabilidades y teoria espectral. En 1943, se interesé por conocer las raices de la
funcién algebraica, con valores reales aleatorios,

f(t) =x9 + 21t + l’2t2 + ...+ Q}nfltn*l’

tal que la variable aleatoria X = (xg,1,...,%,_1), tiene una distribuciéon normal
con media 0 y variana Iy, es decir, X ~ N (0, I,,x,). Y establecid asi el siguiente
resultado:

Teorema (Teorema de Kac): Sea N, el nimero de raices de la funcion
f(t) =m0+ x1t + 2ot + ...+ 2y 11" tal que X ~ N(0, I,,x,,), entonces

4 1 1 n2y2n—2
E|N,| = — — dy.
[Na) 7T/0 \/(1—1/2)2 1y’

Al intentar extender esta idea, podemos imaginarnos a f : R* — R", para
n € N, donde f es una funcién aleatoria. QQueremos entonces encontrar una descripcién
explicita para

E[#{t € R" : f(t) = u}], donde u € R" y # denota el cardinal de un conjunto.

3



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

Es aqui cuando aparecen las ideas del ingeniero eléctrico Stephen Oswald Rice
(1907-1986) especializado en teoria comunicacional.

Definiendo el conjunto

Uf, T)=#{t €T : f(t) =u, f(t) >0}, paraT CR" y f(t) = det(Dy(t)),

y agregando hipotesis de diferenciabilidad para f se llegd a la Formula de Kac-Rice:
B0 = [ pro@E [|FOTom (FOFE) =] d.

Mas adelante estudiaremos una version de esta férmula para campos aleatorios
localmente Lipschitz. Por ahora estableceremos algunas definiciones y resultados pre-
Vios.

SECCION 1.2 -
Féormula del Area

Para el desarrollo de la Férmula de Kac-Rice es necesario el estudio de la Formula
del Area, ya que esta es su base. La Formula del Area nos permite obtener una
expresion para la medida de Lebesgue de la imagen de un conjunto A a través de un
campo vectorial f, que coincide con la integral sobre A del jacobiano de f.

La medida de Lebesgue que, como es de costumbre, denotaremos por A, es una
medida que generaliza la longitud, el drea o el volumen a los subconjuntos del espa-
cio euclideo segtin sea su dimensiéon. Ademas de la medida de Lebesgue, hay otras
medidas de uso comun en el area de la Teoria de la Medida Geométrica. En nuestro
caso trabajaremos la medida de Hausdorff, que es una manera de medir un conjunto
n—dimensional con una medida m—dimensional, para m < n.

Definicién 1.2.1: Sean A C R"™ un conjunto, 6 > 0 pequeio y {S;}jea un
cubrimiento de A. Decimos que {S;};ea es un d-cubrimiento de A si para cada j € A
se tiene que

diam(S;) = sup ||z —y| <.
xz,yE€S;

Definicién 1.2.2: Sea «,, = F(Z—il) la medida de Lebesgue de la bola unitaria
2

B™(0,1) ¢ R". Para A C R", 6 > 0y {S5;};ea un d-cubrimiento se define la medida
de Hausdorff m — dimensional, H,,(A), de la siguiente manera:

4



1.2. FORMULA DEL AREA

0—0 ACUS;

Ho(A) =1im inf 3 ay, (mmT(sj)) .
J

Observacién 1.2.1: A medida que ¢ toma valores cada vez més pequenos, el
infimo de la suma de los diametros del cubrimiento se restringe, ya que son menos
los conjuntos que cumpliran las condiciones de d-cubrimiento, y no disminuye (pues
se necesitan mas conjuntos S; para cubrir al conjunto A). Esto lo podemos apreciar
en la figura 1.1.

Por lo que el limite existe y tenemos 0 < H,,(A4) < oc.

d"cubrimiento d'-cubrimiento

Figura 1.1: § y ¢’-cubrimientos con § < ¢'.

Definicién 1.2.3: Bajo los mismos supuestos del apartado anterior definimos la
dimensién de Hausdorff de A, dimy(A), como sigue

dimy(A) = inf{n € R" : H,5(A) = 0},

donde H,5(A) = inf{>_,(diam(U;))" : {U;} es un é-cubrimiento de A}.
Observacién 1.2.2:Note que de la definicién anterior tenemos H, 5 < diam(A).

Veamos ahora un ejemplo en el cual calculemos el valor de H, s de algin conjunto
A y vinculemos este valor con la medida de Lebesgue de dicho conjunto.

Ejemplo 1.2.1 Sea A un conjunto convexo de R tal que diam(A) < § para algin
9> 0.

Sean x1,15 € Ay S el intervalo que estd entre x; y xs, entonces S C A pues A es
convexo. Si {S;}jea es un 6 — cubrimiento de A, entonces

5



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

xl—x2|:)\1(S) == Al(AﬂS)
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Pero

De donde

&
Observacién 1.2.3:

Note que H,, es una medida exterior, es decir, no es o-aditiva, pero es o-subaditiva.
Sin embargo, por Caratheodory, se puede extender a una medida H , siendo Fy,
la o-algebra de conjuntos H,-medibles.

"|an
Mencionaremos a continuacion algunas caracteristicas de la medida de Hausdorft:

» Para § > 0 los conjuntos de Borel en general no son H, s-medibles, [16].

Esto lo podemos ejemplificar considerando, en R?, los conjuntos
E={(z,y) eR?:y>a}ty A={(z,y) e R? : 2® +y* < (5)*}, con e < 4.

Entonces e .
H, 5 = diam(A) = 3 + 5 =€
Pero,
His(ENA)=diam(ENA) =diam(E°NA) =e.
Asi

Hos(E 1 A) + Hos(BS N A) = 2c,
por lo que A no es H,s-medible ya que H, 5(A) # H,s(ANE) +H, s(AN E°).

Esto nos demuestra la importancia del paso al limite 6 — 0 en la definicién de
la medida de Hausdorft.



1.2. FORMULA DEL AREA

Figura 1.2: Conjuntos £ y A.

= La o-algebra de Borel esta contenida en la o-algebra de los conjuntos
‘H,,-medibles.

» La medida de Hausdorff es invariante por traslaciones.

» Sea A un conjunto. Supongamos que lo cubrimos con infinitos conjuntos S; de
didmetro 0 pequeno, es decir, 6 — 0.

Si suponemos n pequeno y positivo, entonces

(diam(S;))" — 1,

> (diam(S;))" — oc.
Si por el contrario n es grande y positivo:
(diam(S;))" — 0,
y de esta manera

> (diam(S;))" — 0.

Luego, para cualquier A C R™, existe ng tal que

0, sin>ng
00, sin < ng.

H(A) =

= En el caso en que dimy(A) no sea un nimero entero decimos que A es un fractal.

Como ultimas definiciones de esta secciéon tenemos lo siguiente:

7



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

Definicion 1.2.4: Sean f : R™ — R” una funcién, y D C R". Definimos un
conjunto de excursion, Ap(f, M), como sigue

Ap(f,M)={te M CR™: f(t) € D}.

v .

Figura 1.3: Conjunto de excursion. Caso particular m=2 y n=1

Definicién 1.2.5: Sean f : R™ — R™ una funciéon, y A C R™, para m > n.
Definimos el numero de cruces de f con el nivel 7y’ en el conjunto A para algiun
y € R" por

N(fiay) = Hmn({z € A: fz) = y}).

En particular, para m = n tenemos

N(flA’Z/) E#{xEA:f(SL’) :y}7

donde, como ya habiamos mencionado, # denota el cardinal de un conjunto.

| N2

[ s
I LI

A

Figura 1.4: Gréfica de N(f),,y) para el caso m =n = 1.

Como es logico, la diferenciabilidad de un campo es un requisito sumamente im-
portante en Geometria Integral y en nuestro caso, en la Formula del Area ya que esta
evalua directamente la integral del jacobiano de un campo vectorial sobre un conjunto

8



1.2. FORMULA DEL AREA

medible. Es por esto que consideramos a partir de ahora funciones Lipschitz o en su
defecto localmente Lipschitz.

Definicién 1.2.6: Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos y f : X — Y
una funcion, decimos que f es Lipschitziana o de Lipschitz si existe M > 0 tal que

dy(f(x), f(y)) < Mdx(z,y) para todo z,y € X.

M es conocida como constante de Lipschitz de la funcién f. A la menor de estas
constantes, la denotaremos por Lip(f).

A continuacién presentaremos un resultado que nos da condiciones para establecer
la diferenciabilidad de funciones, y que es de suma utilidad en la demostracién de la
Férmula del Area.

Teorema 1.2.1:(Teorema de Rademacher) Sea f : R™ — R™ una funcién Lips-
chitz, entonces f es diferenciable en R™ \,,-casi siempre.

Para una demostracion bastante simple y analitica de este teorema consulte [13].

Lema 1.2.2(Particion de Borel): Sea f : R™ — R™ continua y o > 1, entonces
el conjunto {x : Dy es inyectiva} tiene un cubrimiento numerable, G, que consiste
en conjuntos borelianos E tales que f|, es inyectiva y existe un automorfismo lineal,
s, de R™ con

Lip(fipos™) < a,

ﬁlp(S © f|;1) S Q,

Is()ll

(0%

< |{v, Dyl < alls@)ll, para € B y v e R™,

| det(s)|

< Js(z) < a™|det(s)|, para x € E.
am

Demostracion:
Sea € > 0 tal que

1
—te<l<a-—e
a
Sea S un conjunto denso numerable de GL(m,R) (el grupo lineal de R™). Asocia-

remos a cada s € S'y cada ¢ € N un conjunto boreliano Z(s,i) C R™ que consiste en
todos los puntos 'a’tales que



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

{ (z + ) sl < I1Ds) - vll < (@ =)]s(v), para v e R™
(b) = f(a) = Dy - (b—a)ll < €lls(b—a)l,para b € Ba(5).

—Rl-

l[s@)[I™

flvfl™
esta igualdad en nuestra primera condicién, representamos el producto cuiia por A,
y usamos que J¢(a) = || \,, Dsw)||, se obtiene que

Ahora bien, dado que s es lineal, tenemos que = |det(s)|. Si aplicamos

(i 4 e) |det(s)| < J¢(a) < (A —€)™| det(s)]. (1.1)

Ademsds si E C Z(s,i) C R™ con diam(E) < 1, entonces nuevamente de la
primera condicién tenemos

[Df@) - (b =a)| < (a—e)|s(b—al
= «afls(b) — s(a)|| — €||s(b) — s(a)||, para todo a,b € E.

Luego,

| D) - (b—a)|| +€lls(b—a)|| < alls(b) — s(a)||, para todo a,b € E. (1.2)

Por otro lado, de la segunda condicion, concluimos que para a,b € E

1£®) = F@ll = 1Dsiwy- =)l < [I£(®) = £(a) = Dyay - (b= a)|
= csb - a)ll-

Asi
17 (0) = f(a)ll < [[Dga) - (b= a)l| + €lls(b — a). (1.3)
De (1.2) y (1.3) obtenemos que
1F(0) = Fla)| <Dy - (b= a)[| +€lls(b = a)|| < afls(b) = s(a)];
para todo a,b € E C Z(s,1) con diam(F) < 1.

Con un razonamiento andlogo llegamos a que

1) = F(@)l| 2 1Dy - (b= a)l| = ells(b—a)|| = éHS(b) = s(a)ll,

siempre que a,b € E.

Por lo tanto Z(s,4) tiene un cubrimiento numerable, el cual consiste en los con-
juntos borelianos que cumplen las propiedades requeridas.

10



1.2. FORMULA DEL AREA

Para finalizar la demostracién debemos probar que cada a, para el cual Dy, es
inyectiva, pertenece a algin Z(s,1).

Recordemos que, para algin g € GL(m,R), h € O(m,n) (grupo ortogonal de R™
en R"),
D@y =hogy.

De donde, para todo v € R™

[1Ds@ -0l = [lh(g())]

= |lg(v)|| pues h es ortogonal.
Luego, tomando s € S tal que
lsog < (t+¢)  ylgos<a—e

Tenemos en este caso

() lg)ll, = eR™

{ [s(v)]| <
lg)Il < (e =e)l[s()]l, = eR™
De esta manera se cumplen las condiciones requeridas en la definicion.

Finalmente, como [|b — a|| < |[s7!||||s(b — a)||, obtenemos un indice, 7, en la defi-
nicion de Z(s, 1) tal que Dy, satisface las propiedades planteadas en el lema.

U

Observacién 1.2.4: Con razonamientos analogos a los de la demostraciéon de la
Proposicién 6 del Apéndice B, tenemos lo siguiente:

Si S CR™ es abierto y f : S — R™ es un difeomorfismo de clase C* sobre su
imagen, f(S), entonces para todo A C S \,,-medible se cumple que

M) = [ 1det(Dy)ldr(a). (1.4)

Ademas podemos extender a campos vectoriales, f : S C R™ — R", difeomorfos
y de clase C! sobre su imagen, cambiando el término del integrando por el jacobiano
del campo vectorial, i.e

An(F(A)) = / T4 (@)dAn(z), (15)

A

11



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

siempre que A sea \,,-medible.

Claramente si consideramos m = n tenemos que la igualdad anterior coincide con
(1.4), y si tomamos f lineal tenemos el Teorema B.8.

o

Formalmente, la Formula del Area estudia el significado de la integral

/ Jp(x)d (), (1.6)
A

donde f es una funcién como la que describimos al inicio, A es un conjunto A,,-medible
ym<n.

Para el caso en el que m > n se estudia la formula de coarea, que no tocaremos
en este trabajo.

Si consideramos aplimsup,_,, f(x) como el limite superior aproximado de f(x)
cuando x tiende a a (definido en el Apéndice A), y apJ¢(a) el jacobiano aproximado de
f, cabe destacar que la hipdtesis sobre f se puede debilitar de Lipschitz a localmente
Lipschitz 6 la condiciéon

o timep 1@ = F(@]

< 400 para x € A.
roa |lz—al

Tenemos entonces el Teorema de la Férmula del Area:

Teorema 1.2.3:(Férmula del Area) Sea f : R™ —s R™ una funcién Lipschitz
conm<n

(1). Si A es un conjunto \,,-medible, entonces

/A J@)dn(2) = [ N y)dHn(y).

]Rn

(11). Siu es una funcion \,-integrable, entonces

/ @) () () = /R S () dHon(y)

" zef-1({y})

12



1.2. FORMULA DEL AREA

Demostracion:

(1). Para el caso en el que A tenga medida nula, es inmediato pues por Teorema B.7,
del Apéndice B, se tiene que

Hi(A) = An(A), pues A € B(R™) C R™.

Luego, usando el Corolario B.6

0 = (Lip(f))™ -0
= (Lip(f))" Am(A)
= (Lip(f))" Hm(A)

> /R N(fly)dHm(y) > 0.

De donde
Ny 0)dH(y) = 0 = / To(@) (),

R A

pues A tiene medida nula.

Concluimos que si A, (A) = 0, se cumple el apartado (I).

En general, por Teorema de Rademacher sabemos que f es diferenciable en casi
todo punto de A, y como A € B(R™) entonces 0 < A\(A) < +oo.

Dividiremos ahora la demostracién en dos casos.
Caso 1: A C {x : Dy es inyectiva }

Como f es diferenciable en A, ella es continua. Asi, por Lema (1.2.2), para
a > 1 dado, escogemos un cubrimiento G C {E € B(R™) : f, es inyectiva } y
existe un automorfismo lineal s, de R™, con

Lip(fip0s7") <o

‘CZP(S © f‘;l) S «,

HS(;)H < (v, Dyw)| < alls()||, para z € E y v € R™, (1.7)
| det(s)|

am

< Ji(z) < ™| det(s)]. (1.8)

Construimos una particion boreliana H, de A, tal que para cada C' € H se tiene
que C' C E, para algin F € (. Es decir, tomamos una particién més pequena

de A.

13



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

Luego, integrando Lebesgue sobre C' en (1.8), tenemos

/C 1 det(s)|dAm( /Jf Jdh, / o™ | det(s)|dAn ()
a” | det(s \/d)\ / (x)dAm(z )<am|det(s)\/cd)\m(x)

o™ det(s) /Jf V() < 0™ det(s)An(C).  (1.9)

Por otro lado, de los Teoremas B.7 y B.8 del Apéndice B se sigue que,

| det(s)[Am(C) = Am(s(C))
= Hm(s(C)).

Luego aplicando Teorema B.7 y la Observacion 1.2.4

/C J(@)d(z) " EY AL (F(O))
— MO,

De donde, por (1.9), tenemos

a”" M (s(C)) < Hm(f(C)) < " Hin(s(C)). (1.10)
Luego, de (1.10) y (1.9), se sigue que

M Hu(f(C) < a7 Hi(s(C))

a " Hp(s(C))

[ rta)irta)
C

a"Hpm(s(C))
"o H,, (5(C))
M (£(O))-

IAN I IA

VAN VA

De esta manera

@O € [ T (@) < 0 (7))

14



1.2. FORMULA DEL AREA

Sumando sobre C' € H nos queda

> aPMH(F(O) <) / Jp(@)dAm(z) <Y a®Hu(£(C))

CeH CeH CeH

™y H(f(C)) < / Tp(@)dAm(z) < o™ H(£(C))

CeH UCeH ¢ CeH

o, (U f(C)) < /A J5(@) () < 0P, (U f(C))

CeH

a2, <f <U 0)) < /AJf(x)d)\m(x) < *"H,, (f (U (J))

@HASA) S [ @A) < 0P ()

Sin embargo,

Hon(f(4)) = /f )

_ / Iy () Mo (3)

= [ N o))
Por lo tanto
a m Nf‘A, /Jf YA () < o™ N(fiay)dHm(y)-
]Rn

Haciendo o — 1, tenemos para A C {x : Dy () es inyectiva}

[ Ir@inn(e) = [ N )

Caso 2: A C {x : dim(ker(Dy())) > 0} = {z : J¢(z) = 0}
Para € > 0 arbitrario, factorizamos a f de la siguiente manera
f=poy,
donde
g:R" — R"xR™
z = (f(z)er)

15



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

p:R*xR™ —s R"
(y,2) = w.

Luego, para s € Ay v € R™ tenemos

(D) (v), €v)

Es decir,

(Dpog(a) (v), €v)
(Dp(g(a) (v ( ), €v)
(D (g(=)) ) m><1) + (Onxla 6Umxl)

Dp g(:r n><m Onxm
( m><m Umx1 + €[dm><m Umx1
p(g(x))

< EIdem )vmxl
( p(g(z)) )

D p(g(x)),ex) (U
)

D(p(a)ex) (v
Dg(x) (U)

(D(ay(v), €v) = Dy(ay(v). (1.11)

De donde es facil ver que g es inyectiva. Ademas

Es decir,

Luego

HDg(:r)H = Sup HDg(z)(U)H

f[oll=1

= ||Sl||1P1 (D) (v), €v)]|

= sup{HDf 2 ()| + €llv][}

< e—l— sup Lip(f)

[lv]|=1
= e+ Lip(f),
1Dgioll < e+ Li(f). (1.12)
Jo(x) < e(Lip(f) +e)™ . (1.13)

16



1.2. FORMULA DEL AREA

Aplicando a g el Caso 1 y usando la desigualdad anterior, nos queda que

Hn(f(A) < Hu(g( )) por ser H,, mond6tona

9

Y /eﬁzp )+ e tdA(z)
e(Lip(f) + " An(A).

::>

b

Luego,
0 < Hu(f(A) < e(Lip(f) + €)™ A (A).

Haciendo ¢ — 0, tenemos

Asi

(11). Veamos ahora la demostracién del segundo apartado.
Supongamos que u es una funciéon \,,-integrable.

Caso 1: funciones indicadoras

Sea A un conjunto Lebesgue medible, suponga u(x) = [4(z) con x € R™.
Entonces, por el apartado (I), tenemos que

17



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

/ (@) () dAn(n) = /R Ly () ()

2 [ NGenit)

I
T

FH Fk
——

8

M
A
=

|

<
——
U
X

{reA:ze f({y})}dHm(y)
_ /R Y L@

De donde, (II) vale para funciénes u indicadoras.
Caso 2: funciones medibles positivas

Supongamos que u es una funcién A,,-integrable. Sea {«;};>1 C RT tal que
lim; .ooa; =0y ZieN a; = +00. Entonces, por Teorema B.1, existen conjuntos
Aq, As ... \p-medibles tales que

= Zai]IAi(x), para z € R™.

Asi, del Corolario B.3 se tiene que

| w@s@ane = > ik () (x)in()

+oo
2 Z / oLy, (2)J;(2)d(2)

18



1.2. FORMULA DEL AREA

+oo
= o[ L@@
1=1 "
“+00
N, / S L (@)dHn(y)
i=1 zef~1({y})
+oo
i=1 Rn:pEf_l({y})
+oo

c

S

"y /RZ S il (2)dHoa(y)

"=l aef i ({y))
+o00

- [ Y Selu@it)
Haef () =1

= /R Z w(x)dHm(y).

" ref-1({y})

De donde se obtiene el resultado.

Caso 3: funciones \,,-integrables

Consideremos u una funcién \,,-integrable. Luego, por propiedades de las fun-
ciones integrables, u = uT —u~, donde u™ y ™~ son funciones medibles positivas.

Y de esta manera

/ ul@) () (@) =
St @)dH(y) - / S u (@) dHn(y)

/
/R vef-1({y}) R ver-1({wp)
/
/

Y (W@) —u (@) dHn(y)

Lo que finaliza la demostracion.



CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

Teorema 1.2.4: Sea f : R™ — R" una funcion Lipschitz y m < n, entonces

/A 9(f ()T () dA () = / 9N (frr ) dHon(y), (1.14)

n

para A \,—medible, g : R* — R y alguna de las siguientes condiciones se
cumple:

(1). g es H,,—medible.
(11). N(f.,y) < oo para casi todo y € R".
(11). Ta(g o f)Js es A\—medible.

Demostracion:

Supongamos que A es unién de una familia numerable de conjuntos compactos
(esto es posible pues podemos descompornelo de esa manera), f(A) es un boreliano,

y que ¢g(y) = 0 para y € R" — f(A).

Primeramente, veamos el caso en el que g es la funcién caracteristica de B C f(A)
H,,—medible.

Si H.n(B) = 0, entonces el resultado es inmediato. Por otro lado, si B es un
boreliano, podemos entonces aplicar la Férmula del Area a AN f~1(B). Asf

= /g(y)N(ﬂAa Y)dHn(y).

Ademas, como f(A) es H,,—medible y numerable, todo subconjunto H,,—medible
de f(A) es unién de un borealiano y un conjunto de medida nula.

Usando la condicién (I) y la analogia de la demostracién del apartado (II) de la
Formula del Area, es facil demostrar el resultado deseado.

Por otro lado, si suponemos que N(f|,,y) < 0o, entonces:

9(9) = 9WIN (Fas9) D Tienes, =iy ()

De donde, considerando la medibilidad del integrando derecho de (1.14), se cumple
la condicién (I).
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1.3. CAMPOS ALEATORIOS

Finalmente, veamos que ([1I) = (I). En efecto, para ' C AN {z : Js(z) > 0}
tal que fj, es inyectiva y H,,(f(A) — f(T))) = 0, entonces por la condicién (III) se
tiene que Ir(go f) es A\,,—medible.

Luego, si V' C R — {0} es abierto, entonces W = T U (go f)~*(V) es \,,—medible

FW) C g™ (V) € f(W) U (f(A) = F(T)),
de donde, f(W)y g~ (V) son H,,—medibles.

SECCION 1.3
Campos Aleatorios

En esta seccion presentaremos la definicién de Campos Aleatorios, daremos ejem-
plos de dichos campos y haremos algunas observaciones importantes que nos serviran
mas adelante.

Definicién 1.3.1: Consideremos (€2, F,[P) un espacio de probabilidad y M C
R™. Decimos que Z es un campo aleatorio indexado sobre el conjunto M si Z2 =
{Z,}penm es una familia de variables aleatorias (y por tanto funciones medibles)
n—dimensionales, es decir,

2, (Q,F) — (R",B(R")), para todo p € M.

Observaciéon 1.3.1: Para wy € Q2 fijo
Z(wy): M — R"
p — Z,(w)€R",
es un campo vectorial llamado trayectoria del proceso.

Noétese ademds que dim(Graf(Z)) = dim(M).

Observacién 1.3.2: En el cason =1y M C R, decimos que Z es un proceso
estocastico real.

Definicién 1.3.2: Sea {Z;};cr un proceso estocéstico real y consideremos el
siguiente conjunto {ti,to,...,t,, € T : t; < to < ... < t,}. A la distribucién
de probabilidad del vector aleatorio (Z,,...,2,) : @ — R™, Py 4, =Po

77777 tm
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CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

Figura 1.5: Ejemplo de trayectorias para un campo aleatorio con m=2 y n=1.

(Z4,--.,2,,)7Y, se le llama distribucién marginal finito-dimensional del proceso
{Zihier.

Ejemplo 1.3.1: Sean X e ) dos variables aleatorias reales independientes. Con-

sideremos
Xy =tX + ), parat € [0,+00).

Tenemos en este caso que X' = {A&; }1cj0,+) define claramente un campo aleato-
rio. Més aun las trayectorias de este proceso son rectas con coeficientes aleatorios.
Observemos el comportamiento de este proceso en las Figuras 1.6 y 1.7:

Figura 1.6: Variables aleatorias X e Y.

Y haciendo los cédlculos correspondientes obtenemos que la distribuciéon marginal
finito-dimensional del proceso esta dada por

1<i<n &

P(X, <a1,..., X, <z,)= / Fy (min i _y) dpy(y),
R

donde Fly es la funcién de distribucién de X' y py la densidad de la variable aleatoria

V.

Ejemplo 1.3.2: Sean X e ) dos variables aleatorias independientes (E[X)] =
E[X]E[Y]) ¥ con igual distribucién. Sea ademds o € R fijo.
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1.3. CAMPOS ALEATORIOS

Figura 1.7: Variables aleatorias para t = 0,t =1 y t = 1.

Si definimos

X, = X cos(at) + Ysin(at),

tenemos entonces que {Xt}te[oﬁroo) es un proceso estocastico denominado Proceso

Coseno.

El Proceso Coseno se caracteriza, entre otras cosas, por escribirse de la forma

Xy = Rcos(a(t —0)),

para R? = X? + )? y 0 = arctan (%)

Asumiendo ademds por simplicidad E[X] = 0, tenemos que la funcién de cova-
rianza del proceso viene dada por

C(s,t)

[
[(X cos(as) + YVsin(as)) (X cos(at) + Vsin(at))]

E[X? cos(as) 4+ XY cos(as) sin(at) + VX sin(as) cos(at) + V? sin(as) sin(at)]
[X?] cos(as) cos(at) + E[X Y] cos(as) sin(at) + E[YX] sin(as) cos(at)
+E[)?] sin(as) sin(at)]

E[X?](cos(as) cos(at) + sin(as) sin(at)) + E[X]E[Y] cos(as) sin(at)
+E[V]E[X] sin(as) cos(at)

E[X?](cos(as) cos(at) + sin(as) sin(at)) + 0+ 0

E[x?
E[x?

os(as — at

)
os(a(s —t)).

lc
Jc

Lo que nos dice que este es un proceso estacionario pues su distribucion es inva-
riante por traslaciones, es decir, la funcién C(s,t) depende sélo de s —t y E[X}] es

constante.
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CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

Ejemplo 1.3.3: La generalizacién a R™ del Proceso Coseno se conoce como Campo
Coseno y tiene la siguiente representacion:

1 n
Zp = Z(P17p27~~7pn) = % Z Xi(aipi)a (p = (pla cee 7pﬂ) cR )7
i=1

donde {X;}"_; es el proceso en R dado por

X;(t) = Xicos(t) + Y;sin(t) , para X; ~ YV, ei € {1,2,...,n}.

Nuestra intencién es entonces usar la Formula del Area sobre campos aleatorios
para hallar una expresion del nimero de cruce esperado de dicho campo con un nivel.

En lo que sigue, si Z2 = {Z,(w) : w € Q},en es un campo aleatorio, en donde
esta claro que €2 es el espacio muestral, entonces denotaremos al campo aleatorio,
Zp(w), por Z(.) : R™ — R™. En este sentido, es claro que N(Z),,y) es una variable
aleatoria real no negativa para y € R" y A € B(R™).

Los resultados en el capitulo anterior son validos para campos aleatorios. Sin
embargo, recordemos que los mismos valen para campos Z : R™ — R", donde
m < n.

Veamos a continuacion, graficamente, ejemplos de campos aleatorios y nimero de
cruces para los casos n =m, n <my n>m.

)

I\/ Zw,)
y \/,J\/‘“

f
A aIll

Figura 1.8: Ejemplo campo aleatorio Z : 2 x R — R.

En la figura 1.8 observamos la trayectoria de un campo aleatorio
Z: QxR — R, un nivel y € R y un conjunto A C R. Ademas de esto podemos
observar que N(Z,,y) = 3.
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1.3. CAMPOS ALEATORIOS

Figura 1.9: Ejemplo campo aleatorio Z : Q x R? — R.

Esta vez, en la imagen de la izquierda de la Figura 1.9 observamos un campo
aleatorio Z : Q x R? — R. En la misma figura, en la imagen derecha aparece un
nivel y € R y un conjunto A C R% Nétese que sobre el conjunto A se encuentra
la porcién de la proyeccién sobre R? de la trayectoria del campo que cae dentro de
este conjunto; esta curva representa el conjunto de excursién del campo Z sobre el
conjunto A y la medida de Hausdorff 1-dimensional de dicho conjunto (la longitud de
esta curva) es el escalar N(Z),,y).

Por tltimo, veamos qué pasa si m < n.

2
A

Z(w, )

Figura 1.10: Ejemplo campo aleatorio Z : Q x R — R2.

En la Figura 1.10 tenemos un campo aleatorio Z : Q@ x R — R2. En el lado
izquierdo de dicha figura observamos el grafico de la trayectoria del proceso para
un wy € €. Lo que acd es dificil visualizar es que dicha trayectoria toma valores en
cualquier punto del plano; para visualizar esto debemos ver el plano de color gris
como si este estuviese perpendicular a la hoja, de tal forma que la sensacién visual
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sea que la trayectoria sobresale de la pagina.

Entendido esto podemos ver que en el lado derecho de la Figura 1.10 tenemos nues-

tro nivel y y nuestro conjunto A C R. Note que este nivel no intersecta la trayectoria
Z(wp, x).

Si imaginamos que estamos ubicados sobre el eje de las preimagenes viendo hacia
el plano gris, visualizamos entonces la trayectoria del campo de frente al plano, y de
esta manera tenemos el siguiente grafico:

Z(wo¥)

—

Figura 1.11: Ejemplo figura 1.10 vista frontal.

Podemos entonces observar que para el caso m = 1 y n = 2, tenemos curvas
aleatorias y niveles definidos como puntos de R?. Es claro entonces que el ntimero
esperado de cruces del campo Z con el nivel y es nulo. Tenemos de esta manera la
siguiente observacion:

Observacién 1.3.3: Para un campo aleatorio Z : 2 x R™ — R" y un nivel
y € R", donde m < n, se tiene que

E[N(Z,,y)] = 0.

Esto se debe, como vimos en la explicacién anterior, a que para el caso m < n se
tiene que para casi todo y € R,

Es por esto que en lo que resta trabajaremos solo el caso m = n. Sin embargo,
podemos decir que para el caso en el que m > n existen resultados analogos a los
que estableceremos mas adelante, en los que se hace el uso de un teorema similar al
Teorema 1.2.3 denominado Férmula de Codrea.
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SECCION 1.4
Formula de Kac-Rice

En lo que sigue enunciaremos y demostraremos, como mencionamos con anterio-
ridad, la Formula de Kac-Rice, que nos brinda una expresion de la esperanza del
nimero de cruces de un campo aleatorio con cierto nivel. De la misma manera es-
tableceremos una expresién para los segundos momentos de la variable aleatoria de
Numero de cruces de un campo aleatorio con un nivel.

Para la demostraciéon de la Formula de Kac-Rice debemos recordar algunas propie-
dades de la esperanza condicional y debemos tener en cuenta el Teorema de Fubbini,
ambos dispuestos en los apéndices para su lectura. Presentamos entonces nuestro
resultado principal:

Teorema 1.4.1: (Fdrmula de Kac-Rice) Sea Z : QxR™ — R™ un campo aleatorio
localmente Lipschitz para el cual se cumplen las siguientes condiciones:

(1). Para todo x € R™ la densidad de Z(-,x), pz)(-), existe.
(). P{Jz e R": Z(x) =y, Jz(x) =0}) = 0.
(11). P({3z € R" : Z(x) =y, Dz(y) no existe}) = 0.

Entonces, para A € B(R™) y casi todo y € R™, tenemos que

EIN(Z,,,4)] = / E[J2(2)|Z(2) = ylpz (4)dA(x). (1.15)
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Demostracion:

Las condiciones (II) y (III) nos permiten asegurar que la expresién es vélida en el

caso en el que la medida de Lebesgue del conjunto A es nula 6 Z no es diferenciable
en A.

Para ¢ : R* — R una funcién H,-medible, por Teorema 1.2.4, tenemos que

| sN @ i) = [ a(Z@)Iz@ana),

integrando a ambos lados con respecto a la medida de probabilidad de la variable

/ / 9N (2 p)AH )z ()N () = / / 9(Z(2)) T (@)pze) (@)D (@)dM ().

Usando ahora Fubbini en la expresion anterior, nos queda que

/Rn 9(y) [/Q N(Z|A7y)p2(ac)(w)d)\n(w):| dH,.(y) :/A [/Qg(z(x))JZ(x)pz(w)(w)dAn(m (),

es decir,

| sENEL) ) = [ BlgE@)z@) ). (116)

A

Por otro lado tenemos que por Proposicion A.3, del Apéndice A
Elg(Z(2))Jz(z)] = E[E[g(Z(z))Jz(z)|Z(x) = y]]

E[E[g(y)Jz(z)|Z(z) = y]]

Elg()E [Jz(2)|Z(x) = y]]

| s U2()12(2) = vl p2 (5)aHa(w)

De donde
Elg(Z(z))Jz(z)] Z/Rng(y)E[ z(@)|Z2(2) = y] pz() (y)dHn(y)- (1.17)

Sustituyendo (1.17) en (1.16) y usando Fubbini,

[ s NG ] M) = [ [ dEU@)Z@) = il pzo)d )in @)
-/ / 9O [2(0)| 2(2) = Y] Pz (1) dAa (@) 1)
= [ o ([ EUz@120) = lpzoin) ) ao)
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De aqui obtenemos que
E[N(2,0)] = [ EU2012(0) = o] p2i 0)dh(o),

para casi todo y € R".
OJ

Para ver una demostracion de la Férmula de Kac-Rice, con una hipotesis agregada,
vélida para todo nivel y consultar [8, pag.50].

Observacién 1.4.1:
= Por Férmula del Area, si [ Jz(x)dN,(x) < co. Entonces

N(Z,,,y)dH( /Jg ) (

Rn
De donde, para casi todo y € Z(A),

N(Z|A,y) < 00

= Si consideramos ahora el conjunto
C ={zx e A: Jz(x) no existe},
por Rademacher A\, (C) = 0. Asi H,(Z(C)) = 0.

Luego, como Jz es medible y finita en R — C', hacemos R" — C' = ¢~ Cj, para
ciertos conjuntos Cy, donde para cada k € N

/ T2 (@) A () < oo,
Ck
y asi, para k € N y casi todo y € Z(Cy)

N(Z, ,y) <
Por otro lado,

{y € R": Z7'({y}) es no numerable} C Z(C’)UU{y € Z(Cy) : Z7'({y})NCy, es infinito}.

keN
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0 < H,({yeR": Z'({y}) es no numerable})
< Ha(Z2(0)+ ) Ha({y € Z(Cr) - 27 ({y}) N Cy es infinito})

keN

0+0=0.

En conclusiéon, N(Z|,,y) es finito o infinito numerable para y € R" H,-casi
seguramente y A € B(R™).

= Mas aun, por ser A un boreliano de R” y A una medida regular, la medida A,
sobre A es aproximada por la medida )\, sobre un conjunto B compacto. De
esta manera podemos asumir que A € B(R") es compacto.

En este caso, como Z es Lipschitz es claro que Z es diferenciable en casi todo
punto de A, ademads las imagenes dentro del conjunto A serdn acotadas. Por lo
tanto

/ Jz(x)d\, () < 0.
A

Es decir, ambos lados de (1.15) son finitos.

O

Ahora daremos una expresién para los segundos momentos de la variable aleatoria
que cuenta el nimero de cruces de un nivel con un campo. Usando los momentos
factoriales de esta variable [4].

Teorema 1.4.2: Sea Z : QxR"™ — R" bajo las hipdtesis del teorema anterior. Su-
pongamos que para k > 2, T1,Tq,...,xx € R™ la distribucion de (Z(x1), Z(x2), ..., Z(xy))
existe y es no degenerada en R™. Entonces, para todo A € B(R"™) y casi todo y € R™,
se tiene que

E ﬁ(N(Zmy)_(i—l))] _ /

i=1

HJZ )| Z(z1) L=Z(xp) =y

pZ(x1),...,Z(a:k)<y7 e Y )d‘rla <o 7d$k-

Demostracion:

Para cada ¢ > 0 definamos el conjunto Dy s(A) y el proceso Z como sigue:
Dys(A) = {(w1, 29, ..., ) € A¥ - d(w;, x;) < 0 parai #j, i, =1,2,...,k} CR"™
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y
g Q) x Dkﬁ(A) — Rnk
(waxb"ka) = (Z(w,xl),Z(w,xQ),...,Z(w,xk))
Siyr = (y,...,y), entonces:
k

v’ Para cada x € R" existe un entorno V, tal que Z : Q2 x V,, — R" es localmente
Lipschitz con constante Lipschitz Lip(Z,).

De esta manera, para cada (x1,Zs,...,x;) € Dy s(A) existe un entorno

Vipo = Vg X Vi X .. x Vy CR™,

.....

tal que, si (21,22, ..., 2); (Y1, Y2, ..., yx) € V1. k, entonces
do(Z(@1, o 2), 2 ) = dae((B(21), -, Z(20)s (Z(W1),- - Z(wr))
= mix{d.(Z(z )72(% )}

1<i<k

IN

1n<1?<>2{£2p( Ddn (i, vi)}

Haciendo Lip(Z,) = méx << Lip(Z,,), tenemos

dnk(Z(l’l,fg, s 793/6)’ 2(91»?427 s 7yk)) S 'Czp(zz)dnk((xb s ,l’k), (yla B 7yk))7
de donde,
Z es localmente Lipschitz.

v" Note que Dé(m k) esta descrita explicitamente por las matrices Dz(,,) de
orden n X m, y entonces

Dzuy 0 .o 0
0 Dz .- 0
Eran) = D(E@1)2@0) : T
0 0 oo Doy /s
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Por lo que

Dg(acl) 0 0 Dz 0
0 Dg(x ) 0 0 0
Dz = :
Z(x1,00xy) 2(T1,05Tk) S :
Dg(xl)DZ(rl) 0 0
T
_ 0 DZ(wg)DZ(x2) 0
: : - . :
0 0 . Dz(xk)DZ(rk) .
de donde,
JZ(Ili 7xk> = \/det(Dg(xl 77777 xk)DZ(xl 7777 xk))
0 D T DZ xo O
= det = 2), (v2)
0 0 Dg(xk)DZ(fEk)
= \/det (Dg(m)Dg(m)) ...det (Dg(xk)DZ(wk))
= J det (Dg(xi)DZ(xi)>
i=1
k
i=1 =1
Es decir,
k
T(ar, . a) = [ [ Jz(). (1.18)
i=1
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Luego, usando esta ultima igualdad

0o < P ({El(xl, ooy xg) € Dis(A) g(xl, cos k) = Uk, Ja(@, ) = O})
= ]P’({El(xl, o) € Dis(A) 1 (Z(21), ..., 2(zr) = (v, ..., y), Jz(21, ... 28) = O})

= P({3x1,....2%) € Dys(A) : Z(21) = ... = Z(xy) =y, J5(x1, ..., 21) = 0})
(r1s) P ({H(xl, coy ) € Dy s(A) 1 Z(x1) = ... = Z(ay) = v, H Jz(x;) = 0})

< ]P({H:L‘l, oL, T € A: Z(l’l) =...= Z(.Tk) =, Jg(l’l) s JZ($k) = O})

= P (U{H% €EA:Z(xy) =y, Jz(x;) = O})

< Z]P’ {3z € A: Z(z;) =y, Jz(z;) =0}) =0

Por lo tanto

P ({El(xl, o 1k) € Dis(A) s Z(xn, . wn) =y, J5(, .., @) = 0}) —0.

v' Tenemos también que

0 <P <{E|(x1, oo x) € Dis(A) Z(xy, ... 7)) = Yn, Doy ap) DO existe}>

77777

= P{3(z1,...,2%) € Dys(A): Z(x1) = ... = Z(x;) = y,al menos para un
i€{1,...,k}Dz, no existe})
< P{{3zy,...,2p € A: Z(x1) = ... = Z(x) = y,al menos paraun i € {1,...,k}
Dz s,y no existe})
k
=P <L_J{E|xZ € A: Z(x;) =y, Dz(z,) no existe})
i=1
k
< Z]P’ ({3z; € A: Z(x;) =y, Dz(s,) no existe}) = 0
i=1
De donde

.....

Por todo esto, podemos entonces aplicar la Formula de Kac-Rice al campo Z sobre
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CAPITULO 1. FORMULA DE KAC-RICE

el conjunto Dy s(A). De donde obtenemos

Zleé(A)’yk)} = / E [Jg(%’---,xk)|§(:p1,...,xk) :yk}
’ Dy, 5(A)

pZ(:pl ..... Ty ( )d>\ (xl,...,l'k)
k

P2 (1), Z (i) (Y ) n(z1) . dA (k).

E [N(

Por otro lado, para 61 < dy y (x1,...,2x) € Dis (A) se tiene que

d(z;,x;) <6 < dparai#jei,j=1,... k.

Es decir, (z1,...,2) € Dys,(A), i.e, Dy s(A) decrece a medida que § decrece.

Mas aun
Dys(A) L AFU{(x1,...,21) € A" : 2, = z; para algin par i # j}, (1.19)

donde el segundo conjunto de la unién tiene medida Lebesgue cero por ser una seccién
plana de un conjunto de mayor dimension.

Ademds, como Dy s, (A) < Dy.s,(A) para §; < da, se tiene que

N<Z|Dk,51 (A)’yk) S N(Z\Dk@m) ) yk)a

es decir, {N(Z Dy 5(4)? Yr)} es una sucesion decreciente para § — 0, lo que nos permite
usar Beppo Levi. Entonces

U [N(Z 0] = B[N (E,

= E [(131'3(1) H{(z1, ... 2%) € Dis(A): Z(x)) = ... = Z(z3) = y}]

= E#({x1€A: Z(x1) =y} x{za€ A—{x1}: Z(x0) =y}
X...ox{xpe A—{zy,...,xp1}: Z(x) = y})]

= E[f{z1 € A: Z(21) =yt#{za € A—{an} : Z(z2) =y} ...
#{ap e A—A{xy,...,x11} : Z(x) =y}

= E[N(Z.,,y) (N(Z.,9) —1) - (N(Z,,9) — (k= 1))] . (1.20)
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1.4. FORMULA DE KAC-RICE

Finalmente, usando (1.19) y (1.20), tenemos

k

E H(N(ZA,y)—(i—l))] - HmE[N(sz’é(A),yk)]

6—0
i=1
HJZ )| 2y = .. = 24, :y]

Pz(z1),..., wk)(Qk)dxl-'-dxk

= /AkIE HJZ(.wi)\Z(xl):...:Z(:Uk)Zy]

Pz (1), 2 () (Yr)dT1 - . . day.

= lim
6—0

Corolario 1.4.3: Sea Z : Q xR" — R"™ un campo aleatorio localmente Lipschitz
tal que

(1). Paratodo 1,z € R" las densidades de las variables Z (-, z1) y (2(-, x1), Z(+, 22));
Pz () ¥ D(2(1),2(2s)) () Tespectivamente, existen y son no degeneradas.

(11). P{3Iz e R": Z(z) =y, Jz(z) = 0}) = 0.
(). P({3z € R" : Z(x) =y, Dz(») no existe}) = 0.

Entonces para todo A € B(R™) y casi todo y € R™ se tiene que

E[(VE00)] = [ [ BUze) 2ol 260) = 262 = ilpzen 26 ) dnds,

/A E [J2(2)|Z(2) = y] page (y)de.
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CAPITULO 2

Kac-Rice en Variedades

Nuestro proximo objetivo es generalizar la Formula de Kac-Rice, que estudia-
mos en el capitulo anterior, a variedades diferenciables. Es decir, tenemos un campo
aleatorio definido entre dos variedades diferenciables y queremos calcular el ntiimero
esperado de cruces de este campo con un nivel en la variedad de llegada. Para esto,
discutiremos algunos conceptos basicos de Geometria Diferencial, daremos algunos
ejemplos y procederemos a presentar el resultado principal de este capitulo.

Destacamos que el interés por generalizar las expresiones que nos ofrece el Teorema
de Kac-Rice y el Teorema de los Momentos Factoriales, se debe a que en muchas de
las aplicaciones, sobre todo en las relacionadas con la vida real, los campos aleatorios
se definen sobre variedades. Debemos, sin embargo, pensar también en la importancia
de la independencia de las FKR en variedades de las cartas locales, que es lo que mas
adelante estableceremos.

SECCION 2.1
Variedades Diferenciables

Definicién 2.1.1: Sea M un espacio métrico, diremos que (M, ) es una carta

local diferenciable si y sélo si ¢ : U — R"™ es un difeomorfismo y U un abierto de
M.
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2.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Figura 2.1: Carta local para el punto p € M.

Definicién 2.1.2: Sea (M, d) un espacio métrico. M es una variedad diferenciable
n-dimensional si y sélo si
(1) Para cada p € M existe una carta local ¢, : U, C M — R", que es llamado
entorno coordenado de p.

(11) Para todo p € M, si (U, @) y (UZI,, 1) son entornos coordenados de p, entonces
f=vo 90_1 L p(Up N U];) — (U, N U;;)

es un difeomorfismo, que se le denomina cambio de coordenadas.

M

(UNUD

w( UanI;) woke -1

Figura 2.2: Cambio de coordenadas para p € M y entornos U, UI/, C M.

Ejemplo 2.1.1: Consideremos M = {(z,y,2) € R® : &
1

ay, Q9,03 € RT.
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CAPITULO 2. KAC-RICE EN VARIEDADES

Figura 2.3: Elipsoide.

Luego, para cubrir a M utilizaremos seis cartas

(j)'U(j)—{(x z a:)eR3'x-—(—1)ja- 1—96—3—36—%}—>R2
Qoi - Yy — 1,42,43 B 1 0,2 CL2 3

con j =0,1;,s,r € {1,2,3} disjuntos dos a dos, y c,ow

;. viene dada por la proyeccion

de Ui(j ) sobre el plano X X,. Con esto aseguramos que la condicién (I) de la definicién
anterior se cumple.

Sea p € UI(O) N U2(0), es decir p esta en los octantes de la derecha y anteriores de la
Figura 2.3.

Figura 2.4: octantes de la derecha y anteriores de la figura 2.3.

x

Luego, si (z,y) € gp(Ul(O) N U2(O)) = {(z9,73) € R?: Z—% + a—§ < 1,29 > 0}, entonces

© (-1 . Y, 2 ) 2?2 22
0y’ 0y Ay, 2) eR*: S+ 5 <Ly>0 — {(z,2)eR:2>0,5+5 <1}
ai  d? a? ' a2

Y2 22
J2) a1 —=—-—=,21,
(y,2) (1 i @ )

Anélogamente, se puede ver que para cualquier par de entornos coordenados de
un puntope M, Uy V, pyo go‘_/l es un difeomorfismo.

que claramente es un difeomorfismo.

De donde M es una variedad diferenciable.
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2.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

O

Veamos a continuacién, como ejemplo, a la esfera unitaria en el espacio como una
variedad diferenciable, ;Con cuantas cartas podemos cubrirla?. Calcularemos para
esta variedad sus respectivas cartas y cambio de coordenada.

Ejemplo 2.1.2: Consideremos la esfera unitaria S* = {(z,y,2) € R3 : 22 + 3% +
22 =1},

X,

A

Como caso particular del ejemplo anterior tenemos las cartas locales

o) UP = {(or,00,03) €R® 1y = (<1P /1 — a2 — a2} — R,

con j =0,1; 4,8, € {1,2,3} disjuntos dos a dos.

Podemos también cubrir la esfera con dos entornos coordenados, con la proyeccién
esférica:

A

Figura 2.5: Proyeccién de la esfera al plano II.

= Proyeccion de S? sobre I1
Tenemos por un lado la recta que proyecta un punto de la esfera al plano II
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CAPITULO 2. KAC-RICE EN VARIEDADES

[L’1t
L (F =Nt + N =4 ot
Para calcular esta proyecciéon debemos hallar la interseccién de la recta con el
plano,

de donde nos queda que
1
t = .
1-— T3

Por lo tanto

X X2

P (1,20, 23) = < ) , para z3 # 1.

].—13371—[)’53

Proyeccion de I1 a S?

En este caso conocemos los vectores ﬁ y 7 = (z,9,0). De aqui construimos

una recta [ que vaya desde ﬁ a 7, y con esto obtenemos un punto sobre la
esfera unitaria. Dicha recta viene dada por,

xt
1 (- N+ N={ yt

—t+ 1.

Como queremos el punto sobre la esfera, calculamos [ N S?. Y asi

—_

(xt)* 4+ (yt)* + (—t +1)? =
2 +y? +1)—2t = 0
tlt@*+y*+1)—2] = 0.

Luego, como t # 0, tenemos que

2
f=—
x2+y2+1

Asi,

21 2y x2+y2—1)

PH—>S2(1',y): (x2+y2+1’x2+y2+1’x2+y2+1

De manera analoga podemos hallar la proyeccion de la esfera al plano a través de

una recta que pasa por el polo sur. Asi tenemos nuestro par de cartas locales
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2.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

¢y S*—{(0,0,1)} — R?
€ )
($7y7z) H (1—Z’1—Z>’

0, S*—{(0,0,-1)} — R?
o )
(z,9,2) (1+Z,1+Z>.

Como vimos anteriormente, estas aplicaciones poseen inversa. Por lo que son ho-
meomorfismos y claramente son diferenciables en todo su dominio.

Més atin, para p € S* — {(0,0,1); (0,0, —1)},

X,

Figura 2.6: Punto p € S? — {(0,0,1); (0,0, —1)}.

las tuplas (S? — {(0,0,1),,}) v (S* — {(0,0,—1),,}) son entornos coordenados
de p, tales que para (z,y) € R? — {(0,0)}

27 2y —(z*+y* - 1)
AP+ U4y 1 224yt

valey ' (2,y) = @ (

De donde,

que es difeomorfismo.
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Por otro lado, si py = (z1, 22, 3) € S? — {(0,0,1)} es tal que x; > 0, tenemos que

2 2
f@,y) = o1 (9 (2,9)) <x2+y2+1’$2+y2+1 )

define el cambio de carta de estereogrifica a hemisférica para un punto (x,y) tal que
? +y* <1y (z,y) # (0,1).

O

Definicién 2.1.3: Una variedad Riemanniana es una variedad diferenciable n-
dimensional M, tal que para alguna parametrizacion ¢, : U, — M, con U, abierto
v P € va(Uys), las funciones

o 0 .
Gij(ur, ug, ..., uy) = (%,—> coni,j=1,2,...,n;

(9uj
son diferenciables en ! (p).

De esta manera, para cada p € M se define un producto interno ( , ), en T,M,
donde

ox

Con frecuencia {(, ), : p € M} es llamada métrica Riemanniana de M.

TPME{7:<3><%,7—?>:0}.

Observacién 2.1.1:

Los resultados que presentaremos en la siguiente seccién seran validos para va-
riedades diferenciables cualesquiera. Sin embargo, cabe destacar que esta puede ser
considerada Riemanniana para solventar la existencia de la métrica sobre la variedad.

Definicién 2.2.4: Sean M una variedad diferenciable n-dimensional. Un espacio
localmente euclideo My C M es una subvariedad diferenciable de M si y solo si M, tie-
ne una estructura de variedad diferenciable (tomando cartas sobre M e intersectando
con My, es decir, usando la topologia relativa).

Veamos un ejemplo sencillo de esta ultima definicion:
Ejemplo 2.1.3: Consideremos el conjunto
Mg = {(131,.7/‘2,1’3) S ]R3 . I% + .I% = 1,1’3 = 0},

Entonces M, es una subvariedad diferenciable de S2.
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Figura 2.7: Subvariedad Mj.

Observacién 2.1.2:

Si consideramos Z : 2 x M — N un campo aleatorio donde M y N son variedades
m-~dimensional y n-dimensional respectivamente. Sea y € N, el conjunto de excursion
(que es también un conjunto aleatorio)

Ay ZM)={zreM: Z(z) >y} CM,
es una subvariedad diferencial de M.

En particular, N(Z|,,y) es una subvariedad (m — n)-dimensional de M para
A € B(M), puesto que

N(2Z,,y) =4 (graf(Z) N {y}),

donde I14(B) es la proyeccién de B sobre el conjunto A.

SECCION 2.2
Formula de Kac-Rice en Variedades Diferenciables

Como ya mencionamos, el objetivo principal de este trabajo es generalizar la
Férmula de Kac-Rice a variedades diferenciables y calcular de la misma manera los
segundos momentos.

A continuacién presentaremos la estructuracion de nuestros espacios de medida
sobre variedades dadas, para luego extender un proceso que esté definido sobre ellas
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hacia un proceso entre espacios euclideos, que es justamente en donde tenemos los
resultados de Rice.

Consideremos Z : Q@ x M — N un campo aleatorio, con M y N variedades
diferenciables m-dimensional y n-dimensional respectivamente.

En la variedad de partida, M, vamos a considerar la o-algebra B(M), es decir,

B(M) =oc{B C M : B es abierto}.

Sea A € B(M) un conjunto tal que para algin p € M existe un entorno coorde-
nado
p:U—R™

con ACU.

En caso de no cumplirse esto, ver Observacion 2.2.1.
Luego, como ¢ es difeomorfismo, la aplicacién
e R™ — U,

es diferenciable y por tanto continua.

Asf, puesto que A C U es abierto, (p~1) " (A) = p(A4) € B(R™).

Por otro lado, sea ¢ : V. — R™ un difeomorfismo donde V es un abierto de N
y Z(U) NV # (), entonces tomamos un nivel y € Z(U) NV .Y consideramos la
o-algebra B(N') sobre la variedad N. Sea ademds B € B(R™), entonces se tiene que
= H(B) CV C N es abierto, es decir, v 1 (B) € B(N).

Observe ademds que para cada B € B(R") tal que ¢¥(Z(w,y)) € B, existe
N € B(N) con N C¢y~Y(B).

De esta manera tenemos un campo aleatorio
Z:(QAx M, FxB(M))— (N,BWN)), con F la o-dlgebra del espacio muestral €2,

bien definido y con propiedades que nos seran de utilidad més adelante.

Observacién 2.2.1: Note que si no existe p € M tal que (U, ) sean un en-
torno coordenado de p con A C U, podemos entonces descomponer al conjunto de la
siguiente manera:
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Tomamos p; € M tal que existe ¢ : Uy — R™ un entorno coordenado de p; con

diam(U; N A) = méAx{diam(Ui NA): (Ui, ;) es un entorno coordenado de p; € M}.
1€

Hacemos A; = U; N A y tomamos ahora py € M tal que existe ¢s : Uy — R™ un
entorno coordenado de ps con

diam(UsN(A—A;)) = méx }{diam(Uiﬂ(A—Al)) : (Ui, i) es entorno coordenado de p; € M}.

ien—{1
Hacemos Ay = Uy N (A — Ap). Y asi continuamos hasta cubrir al conjunto A.
Obtenemos entonces una sucesién { Ay }rea tal que,
A=H A,
keA
donde para cada k € A existe yy : U, —> R™ difeomorfismo, con A, C U,.

La existencia de estos entornos la garantiza el hecho de que M es una variedad
diferenciable.

o
En conclusion:
Queremos calcular
E [N(Z|A7y)i| 9
para Z: Qx M — Ny A€ B(M).
Tenemos entornos coordenados
YV — R", para el nivel y € V C N.
y
p:U— R™ para ACU C M.
Es decir, hemos construido el siguiente diagrama
Qx U-—2-V (2.1)
e
R™ R"

Anadiremos ahora al diagrama 2.1 una cuarta aplicacién entre los espacios euclideos.

45



CAPITULO 2. KAC-RICE EN VARIEDADES

Lema 2.2.1:(K.Martinez) Sean M y N dos variedades diferenciables m- dimen-
sional y n-dimensional respectivamente, y Z : (2 x M, F x B(M)) — (N, B(N))
un campo aleatorio. Entonces si A € B(M) es tal que existe una carta local en M,
(U, ), con A CU. Sea ademds (V, 1) una carta diferenciable en N' con Z(U)NV # (),

entonces para y € Z(U)NV C N se tiene que existe un campo aleatorio

~

Z:QxR™ — R” tal que

N<Z|A7y) = N(é\\(p(,q)aw<y>>'

Si A no cumple la condicion descrita, entonces ezisten (Uy, ox) entornos coordenados
tales que

N(Z1y) =Y N(Z, ) 0()-

keA

Demostracion:

Sean Z : Q x M — N un campo aleatorio con M y N variedades diferenciables,
y sean ademds A € B(M) ey € N.

Supongamos que existe p € M tal que (U, ¢) es un entorno coordenado de p y
A C U. Consideramos (V1) una carta diferenciable en N con Z(U) NV # () (esta
carta existe pues N es variedad), tomamos entonces y € Z(U) NV C N.

Definimos ahora el campo aleatorio Z:Q xR™ — R" como sigue,
g(x) = (Yo Zop) ().

De esta manera obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ox U—2 .V

donde
YoZ=2Zo0p. (2.2)

Sea

fileed: Z(@) =y} — {wep(A): Zw) =v(y)}
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Luego, si 2’ € {x € A: Z(x) = y} tenemos que
f(@') = (o) € R™.

Maés aun,
Zp@) = (Zo¢)@)
22 (o Z) ()
= ¥ (2(2))
= P(y).
De donde

f@) € {w € p(A) : Z(w) = ¥(y)}.
Ademds, como [ = @[, ., tenemos que f estd bien definida y es una aplica-
cién biyectiva (pues ¢ lo es).

Se sigue que,

N(Zy) = #red: 2(@) =y}
N(Z,,y) = #{IEAG p(A): Z(z) = ¥(y)}
N(Z|A7y) = N(Z\¢(A)7¢(y))' (23)

En caso de que A ¢ U para todo entorno coordenado (U, ¢), particionamos el
conjunto A de acuerdo a la observacién 2.2.1 y entonces

A= 4 Ay,
keA

donde para cada k se cumple lo anterior. Luego, usando (2.3)

N(Z,,y) = #{reA: Z@x) =y}
= #loelH A Z@) =y}
= # Lﬂ{:eeAAk : Z(z) =y}
- éj&{x € Ap: Z(x) =y}
- Pz
(59 k:ZAN (21,00 ¥ W)
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O

Observacién 2.2.2: Debemos senalar que tiene sentido comparar los cardinales
N(Z,,y) y N(Z,.,,,¥(y)) pues por la observacién 1.4.1 los conjuntos

{x € A: Z(x) =y} vy {z € o(A) : Z(z) = ¥(y)} son finitos o en su defecto
numerables.

Tenemos ya un campo aleatorio Z= o Zop l:QxR™ — R” que nos ofrece
un puente hacia el manejo de la féormula de Kac-Rice en espacios euclideos. Resta
ver, antes de formalizar la Férmula de Kac-Rice en variedades, qué forma adquiere el

jacobiano del campo Z.

Observacién 2.2.3: Sean g : R — R" y f : R” — R?® dos funciones diferen-
ciables con

g(xy, .o ) = (1 (1, )y Gu(T1, - T)),

f(yla"'ayn) = (fl(yh"‘Jyn)u'-'va(y17°'-7yn))'
Entonces, fog: R™ — R* y ademas

Welha) = S @+ G R @ + .+ g e

= S ) 2 ) parai = 10, s m (24)

1 8xk 8@»
Asi,
0 e} i
D@ = (H5eitw))
= - dfi G
2.4 (k_l axk(g(l') 8_:6]( ))
- (o), (G),
= [Ds(9(2)] 4n [Dg()], 00 -
Entonces

Digoq) () = Dy (g(x)) Dy()- (2:5)

Esto nos lleva a nuestro siguiente corolario.
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Corolario 2.2.1:(K.Martinez) Sean M y N wvariedades diferenciables m y n-
dimensionales (m < n) respectivamente, y Z : Q x M — N un campo aleatorio
lgcalmente Lipschitz. Consideremos
Z=1oZopl: QAxR™ — R"™ como el campo descrito en el Lema 2.2.1. Entonces,
para casi todo v € R™ se tiene que

Jz(a) = \/ det (DI, (2) DL(¢~ (1)) DE(Z 0 ¢ (@) Dyl(Z 0 ¢ (1)) Dz (1)) D~ ().

Demostracion:

Sean M C R" y N C R® dos variedades diferenciables m y n-dimensionales;
Z:Q x M — N un campo aleatorio localmente Lipschitz y Z =1 o Z o ¢!, con
¢ v ¢ difeomorfismos.

De la Observacién A.1, del Apéndice A, se puede ver que tanto ¥ como ¢~! son
funciones localmente Lipschitz pues son diferenciables. Por lo tanto Z es localmente
Lipschitz y entonces, por Rademacher, diferenciable \,,-casi seguramente.

M4s atin, de (2.5)
[Dé\(x)}nxm = [Dwozo@_l<'r)]n><m

= [Dy(Z0o9™)(@)],,, [Dzop1 ()]s,
= [Dy(Zo¢™)(@)],,, [Dz(¢7(2))],,, [Dp-1(2)],,,, - (2:6)

DL(x)Dz(x) s [Dy(Z0¢ ) @)Dz(p (@)D ()] [Du(Z 09 ") (@) Dz (e (2) Dy ()]
= Dga(2)Dz(p™ (2)) Dy (2 0 97 ) (@) Dy(Z 0 ¢ ')(2) Dz(p™ (2)) D1 (). (2.7)

donde

O

Observacién 2.2.4 Note que si en el corolario anterior las variedades M y N
estan embebidas en R™ y son de dimensién n, tenemos entonces que las matrices
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jacobianas son de orden n X n y ademas

Js(z) = \/det (DZ(x)Dé(x))
= \/det (D(x)) det (D5(x))

~ Jdet (D5(0)|
|det (Dy(Z 0 ™) () Dz (o7 (2)) Dy
|det (Dy(Z 0 ™) () || det (Dz(p™
= Jy(Zop ) (@)Jz(p7 (2)) o1 (). (2.8)
Por teorema de la funcién inversa tenemos que
Jz(x) 2 Jp(Z o ) (@) Jz(p (@) Jp1(2)

)
Ju(Z 0™ Y)(2)Jz(¢~ (z))
Jo(p~!(2)) '

~—~~ =
8
S~—
S~—
~—
o,
)
-+
—~
—~
8
SN—
S—

O

Proposicién 2.2.2:(J.G.Gdémez) Sea X wuna variable aleatoria m-dimensional
sobre algin espacio de probabilidad (2, F,P) tal que X tiene densidad Q. Sea
[+ R™ — R" (m < n) una funcion localmente Lipschitz. Si Jr(x) > 0 P- casi
sequramente, entonces la variable aleatoria n-dimensional Z = f(X) tiene densidad

P dada por
- ¥ 3
vei Ty 1)

Para ver la demostracién de este resultado consulte [8].

A continuacién hallamos un equivalente a la Férmula de Kac-Rice para un campo
aleatorio definido entre variedades diferenciables.

Teorema 2.2.3: (K.Martinez-J.Gémez) Sea Z : Q@ x M — N un campo aleato-
rio en el espacio de probabilidad (2 x M, F x B(M),P) localmente Lipschitz, donde
M y N son variedades n-dimensionales. Considere A € B(M), y € N y (U, ),
(V,4) entornos coordenados como en el Lema 2.2.1. Supongamos que para el campo
Z se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para todo x € M la densidad de Z(-,x), pz@)(-), existe.
(1) P{Fx e M : Z(z) =y, Jz(z) =0}) =0.
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2.2. FORMULA DE KAC-RICE EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

(1) P({3x € M : Z(x) =y, Dz(y) no existe}) = 0.

Entonces, para todo A € B(M), con A C U, y casi todoy € VN Z(U)

E[N(2,,y)] = Jw—l(w(y))AE[J(U)|Z(U) =yl Jo(upza(Y)drn(u),  (2.9)

donde J(u) = | det [Dy(Z(u)) Dz (u) Dy (o (u))] |

Demostracion:

Primero note que Z o p~!: Q x R" — A es un campo aleatorio en (2, B(N),P)
con densidad pz(,-1(2))(+)-

Adema3s:

» Como ¢ : V' — R" es difeomorfismo, entonces ¢ es localmente Lipschitz y
Jy(+) no nulo. Luego, por Proposicién 2.2.2, Z = 1 o Z o ™! tiene densidad
P35 (+) dada por

Pz(p1(2) (1)
Pr() = Y, 5

ety P

Pz (W)
Jp(=1(+))

(2.10)

= En el Corolario 2.2.1 vimos que el campo aleatorio Z:QOxR" — R" es
localmente Lipschitz con
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({3z eR" :po Zop H(z) =(y),|det (Dz(z)) | = 0})
({3z e R™: Z(¢p (2)) =¥ o9(y),det (D5(z)) = 0})
= ({3z e R" : Z(¢~'(z)) =y, Dz(x) es no inyectiva})
= P{FweR": Z(¢7'(2)) =y, Dyozop-1(x)
es 1o inyectiva})
1) P{3zeR": Z(p ' (z)) =y,
Dy(Zo¢ ") (x)Dz(p~ " (x))Dy-1(x) es no inyectiva})
= P{3weR": Z(¢7'(2) =y, Dz(¢™'(2))(2)
es 1o inyectiva})
= P({JzeR": Z(p () =y, Jz(¢ ' (2)) = 0})
= P{IreM:Z(x)=y,Jz((z)) =0}

~—

0.
Entonces,
P <{3x ER": Z(z) = d(y), Ja(z) = 0}) ~0. (2.12)
= También tenemos que
P ({Elx eR": Z(z) = ¥(y), D z(x) no existe}) = P{3zeR":¢¥oZop (z)=1(y), Dyozop-1(2)

no existe})
e1) PH{3zeR™: Zop l(z) =y,
Dy(Z o9 ) (z)Dz(p™(x))Dy-1(z) no existe})
= P{3zeR": Z(p ' (x)) =y, Dz(p (x)) no existe})
= P{3xeM:Z(x)=y,Dz(x) no existe})
0. (2.13)

Luego, por (2.10), (2.12) y (2.13) podemos aplicar la Férmula de Kac-Rice al campo

Z sobre el conjunto p(A) € B(R™) y el nivel ¢(y) € R™. De donde, usando Lemma
2.2.1 y Teorema 1.4.1 nos queda que,

E |:N(2|A7 y)] = E [N(ZAIMAM/J(ZJ))}
= [ E[E@I26) = 9]z )
5 / B4t ([DufZ 057Dl @)D, @]) )
boZopH(x) = ()P (L(Y))dia(z)
- / BT @0 20576 = 4] pay ()@
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- / o BT @207 @) = y] pz (b)) ()

_ iy 1)) = o] P2 @) oy
= [, Bl @Iz @) = ) P

= (Jw(y))_l/(A)E [T (™ (@) 27! (@) = y] Pz(e-1(a) (¥)dAn (@),

donde J (¢~ (x)) = | det [[Dy(Z 0 ¢™")(x) Dz(¢™" (2)) Dy (2)]] |-

Asi aplicando el teorema de cambio de variable, con u = ¢~ (z), tenemos
E[NGZ,.9)] = (o)™ / BT E)IZE ) = 1] paeso ()
— ()" | B2 =] wpzi 0w
= T () [ ELT@IZ W) = 1) o (w)pz ()dr(u),

A

con J (u) = [det [Dy(Z(u)) Dz (u) Dp-1(p(u))] |

En el caso en el que no haya un entorno coordenado (U, ¢) tal que A C U, tenemos
el siguiente colorario:

Corolario 2.2.4 (K.Martinez-J.Gémez): Sea Z : Q@ x M — N un campo alea-
torio en el espacio de probabilidad (2 x M, F x B(M),P) localmente Lipschitz, donde
M y N son variedades n-dimensionales. Considere A € B(M), y € Ny (Ug, ¢x),
(V,4) entornos coordenados como en el Lema 2.2.1. Supongamos que para el campo
Z se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para todo x € M la densidad de Z(-, ), pz@)(-), existe.
(1) P{Jz e M: Z(z) =y, Jz(x) =0}) = 0.
(1) P({3x € M : Z(x) =y, Dz(y) no eziste}) = 0.
Entonces, para todo A € B(M) y casi todoy € VN Z(U)
BN (2, 0)] = Jor(60) Y [ BIA0IZ00 = 3] Lo (st (DAl (214
keA
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donde Ji(u) = |det [Dw(Z(u))Dg(u)ngl(gok(u)) | v los conjuntos A; forman
parte de la descomposicion del Lema 2.2.1 de A.

Demostracion:

Basta usar el hecho de que la esperanza es lineal y aplicar el Lema 2.2.1 y Teorema
2.2.3 sobre cada Aj.

Observacién 2.2.5: Note que la observacién 1.4.1 sigue valiendo puesto que la
imagen de un compacto a través de una funcién continua sigue siendo compacto. De
donde ambos lados en (2.9) y (2.14) son finitos.

SECCION 2.3
Independecia de las Cartas

Hemos construido una expresion, a partir de la Formula de Kac-Rice, para el
niumero esperado de cruces de un campo aleatorio definido entre variedades diferen-
ciales, Z : Q2 x M — N, con un nivel y € N sobre un conjunto A € B(M). Esto lo

hemos hecho extendiendo el campo Z a un campo Z definido entre espacios euclideos.

Observemos la Figura 2.8 en donde se muestra graficamente lo que hace nuestro
campo Z. En esta figura podemos ver entonces que el campo aleatorio z proyecta
de alguna manera el campo Z a R" a través de las cartas. Nos podemos preguntar
entonces | Es la expresién 2.9 dependiente de las cartas ¢ y ¥7, y es esto lo que a
continuacion trataremos.

Figura 2.8: Z: QxR — R.
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2.3. INDEPENDECIA DE LAS CARTAS

Primero observemos la segunda figura de esta seccién en donde se pueden visua-
lizar dos campos ZAl y 22 correspondientes a un campo aleatorio entre variedades
diferenciales, Z. Note que para diferentes cartas se tienen diferentes campos, conjun-
tos y niveles. Ademds, como las cartas son difeomorfismos, entonces estos campos
conservan las propiedades del campo original.

Figura 2.9: Z:R2 — R?, para cierta variedad M 3-dimensional e i € {1,2}

Todo esto sugiere que para diferentes cartas tendremos la misma cantidad de
cruces. En las siguientes proposiciones verificaremos la independencia de las cartas.

Observacién 2.2.6: Una definicion analoga de una variedad diferencial es la si-
guiente: Sea (M, d) un espacio métrico. M es una variedad diferenciable n-dimensional
si y solo si

(1) Para cada p € M existe una carta local ¢, : V CR" — U, C M.

(11) Para todo p € M, si ¢ y v son cartas locales de p, entonces

f= 30_1 o : 77[’_1(U10 N U;) — 90_1(Up N U;;)~

Observe que aqui la diferencia es que con el espacio cubrimos a la variedad. Entonces
nuestra expresién 2.9, con esta definicién, es equivalente a cambiar ¢ por 1.
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CAPITULO 2. KAC-RICE EN VARIEDADES

A continuaciéon demostraremos la independencia de cartas primeramente sobre la
carta en la variedad de partida, y luego sobre la variedad de llegada. Para la car-
ta en la variedad de partida tomaremos dos cartas equivalentes, ¢; y 9, haremos
1 = idgn y veremos que las expresiones (2.9) correspondientes a cada carta coinci-
den; analogamente para las cartas de llegada. Tenemos de esta manera las siguientes
proposiciones:

Proposicién 2.2.5:(K.Martinez) Sea Z : Q@ x M — N un campo aleatorio
localmente Lipschitz como en el Teorema 2.2.3 y consideremos ¥ = idgn, entonces la
expresion (2.9) no depende de .

Demostracion:

Sean o1 : R" — U C M, con A C Uy py : R" — Uy C M, con A C Us.
Consideremos entonces el cambio de coordenadas f para ¢ o f = ;.

Por un lado tenemos que
E[N(Z2,.y)] = Jw(?ﬁ_l(y))/AEUdet [Dy-1(2(w)) Dz(w) Dy, (¢1 ' (w))] [|12(u) = y]
ot (Wpz () (y)dAn(u)

Jw
= [ Efldet [D2()D (o7 @)] 12() = 1] 1wz 0w

De donde,
/A E[| det [D(u) Dy, (97 (w)] || = / E [|det [Dz(u) Do (0 03 (w))] || 2(u) = 4]
Z(u) =y JL‘p;:l (Wpzw) (y)dAn(u) Jf*10¢51 (Wpz@w (y)dAn(u)

= [ El1det [D2) D5 (@)D 005" )] 12() = o]
Ty st (W) (9) ()
= [ Bl 00 )l det [D2(wD, ' )] 120) = o]
T sope ()0 (9) A (). (2.15)
Tenemos ademés que,
i tap1 () = (Jppor (F 1003 ()
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y

Joror(z) = \Jdet

= \/det D¥(2)Dy(2)] \/det [DZQ(f(Z))Dm(f(Z)ﬂ

Por lo tanto,

Jf_lo@;1(u) = (Jr(f oyt (w) Jpy (93 (w))

De donde,
S propz1 (1) = Jf_l(gogl(u))J(p;l(u). (2.16)
Luego, por (2.15) y (2.16)

| Elldet [D2@D (e )] 1200 =) = [ B 0 05" ()] det [Dzla) D5 )]
Ty WPz @A) |Z() = gl (65 () (W2 (1) da(w)

— [ Elldet D@D ez )] 12(0) = ]
Tp(f V0 5 () g1 (93 () s (w)pziag ()N (1)

= [ Blldet [D2(Dpues" ()] 112(0) = o]
T o sost (000300 (1) A1)

= | Blldet [D2(Dpue" ()] 112(0) = o]
S oz (Wpz ) (y)dAn (u).

O
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Proposicién 2.2.6:(K.Martinez) Sea Z : Q@ x M — N un campo aleatorio
localmente Lipschitz como en el Teorema 2.2.3 y consideremos ¢ = idgn, entonces la
expresion (2.9) no depende de 1.

Demostracion:

Sean 11 : R" — Vi C N, cony € Vi y ¢y : R* — V5 C N, con y € Vs.
Consideremos entonces el cambio de coordenadas f para ¢, o f = 1.

Por un lado tenemos que

EINZL0)] = Ju@i'0) [ B [ldet [0, (2) D@Dyl ()] 12(0) = o]
Tt (w)pz00) (0 A ()

= 10 w) | B[ldet [P (Z@)D2()] 12(0) = o] p2o ()dra o).

Por otro lado,

Dy-1(2(w) = Dyrpyer(Z(u))
— Dya(dy" 0 Z(u) Dy (Z(w)), (2.17)

T W7 W) = Juer(f 7 003 (v)
=\ Jdet [DL L (f~1 0 05 (1) Dysor (f~ 0 05 ()]
= \/det [DF(f=1 oty () DY, (%3 (4)) Dy (43 () Dy (f 1 0 403 ()]
= T o0 W) e (5 (0). (2.18)
Luego, de (2.17) v (2.18) tenemos que

E[NZ,.0)] = Ji(f o' (y) / E[Jp (3" 0 Z(w)|det | Dy (2(w) Dz(w)] [|2(w) = y]
Ton (05 )Pz (1) AN ()

- / E | J5(f 7 005 (1)1 (U5 0 Z(w))|det | D1 (Z(w) Dz(w)] |2 (u) = |
Jon (05 )Pz (5) AN (1),

Ademas,
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Tr(f oty () Ty 0 Z(w) = Jp(f "oty (Z(w))Jp-1 (13" 0 Z(u))
= |det [Dy(f " othy ' 0 Z(u)) Dyp-1(thy " 0 Z(u))] |
= |det(Dia(vy " 0 2(u)))|
| det(Id(vy " o Z(u)))| =1

De donde,

[ B[l [Dyp 2Dz 120 =4] = [ E[ldet [y (2 D2w)] 120) =
Jo, (7 W)z )dAa(w)  Tu (3 1))z (y)dAn (1)

Observacién 2.2.7: En general, como escencialmente nos interesa calcular el
nimero esperado de cruces, no es de mucha importancia la forma que tiene el conjunto
de llegada en el campo Z. Por esto basta considerar N' = R" y as{ la expresion (2.9)
nos queda como sigue

E[N(Z,.y)] = /A Eldet [Dz(u) D1 (p(u)][|2(w) = y] Jo (0)pz(u) (y)dAn ().

SECCION 2.4
FKR en variedades para todo nivel

En la parte anterior hemos verificado la independencia de las cartas en la Formula
de Kac-Rice para variedades diferenciales. Sin embargo, debemos recordar que este
resultado es valido para casi todo nivel.

En lo que respecta a las posibles aplicaciones de esta expresion, es necesario en-
contrar un resultado valido para todo nivel y es por ello que en lo que sigue estable-
ceremos la Féormula de Kac-Rice en variedades diferenciales vélida para todo nivel.

Para obtener dicho resultado utilizaremos el analogo en espacios euclideos extraido
de [8].

Definicién 2.2.5: Sea F : CY(U,R" x L(R")) — R un funcional, con U C R
y L(R") = {T : R® — R"/T es una transformacién lineal}. Diremos que F es un
operador continuo si para {f, }n>1 C CH(U,R") y {F,}n>1 C CH(U, L(R")) tales que
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fon ——>f F, ——F
n—->00 ,y ¥ n—-—>00

uniformemente sobre conjuntos compactos de U, entonces

F(frn,Fn F(f.F
(fnoFn) ————F(1F)

Denotaremos f, = f, si f, converge uniformemente a f.

En contexto con esto tenemos el siguiente teorema:
Teorema 2.2.7:(J.G.Gdomez) Sea Z : Q x R" — R™ un campo aleatorio local-
mente Lipschitz tal que se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para todo v € R" la densidad de Z(x), pz)(-), existe y la funcion (x,y) —
Pz (y) es continua en A x 'V, para A compacto y V, un entorno de y.

(11) P({3z e R": Z(z) =y, Jz(»)(x) = 0}) = 0.
(i) P ({3z € R": Z(z) =y, Dz(»)(x) no existe}) = 0.

Sea F : CYH(A,R™ x L(R™)) — R un funcional tal que si {Z,}n>1 € CH(A,R") y
{Dz,}n>1 CCHA, L(R™)) cumplen

Zn =2y Dy, = Dz,

entonces
F(Zn,Dz,) ——>F(2,Dz)
n— >OO .

Tenemos entonces que para todo y € R"™

B[N(E, )] = [ BU@IZ@) = iz (219)

+

donde Ay es un boreliano de R™ tal que Ay C {z € R": Jz(z) > 0}.

En nuestro caso tenemos la proposicion equivalente:

Teorema 2.2.8: (K. Martinez-J.Gomez) Sea Z : Qx M — N un campo aleatorio
localmente Lipschitz, con M y N wariedades diferenciales n-dimensionales y o, 1
cartas locales como las descritas en el Lemma 2.2.1; tal que se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) Para todo v € M la densidad de Z(x), pz@)(-), existe y la funcion (x,y) —
Pz (y) es continua para todo (x,y) € U x V.
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() P ({32 € M : Z(z) =y, Jz(n)(x) = 0}) = 0.
(i) P ({32 € M : Z(z) =y, Dz()(x) no existe}) = 0.
Consideremos F : CY(A,V x L(V)) — R un funcional tal que si {Z,}n,>1 C
CY A, V) y{Dz }n>1 CCHA,L(V)) cumplen
Zn =22y Dy = Dg,

entonces
F(2n,Dz,) ——F(Z,Dz)
n—-—>o00 .

Tenemos entonces que para todo y € VN Z(U)

E|N(Z,,.9)] = Jor () / E[J(2)|2(2) = ) Jp(@)pzi ()dz,  (2.20)

donde 7 (x) = | det [Dy(2()) Dz (2) D1 (0(a))]|.

Demostracion:

Deseamos aplicar la Proposicion 2.2.7 al campo Z = 1o Zo et Es claro que
las condiciones (IT) y (IIT) se cumplen para este campo, resta entonces verificar las
condiciones (I) y la continuidad del operador F.

= Sabemos que la densidad de Z existe y viene dada por
P () = 1 (¥ ())pz(e-1()) (+)-

Més atin, como (z,y) — pz()(y) e y — Jy-1((y)) son continuas, entonces la
funcién
(z, y,) = PE(2) (y/)’

es continua para todo (x,y") € p(A4) x (V).
» Consideremos la sucesion {Z\n}n21 definida por
Zn(x) =10 Zyop ' (z)VneN,
con {Z,}n>1 € CHA, V) una sucesién de funciones tal que
Zn = 2,
cuando n — oo.
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Por otro lado, como % es inyectiva y diferenciable, tenemos que v es Lipschitz
en V', digamos Lip(¢) = M.

Luego, dado € > 0 existe N € N tal que si n > N, entonces

dn(Zn(2), Z(z)) < % para todo x € C' C A, con Ccompacto.

De aqui, para n > N, se tiene que

do(Zn(2), Z(x)) = da((Za(¢7 (@), ¥(Z(¢ 7 (2))))
< M- dp(Zalp M (2)), Z(¢7 (2)))
<

€.

De donde N N
Z, = Z cuando n — 00,

en ¢(C) C ¢(A) compacto.
Anélogamente podemos ver que

DZL = Dz cuando n — o0,

para
DZ‘n = DtbOZnOgo_l Vn € N.

Por lo tanto

~

lim F(Z,, Dy )= F(Z,Dj).

n—oo

Aplicando entonces el Lema 2.2.1, y el Teorema 2.2.7 a z , nos queda

. [N(Z|A+’y)] = E |:N(§|¢(A+)7w<y>):|
- / E [0 2(2) = ¥()| pa (0(0))de,
(Ay)
para todo y € V.

Es decir, para todo y € V' tenemos que

E[N(EZ,.,.0)] = Jr(ww) [ ET0)12(0) = 1) Joolpao ()da.

Ay
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CAPITULO 3

Segundos Momentos en Variedades
Diferenciables

En el capitulo anterior hemos obtenido una expresién para la esperanza, o media,
de la variable aleatoria N (2 ,,y) para Z un campo aleatorio definido entre variedades
diferenciales n-dimensionales, A un boreliano en la variedad de salida e y un nivel
en la variedad de llegada. Otra cantidad importante para el estudio de una variable
aleatoria es la varianza, o desviacion estandar, que es una medida de la dispersiéon o
variacion de los valores de la variable aleatoria alrededor de la media.

Es natural entonces interesarnos en obtener expresiones no sélo para la varianza
de la variable N(Z|,,y) sino también para momentos de orden mayor. Para esto
extendemos la expresién de los momentos factoriales del Teorema 1.4.2 del capitulo
1 a variedades diferenciables, y obtenemos lo siguiente.

Teorema 2.3.1: (K.Martinez-J.Gémez) Sean Z : Qx M — N, A€ B(M), y €
Ny (U, ), (V,9) como en el Teorema 2.2.3, con A C U. Supongamos ademds que pa-
rak >2yxy, xo,. .., € M, la densidad del vector aleatorio (Z(x1), Z(x2), ..., Z(xy))
existe y es no degenerada. Entonces para todo A € B(M) con A C U y casi todo
yeVnNZU), se tiene que:

k

[[7@)IZ@) = ... = Z(@a) =y

=1

z H(N(ZA,w—(z'—l))] - ()™ [ B

i=1

k
H Jap(xi)pZ(xl),Z(xg) ..... Z(xk)(y> Y- Jy)dxl v dl’k,(?)]-)

donde \7(931) = | det(Dd,(g(u)))Dg(u)DWl(gp(u))|.
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CAPITULO 3. SEGUNDOS MOMENTOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

Demostracion:

Como lo hemos hecho anteriormente, construimos a partir de Z y los difeomorfis-
mos ¢ y v, el campo aleatorio Z =9 o Zop1:Q x R* — R". Asi, Z cumple las
condiciones de la Férmula de Kac-Rice.

Maés ain para k > 2y xq, 2o, ...,z € M, por Corolario J.Gémez, (Z(z1), Z(x2), ..., Z(xk))

.....

Entonces (£ o o™ (x1), Z 0o o7 (x3),..., Z 0 o~ () es un vector aleatorio con
densidad pz(@—l(xl)) ..... Z(@fl(zk))(').

Luego, considerando v, : V¥ — R™ definida por

Uz, .. xk) = (W(21), ..., 0(x)),

es claro que ¢, es diferenciable.

Sea y € R™, digamos y = (y1,..., ) donde y; € R" para todo i € {1,...,k}.
Entonces para cada y; existe x; € V tal que ¥ (z;) = y;. De esta manera

y=(y1,--,yk) = (W(x1),...,0(x)) = Yg(T1, ..., 28).

De donde 1, es sobreyectiva.

Mas aﬁna si (xla s 7xk)7 (yla s 7yk) S Vk son tales que 1/)k(x17 cee Jxk) = ?/fk(?/b s 7yk)7
entonces

(Y(x1),...,¥(xk) = (VW) - - Y (yr)) = ¥(x;) = Y(x;) para todo i € {1,...,k}.

De donde, como 1 es inyectiva, 1 es inyectiva.

Concluimos que ¢, es localmente Lipschitz con Jy, (z) > 0 para todo z € V*.

Entonces el vector aleatorio (Z (1), Z(x3), ..., Z(z1)) tiene densidad
—1
Pz(e=t @), 2~ ) (Vi ()
P3(e1), Z (), B () = = : (3.2)

con i () = (1), ..., 71(-)). Entonces la densidad de (Z(z1), Z(z2), .. ., Z (1))

existe y es no degenerada.

Luego, por Teorema 1.4.2, tenemos

k ~
- H(N(zww,w@))—(i—l))] = [.E

=1

.....



Més atin, sabemos que N(Z|,,y) = N(Zw(A),w(y)), por lo que

N(Z|A7y) - (Z - 1) = N(é’ﬂw(A)aw(y)) - (Z - 1)a para todo i € N7
en particular
N(Z,,y)—(i—-1)= N(g‘vw,w(y)) — (i—1), paratodoi € {1,...,k}.

De donde
k k

[TV E,y) - 6 =1) = T[(N(Z,..0) - 1) (3.4)

i=1 i=1
Usando (3.2), (3.3) v (3.4) nos queda que

E\[[(N(Z,,9) —i+1)

i=1

= E

i=1

H(N(é\bm)?w(y)) - (Z - 1))]

.....

duy ...du
i (0 () e
k
= kal(yk)/ E Hj(go_l(ui)ﬂz op tuy) =...= y]
‘P(A)k i=1
P2(p1 () 2 (up)) (Y ) AUy - - dug.. (3.5)

Haciendo el cambio de variable

('Tlax%' . 7~Tk) = (w_l(ul)ﬂp_l(uQ)a s 790_1(uk)) = 901;1(“1,“27- .. 7uk’)7

nos queda

E H<N<ZA,y>—<z'—1>>] - Unlw) [ B

i=1 AX...xA

Hj(q:i)|Z(:c1) = ... =Z(x) = y]

i=1
Jou (X1, T2, o TR)D2(2),.. 2 () Yk )dX1 - . . dg,. (3.6)
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CAPITULO 3. SEGUNDOS MOMENTOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

Por otro lado, para x; = (x},2%,...,25) € V C M C R®, tenemos

79

V() = Yoy, 22, ... 05) = (W (o), 22, ...,

Asi
0 o) o)
o) . B @)
D¢k($1,...,$k): .
0Yn P OYn
e (a) ... Pa(r) W)

Escrito de otro modo,

Dw(l‘l) 0

0 D¢($2)
Dy, (x1,...,21) = :
0 0

donde Dy(z1) es una matriz de orden n X s.

De esta manera

Dwk(xla wrk) = .
0 0

66

(@& 7)).

0 0

(@) .. g

Y On,

i@ - 5@ )
0

Dw(l’k) nkx sk

D, T (1)

skxnk

L, at))) € R,



Por lo que

(D¢(x1) 0 )(Dg(xl) 0 )]
0 0 0 0

= | JEE S
L\ 0o L D) 0 ... DI(x)

Dy (1) Dy (1) 0 0
R O Dw(@)zDi(»’U“z) ' 0
\ L 0 0 . Dy(ax) D (z)
= \/Jdet [Dy (1) D (a1)] det [Dy(2) DL () - .. - det [Dy(w) D ()
k k
- 11 \/det [Dy () DI ()] = [1 e,
De donde,
Ty (@1, ) = H Jy ()
En particular,
ka (y 7777 y) - (Jw(y))k (3 7)

Jou (@1, ) = H Jo(2;) (3.8)
Usando (2.26), (3.7) y (3.8) obtenemos
k k k
B | TIVE00) — G- 1>>] = )™ [ B [[T@2e0) = .= 260 = | T[Jeto)
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CAPITULO 3. SEGUNDOS MOMENTOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

Corolario 2.3.2: (K.Martinez-J.Gémez) Consideremos Z : Q2 x M — N, A €
B(M) ey e N como en el Teorema 2.5.1. Entonces

E |:(N<Z|A7y))2:| = Jf(y) /A2 E [T (21)T (22)|Z(21) = Z(22) = ¥ J¢(x1)J(p(x2)

P2(21),2(e0) (Y, Y)durdrs + Ty (Y(y)) /A E[J(21)|Z(71) = Z(22) = y] Jo(21)P2(2y) (y)d1,

donde
J(x) = |det [Dy(Z(2))Dz(x)Dy-1(p(2))] |.

Los modelos en campos aleatorios se utilizan ampliamente en aplicaciones cientifi-
cas, incluyendo la descripcién de estructuras en estudios ambientales y epidemiolégi-
Cos.

Investigando un poco hemos encontrado aplicaciones dirigidas por Robert J. Adler
en un articulo titulado Estimating Thresholding levels for Random Fields via Euler
Characteristics junto a Kevin Batz. En este trabajo se crea un método con umbrales
para la deteccién de la senal en campos aleatorios y para esto observa y estima las
curvaturas de Lipschitz-Killing (LKC) y, consecuentemente, la caracteristica de Euler
del campo mediante la féormula cineméatica gaussiana a través de minimos cuadrados
generalizados. En particular, esta aplicacion se vincula directamente con la Férmula
de Kac-Rice y el estudio estadistico de imagenes cerebrales y resonancias.

Sin embargo, el campo de aplicaciones es mas amplio y se espera que este trabajo

pueda abrir aun mas las opciones de posibles aplicaciones para las expresiones de
Kac-Rice.
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APENDICE A

Principios de Teoria de la Medida y Analisis
Matematico

En esta seccion recordaremos algunas definiciones de Teoria de la Medida y de
Analisis mateméatico como lo es medida imagen, matriz jacobiana, entre otras. Estas
definiciones nos permiten establecer una base para la Formula del Area.

Iniciaremos dando la definicién de la condicion Lipschitz, que nos permite obtener
diferenciabilidad en casi todo punto.

Definicién A.1: Sea f : X — Y una funcién entre espacios métricos, f es
localmente Lipschitz si para cada x € X existe un entorno U, tal que f|, es Lipschitz.

Observaciéon A.1: En el caso en el que X sea un espacio vectorial normado y
convexo se tiene que f es Lipschitz con Lip(f) < M siy sélo si para todo z € X se

tiene que
sy U@ 1))

< M.
e lz 2]

El siguiente resultado nos afirma que es posible extender una funcién Lipschitz
definida sobre un subconjunto a una funcién Lipschitz definida a un espacio.

Proposicién A.1:(Teorema de Kirszbraun) Si S C R™ y f : S — R" es
Lipschitz, entonces f tiene una extension Lipschitziana g : R™ — R" tal que,

Lip(g) = Lip(f).

Para la demostracién de este teorema consultar [6, pdg.201].

n

El teorema anterior falla si R™ 6 R™ se parametriza por una norma que no es

69
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MATEMATICO

inducida por un producto interno. Veamos ahora un ejemplo de esto.

Ejemplo A.1: Consideremos el conjunto S = {(1,—1); (=1,1); (L, )}y f: S —
R2, con

f(17 _1) = (170);f(_1a 1) = <_170);f(17 1) = (07 \/g)

Consideremos ||z||s = sup{|z1], |z2|} ¥ [|[z]|rz = /(21)? + (22)? parax = (21, x2) €
R2. Entonces, si u,v € S se tiene que

lu—vlls =2 = [1f(u) = f(v) ]|,
Julls = 1.
Sin embargo, no existe a € R? para el cual

|l — f(u)||ge < 1 parau € S.

Asi f no tiene extensién a SU{(0,0)} con constante Lipschitz 1 para || - ||g,|| - ||r2-

Definiremos ahora el producto cuna y las nociones de derivada de un campo vec-
torial.

Definicién A.2: Dados dos vectores v,w € V, donde V es un espacio vectorial,
denotamos por v A w al multivector que satisface

VAW = —wAW.
Anélogamente podemos definir un k-multivector, v; Avy A ... Ay, el cual satisface
VIA AU AV I A AV = =0 A AU AU AL AU, parad € {1,2, ... k—1}.

A la operacion A se le conoce como producto cuna y /\k Vi={vyA... Ay, v € V]

” 0

Definicién A.3: Consideremos f : S C R™ — R" un campo vectorial y "a” un
punto interior de S. Si z € R™, definimos la derivada f’(a, x) por

Flas) — 1 L0 h2) = f(a)

h—0 h

e R",
siempre que este exista.

Si f(Z) = (fi(T), fo(D), ..., fo(T)), con f; : S — R. Entonces f'(a, ) existe si

y sblo si f/(a,x) existe. Y ademas
f'(a,2) = (fila,2), fyla,0), .. (e, 0)) = Y fila 2)e.
i=1
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Diremos entonces que f es diferenciable en a (punto interior a S) si existe una
transformacién lineal T, : R™ — R" tal que

fla+v) = fla) + Tu(v) + ||v]| E(a, v)

donde E(a,v) — 0 cuando v — 0, y E(a,v) € R™

Proposicion A.2: Supongamos f : S C R™ — R"™ un campo vectorial diferen-
ciable en a con diferencial T,. Existe entonces la derivada f'(a,x) para todo a € R™
Y tenemos

Tu(y) = f'(a,y).
Ademas, si [ = (f1, fo, s fn) €y = (Y1, Y2, -, Ym), tenemos

n

Tuly) =Y (Vfila) - y)es.

=1

Més atin T,(y) = Dy(a)(y), donde Dy es la Matriz Jacobiana de orden n x m.

P P P
M) ifa) ... Zi(a)
D@ = : : . ;
Afn Ofn Ofn
8—32(@) 8—;;(@ . %(a)

Teniendo definida la matriz jacobiana de un campo vectorial f, Dy, podemos
ahora definir el Jacobiano de f.

Definicién A.4: Sea f : S C R™ — R” un campo vectorial diferenciable con
m < ny sea Dy(,) su matriz jacobiana. Definimos el jacobiano de f por

Jy(x) = 1 /det(DY, Dyw)).

El jacobiano de un campo vectorial definido de esta manera nos da el factor con
el que f expande o contrae su volumen cerca del punto z y es por esto que lo usamos
en los cambios de variables en el calculo de volimenes.

Otro tipo de funciones de gran utilidad son las funciones medibles.

Definicién A.5: Sean (X, A, u), (Y, F,v) dos espacios de medida, y sea f : X —
Y una funcién. Decimos que f es una funcién medible 6 A — F — medible si:

f'(F) € A para todo F € F.
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Un ejemplo de funciones medibles son las llamadas variables aleatorias. Y una
medida de gran utilidad es la medida imagen.

Definicién A.6: Sea p una medida en (X, A) y f: (X, 4) — (Y, F) medible,
entonces f(u) denota la medida imagen en (Y, F) dada por f(u)(B) = u(f~'(B)),
para todo B € F.

Finalmente presentaremos la esperanza condicional, E[Y|X] , de una variable alea-
toria ) respecto a la variable aleatoria X', que no es més que el mejor predictor, en
el sentido de error cuadratico medio, de X respecto a ) y se define por:

Definicién A.7: Sean X y ) variables aleatorias conjuntamente distribuidas. La
esperanza condicional de ) dado X = x es

. > YDy | x=2(1), caso discreto;
EDIX =x] = { Jz ufyix=2(y)dy, caso continuo.

La esperanza condicional E[Y|X] también puede ser interpretada como la proyec-
ciéon de Y sobre X. Una de sus propiedades es la siguiente:

Proposicién A.3: Suponiendo X, wvariables aleatorias en (0, F,P) y E[|X|] <
oo . Entonces

E[X] = E[E[X|V].

Ejemplo A.2: Una vara de longitud 1 se parte en un nimero aleatorio de pun-
tos, uniformemente sobre ella. Los fragmentos resultantes se parten una vez mas.
Encuentre el valor esperado de piezas resultantes.

Sea X ~ U(0,1) la variable que modela los fragmentos resultantes de la primera
particion y Y lo de la segunda particion, entonces

VIX =z ~U(0,z).
Es claro que E[X] =1 y EY|X =] = £.

Luego, por la proposiciéon anterior

B = EEVIAE |5 ]
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Definicion A.8: Sea A C R™ un conjunto lebesgue medible, f : A — R una
funcién medible y xy € R™ un punto donde A tiene densidad lebesgue 1. El limite
superior e inferior aproximado, respectivamente, de f viene dado por:

» El infimo de a € RU {00} tal que el conjunto {f < a} tiene densidad 1 en x;

» El supremo de a € {—oo} UR tal que el conjunto {f > a} tiene densidad 1 en
Zo

Estos usualmente son denotados por aplimsup, ., f(z) y apliminf, .., f(z).
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APENDICE B

Resultados Previos a la Formula del Area

A continuacién presentaremos algunos resultados de utilidad para demostrar la
Férmula del Area. Para obtener estos resultados, en general, basta con las definiciones
dadas anteriormente.

Comenzaremos exponiendo algunas proposiciones conocidas de Teoria de la Me-
dida para aproximaciones de funciones medibles.

Teorema B.1:Sean (X, F, i) un espacio de medida, f : X — RY una funcion
u-medible y aq, g, ... numeros positivos tales que

lim,, o0 @, = 0 y Y nen O = 0.

Entonces existen conjuntos Ay, As, ... u-medibles tales que para todo v € X
flz) =) aulla, (x).
n=1

(Este es un equivalente al teorema de aproximacién de funciones medibles por fun-
ciones simples).
Demostracion:

Definamos los siguientes conjuntos

Ay={zeX: f(z) > an+ Y ol ()}

<n

Entonces, como [an + D ien illa, (), oo) € B(RT) y f es medible, se tiene que

A, =

ay, + Zozi]IAi(x), oo) eF.

<n
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Por lo que A,, es medible para todo n € N. Ademés tenemos lo siguiente,

Caso 1: x € A,, para todon € N

Supongamos que x € X es tal que z € A,, para todo n € N, entonces tenemos por
un lado que

ianhn(a:) = Zan-l
n=1

n=1
[

= o0. (B.1)

Por otro lado, por definicién de A,, tenemos que para todo n € N

oo > f(x) > Oén+ZOlz‘]IAi($)

<n

= an—i-ZOéi

<n

n
i=1

Como lo anterior vale para todo n € N, se cumple que

oo > f(x) Ziai = 00.
i=1

Luego,
f(z) = oo, (B.2)
de donde, por (B.1) y (B.2) tenemos que

flz) =00 = Zan]IAn(x).

Caso 2: x € A; para un conjunto finito de indices

Supongamos ahora que x € X es tal que x € A;; para algunos iy, s, ...,4, € N.
Entonces, para j € {1,2,...,n} se tiene

f(:L‘) 2 O + Z ak]IAk(x)
k<ij
Ozij + (Oéil + (075% + ...+ O-/ijfl)
= Q5 -+ Qi + ...+ ozij.
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Como esto vale para todo 1 < j < n, tenemos que

flr) > oy tog, + .ty +ai,, +ag, g,

Asi,
Zajhj (z) < flx). (B.3)

Por otro lado tenemos que = ¢ A,,, para m # iy,is,...,0,, i.e x € AS para
m = i1,09, ..., iy

Luego por definicién, siempre que m # iy, is, ..., i, tenemos

flz) < ozm—l—Zozj]IAj(x)
= Qy + Z Q.

{ij:ij<m,1<j<n}

Ademas, para € > 0 dado, existe N € N tal que, si m > N entonces
A, = || < €

Para m lo suficientemente grande (m > méx{i,, N}) tenemos

$) <€+ Zak]IAk(:v)
k=1

Luego, haciendo ¢ — 0, nos queda
<> aylly, (z (B.4)
k=1

Por (B.3) y (B.4) nos queda

D aplla, (z) < fla) < aplla, (x),



de donde .
fla) =" axll, ().
k=1

Teorema B.2:(Teorema de convergencia de Lebesgue) Sea { fn}n>1 una sucesion
de funciones medibles en el espacio de medida (X, F, ) tales que

0 < fu(2) < fusi(x) paraz € Xyn €N

Entonces,

i [ fudp = [ lim £ (o)du(o)

n—oo

La demostracién de este y algunos otros resultados las omitiremos ya que son
bastantes conocidos y forman parte del curso basico de Teoria de la Medida.

Corolario B.3(Teorema de Beppo Levi) Sean (X, F, u) un espacio de medida, A
un conjunto numerable y f; una funcion p-medible y no negativa para cada i € A.

Entonces,
> [ fn= [ 3 flw)duta)

ieA ieA
Demostracion:
Sea A un conjunto numerable.
Caso 1: A es finito numerable

En este caso el resultado es directo por linealidad de la integral.

Caso 2: A es infinito numerable

Existe entonces una correspondencia biunivoca entre el conjunto A y N, el conjunto
de los ntimeros naturales.

Consideremos la sucesién de sumas parciales {d_)" | fi(z)},>1. Esta sucesién es
claramente creciente para todo x € X pues f; es no negativa para cada i € N.

Luego, por teorema de convergencia de Lebesgue

ti [ 3" f@du(o) = [ lim Y f@)dnte) (B.5)
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de donde

oo - £/
o mE(m

- (Zfz )

7 /(gggo;fl )du 7)
-/ (jﬁﬁ(@)d

= [ r@)duta)

1EA
0]

Continuaremos ahora con un resultado que vincula funciones Lipschitzianas con
la medida de Hausdorff de su dominio. Dicho resultado lo utilizaremos en esta misma
seccion.

Teorema B.4(Principio de Lipschitz) Sea f: S C X — f(S) C Y una funcion
Lipschitz entre subconjuntos de espacios métricos, y sea Lip(f) la constante Lipschitz
de f. Entonces

Ho(f(S)) < (Lip(f)"H,n(S) param =0,1,2,...

Demostracion:

Supongamos H,,(S) < +0o (en caso contrario el resultado es inmediato). Consi-
deremos {U, },>1 un d-cubrimiento de S y definamos la sucesién de conjuntos {V,, },>1
como sigue

Vo= f(U,NS) C f(S) paran € N.
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Luego,

diam(V,) = diam(f(U,NS))
Feztr xyi%pms{dY(f (x), f(y)}
< ) i%pms{&p(f)dX(x’y)}
= Eip(f)xyse%p {dx(z,y)}-

Ademas, como U, NS C U, para todo n € N, entonces

sup {dx(z,y)} < sup {dx(z,y)} para todo n € N.
z,y€U,NS z,y€Un

De donde, como {U, },> es un d-cubrimiento, se tiene que

diam(Vs) = Lip(f) sup {dx(,y)}
= Eip(f)d;amEUn) < Lip(f)o. (B.6)
De (B.6) tenemos que {V,},>1 es un (Lip(f)d)-cubrimiento de f(S).
Por otro lado, como
0 < diam(V;,) < Lip(f)diam(U,,) Vn € N,

tenemos

0 < (diam(Vy,))™ < (Lip(f))™ (diam(U,))™ Yn e Nym=0,1,2,...

De donde . .
> (diam(V,))™ < (Lip(f)™ Y _ (diam(U,))™ .

Por lo tanto

ioo‘m (dlL)) (Lip(f ioocm (dl&)> : (B.7)

Sabemos por propiedad del infimo que dado € > 0 existe {Un}nzl un d-cubrimiento,
tal que

fo‘m (dlam )) < inf {Jri@m (dlam )) }+e (B.8)

!
{Un}nz 1
d—cubrimiento
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Note que haciendo ¢ — 0 el -cubrimiento de S, {U,, },,>1 , se acerca al cubrimiento
més eficiente, por lo que también lo serd el d-cubrimiento de f(.S), {Vi}n>1-

Usando (B.7) nos queda

R diam(V,)\ " , . ) o= diam(U,))\ ™
Son () et me (e (B e

d—cubrimiento

Haciendo 6 — 0 y € — 0 obtenemos el resultado.

De este teorema se desprende un resultado que es de interés en este trabajo.
Antes de enunciarlo, vamos a dar una caracterizacién de una medida sobre un espacio

métrico separable.
Para ello necesitamos recordar primeramente que si se tiene un espacio métrico
X, una familia de subconjuntos de X, F, y una funcién ¢ tal que
0 < ((S) < 400 para todo S € F,

se puede entonces construir por Caratheodory una medida, u, sobre este espacio a
partir de la funcién ¢. Mas atn si X es separable, con

C(A) < Z ¢(B), para G una familia numerable de borelianos y A C U B un boreliano de X.
Beg Beg

Entonces la medida ;1 queda explicitamente definida por
w(A) = sup{z ((B) : H es una particién boreliana de A}.
BeH

Si Hy, H, ... son particiones borelianas de A, entonces

lim sup{diam(B) : B € H;} = 0, implica lim Z ¢(B) = u(A).
—+0o0

j——+00
J J BEHj

Teorema B.5 Sean X un espacio métrico separable, v una medida sobre un espacio
Y,y f: X — Y una funcion tal que f(A) es v-medible para A € B(X). Si { es la
medida 1magen para S C X y p es la medida sobre X resultante de la construccion de

Caratheodory de ¢ sobre B(X), entonces

pu(A) = /N(f|A,y)dy(y), para todo A € B(X).
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Demostracion:

Para demostrar esta caracterizacion de la medida, veamos primero como pode-
mos reescribir el valor N(f|,,y) como limite de funciones indicadoras. Para ello sean
H,,H,, ... particiones borelianas de A tales que cada elemento de H; es igual a la
unién de alguna subfamilia de H;, 4, i.e:

Para cada B € H; existe {Cj}ica C Hjyy tal que B = J,c5 C
Supongamos ademds que lim;_, ., sup{diam(S) : S € H,} = 0.

Note que si y € Y, entonces

Im Y Ipg(y) = lm #| [ Snf({y})
H;

J—+o0 j—+o0
SeH;

= #ANn f({y})), pues Hy, Hy, ... son particiones borelianas de A
= N(/f.,9)- (B.9)

Luego, por Corolario B.3 y Teorema B.2,

A)=lim > () = lm > v(f(S))

SEH SGH]'
= lim Y / dv

_ / Jim > Ty (y)du(y)

SeH,
(B:'-q) /N(an y)dl/(y)

O

De este teorema obtenemos el siguiente corolario, que usaremos directamente en
la demostracion de la Formula del Area. Este corolario se desprende del Teorema B.5

81



APENDICE B. RESULTADOS PREVIOS A LA FORMULA DEL AREA

tomando v = H,,, de donde
C(S) = Hu(f(S)) para S C X.
Ademas, por principio de Lipschitz
C(S) = Hm(f(S5)) < (Lip(f))" Hm(S) para S C X. (B.10)

Tenemos entonces:

Corolario B.6: Sean X un espacio métrico separable, Y un espacio métrico y
f: X — Y una funcion Lipschitz. Para m =1,2,... y A € B(X) se tiene

(Cip(F)" Hon(A) > / N(fia, 9)dHon ().

Demostracion:
Si consideramos entonces v, u y ¢ como en la construcciéon de Caratheodory y
v="Hpn,ysi Ae B(X), entonces

p(A) = sup{ Z ((B) : H es particién boreliana de A}.
BeH
Como A es una particiéon boreliana de A, tenemos
C(A) € {Z ((B) : H es particién boreliana de A}.
BeH
Asi
((A) < sup{z ¢(B) : H es particién boreliana de A}

BeH

= u(A). (B.11)

Para obtener la desigualdad inversa, debemos dar una definicién de i andloga a
la anterior: Para un cubrimiento de A, H, tenemos que

w(A) = inf{t: para Heziste G C Fnumerable tal que A C U B,BNH # ()
Beg

para B € G y ZC(B) <t}.

Beg

De donde, como A es un cubrimiento de A, se tiene

C(A) € {t : para Hewziste G C Fnumerable tal que A C U B,BNH # () para B € G y Z ((B) < t}.
Beg Beg

82



Por lo tanto

C(A) > inf{t: para Heriste G C Fnumerable tal que A C U B,BNH # () para B€ G

Beg

y Y ((B) <t}
Beg
= u(A). (B.12)

De (B.11) y (B.12) se cumple que
C(A) = u(A) ,siempre que A € B(X).

Asi, por (B.10) y Teorema B.5, tenemos que para A € B(X)

(Lip(F))" Hon(A) > C(A) = u(A)
- / N(fiasy)dHon ().

Debemos ahora establecer una comparacién entre la medida de Hausdorff y la
medida de Lebesgue. El siguiente teorema nos permite hacer esta comparacion.

Teorema B.7: Sea A C R™, entonces \yp(A) = Hn(A). Es decir, en R™ la
medida de Lebesgue y la medida de Hausdorff coinciden.

Observe que este hecho lo verificamos para el caso m = 1 en el Ejemplo (1.2.1).

Para finalizar la seccién, veamos un teorema que nos da una expresion de la medida
de Lebesgue de la imagen de un conjunto por una aplicacién lineal. La expresion de
esta medida para un campo vectorial, en lugar de aplicacion lineal, es vital para la
formulacién e interpretacion de la Férmula del Area.

Teorema B.8: Sea A\, la medida de Lebesgue en (R™, F) y sea T : R™ — R™
una aplicacion lineal y reqular, es decir, det(T') # 0. Entonces para A € F se tiene
que T(A) e F y

An(T(A)) = [ det(T)[An(A).

Demostracion:

La demostracion la haremos por casos, considerando al conjunto A como un cubo,
un abierto y finalmente un conjunto medible cualquiera.
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Caso 1: A un cubo
Suponiendo que A es un m-cubo unitario semicerrado, entonces podemos escribir
a A como una homotecia de razén ’a’para algin a > 0, es decir,

A =aQy + w, para algin w € R™ y Qy = (0, 1]™.

Asi

diam(A) = diam(aQo + w)
= nf Jlz—yl

= Inf ar +w) — (ay +w
it (o2 +) — (ay + )

= inf |lax —a
m,yGQo” Yl

= diam(a@,)
= a™. (B.13)

Ademas, dada la linealidad de T

T(A) = T(aQo+ w)
= aT'(Qo) + T(w). (B.14)

Por lo tanto

An(T(A)) i Am(aT(Qo) +T(w)))

Am(aT(Qo)), pues T(w) es un punto
a" Am (T (Qo))

a1z diam(A)N\,(T(Qo))

= An(A)An(T(Qo))

Am(A)| det(T")], pues Qo = (0, 1]™.

Caso 2: A es un abierto
Sea A un abierto, entonces existen {Q; };>1 cubos tales que

A=UZ,Qiy QinQ; =0 parai # j.
De esta manera

T(A) = UT(Qi)-
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Por lo que

AnlT(A) = A (QT(Q»)
- fxmm@))
= Z)\ 2| det(T)]
= ma@ﬂZ)MQ»

= | det(T (UQJ

= | det(T)[Am(A).

Caso 3: conjuntos cualesquiera
Como la medida de Lebesgue es una medida regular,

Am(A) = inf{\,,(U) : AC U y U es abierto}.

Por lo tanto si G es un abierto tal que T'(A) C G, entonces dada la continuidad
de T A C T7'(G) es abierto. De donde

An(G) = Aa(T(T7HG)))

Asi

An(T(A)) = mf{\,(G):T(A) C Gy G es abierto}
> [det(T)Am(4).

Por lo que
! An(T(A)) > | det(T) |\ (A). (B.15)

Por otro lado

|
o
@
=+
'ﬂ
,_.
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Tomando infimo a ambos lados sobre GG abierto, nos queda

1

)‘m(A> < W)‘m(

T(A)). (B.16)

Finalmente, de (B.15) y (B.16) obtenemos el resultado.

O

Proposicién B.9:(Teorema de Fubbini) Sean (X, A, pu) y (Y, F,v) espacios
de medida, y f : X x Y — RT una funcién A x F-medible en X x Y. Entonces,
si se tiene que (x) = [, fxdv y ¥(y) = [y fydp para € X ey € Y, se tiene lo
stguiente:

(1) ¢ es A-medible y ¢ es F—medible.
(H> fX (pd,u = fXxY fd(:u X V) = fy ¢dV
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