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|
INTRODUCCION

El estudio de las funciones convexas es de fundamental importancia en varios campos de la
Matematica, tanto tedrica como aplicada, ya que estas son de vital importancia para la mayor
compresion de los estudios realizados en los campos de la teoria de la optimizacion, progra-
macion lineal y no lineal, la programacion convexa y estas ademés aportan un tratamiento
unificado para demostrar algunas desigualdades recientes y clasicas de la Matematica co-
mo por ejemplo, la desigualdad de la Media aritmética-Media geométrica, la desigualdad de
Holder, la desigualdad de Jensen, la desigualdad de las Potencias Medias y algunas nuevas
desigualdades del Tipo Hermites Hadamard que son de vital importancia para la realizacién

de este trabajo especial de grado.

La nocién de convexidad se remonta a la época de Arquimedes
(Circa 250 A.C.), en relacion con la famosa estimacion de = (usan-

do poligonos regulares inscritos y circunscritos). El noté un hecho

importante, que el perimetro de una figura convexa es menor que
7K ‘

% el perfmetro de cualquier otra figura convexa que la rodea [17].
Arquimedes

Sin embargo, estudios mejor estructurados y con severidad matematica son presentados
a finales del siglo XIX y principios del siglo XX como se pueden observase por ejemplo en

los siguentes trabajos:
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Otto Ludwig Holder fue un matematico nacido en Stuttgart,
Alemania. Es famoso por muchas contribuciones importantes por
ejemplo su trabajo titulado Uber einen Mittelwertsatz [8] en 1889 en
el que demostré la forma moderada de la hoy conocida desigualdad

de Jensen, bajo una hipétesis con mayor grado de presiciéon para la

funcién f, es decir, que la segunda derivada es no negativa f”(z) >

0, en su dominio.

Luego Otto Stolz, un matemético austriaco muy conocido por sus trabajos sobre andlisis
matemadtico y sobre los infinitesimales, en el trabajo [27] titulado Grundzige der Differential

und Integralrechnung, demostré en 1893 que
si f:]a,b] — R es continua en [a, b] y satisface la desigualdad

F(55Y) < 3U@ fo), myer 01)

entonces f tiene derivada por la izquierda y por la derecha en cada

punto de (a,b).

Igualmente tenemos al francés Jacques Hadamard que en su tra-
bajo titulado Etude sur les propriétés des fonctions entieres et en
particulier d’une fonction considérée par Riemann [6] en el ano
1893, obtuvo una desigualdad para integrales de funciones que

tienen derivada creciente en [a, b].

Asi también durante el siglo XX se realizéo una intensa acciéon de investigacién en el
campo de la matematica y se obtuvieron resultados significativos en el Analisis Funcional
Geométrico, la Economia Matematica y Anaélisis Convexo, entre otros. El aumento en los
estudios de Matematica relacionados al tema de las funciones convexas se debe al libro de
G. H. Hardy, J. E. Littlewood y G. Pdlya [7], titulado “Inequations’ (Para més detalles de

la historia del desarrollo de las funciones convexas se remite a [22]).
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Uno de los resultados mas importantes de las funciones convexas es que satisfacen las

desigualdades siguientes:

para todo x,y € I, © < y.

El lado izquierdo de la desigualdad (0.2) fue demostrada por Jaques
Salomon Hadamard [6] en 1893, para el caso en que las funciones
f con derivada creciente en un intervalo cerrado de la recta real.
En ese tiempo la nociéon de funciones convexas estaba en pleno
proceso de contruccién. Ya hoy dia esta desigualdad es conocida
como la desigualdad de Hadamard. Mientras el lado derecho de la
desigualdad (0.2) se le atribuye a Charles Hermite en 1883. En la

Ch. Hermite

actualidad la desigualdad (0.2) es conocida como la desigualdad de

Hermite-Hadamard.

Durante los anos 1905-1906 el matematico danés Johan Ludwig William Valdemar Jensen

([11], [12]) en los trabajos Om konvese Funktioner og Uligheder imellem Middelvaerdier y

Sur les fonctions convezes et les inégalités entre les valeursmoyennes valoriza la importancia
de

esta nocion y expresd lo siguiente Parece ser que la nociéon de
funcién convexa es tan fundamental como la de funcién positiva
o funcién creciente”. Jensen considera la ecuacién (0.1) para
definir funciones convexas y di6 el primero de una larga serie

de importantes resultados el cual (0.1) junto con la desigualdad

J. L. Jensen implica la continuidad de f.
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En una epoca maés reciente el ano 1952, el polaco Stanislaw M.
Ulam y el estadounidense Donald H. Hyers [10] demuestran en el
articulo Approzximately convex functions, que dada una funciéon f

es € —conveza definida en un subconjunto abierto convexo entonces

esta puede ser apoximada por una funcién ¢(x) convexa.

S. Ulam
En la misma direccién que crece el conocimiento matemaéatico en

el transcurso de la historia, se desarrolan algunos resultados im-
portantes en la matematica como por ejemplo, tenemos que dadas
dos funciones f y ¢ definidas sobre un espacio vectorial a valores
reales, unos de los problemas de interés es determinar condiciones
necesarias y suficientes sobre f y ¢ para que exista una funciéon h
que separe a fy g ( f < h < g )y que cumpla cierta condicién,
por ejemplo: continuidad, convexidad, cuasiconvexidad, cuasicon-
cavidad, monotonia, linealidad, etc. Existen

varios trabajos donde se estudian estos problemas, como es el caso
del trabajo titulo A sandwich with convexity, donde en el afio 1994,
los polacos Karol Baron, Janusz Matkowski y Kazimierz Nikodem
[2] demuestran que dos funciones reales f y ¢ definidas sobre un

intervalo I C R y que satisfacen la desigualdad

flr+ (1 =t)y) <tg(zx) + (1 -1t)gly) zyel y [0,1],

K. Nikodem pueden ser separadas por una funcién convexa.

Un problema matematico importante es investigar cémo las funciones se obtienen bajo la
accién de los promedios. El caso méas conocido es la convexidad del punto medio (o convexidad

de Jensen), que no son mas que aquellas funciones f: [ — R

f (x—i—y) < f@+ /W) (0.3)

2 2

para todo z,y € I.

En nuestra vida cotidiana experimentamos regularmente y de muchas maneras la convex-
idad y concavidad por ejemplo, en nuestra posicion de pie, que se fija siempre y cuando la

proyeccion vertical de nuestro centro de gravedad se encuentra dentro de la dotacién convexa



de los pies. Ademas la convexidad es de importancia en nuestra vida diaria ya que la usamos
a través de sus numerosas aplicaciones a distintas dareas de conocimiento como: la medicina,

la economia, la ingenieria, computacion, entre otras.

Este trabajo especial de grado se ha estructurado en tres capitulos subdivididos cada uno
de ellos en secciones, no muy extensas en la mayoria de los casos. Esto permitird una mayor

compresion del trabajo y una lectura mas agil del texto.

En el primer capitulo se comienza introduciendo la nocién de funciones convexas, algunas
desigualdades clésicas importantes como: la desigualdad de Holder [16], la desigualdad de
Jensen [16], la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard [6]. También en este capitulo se
expondran algunos conceptos basicos, la estimacion de la formula trapezoidal para el calculo

de integrales y la estimacién del error que se comete utilizando dicha férmula.

En el segundo capitulo se expondran algunas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard
para funciones cuyos modulos de las derivadas son convexas y algunas nuevas desigualdades
del tipo Hermite-Hadamard esto con el fin de mejorar las compresion de este trabajo especial

de grado.

En el tercer capitulo se expondran algunas aplicaciones para medias especiales, estas
pueden considerarse extensiones o generalizaciones de la media aritmética, media logaritmica
y media logaritmica generalizada para ntimeros reales positivos,por tltimo les presentaremos
algunas Estimaciones del Error en la Férmula Trapezoidal para el Célculo de integrales esto

con el fin de dar a conocer algunas estimaciones de mayor eficiencia.



CAPITULO 1

CONVEXIDAD Y DESIGUALDADES

En este capitulo, se dard una introducciéon de convexidad, funciones del tipo Hermite-
Hadamard y la estimacién de féormula trapezoidal para el calculo de integrales, esto se re-
alizara por medio de Teoremas, Definiciones, Proposiciones, Ejemplos, entre otros tépicos
que se relacionan con estos temas y ademas nos serviran para el desarrollo de los préximos

capitulos en este Trabajo Especial de Grado.

1.1. Funciones Convexas

El estudio de las funciones convexas como una clase de funciones es generalmente atribui-
da al Danés Johan Ludwich William Valdemar Jensen por sus primeros trabajos entre los
anos 1905 y 1906 ([11] y [12]). Sin embargo, él no fue el primero en trabajar las funciones
convexas, puesto que la forma discreta de la desigualdad de Jensen la demostré el aleman
Otto Hoélder en 1889 ([8]) bajo una hipdtesis mas fuerte la cual es que la segunda derivada
sea no negativa (es decir f”(x) > 0). Por otra parte, el austriaco Otto Stolz demostré en

1893 ([27]) que si f : [a,b] — R es una funcién continua en [a, b] y satisface la desigualdad



1.1 Funciones Convexas

T+y 1
F(55) = 5 0@ ) (1)

con z,y € R entonces f tiene derivada por la izquierda y por la derecha en cada punto de
(a,b).

El francés Jacques Hadamard obtuvo en 1893 ([6]) una desigualdad para integrales para
las funciones que tienen derivada creciente en [a, b]. Jensen utiliza (1.1) para definir funciones
convexas y dié el primero de una larga serie de resultados el cual junto con (1.1) implica la
continuidad de f.

A continuacion daremos la definiciéon de funciéon convexa y una serie de ejemplos que

ilustran la definicién:

Definicién 1.1 Sea I C R un intervalo. La funcién f : I — R es convexa si satisface:

flz+ 1 =t)y) <if(z)+ (1 —1)f(y), (1.2)

para todo z,y € I y t € [0, 1]. Si la desigualdad es en sentido contrario se dice que la funcién

f es concava.

La funcién f se considera estrictamente convexa siempre que la desigualdad (1.2) sea
estricta para x # y, analogamente se considera estrictamente concava si consideramos la

desigualdad contraria para = #y .

La interpretacion geométrica de una funcién convexa establece que si f : I — R es una
funcién convexa entonces el segmento que une los puntos (x1, f(x1)),(we, f(x2)) € Graff
nunca estd por debajo del Graff, (Ver Fig 1.1).



1.1 Funciones Convexas

fixs)

bl b+ 10— F ()

Fizy)

Flteg 4+ (1 = t)ara)

L

I try + (1 —1)xa

Figura 1.1: Funcién convexa, I = [xg, 1]

La interpretacion geométrica de una funciéon céncava establece que si f : I — R es una
funcién céncava entonces el segmento que une los puntos (z1, f(x1)),(z2, f(z2)) € Graff,
estd por debajo del Graff, (Ver Fig 1.2).

Fltzy + (1 =£)xz3)

flxs) |

(e )+ (1 =) f (a2)

flzy)

L

Iz try (1 —t)xy Iy

Figura 1.2: Funcién céncava, I = [z, z1]

A continuacién se presenta una serie de ejemplos de funciones convexas, es decir, se

demuestra que satisfacen la desigualdad (1.2).



1.1 Funciones Convexas @

Ejemplo 1.2 Sea f(z) = 2?, z € [-1,1], para que f sea convexa se debe satisfacer que

f(t!L‘—f— (1 _t)y) < tf(x) + (1 _t)f(y)a T,y € Ra te [07 1]7

es decir,

0<tf(z)+ (1 —-1)f(y) — fltz+ (1 —-1)y)
=tz + (1 —t)y? — (tx + (1 — t)y)?
=tz + (1 —t)y* — (2% + 2t(1 — t)ay + (1 — t)%y?)
=t(1 —t)o* — 2t(1 — oy + (1 — t)(1 — 1 +t)y?
= t(1 —t) (2% — 22y + y?)

t(l—t)(x —y)? te[-1,1],

2

entonces f(z) = z* es convexa. Geométricamente se puede comprobar en la siguiente figura:

11
0.8 1
0.6
0.41

0.21

Figura 1.3: f(z) =22, I=10,1]

Ejemplo 1.3 Sea f(z) = |z|, = € [—1,2], se verifica que f es una funcién convexa. Asi
[tz + (1 =t)y) = [te + (1 = t)y|
usando la desigualdad triangular

[t + (1 =)y| < [tz[+|(1 =)yl = tle| + A =t)|y| = tf () + (A=) f(y), =,y R, t<[0,1]
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entonces f(z) = |z| es convexa, tal como lo muestra la siguiente figura:

1.5

0,59

[ e s e e e e s s s s s s s R N B e s |

0 0z 04 0B 04a 1
1

Figura 1.4: f(z) = |z — 5|, T=1[0,1]

Se puede observar que el Ejemplo 1.2 muestra el caso de una funcién convexa, mientras
que el Ejemplo 1.3 no. Ademas el Ejemplo 1.3 muestra que las funciones convexas no son

necesariamente derivables en todo punto (Ver Figura 1.5).

N

Figura 1.5: Las funciones convexas pueden ser no derivables o discontinuas.

En la préxima seccion se expondran resultados sobre la continuidad y la diferenciabilidad

de funciones convexas.
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1.1.1. Continuidad y Diferenciabilidad

En esta seccion se estudiardn las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de las
funciones convexas. Se iniciara con una proposicion que expresa que toda funciéon convexa

definida en un intervalo cerrado I = [a, b] es acotado.
Proposicién 1.4 (Ver [25]) Si f : [a,b] — R es una funcion convezra, entonces es acotada
en [a,b].

Demostracién:

Sea f una funcién convexa en un intervalo [a,b|, se considera M = max{f(a), f(b)} ¥

z € [a,b], existe un A € [0,1] tal que
2= Xa+(1—\b,

entonces

f(z) < Af(a) + (1 =N f(b) < AM + (1 =AM = M,
luego f es acotada superiormente en [a, b].

Ademas f estd acotada inferiormente. En efecto, seleccionando un ¢ > 0 adecuadamente

se puede asegurar que (a + b)/2 + t esté en el intervalo de [a, b] y asi

(43 - o

IN

se reescribe
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y por lo tanto f es acotada.
0

Es necesario que el intervalo en que esta definida la funcion sea cerrado y acotado ya que
en caso contrario puede suceder que la funcién no sea acotada, esto se comprueba mediante

los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.5 Las funciones f : [0, 7) — R, definida por f(z) = tag(xz) y g : [0,00) — R

definida por g(x) = e*

=
vl 5
=

Figura 1.6: Geométricamente se observa que no son acotadas superiormente.

De estos ejemplos se tiene que las funciones pueden ser convexas en un intervalo y no

acotadas superiormente, en ese intervalo.

El comportamiento de una funcién en los extremos en un intervalo I puede ser de varias
maneras, sin embargo en el intervalo I° es el interior de I tiene propiedades importantes, para
exponer algunos resultados que clarifiquen este tema, se expone a continuacion la nocién de
Lipschitzidad.

Definicién 1.6 Se dice que una funcién f : I — R satisface la condicién Lipschitz (o es

Lipschitz) en el intervalo I si para todo z,y € I existe una constante K tal que

[f(z) = f(y)| < K|z —yl. (1.3)

La constante K se denomina constante de Lipschitzidad.
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Se demostrara que toda funcién convexa f : I — R es Lipschitz en cualquier intervalo

[a, b] contenido en el interior de I.

Teorema 1.7 (Ver [25]) Si f: I — R es una funcidn convezxa, entonces f es Lipschitz en
cualquier intervalo [a,b] contenido en el interior de I.
Demostracion:

Se considera € > 0 de tal manera que a — ¢ y b+ ¢ pertenezcan a I, y sean m y M el

infimo y el méximo de f respectivamente en [a — &,b + ¢].

Si z,y € [a,b] son tales que x # y, y como (x — y)’ =1, resulta que

z:y—i—L(y—x)e[a—e,b—l—g].

ly — o

Luego,
ly — | 3

= x.
Y e+ly—z|  e+ly—z

En consecuencia, se considera

_ _lv—dd (0,1),
€+ |y —
resulta que y = Az + (1 — A)z y como f es una funcién convexa se obtiene

fly) SAf(2) + (L= N f(x) = Af(2) = f(2)) + f(2),

por lo tanto
7(0) — £y < A —m) < EZE 0 —om) = Ky — ],

donde K = M-

, y como para cualquier =,y € [a,b], © # y, se considera

1f(y) = f(2)] < Ky — =],
es decir, f es Lipschitz en el intervalo |[a, b].
Se dice que la funcién f es absolutamente continua si para todo € > 0, se puede obtener

d > 0 tal que para cualquier coleccién {(a;,b;)}"; de intervalos disjuntos de [a, ] se tiene

que

i |bl - Cli’ < 0.
=1
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entonces

n

STUB) = fla)] < D0 Kb —ail = K b — ai| < K.

i=1 =1 =1

. £ ., .
Claramente, si § = e se cumple que toda funciéon convexa es absolutamente continua.

Finalmente, la continuidad de f en I° es una consecuencia de la arbitrariedad de [a, b].
0

Por otro lado, la derivada de una funcién convexa puede ser estudiada en términos de

derivada por la izquierda y por la derecha definidas como sigue:

Definicién 1.8 Sean f : I — R una funciéon y x,y € I, entonces las derivadas laterales se

definen en caso de existir tal como sigue:

Derivada por la izquierda
- Sfly) = f(=)
/ — 1
A
y derivada por la derecha
Jr - .

ylz y—x

El siguiente teorema establece que las derivadas laterales de una funciéon convexa existen,

son monGtonas y crecientes en I° (interior de 7).

Teorema 1.9 [17] Sea f : I — R una funcion convezra [estrictamente conveza] entonces
en cada x € I° existen las derivadas laterales y las funciones f'(x) y f(x) son crecientes

[estrictamente crecientes] en I°.

Se considera los siguientes puntos w < x < y < z en I° con P,Q,R y S los puntos

correspondientes en la grafica de f (Ver Figura 1.7); es decir

P=(w f(w), Q=(z,f(2)), R=(y, f(y) v 5= (2[(2))
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Figura 1.7: Relacion entre las pendientes.

Sin pérdida de generalidad, se considera la siguiente notacién para la pendiente de la
recta que da dos puntos, tal como sigue pendiente(AB) = pend(AB). Con esta notacién se

obtiene
pend(PQ) < pend(PR) < pend(QR) < pend(QS) < pend(RS) (1.4)

y las desigualdades son estrictas si f es estrictamente convexa. Como pend(PR) < pend(QR),
entonces la pend(Q R) aumenta cuando = T y, y de manera similar la pend(PR) disminuye a

medida que z | y.

Estos hechos garantizan que f’ (y) y f (y) existen y satisfacen

Ly < fi(y) (1.5)

para todo y € I°.

Por otra parte, considerando (1.4), se tiene

f@—mwgm%ﬂm

T —w y—x

< fL(y),

fir(w) <

y la desigualdad es estricta si y solo si prevalece la convexidad estricta; de esta desigualdad

y por (1.5) se obtiene
fL(w) < fi(w) < fL(y) < fi(y)
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y asi se establece la monotonia de f’ (y) v f(y).
O

Realmente el resultado del Teorema 1.9 (interpretado apropiadamente) es valido para
todos los & € I, no solé en su interior. Por ejemplo si I = (a,b], donde f’ (b) existe por lo

menos en el sentido infinito y f’ es creciente en [a, b].

Hay varios resultados importantes que tienen relacion con las propiedades de continuidad
de f\ y f". El cardcter moné6tono de f! significa que el limite de f’, (x) existe cuando = | w.
De la desigualdad

y < f0) 1)
y—x
y de la continuidad de f se sigue que

lim £, < lim fly) = fl@) _ fly) = flw)
x|w x|lw y—x Yy—w

Siy | w se obtiene

lim f, < lim
z|w f+ T oylw Y

fy) = f(w)

w

Por otra parte, ya que # > w, la monotonicidad de f’ implica que f’ (x) > f)(w). Por

lo tanto

lim £} (x) = f(w) (16)
y argumentos similares demuestran que

lim f (x) = fZ(w). (1.7)

Se senala que (1.6) y (1.7) son vélidas en los extremos de I, siempre que f esté bien
definida y sea continua en I. Por ultimo se destaca que las condiciones anélogas a (1.6) y

(1.7) para el limite lateral izquierdo y derecho se mantiene para f’ (x).
U

En las condiciones del Teorema 1.7 no se puede asegurar la continuidad en un extremo
del intervalo, por ejemplo la funcién f : [a,b) — R definida por f(a) = 1y f(t) = 0 si

a <t < b, es convexa en [a,b), pero no es continua en a.
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Teorema 1.10 Ver [17] Si f : I — R es una funcion convexa en el intervalo I entonces el

conjunto E donde f' no existe es numerable. Ademdas, f' es continua en I\E.

Demostracion:

De (1.6) y (1.7), se concluye que f’ (w) = f’(w) siy sélo si f! es continua en w. Asi que
E consiste en el conjunto de las discontinuidades de la funcién creciente f’ y por consiguiente
es numerable; para més detalles ver [20]. En I\E, f! es continua, asi f’ coincide con f) en

I\ E y también es continua alli.
0

Ahora daremos una representaciéon de una funcién convexa mediante una integral, se

pueden tomar en el sentido de Riemann o de Lebesgue.

Teorema 1.11 (Ver [25]) Una funcion f : (a,b) — R es conveza [estrictamente convezra/
si y solo si existe una funcion g : (a,b) — R creciente [estrictamente creciente] y un punto

d € (a,b) tal que para todo = € (a,b),

Demostracion:

Supdngase que f es convexa, y sean g = f) la cual existe y es creciente por el teorema
1.9 y d cualquier punto de (a,b). En virtud del Teorema 1.7, f es absolutamente continua

en [d, z]. Del teorema clésico de la integral de Lebesgue (Ver [20], p.225) se tiene que

f@) -~ fd) = [ fiteyde= [ ote)ae
d d
Por otra parte, si f es estrictamente convexa, g = f’ serd estrictamente creciente (Ver
Teorema 1.9).

Inversamente, supéngase (1.8) con g una funcion creciente y sean 'y 3 escalares positivos

tales que o 4+ (3 = 1; entonces, para x < y en (a, b), se tiene que

y ax+fy
af(z)+Bf(y) — (a+B)flaz+ By) = B g(t) dt—@/ g(t) dt.

azr+06y
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af(x)+Bf(y) — flar+ By) = af(x)+Bf(y) — (a+ B)flar + By)
= B(f(y) — flaz + By)) — a(f(ax + By) — f(x))

Y az+pPy
_ 3 o(t) dt —a / ot) dt
az+Py T

Yy az+Py
> f g(ax + By) dt—a/ glax + By) dt
ax+Py T

= Bglax + By)(y — (ax + By)) — aglax + By)(ax + By — )
= glax + By)(Bly — (azx + By)) — alaz + By — 7))
= glazx + By)(axr + By — (ax + By)) = 0.

Esto implica que
af(z)+ Bf(y) — flaz+ By) = 0

para todo a, 3 € [0,1], a+ =1y x,y € (a,b). Por lo tanto f es convexa. Ademds, como ¢

es una funcion creciente se verifican

r <t <ar+ By entonces ¢(t) < g(ax + By)
ar + Py <t <y entonces g(ax+ fy) < g(t).

Por tultimo, se nota que la estimacién realizada anteriormente es estricto cuando g es

estrictamente creciente.
O

El Teorema anterior demuestra que para una funcién diferenciable, la convexidad implica
que la derivada es creciente. A continuacion se presenta otra manera de ver la convexidad

de una funcién.

Teorema 1.12 (Ver [25]) Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable en (a,b). Entonces
f es convexa [estrictamente convera] si y sdlo si f' es una funcion creciente [estrictamente

creciente].

Demostracién:
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Supéngase f’ una funcién creciente [estrictamente creciente]. Entonces, el Teorema fun-

damental del calculo asegura que

f(2) — flo) = / " p) dt (1.9)

para cualquier ¢ € (a,b), en virtud del Teorema 1.11 se tiene que f es convexa.

Reciprocamente, si la derivada f’ es creciente [estrictamente creciente] y existe en todos
los puntos del dominio de la funcién f, entonces de acuerdo con la relacién (1.9) y de la
aplicaciéon del Teorema 1.11 con ¢(t) = f'(t) para todo t € (a,b), se concluye que f es

convexa [estrictamente convexal.

4

Corolario 1.13 (Ver [25], [26]) Sea f : [a,b] — R una funcidn con sequnda derivada en
(a,b). Si f es una funcion convexa en [a,b] si y sélo si f”" >0 en (a,b). Ademds si f” >0

en (a,b), entonces f es estrictamente conveza en el intervalo (a,b).

Demostracién:

f" es una funcién creciente si y sélo si f” es una funcién no negativa, y si f’ es una funcién
estrictamente creciente entonces f” es una funcién positiva. Esto combinado con el Teorema

1.12 nos da el resultado.

A continuacién daremos un ejemplo que ilustra el Corolario 1.13.
Ejemplo 1.14 Sea f(z) = z*, z € (—1,1) se demostrard que f” > 0 en (—1,1). En efecto
fl(x) = (z*) =423, z € (-1,1)

y derivando nuevamente,
f(z) = (42*) = 122% > 0

para todo z € (—1,1). Como f”(x) >0, x € (—1,1) por el Corolario 1.13 se tiene que f es

una funcién convexa en (—1,1).

El reciproco del Corolario 1.13 es falso, es decir, el hecho de que f sea estrictamente

convexa en (a,b) no implica que f” > 0. En el Ejemplo 1.14 f es estrictamente convexa y
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no cumple que f” > 0 ya que cuando x = 0 entonces f”(x) = 0.

La préxima caracterizacion depende de la idea geométrica que en cualquier punto de la
grafica de una funciéon convexa, existe una recta que se encuentra por debajo o sobre la

grafica (Fig.1.8).

f'\ Tn)

Figura 1.8: Recta de soporte de f en xg.

Formalmente, se puede escribir que:

Definicién 1.15 Sea f una funcién definida en el intervalo I. f tiene el soporte en xg € I, si
existe una funcién afin A(x) = f(xo)+m(x—x¢) que pasa por (xq, f(x0)), tal que A(z) < f(x)
para todo x € I.

La funcién afin A es llamada recta soporte de f en xg.

Teorema 1.16 (Ver [25]) Una funcion f : (a,b) — R es conveza si y sdlo si existe al

menos una recta de soporte de f para cada xo € (a,b).

Demostracién:

Sea f : (a,b) — R una funcién convexa, o € (a,b) y m € [f’(z0), [} (z0)] tal que si

T > xq, entonces
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f@) = fw) o
xr — Xo -
y si x < xp , entonces
f@) = flao) _
T — Xg -

En ambos casos se obtiene que f(z) > f(xo) + m(z — o). Se denota A(x) como

A(z) = f(xo) +m(z — o).

Inversamente, se supone que f tiene una recta soporte para cada punto de (a,b), donde
z,y € (a,b). Sizg = Az + (1 — Ny, A€ [0,1], sea A(x) = f(xg) + m(x — z0) el soporte de

la funcion f en xy. Entonces,
f(@o) = Alzo) = M(z) + (1 = N A(z) < Af(z) + (1 = A)f(2)
por lo tanto f es convexa.

g

El préximo resultado no es una caracterizacion de las funciones convexas, pero se relaciona

con el Teorema 1.16.

Teorema 1.17 (Ver [25]) Sea f: (a,b) — R una funcion convexa. Entonces f es diferen-

ciable en x, st y solo si la recta soporte de f en xy es unica. Y en este caso,

A(z) = f(wo) + f'(w0)(z — x0)

proporciona este unico soporte.

Demostracién:

Esta demostracién se desprende del Teorema 1.16, es decir, para cada m € [f’ (zo), f} (zo)]
existe una recta de apoyo de f en xy. Por lo tanto la unicidad de la recta significa [’ (z) =
f'(xg), es decir, f'(zg) existe. Por otro lado, si concideramos que f'(xg) existe; ademds de

cualquier recta de soporte
A(z) = f(zo) + m(z — xg),

nos da que f(z) — f(zo) > m(z — xy). Para x; < x¢ < x5, se obtiene
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f(x2) — f(wo)

Y

f(z1) = f(@o) <m <
Ir1 — X - - To — X

considerando limite 1 T 2o y 22 | o se obtiene f’ (z¢) < m < f (), la diferenciabilidad
en zo implica la unicidad de m, por lo tanto, el soporte de A en zy; es decir; que m = f'(zy),

reescribiendo a A(x),

A(z) = f(wo) + f'(x0) (z — o).

1.1.2. Teorema del Sandwich

En 1994, Karol Baron, Janusz Matkowski y Kazimierz Nikodem demuestran en [2] el

teorema del Sandwich para funciones convexas.

Dadas dos funciones definidas en un intervalo I tal que f < g. Un problema de interés
es determinar si existe una funcién convexa h : I — R que separe a f y a g, es decir tal que
f < h < g. Existen situaciones donde este problema tiene respuesta negativa como son los

casos que se muestran en las siguientes figuras (ver [5])

g

v

a< \b

Figura 1.9:
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Figura 1.10:

Una situacién como la mostrada en la Figura 1.9 ocurre cuando se considera f,g :
[—1,1] — R, definidas por f(z) = 1 — |z| y g(x) = 2 — |z|. Si existiese h : [-1,1] — R

convexa tal que f < h < g, entonces

0 = F(0)=f(5(-1)+ )
< (1) +31)
< 12h(—1)+%h(1)
< So(=1)+ 3901
< SI=14 D+ 5+ )
B 1 1
- i1y

lo cual es una contradiccion; por lo tanto, no existe una funciéon convexa que separe a las
funciones f y g. Por supuesto, también existen casos donde la funcion h existe, por ejemplo

si f y g son convexas o en una situacién como en la ilustrada en la Figura 1.11
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g

L

i b

N

Figura 1.11:

La respuesta del problema que se plantearon fue dada por Karol Baron, Janusz Matkowski
y Kazimierz Nikodem en el afio 1994 [2], quienes dieron una caracterizacion de las funciones
reales que pueden ser separadas por funciones convexas. Para detalles de la demostracion

del siguiente Teorema se refiere al lector a [2].

Teorema 1.18 Sean f,g: 1 — R dos funciones reales que satisfacen
para todo x,y € I yt € [0,1] si y sdlo si existe una funcion convexa h: I — R tal que

f<h<y.

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema 1.18 no puede ser generalizado para fun-

ciones definidas en un subconjunto convexo del plano (complejo).
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" D={zeC:|q <2

Figura 1.12:

Se puede observar que 0 no es combinacién convexa de dos raices ctubicas de la
unidad. En efecto, sean z,y € Dy t € (0,1), existen dos posibilidadestz + (1 —t)y = 0,
tr + (1 —t)y #0.

En el primer caso f(tx 4+ (1 —t)y) = 0, como tg(z) + (1 — t)g(y) es una combinacién
convexa de g(z), g(y) € [0, 3], resulta

tg(x) + (1 —1t)g(y) >0,

luego
flte + (1 —t)y) < tg(z) + (1 —t)g(y).

t—1 t
En el segundo caso z = Ty, Y= ﬁx y ftz+ (1 =t)y) =1,

o) = 0 siz e {z, 2,23}, (1—)g(y) = 0 siy € {21, 29, 23},
3t sixz € D\{z, 22,23} 3(1—1t) siy e D\{z, 2,23}

sumando ambas funciones, y considerando que z e y no pueden ser ambas raices cubicas de

la unidad, resulta que:

3(1—t) siz€{z1,22, 23}, ye& D\{z,2,z2},
tg(x) + (1 —t)g(y) = { 3t siy € {z1,20,23}, @€ D\{21, 2, 23},
3 siz,y € D\{z1, 22, 23}
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Si 23 = 1, entonces

que equivale a

Si y® = 1, entonces

Yy en consecuencia

Por tltimo si 23 # 1y y3 # 1 entonces f(tx + (1 —t)y) =1 < 3.

Entonces f(tx + (1 —t)y) < tg(z) + (1 — t)g(y) para todo z,y € D y t € [0, 1] para

cualquier caso.

Supdngase que existe una funcién convexa h : D — R que satisface que f < h < g.

Entonces usando que z; + 2o + 23 = 0, por ser raices de la unidad, se tiene que

1=f(0)=f <%(21 + o+ 23>) <h (%(zl + 2+ Z3)>

< S (h(21) + h(z2) + h(23))

— | =

< g(g(zl) +9(z2) + g(z3)) =0,

lo cual es una contradiccion. La contradiccion viene de haber supuesto que existe una funcién

convexa h que satisface que f < h < g.

Si f es una funcion real definida en I tal que f es convexa entonces se cumple que para
todo € > 0
fltz+ (1= ) < @)1 - Of ) +e, wyel, telo] (1.11)

Reciprocamente si f satisface (1.11) para todo € > 0 entonces f es convexa.

Sin embargo, existen funciones que satisfacen (1.11) para algin numero positivo ¢ y esto
es lo que se conoce como funcién e-convexa realizada en [9] por el estadounidense Donald

Hyers en el ano 1941. De manera mas formal:
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. Definicién 1.20 Sean f una funcion real definida en I y € > 0. Se dice que f es e-convexa

si f satisface la desigualdad:

fltz+ (1 —=t)y) <tf(x)+ A=) f(y)+¢e, z,yel, tel0,1].

Con el siguiente ejemplo se ilustra la Definicién 1.20 en forma explicita.
Ejemplo 1.21 La funcién f: [—1,1] — R definida por:
f(l’) = _':EQ + 17

es l-convexa, ya que el mayor valor que toma la expresion f(tx + (1 —t)y) es 1 y el menor

valor de la expresion tf(x) + (1 —t)f(y) + 1 es 1, luego

fltz+ A =t)y) <tf(x)+ A -0)f(y) +1, z,ye[-1,1], t €[0,1].

En el afio 1952, D. H. Hyers y S. M. Ulam demuestran en [10] que si f es una funcion

real definida en D C R"™, e-convexa entonces existe una funcion convexa h : I — R tal que
|f(z) — h(z)|] < kpe, x€l,
donde k, = (n*+3n)/(4n+4) yn es la dimensidn del espacio donde se encuentra el dominio.
El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 1.18.

Corolario 1.22 (Ver [2]) . Sea f: I C R — R una funcion e-convera, entonces eriste

una funcion h : I — R conveza tal que

Demostracién:

Se considera la funcién g(z) = f(z) + e y como f es una funcién e-convexa se tiene
flte + (1 =1)y) <tg(x) + (1 = )g(y), v,y el, tel0,1],

entonces en virtud del Teorema 1.18 se sigue que existe una funcién convexa h : I — R tal
que
€
fla) < hla) + 5 < o) e,
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€ )
restando 5 en ambos lados se obtiene

es decir,

1.1.3. Desigualdad de Tipo Jensen

En ésta seccién se desarrollaran desigualdades que generalizan la desigualdad que aparece
en la nocién de funcién convexa, dadas por J. W. Jensen en [12] y [11] en el ano 1905 y 1906

respectivamente.

Teorema 1.23 (Ver [12], [11]) Sea f : I — R una funcion conveza, entonces

f (Z tixi) < th‘f(%%

para todo x1,xo, ... ,x, € I, ty, ... ,t, >0 tales que t;y +---+1t, = 1.

Demostracién:

Se fija x1,....,x, € I yty,...,t, > 0 tales que t1+---+t, = 1. Sea T = t1x1+---+t,x,
y se considera una funcién g : I — R tal que g(z) = a(xr — ) + f(Z), donde g satisface que

9() = f(@) yg(x) < f(x), zel.

Entonces, para todo i =1, ...,n, se obtiene que

f(xi) > g(xi) = a(z; — 7) + f(2),

multiplicando ambos lados por t; y aplicando sumatoria se obtiene
n n
Ztif(%‘) > aztz‘(% - )+ f(2).
i=1 i=1

Por otra parte
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por lo tanto
> tif(z) > f(2).
i=1
O

A continuacion se enuncia y demuestra un teorema andlogo al Teorema 1.23, relativo a

la forma integral de la desigualdad de Jensen.

Teorema 1.24 (Ver [20] y [22]) Sean (X,X,u) un espacio de medida de probabilidad, I

un intervalo abierto y ¢ : X — I una funcion integrable Lebesque. St f : I — R es una

f< / w(ﬂf)du) < [ steta)in (1.12)

funcion convexa, entonces

Demostracién:

Sea g : I — R una funcidn de la forma g(x) = a(x—m)+ f(m) que soporta a f enm e

integrando sobre X en ambos lados de la desigualdad f(p(z)) > g(p(x)), para todo x € X

/ o) dp > / glp(x))dp
:/Xa(gp(x)—m)d,u—F/Xf(md

~a | (pta) = m)du-+ f(m) [ dn

usando el hecho de que X es un espacio de probabilidad, entonces fX dp =1

[ rtete du>a(/XsD(fv)du—m/Xdu)+f(m)

a(m —m) + f(m)
f(m),

reescribiendo la ultima desigualdad y sustituyendo m = fX o(x)du

f< / so(m)du) < [ fote)in
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Para cerrar esta seccion se dard un ejemplo que ayuda a ilustrar el Teorema 1.24.

Ejemplo 1.25 Sean ¢ : E — [0,+00) y f(t) := t? con p > 1. Entonces

( / @(x)du)p < [ ey

siempre que las integrales existan. Como los integrandos son positivos, es claro que bas-

tard suponer que ¢ es integrable y (p(z))? medible, para evitar integrales infinitas.

1.1.4. Desigualdad de Tipo Holder

En ésta seccién se presentaran desigualdades que generalizan la desigualdad de Holder
para integrales. Esta desigualdad fue descubierta, por primera vez, por L. J. Rogers (1888)
en [8], y descubierta independientemente por Holder (1889). En andlisis matemético la de-
sigualdad de Holder, llamada asi debido a Otto Holder, es una desigualdad fundamental
entre integrales y una herramienta indispensable para el estudio de los espacios Lp los cuales

son fundamentales para la construccién y compresion de este trabajo especial de grado.

Comenzaremos esta secciéon enunciando y demostrando el Teorema de Holder para

sumatorias finitas.

Teorema 1.26 (Ver [17]) Sean «,f3,...,\ nimeros reales positivos, tales que son n nu-

meros o + 0 + --- + A = 1. Consideremos las n-uplas de nimeros reales no negativos
(a1, .oy an)(byy .o by) - .. (t1, .., tn). En estas circunstancias se verifica

n n @ n B n A

> agblt) < (Zan> (Z bn> (Ztn> :

i=1 i=1 i=1 i=1

Demostracién:
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n o J6] A

> agblt)

=1 QAp, bn tn

BN ARG S | R

3

=1

1 S S oS
; =1

Y asi tenemos la desigualdad de Holder para sumatorias finitas

WU > ) (5 ) (z)

=1

g

A continuacion se enuncia y demuestra un teorema analogo relativo a la forma inte-
gral de la desigualdad de Hélder, dicha nocién es una herramienta de vital importacia para

la construcién de algunas pruebas presentes en el proximo capitulo.

Teorema 1.27 (Ver [17]) Sean f,g : (a,b) — R con p > 1 y ¢ > 1 numeros reales tales

que 110 + % = 1. 51 fP y g7 son integrables, entonces f.g es integrable y se tiene la siguiente

[ iswstone< ([ |f(t)|”dt); (f |g<t>rth); | (113

Sillfl, =06

por ende suponer que 0 < ||f|l, < oo ¥y 0 < ||g|l; < oo en este caso, basta demostrar la

desigualdad

Demostracién:

gllg =0 entonces f =0 ¢ g =0 y el resultado es evidente. Podemos
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desigualdad || f|l, = |lg|ll; = 1 pues en caso general podemos considerar

_f ;9
= — g _ =
£l lgllq

y deducir la desigualdad para fy g apartir de la correspondiente desigualdad para 'y g'. En

f/

el caso ||fll, = llgllq =1 si a,b > 0 entonces ab < % + % la desigualdad resulta inmediata
de hecho, integrando la desiqualdad

S0P, gl

[f(1)g(t)|dt < . .

obtenemos

b
/ [F()g(t)]dt < %Ilf(t)llﬁ + éllf(t)llz = [IF@ll + £ @O)llg-

Asi tenemos la desigualdal de Holder.

/ 090t < (/ b !f(t)\”dt); (/ b |g<t>|%zt); .

g

Para cerrar esta seccion se dard un ejemplo que ayuda a ilustrar el Teorema 1.27.

Ejemplo 1.28 Para p = 1 se reduce a la desigualdad triangular. Si p > 1 sea ¢ = (pfl).

Entonces por la desigualdad de Hélder (1.13) se tiene

1
n n B n
> lanlloe + b < (Z mﬁ) (Z o + bky“”‘”q)

1
q

Q=

s (Ene) (S

Sumando miembro a miembro, dividiendo por el factor comin de ambos miembros

derechos y observando que (p — 1)g = p resulta

1 1
P P

() < () (£



1.1 Funciones Convexas

1.1.5. Desigualdad de Tipo Hermite-Hadamard

En esta seccion presentaremos una de las desigualdades mas conocida como desigualdad

de Hermite-Hadamard que se derivan de la nocién de funcién convexa.

Sea f: I C R — R una funciéon convexa definida en el intervalo I, a,b € I, con a < b

f(a;b)gbia/abf(x)éw' )

El lado izquierdo de la desigualdad (1.14) fue demostrado por Jaques Hadamard en

entonces:

1893 antes de que las funciones convexas fuesen formalmente introducidas. Para funciones
con derivadas crecientes en un intervalo cerrado, es algunas veces llamada desigualdad de
Hadamard y el lado derecho la desigualdad de Jensen. En 1985, D. S. Mitrinovi¢ y 1. B.
Lackovié en [19] senalan que la desigualdad (1.14) es debido a Charles Hermite quien la

obtiene en el ano 1883, diez anos antes que Hadamard.

Esta desigualdad clasica de Hermite-Hadamard juega un rol importante en el analisis
de la convexidad ya que trata sus aplicaciones, generalizaciones y refinamientos (para més
detalles ver [3],[4],[22] y sus referencias). También se conoce que si f es continua, entonces

la desigualdad de Hermite-Hadamard caracteriza la convexidad de f.

A continuacion enunciamos y demostramos el Teorema de la desigualdad de Hermite-
Hadamard.

Teorema 1.29 (Ver [6]) Si una funcion f: I C R — R es convexa entonces
z+y (=) + 1)
/ 2

para todo x,y € I, x < y. Inversamente, si f es continua y satisface el lado derecho o

)ds < —~2~

(1.15)

izquierdo de (1.15) para todo x,y € I, x <y, entonces es convera.

Demostracién:

El lado derecho de (1.15) se obtiene de integrar la desigualdad (1.2) en el intervalo
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[0,1] con respecto a t, tal como sigue:

/Olf(txﬂl—t)y) ws [ /01(1—t)f(y) i

) d

) | 1)
2+ ()
1),

Haciendo un cambio de variable s =tz + (1 — t)y en la integral

/‘fmw—l—t P /‘f

se obtiene el lado derecho la desigualdad (1.15)

v 1) + £)
/x f(s) as < DI,

Por otra parte, para demostrar el lado izquierdo de la desiqualdad (1.15) se realiza la

r—=y

siguiente transformacion
Tty y

xiy/:f(s)ds: iy (/fo(s)dsqL %yf(s)ds)

xXr
- - ( / s dsi + / f(s) dSz) -

Haciendo los siguientes cambios de variables

r+y—tlz—y) r+y+it(zr—y)
S1 = 5 Yy S22 = 9

en la desigualdad anterior, se obtiene:

%AlP(z+y—§x—w)+f($+y+§$_w)]ﬁ,

ahora usando la convexidad de la funcion se llega a la desigualdad

I e I
_ f( e

')

).
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y asi se obtiene el lado izquierdo de la desigualdad (1.15)

f(x;y> < xiy/ F(s) ds.

g

A continuacién se dardan varios ejemplos para ilustrar la impotancia de la desigualdad de
Hermite-Hadamard:
1

Ejemplo 1.30 Sea f(x) = it

, con x > 0. Sustituyendo en (1.14) se obtiene

2 < In(1+ )<x2+2x
n xr .
2+«x 2 + 2

o
+ 1N
bo| |

In{1+x)

—
[

] 24z
087

0,6
0,4

0,21

D J T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0 05 1 15 2
Figura 1.13:

Particularmente,

1
n+1/2

1/1 1
< 1 1) —1 < = | -
n(n+1) —In(n) 5 (n+n+1)’

para todo n € N — {0} en el intervalo (n — 1, n).
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En este mismo orden de ideas para demostrar en el siguiente capitulo algunos teoremas

que contiene una desigualdad integral del tipo Hermite-Hadamard, se enuncia y prueba el

siguiente lema dado por S.S. Dragomir en el ano 1988 en [4], dicho lema es una herramienta

de vital importancia para la compresién de este trabajo.

Lema 1.31 Sea f : I° C R — R una funcion diferenciable en 1°; a,b € I° con a < b, si

f' € L'([a,b]) entonces:

f();f f du<— 1(1_2t)f/(m+(1—t)b)dt

Demostracion:
S1 consideremos

I = /1(1—2t)f’(ta+(1—t)b)dt

flta+ (1 =10)b) f(ta+ (1 —1t)b)
— 1—2t|0+2/ et

W02 L[,

b—a b—ab—a

Luego sustituyendo I en la ecuacion (1.16)

b—afla)+f0) 2 1 /f(u)du

- 2 b—a b—ab—a
_ fla) + f(b) I
= 5 _b—a/a f(u)du
f(a);’ f du<— 1(1_2t)f’(ta—|—(1—t)b)dt.

Asi esta completa la demostracion

1.2. Conceptos Basicos

(1.16)

En esta seccién se presentaran algunas definiciones y conceptos basicos para conseguir

una mejor comprension de este trabajo. Por ejemplo los espacios L” son los espacios vecto-

riales normados mas importantes en el contexto de la teoria de la medida y de la integral
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de Lebesgue. Reciben también el nombre de espacio de Lebesgue por el mateméatico Henri
Lebesgue. En esta seccion estudiaremos brevemente importantes espacios de funciones reales.
Nos restringiremos al caso de funciones definidas en R y medibles Lebesgue; sin embargo,
el caso general de funciones definidas en un espacio de medida o — finito (X, F, ) puede

tratarse en algunos casos de forma similar.

Definicién 1.32 Sea M el conjunto de funciones f : R — R medibles Lebesgue. Analoga-
mente, si A € L(R), denotaremos por M(A) al conjunto de funciones f : A — R medibles
Lebesgue.

Sea 1 < p < oo, el espacio LP = LP(R) se define de la siguiente manera

P=feM // |f[Pda < oo, (1.17)

En particular, L! es el espacio de funciones medibles Lebesgue en R. Si A € L(R)

entonces
[P(A) = f € M(A) // |fPda < oo, (L18)
A
A continuaciéon enunciamos la definicién de la norma para los espacios LP.

Definicién 1.33 Si 1l < p < oo, f € LP definimos la siguiente norma

i1, = (| |f|”d:c);- (119)

La norma anterior tienes las siguientes propiedades:

i [ fll, = 0.
ii. [|f]|[, =0siysolosi f=0enc.t.p.

iii. [[afll, = o]l f]lp-

v f + gl < [ fllp + gl

Definicién 1.34 Si 1 < p,q < oo, decimos que p y ¢ son indices conjugados si % + % =1.

Por ende podemos decir que g = z% entonces tenemos que

Lppl:feM//|f]pp1d:c:feM//]f|qu:Lq<oo. (1.20)
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Tambien enunciamos la definicién de interior de un espacio topologico, dicha defini-

cién serd de utilidad para la mejor comprension de este trabajo.

Definicién 1.35 Sea (X,I') un espacio topolégico y I C X . Se define el interior de I
(notado int(l) 6 I°) como el abierto mas grande (en el sentido de inclusién) contenido en
I. Es decir, V = int(I) si y s6lo si V es abierto, estd contenido en I y todo otro abierto

contenido en [ estd contenido también en V.

1.2.1. Promedios Especiales

En esta seccion presentaremos mediante definiciones algunas nociones y conceptos bésicos
de las aplicaciones para medias especiales (promedios) esto lo realizaremos con el fin de
obtener una mejor compresion de este trabajo; recuerdese que los siguientes medias podrian
considerarse extensiones de la aritmética, logaritmicas y logaritmica generalizada de los

nimeros reales positivos.

En matemadtica y estadistica, la media aritmética (también llamada promedio o simple-
mente media) de un conjunto finito de nimeros es el valor caracteristico de una serie de
datos cuantitativos objeto de estudio que parte del principio de la esperanza matematica o
valor esperado, se obtiene a partir de la suma de todos sus valores dividida entre el niimero
de sumandos. Cuando el conjunto es una muestra aleatoria recibe el nombre de media mues-
tral siendo uno de los principales estadisticos muestrales. Expresada de forma maés intuitiva,
podemos decir que la media (aritmética) es la cantidad total de la variable distribuida a

partes iguales entre cada observacion.

Definicién 1.36 Una funcién A : IxI — [ se denomina la media.
min(z,y) < A(z,y) < méx(z,y).
donde A(z,y) = 2.

Definicién 1.37 Dados los numeros (ay, as, as, ..., a,), la media aritmetica se define como:
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Proposicién 1.38

i. La suma de las desviaciones con respecto a la media aritmética es cero (0).

n

> (@i —7) =0.
i=1
1. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los valores de la variable

con respecto a una constante cualquiera se hace minima cuando dicha constante coincide con

la media aritmética.

114. Si a todos los valores de la variable se le suma una misma cantidad, la media aritmética
queda aumentada en dicha cantidad. St todos los valores de la variable se multiplican por una

misma constante la media aritmética queda multiplicada por dicha constante.

w. La media aritmética de un conjunto de numeros positivos siempre es igual o superior

a la media geométrica:

v. La media aritmética esta comprendida entre el valor maximo y el valor minimo del

conjunto de datos:
n
. 1 ,
min (a1, as, as, ..., a,) < - E a; < max (ay, ag, ag, ..., ay,).
i=1

Demostracién:

1. Veamos que
n

> (2 —7)=0.

i=1

n

n n
Sabemos que T = + a; entonces (x; —7) = T — z=nx—nz=0.
n
i=1 =1

=1
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1. Veamos que

Sabemos por el teorema de Koring

DETEE - RIS o wa )
; i=1 i
1 & 2« 1~
= 5;%2—5.%;%4-5;352
= %Zx?—Q/:B\Q—i-/x\z

= — 2+ 72 =0.

iii. Sea y; = x; + b entonces § = + Zylf leib sz Zb:i‘\ib.
=1

i=1
Sitmultaneamente se tiene que si y; = Izb entonces iy = xb; y; = ﬂ entonces Y=

0~I%e>

Utilizando las propiedades anteriores obtenemos las propiedades v y v.

En otros términos hay por lo menos un dato que es mayor o igual que la media aritmética.

A continuacion presentamos un ejemplo el cual nos ilustrara mejor la nocion de media

aritmetica para un conjunto de dos puntos.

Ejemplo 1.39 :

Este ejemplo ilustra la media aritmetica para n=2.

T =A(a,b) =4 a,beR.

Continuando en este mismo orden presentamos la definicion de la media geralizada.

Definicién 1.40 La media generalizada es una abstraccion de los diversos tipos de media

(geométrica, aritmética, armonica, etc). Se define para numeros reales positivos x; > 0 como:
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En donde el parametro m indica el tipo media y con ¢ =1,---  n.:

i. Aritmética, con m = 1.
ii. Geométrica con m = 0.
iii. Armoénica con m = —1.

vi. Cuadratica con m = 2.

Obsérvese que para valores de m < 0 la expresion sélo tiene sentido si todos los

El concepto de media generalizada también puede servir para definir otras aplicaciones mas

amplias como por ejemplo:

Ejemplo 1.41 :i. La media logaritmica.

=)
L(a,b) ={ v

In|b|—In|a|’

ii. La media logaritmica generalizada.

/

a,
|:bn+1_an+1

Ly(a,b) = <(b kL

a="b,

logb— loga ) ;

_1
L (e )
[ oxP a® ’

a.b #0

1.2.2. Desigualdad de Potencia Media

con a,beR

En esta seccion presentaremos por medio de un Teorema, un resultado importante que

serd de mucha utilidad en algunas demostraciones posteriores en este trabajo, los medias

generalizados son una familia de funciones que agrega una series de nimeros, que incluyen

como casos especiales de la aritmética , geométrica y logaritmica . La media generalizada es
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también conocida como potencia media o media Hélder (el nombre de Otto Holder).

Definicién 1.42 Sean py, .. .,p, numeros reales positivos, talesque > - pp =1y 1, ..., 2,

numeros reales positivos. Se define la p potencia media de los x; con i =1, .. .,n como:

1
(Z plﬂi) p#0
)= \ k=1
H ah p = 0.
k=1

M,y(z1, ... z,

Para el caso especial py = ... =p, = % se obtiene

RS
S|+
]
8
o
~
S |
o]
IN
(@]

Mp(xb 7~Tn) = k=1 I
\ k=1
Teorema 1.43 Sean (p1, . . .,pn) el vector asociado al peso tal que py € [0,1] y Zxk =1
k=1

para —o0 < § <t < 00, se tiene que:

(3

La igualdad ocurre si y solo si x1 = . ..=x,.

1 1
S

< (pr> (121)

k=1

Demostracién:

Para obtener 0 < s < t, por la desigualdad de Jensen para la funcion xr — xP con

p>1,

n p n
(me) < Zpkwi-
k=1 k=1
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Con esta desigualdad y las sustituciones yi, = x3, p = ﬁ > 1 se tiene que
i
n s n ¢
(Z Pwk) < Zpk»w;ﬁ-
k=1 k=1

Asi consideramos la t-ésima raiz da la desigualdad deseada en este caso. Por otra
parte, la convexidad estricta de x — xP para p > 1 asequra que la igualdad se cumple si y

solo sixy = ...=ux,.

Para s <t <0, tenemos 0 <t < —s, a continuacion se tiene,

-1

n %1 n s
(zpku;)—t) < zpmw—s)
k=1 k=1
1
n s
< zpkmz)
k=1
1
n t
< zpm) |
k=1

Para s <0 <t, y como —s > 0 entonces

-1

My =Tt < (zpk@m—s) = (z)
k=1 k=1 k=1

® =

< H ik
k=1
Como t > 0, para el resto de los casos 0 = s <t, ys <t=0, han sido cubiertos por

la misma desigualdad por tanto tenemos

1

1 1
(3] (5
k=1 k=1

Asi esta completa la prueba de la Desigualdad de Potencia Media, dicha desigualdad es

g

de gran utilidad para la contruccion de este trabajo especial de grado.
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1.3. Estimacion de la Formula Trapezoidal para el Calcu-

lo de Integrales

En esta seccion se presentard la Estimacién de la Férmula Trapezoidal para el Célculo
de Integrales y la Estimacion del Error de la Formula Trapezoidal en calculo de Integrales,
esto se realizara por medio de Teoremas, Definiciones, Ejemplos, entre otros topicos que se
relacionan con estos temas y ademas nos serviran para el desarrollo de los proximos capitulos

en este Trabajo.

En integracién numérica, una forma de aproximar una integral definida en un intervalo
[a,b] es mediante la regla del trapecio, es decir, que sobre cada subintervalo en el que se
divide [a, b] se aproxima f por un polinomio de primer grado, para luego calcular la integral
como suma de las areas de los trapecios formados en esos subintervalos, el método utilizado
para la regla de Simpson sigue la misma filosofia, pero aproximando los subintervalos de f

mediante polinomios de segundo grado.

En anélisis numérico, la regla o método de Simpson (nombrada asi en honor de Thomas
Simpson) y a veces llamada regla de Kepler es un método de integracién numérica que se

utiliza para obtener la aproximacién de algunas integrales.

La regla trapezoidal es la primera de las férmulas de integracién cerrada de Newton-Cotes.
Las formulas de integracién de Newton-Cotes son los esquemas de integraciéon numérica mas
comunes, se basan en la estrategia de remplazar una funciéon complicada o datos tabulados
con una funcién aproximada que sea facil de integrar. El objetivo es resolver el problema de
calculo del area bajo la curva entre dos limites conocidos, dividiendo en n sub areas para

calcular su valor asumiendo cada sub area como un pequeno trapecio.

Tanto en el caso de Riemann, como en el caso del método de la biseccion, se consideran
funciones constantes (polinomios de grado cero) en cada subintervalo, esto para construir
areas de rectangulos. Consideremos ahora, polinomios de primer grado (rectas) en cada
subintervalo, esto geométricamente generard trapecios y la aproximaciéon de la integral se
obtendra por sumas de dreas de trapecios. Para encontrar una féormula adecuada, trataremos
de generalizar el area de todos estos trapecios. Veamos entonces, cual es el area del k-ésimo
trapecio. Todos los puntos de la particion evaluados en la funcién son, o la base mayor o

la menor de cada uno de los trapecios, por tanto resulta indistinto colocar cual es cual. Se
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quiere, una funcion de la geometria clasica, observando la siguiente figura tenemos el area

del k-ésimo trapecio para cada 1 < k < n.

YA

» cualgquiera

/

N

Fe (':‘32[&,&]

T

Tedl | — fr)—]

7} Xl Izooo

Fioa

-1 F x.::+l. LR Xn_l

Area de un Trapecio _ {Base Mayor + Base menor)

* Altura

2

Extraemos el k-ésimo

Rotarnos

T N

X

I Trapecios
P

1l %
1 }_f(‘xj;-lj—i

A, |:f(xk-1);' f(x;c):|m

Obtenermnos el
area L-ésima

Para el caso de los trapecios, necesitamos no solo que la funcién sea continua, sino, de

clase C? en [a,b] (lo utilizaremos mds adelante para acotar el error). Por tanto, si P es una

particion uniforme, tenemos que

n—1
k=1

/ab f(z)dz

2

&[f(:vo) +2f(x0) + 21 (22) + 2f (w3) + -+ 2f (wna) + f(20)]

2

Az

2

_ {Tf(%);rf(?@l)} Ax+[
Az

2

M) £ 1]y [l 100)

2

—[f(@o) + f(x1) + f(z1) + f(w2) + f(22) + f(23) + oo + f(T01) + f(20)]

Flao)+23 flan)

Entonces, si f € C?[a,b] y P es una particién uniforme de [a,b], tenemos que la

formula trapezoidal para la funcién f viene dada por:

/f b—a[

n—1

k=1

Flwo) + 2 flan) + f(n)
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Y

e 2
n coalquiera fefl [ab]

iy
Al

\\ &

| I
¥ xl I’Z e xk_l X.:: x.iﬁl. - xﬂ'l ‘IEI;,

i
0 it n

=Y

Trapecios

1.3.1. Estimacién del Error de la Formula Trapezoidal en el Calcu-

lo de Integrales

En esta seccién presentaremos un resultado importante ya que cada vez que aproximamos
usando la regla de estimacion trapezoidal para el calculo de integrales, el error que se comete

lo podemos estimar.

Una estimacion del error trapezoidal para el calculo de integrales es
B, (f) = 1(f) = Tulf) = ——5—f"(ca);

donde h = @, ¢ € la,b], P, es un polinomio que interpola los nodos de f(x).

La férmula anterior se utiliza para acotar el error EL(f), sustituyendo f”(c,) por su

mayor valor posible en el intervalo [a, b], donde

1= | o)
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y L0 =1 = [ ’ o)z = <f<a> * f<b>)
se fundamenta en
/ab f(x)dx — h <M) _ —;L—;f’(c) (1.22)

donde ¢ € [a, b].

Demostracién:

Comenzaremos a demostrar la férmula para la estimacién del error trapezoidal

EI(f) = / f(x)dz — T, (f)

— [ rays-r(0)

_ " ot 1)1
N f( Vi — h (f(ﬂﬂl);rf(@))
: / oo - (L) )

Aplicando la igualdad (1.22) a cada uno de los sumandos anteriores, se obtiene

h3 " h3 1 h’3 "
EN(f) = —50"(0) = =5 (1) = = =35 (k)

_ h2(hf”( B) + B () + o+ B (0,)

- B o 0 + 1)+t 1)
12 n
h2 1!

= -0
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las constantes desconocidas t1, ..., 1, estan localizadas en los intervalos

[0, 1], [1, 2], ..., [Xn_1, T,] respectivamente y ¢, € [a, b].

La tultima igualdad es consecuencia del teorema de los valores intermedios para fun-

ciones continuas, cuyo enunciado y prueba presentamos a continuacion.

Teorema 1.44 Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b]. Sean m = mingef(x) y
M = maxecap f(x). Entonces para cada valor yo que cumple m < yo < M, existe un valor
c € [a,b] tal que f(c) = yo. Luego al aplicar este resultado a la funcidn f"(x) que suponemos
continua en [a,b]. En efecto, m = mingeap f"(x) y M = maxeap [ (x) entonces

e PO+ )+t 1)
n

Por tanto eziste ¢, € [a,b] tal que

S0+ ) et S ()

n

f"(cn)

Para obtener una estimacion del error trapezoidal, obsérvese que
hf"(t) + hf"(t2) + ... + hf" (tn)
es una suma de Riemann para la integral
[ rwa= o - @

cuando n — 1 estas sumas de Riemann convergen a la integral. Entonces

BE() =~ 5" 0) + hf(62) + o+ B (E)
B
= 2 ] [ (@)dx
h2 / !
= PO - F@

i

Observacién 1.45 Estimacién del error se dice asintdtica ya que mejora conforme n au-

menta. Es tan facil de calcular como lo sea f’.
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A continuacién presentaremos varios ejemplos con el fin de familiarizarnos e ilustrar

la Estimacion del Error de la Formula Trapezoidal en el Calculo de Integrales.

Ejemplo 1.46 Determine n, tal que, la regla trapezoidal de un error menor que 0,005, al

4
1
/ —I—:de.
2 1_1‘

aproximar la integral

Solucion:
Sabemos que f(z) = 132 = £l — — (1 4 2.} de donde obtenemos que
2 4
’ _ 7 _

por consiguiente, el valor de M buscado es justamente 4 (Ver Figura 1.14).

Y4 Crafico de | f"(fj|

|
-

— -
T T T
2 3 4 5
Figura 1.14:

Entonces si E,, < 0,005, tenemos que
4(4-2)3 4,23
12n? 12.(0,005)

Ejemplo 1.47 Determine n, tal que, la regla trapezoidal de un error menor que 0,001, al

< 0,005 = n? > = n? > 533. 3= n > 23,00401077 = n > 24.

aproximar la integral y use este valor para calcular dicha aproximacion

/2 in(w)dr.

Sabemos que f(z) = lnz = f'(z) = 2 = f"(z) = —=5, de donde obtenemos que ¢l
valor de M, estd dado por i (Ver Figura 1.15).

Solucion:
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v4 Grafico de | f"(ﬁ’j|
j_
4 —
3 —]
5] Zoot
1 —
-
| | | | |
1 3 50 °
Figura 1.15:

Entonces, si E,, < 0;001, tenemos que

La—2)3 198 ~
- 1 2> AT 2 > 166. 12 444 > 13.
1on2 < 0,001 = n" > 12.(0.001) = n° > 166. 6= n > 1290994449 = n > 13

Consideremos entonces, n = 13 y construyamos la tabla de apoyo a la cuenta, con

Ar = 2

1_3 .
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k| % | fla) | #r #1f(xi)
0| 2 in2 1 In2
] % In % i 2In %
2 % In % 2 21ln %
3| 2% | In2t %] 21ln 2=
iy r
1 | 1 In il 2 2ln 5
5 | & | a2 2 2
13 13 13
6 % In % 2 21n %
7 % In % 2 2In %
8 % In % 2 21n %
G % In % 2 21ln ‘1‘4—3
18 2 [k 2 2
13 13 13
48 a8 ) 11y 48
1 1 % % In % 3 ¥, 21n i 8
12| %5 | In 1_li 2 Zlng
13| 4 In4 1 In4
Total | 28,05907204

Entonces, tenemos que

4 9 13 1
/ In(w)dr ~ — |In(2) + 2> In(xy) + In(4) | ~ —.(28,05907204) ~ 2,158390157.
) 2 < 13

Usando el Teorema Fundamental del Calculo, obtenemos que

/ (@) = 2(in(z) — D[} = 4(0n(4) — 1) — 2(In(2) — 1) ~ 2158883083,

Lo cual nos da exactamente, el entero y tres decimales.

. Por qué nos dan tres decimales y no dos como lo pedia la cota del error?

La respuesta a esta pregunta, se encuentra en la forma que sacamos la cuenta en la tabla,

tratando de realizar la menor cantidad de aproximaciones.



CAPITULO 2

DESIGUALDADES DEL TIPO

HERMITE-HADAMARD

En este capitulo se presentan algunas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para
funciones cuyos moédulos de las derivadas son convexas, esto se realizard por medio de Teo-
remas, Definiciones, Proposiciones, entre otros tépicos que se relacionan con estos temas y
ademas nos servirdan para el desarrollo del proximo capitulo en este Trabajo Especial de
Grado [13].

En el ano 2008 fue demostrado por Dragomir y Agarwal en [4], el Teorema (2.1) en [1] y

contiene una desigualdad integral del tipo Hermite-Hadamard.

Teorema 2.1 Sea f:I° C R — R una funcion diferenciable en I°; a,b € 1° con a < b. Si

| f'| es convexa en |a,b], entonces tenemos la siguiente desigualdad:

o) 1 / fada] < L= @ 1+ 170D o)

2 8




Demostracion:

Considerando la ecuacion (1.16), dado que a < b entonces b — a > 0 por hipdtesis,

entonces:

‘f(a) "0 / i

/01(1 — %) f(ta+ (1 — t)b)dt‘

_‘b—a

_b—a

2

/01(1 —2t)f(ta+ (1 — t)b)dt‘ |

Como [ es una funcion diferenciable,

b—a
2

/1(1 —2t)f(ta + (1 — t)b)dt' < b_Ta /1 (1 —20)f (ta + (1 — t)b)| dt.

Luego dado que | f'| es una funcion convera, se tiene que

b—a
2

! / / _b_a / ! ! !
[a-elr@i+a-airoia="3" ir@i [ -2 7o) [ - - .

Ahora, calculando las integrales involucradas en la expresion anterior

1 1
/ |1 — 2t|tdt / |t — 2t%|dt
0 0
1 1
= /(t—2t2)dt—/ (t — 2t%)dt
0 3

ot 2t3’% t? 2753‘1
B 30 \2 30

1 1 1
/]1—2t!(1—t)dt = /1—2tydt—/ 11— 2t|tdt
0 0 0
1

1

- /Oz(t—2t)dt—/ (t—2t)dt—i
1 1



En consecuencia,

‘f / Fu ' (b —a)(| (@) [+ ] /') )

8

En el ano 2007 en [14] Kirmaci, Bakula, Ozdemir y Pecaric demostraron el siguiente
teorema para desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyos médulos de

las derivadas son céncavas.

Teorema 2.2 Sea f : I — R, I € R una funcion diferenciable en 1° tal que f' € Lla,bl,

donde a,b€ I, a<b. Si| f']7 es concava en |a,b] para algin q > 1, entonces:

() ).

q—1

<(7) )

fl@+fo) 1
5 _b—a/a f(u)du

Demostracion:

Considerando la ecuacion (1.16), dado que a < b entonces b—a > 0 por hipdtesis, entonces:
‘f + f(b) / F)du
—a

Como f es una funcion diferenciable, entonces

/ (1 —2t)f'(ta + (1 —t)b)dt|.

b—a
2

/1(1 —2t)f'(ta + (1 — t)b)dt'
0

(1— t)b] dt

_ b;a[/OQ(l—Qt)‘f’(ta~l—(1—t \dt+/2(1—2t |[f(ta+ (1= 8)b)] dt| .

Ahora, calculando las integrales involucradas en la expresion anterior
1
2
/ (1=2t) | f/(ta+ (1 —t)b)| dt
0

/11(1 —2t) | f'(ta + (1 — t)b)] dt.



Por otra parte, usando la desigualdad integral de Hélder (1.18) conq¢>1 yp= -1

1

/2(1 —2t) | f'(ta+ (1 — t)b)| dt <
0

[1(1 —2t) ‘f’(ta+ (1 —t)b)‘ dt <

2

q—1

—1
1 1

(/j(l—%)rf'ldt)q </02
(/1(1 2t)431dt>qq ([ |/ (ta + (1 t)b)\th>q.

2

1
q

|/ (ta+ (1 —t)b)|* dt)

-

Luego como | f'|? es una funcidn céncava en |a, b, podemos utilizar la desigualdad de Jensen

(1.12) y en efecto se tiene

J

N|=

| f/(ta + (1 —t)b)|" dt

IN

1
Lok
% * 40 |/ (ta+ (1 —t)b)|" dt

0

l % 0 / 1 % 0 a _ '
5 (/0 tdt) f (foétodt/o t'(ta + (1 t)b)dt)
f (2/2(ta+(1—t)b)dt>

0
, (a+3b\[?
()

1
2
1
2

Andlogamente, para la integral

[ |/ (ta+ (1 t)b)|* dt

IN

1 1
|, ) (ta+ (1 —t)b)|* dt

1 ! 0 ’ 1 1 0 -
0 <ﬁ t dt) ! (fj tOdt/; tltat {1 t)b)dt)
f (2 [(m +(1- t)b)dt)

2
q

, (3a+b
r(*57)

q

q

1
2
1
2




Ast, en consecuencia,
g—1 1

b;“[(/ja—%)qfldt)q(/oz

q—1

+ <ﬁ(1—2t>afldt>q([

2 2

[ )

q—1
I <a—|;13b> ’ N

_b—a g—1 Tq
4 \2(2¢-1)
Entonces
() G
- 4 2qg — 1

R L

f'(ta+ (1 —t)b)

)
]
e s

, (3a+Db
()
q(f,<az3b>‘+

f'(ta+ (1 —t)b)

q

, (3a+0b
()

1))

O

En el ano 2008 en [15], Kirmaci obtiene el siguiente teorema y corolario relacionado con
desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyos modulos de las derivadas

son coéncavas.

Teorema 2.3 Sea f : I° C R — R una funcion diferenciable en 1°; a,b € I° con a < b y

con p > 1. Si la funcion | f' |P es concava en [a,b], entonces se tiene:

b
‘f(ca + (1= ))(B — A) + f(a)(1 — B) + f(b) A~ ﬁ / f(@)da

al' +b(K —1T) aN +b(M — N)
<(b—a) |K|f MIf . 2.3
<(b—a) { f ( I )‘ + M |f ( i (2.3)
dond@ K = w’ T — % - ASQ) M _ (B—C)Q;(I—B)Q; N _ B3+§3+1 o (1+§)2B'
Demostracién:

Sea S una funcion definada de la forma

t—A sitel0
S(t): S [76]7
t—B site(cl].



Si integramos por partes utilizando el cambio de variable x = ta + (1 — t)b, tenemos
1 c 1
/ S(t) (ta+ (1 —t)b)dt = / (t —A) (ta+ (1 —t)b)dt + / (t — B)'(ta+ (1 —t)b)dt.
0 0 c

Luego utilizando la desigualdad (2.3)

1 b
‘—f ca+ (1 —=c)b)(B—A)+ f(a)(1=B)+ f(b)A — b—a/ f(z)dx

1
:/ |t—A||f’ta+(1—t)b|dt+/ [t — B|f'ta+ (1 — t)bldt.
0 c

Luego usando la concavidad de |f'|P y la desigualdad integral de Jensen (1.12) se

tiene la siguiente desiqualdad

/C|t—A||f’ta+ (1 —t)bldt < (/c|t— A|dt) I
0 0

Andlogamente calculando la otra integral involucrada se tiene

¢ ¢ |t — Bl f'ta+ (1 —t)b|dt
/|t—B||f’ta+(1—t)b|dt§</ |t—B|dt> f’<f0| If'ta + ( )b )‘
0 0

Jy It — Bldt
Ahora calculando las integrales involucradas obtenemos

. /’t_A’dt /( )dt+/c(t—A)dt:M

(B

A 2
/!t—A!dt /( )dt+/Ac(t—A)dt:A 3“ _A;
M:/ |t—B|dt:/ (t—B)dtJr/Bc(t_B)dt:<B_C)2;<1_B)2
N = /|t—B|dt /( )dt+/Bc( B)dt:%_(l_cag‘

Ademds, podemos calcular

K—T:/C|t—A|(1—t)dt:/A(t—A)(l—t)dt+/c(t—A)(1—t)dt

A

M—N:/C|t—B|(1—t)dt:/B(t—B)(l—t)dt+/c(t—B)(1—t)dt.

B



Asi tenemos

/C|t—AHf’ta—|— (1 t)bldt < (/C\t—A|dt) -
0 0

,<aT+b§<K—T))"

Jo 1t = Al f'ta+ (1 — t)bldt
( foc‘t_A|dt >‘

=K

Andlogamente calculando la otra integral involucrada se tiene

/C [t = Bl|fta+ (1 - #)bldt < (/ It~ B!dt) ! (foc |t — Bl|fta+ (1 - t)bldt) ‘
0 0

Jy It — Bldt
,(aN+b](\i\[4—N))"

=M

Asi esta completa la demostracion O

Corolario 2.4 Sea f : I° C R — R una funcion diferenciable en 1°; a,b € 1° con a < b
y con p > 1. Si la funcién | f |p es concava en |a,b] utilizando el Teorema 2.3 para los

siguientes valores A = B = C = 3, se tiene que:

‘f(a)gf(b)‘bia/abf@)dx s“;“)[

Demostracién:

r (5a6+ b) Ly (a;Sb)H ' (2.4)

Por el Teorema 2.3 se tiene

seat @=om (5-3) + 5@ (1-3) + 10 (5

< (o) [K ,(aTer;{K—T )‘

)5 s
(i)

luego sustiyendo los siguientes valores A = B = C = %, tenemos que:

o= (3-3) 5@ (1-3) #1500 (3) - 5 [ s
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Asi, se tiene que

fla)+f) 1 [
2 B b—a/a J(@)dz

< (b—a){

, (Da+0b , [ a+5b
r(5) e ()

g

Los ultimos resultados obtenidos son generalizaciones sobre la desigualdad de Hermite-
Hadamard, para obtener dichos resultados y las generalizaciones debemos ver [1], [23] y [24].

Y las referencias dadas en ellos mismos.

2.1. Nuevas Desigualdades de Tipo Hermite-Hadamard

En esta seccién con el fin de demostrar nuestros principales teoremas, debemos primero
probar el siguiente lema cuyo resultado es importante y necesario para la concepcion de este

trabajo especial de grado.

Lema 2.5 Ver [13]

Sea f : 1 C R — R una funcion diferenciable en 1°, donde a,b € I con a < b. Si

f' € Lla,b] entonces se cumple la siguiente igualdad:

b—2)f(b)+(@—a)f(a) 1 [° _
b—a _b—a/af(u)du_
(z — a)?

b—a

(b— )

/1@ — 1) f'(tz + (1 — t)a)dt + /1(1 — ) f'(tz + (1 — t)b)dt.

Demostracion:

Observese que

(v —a)?
b—a

(b— =)

J = /Ol(t — 1) f'(te+ (1 —t)a)dt + — /01(1 — 1) f'(tx + (1 — t)b)dt.
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Integrando por partes se obtiene que

;o (z — a)? {(t— ) f(tz+ (1 —t)a) | _/1 fltz+(1 —t)a)dt}

b—ua r—a 0 Tr—a
(b—2)? [(t—1)f(tz + (1 —t)b) 2 L f(te + (1 —1)b)
— { — 0+/0 — dt}

t—a (z— b—a

(b—)f(b) + (z —a)f(a)

_ oo [f @ xf(U)du} Gt [— 1 wf(u)du}
_ jrl —bia/abf(u)du.

Luego usando el Lema 2.5 obtenemos el siguiente teorema del cual obtendremos algunos

resultados importantes para continuar con la construccion de este trabajo.
Teorema 2.6 Ver [13]

Sea f: 1 CR — R una funcion diferenciable en 1° tal que ' € Lla,b], donde a,b € I

con a <b. Si|f'| es conveza en [a,b] entonces se tiene la siguiente desigualdad:

(b—2)f(b)+(xr—a)f(a) 1 [
_b—a/a f(u)du

(x —a)? [If’(x)\ + 2!f’(a)|]

b—a b—a 6
L (e [If’(fv)l + 2|f’(b)\]

b—a 6
para cada x € [a,b].
Demostracion:

Usando el Lema 2.5 y el mdédulo se obtiene que:
(b—=x)f(b)+(x—a)f(a) 1 /b (z —a) /1 :
_ < X _ _
P b—a fu)du| < T (I =0)|f'(tx + (1 — t)a)|dt
(b—=)?

+

— /0 (1 —t)|f/(tz + (1 — t)b)|dt.
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Dado que |f'| es convero, entonces:

—x z—a)f(a b r—a)? !

emnfirlmal) o Ml < G20 Lo oire + - olr@bla
_1,2 1

+ G20 [a-opre+a-olron

_ (@) [\f’(:v)\ +2|f’(a)l]

b—a 6
P Gl x)? [If’(fﬂ)l + 2!f’(b)|]
b—a 6 '
asi estd completa la demostracion. O

Usando el Teorema 2.6 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.7 Ver [13] Sea f : I C R — R una funcion diferenciable en 1° tal que f' €
Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si |f'| es convexa en [a,b] entonces se tiene la siguiente

desiqualdad:

’f@;f(b) —bia/abf(u)du <boa (|f’(a)\+ f’(a;b)'ﬂf’(bﬂ)- (2.5)
Demostracion:
Usando el Teorema 2.6
‘(b—:z:)f(b?)Jrgx—a /f
< (51;—_2)2 {\f’(l')!z?If( )} N bb_—:iz {If( )!EQIf’(b)l]
para cada x € [a,b].

Si consideramos r = se tiene que:

2

b= (NSO + (D) —a)fla) 1 f°
b—a _b—a/f(u)du

(=) +2\f’(a)|] Gl )i [\f ((552)] + 217 >|]

((%4%) —a)?
b—a

<
- 6 b—a 6
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reescribiendo la expresion

Kb_a) @)+ /) 1 / f(u)du) Sb—a[2|f’(a)|+2|f’((6%)>|+2|f’()\]

2 b—a b—a 4

luego simplificando se tiene:

L0 L [ s < 2 (1701 +

Observacién 2.8 Ver [13] En el Corolario 2.7, usando la convexidad de |f’| tenemos

(‘“2”)) ] ¥ |f’(b)!) -

g

’f(“);f(b)—bia/abﬂu)du <® a(\f’( )| + (a;b>‘+|f’(b)l)
< 5t [+ S )

- (%) su@+ f).

En consecuencia simplificando se obtiene la desigualdad del Teorema 2.1

f()2 b—a/f du

(@) + (D))

g

Luego usando el Lema 2.5 también obtenemos el siguiente teorema del cual obtendremos

algunos resultados importantes para la construcciéon de este trabajo.
Teorema 2.9 Ver [15]

Sea f: 1 CR — R una funcion diferenciable en I1° tal que f' € Lla,b], donde a,b € I con
a<b. Si |f’|# es conveza en [a,b] y para algin fijo ¢ > 1, entonces se obtiene la siguiente

desiqualdad:

‘(b—x)f(b +(z—a)f b—a/f i

=
(1)

S
=

2 b—a

(1)3 [<x_a> 1f@)]7 + 1 @) + (b = 22l @)+ )
2
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_p
para cada x € [a,b] y con ¢ = =
Demostracién:

Usando la desigualdad conocida como Holder integral 1.13 y el Lema 2.5, tenemos

b-a2)f(0) +(z—a)f(a) 1 [
‘ b—a _b—a/af(u>du

< @2%‘22/01(1—t)|ff<m+(1—t)a)|dt+(bb%?z/olu—t)\f/<m+(1—t)b)|dt
< (32‘_‘;)2 (/01<1 _ t)”dt)p (/01 itz + (1 — t)a)|th>q

+ (bb__‘;)2 (/01<1 . t)%lt)gl} (/01 | (tr + (1 — t)b)|th); .

Como ]f’]z’%l es convexa, por la desigualdad de Hermite-Hadamard, tenemos

[f (@)]* + S ()]
2

/01 |/ (tz + (1 = t)a)|"dt <

Y
[ s - oppa < PO
0
Asi tenemos
b—2x)f(b x—a)f(a b

(LRSI Ry

< (;) (1)3 [(x — *[f @] + 1@ + (b= 2P| (@)]7 + |/ (B)]]

“\p+1 2 b—a
asi estd completa la demostracion. O

Usando el Teorema 2.9 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.10 Ver [13/ Sea f : I C R — R wuna funcion diferenciable en I° tal que
f" € Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si |f’|# es convera en [a,b] y para algin fijo ¢ > 1,
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st consideramos x = "—+b obtenemos la siguiente desigualdad

‘f ) + f(D) _a/f \du

) + (1o +

()

Demostracion:

Por el Teorema 2.9 tenemos

‘(b—x)f(b?)—tix—a b_a/f du

(1) ()

S7 consideramos T = “—H’ obtenemos

(b= f0)+ (2 —a)fla) 1 [

— _b—a/ fu)du
L\ (LT [ =@l @)+ 1)1+ (= S (517 + 101

() G| |

2 b—a

Q=

[(m—a) [/ ()] + | /()] 13+<b—x>2nf'<:c>rq+rf'<b>|q15]
b—a '

p+1

Rescribiendo y simplificando la expresion

'f(a> b_a/ i

s(ﬁ)’l’(ﬁ) [(b )(|f<>|q+|f<“b>|> (|f<“+b>|q+|f<>|);].

La segunda deszgualdad se obtiene utilizando:

n

Z(ak +be)® < Z (ar)® + Z be)® para (0 < s < 1), ay,a9,as,...,a, > 0;

k=1 k=1 k=1
by, by, b3, ....,b, >0, con0<p <1, parap > 1.
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Asi tenemos

(ﬁ) (%) (b - ) @ o) + @) ; £, |f() ; FHCIIP

== (%); (%5 ) wr@i+ 1.

IA

S =

IA

g

Luego usando el Teorema 2.9 y el Lema 2.5 obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.11 Ver [13] Sea f: I C R — R una funcion diferenciable en I1° tal que f' €
Lla,b], donde a,b € I cona <b. Si|f'|? es concava en [a,b], para algin fijo g > 1, entonces

la siguiente desigualdad:

)|

b—a

(b—2)f(b)+ (x—a)f(a) 1 [ —11%7 [(@—a)?|f (Z2) | + (b —x)?|f (2o
_b—a/af(u)du‘é[q } [

para cada x € [a,b].
Demostracién:

Por el Teorema 2.9, usando el Lema 2.5 y la Desigualdad integral de Hélder 1.13,

para q > 1 y— tenemos
(b—x)f(b) + (z —a)
‘ — /f du
r—a)? [!
< (b—a) /0( WF (tx 4+ (1 —t)a)|dt
¢ 022 /0<1—t>|f<m+<1—t> e

IN
—
o~ 8
| ]
&
no
N\
c\
2
—~
[
|
@;.
s
QL
~
\/
CZ:
=
=<
8
_l_
—
|
~
\_/
S
QL
w
\_/

+ (bb__? (/Ol(l—tpdt) (/ |f/(tz+ (1 —t)b )\th>1

Puesto que |f'|? es concava en [a,b], utilizando la Desigualdad de Jensen integral 1.12 se



2.1 Nuevas Desigualdades de Tipo Hermite-Hadamard

tiene:

1 1
/|f’(m+(1t)b)\th = /|f’(m+(1t)a)|‘1dt
0 0

I </01(tx +(1— t)a)dt>
()

q

IN

rescribiendo obtenemos la desigualdad

1 q
/0 |f (tx + (1 — t)b)|%dt = | f/ (a—;—:a) (2.6)
Ast andlogamente se obtiene que:
1 b q
[ it a-onpa < |7 (457) (2.7

De la combinacion de las desigualdades 2.6 y 2.7 obtenidas anteriormente, tenemos que:

— X Tr—a a b
‘w LOECER O Ry o

b—a
q;l ar+x a
_[a=1]7 [@=a? [ () [+ 022l (55)|
“12¢—1 b—a
ast estd completa la demostracion. O

En este mismo orden usando el Teorema 2.11 obtendremos la siguiente observacion.

Observacién 2.12 Ver [13] Sea f : I € R — R una funcién diferenciable en I° tal que
f' € Lla,b], donde a,b € I con a < b. Si |f'|? es concava en [a,b], para algun fijo ¢ > 1,

a+b
, (3a+b , (a+3b
P ()b ()

entonces si elegimos x = se tiene

2
qg—1

o101 o <[54 ()

que es la desigualdad 2.2.

Demostracion:
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Por el Teorema 2.11 tenemos

— T r—a a b
[EEUET IO

b—a
g=1 a+x a
_[a=11% [E—a? | (55) |+ (b — 215 (45°)]
~|2¢q-1 b—a
Si consideramos x = “’TH’ tenemos

_ atb atb _ ) f(a b
(b— =) F(b) + (% )f(>_b1a/f(u)du

Lyt [t - | (2555 ) 1 0= et ()
S[Qq—l} b—a

Rescribiendo y simplificanco la expresion

fl@+fo) 1
5 b—a/a f(u)du

)

1 {((a*f*) 7 ()| + !f’(“tf’b){]

] G () (7))

A
| — |
[\
,QPQ
[
_|
—_

<|

-

Q

IA

Luego usando el Lema 2.5 obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.13 Ver [13] Sea f : I C R — R una funcidn diferenciable en I° tal que f' €
Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si|f'|? es convexa en [a,b], y para algun q > 1, entonces

se tiene la siguiente desigualdad:

b-a2)f(0) +(z—a)f(a) 1 [
‘ b—a _b—a/af(u)du

<3 (1); [(I — [ @+ 2 S @I + (b~ [ @)+ 2, D)

3 b—a
para cada x € [a,b].

Demostracién:
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Supongamos que q > 1, del Lema 2.5 y usando la conocida desigualdad de la potencia
media (1.25), tenemos

b-a2)f(0) +(z—a)f(a) 1 [
‘ b—a _b—a/af(u)du

< (""2:‘;)2 /01(1—t)|f/(tx+(1—t)a)|dt+ (bb__? /01(1—t)\f’(tx+(1—t)b)|dt
< <"’;):‘;)2 (/01<1 —zs)qfldt)qq </01 fltz+ (1 —t)a)]th>q

+ (bb__"’;)z (/01(1 — t)qqldt> v (/01 |f(te 4 (1 — t)b)|th>; :

Como |f'|7 es conveza, tenemos que

/0 (- 0)lf (t + (1 - a)ltdt < / (L= @) + (1 D] ()] e

_ @)+ 2| (a))
G )
Asi andlogamente obtenemos que:
/ - e+ (- ipyja < SO +62|f’<b>>|‘1.
0

La combinacion de todas las desigualdades obtenidas anteriormente en esta demostracion

tenemos el resultado deseado

‘ G ORI O N / f(w)du

b—a
< LI\ | @ =l @1+ 2 (@) + (b= 2)* [ /(@) + 2/ (B)] ]
—2\3 b—a
para cada v € [a,b].
Asi estda completa la demostracion O

El siguiente Corolario se obtiene del Teorema 2.13.
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Corolario 2.14 Ver [13] Sea f : I C R — R wuna funcion diferenciable en I° tal que

f' € Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si|f'|? es convexa en [a,b], y para algun g > 1, si

+b

consideramos x = 42, y luego usamos la convezidad de |f’| se tiene:

‘f(a);f(b) N bia/abf(U)du

< () ) [frorslr () farors ()]
< (31;;)(b—a)(!f’(a)\+|f’(b)|)-
Demostracién:

En virtud del Teorema 2.13 se tiene

‘(b—x)f(b)%—(ﬂs—a)f(a) _bia/a Flu)du

b—a
1 1 1
< L\ | @ al[ @)+ 21 (@] + (& — =) [ /(@) + 2/ (O)]]
—21\3 b—a '
Si consideramos x = “22 | y luego usamos la converidad de |f'| tenemos

(b= f0)+ (3 —a)fla) 1 [°
b—a _b—a/f(u)du

“3 (1); [<a7+b = aP I+ A @17+ (b= (5 +2|f’(b>|q];]
S 23 b—a .

Reescribiendo y simplificanco la expresion

‘ﬂa);f(b) N bia/abf(U)du

< <<3)2;> (*3°) [<2|f( I+

) + (aror+

()

)
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Luego usando la convezidad de |f'| se tiene

. ((32;) 65— a) [2‘ o)+ S @O F@I+ O gy

2 2

1

< (55— als @] +ro))

i

A continuacién siguiendo el mismo orden de ideas enunciaremos y demostraremos el
siguiente teorema usando la Desigualdad de Potencia Media (1.25), este resultado nos

permitira presentar también la siguiente Observaciéon 2.16.

Teorema 2.15 Ver [13] Sea f : I C R — R una funcidn diferenciable en I° tal que f' €
Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si|f'|? es concava en [a,b], y para algun q > 1, entonces

se tiene la siquiente desiqualdad:

B b—a

b-a)fO) +(@—a)f(a) 1 [° L | (&= a)’[f" (=52) [+ (z = 021 (=52) |
b—a b_&/af(u)du‘§§[

Demostracién:

En primer lugar, observese que por la concavidad de |f'|? y la desigualdad de la

potencia media (1.25), tenemos
[/ (te + (L= t)a)|* = t[f'(x)|" + (1 = )] (a)|"
Por lo tanto,

|f'(te + (1 = t)a)| = t]f"(x)] + (L= )| (a)].

Asi que |f'| es también concava.

Por consiguiente, utilizando el Lema 2.5 y la Desigualdad de Jensen integral 1.12, se
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tiene
— T r—a a b
‘(b mb?:i ) ( )_bi /f(u)du
< %:?2 /Ol(l—t)|f’(tx+(1—t) )|dt+(bb_x)2 Ol(l—t)|f’(tm+(1—t)b)|dt
(x—a)? [ [ S (=) (tz + (1 — t)a)dt
- (/0 <1_t)dt> f( foll—t)dt )

(b— z)? 1 fo Ytz + (1 —t)b)dt
R (/0 <1_t)dt) ( fo (1 — t)dt )
1 [@ a1 () | 4 (o P (5]
2

IN

b—a

g

Observacién 2.16 Ver [13] Sea f : I € R — R una funcién diferenciable en I° tal que
f' € Lla,b], donde a,b € I con a < b. Si |f'|? es concava en [a,b], y para algun ¢ > 1, si

. (b;@ {f,<5a6+b>+f, <a4g5b)H

consideramos r = N se tiene:

flay+fe) 1
5 _b—a/a f(u)du

que es la desigualdad (2.4).

Demostracién:

Usando el Teorema 2.15 tenemos

(EPIURICEE O N By P I (R AC TR G ]
b—a 2 b—a
Si consideramos z = %’ se tiene

(b= f0)+ (3 —a)f(a) 1 [°
b—a _b—a/f(u)du

r“’ aP? (52 | (et — v (B2 ]

<

1
2 b—a
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Rescribiendo y simplificanco la expresién

f(a);f(b)—bia/abf(u)du < %((b;a)){f’ 5a6+b>+f’
g <(bga))[f, 5a+b)+f,(




CAPITULO 3

APLICACIONES PARA MEDIAS ESPECIALES

En este capitulo se presentaran algunas aplicaciones para medias especiales; recuerdese
que los siguientes medias podrian considerarse extensiones de la media aritmética, media

logaritmicas y media logaritmica generalizada para los nimeros reales positivos [18].

(1) La media aritmética:
A= A(a,b) = %b; a,beR.

(2) La media logaritmica:

a, a=Db,
L,(a,b) = -
L(a,b) = —=%—; la| # 10|, a.b#0 con a,beR

" In|b|-In|a|’
(3) Lamedialogaritmicageneralizada :
(

a, a="b,
1

n 1_an 1| n
e R A X e 2}

b—a . —
logb—loga> ’ a 7é b7 p= _17

_1
L8775 are p-o
\

L.(a,b) =




Ahora, utilizando las nociones del capitulo anterior, por medio de proposiciones les pre-

sentamos algunas aplicaciones para medias especiales de niimeros reales.

Proposicién 3.1 Ver [13] Sean a,b € R a <b,0 € R yn € Z, |n| > 2 entonces para todo
p>1

1

) = 23600 < ol - o) (21 )7 (2)° Ao

Demostracién:

La siguiente afirmacion se desprende del Corolario 2.10 para f(x) = 2", z € R,

<L2:b%fbx"dx>, neZ, |n|>2.
b—a 1 ,
< -
-2 p+1

a Ja
Si consideramos f(x) =a™, x € R, n € Z, |n| > 2 se tiene

LCES LR ()
@)+ @) 1 /d gb;“(]ﬁ)’l’(%)3<|<a">'|+|<bn>'|>'

2 b—a
Resolviendo la integral y las derivadas tenemos
1 % 1 % ’a|n—1 + |b‘n_1
< _— J— — .
<=0 (1) () (=

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

(%) (1f/(@)| + | £'(B)])-

bn—l—l _ an—l—l
b—a)(n+1)

‘A(a”, b —

1 1

A ) — L(a5)| < nl(b — 0 (m) (3)" Adar=+ 1.

4

Proposicién 3.2 Ver [13] Sean a,b € R a <b,0 € R yn € Z, |n| > 2 entonces para todo

p>1
1—-1

A", [p" 7).

A(a, ") — L2(a,b)| < |nl(b — )



Demostracién:

La siguiente afirmacion se desprende del Corolario 2.1} para f(x) = 2", z € R,

neZ, |n|>2.

'f(a);f(b) N bia/abf(U)du

< (355) - @) + o))

Si consideramos f(z) = 2", x € R, n € Z, |n| > 2 se tiene

1

< (%

i [ e )= )l + 10",

Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

: <¥>(b —a)lnl ("""‘1 . rb\n—l) |

bn—l—l _ an—l—l

b—a)(n+1)

‘A(a", b —

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

3=
4

[A(a",5") = Li(a,b)] < [nl(b = a) (=) Allal™ " + o).

g

Proposicién 3.3 Ver [13] Sean a,b € R; a < b,0 € [a,b] entonces para todo q¢ > 1

1 1
1 » 1\« _ _
(5)" Alar 22

|A(a™,07Y) — LY (a,0)] < (b— a) <_)

p+1
Demostracién:

La afirmacion se desprende de Corolario 2.10 para f(zx) = 1.

b—a 1 ’
< -
- 2 p+1

flag+fe) 1
5 _b—a/a f(u)du

(%) (1 (@)] + 17 B)).




Si consideramos f(z) = 1 se tiene

Lyl g /b 1 b—a/ 1 \7
alb ~)dz| < -
2 b—a j, \x 2 p+1

Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

a_l—i-b_l_ 1 lnl—ln
2 b—a b

3
7N
N | —
~__

Q=
N
VR
ISR
~

B =

RIS

a

Reescribiendo la expresion tenemos
-1 -1 -1 1 1 2 p-2
— 1 p (1) ¢
bt (bh-a) - NG (a2 )Y
2 (In]b| — In|al) p+1 2 2

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

= = 00 (1) (2) vl

]
Proposicién 3.4 Ver [13] Sean a,b € R; a < b,0 € [a,b] entonces para todo q¢ > 1

A(a™b7) = L (a,b)] < (b—a) (34 ) Allal™, 16 )

Demostracion:
La afirmacion se desprende de Corolario 2.14 para f(z) = %

LCESTRN

1

317
<(
= \8

)= )1 @]+ 17 ®)).

Si consideramos f(x) = < se tiene

() (“5)
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Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

1 )‘ . (%)@_@ <<|a|-2\b|—2>>.

at b7t 1 ( 1
— In
a a

2 b— E‘_ln

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

1—1

A5 — L0 8)] < (0 —a) (P57 Allal 2, 0172,

3.1. Estimaciones del Error de la Férmula Trapezoidal

Por 1ltimo les presentaremos algunas Estimaciones del Error de la Formula Trapezoidal

para el Calculo de Integrales, esto se realizara por medio de Teoremas, Definiciones y Proposi-
ciones.

Definicién 3.5 Ver [13] La Férmula Trapezoidal

Sea d una particién a = xo < x; < -+- < x, — 1 < x, = b del intervalo [a, b]
b
[ s =1(7.d)+ B(F.d) (3.1
donde
n—1
fxi) + f (2
T(f,d) =Y ) 5 ( H)(%H — ;). (3.2)
i=0

para estd versién T'(f, d) denota estimacién trapezoidal y E(f,d) denota el error de aproxi-

macion asociado a la estimacion trapezoidal.
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Proposicién 3.6 Ver [13] Sea f : I C R — R una funcion diferenciable en I° tal que
f' € Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si |f’|ﬁ es convexa en [a,b] donde p > 1. Luego en

la Definicion 3.5, por cada division d de la particion del intervalo [a,b], la estimacion del

error trapezoidal satisface:

Demostracién:

Al aplicar el Corolario 2.10 en el subintervalo [x;,x;41] con (i =0,1,2, ...

particion se tiene

|f (z:)] + |f (zit1])-

,n—1) una

'f(l'i) + f@in) 1

2 Tip1 — X

/:M f(z)dz

De ahi, usando la Definicion 3.5 tenemos.

/ e — () d)‘ { /

n—1

n—1 $Z+1
< / x)dx
=0
1 1
1 P /1\q
< - Z
< (1) (2)

Ast, por lo tanto

< (931'+1 —iUz') ( 1
- 2

(%)3 (Lf (@)l + [f (@isal)-

>;

p+1

f(xz) + f(wi11)

5 (Tip1 — wi)] ‘
f () +2f($i+1) (Tir1 — ;)
(Tig1 — 371')2

(Lf (o) + 1 (igal)-

If (@) + [ (i ]).

i

Proposicién 3.7 Ver [13] Sea f : I C R — R wuna funcion diferenciable en I° tal que
f' € Lla,b], donde a,b € I con a <b. Si|f'|7 es convexa en [a,b] donde ¢ > 1. Luego, en la
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Definicion 3.5, por cada division d de la particion del intervalo [a,b], la estimacion del error

trapezoidal satisface

o324 S |

3x; + xip x; + 3wiq1
! !
() e (52

Demostracién:

Si aplicamos la Observacion 2.12 en el subintervalo [x;, x;41] con (i = 0,1,2,...,n—1)

una particion se tiene

f@i) + f(zig1) 1 s
‘ 2 - Tig1 — T; /:c fz)dz

qg—1 T Tiy1 — T , 3T + T T+ 3w
<) () ()b ()l)

Luego usando la definicion de la Formula Trapezoidal (3.2) y la Proposicion 3.6

tenemos
/abﬂx)dw—T(f,d)' _ Z[ [ et SR ('7””1><xi+1—a:i>H

n—1

> /xiﬂ fz)dz — f@:) + F (i) )

4
3x; + X
/
()| +

IN

VAN
| — |
[\
S [
[
—_
—_
<|
M
AN
—
8
+
—
i
8
S~—
VR

4

Ast, por lo tanto

B(f.d) < {261 __11](1“2—5 Tip1 — [

1=

3r; + x; x; + 3%,
/ { i+1 / i i+1
() ()l

g

Proposicién 3.8 Ver [13] Sea f : I C R — R wuna funcion diferenciable en I° tal que
f' € Lla,b], donde a,b € I cona <b. Si|f'|? es conveza en [a,b] donde ¢ > 1. Luego, en la

7 (xz + 3Ti41

)
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Definicion 3.5, por cada division d de la partcion del intervalo [a,b], la estimacion del error

trapezoidal satisface:

—_

n—

E(f,d) <

0|

(Tig1 — Iz’)2 {

, 51’Z‘+JIZ‘+1 , ZEi+5fL’i+1
rg) e ()] e

Si aplicamos la Observacion 2.12 en el subintervalo [x;, x;1] con (i =0,1,2,....,n—1)

[ 5T + X , [ Ti + DTy
P () ()|

Luego usando la definicion de la Férmula Trapezoidal (3.2) y la Proposicion 3.6 tenemos

Il
o

i

Demostracién:

una particion se tiene

fl@i) + fl@igr) 1 /mi+1 f(z)dz

2 Tiy1 — T

n—1

> [/;H flz)dz — flz) +8f($i+1) (i1 — l‘i)} ‘

IR )

i=0
n—1 Tit1 ) )
S Z / + f(:z:)dx o f(xz) +8f($z+1) (551'—1—1 o -Tz)
i=0 1V Ti
n—1
(i1 —xi)? [| (52 + zia o Ti + 9T
< Rt [ () e ()]
Ast, por lo tanto
n—1
E(f.d) < éZ(«TH—l — ;) [ f <5l‘r2$z+1> + f! <xl+65$l+l> H . (3.4)
i=0
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo especial de grado se realizé un estudio sobre las nociones de funciones
convexas, basado en algunas propiedades de continuidad y diferenciabilidad, ademas de sus
resultados tales como la desigualdad de Holder, la desigualdad de Jensen, la desigualdad de

Potencia Media y la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard.

También se estudiaron algunos conceptos bésicos para los espacios L,, algunas nociones
para Medios Especiales, la estimacion de la Formula Trapezoidal para el Calculo de Inte-

grales y la estimacién del Error de la Férmula Trapezoidal en el Célculo de Integrales.

Luego como punto neuralgico de este trabajo se estudiaron algunas de las nuevas de-
sigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyos modulos de las derivadas son
coéncavos o convexos, destacando algunas observaciones de dichas desigualdades evaluadas

en el punto medio, obteniendo asi algunos resultados importantes.

Ademas utilizando dichos resultados se presentaron algunas aplicaciones para medias es-
peciales y funciones generalizadas. De igual manera utilizando algunos resultados obtenidos
en este trabajo se realizé el estudio de algunas importantes estimaciones del Error que se
comete al utilizar la Estimacion de la Férmula Trapezoidal para el Calculo de Integrales esto

con el fin de comprender y mejorar dichas estimaciones.
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En el desarrollo de las investigaciones de este trabajo especial de grado han surgido diver-
sos problemas, posiblemente problemas abiertos; a continuacién expondremos una seleccién
de aquellos que resultan més relevantes en el contexto de la tesis y que seguramente deter-

minaran de, manera importante la investigacién futura que se derivara de este trabajo:

1.- Estudiar la posibilidad de conseguir estimaciones para las funciones:

i) Fuertemente concava 6 convexa con médulo c.
ii) Concavas 6 convexas de orden superior.
iii) Concavas ¢ convexas conjunto valuada.

iv) Fuertemente concava 6 convexa conjunto valuada con médulo c.

2.- Estudiar la posibilidad de obtener desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para

funciones cuyos médulos de las derivadas sean:

i) Fuertemente concava con médulo c..
ii) Concava de orden superior.
iii) Concava conjunto valuada.

iv) Fuertemente concava conjunto valuada con médulo c..

3.- Estudiar el comportamiento de las posibles estimaciones en los puntos 1 y 2, nombra-
dos anteriormente para obtener aplicaciones en las medias especiales vistos en el capitulo 3

de esta tesis.

Para finalizar cabe destacar que los resultados expuestos en este trabajo especial de

grado estan en varios articulos de investigacion publicados entre los anos 1893 — 2011 y se



3.1 Estimaciones del Error de la Férmula Trapezoidal

puede apreciar este trabajo como una contribucién pragmaética y pedagdgica para la mejor

compresion de los temas estudiados.
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