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Desigualdades del tipo Hermite-Hadamard y
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INTRODUCCIÓN

El estudio de las funciones convexas es de fundamental importancia en varios campos de la

Matemática, tanto teórica como aplicada, ya que estas son de vital importancia para la mayor

compresión de los estudios realizados en los campos de la teoŕıa de la optimización, progra-

mación lineal y no lineal, la programación convexa y estas además aportan un tratamiento

unificado para demostrar algunas desigualdades recientes y clásicas de la Matemática co-

mo por ejemplo, la desigualdad de la Media aritmética-Media geométrica, la desigualdad de

Hölder, la desigualdad de Jensen, la desigualdad de las Potencias Medias y algunas nuevas

desigualdades del Tipo Hermites Hadamard que son de vital importancia para la realización

de este trabajo especial de grado.

Arqúımedes

La noción de convexidad se remonta a la época de Arqúımedes

(Circa 250 A.C.), en relación con la famosa estimación de π (usan-

do poĺıgonos regulares inscritos y circunscritos). Él notó un hecho

importante, que el peŕımetro de una figura convexa es menor que

el peŕımetro de cualquier otra figura convexa que la rodea [17].

Sin embargo, estudios mejor estructurados y con severidad matemática son presentados

a finales del siglo XIX y principios del siglo XX como se pueden observase por ejemplo en

los siguentes trabajos:
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Otto Ludwig Hölder fue un matemático nacido en Stuttgart,

Alemania. Es famoso por muchas contribuciones importantes por

ejemplo su trabajo titulado Über einen Mittelwertsatz [8] en 1889 en

el que demostró la forma moderada de la hoy conocida desigualdad

de Jensen, bajo una hipótesis con mayor grado de presición para la

función f , es decir, que la segunda derivada es no negativa f ′′(x) >

0, en su dominio.
O. Hölder

Luego Otto Stolz, un matemático austŕıaco muy conocido por sus trabajos sobre análisis

matemático y sobre los infinitesimales, en el trabajo [27] titulado Grundzüge der Differential

und Integralrechnung, demostró en 1893 que

si f : [a, b] → R es continua en [a, b] y satisface la desigualdad

f

(
x + y

2

)
≤ 1

2
(f(x) + f(y)) , x, y ∈ R, (0.1)

entonces f tiene derivada por la izquierda y por la derecha en cada

punto de (a, b).
O. Stolz

J. Hadamard

Igualmente tenemos al francés Jacques Hadamard que en su tra-

bajo titulado Étude sur les propriétés des fonctions entières et en

particulier d’une fonction considérée par Riemann [6] en el año

1893, obtuvo una desigualdad para integrales de funciones que

tienen derivada creciente en [a, b].

Aśı también durante el siglo XX se realizó una intensa acción de investigación en el

campo de la matemática y se obtuvieron resultados significativos en el Análisis Funcional

Geométrico, la Economı́a Matemática y Análisis Convexo, entre otros. El aumento en los

estudios de Matemática relacionados al tema de las funciones convexas se debe al libro de

G. H. Hardy, J. E. Littlewood y G. Pólya [7], titulado “Inequations”(Para más detalles de

la historia del desarrollo de las funciones convexas se remite a [22]).
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Uno de los resultados más importantes de las funciones convexas es que satisfacen las

desigualdades siguientes:

f

(
x + y

2

)
≤ 1

y − x

∫ y

x

f(s) ds ≤ f(x) + f(y)

2
(0.2)

para todo x, y ∈ I, x < y.

El lado izquierdo de la desigualdad (0.2) fue demostrada por Jaques

Salomon Hadamard [6] en 1893, para el caso en que las funciones

f con derivada creciente en un intervalo cerrado de la recta real.

En ese tiempo la noción de funciones convexas estaba en pleno

proceso de contrucción. Ya hoy d́ıa esta desigualdad es conocida

como la desigualdad de Hadamard. Mientras el lado derecho de la

desigualdad (0.2) se le atribuye a Charles Hermite en 1883. En la

actualidad la desigualdad (0.2) es conocida como la desigualdad de

Hermite-Hadamard.

Ch. Hermite

Durante los años 1905-1906 el matemático danés Johan Ludwig William Valdemar Jensen

([11], [12]) en los trabajos Om konvese Funktioner og Uligheder imellem Middelvaerdier y

Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeursmoyennes valoriza la importancia

de

J. L. Jensen

esta noción y expresó lo siguiente Parece ser que la noción de

función convexa es tan fundamental como la de función positiva

o función creciente”. Jensen considera la ecuación (0.1) para

definir funciones convexas y dió el primero de una larga serie

de importantes resultados el cual (0.1) junto con la desigualdad

implica la continuidad de f .
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En una epoca más reciente el año 1952, el polaco Stanislaw M.

Ulam y el estadounidense Donald H. Hyers [10] demuestran en el

art́ıculo Approximately convex functions, que dada una función f

es ε−convexa definida en un subconjunto abierto convexo entonces

esta puede ser apoximada por una función φ(x) convexa.
S. Ulam

K. Baron

J. Matkowski

K. Nikodem

En la misma dirección que crece el conocimiento matemático en

el transcurso de la historia, se desarrolan algunos resultados im-

portantes en la matemática como por ejemplo, tenemos que dadas

dos funciones f y g definidas sobre un espacio vectorial a valores

reales, unos de los problemas de interés es determinar condiciones

necesarias y suficientes sobre f y g para que exista una función h

que separe a f y g ( f ≤ h ≤ g ) y que cumpla cierta condición,

por ejemplo: continuidad, convexidad, cuasiconvexidad, cuasicon-

cavidad, monotońıa, linealidad, etc. Existen

varios trabajos donde se estudian estos problemas, como es el caso

del trabajo titulo A sandwich with convexity, donde en el año 1994,

los polacos Karol Baron, Janusz Matkowski y Kazimierz Nikodem

[2] demuestran que dos funciones reales f y g definidas sobre un

intervalo I ⊆ R y que satisfacen la desigualdad

f(tx + (1− t)y) ≤ tg(x) + (1− t)g(y) x, y ∈ I y [0, 1],

pueden ser separadas por una función convexa.

Un problema matemático importante es investigar cómo las funciones se obtienen bajo la

acción de los promedios. El caso más conocido es la convexidad del punto medio (o convexidad

de Jensen), que no son mas que aquellas funciones f : I → R

f

(
x + y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
(0.3)

para todo x, y ∈ I.

En nuestra vida cotidiana experimentamos regularmente y de muchas maneras la convex-

idad y concavidad por ejemplo, en nuestra posición de pie, que se fija siempre y cuando la

proyección vertical de nuestro centro de gravedad se encuentra dentro de la dotación convexa



de los pies. Además la convexidad es de importancia en nuestra vida diaria ya que la usamos

a través de sus numerosas aplicaciones a distintas áreas de conocimiento como: la medicina,

la economı́a, la ingenieŕıa, computación, entre otras.

Este trabajo especial de grado se ha estructurado en tres capitulos subdivididos cada uno

de ellos en secciones, no muy extensas en la mayoŕıa de los casos. Esto permitirá una mayor

compresión del trabajo y una lectura más ágil del texto.

En el primer caṕıtulo se comienza introduciendo la noción de funciones convexas, algunas

desigualdades clásicas importantes como: la desigualdad de Hölder [16], la desigualdad de

Jensen [16], la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard [6]. También en este caṕıtulo se

expondrán algunos conceptos básicos, la estimación de la formula trapezoidal para el cálculo

de integrales y la estimación del error que se comete utilizando dicha fórmula.

En el segundo caṕıtulo se expondrán algunas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard

para funciones cuyos módulos de las derivadas son convexas y algunas nuevas desigualdades

del tipo Hermite-Hadamard esto con el fin de mejorar las compresión de este trabajo especial

de grado.

En el tercer caṕıtulo se expondrán algunas aplicaciones para medias especiales, estas

pueden considerarse extensiones o generalizaciones de la media aritmética, media logaŕıtmica

y media logaŕıtmica generalizada para números reales positivos,por último les presentaremos

algunas Estimaciones del Error en la Fórmula Trapezoidal para el Cálculo de integrales esto

con el fin de dar a conocer algunas estimaciones de mayor eficiencia.



CAPÍTULO 1
CONVEXIDAD Y DESIGUALDADES

En este caṕıtulo, se dará una introducción de convexidad, funciones del tipo Hermite-

Hadamard y la estimación de fórmula trapezoidal para el calculo de integrales, esto se re-

alizara por medio de Teoremas, Definiciones, Proposiciones, Ejemplos, entre otros tópicos

que se relacionan con estos temas y además nos servirán para el desarrollo de los próximos

caṕıtulos en este Trabajo Especial de Grado.

1.1. Funciones Convexas

El estudio de las funciones convexas como una clase de funciones es generalmente atribui-

da al Danés Johan Ludwich William Valdemar Jensen por sus primeros trabajos entre los

años 1905 y 1906 ([11] y [12]). Sin embargo, él no fue el primero en trabajar las funciones

convexas, puesto que la forma discreta de la desigualdad de Jensen la demostró el alemán

Otto Hölder en 1889 ([8]) bajo una hipótesis más fuerte la cual es que la segunda derivada

sea no negativa (es decir f ′′(x) > 0). Por otra parte, el austriaco Otto Stolz demostró en

1893 ([27]) que si f : [a, b] → R es una función continua en [a, b] y satisface la desigualdad
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f

(
x + y

2

)
≤ 1

2
(f(x) + f(y)) (1.1)

con x, y ∈ R entonces f tiene derivada por la izquierda y por la derecha en cada punto de

(a, b).

El francés Jacques Hadamard obtuvo en 1893 ([6]) una desigualdad para integrales para

las funciones que tienen derivada creciente en [a, b]. Jensen utiliza (1.1) para definir funciones

convexas y dió el primero de una larga serie de resultados el cual junto con (1.1) implica la

continuidad de f .

A continuación daremos la definición de función convexa y una serie de ejemplos que

ilustran la definición:

Definición 1.1 Sea I ⊂ R un intervalo. La función f : I −→ R es convexa si satisface:

f(tx + (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y), (1.2)

para todo x, y ∈ I y t ∈ [0, 1]. Si la desigualdad es en sentido contrario se dice que la función

f es cóncava.

La función f se considera estrictamente convexa siempre que la desigualdad (1.2) sea

estricta para x 6= y, análogamente se considera estrictamente cóncava si consideramos la

desigualdad contraria para x 6= y .

La interpretación geométrica de una función convexa establece que si f : I → R es una

función convexa entonces el segmento que une los puntos (x1, f(x1)),(x2, f(x2)) ∈ Graff

nunca está por debajo del Graff , (Ver Fig 1.1).
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Figura 1.1: Función convexa, I = [x2, x1]

La interpretación geométrica de una función cóncava establece que si f : I → R es una

función cóncava entonces el segmento que une los puntos (x1, f(x1)),(x2, f(x2)) ∈ Graff ,

está por debajo del Graff , (Ver Fig 1.2).

Figura 1.2: Función cóncava, I = [x2, x1]

A continuación se presenta una serie de ejemplos de funciones convexas, es decir, se

demuestra que satisfacen la desigualdad (1.2).
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Ejemplo 1.2 Sea f(x) = x2, x ∈ [−1, 1], para que f sea convexa se debe satisfacer que

f(tx + (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y), x, y ∈ R, t ∈ [0, 1],

es decir,

0 ≤ tf(x) + (1− t)f(y)− f(tx + (1− t)y)

= tx2 + (1− t)y2 − (tx + (1− t)y)2

= tx2 + (1− t)y2 − (t2x2 + 2t(1− t)xy + (1− t)2y2)

= t(1− t)x2 − 2t(1− t)xy + (1− t)(1− 1 + t)y2

= t(1− t)(x2 − 2xy + y2)

= t(1− t)(x− y)2, t ∈ [−1, 1],

entonces f(x) = x2 es convexa. Geométricamente se puede comprobar en la siguiente figura:

Figura 1.3: f(x) = x2, I = [0, 1]

Ejemplo 1.3 Sea f(x) = |x|, x ∈ [−1, 2], se verifica que f es una función convexa. Aśı

f(tx + (1− t)y) = |tx + (1− t)y|

usando la desigualdad triangular

|tx+(1− t)y| ≤ |tx|+ |(1− t)y| = t|x|+(1− t)|y| = tf(x)+ (1− t)f(y), x, y ∈ R, t ∈ [0, 1]
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entonces f(x) = |x| es convexa, tal como lo muestra la siguiente figura:

Figura 1.4: f(x) = |x− 3
10
|, I = [0, 1]

Se puede observar que el Ejemplo 1.2 muestra el caso de una función convexa, mientras

que el Ejemplo 1.3 no. Además el Ejemplo 1.3 muestra que las funciones convexas no son

necesariamente derivables en todo punto (Ver Figura 1.5).

Figura 1.5: Las funciones convexas pueden ser no derivables o discontinuas.

En la próxima sección se expondran resultados sobre la continuidad y la diferenciabilidad

de funciones convexas.
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1.1.1. Continuidad y Diferenciabilidad

En esta sección se estudiarán las propiedades de continuidad y diferenciabilidad de las

funciones convexas. Se iniciará con una proposición que expresa que toda función convexa

definida en un intervalo cerrado I = [a, b] es acotado.

Proposición 1.4 (Ver [25]) Si f : [a, b] → R es una función convexa, entonces es acotada

en [a, b].

Demostración:

Sea f una función convexa en un intervalo [a, b], se considera M = máx{f(a), f(b)} y

z ∈ [a, b], existe un λ ∈ [0, 1] tal que

z = λa + (1− λ)b,

entonces

f(z) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) ≤ λM + (1− λ)M = M,

luego f es acotada superiormente en [a, b].

Además f está acotada inferiormente. En efecto, seleccionando un t > 0 adecuadamente

se puede asegurar que (a + b)/2 + t esté en el intervalo de [a, b] y aśı

f

(
a + b

2

)
= f

(
1

2

(
a + b

2
+ t

)
+

1

2

(
a + b

2
− t

))

≤ 1

2
f

(
a + b

2
− t

)
+

1

2
f

(
a + b

2
+ t

)

se reescribe

f

(
a + b

2
+ t

)
≥ 2f

(
a + b

2

)
− f

(
a + b

2
− t

)
,

f

(
a + b

2
+ t

)
≥ 2f

(
a + b

2

)
−M
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y por lo tanto f es acotada.

¤

Es necesario que el intervalo en que está definida la función sea cerrado y acotado ya que

en caso contrario puede suceder que la función no sea acotada, esto se comprueba mediante

los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.5 Las funciones f : [0, π
2
) → R, definida por f(x) = tag(x) y g : [0,∞) → R

definida por g(x) = ex

Figura 1.6: Geométricamente se observa que no son acotadas superiormente.

De estos ejemplos se tiene que las funciones pueden ser convexas en un intervalo y no

acotadas superiormente, en ese intervalo.

El comportamiento de una función en los extremos en un intervalo I puede ser de varias

maneras, sin embargo en el intervalo I0 es el interior de I tiene propiedades importantes, para

exponer algunos resultados que clarifiquen este tema, se expone a continuación la noción de

Lipschitzidad.

Definición 1.6 Se dice que una función f : I → R satisface la condición Lipschitz (o es

Lipschitz) en el intervalo I si para todo x, y ∈ I existe una constante K tal que

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|. (1.3)

La constante K se denomina constante de Lipschitzidad.
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Se demostrará que toda función convexa f : I → R es Lipschitz en cualquier intervalo

[a, b] contenido en el interior de I.

Teorema 1.7 (Ver [25]) Si f : I → R es una función convexa, entonces f es Lipschitz en

cualquier intervalo [a, b] contenido en el interior de I.

Demostración:

Se considera ε > 0 de tal manera que a− ε y b + ε pertenezcan a I, y sean m y M el

ı́nfimo y el máximo de f respectivamente en [a− ε, b + ε].

Si x, y ∈ [a, b] son tales que x 6= y, y como

∣∣∣∣
1

|y − x|(x− y)

∣∣∣∣ = 1, resulta que

z = y +
ε

|y − x|(y − x) ∈ [a− ε, b + ε].

Luego,

y =
|y − x|

ε + |y − x|z +
ε

ε + |y − x|x.

En consecuencia, se considera

λ =
|y − x|

ε + |y − x| ∈ (0, 1),

resulta que y = λz + (1− λ)x y como f es una función convexa se obtiene

f(y) ≤ λf(z) + (1− λ)f(x) = λ(f(z)− f(x)) + f(x),

por lo tanto

f(y)− f(x) ≤ λ(M −m) <
|y − x|

ε
(M −m) = K|y − x|,

donde K =
M −m

ε
, y como para cualquier x, y ∈ [a, b], x 6= y, se considera

|f(y)− f(x)| ≤ K|y − x|,

es decir, f es Lipschitz en el intervalo [a, b].

Se dice que la función f es absolutamente continua si para todo ε > 0, se puede obtener

δ > 0 tal que para cualquier colección {(ai, bi)}n
i=1 de intervalos disjuntos de [a, b] se tiene

que
n∑

i=1

|bi − ai| < δ.
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entonces

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤
n∑

i=1

K|bi − ai| = K

n∑
i=1

|bi − ai| < Kδ.

Claramente, si δ =
ε

K
, se cumple que toda función convexa es absolutamente continua.

Finalmente, la continuidad de f en I0 es una consecuencia de la arbitrariedad de [a, b].

¤

Por otro lado, la derivada de una función convexa puede ser estudiada en términos de

derivada por la izquierda y por la derecha definidas como sigue:

Definición 1.8 Sean f : I → R una función y x, y ∈ I, entonces las derivadas laterales se

definen en caso de existir tal como sigue:

Derivada por la izquierda

f ′−(x) = ĺım
y↑x

f(y)− f(x)

y − x

y derivada por la derecha

f ′+(x) = ĺım
y↓x

f(y)− f(x)

y − x
.

El siguiente teorema establece que las derivadas laterales de una función convexa existen,

son monótonas y crecientes en I0 (interior de I).

Teorema 1.9 [17] Sea f : I → R una función convexa [estrictamente convexa] entonces

en cada x ∈ I0 existen las derivadas laterales y las funciones f ′−(x) y f ′+(x) son crecientes

[estrictamente crecientes] en I0.

Se considera los siguientes puntos w < x < y < z en I0 con P, Q,R y S los puntos

correspondientes en la gráfica de f (Ver Figura 1.7); es decir

P = (w, f(w)), Q = (x, f(x)), R = (y, f(y)) y S = (z, f(z)).
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Figura 1.7: Relación entre las pendientes.

Sin pérdida de generalidad, se considera la siguiente notación para la pendiente de la

recta que da dos puntos, tal como sigue pendiente(AB) = pend(AB). Con esta notación se

obtiene

pend(PQ) ≤ pend(PR) ≤ pend(QR) ≤ pend(QS) ≤ pend(RS) (1.4)

y las desigualdades son estrictas si f es estrictamente convexa. Como pend(PR) ≤ pend(QR),

entonces la pend(QR) aumenta cuando x ↑ y, y de manera similar la pend(PR) disminuye a

medida que z ↓ y.

Estos hechos garantizan que f ′−(y) y f ′+(y) existen y satisfacen

f ′−(y) ≤ f ′+(y) (1.5)

para todo y ∈ I0.

Por otra parte, considerando (1.4), se tiene

f ′+(w) ≤ f(x)− f(w)

x− w
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f ′−(y),

y la desigualdad es estricta si y sólo si prevalece la convexidad estricta; de esta desigualdad

y por (1.5) se obtiene

f ′−(w) ≤ f ′+(w) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y)
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y aśı se establece la monotońıa de f ′−(y) y f ′+(y).

¤

Realmente el resultado del Teorema 1.9 (interpretado apropiadamente) es valido para

todos los x ∈ I, no soló en su interior. Por ejemplo si I = (a, b], donde f ′+(b) existe por lo

menos en el sentido infinito y f ′− es creciente en [a, b].

Hay varios resultados importantes que tienen relación con las propiedades de continuidad

de f ′+ y f ′−. El carácter monótono de f ′+ significa que el ĺımite de f ′+(x) existe cuando x ↓ w.

De la desigualdad

f ′+ ≤
f(y)− f(x)

y − x

y de la continuidad de f se sigue que

ĺım
x↓w

f ′+ ≤ ĺım
x↓w

f(y)− f(x)

y − x
=

f(y)− f(w)

y − w
.

Si y ↓ w se obtiene

ĺım
x↓w

f ′+ ≤ ĺım
y↓w

f(y)− f(w)

y − w
= f ′+(w).

Por otra parte, ya que x > w, la monotonicidad de f ′+ implica que f ′+(x) ≥ f ′+(w). Por

lo tanto

ĺım
x↓w

f ′+(x) = f ′+(w) (1.6)

y argumentos similares demuestran que

ĺım
x↑w

f ′+(x) = f ′−(w). (1.7)

Se señala que (1.6) y (1.7) son válidas en los extremos de I, siempre que f esté bien

definida y sea continua en I. Por último se destaca que las condiciones análogas a (1.6) y

(1.7) para el ĺımite lateral izquierdo y derecho se mantiene para f ′−(x).

¤

En las condiciones del Teorema 1.7 no se puede asegurar la continuidad en un extremo

del intervalo, por ejemplo la función f : [a, b) → R definida por f(a) = 1 y f(t) = 0 si

a < t < b, es convexa en [a, b), pero no es continua en a.
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Teorema 1.10 Ver [17] Si f : I → R es una función convexa en el intervalo I entonces el

conjunto E donde f ′ no existe es numerable. Además, f ′ es continua en I\E.

Demostración:

De (1.6) y (1.7), se concluye que f ′+(w) = f ′−(w) si y sólo si f ′+ es continua en w. Aśı que

E consiste en el conjunto de las discontinuidades de la función creciente f ′+ y por consiguiente

es numerable; para más detalles ver [20]. En I\E, f ′+ es continua, aśı f ′ coincide con f ′+ en

I\E y también es continua alĺı.

¤

Ahora daremos una representación de una función convexa mediante una integral, se

pueden tomar en el sentido de Riemann o de Lebesgue.

Teorema 1.11 (Ver [25]) Una función f : (a, b) → R es convexa [estrictamente convexa]

si y sólo si existe una función g : (a, b) → R creciente [estrictamente creciente] y un punto

d ∈ (a, b) tal que para todo x ∈ (a, b),

f(x)− f(d) =

∫ x

d

g(t) dt. (1.8)

Demostración:

Supóngase que f es convexa, y sean g = f ′+ la cual existe y es creciente por el teorema

1.9 y d cualquier punto de (a, b). En virtud del Teorema 1.7, f es absolutamente continua

en [d, x]. Del teorema clásico de la integral de Lebesgue (Ver [20], p.225) se tiene que

f(x)− f(d) =

∫ x

d

f ′+(t) dt =

∫ x

d

g(t) dt.

Por otra parte, si f es estrictamente convexa, g = f ′+ será estrictamente creciente (Ver

Teorema 1.9).

Inversamente, supóngase (1.8) con g una función creciente y sean α y β escalares positivos

tales que α + β = 1; entonces, para x < y en (a, b), se tiene que

αf(x) + βf(y)− (α + β)f(αx + βy) = β

∫ y

αx+βy

g(t) dt− α

∫ αx+βy

x

g(t) dt.
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αf(x) + βf(y)− f(αx + βy) = αf(x) + βf(y)− (α + β)f(αx + βy)

= β(f(y)− f(αx + βy))− α(f(αx + βy)− f(x))

= β

∫ y

αx+βy

g(t) dt− α

∫ αx+βy

x

g(t) dt

≥ β

∫ y

αx+βy

g(αx + βy) dt− α

∫ αx+βy

x

g(αx + βy) dt

= βg(αx + βy)(y − (αx + βy))− αg(αx + βy)(αx + βy − x)

= g(αx + βy)(β(y − (αx + βy))− α(αx + βy − x))

= g(αx + βy)(αx + βy − (αx + βy)) = 0.

Esto implica que

αf(x) + βf(y)− f(αx + βy) ≥ 0

para todo α, β ∈ [0, 1], α + β = 1 y x, y ∈ (a, b). Por lo tanto f es convexa. Además, como g

es una función creciente se verifican

x < t < αx + βy entonces g(t) ≤ g(αx + βy)

αx + βy < t < y entonces g(αx + βy) ≤ g(t).

Por último, se nota que la estimación realizada anteriormente es estricto cuando g es

estrictamente creciente.

¤

El Teorema anterior demuestra que para una función diferenciable, la convexidad implica

que la derivada es creciente. A continuación se presenta otra manera de ver la convexidad

de una función.

Teorema 1.12 (Ver [25]) Sea f : [a, b] → R una función diferenciable en (a, b). Entonces

f es convexa [estrictamente convexa] si y sólo si f ′ es una función creciente [estrictamente

creciente].

Demostración:
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Supóngase f ′ una función creciente [estrictamente creciente]. Entonces, el Teorema fun-

damental del calculo asegura que

f(x)− f(c) =

∫ x

c

f ′(t) dt (1.9)

para cualquier c ∈ (a, b), en virtud del Teorema 1.11 se tiene que f es convexa.

Rećıprocamente, si la derivada f ′ es creciente [estrictamente creciente] y existe en todos

los puntos del dominio de la función f , entonces de acuerdo con la relación (1.9) y de la

aplicación del Teorema 1.11 con g(t) = f ′(t) para todo t ∈ (a, b), se concluye que f es

convexa [estrictamente convexa].

¤

Corolario 1.13 (Ver [25], [26]) Sea f : [a, b] → R una función con segunda derivada en

(a, b). Si f es una función convexa en [a,b] si y sólo si f ′′ ≥ 0 en (a, b). Además si f ′′ > 0

en (a, b), entonces f es estrictamente convexa en el intervalo (a, b).

Demostración:

f ′ es una función creciente si y sólo si f ′′ es una función no negativa, y si f ′ es una función

estrictamente creciente entonces f ′′ es una función positiva. Esto combinado con el Teorema

1.12 nos da el resultado.

A continuación daremos un ejemplo que ilustra el Corolario 1.13. ¤

Ejemplo 1.14 Sea f(x) = x4, x ∈ (−1, 1) se demostrará que f ′′ ≥ 0 en (−1, 1). En efecto

f ′(x) = (x4)′ = 4x3, x ∈ (−1, 1)

y derivando nuevamente,

f ′′(x) = (4x3)′ = 12x2 ≥ 0

para todo x ∈ (−1, 1). Como f ′′(x) ≥ 0, x ∈ (−1, 1) por el Corolario 1.13 se tiene que f es

una función convexa en (−1, 1).

El rećıproco del Corolario 1.13 es falso, es decir, el hecho de que f sea estrictamente

convexa en (a, b) no implica que f ′′ > 0. En el Ejemplo 1.14 f es estrictamente convexa y
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no cumple que f ′′ > 0 ya que cuando x = 0 entonces f ′′(x) = 0.

La próxima caracterización depende de la idea geométrica que en cualquier punto de la

gráfica de una función convexa, existe una recta que se encuentra por debajo o sobre la

gráfica (Fig.1.8).

Figura 1.8: Recta de soporte de f en x0.

Formalmente, se puede escribir que:

Definición 1.15 Sea f una función definida en el intervalo I. f tiene el soporte en x0 ∈ I, si

existe una función af́ın A(x) = f(x0)+m(x−x0) que pasa por (x0, f(x0)), tal que A(x) ≤ f(x)

para todo x ∈ I.

La función af́ın A es llamada recta soporte de f en x0.

Teorema 1.16 (Ver [25]) Una función f : (a, b) → R es convexa si y sólo si existe al

menos una recta de soporte de f para cada x0 ∈ (a, b).

Demostración:

Sea f : (a, b) → R una función convexa, x0 ∈ (a, b) y m ∈ [f ′−(x0), f
′
+(x0)] tal que si

x > x0, entonces
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f(x)− f(x0)

x− x0

≥ m

y si x < x0 , entonces
f(x)− f(x0)

x− x0

≤ m.

En ambos casos se obtiene que f(x) ≥ f(x0) + m(x− x0). Se denota A(x) como

A(x) = f(x0) + m(x− x0).

Inversamente, se supone que f tiene una recta soporte para cada punto de (a, b), donde

x, y ∈ (a, b). Si x0 = λx + (1− λ)y, λ ∈ [0, 1], sea A(x) = f(x0) + m(x− x0) el soporte de

la función f en x0. Entonces,

f(x0) = A(x0) = λA(x) + (1− λ)A(x) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x)

por lo tanto f es convexa.

¤

El próximo resultado no es una caracterización de las funciones convexas, pero se relaciona

con el Teorema 1.16.

Teorema 1.17 (Ver [25]) Sea f : (a, b) → R una función convexa. Entonces f es diferen-

ciable en x, si y sólo si la recta soporte de f en x0 es única. Y en este caso,

A(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

proporciona este único soporte.

Demostración:

Esta demostración se desprende del Teorema 1.16, es decir, para cada m ∈ [f ′−(x0), f
′
+(x0)]

existe una recta de apoyo de f en x0. Por lo tanto la unicidad de la recta significa f ′−(x) =

f ′(x0), es decir, f ′(x0) existe. Por otro lado, si concideramos que f ′(x0) existe; además de

cualquier recta de soporte

A(x) = f(x0) + m(x− x0),

nos da que f(x)− f(x0) ≥ m(x− x0). Para x1 < x0 < x2, se obtiene
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f(x1)− f(x0)

x1 − x0

≤ m ≤ f(x2)− f(x0)

x2 − x0

,

considerando ĺımite x1 ↑ x0 y x2 ↓ x0 se obtiene f ′−(x0) ≤ m ≤ f ′+(x0), la diferenciabilidad

en x0 implica la unicidad de m, por lo tanto, el soporte de A en x0; es decir; que m = f ′(x0),

reescribiendo a A(x),

A(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

¤

1.1.2. Teorema del Sandwich

En 1994, Karol Baron, Janusz Matkowski y Kazimierz Nikodem demuestran en [2] el

teorema del Sandwich para funciones convexas.

Dadas dos funciones definidas en un intervalo I tal que f ≤ g. Un problema de interés

es determinar si existe una función convexa h : I → R que separe a f y a g, es decir tal que

f ≤ h ≤ g. Existen situaciones donde este problema tiene respuesta negativa como son los

casos que se muestran en las siguientes figuras (ver [5])

Figura 1.9:
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Figura 1.10:

Una situación como la mostrada en la Figura 1.9 ocurre cuando se considera f, g :

[−1, 1] → R, definidas por f(x) = 1 − |x| y g(x) = 2 − |x|. Si existiese h : [−1, 1] → R
convexa tal que f ≤ h ≤ g, entonces

0 = f(0) = f(
1

2
(−1) +

1

2
1)

≤ h(
1

2
(−1) +

1

2
1)

≤ 12h(−1) +
1

2
h(1)

≤ 1

2
g(−1) +

1

2
g(1)

≤ 1

2
(−| − 1|+ 1

2
) +

1

2
(−|1|+ 1

2
)

= −1

4
− 1

4
= −1

2
,

lo cual es una contradicción; por lo tanto, no existe una función convexa que separe a las

funciones f y g. Por supuesto, también existen casos donde la función h existe, por ejemplo

si f y g son convexas o en una situación como en la ilustrada en la Figura 1.11
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Figura 1.11:

La respuesta del problema que se plantearon fue dada por Karol Baron, Janusz Matkowski

y Kazimierz Nikodem en el año 1994 [2], quienes dieron una caracterización de las funciones

reales que pueden ser separadas por funciones convexas. Para detalles de la demostración

del siguiente Teorema se refiere al lector a [2].

Teorema 1.18 Sean f, g : I → R dos funciones reales que satisfacen

f(tx + (1− t)y) ≤ tg(x) + (1− t)g(y), x, y ∈ I, t ∈ [0, 1], (1.10)

para todo x, y ∈ I y t ∈ [0, 1] si y sólo si existe una función convexa h : I → R tal que

f ≤ h ≤ g.

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema 1.18 no puede ser generalizado para fun-

ciones definidas en un subconjunto convexo del plano (complejo).
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Figura 1.12:

Se puede observar que 0 no es combinación convexa de dos ráıces cúbicas de la

unidad. En efecto, sean x, y ∈ D y t ∈ (0, 1), existen dos posibilidadestx+(1− t)y = 0,

tx + (1− t)y 6= 0.

En el primer caso f(tx + (1 − t)y) = 0, como tg(x) + (1 − t)g(y) es una combinación

convexa de g(x), g(y) ∈ [0, 3], resulta

tg(x) + (1− t)g(y) ≥ 0,

luego

f(tx + (1− t)y) ≤ tg(x) + (1− t)g(y).

En el segundo caso x =
t− 1

t
y, y =

t

1− t
x y f(tx + (1− t)y) = 1,

tg(x) =

{
0 si x ∈ {z1, z2, z3},
3t si x ∈ D\{z1, z2, z3}.

(1−t)g(y) =

{
0 si y ∈ {z1, z2, z3},
3(1− t) si y ∈ D\{z1, z2, z3}.

sumando ambas funciones, y considerando que x e y no pueden ser ambas ráıces cúbicas de

la unidad, resulta que:

tg(x) + (1− t)g(y) =





3(1− t) si x ∈ {z1, z2, z3}, y ∈ D\{z1, z2, z3},
3t si y ∈ {z1, z2, z3}, x ∈ D\{z1, z2, z3},
3 si x, y ∈ D\{z1, z2, z3}.
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Si x3 = 1, entonces

2 ≥ |y| = t

1− t
|x| = t

1− t

que equivale a

3− 3t = 3(1− t) ≥ 1.

Si y3 = 1, entonces

2 ≤ |z| = 1− t

t

y en consecuencia

3t ≥ 1.

Por último si x3 6= 1 y y3 6= 1 entonces f(tx + (1− t)y) = 1 ≤ 3.

Entonces f(tx + (1 − t)y) ≤ tg(x) + (1 − t)g(y) para todo x, y ∈ D y t ∈ [0, 1] para

cualquier caso.

Supóngase que existe una función convexa h : D → R que satisface que f ≤ h ≤ g.

Entonces usando que z1 + z2 + z3 = 0, por ser ráıces de la unidad, se tiene que

1 = f(0) = f

(
1

3
(z1 + z2 + z3)

)
≤ h

(
1

3
(z1 + z2 + z3)

)

≤ 1

3
(h(z1) + h(z2) + h(z3))

≤ 1

3
(g(z1) + g(z2) + g(z3)) = 0,

lo cual es una contradicción. La contradicción viene de haber supuesto que existe una función

convexa h que satisface que f ≤ h ≤ g.

Si f es una función real definida en I tal que f es convexa entonces se cumple que para

todo ε > 0

f(tx + (1− t)y) ≤ tf(x)(1− t)f(y) + ε, x, y ∈ I, t ∈ [0, 1]. (1.11)

Rećıprocamente si f satisface (1.11) para todo ε > 0 entonces f es convexa.

Sin embargo, existen funciones que satisfacen (1.11) para algún numero positivo ε y esto

es lo que se conoce como función ε-convexa realizada en [9] por el estadounidense Donald

Hyers en el año 1941. De manera más formal:
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1.2. Definición 1.20 Sean f una función real definida en I y ε > 0. Se dice que f es ε-convexa

si f satisface la desigualdad:

f(tx + (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) + ε, x, y ∈ I, t ∈ [0, 1].

Con el siguiente ejemplo se ilustra la Definición 1.20 en forma explicita.

Ejemplo 1.21 La función f : [−1, 1] → R definida por:

f(x) = −x2 + 1,

es 1-convexa, ya que el mayor valor que toma la expresión f(tx + (1− t)y) es 1 y el menor

valor de la expresión tf(x) + (1− t)f(y) + 1 es 1, luego

f(tx + (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) + 1, x, y ∈ [−1, 1], t ∈ [0, 1].

En el año 1952, D. H. Hyers y S. M. Ulam demuestran en [10] que si f es una función

real definida en D ⊆ Rn, ε-convexa entonces existe una función convexa h : I → R tal que

|f(x)− h(x)| ≤ knε, x ∈ I,

donde kn = (n2+3n)/(4n+4) y n es la dimensión del espacio donde se encuentra el dominio.

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 1.18.

Corolario 1.22 (Ver [2]) . Sea f : I ⊂ R → R una función ε-convexa, entonces existe

una función h : I → R convexa tal que

|f(x)− h(x)| ≤ ε

2
, x ∈ I.

Demostración:

Se considera la función g(x) = f(x) + ε y como f es una función ε-convexa se tiene

f(tx + (1− t)y) ≤ tg(x) + (1− t)g(y), x, y ∈ I, t ∈ [0, 1],

entonces en virtud del Teorema 1.18 se sigue que existe una función convexa h : I → R tal

que

f(x) ≤ h(x) +
ε

2
≤ f(x) + ε,
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restando
ε

2
en ambos lados se obtiene

f(x)− ε

2
≤ h(x) ≤ f(x) +

ε

2
,

es decir,

|h(x)− f(x)| ≤ ε

2
, para todo x ∈ I.

¤

1.1.3. Desigualdad de Tipo Jensen

En ésta sección se desarrollarán desigualdades que generalizan la desigualdad que aparece

en la noción de función convexa, dadas por J. W. Jensen en [12] y [11] en el año 1905 y 1906

respectivamente.

Teorema 1.23 (Ver [12], [11]) Sea f : I → R una función convexa, entonces

f

(
n∑

i=1

tixi

)
≤

n∑
i=1

tif(xi),

para todo x1, x2, ... , xn ∈ I, t1, ... , tn > 0 tales que t1 + · · ·+ tn = 1.

Demostración:

Se fija x1, ..., xn ∈ I y t1, ..., tn > 0 tales que t1+ · · ·+tn = 1. Sea x̄ = t1x1+ · · ·+tnxn

y se considera una función g : I → R tal que g(x) = a(x− x̄) + f(x̄), donde g satisface que

g(x̄) = f(x̄) y g(x) ≤ f(x), x ∈ I.

Entonces, para todo i = 1, ..., n, se obtiene que

f(xi) ≥ g(xi) = a(xi − x̄) + f(x̄),

multiplicando ambos lados por ti y aplicando sumatoria se obtiene

n∑
i=1

tif(xi) ≥ a

n∑
i=1

ti(xi − x̄) + f(x̄).

Por otra parte
n∑

i=1

ti(xi − x̄) =
n∑

i=1

tixi −
n∑

i=1

tix̄ = x̄− x̄ = 0,
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por lo tanto
n∑

i=1

tif(xi) ≥ f(x̄).

¤

A continuación se enuncia y demuestra un teorema análogo al Teorema 1.23 , relativo a

la forma integral de la desigualdad de Jensen.

Teorema 1.24 (Ver [20] y [22]) Sean (X, Σ, µ) un espacio de medida de probabilidad, I

un intervalo abierto y ϕ : X → I una función integrable Lebesgue. Si f : I → R es una

función convexa, entonces

f

(∫

X

ϕ(x)dµ

)
≤

∫

X

f(ϕ(x))dµ. (1.12)

Demostración:

Sea g : I → R una función de la forma g(x) = a(x−m)+f(m) que soporta a f en m e

integrando sobre X en ambos lados de la desigualdad f(ϕ(x)) ≥ g(ϕ(x)), para todo x ∈ X
∫

X

f(ϕ(x))dµ ≥
∫

X

g(ϕ(x))dµ

=

∫

X

a(ϕ(x)−m)dµ +

∫

X

f(m)dµ

= a

∫

X

(ϕ(x)−m)dµ + f(m)

∫

X

dµ,

usando el hecho de que X es un espacio de probabilidad, entonces
∫

X
dµ = 1

∫

X

f(ϕ(x))dµ ≥ a

(∫

X

ϕ(x)dµ−m

∫

X

dµ

)
+ f(m)

= a(m−m) + f(m)

= f(m),

reescribiendo la última desigualdad y sustituyendo m =
∫

X
ϕ(x)dµ

f

(∫

X

ϕ(x)dµ

)
≤

∫

X

f(ϕ(x))dµ.

¤
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Para cerrar esta sección se dará un ejemplo que ayuda a ilustrar el Teorema 1.24.

Ejemplo 1.25 Sean ϕ : E → [0, +∞) y f(t) := tp con p ≥ 1. Entonces

(∫

X

ϕ(x)dµ

)p

≤
∫

X

(ϕ(x))pdµ,

siempre que las integrales existan. Como los integrandos son positivos, es claro que bas-

tará suponer que ϕ es integrable y (ϕ(x))p medible, para evitar integrales infinitas.

1.1.4. Desigualdad de Tipo Hölder

En ésta sección se presentarán desigualdades que generalizan la desigualdad de Hölder

para integrales. Esta desigualdad fue descubierta, por primera vez, por L. J. Rogers (1888)

en [8], y descubierta independientemente por Hölder (1889). En análisis matemático la de-

sigualdad de Hölder, llamada aśı debido a Otto Hölder, es una desigualdad fundamental

entre integrales y una herramienta indispensable para el estudio de los espacios Lp los cuales

son fundamentales para la construcción y compresion de este trabajo especial de grado.

Comenzaremos esta sección enunciando y demostrando el Teorema de Hölder para

sumatorias finitas.

Teorema 1.26 (Ver [17]) Sean α, β, ..., λ números reales positivos, tales que son n nu-

meros α + β + · · · + λ = 1. Consideremos las n-uplas de números reales no negativos

(a1, ..., an)(b1, ..., bn) . . . (t1, ..., tn). En estas circunstancias se verifica

n∑
i=1

aα
n.bβ

n...tλn <

(
n∑

i=1

an

)α (
n∑

i=1

bn

)β

...

(
n∑

i=1

tn

)λ

.

Demostración:
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n∑
i=1

aα
n.bβ

n...tλn

(
n∑

i=1

an

)α (
n∑

i=1

bn

)β

...

(
n∑

i=1

tn

)λ
=

n∑
i=1




an
n∑

i=1

an




α 


bn
n∑

i=1

bn




β

...




tn
n∑

i=1

tn




λ

<

n∑
i=1




α
an

n∑
i=1

an

+ β
bn

n∑
i=1

bn

+ ... + λ
tn

n∑
i=1

tn




= α

n∑
i=1

α
an

n∑
i=1

an

+ β

n∑
i=1

α
bn

n∑
i=1

bn

+ ... + λ

n∑
i=1

α
tn

n∑
i=1

tn

= α + β + ... + λ = 1.

Y aśı tenemos la desigualdad de Hölder para sumatorias finitas

n∑
i=1

aα
n.bβ

n...tλn <

(
n∑

i=1

an

)α (
n∑

i=1

bn

)β

...

(
n∑

i=1

tn

)λ

.

¤

A continuación se enuncia y demuestra un teorema análogo relativo a la forma inte-

gral de la desigualdad de Hölder, dicha noción es una herramienta de vital importacia para

la construción de algunas pruebas presentes en el proximo capitulo.

Teorema 1.27 (Ver [17]) Sean f, g : (a, b) → R con p > 1 y q > 1 numeros reales tales

que 1
p

+ 1
q

= 1. Si fp y gq son integrables, entonces f.g es integrable y se tiene la siguiente

desigualdad ∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤
(∫ b

a

|f(t)|pdt

) 1
p
(∫ b

a

|g(t)|qdt

) 1
q

. (1.13)

Demostración:

Si ‖f‖p = 0 ó ‖g‖q = 0 entonces f = 0 ó g = 0 y el resultado es evidente. Podemos

por ende suponer que 0 < ‖f‖p < ∞ y 0 < ‖g‖q < ∞ en este caso, basta demostrar la
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desigualdad ‖f‖p = ‖g‖q = 1 pues en caso general podemos considerar

f ′ =
f

‖f‖p

g′ =
g

‖g‖q

y deducir la desigualdad para f y g apartir de la correspondiente desigualdad para f ′ y g′. En

el caso ‖f‖p = ‖g‖q = 1 si a, b ≥ 0 entonces ab ≤ ap

p
+ bq

q
la desigualdad resulta inmediata

de hecho, integrando la desigualdad

|f(t)g(t)|dt ≤ |f(t)|p
p

+
|g(t)|q

q

obtenemos ∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤ 1

p
‖f(t)‖p

p +
1

q
‖f(t)‖q

q = ‖f(t)‖p + ‖f(t)‖q.

Aśı tenemos la desigualdal de Hölder.

∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤
(∫ b

a

|f(t)|pdt

) 1
p
(∫ b

a

|g(t)|qdt

) 1
q

.

¤

Para cerrar esta sección se dará un ejemplo que ayuda a ilustrar el Teorema 1.27.

Ejemplo 1.28 Para p = 1 se reduce a la desigualdad triangular. Si p > 1 sea q = p
(p−1)

.

Entonces por la desigualdad de Hölder (1.13) se tiene

n∑

k=0

|ak||ak + bk|p−1 ≤
(

n∑

k=0

|ak|p
) 1

p
(

n∑

k=0

|ak + bk|(p−1)q

) 1
q

y

n∑

k=0

|bk||ak + bk|p−1 ≤
(

n∑

k=0

|bk|p
) 1

p
(

n∑

k=0

|ak + bk|(p−1)q

) 1
q

.

Sumando miembro a miembro, dividiendo por el factor común de ambos miembros

derechos y observando que (p− 1)q = p resulta

(
n∑

k=0

|ak + bk|p
)1− 1

q

≤
(

n∑

k=0

|ak|p
) 1

p

+

(
n∑

k=0

|bk|p
) 1

p

.
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1.1.5. Desigualdad de Tipo Hermite-Hadamard

En esta sección presentaremos una de las desigualdades más conocida como desigualdad

de Hermite-Hadamard que se derivan de la noción de función convexa.

Sea f : I ⊆ R → R una función convexa definida en el intervalo I, a, b ∈ I, con a < b

entonces:

f

(
a + b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x) ≤ f(a) + f(b)

2
. (1.14)

El lado izquierdo de la desigualdad (1.14) fue demostrado por Jaques Hadamard en

1893 antes de que las funciones convexas fuesen formalmente introducidas. Para funciones

con derivadas crecientes en un intervalo cerrado, es algunas veces llamada desigualdad de

Hadamard y el lado derecho la desigualdad de Jensen. En 1985, D. S. Mitrinović y I. B.

Lacković en [19] señalan que la desigualdad (1.14) es debido a Charles Hermite quien la

obtiene en el año 1883, diez años antes que Hadamard.

Esta desigualdad clásica de Hermite-Hadamard juega un rol importante en el análisis

de la convexidad ya que trata sus aplicaciones, generalizaciones y refinamientos (para más

detalles ver [3],[4],[22] y sus referencias). También se conoce que si f es continua, entonces

la desigualdad de Hermite-Hadamard caracteriza la convexidad de f .

A continuación enunciamos y demostramos el Teorema de la desigualdad de Hermite-

Hadamard.

Teorema 1.29 (Ver [6]) Si una función f : I ⊂ R→ R es convexa entonces

f

(
x + y

2

)
≤ 1

x− y

∫ y

x

f(s) ds ≤ f(x) + f(y)

2
, (1.15)

para todo x, y ∈ I, x < y. Inversamente, si f es continua y satisface el lado derecho o

izquierdo de (1.15) para todo x, y ∈ I, x < y, entonces es convexa.

Demostración:

El lado derecho de (1.15) se obtiene de integrar la desigualdad (1.2) en el intervalo
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[0,1] con respecto a t, tal como sigue:
∫ 1

0

f(tx + (1− t)y) dt ≤
∫ 1

0

tf(x) dt +

∫ 1

0

(1− t)f(y) dt

≤ f(x)

2
+

f(y)

2

=
f(x) + f(y)

2
.

Haciendo un cambio de variable s = tx + (1− t)y en la integral
∫ 1

0

f(tx + (1− t)y) dt =
1

x− y

∫ x

y

f(s) ds,

se obtiene el lado derecho la desigualdad (1.15)

1

x− y

∫ y

x

f(s) ds ≤ f(x) + f(y)

2
.

Por otra parte, para demostrar el lado izquierdo de la desigualdad (1.15) se realiza la

siguiente transformación

1

x− y

∫ y

x

f(s) ds =
1

x− y

(∫ x+y
2

x

f(s) ds +

∫ y

x+y
2

f(s) ds

)

=
1

x− y

(∫ x+y
2

x

f(s1) ds1 +

∫ y

x+y
2

f(s2) ds2

)
.

Haciendo los siguientes cambios de variables

s1 =
x + y − t(x− y)

2
y s2 =

x + y + t(x− y)

2
,

en la desigualdad anterior, se obtiene:

1

2

∫ 1

0

[
f

(
x + y − t(x− y)

2

)
+ f

(
x + y + t(x− y)

2

)]
dt,

ahora usando la convexidad de la función se llega a la desigualdad

1

2

∫ 1

0

[
f

(
x + y − t(x− y)

2

)
+ f

(
x + y + t(x− y)

2

)]
dt ≥

∫ 1

0

f

(
x + y

2

)
dt

= f

(
x + y

2

)
,
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y aśı se obtiene el lado izquierdo de la desigualdad (1.15)

f

(
x + y

2

)
≤ 1

x− y

∫ y

x

f(s) ds.

¤

A continuación se darán varios ejemplos para ilustrar la impotancia de la desigualdad de

Hermite-Hadamard:

Ejemplo 1.30 Sea f(x) =
1

(1 + x)
, con x ≥ 0 . Sustituyendo en (1.14) se obtiene

2x

2 + x
< ln(1 + x) <

x2 + 2x

2x + 2
.

Figura 1.13:

Particularmente,

1

n + 1/2
< ln(n + 1)− ln(n) <

1

2

(
1

n
+

1

n + 1

)
,

para todo n ∈ N− {0} en el intervalo (n− 1, n).
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En este mismo orden de ideas para demostrar en el siguiente capitulo algunos teoremas

que contiene una desigualdad integral del tipo Hermite-Hadamard, se enuncia y prueba el

siguiente lema dado por S.S. Dragomir en el año 1988 en [4], dicho lema es una herramienta

de vital importancia para la compresión de este trabajo.

Lema 1.31 Sea f : Io ⊆ R → R una función diferenciable en Io; a, b ∈ Io con a < b, si

f ′ ∈ L1([a, b]) entonces:

f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du ≤ b− a

2

∫ 1

0

(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt (1.16)

Demostración:

Si consideremos

I =

∫ 1

0

(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt

=
f(ta + (1− t)b)

a− b
− (1− 2t)

∣∣1
0
+ 2

∫ 1

0

f(ta + (1− t)b)

a− b
dt

=
f(a) + f(b)

b− a
− 2

b− a

1

b− a

∫ b

a

f(u)du.

Luego sustituyendo I en la ecuacion (1.16)

≤ b− a

2

f(a) + f(b)

b− a
− 2

b− a

1

b− a

∫ b

a

f(u)du

=
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du ≤ b− a

2

∫ 1

0

(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt.

Aśı está completa la demostración ¤

1.2. Conceptos Básicos

En esta sección se presentarán algunas definiciones y conceptos básicos para conseguir

una mejor comprensión de este trabajo. Por ejemplo los espacios Lp son los espacios vecto-

riales normados más importantes en el contexto de la teoŕıa de la medida y de la integral
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de Lebesgue. Reciben también el nombre de espacio de Lebesgue por el matemático Henri

Lebesgue. En esta sección estudiaremos brevemente importantes espacios de funciones reales.

Nos restringiremos al caso de funciones definidas en R y medibles Lebesgue; sin embargo,

el caso general de funciones definidas en un espacio de medida σ − finito (X, F, µ) puede

tratarse en algunos casos de forma similar.

Definición 1.32 Sea M el conjunto de funciones f : R → R medibles Lebesgue. Análoga-

mente, si A ∈ L(R), denotaremos por M(A) al conjunto de funciones f : A → R medibles

Lebesgue.

Sea 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio Lp = Lp(R) se define de la siguiente manera

Lp = f ∈ M /

∫
|f |pdx < ∞. (1.17)

En particular, L1 es el espacio de funciones medibles Lebesgue en R. Si A ∈ L(R)

entonces

Lp(A) = f ∈ M(A) /

∫

A

|f |pdx < ∞. (1.18)

A continuación enunciamos la definición de la norma para los espacios Lp.

Definición 1.33 Si 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp definimos la siguiente norma

‖f‖p =

(∫
|f |pdx

) 1
p

. (1.19)

La norma anterior tienes las siguientes propiedades:

i. ‖f‖p ≥ 0.

ii. ‖f‖p = 0 si y solo śı f = 0 en c.t.p.

iii. ‖αf‖p = |α|‖f‖p.

iv. ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Definición 1.34 Si 1 < p, q < ∞, decimos que p y q son ı́ndices conjugados si 1
p

+ 1
q

= 1.

Por ende podemos decir que q = p
p−1

entonces tenemos que

L
p

p−1 = f ∈ M /

∫
|f | p

p−1 dx = f ∈ M /

∫
|f |qdx = Lq < ∞. (1.20)
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Tambien enunciamos la definición de interior de un espacio topologico, dicha defini-

ción será de utilidad para la mejor comprension de este trabajo.

Definición 1.35 Sea (X, Γ) un espacio topológico y I ⊂ X . Se define el interior de I

(notado int(I) ó Io) como el abierto más grande (en el sentido de inclusión) contenido en

I. Es decir, V = int(I) si y sólo si V es abierto, está contenido en I y todo otro abierto

contenido en I está contenido también en V.

1.2.1. Promedios Especiales

En esta seccion presentaremos mediante definiciones algunas nociones y conceptos básicos

de las aplicaciones para medias especiales (promedios) esto lo realizaremos con el fin de

obtener una mejor compresión de este trabajo; recuerdese que los siguientes medias podŕıan

considerarse extensiones de la aritmética, logaŕıtmicas y logaŕıtmica generalizada de los

números reales positivos.

En matemática y estad́ıstica, la media aritmética (también llamada promedio o simple-

mente media) de un conjunto finito de números es el valor caracteŕıstico de una serie de

datos cuantitativos objeto de estudio que parte del principio de la esperanza matemática o

valor esperado, se obtiene a partir de la suma de todos sus valores dividida entre el número

de sumandos. Cuando el conjunto es una muestra aleatoria recibe el nombre de media mues-

tral siendo uno de los principales estad́ısticos muestrales. Expresada de forma más intuitiva,

podemos decir que la media (aritmética) es la cantidad total de la variable distribuida a

partes iguales entre cada observación.

Definición 1.36 Una función A : IxI → I se denomina la media.

mı́n(x, y) ≤ A(x, y) ≤ máx(x, y).

donde A(x, y) = x+y
2

.

Definición 1.37 Dados los numeros (a1, a2, a3, ..., an), la media aritmetica se define como:

x̂ =
1

n

n∑
i=1

xi.
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Proposición 1.38

i. La suma de las desviaciones con respecto a la media aritmética es cero (0).

n∑
i=1

(xi − x̂) = 0.

ii. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los valores de la variable

con respecto a una constante cualquiera se hace mı́nima cuando dicha constante coincide con

la media aritmética.

n∑
i=1

(xi − x̂)2 = 0.

iii. Si a todos los valores de la variable se le suma una misma cantidad, la media aritmética

queda aumentada en dicha cantidad. Si todos los valores de la variable se multiplican por una

misma constante la media aritmética queda multiplicada por dicha constante.

iv. La media aritmética de un conjunto de números positivos siempre es igual o superior

a la media geométrica:

n

√√√√
n∏

i=1

ai ≤ 1

n

n∑
i=1

ai.

v. La media aritmética está comprendida entre el valor máximo y el valor mı́nimo del

conjunto de datos:

mı́n (a1, a2, a3, ..., an) ≤ 1

n

n∑
i=1

ai ≤ máx (a1, a2, a3, ..., an).

Demostración:

i. Veamos que
n∑

i=1

(xi − x̂) = 0.

Sabemos que x̂ = 1
n

n∑
i=1

ai entonces
n∑

i=1

(xi − x̂) =
n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

x̂ = nx̂− nx̂ = 0.
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ii. Veamos que
n∑

i=1

(xi − x̂)2 = 0.

Sabemos por el teorema de Köring

n∑
i=1

(xi −K)2

n
=

n∑
i=1

(xi − x̂)2

n
=

1

n

n∑
i=1

(x2
i − 2xix̂ + x̂2)

=
1

n

n∑
i=1

x2
i −

2

n
x̂

n∑
i=1

xi +
1

n

n∑
i=1

x̂2

=
1

n

n∑
i=1

x2
i − 2x̂2 + x̂2

= x̂2 − 2x̂2 + x̂2 = 0.

iii. Sea yi = xi ± b entonces ŷ = 1
n

n∑
i=1

yi =
1

n

n∑
i=1

(xi ± b) =
1

n

n∑
i=1

xi ± 1

n

n∑
i=1

b = x̂± b.

Simultaneamente se tiene que si yi = xib entonces ŷ = x̂b; yi = xi

b
entonces ŷ = x̂

b
.

Utilizando las propiedades anteriores obtenemos las propiedades iv y v.

En otros términos hay por lo menos un dato que es mayor o igual que la media aritmética.

A continuación presentamos un ejemplo el cual nos ilustrara mejor la noción de media

aritmetica para un conjunto de dos puntos.

Ejemplo 1.39 :

Este ejemplo ilustra la media aritmetica para n=2.

x̂ = A(a, b) = a+b
2

; a, b ∈ R.

Continuando en este mismo orden presentamos la definición de la media geralizada.

Definición 1.40 La media generalizada es una abstracción de los diversos tipos de media

(geométrica, aritmética, armónica, etc). Se define para numeros reales positivos xi ≥ 0 como:
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x̂m =





m

√
1
n

n∑
i=1

xm
i ; m 6= 0

n

√
n∏

i=1

xi; m = 0.

En donde el parámetro m indica el tipo media y con i = 1, · · · , n.:

i. Aritmética, con m = 1.

ii. Geométrica con m = 0.

iii. Armónica con m = −1.

vi. Cuadrática con m = 2.

Obsérvese que para valores de m ≤ 0 la expresión sólo tiene sentido si todos los

xi ≥ 0.

El concepto de media generalizada también puede servir para definir otras aplicaciones mas

amplias como por ejemplo:

Ejemplo 1.41 : i. La media logaŕıtmica.

L(a, b) =

{
a, a = b,

b−a
ln|b|−ln|a| ; |a| 6= |b|, a.b 6= 0 con a, b ∈ R

ii. La media logaritmica generalizada.

Ln(a, b) =





a, a = b,[
bn+1−an+1

(b−a)(n+1)

] 1
n
; a 6= b, p 6= −1, p 6= 0,(

b−a
logb−loga

)
; a 6= b, p = −1,

1
exp

(
bb

aa

) 1
(b−a)

; a 6= b, p = 0.

1.2.2. Desigualdad de Potencia Media

En esta sección presentaremos por medio de un Teorema, un resultado importante que

será de mucha utilidad en algunas demostraciones posteriores en este trabajo, los medias

generalizados son una familia de funciones que agrega una series de números, que incluyen

como casos especiales de la aritmética , geométrica y logaŕıtmica . La media generalizada es



1.2 Conceptos Básicos
¨
§

¥
¦42

también conocida como potencia media o media Hölder (el nombre de Otto Hölder).

Definición 1.42 Sean p1, . . ., pn numeros reales positivos, tales que
∑n

i=1 pk = 1 y x1, . . ., xn

numeros reales positivos. Se define la p potencia media de los xi con i = 1, . . ., n como:

Mp(x1, . . ., xn) =





(
n∑

k=1

pkx
p
k

) 1
p

p 6= 0

n∏

k=1

xpk

k p = 0.

Para el caso especial p1 = . . . = pn = 1
n

se obtiene

Mp(x1, . . ., xn) =





(
1

n

n∑

k=1

xp
k

) 1
p

p 6= 0

(
n∏

k=1

xk

) 1
n

p = 0.

Teorema 1.43 Sean (p1, . . ., pn) el vector asociado al peso tal que pk ∈ [0, 1] y
n∑

k=1

xk = 1

para −∞ < s < t < ∞, se tiene que:

(
n∑

k=1

pkx
s
k

) 1
s

≤
(

n∑

k=1

pkx
t
k

) 1
t

. (1.21)

La igualdad ocurre si y solo śı x1 = . . . = xn.

Demostración:

Para obtener 0 < s < t, por la desigualdad de Jensen para la función x → xp con

p > 1, (
n∑

k=1

pkxk

)p

≤
n∑

k=1

pkx
p
k.
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Con esta desigualdad y las sustituciones yk = xs
k, p = t

s
> 1 se tiene que

(
n∑

k=1

pkxk

) t
s

≤
n∑

k=1

pkx
t
s
k .

Aśı consideramos la t-ésima ráız da la desigualdad deseada en este caso. Por otra

parte, la convexidad estricta de x → xp para p > 1 asegura que la igualdad se cumple si y

sólo śı x1 = . . . = xn.

Para s < t < 0, tenemos 0 < t < −s, a continuación se tiene,

(
n∑

k=1

pk(x
−1
k )−t

)−1
t

≤
(

n∑

k=1

pk(x
−1
k )−s

)−1
s

≤
(

n∑

k=1

pkx
s
k

) 1
s

≤
(

n∑

k=1

pkx
t
k

) 1
t

.

Para s < 0 < t, y como −s > 0 entonces

M0 =
n∏

k=1

xpk

k ≤
(

n∑

k=1

pk(x
−1
k )−s

)−1
s

⇒
(

n∑

k=1

pkx
s
k

) 1
s

≤
n∏

k=1

xpk

k .

Como t > 0, para el resto de los casos 0 = s < t, y s < t = 0, han sido cubiertos por

la misma desigualdad por tanto tenemos

(
n∑

k=1

pkx
s
k

) 1
s

≤
(

n∑

k=1

pkx
t
k

) 1
t

.

¤

Asi está completa la prueba de la Desigualdad de Potencia Media, dicha desigualdad es

de gran utilidad para la contrucción de este trabajo especial de grado.
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1.3. Estimación de la Fórmula Trapezoidal para el Cálcu-

lo de Integrales

En esta seccion se presentará la Estimación de la Fórmula Trapezoidal para el Cálculo

de Integrales y la Estimación del Error de la Fórmula Trapezoidal en cálculo de Integrales,

esto se realizara por medio de Teoremas, Definiciones, Ejemplos, entre otros tópicos que se

relacionan con estos temas y además nos servirán para el desarrollo de los próximos caṕıtulos

en este Trabajo.

En integración numérica, una forma de aproximar una integral definida en un intervalo

[a, b] es mediante la regla del trapecio, es decir, que sobre cada subintervalo en el que se

divide [a, b] se aproxima f por un polinomio de primer grado, para luego calcular la integral

como suma de las áreas de los trapecios formados en esos subintervalos, el método utilizado

para la regla de Simpson sigue la misma filosof́ıa, pero aproximando los subintervalos de f

mediante polinomios de segundo grado.

En análisis numérico, la regla o método de Simpson (nombrada aśı en honor de Thomas

Simpson) y a veces llamada regla de Kepler es un método de integración numérica que se

utiliza para obtener la aproximación de algunas integrales.

La regla trapezoidal es la primera de las fórmulas de integración cerrada de Newton-Cotes.

Las formulas de integración de Newton-Cotes son los esquemas de integración numérica mas

comunes, se basan en la estrategia de remplazar una función complicada o datos tabulados

con una función aproximada que sea fácil de integrar. El objetivo es resolver el problema de

cálculo del área bajo la curva entre dos ĺımites conocidos, dividiendo en n sub áreas para

calcular su valor asumiendo cada sub área como un pequeño trapecio.

Tanto en el caso de Riemann, como en el caso del método de la bisección, se consideran

funciones constantes (polinomios de grado cero) en cada subintervalo, esto para construir

áreas de rectangulos. Consideremos ahora, polinomios de primer grado (rectas) en cada

subintervalo, esto geométricamente generará trapecios y la aproximación de la integral se

obtendrá por sumas de áreas de trapecios. Para encontrar una fórmula adecuada, trataremos

de generalizar el área de todos estos trapecios. Veamos entonces, cual es el área del k-ésimo

trapecio. Todos los puntos de la partición evaluados en la función son, o la base mayor o

la menor de cada uno de los trapecios, por tanto resulta indistinto colocar cual es cual. Se
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quiere, una función de la geometŕıa clásica, observando la siguiente figura tenemos el área

del k-ésimo trapecio para cada 1 ≤ k ≤ n.

Para el caso de los trapecios, necesitamos no sólo que la función sea continua, sino, de

clase C2 en [a, b] (lo utilizaremos más adelante para acotar el error). Por tanto, si P es una

partición uniforme, tenemos que

∫ b

a

f(x)dx ≈
n−1∑

k=1

Ak

=

[
f(x0) + f(x1)

2

]
∆x +

[
f(x1) + f(x2)

2

]
∆x + ... +

[
f(xn−1) + f(xn)

2

]
∆x

=
∆x

2
[f(x0) + f(x1) + f(x1) + f(x2) + f(x2) + f(x3) + ... + f(xn−1) + f(xn)]

=
∆x

2
[f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + 2f(x3) + ... + 2f(xn−1) + f(xn)]

=
∆x

2

[
f(x0) + 2

n−1∑

k=1

f(xk) + f(xn)

]
.

Entonces, si f ∈ C2[a, b] y P es una partición uniforme de [a, b], tenemos que la

fórmula trapezoidal para la función f viene dada por:

∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a

2n

[
f(x0) + 2

n−1∑

k=1

f(xk) + f(xn)

]
.
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1.3.1. Estimación del Error de la Fórmula Trapezoidal en el Cálcu-

lo de Integrales

En esta sección presentaremos un resultado importante ya que cada vez que aproximamos

usando la regla de estimación trapezoidal para el cálculo de integrales, el error que se comete

lo podemos estimar.

Una estimacion del error trapezoidal para el calculo de integrales es

EΓ
n(f) := I(f)− Γn(f) = −h2(b− a)

12
f ′′(cn);

donde h = (b−a)
n

, cn ∈ [a, b], Pn es un polinomio que interpola los nodos de f(x).

La fórmula anterior se utiliza para acotar el error EΓ
n(f), sustituyendo f ′′(cn) por su

mayor valor posible en el intervalo [a, b], donde

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx
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y

Γn(f) = I(Pn) =

∫ b

a

Pn(x)dx = h

(
f(a) + f(b)

2

)

se fundamenta en

∫ b

a

f(x)dx− h

(
f(a) + f(b)

2

)
= −h3

12
f ′(c) (1.22)

donde c ∈ [a, b].

Demostración:

Comenzaremos a demostrar la fórmula para la estimación del error trapezoidal

EΓ
n(f) =

∫ b

a

f(x)dx− Γn(f)

=

∫ xn

x0

f(x)dx− Γn(f)

=

∫ x1

x0

f(x)dx− h

(
f(x0) + f(x1)

2

)

+

∫ x2

x1

f(x)dx− h

(
f(x1) + f(x2)

2

)

+ ...

+

∫ xn

xn−1

f(x)dx− h

(
f(xn−1) + f(xn)

2

)
.

Aplicando la igualdad (1.22) a cada uno de los sumandos anteriores, se obtiene

EΓ
n(f) = −h3

12
f ′′(t1)−−h3

12
f ′′(t2)− ...−−h3

12
f ′′(tn)

= −h2

12
(hf ′′(t1) + hf ′′(t2) + ... + hf ′′(tn))

= −h2

12
(b− a)

(f ′′(t1) + f ′′(t2) + ... + f ′′(tn))

n

= −h2

12
(b− a)f ′′(cn)
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las constantes desconocidas t1, ..., tn están localizadas en los intervalos

[x0, x1], [x1, x2], ..., [xn−1, xn] respectivamente y cn ∈ [a, b].

La última igualdad es consecuencia del teorema de los valores intermedios para fun-

ciones continuas, cuyo enunciado y prueba presentamos a continuación.

Teorema 1.44 Sea f una función continua en el intervalo [a, b]. Sean m = minx∈[a,b]f(x) y

M = maxx∈[a,b]f(x). Entonces para cada valor y0 que cumple m ≤ y0 ≤ M , existe un valor

c ∈ [a, b] tal que f(c) = y0. Luego al aplicar este resultado a la función f ′′(x) que suponemos

continua en [a, b]. En efecto, m = minx∈[a,b]f
′′(x) y M = maxx∈[a,b]f

′′(x) entonces

m ≤ f ′′(t1) + f ′′(t2) + ... + f ′′(tn)

n
≤ M.

Por tanto existe cn ∈ [a, b] tal que

f ′′(cn) =
f ′′(t1) + f ′′(t2) + ... + f ′′(tn)

n
.

Para obtener una estimación del error trapezoidal, obsérvese que

hf ′′(t1) + hf ′′(t2) + ... + hf ′′(tn)

es una suma de Riemann para la integral
∫ b

a

f ′′(x)dx = f ′(b)− f ′(a)

cuando n → 1 estas sumas de Riemann convergen a la integral. Entonces

EΓ
n(f) = −h2

12
(hf ′′(t1) + hf ′′(t2) + ... + hf ′′(tn))

= −h2

12

∫ b

a

f ′′(x)dx

= −h2

12
f ′(b)− f ′(a).

¤

Observación 1.45 Estimación del error se dice asintótica ya que mejora conforme n au-

menta. Es tan fácil de calcular como lo sea f ′.
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A continuación presentaremos varios ejemplos con el fin de familiarizarnos e ilustrar

la Estimación del Error de la Fórmula Trapezoidal en el Cálculo de Integrales.

Ejemplo 1.46 Determine n, tal que, la regla trapezoidal de un error menor que 0,005, al

aproximar la integral ∫ 4

2

1 + x

1− x
dx.

Solución:

Sabemos que f(x) = 1+x
1−x

= x+1
x−1

= − (
1 + 2

x−1

)
, de donde obtenemos que

f ′(x) =
2

(x− 1)2
⇒ f ′′(x) =

4

(x− 1)3

por consiguiente, el valor de M buscado es justamente 4 (Ver Figura 1.14).

Figura 1.14:

Entonces si En < 0,005, tenemos que

4(4− 2)3

12n2
< 0,005 ⇒ n2 >

4,23

12.(0,005)
⇒ n2 > 533.

_

3⇒ n > 23,09401077 ⇒ n ≥ 24.

Ejemplo 1.47 Determine n, tal que, la regla trapezoidal de un error menor que 0,001, al

aproximar la integral y use este valor para calcular dicha aproximación
∫ 4

2

ln(x)dx.

Solución:

Sabemos que f(x) = lnx ⇒ f ′(x) = 1
x
⇒ f ′′(x) = − 1

x2 , de donde obtenemos que el

valor de M , está dado por 1
4

(Ver Figura 1.15).



1.3 Estimación de la Fórmula Trapezoidal para el Cálculo de Integrales
¨
§

¥
¦50

Figura 1.15:

Entonces, si En < 0; 001, tenemos que

1
4
(4− 2)3

12n2
< 0,001 ⇒ n2 >

1
4
,23

12.(0,001)
⇒ n2 > 166.

_

6⇒ n > 12,90994449 ⇒ n ≥ 13.

Consideremos entonces, n = 13 y construyamos la tabla de apoyo a la cuenta, con

∆x = 2
13

.
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Entonces, tenemos que

∫ 4

2

ln(x)dx ≈ 2

26

[
ln(2) + 2

13∑

k=1

ln(xk) + ln(4)

]
≈ 1

13
.(28,05907204) ≈ 2,158390157.

Usando el Teorema Fundamental del Cálculo, obtenemos que

∫ 4

2

ln(x)dx = x(ln(x)− 1)|42 = 4(ln(4)− 1)− 2(ln(2)− 1) ≈ 2,158883083.

Lo cual nos da exactamente, el entero y tres decimales.

¿Por qué nos dan tres decimales y no dos como lo ped́ıa la cota del error?

La respuesta a esta pregunta, se encuentra en la forma que sacamos la cuenta en la tabla,

tratando de realizar la menor cantidad de aproximaciones.



CAPÍTULO 2
DESIGUALDADES DEL TIPO

HERMITE-HADAMARD

En este caṕıtulo se presentan algunas desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para

funciones cuyos módulos de las derivadas son convexas, esto se realizará por medio de Teo-

remas, Definiciones, Proposiciones, entre otros tópicos que se relacionan con estos temas y

además nos servirán para el desarrollo del próximo caṕıtulo en este Trabajo Especial de

Grado [13].

En el año 2008 fue demostrado por Dragomir y Agarwal en [4], el Teorema (2.1) en [1] y

contiene una desigualdad integral del tipo Hermite-Hadamard.

Teorema 2.1 Sea f : Io ⊆ R → R una función diferenciable en Io; a, b ∈ Io con a < b. Si

| f ′ | es convexa en [a, b], entonces tenemos la siguiente desigualdad:

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(b− a)(| f ′(a) | + | f ′(b) |)

8
. (2.1)
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Demostración:

Considerando la ecuación (1.16), dado que a < b entonces b − a > 0 por hipótesis,

entonces:
∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
−

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
b− a

2

∫ 1

0

(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt

∣∣∣∣

=
b− a

2

∣∣∣∣
∫ 1

0

(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt

∣∣∣∣ .

Como f es una función diferenciable,

b− a

2

∣∣∣∣
∫ 1

0

(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt

∣∣∣∣ ≤
b− a

2

∫ 1

0

|(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)| dt.

Luego dado que | f ′ | es una función convexa, se tiene que

b− a

2

∫ 1

0
(1− 2t)

[
t|f ′(a)|+ (1− t)|f ′(b)|] dt =

b− a

2

[
|f ′(a)|

∫ 1

0
|1− 2t|tdt + |f ′(b)|

∫ 1

0
|1− 2t|(1− t)dt

]
.

Ahora, calculando las integrales involucradas en la expresión anterior
∫ 1

0
|1− 2t|tdt =

∫ 1

0
|t− 2t2|dt

=
∫ 1

2

0
(t− 2t2)dt−

∫ 1

1
2

(t− 2t2)dt

=
t2

2
− 2t3

3
|
1
2
0 −

(
t2

2
− 2t3

3
|11
2

)

=
1
8
− 1

12
−

(
1
2
− 2

3
− 1

8
+

1
12

)
=

1
4
.

∫ 1

0
|1− 2t|(1− t)dt =

∫ 1

0
|1− 2t|dt−

∫ 1

0
|1− 2t|tdt

=
∫ 1

2

0
(t− 2t)dt−

∫ 1

1
2

(t− 2t)dt− 1
4

= t− t2|
1
2
0 −

(
t− t2|11

2

)
− 1

4

=
1
2
− 1

4
−

(
1− 1− 1

2
+

1
4

)
− 1

4
=

1
4
.
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En consecuencia,
∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
−

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(b− a)(| f ′(a) | + | f ′(b) |)

8
.

¤

En el año 2007 en [14] Kirmaci, Bakula, Özdemir y Pecaric demostraron el siguiente

teorema para desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyos módulos de

las derivadas son cóncavas.

Teorema 2.2 Sea f : I → R, I ∈ R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈ L[a, b],

donde a, b ∈ I, a < b. Si | f ′ |q es cóncava en [a, b] para algún q > 1, entonces:

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(

b− a

4

)(
q − 1
2q − 1

) q−1
q

(∣∣∣∣f ′
(

a + 3b

4

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f ′

(
3a + b

4

)∣∣∣∣
)

.

(2.2)

Demostración:

Considerando la ecuación (1.16), dado que a < b entonces b−a > 0 por hipótesis, entonces:
∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
b− a

2

∫ 1

0
(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt

∣∣∣∣ .

Como f es una función diferenciable, entonces

=
b− a

2

∣∣∣∣
∫ 1

0
(1− 2t)f ′(ta + (1− t)b)dt

∣∣∣∣

≤ b− a

2

∫ 1

0
|1− 2t| f ′ |ta + (1− t)b| dt

=
b− a

2

[∫ 1
2

0
(1− 2t)

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣ dt +

∫ 1

1
2

(1− 2t)
∣∣f ′(ta + (1− t)b)

∣∣ dt

]
.

Ahora, calculando las integrales involucradas en la expresión anterior
∫ 1

2

0
(1− 2t)

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣ dt

∫ 1

1
2

(1− 2t)
∣∣f ′(ta + (1− t)b)

∣∣ dt.
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Por otra parte, usando la desigualdad integral de Hölder (1.13) con q > 1 y p = q
q−1

∫ 1
2

0
(1− 2t)

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣ dt ≤

(∫ 1
2

0
(1− 2t)

q
q−1 dt

) q−1
q

(∫ 1
2

0

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣q dt

) 1
q

∫ 1

1
2

(1− 2t)
∣∣f ′(ta + (1− t)b)

∣∣ dt ≤
(∫ 1

1
2

(1− 2t)
q

q−1 dt

) q−1
q

(∫ 1

1
2

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣q dt

) 1
q

.

Luego como |f ′|q es una función cóncava en [a, b], podemos utilizar la desigualdad de Jensen

(1.12) y en efecto se tiene

∫ 1
2

0

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣q dt =

1
t0

∫ 1
2

0
t0

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣q dt

≤ 1
t0

(∫ 1
2

0
t0dt

)∣∣∣∣∣∣
f ′


 1

∫ 1
2

0 t0dt

∫ 1
2

0
t0(ta + (1− t)b)dt




∣∣∣∣∣∣

q

=
1
2

∣∣∣∣∣f
′
(

2
∫ 1

2

0
(ta + (1− t)b)dt

)∣∣∣∣∣
q

=
1
2

∣∣∣∣f ′
(

a + 3b

4

)∣∣∣∣
q

.

Análogamente, para la integral
∫ 1

1
2

∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣q dt =

1
t0

∫ 1

1
2

t0
∣∣f ′(ta + (1− t)b)

∣∣q dt

≤ 1
t0

(∫ 1

1
2

t0dt

)∣∣∣∣∣∣
f ′


 1∫ 1

1
2

t0dt

∫ 1

1
2

t0(ta + (1− t)b)dt




∣∣∣∣∣∣

q

=
1
2

∣∣∣∣∣f
′
(

2
∫ 1

1
2

(ta + (1− t)b)dt

)∣∣∣∣∣
q

=
1
2

∣∣∣∣f ′
(

3a + b

4

)∣∣∣∣
q

.
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Aśı, en consecuencia,

b− a

2

[(∫ 1
2

0
(1− 2t)

q
q−1 dt

) q−1
q

(∫ 1
2

0

∣∣∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣∣∣
q

dt

)

+
(∫ 1

1
2

(1− 2t)
q

q−1 dt

) q−1
q

(∫ 1

1
2

∣∣∣∣f ′(ta + (1− t)b)
∣∣∣∣
q

dt

)]

≤
[(

q − 1
2(2q − 1)

) q−1
q 1

2

∣∣∣∣f ′
(

a + 3b

4

)∣∣∣∣
q

+
(

q − 1
2(2q − 1)

) q−1
q 1

2

∣∣∣∣f ′
(

3a + b

4

)∣∣∣∣
q
]

=
b− a

4

(
q − 1

2(2q − 1)

) q−1
q

[∣∣∣∣f ′
(

a + 3b

4

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f ′

(
3a + b

4

)∣∣∣∣
]

.

Entonces
∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(

b− a

4

)(
q − 1
2q − 1

) q−1
q

(∣∣∣∣f ′
(

a + 3b

4

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f ′

(
3a + b

4

)∣∣∣∣
)

.

¤

En el año 2008 en [15], Kirmaci obtiene el siguiente teorema y corolario relacionado con

desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyos módulos de las derivadas

son cóncavas.

Teorema 2.3 Sea f : Io ⊆ R → R una función diferenciable en Io; a, b ∈ Io con a < b y

con p > 1. Si la función | f ′ |p es cóncava en [a, b], entonces se tiene:

∣∣∣∣f(ca + (1− c)b)(B − A) + f(a)(1−B) + f(b)A− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣

≤ (b− a)

[
K

∣∣∣∣f ′
(

aT + b(K − T )

K

)∣∣∣∣ + M

∣∣∣∣f ′
(

aN + b(M −N)

M

)∣∣∣∣
]

. (2.3)

donde K = A2+(C−A)2

2
, T = A3+C3

3
− AC2

2
, M = (B−C)2+(1−B)2

2
, N = B3+C3+1

3
− (1+C)2B

2
.

Demostración:

Sea S una función definada de la forma

S(t) =

{
t− A si t ∈ [0, c],

t−B si t ∈ (c, 1].
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Si integramos por partes utilizando el cambio de variable x = ta + (1− t)b, tenemos

∫ 1

0

S(t)′(ta + (1− t)b)dt =

∫ c

0

(t− A)′(ta + (1− t)b)dt +

∫ 1

c

(t−B)′(ta + (1− t)b)dt.

Luego utilizando la desigualdad (2.3)

∣∣∣∣
1

b− a
f(ca + (1− c)b)(B − A) + f(a)(1−B) + f(b)A− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣

=

∫ c

0

|t− A||f ′ta + (1− t)b|dt +

∫ 1

c

|t−B||f ′ta + (1− t)b|dt.

Luego usando la concavidad de |f ′|p y la desigualdad integral de Jensen (1.12) se

tiene la siguiente desigualdad

∫ c

0

|t− A||f ′ta + (1− t)b|dt ≤
(∫ c

0

|t− A|dt

) ∣∣∣∣f ′
(∫ c

0
|t− A||f ′ta + (1− t)b|dt∫ c

0
|t− A|dt

)∣∣∣∣ .

Análogamente calculando la otra integral involucrada se tiene

∫ c

0

|t−B||f ′ta + (1− t)b|dt ≤
(∫ c

0

|t−B|dt

) ∣∣∣∣f ′
(∫ c

0
|t−B||f ′ta + (1− t)b|dt∫ c

0
|t−B|dt

)∣∣∣∣ .

Ahora calculando las integrales involucradas obtenemos

K =

∫ c

0

|t− A|dt =

∫ A

0

(t− A)dt +

∫ c

A

(t− A)dt =
A2 + (c− A)2

2

T =

∫ c

0

|t− A|dt =

∫ A

0

(t− A)dt +

∫ c

A

(t− A)dt =
A3 + c3

3
− Ac2

2

M =

∫ c

0

|t−B|dt =

∫ B

0

(t−B)dt +

∫ c

B

(t−B)dt =
(B − c)2 + (1−B)2

2

N =

∫ c

0

|t−B|dt =

∫ A

0

(t−B)dt +

∫ c

B

(t−B)dt =
B3 + c3 + 1

3
− (1− c2)

B

2
.

Además, podemos calcular

K − T =

∫ c

0

|t− A|(1− t)dt =

∫ A

0

(t− A)(1− t)dt +

∫ c

A

(t− A)(1− t)dt

M −N =

∫ c

0

|t−B|(1− t)dt =

∫ B

0

(t−B)(1− t)dt +

∫ c

B

(t−B)(1− t)dt.
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Aśı tenemos∫ c

0

|t− A||f ′ta + (1− t)b|dt ≤
(∫ c

0

|t− A|dt

) ∣∣∣∣f ′
(∫ c

0
|t− A||f ′ta + (1− t)b|dt∫ c

0
|t− A|dt

)∣∣∣∣

= K

∣∣∣∣f ′
(

aT + b(K − T )

K

)∣∣∣∣ .

Análogamente calculando la otra integral involucrada se tiene
∫ c

0

|t−B||f ′ta + (1− t)b|dt ≤
(∫ c

0

|t−B|dt

) ∣∣∣∣f ′
(∫ c

0
|t−B||f ′ta + (1− t)b|dt∫ c

0
|t−B|dt

)∣∣∣∣

= M

∣∣∣∣f ′
(

aN + b(M −N)

M

)∣∣∣∣ .

Aśı esta completa la demostración ¤

Corolario 2.4 Sea f : Io ⊆ R → R una función diferenciable en Io; a, b ∈ Io con a < b

y con p > 1. Si la función | f ′ |p es concava en [a, b] utilizando el Teorema 2.3 para los

siguientes valores A = B = C = 1
2
, se tiene que:

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(b− a)

8

[∣∣∣∣f ′
(

5a + b

6

)
+ f ′

(
a + 5b

6

)∣∣∣∣
]

. (2.4)

Demostración:

Por el Teorema 2.3 se tiene∣∣∣∣f(ca + (1− c)b)

(
1

2
− 1

2

)
+ f(a)

(
1− 1

2

)
+ f(b)

(
1

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣

≤ (b− a)

[
K

∣∣∣∣f ′
(

aT + b(K − T )

K

)∣∣∣∣ + M

∣∣∣∣f ′
(

aN + b(M −N)

M

)∣∣∣∣
]

luego sustiyendo los siguientes valores A = B = C = 1
2
, tenemos que:

∣∣∣∣f(ca + (1− c)b)

(
1

2
− 1

2

)
+ f(a)

(
1− 1

2

)
+ f(b)

(
1

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣

≤ (b− a)

[(
1

8

) ∣∣∣∣f ′
(

a( 1
48

) + b(1
8
− 1

48
)

1
8

)∣∣∣∣ +

(
1

8

) ∣∣∣∣f ′
(

a(−7
8

) + b(1
8
− 7

48
)

1
8

)∣∣∣∣
]

≤ (b− a)

8

[∣∣∣∣f ′
(

( a
48

) + b( 5
48

)
1
8

)∣∣∣∣ +

∣∣∣∣f ′
(

a( 5
48

) + b( 1
48

)
1
8

)∣∣∣∣
]

≤ (b− a)

8

[∣∣∣∣f ′
(

a + 5b

6

)∣∣∣∣ +

∣∣∣∣f ′
(

5a + b

6

)∣∣∣∣
]

.
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Aśı, se tiene que

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(b− a)

8

[∣∣∣∣f ′
(

5a + b

6

)
+ f ′

(
a + 5b

6

)∣∣∣∣
]

.

¤

Los últimos resultados obtenidos son generalizaciones sobre la desigualdad de Hermite-

Hadamard, para obtener dichos resultados y las generalizaciones debemos ver [1], [23] y [24].

Y las referencias dadas en ellos mismos.

2.1. Nuevas Desigualdades de Tipo Hermite-Hadamard

En esta sección con el fin de demostrar nuestros principales teoremas, debemos primero

probar el siguiente lema cuyo resultado es importante y necesario para la concepción de este

trabajo especial de grado.

Lema 2.5 Ver [13]

Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io, donde a, b ∈ I con a < b. Si

f ′ ∈ L[a, b] entonces se cumple la siguiente igualdad:

(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du =

(x− a)2

b− a

∫ 1

0

(t− 1)f ′(tx + (1− t)a)dt +
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)f ′(tx + (1− t)b)dt.

Demostración:

Observese que

J =
(x− a)2

b− a

∫ 1

0

(t− 1)f ′(tx + (1− t)a)dt +
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)f ′(tx + (1− t)b)dt.
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Integrando por partes se obtiene que

J =
(x− a)2

b− a

[
(t− 1)f(tx + (1− t)a)

x− a

∣∣∣
1

0
−

∫ 1

0

f(tx + (1− t)a)

x− a
dt

]

+
(b− x)2

b− a

[
(t− 1)f(tx + (1− t)b)

x− b

∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

f(tx + (1− t)b)

x− b
dt

]

=
(x− a)2

b− a

[
f(a)

x− a
− 1

(x− a)2

∫ x

a

f(u)du

]
+

(b− x)2

b− a

[
− f(b)

x− b
− 1

(x− b)2

∫ x

b

f(u)du

]

=
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du.

¤

Luego usando el Lema 2.5 obtenemos el siguiente teorema del cual obtendremos algunos

resultados importantes para continuar con la construcción de este trabajo.

Teorema 2.6 Ver [13]

Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I

con a < b. Si |f ′| es convexa en [a, b] entonces se tiene la siguiente desigualdad:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤ (x− a)2

b− a

[ |f ′(x)|+ 2|f ′(a)|
6

]

+
(b− x)2

b− a

[ |f ′(x)|+ 2|f ′(b)|
6

]

para cada x ∈ [a, b].

Demostración:

Usando el Lema 2.5 y el módulo se obtiene que:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)a)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)b)|dt.
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Dado que |f ′| es convexo, entonces:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0
(1− t)[t|f ′(x) + (1− t)|f ′(a)|)]dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0
(1− t)[t|f ′(x) + (1− t)|f ′(b)|)]dt

=
(x− a)2

b− a

[ |f ′(x)|+ 2|f ′(a)|
6

]

+
(b− x)2

b− a

[ |f ′(x)|+ 2|f ′(b)|
6

]
.

aśı está completa la demostración. ¤

Usando el Teorema 2.6 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.7 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈
L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′| es convexa en [a, b] entonces se tiene la siguiente

desigualdad:

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
b− a

12

(
|f ′(a)|+

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣ + |f ′(b)|
)

. (2.5)

Demostración:

Usando el Teorema 2.6
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ (x− a)2

b− a

[ |f ′(x)|+ 2|f ′(a)|
6

]
+

(b− x)2

b− a

[ |f ′(x)|+ 2|f ′(b)|
6

]

para cada x ∈ [a, b].

Si consideramos x = a+b
2

se tiene que:

∣∣∣∣∣
(b− (a+b

2
))f(b) + ((a+b

2
)− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣∣

≤ ((a+b
2

)− a)2

b− a

[
|f ′((a+b

2
))|+ 2|f ′(a)|

6

]
+

(b− (a+b
2

))2

b− a

[
|f ′((a+b

2
))|+ 2|f ′(b)|

6

]
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reescribiendo la expresión

∣∣∣∣
(

b− a

2

)
f(a) + f(b)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
b− a

4

[
2|f ′(a)|+ 2|f ′((a+b

2
))|+ 2|f ′(b)|

6

]

luego simplificando se tiene:
∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
b− a

12

(
|f ′(a)|+

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣ + |f ′(b)|
)

.

¤

Observación 2.8 Ver [13] En el Corolario 2.7, usando la convexidad de |f ′| tenemos

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤ b− a

12

(
|f ′(a)|+

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣ + |f ′(b)|
)

≤ b− a

12

[
f(a) +

f(a) + f(b)

2
+ f(b)

]

=

(
b− a

12

)
3

2
(f(a) + f(b)) .

En consecuencia simplificando se obtiene la desigualdad del Teorema 2.1

∣∣∣f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du
∣∣∣ ≤ b− a

8
(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

¤

Luego usando el Lema 2.5 también obtenemos el siguiente teorema del cual obtendremos

algunos resultados importantes para la construcción de este trabajo.

Teorema 2.9 Ver [13]

Sea f : I ⊆ R→ R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con

a < b. Si |f ′| p
p−1 es convexa en [a, b] y para algún fijo q > 1, entonces se obtiene la siguiente

desigualdad:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

[
(x− a)2[|f ′(a)|q + |f ′(x)|q] 1

q + (b− x)2[|f ′(x)|q + |f ′(b)|q] 1
q

b− a

]
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para cada x ∈ [a, b] y con q = p
p−1

.

Demostración:

Usando la desigualdad conocida como Hölder integral 1.13 y el Lema 2.5, tenemos

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)a)|dt +
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)b)|dt

≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

(1− t)pdt

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′(tx + (1− t)a)|qdt

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

(1− t)pdt

) 1
p
(∫ 1

0

|f ′(tx + (1− t)b)|qdt

) 1
q

.

Como |f ′| p
p−1 es convexa, por la desigualdad de Hermite-Hadamard, tenemos

∫ 1

0

|f ′(tx + (1− t)a)|qdt ≤ |f ′(a)|q + |f ′(x)|q
2

y

∫ 1

0

|f ′(tx + (1− t)b)|qdt ≤ |f ′(b)|q + |f ′(x)|q
2

.

Aśı tenemos
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

[
(x− a)2[|f ′(a)|q + |f ′(x)|q] 1

q + (b− x)2[|f ′(x)|q + |f ′(b)|q] 1
q

b− a

]

aśı está completa la demostración. ¤

Usando el Teorema 2.9 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.10 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′| p
p−1 es convexa en [a, b] y para algún fijo q > 1,
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si consideramos x = a+b
2

obtenemos la siguiente desigualdad

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ b− a

4

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

[(
|f ′(a)|q +

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣
q) 1

q

+

(
|f ′(b)|q +

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣
q) 1

q

]

≤ b− a

2

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

Demostración:

Por el Teorema 2.9 tenemos
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

[
(x− a)2[|f ′(a)|q + |f ′(x)|q] 1

q + (b− x)2[|f ′(x)|q + |f ′(b)|q] 1
q

b− a

]
.

Si consideramos x = a+b
2

obtenemos
∣∣∣∣∣
(b− a+b

2
)f(b) + (a+b

2
− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣∣

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

[
(a+b

2
− a)2[|f ′(a)|q + |f ′(a+b

2
)|q] 1

q + (b− a+b
2

)2[|f ′(a+b
2

)|q + |f ′(b)|q] 1
q

b− a

]
.

Rescribiendo y simplificando la expresión
∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

[(
b− a

4

)(
|f ′(a)|q + |f ′(a + b

2
)|q

) 1
q

+

(
|f ′(a + b

2
)|q + |f ′(b)|q

) 1
q

]
.

La segunda desigualdad se obtiene utilizando:
n∑

k=1

(ak + bk)
s ≤

n∑

k=1

(ak)
s +

n∑

k=1

(bk)
s para (0 ≤ s < 1), a1, a2, a3, ..., an ≥ 0;

b1, b2, b3, ..., bn ≥ 0, con 0 ≤ p−1
p

< 1, para p > 1.
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Aśı tenemos

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q
(

b− a

4

)[
|f ′(a)|+ |f ′(a)|+ |f ′(b)|

2
+
|f ′(a)|+ |f ′(b)|

2
+ |f ′(b)|

]

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q
(

b− a

2

)
[|f ′(a)|+ |f ′(b)|] .

¤

Luego usando el Teorema 2.9 y el Lema 2.5 obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 2.11 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈
L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es concava en [a, b], para algún fijo q > 1, entonces

la siguiente desigualdad:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q

[
(x− a)2

∣∣f ′ (a+x
2

) |+ (b− x)2|f ′ ( b+a
2

)∣∣
b− a

]

para cada x ∈ [a, b].

Demostración:

Por el Teorema 2.9, usando el Lema 2.5 y la Desigualdad integral de Hölder 1.13,

para q > 1 y q
q−1 , tenemos

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣

≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0
(1− t)|f ′(tx + (1− t)a)|dt

+
(b− x)2

b− a

∫ 1

0
(1− t)|f ′(tx + (1− t)b)|dt

≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0
(1− t)pdt

) 1
p

(∫ 1

0
|f ′(tx + (1− t)a)|qdt

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0
(1− t)pdt

) 1
p

(∫ 1

0
|f ′(tx + (1− t)b)|qdt

) 1
q

.

Puesto que |f ′|q es cóncava en [a,b], utilizando la Desigualdad de Jensen integral 1.12 se
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tiene:
∫ 1

0
|f ′(tx + (1− t)b)|qdt =

∫ 1

0
|f ′(tx + (1− t)a)|qdt

≤
∣∣∣∣f ′

(∫ 1

0
(tx + (1− t)a)dt

)∣∣∣∣
q

=
∣∣∣∣f ′

(
a + x

2

)∣∣∣∣
q

rescribiendo obtenemos la desigualdad
∫ 1

0
|f ′(tx + (1− t)b)|qdt =

∣∣∣∣f ′
(

a + x

2

)∣∣∣∣
q

(2.6)

Aśı análogamente se obtiene que:
∫ 1

0
|f ′(tx + (1− t)b)|qdt ≤

∣∣∣∣f ′
(

b + x

2

)∣∣∣∣
q

. (2.7)

De la combinación de las desigualdades 2.6 y 2.7 obtenidas anteriormente, tenemos que:
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣

≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q

[
(x− a)2

∣∣f ′ (a+x
2

) |+ (b− x)2|f ′ ( b+a
2

)∣∣
b− a

]

aśı está completa la demostración. ¤

En este mismo orden usando el Teorema 2.11 obtendremos la siguiente observación.

Observación 2.12 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es concava en [a, b], para algún fijo q > 1,

entonces si elegimos x = a+b
2

se tiene

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q

(
b− a

4

)(∣∣∣∣f ′
(

3a + b

4

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f ′

(
a + 3b

4

)∣∣∣∣
)

que es la desigualdad 2.2.

Demostración:
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Por el Teorema 2.11 tenemos
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣

≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q

[
(x− a)2

∣∣f ′ (a+x
2

) |+ (b− x)2|f ′ ( b+a
2

)∣∣
b− a

]
.

Si consideramos x = a+b
2 tenemos

∣∣∣∣∣
(b− a+b

2 )f(b) + (a+b
2 − a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣∣

≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q




(a+b
2 − a)2

∣∣∣∣f ′
(

a+a+b
2

2

)
|+ (b− a+b

2 )2|f ′ ( b+a
2

)∣∣∣∣
b− a


 .

Rescribiendo y simplificanco la expresión

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a
f(u)du

∣∣∣∣ ≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q




(
(a+b)2

4

) ∣∣f ′ (3a+b
4

)∣∣ +
∣∣f ′ (a+3b

4

)∣∣
b− a




≤
[

q − 1
2q − 1

] q−1
q

(
b− a

4

)[∣∣∣∣f ′
(

3a + b

4

)∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f ′

(
a + 3b

4

)∣∣∣∣
]

.

¤

Luego usando el Lema 2.5 obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.13 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈
L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es convexa en [a, b], y para algun q ≥ 1, entonces

se tiene la siguiente desigualdad:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ 1

2

(
1

3

) 1
q

[
(x− a)2[|f ′(x)|q + 2|f ′(a)|q] 1

q + (b− x)2[|f ′(x)|q + 2|f ′(b)|q] 1
q

b− a

]

para cada x ∈ [a, b].

Demostración:
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Supongamos que q ≥ 1, del Lema 2.5 y usando la conocida desigualdad de la potencia

media (1.25), tenemos
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)a)|dt +
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)b)|dt

≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

(1− t)
q

q−1 dt

) q−1
q

(∫ 1

0

|f ′(tx + (1− t)a)|qdt

) 1
q

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

(1− t)
q

q−1 dt

) q−1
q

(∫ 1

0

|f ′(tx + (1− t)b)|qdt

) 1
q

.

Como |f ′|q es convexa, tenemos que

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)a)|qdt ≤
∫ 1

0

(1− t)[t|f ′(x)|q + (1− t)|f ′(a))|qdt

=
|f ′(x)|q + 2|f ′(a))|q

6
.

Aśı análogamente obtenemos que:
∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)b)|qdt ≤ |f ′(x)|q + 2|f ′(b))|q
6

.

La combinación de todas las desigualdades obtenidas anteriormente en esta demostración

tenemos el resultado deseado

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ 1

2

(
1

3

) 1
q

[
(x− a)2[|f ′(x)|q + 2|f ′(a)|q] 1

q + (b− x)2[|f ′(x)|q + 2|f ′(b)|q] 1
q

b− a

]

para cada x ∈ [a, b].

Aśı está completa la demostración ¤

El siguiente Corolario se obtiene del Teorema 2.13.
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Corolario 2.14 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es convexa en [a, b], y para algun q ≥ 1, si

consideramos x = a+b
2

, y luego usamos la convexidad de |f ′| se tiene:

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤
(

b− a

8

)(
1

3

) 1
q

[(
2|f ′(a)|q +

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣
q) 1

q

+

(
2|f ′(b)|q +

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣
q) 1

q

]

≤
(31− 1

q

8

)
(b− a)(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

Demostración:

En virtud del Teorema 2.13 se tiene
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ 1

2

(
1

3

) 1
q

[
(x− a)2[|f ′(x)|q + 2|f ′(a)|q] 1

q + (b− x)2[|f ′(x)|q + 2|f ′(b)|q] 1
q

b− a

]
.

Si consideramos x = a+b
2

, y luego usamos la convexidad de |f ′| tenemos

∣∣∣∣∣
(b− a+b

2
)f(b) + (a+b

2
− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣∣

≤ 1

2

(
1

3

) 1
q

[
(a+b

2
− a)2[|f ′(a+b

2
)|q + 2|f ′(a)|q] 1

q + (b− a+b
2

)2[|f ′(a+b
2

)|q + 2|f ′(b)|q] 1
q

b− a

]
.

Reescribiendo y simplificanco la expresión

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤
(

(3)
−1
q

2

)(
b− a

4

) [(
2|f ′(a)|q +

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣
q) 1

q

+

(
2|f ′(b)|q +

∣∣∣∣f ′
(

a + b

2

)∣∣∣∣
q) 1

q

]
.
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Luego usando la convexidad de |f ′| se tiene

≤
(

(3)
−1
q

8

)
(b− a)

[
2|f ′(a)|+ |f ′(a)|+ |f ′(b)|

2
+
|f ′(a)|+ |f ′(b)|

2
+ |f ′(b)|

]

≤
(31− 1

q

8

)
(b− a)(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

¤

A continuación siguiendo el mismo orden de ideas enunciaremos y demostraremos el

siguiente teorema usando la Desigualdad de Potencia Media (1.25), este resultado nos

permitira presentar también la siguiente Observación 2.16.

Teorema 2.15 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que f ′ ∈
L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es concava en [a, b], y para algun q ≥ 1, entonces

se tiene la siguiente desigualdad:

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
1

2

[
(x− a)2|f ′ (x+2a

3

) |+ (x− b)2|f ′ (x+2b
3

) |
b− a

]
.

Demostración:

En primer lugar, observese que por la concavidad de |f ′|q y la desigualdad de la

potencia media (1.25), tenemos

|f ′(tx + (1− t)a)|q ≥ t|f ′(x)|q + (1− t)|f ′(a)|q.

Por lo tanto,

|f ′(tx + (1− t)a)| ≥ t|f ′(x)|+ (1− t)|f ′(a)|.

Aśı que |f ′| es también cóncava.

Por consiguiente, utilizando el Lema 2.5 y la Desigualdad de Jensen integral 1.12, se
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tiene
∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣

≤ (x− a)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)a)|dt +
(b− x)2

b− a

∫ 1

0

(1− t)|f ′(tx + (1− t)b)|dt

≤ (x− a)2

b− a

(∫ 1

0

(1− t)dt

) ∣∣∣∣∣f
′
(∫ 1

0
(1− t)(tx + (1− t)a)dt∫ 1

0
(1− t)dt

)∣∣∣∣∣

+
(b− x)2

b− a

(∫ 1

0

(1− t)dt

) ∣∣∣∣∣f
′
(∫ 1

0
(1− t)(tx + (1− t)b)dt∫ 1

0
(1− t)dt

)∣∣∣∣∣

≤ 1

2

[
(x− a)2|f ′ (x+2a

3

) |+ (x− b)2|f ′ (x+2b
3

) |
b− a

]
.

¤

Observación 2.16 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es concava en [a, b], y para algun q ≥ 1, si

consideramos x = a+b
2

se tiene:

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(b− a)

8

[∣∣∣∣f ′
(

5a + b

6

)
+ f ′

(
a + 5b

6

)∣∣∣∣
]

que es la desigualdad (2.4).

Demostración:

Usando el Teorema 2.15 tenemos

∣∣∣∣
(b− x)f(b) + (x− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
1

2

[
(x− a)2|f ′ (x+2a

3

) |+ (x− b)2|f ′ (x+2b
3

) |
b− a

]
.

Si consideramos x = a+b
2

se tiene

∣∣∣∣∣
(b− a+b

2
)f(b) + (a+b

2
− a)f(a)

b− a
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣∣

≤ 1

2


(a+b

2
− a)2|f ′

(
a+b
2

+2a

3

)
|+ (a+b

2
− b)2|f ′

(
a+b
2

+2b

3

)
|

b− a


 .
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Rescribiendo y simplificanco la expresión

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤ 1

2

(
(b− a)

4

)[∣∣∣∣f ′
(

5a + b

6

)
+ f ′

(
a + 5b

6

)∣∣∣∣
]

≤
(

(b− a)

8

)[∣∣∣∣f ′
(

5a + b

6

)
+ f ′

(
a + 5b

6

)∣∣∣∣
]

.

¤



CAPÍTULO 3
APLICACIONES PARA MEDIAS ESPECIALES

En este caṕıtulo se presentarán algunas aplicaciones para medias especiales; recuerdese

que los siguientes medias podŕıan considerarse extensiones de la media aritmética, media

logaŕıtmicas y media logaŕıtmica generalizada para los números reales positivos [18].

(1) La media aritmética:

A = A(a, b) = a+b
2

; a, b ∈ R.

(2) La media logaŕıtmica:

Ln(a, b) =

{
a, a = b,

L(a, b) = b−a
ln|b|−ln|a| ; |a| 6= |b|, a.b 6= 0 con a, b ∈ R

(3)Lamedialogaritmicageneralizada :

Ln(a, b) =





a, a = b,[
bn+1−an+1

(b−a)(n+1)

] 1
n
; a 6= b, p 6= −1, p 6= 0,(

b−a
logb−loga

)
; a 6= b, p = −1,

1
exp

(
bb

aa

) 1
(b−a)

; a 6= b, p = 0.
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Ahora, utilizando las nociones del caṕıtulo anterior, por medio de proposiciones les pre-

sentamos algunas aplicaciones para medias especiales de números reales.

Proposición 3.1 Ver [13] Sean a, b ∈ R a < b, 0 ∈ R y n ∈ Z, |n| ≥ 2 entonces para todo

p > 1

|A(an, bn)− Ln
n(a, b)| ≤ |n|(b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

A(|a|n−1, |b|n−1).

Demostración:

La siguiente afirmación se desprende del Corolario 2.10 para f(x) = xn, x ∈ R,(
Ln

n = 1
b−a

∫ b

a
xndx

)
, n ∈ Z, |n| ≥ 2.

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
b− a

2

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

Si consideramos f(x) = xn, x ∈ R, n ∈ Z, |n| ≥ 2 se tiene

∣∣∣∣
(an) + (bn)

2
− 1

b− a

∫ b

a

xndx

∣∣∣∣ ≤
b− a

2

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

(|(an)′|+ |(bn)′|).

Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

∣∣∣∣A(an, bn)− bn+1 − an+1

(b− a)(n + 1)

∣∣∣∣ ≤ (b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

|n|
( |a|n−1 + |b|n−1

2

)
.

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

|A(an, bn)− Ln
n(a, b)| ≤ |n|(b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

A(|a|n−1 + |b|n−1).

¤

Proposición 3.2 Ver [13] Sean a, b ∈ R a < b, 0 ∈ R y n ∈ Z, |n| ≥ 2 entonces para todo

p > 1

|A(an, bn)− Ln
n(a, b)| ≤ |n|(b− a)

31− 1
q

4
A(|a|n−1, |b|n−1).
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Demostración:

La siguiente afirmación se desprende del Corolario 2.14 para f(x) = xn, x ∈ R,

n ∈ Z, |n| ≥ 2.

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(31− 1

q

8

)
(b− a)(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

Si consideramos f(x) = xn, x ∈ R, n ∈ Z, |n| ≥ 2 se tiene

∣∣∣∣
an + bn

2
− 1

b− a

∫ b

a

(xn)dx

∣∣∣∣ ≤
(31− 1

q

8

)
(b− a)(|(an)′|+ |(bn)′|).

Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

∣∣∣∣A(an, bn)− bn+1 − an+1

(b− a)(n + 1)

∣∣∣∣ ≤
(31− 1

q

4

)
(b− a)|n|

( |a|n−1 + |b|n−1

2

)
.

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

|A(an, bn)− Ln
n(a, b)| ≤ |n|(b− a)

(31− 1
q

4

)
A(|a|n−1 + |b|n−1).

¤

Proposición 3.3 Ver [13] Sean a, b ∈ R; a < b, 0 ∈ [a, b] entonces para todo q ≥ 1

|A(a−1, b−1)− L−1(a, b)| ≤ (b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

A(|a|−2, |b|−2).

Demostración:

La afirmación se desprende de Corolario 2.10 para f(x) = 1
x
.

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
b− a

2

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).
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Si consideramos f(x) = 1
x

se tiene

∣∣∣∣
1
a

+ 1
b

2
− 1

b− a

∫ b

a

(
1

x

)
dx

∣∣∣∣ ≤
b− a

2

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q
(∣∣∣∣

(
1

a

)′∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
(

1

b

)′∣∣∣∣
)

.

Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

∣∣∣∣
a−1 + b−1

2
− 1

b− a

(
ln

∣∣∣∣
1

b

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣
1

a

∣∣∣∣
)∣∣∣∣ ≤ (b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q
(

(|a|−2, |b|−2)

2

)
.

Reescribiendo la expresión tenemos
∣∣∣∣∣
a−1 + b−1

2
−

(
(b− a)

(ln|b| − ln|a|)
)−1

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q
(

(|a|−2, |b|−2)

2

)
.

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

|A(a−1, b−1)− L−1(a, b)| ≤ (b− a)

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

A(|a|−2, |b|−2).

¤

Proposición 3.4 Ver [13] Sean a, b ∈ R; a < b, 0 ∈ [a, b] entonces para todo q ≥ 1

|A(a−1, b−1)− L−1(a, b)| ≤ (b− a)

(
31− 1

q

4

)
A(|a|−2, |b|−2)

Demostración:

La afirmación se desprende de Corolario 2.14 para f(x) = 1
x
.

∣∣∣∣
f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(u)du

∣∣∣∣ ≤
(31− 1

q

8

)
(b− a)(|f ′(a)|+ |f ′(b)|).

Si consideramos f(x) = 1
x

se tiene

∣∣∣∣
1
a

+ 1
b

2
− 1

b− a

∫ b

a

(
1

x

)
dx

∣∣∣∣ ≤
(31− 1

q

8

)
(b− a)

(∣∣∣∣
(

1

a

)′∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
(

1

b

)′∣∣∣∣
)

.
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Resolviendo la integral y las derivadas tenemos

∣∣∣∣
a−1 + b−1

2
− 1

b− a

(
ln

∣∣∣∣
1

b

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣
1

a

∣∣∣∣
)∣∣∣∣ ≤

(31− 1
q

4

)
(b− a)

(
(|a|−2, |b|−2)

2

)
.

Luego usando las aplicaciones para medias especiales obtenemos

|A(a−1, b−1)− L−1(a, b)| ≤ (b− a)
(31− 1

q

4

)
A(|a|−2, |b|−2).

¤

3.1. Estimaciones del Error de la Fórmula Trapezoidal

Por último les presentaremos algunas Estimaciones del Error de la Fórmula Trapezoidal

para el Calculo de Integrales, esto se realizará por medio de Teoremas, Definiciones y Proposi-

ciones.

Definición 3.5 Ver [13] La Fórmula Trapezoidal

Sea d una partición a = x0 < x1 < · · · < xn − 1 < xn = b del intervalo [a, b]

∫ b

a

f(x)dx = T (f, d) + E(f, d) (3.1)

donde

T (f, d) =
n−1∑
i=0

f(xi) + f(xi+1)

2
(xi+1 − xi). (3.2)

para está versión T (f, d) denota estimación trapezoidal y E(f, d) denota el error de aproxi-

mación asociado a la estimación trapezoidal.
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Proposición 3.6 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′| p
p−1 es convexa en [a,b] donde p > 1. Luego en

la Definición 3.5, por cada división d de la partición del intervalo [a, b], la estimación del

error trapezoidal satisface:

E(f, d) =

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

2
(|f ′(xi)|+ |f ′(xi+1|).

Demostración:

Al aplicar el Corolario 2.10 en el subintervalo [xi, xi+1] con (i = 0, 1, 2, ..., n− 1) una

partición se tiene

∣∣∣∣
f(xi) + f(xi+1)

2
− 1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(xi+1 − xi)

2

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

(|f ′(xi)|+ |f ′(xi+1|).

De ah́ı, usando la Definición 3.5 tenemos.

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx− T (f, d)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

[∫ xi+1

xi

f(x)dx− f(xi) + f(xi+1)

2
(xi+1 − xi)

]∣∣∣∣∣

≤
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ xi+1

xi

f(x)dx− f(xi) + f(xi+1)

2
(xi+1 − xi)

∣∣∣∣

≤
(

1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

2
(|f ′(xi)|+ |f ′(xi+1|).

Aśı, por lo tanto

E(f, d) =

(
1

p + 1

) 1
p
(

1

2

) 1
q

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

2
(|f ′(xi)|+ |f ′(xi+1|).

¤

Proposición 3.7 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es convexa en [a, b] donde q > 1. Luego, en la
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Definición 3.5, por cada división d de la partición del intervalo [a, b], la estimación del error

trapezoidal satisface

E(f, d) ≤
[

q − 1

2q − 1

] q−1
q

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

2

[∣∣∣∣f ′
(

3xi + xi+1

4

)
+ f ′

(
xi + 3xi+1

4

)∣∣∣∣
]

.

Demostración:

Si aplicamos la Observación 2.12 en el subintervalo [xi, xi+1] con (i = 0, 1, 2, ..., n−1)

una partición se tiene

∣∣∣∣
f(xi) + f(xi+1)

2
− 1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

f(x)dx

∣∣∣∣

≤
[

q − 1

2q − 1

] q−1
q

(
xi+1 − xi

4

)(∣∣∣∣f ′
(

3xi + xi+1

4

)∣∣∣∣ +

∣∣∣∣f ′
(

xi + 3xi+1

4

)∣∣∣∣
)

.

Luego usando la definición de la Fórmula Trapezoidal (3.2) y la Proposición 3.6

tenemos

∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx− T (f, d)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

[∫ xi+1

xi

f(x)dx− f(xi) + f(xi+1)

4
(xi+1 − xi)

]∣∣∣∣∣

≤
n−1∑
i=0

∣∣∣∣
∫ xi+1

xi

f(x)dx− f(xi) + f(xi+1)

4
(xi+1 − xi)

∣∣∣∣

≤
[

q − 1

2q − 1

] q−1
q

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

4

(∣∣∣∣f ′
(

3xi + xi+1

4

)∣∣∣∣ +

∣∣∣∣f ′
(

xi + 3xi+1

4

)∣∣∣∣
)

.

Aśı, por lo tanto

E(f, d) ≤
[

q − 1

2q − 1

] q−1
q

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

2

[∣∣∣∣f ′
(

3xi + xi+1

4

)
+ f ′

(
xi + 3xi+1

4

)∣∣∣∣
]

.

¤

Proposición 3.8 Ver [13] Sea f : I ⊆ R → R una función diferenciable en Io tal que

f ′ ∈ L[a, b], donde a, b ∈ I con a < b. Si |f ′|q es convexa en [a, b] donde q ≥ 1. Luego, en la
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Definición 3.5, por cada división d de la partción del intervalo [a, b], la estimación del error

trapezoidal satisface:

E(f, d) ≤ 1

8

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
2

[∣∣∣∣f ′
(

5xi + xi+1

6

)
+ f ′

(
xi + 5xi+1

6

)∣∣∣∣
]

. (3.3)

Demostración:

Si aplicamos la Observación 2.12 en el subintervalo [xi, xi+1] con (i = 0, 1, 2, ..., n−1)

una partición se tiene
∣∣∣∣
f(xi) + f(xi+1)

2
− 1

xi+1 − xi

∫ xi+1

xi

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
(xi+1 − xi)

8

[∣∣∣∣f ′
(

5xi + xi+1

6

)
+ f ′

(
xi + 5xi+1

6

)∣∣∣∣
]

.

Luego usando la definición de la Fórmula Trapezoidal (3.2) y la Proposición 3.6 tenemos

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx− T (f, d)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑

i=0

[∫ xi+1

xi

f(x)dx− f(xi) + f(xi+1)
8

(xi+1 − xi)
]∣∣∣∣∣

≤
n−1∑

i=0

∣∣∣∣
∫ xi+1

xi

f(x)dx− f(xi) + f(xi+1)
8

(xi+1 − xi)
∣∣∣∣

≤
n−1∑

i=0

(xi+1 − xi)2

8

[∣∣∣∣f ′
(

5xi + xi+1

6

)
+ f ′

(
xi + 5xi+1

6

)∣∣∣∣
]

.

Aśı, por lo tanto

E(f, d) ≤ 1
8

n−1∑

i=0

(xi+1 − xi)2
[∣∣∣∣f ′

(
5xi + xi+1

6

)
+ f ′

(
xi + 5xi+1

6

)∣∣∣∣
]

. (3.4)

¤



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo especial de grado se realizó un estudio sobre las nociones de funciones

convexas, basado en algunas propiedades de continuidad y diferenciabilidad, además de sus

resultados tales como la desigualdad de Hölder, la desigualdad de Jensen, la desigualdad de

Potencia Media y la desigualdad del tipo Hermite-Hadamard.

También se estudiaron algunos conceptos básicos para los espacios Lp, algunas nociones

para Medios Especiales, la estimación de la Fórmula Trapezoidal para el Cálculo de Inte-

grales y la estimación del Error de la Fórmula Trapezoidal en el Cálculo de Integrales.

Luego como punto neurálgico de este trabajo se estudiaron algunas de las nuevas de-

sigualdades del tipo Hermite-Hadamard para funciones cuyos módulos de las derivadas son

cóncavos o convexos, destacando algunas observaciones de dichas desigualdades evaluadas

en el punto medio, obteniendo aśı algunos resultados importantes.

Además utilizando dichos resultados se presentaron algunas aplicaciones para medias es-

peciales y funciones generalizadas. De igual manera utilizando algunos resultados obtenidos

en este trabajo se realizó el estudio de algunas importantes estimaciones del Error que se

comete al utilizar la Estimación de la Fórmula Trapezoidal para el Cálculo de Integrales esto

con el fin de comprender y mejorar dichas estimaciones.
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En el desarrollo de las investigaciones de este trabajo especial de grado han surgido diver-

sos problemas, posiblemente problemas abiertos; a continuación expondremos una selección

de aquellos que resultan más relevantes en el contexto de la tesis y que seguramente deter-

minarán de, manera importante la investigación futura que se derivará de este trabajo:

1.- Estudiar la posibilidad de conseguir estimaciones para las funciones:

i) Fuertemente concava ó convexa con módulo c.

ii) Concavas ó convexas de orden superior.

iii) Concavas ó convexas conjunto valuada.

iv) Fuertemente concava ó convexa conjunto valuada con módulo c.

2.- Estudiar la posibilidad de obtener desigualdades del tipo Hermite-Hadamard para

funciones cuyos módulos de las derivadas sean:

i) Fuertemente concava con módulo c..

ii) Concava de orden superior.

iii) Concava conjunto valuada.

iv) Fuertemente concava conjunto valuada con módulo c..

3.- Estudiar el comportamiento de las posibles estimaciones en los puntos 1 y 2, nombra-

dos anteriormente para obtener aplicaciones en las medias especiales vistos en el caṕıtulo 3

de está tesis.

Para finalizar cabe destacar que los resultados expuestos en este trabajo especial de

grado están en varios art́ıculos de investigación publicados entre los años 1893 − 2011 y se
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puede apreciar este trabajo como una contribución pragmática y pedagógica para la mejor

compresión de los temas estudiados.
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