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RESUMEN

En este trabajo se comparan los métodos permutacional y asintético para
pruebas de hipotesis aplicadas a tablas de contingencia de dimension 2x2 y AxC
no ordenadas, utilizando como medida de comparacion la diferencia entre el p-

valor exacto y asintotico.

A fin de ilustrar las condiciones bajo las cuales los p-valores asintéticos
asociados a las pruebas de hipotesis consideradas: prueba de Fisher, 3 y razén

de verosimilitud; convergen a sus contrapartes exactos obtenidos por pruebas de
permutacién, se analizaron ejemplos publicados en la literatura cientifica
internacional que usan el enfoque asintético, y por otra parte, se realizd un estudio
de tablas de contigencia simuladas, utilizando muestreo aleatorio multinomial, con
la finalidad de determinar el tamafio de muestra a partir del cual ambos p-valores

obtenidos son equivalentes.

Los resultados mostraron que las diferencias entre los p-valores asociados a
las pruebas de hipoétesis aplicadas variaron segun la dimension de la tabla de
contingencia, tamafio de muestra, y balanceo de los datos; y que el tamafio de
muestra a partir del cual ambas metodologias son equivalentes estuvo en la
mayoria de los casos por encima de & =1000, lo que permite recomendar el uso
de pruebas de permutacion para las tablas de contingencia 2x2 y AxC no

ordenadas en las pruebas de hipétesis consideradas.

Palabras claves. pruebas asintéticas, pruebas de permutacién, tablas de

contingencia no ordenadas, p-valor, muestreo aleatorio multinomial.
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ABSTRACT

In this work the methods permutational and asymptotic are compared for
hypothesis tests applied to 2x2 and /#x C dimension unordered contingency tables,
by using the difference between the exact p-value and asymptotic one as a

comparison measure.

In order to illustrate the conditions under which the asymptotic p-values

associated to the tests of considered hypothesis: Fisher test, y*, likelihood ratio;

converge to their counterpart exacts obtained by permutation tests, examples
published in the international scientific literature that use the asymptotic approach
were analyzed, and on the other hand, a simulation study of contingency tables
using multinomial random sampling was carried out, with the purpose of
determining the sample size starting from which both obtained p-values are

equivalent.

The results showed that the differences among the p-values associated to
the hypothesis test applied ranked according to the contingency table dimension,
sample size, and data balance; and the sample size starting from which both
methodologies are equivalent was in most of the cases superior to N/ =1000,
which allows to recommend the use of permutation tests for the 2x2 and RxC

dimension unordered contingency tables in the hypothesis test considered.

Key words: asymptotic methods, permutation tests, unordered

contingency tables, p-value, multinomial random sampling.
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1. INTRODUCCION

1.1. Planteamiento del problema

Las tablas de contingencia son ampliamente utilizadas en la investigacion de
un gran numero de disciplinas; las cuales incluyen entre otras, a las ciencias
médicas, econOmicas, sociales y bioldgicas; ya que constituyen una herramienta de
analisis muy importante puesto que permiten establecer relaciones entre las
variables causa y las variables respuesta, cualquiera que sea la situacion
considerada bajo estudio y resultan de mucha utilidad al investigador porque éstas
pueden utilizarse en conjunto de datos medidos en cualquier escala. Tal es el caso
cuando se desea determinar la relacion entre el habito de fumar (fumador, no
fumador) e infartos al miocardio (presencia de infarto, ausencia de infarto), se
mide la frecuencia directamente para todas las posibilidades dadas, agrupandose
éstas en una tabla de contingencia. Otra situacién ocurre cuando los datos se
toman en base a unas clases preestablecidas dependiendo si la variable respuesta
es cuantitativa; por ejemplo, se quiere determinar si el consumo de bebidas
alcohdlicas tiene relacion con infartos al miocardio, las frecuencias se agrupan de
acuerdo a intervalos o rangos preestablecidos que obedezcan a un orden en
particular, construyéndose asi de esta manera la tabla de contingencia respectiva.

Si bien es cierto que existen muchas pruebas disefiadas para tablas de

contingencia, también lo es que la mayoria de éstas tienen su fundamento en el



comportamiento asintético de los estadisticos utilizados para tales pruebas y cuya
distribucion tedrica se encuentra tabulada, en este sentido vale la pena mencionar
la conocida prueba de independencia basada en el estadistico de Pearson y su

correspondiente  distribucion  asintotica y* . Estos métodos ofrecen un

comportamiento adecuado en el caso de muestras muy grandes y balanceadas en
cuanto a totales de filas y columnas de la tabla de contingencia considerada, pero
gue no necesariamente el comportamiento es el mismo si la muestra es grande y
desbalanceada o si la muestra es pequefia, balanceada o no, o también si la tabla
de contingencia presenta frecuencias iguales a cero o uno en algunas de sus
celdas; es decir, que la muestra sea dispersa, (Agresti, 2002; Cytel Software, 2001
y 2003; Good, 2000). Ademas, muchos de los paquetes estadisticos que se utilizan
no arrojan el resultado del estadistico para una prueba dada en particular si no
estan presentes un nimero minimo para las frecuencias en las celdas o advierten
gue tal resultado es invalido.

Por otra parte, Agresti y Wackerly, (1977); y Baglivo, Oliver y Pagano,
(1988); indican que en el caso de muestras pequefias, cuando no se cumplen los
supuestos para la aplicacion del enfoque asintético, el investigador puede realizar
ajustes convenientes sobre los datos originales que lejos de obtener inferencias

estadisticas confiables lo conduce a obtener conclusiones erréneas.



Una solucion a estos problemas lo constituyen los métodos basados en
pruebas de permutacién aplicadas a datos categorizados, las cuales por lo general
utilizan el mismo estadistico que las correspondientes aproximaciones asintéticas,
pero que a diferencia de éstas, utilizan la distribucion de las permutaciones de los
datos, distribucién discreta y libre de pardmetros desconocidos, en vez de la
distribucion tedrica correspondiente, lo cual permite que la prueba realizada a
partir de éste enfoque presente niveles de significacion exactos.

Hace algunas décadas, la aplicacion de los métodos permutacionales estaba
limitada debido a la complejidad de los célculos computacionales requeridos en
contraposicion con el enfoque clasico en el que se utiliza una distribucion tedrica
conocida, de tal forma que la exigencia en cuanto a requerimientos
computacionales es minima; pero gracias al avance tecnolégico de las
computadoras, los métodos basados en pruebas de permutacion han comenzado a
aplicarse en el campo de la investigacion en diferentes disciplinas, (Good, 2000).
En este sentido, cada vez que sea imposible o dificil obtener muestras de gran
tamafio, dada las condiciones econémicas o la naturaleza de la poblacién, para
lograr resultados confiables y conclusiones validas mediante la aplicacion de
métodos asintéticos; la alternativa idonea es manejar muestras no necesariamente
grandes, balanceadas o no, dispersas o no, con el uso de los métodos exactos, a

pesar de los exigentes calculos computacionales que las mismas requieren.



En este trabajo se estudia el comportamiento de los métodos permutacional
y asintdtico, en pruebas condicionadas y no condicionadas para tablas de
contingencia de dimensiébn 2x2, y en pruebas condicionadas para tablas de
contingencias de dimensibn R xC no ordenadas, haciendo énfasis en la
comparacion de los p-valores permutacional y asintético a los efectos de establecer
discrepancias y similitudes para ambas metodologias bajo diferentes escenarios;
muestras grandes, balanceadas y desbalanceadas y, muestras pequenas,
balanceadas y desbalanceadas.
1.2. Justificacion de la investigacion

Como es sabido, muchas investigaciones toman en cuenta las relaciones
entre las variables de estudio mediante el uso de tablas de contingencia; por lo
que un analisis adecuado y conveniente de éstas aportaria informacién atil acerca
de tales variables. No obstante, la literatura indica que los métodos basados en el
enfoque clasico, tradicionalmente usados en la investigacion, son sélo
aproximaciones subyacentes de una distribucion tedérica conocida, Good, (2000);
sefala que si la muestra bajo estudio es pequefa y/o irregularmente distribuida,
tales aproximaciones son inexactas y en consecuencia ofrecen poca utilidad para
realizar inferencias estadisticas confiables y que, por el contrario, si se usan los

métodos basados en pruebas de permutacion se logran niveles de significacién



exactos independientemente del tamafio de la muestra y/o de la forma de la
distribucion.

Por otra parte, Bishop, Fienberg y Holland, (1975); citados por Good, (2000);
afirman que a medida que se incrementa el tamafio de la muestra, los métodos
exactos convergen a las distribuciones asintoticas conocidas, y en consecuencia
ambos enfoques son equivalentes para el caso de muestra grandes, por lo que la
aplicacion de uno u otro método dependeréa del investigador.

De manera que un estudio comparativo entre ambos enfoques permite
disponer de mayores elementos para una seleccion justa y conveniente acerca de
cual método utilizar dado un determinado y especifico escenario de la muestra
bajo estudio.

1.3. Alcance

El estudio comprende la metodologia para realizar inferencias estadisticas
exactas sobre datos categorizados, especificamente para pruebas condicionadas y
no condicionadas en tablas de contingencia de dimension 2x2 y para pruebas
condicionadas para tablas de contingencia de dimensién 2 x C no ordenadas, con
la finalidad de ofrecer una alternativa a los métodos asintéticos en aquellas

situaciones donde éstos fallan.



1.4. Limitaciones

La aplicacion de las metodologias exactas depende del poder de
procesamiento del computador utilizado, debido al elevado nimero de operaciones
computacionales requerido por estos métodos, por lo que el rango de uso de estos
métodos basados en pruebas de permutacion estard en funcién del avance
tecnoldgico de las computadoras; en este sentido Good, (2000); comenta que el
desarrollo de estas metodologias exactas va a la mano de la evolucién del poder
de procesamiento tanto del hardware como del software y los algoritmos usados

por tales métodos.



2. OBJETIVOS
2.1. Objetivo general

s Comparar los métodos permutacional y asint6tico en pruebas de hipotesis

aplicadas a tablas de contingencia de dimension 2x2 y R xC no ordenadas.
2.2. Objetivos especificos

% Establecer comparacién desde el punto de vista tedrico entre la metodologia
clasica y la correspondiente a pruebas de permutacion aplicadas a tablas de

contingencia.

s Determinar el p-valor obtenido por la metodologia de pruebas de
permutacion para tablas de contingencia de dimension 2x2 y RxC no

ordenadas.

% Determinar el p-valor obtenido por la metodologia asintotica para tablas de

contingencia de dimension 2x2y R xC no ordenadas.

% Comparar los p-valores obtenidos por la metodologia asintdtica y la
correspondiente a pruebas de permutacion para tablas de contingencia de

dimension 2x2 y R xC no ordenadas.

X/

+ Determinar la pertinencia de los métodos en funcién del tamafio de muestra

y balanceo de los datos.



3. HIPOTESIS DE TRABAJO

Los p-valores permutacional y asintético obtenidos en pruebas de hipoétesis
aplicadas en tablas de contingencia de dimension 2x2 y RxC no ordenadas
arrojardn resultados similares cuando el tamafio de muestra es grande y
balanceada, mientras que para muestras pequefias Yy grandes, pero

desbalanceadas y dispersas, se obtendran p-valores diferentes.



4. MATERIALES Y METODOS
4.1. Materiales
Los materiales utilizados en este estudio fueron:

e Computadora con procesador Intel Pentium® 4 de 1.7 Gigahertz, tarjeta
madre MSI®, 256 Megabytes en memoria RAM y 60 Gigabytes de capacidad
en disco duro, como herramienta de procesamiento para calcular los p-

valores exactos, asintéticos y aproximados por simulacion de Monte Carlo.

e StatXact 6.0 with Cytel Studio® como herramienta de célculo de los o
valores, ya que este software cuenta con algoritmos capaces de calcular los
p-valores exactos y asintoticos ademas del estimado de p-valores exactos

mediante simulacién por ensayos de Monte Carlo.

e Ejemplos publicados en la literatura internacional acerca del uso y aplicacion

de tablas de contingencia en diferentes disciplinas.

e Dataplot® versién 11/2002, software utilizado como herramienta de

simulacién de muestras aleatorias multinomiales independientes.

e Microsoft Visual FoxPro® versién 7.0 para Windows, software utilizado para
crear y manejar la base de datos constituida por las muestras aleatorias

multinomiales independientes generadas con el software Dataplot®.

e Conjunto de tablas de contingencia simuladas utilizando tanto el software

Dataplot® como el software Microsoft Visual FoxPro®.



4.2. Métodos

Se revisaron los aspectos tedricos correspondientes a ambos enfoques,
exacto y asintdtico, relativos a las pruebas de hipétesis condicionadas y no
condicionadas aplicadas en tablas de contingencia de dimension 2x2 y las pruebas

de hipétesis condicionadas aplicadas a tablas de contingencia de dimension R xC .

Para el caso de las tablas de contingencia de dimension 2x2 las pruebas

aplicadas en este estudio fueron:

Prueba y* de Pearson.

Prueba de razdon de verosimilitud.

Prueba exacta de Fisher.

Prueba de Barnard.

Y para el caso de las tablas de contingencia de dimension RxC no

ordenadas se aplicaron:
e Prueba y* de Pearson.
e Prueba de razdn de verosimilitud.
e Prueba de Freeman-Halton.

Los ejemplos considerados se seleccionaron de tal forma que permitieran
mostrar cuando el comportamiento es disimil entre ambos enfoques, en este

sentido, las muestras presentaron las siguientes caracteristicas:
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e Muestras pequefias balanceadas, desbalanceadas y dispersas.
e Muestras grandes balanceadas, desbalanceadas y dispersas.

Posteriormente se llevaron a cabo las pruebas de hipoétesis pertinentes a

cada caso y se determinaron los p-valores exactos y asintéticos.

Para aquellos casos en los que por limitaciones del computador no se puede
calcular el p-valor exacto, se calcularon el p-valor asintético y la estimacion del p-

valor exacto por el método de ensayos de Monte Carlo clasico.

El método de ensayos de Monte Carlo clasico utilizado estuvo basado en
una muestra aleatoria de 20000 tablas de contigencia, siguiendo la recomendacion
de Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); quienes afirman que con un maximo de
16589,44 tablas se garantiza la construccion de un intervalo para el p-valor exacto

con una amplitud maxima de 0,01 unidades al 99% de confianza.

Por otra parte, las tablas de contingencia simuladas fueron disefiadas de tal
manera que permitieran mostrar como la rata de convergencia del enfoque
asintético al exacto se ve afectada por caracteristicas intrinsecas a la tabla, tales
como dimension, tamafio de muestra, vectores de parametros multinomiales,
configuracién poblacional y balanceo; para ello se consideraron las siguientes

estructuras:

e Las dimensiones consideradas en este estudio para las tablas de

contingencia no ordenadas se dividieron en dos grupos, a saber:
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o Tablas de contingencia de dimension 2x2.

0 Tablas de contingencia de dimension R xC , donde éstas variaron

desde 2xc¢ hasta 5xc;con c=3, 4, 5.

e Los tamafnos de muestra considerados para cada una de las realizaciones en
las dimensiones de las tablas de contingencia disefladas fueron:

N =5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 75, 100, 250, 500, 1000.

e Las estructuras de los parametros considerados fueron:

0 Para las tablas de dimensién 2x2 se consideraron dos estructuras de
parametros binomiales: probabilidades uniformes y decrecientes, las

cuales se muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Estructuras de vectores de parametros binomiales para las tablas de

contingencia de dimension 2x2.

VECTORES DE PARAMETROS BINOMIALES

Uniforme (V) Decreciente (D)

o Para las tablas de contingencia de dimension R x C se consideraron
tres estructuras para los vectores de parametros multinomiales, a

saber: vectores de probabilidades uniformes, simétricos vy

12



decrecientes. Tales estructuras variaron segun las ¢ categorias de
respuestas en las columnas como se muestra en la tabla 2.

Tabla 2. Estructuras de vectores de parametros multinomiales para las tablas de

contingencia de dimension R x C .

VECTORES DE PARAMETROS MULTINOMIALES

Categorias de Uniforme (V) Simétrico (S) Decreciente (D)
Respuesta
c=3 (1. 4, %] (5 5 ] 3 2 4]
ot [nni] (b koAl (A A A

[_;ALL] [liiLL]
100’ 5 57 57 10 57 10 20’ 10' 20

e A partir de estos vectores de probabilidad multinomial se crearon las
configuraciones poblacionales para las tablas de contingencia segun si la
hipdtesis nula de igualdad entre los vectores de probabilidad multinomiales

sea cierta o falsa, estas configuraciones se presentan en la tabla 3.

Tabla 3. Configuraciones poblacionales de las tablas de contingencia.

CONFIGURACIONES POBLACIONALES DE LAS TABLAS DE CONTINGENCIA

Dimensioén Ho Cierta Ho falsa
2x2 uu - DD ubD
r=2 uu SS DD us, uDb, SD
r=3 uuu SSS DDD usD
RxC
r=4 Uuuu SSSS DDDD USSD
r=>5 Uuuuu SSSSS DDDDD USSDD
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e Para cada una de todas las posibles combinaciones en cuanto a dimension,

tamafio de muestra, parametros y configuracion poblacional, se simularon

dos tablas de contingencia, una con totales marginales de filas balanceados

y otra con totales marginales de filas desbalanceados segun el esquema

presentado en la tabla 4 para las tablas de contingencia de dimension 2x2 y

la tabla 5, mostrada al final de esta seccion, para las tablas de contingencia

de dimensién R xC .

Tabla 4. Totales marginales de las filas de las tablas de contingencia 2x2.

TOTALES MARGINALES DE LAS FILAS DE LAS TABLAS DE CONTINGENCIA

2%2
N Balanceado Desbalanceado
5 3-2 4-1
10 5-5 8-2
15 8-7 12-3
20 10-10 16-4
25 13-12 20-5
30 15-15 24-6
40 20-20 32-8
50 25-25 40-10
75 38-37 60-15
100 50-50 80-20
250 125-125 200-50
500 250-250 400-100
1000 500-500 800-200
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Todas estas posibles combinaciones de tablas de contingencia generadas
hacen un total de 1404 tablas de contingencia de dimension R x C no ordenadas y

78 tablas de contingencia de dimension 2x2.

Posteriormente, se generaron diez muestras aleatorias binomiales
independientes para el caso de tablas de contingencia 2x2 y diez muestras
aleatorias multinomiales independientes para el caso de tablas de contingencia
R xC ; esto se llevo a cabo para cada uno de los totales marginales de filas y
vectores de probabilidad considerados utilizando el Software Dataplot® version
11/2002, (National Institute of Standards and Technology, 2002); todos estos
resultados se almacenaron en un programa manejador de base de datos escrito en
lenguaje Microsoft Visual FoxPro® Versién 7.0 y mediante el cual se crearon las
tablas de contingencia disefadas, extrayendo sin reemplazamiento las filas
correspondientes a cada una de las configuraciones poblacionales consideradas; de
tal forma que las tablas de contingencia simuladas presenten un esquema de
muestreo de producto de poblaciones multinomiales independientes para las tablas
de dimension R xC y producto de dos poblaciones binomiales independientes

para las tablas de dimension 2x2, tal como lo establece Agresti, (2002).

Las instrucciones para generar las muestras de poblaciones multinomiales y
binomiales independientes utilizando el software Dataplot® se muestran en los

anexos 1y 2.
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A cada una de estas tablas generadas por simulacion se les aplicaron las
pruebas exactas y asintéticas respectivas utilizando el software StatXact 6.0 with
Cytel Studio®. Para el calculo del p-valor exacto se configuré al software para un
tiempo de procesamiento maximo de 15 minutos, si al cabo de este lapso no se
hubiera obtenido el p-valor exacto, se procedié a su estimacion utilizando ensayos

de Monte Carlo.
Para la comparacion de los p-valores, exacto y asintético, se utilizé como
medida de similitud a:
A=|p, - |
donde

P, : es el p-valor exacto para una hipotesis nula bilateral.
P, es el p-valor asintético para una hip6tesis nula bilateral.

Es evidente que en la medida que el p-valor asintético converge al p-valor
exacto, A tendera a cero; y se espera que esto ocurra para tamafos de muestra

grandes, esto es:

ImA=0

N>

Berger, (2000); propone una estrategia basada en esta medida de similitud

A para decidir entre el uso de metodologias exactas o asintoticas:
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Si A<A" Reportar el p-valor asintotico
Si  A>A" Reportar el p-valor exacto

donde A" es un umbral de decision entre ambas metodologias.
Si bien Berger, (2000); recomienda el uso de esta regla de decision y
muestra que el nivel de significacion real de la prueba utilizada puede alcanzar un

maximo de « +A”, no sugiere un valor especifico para A".

En este trabajo se utiliz6 como umbral de decision a A~ = 0,01, aunque el
valor éptimo puede ser objeto de estudios posteriores y variar de una disciplina a
otra; se considera que A" = 0,01 puede ser adecuado para este estudio preliminar,
ya que un valor muy grande para éste inflara de manera desmesurada a la
probabilidad de cometer el error tipo I y en cambio, un valor muy pequefo
conllevara a utilizar pruebas asintéticas sélo para tamafios de muestra muy
grandes.

A partir de este criterio de decision se determiné un tamafio de muestra
critico para cada uno de los escenarios considerados en este estudio,

entendiéndose por tamafio de muestra critico a aquel tamafio de muestra N, a

partir del cual el A observado en la simulacién serd& menor o igual al A
establecido; y es partir de este tamafio que pudieran utilizarse métodos asintoticos

en vez de métodos exactos, es decir:
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Nc=min[ N 'AgA*}

d. bt h

donde
N, : es el tamafio de muestra critico para la tabla de contingencia de

dimension 4, tipo de balanceo 6, prueba ¢ y configuracion de los vectores de

parametros /.

d : es la dimensién de la tabla de contingencia considerada,
d= {2 x 2}
para el caso de las tablas de contingencia de dimension 2x2, y

B 2x3, 2x4, 2x5, 3x3, 3x4, 3x5
" 14x3, 4x4, 4x5, 5x3, 5x4, 5x5

para el caso de las tablas de contingencia de dimensién 2 x C no ordenadas.

b : es la clase de balanceo de los totales marginales de las filas de la tabla

de contingencia considerada, tal que

b = {balanceado, desbalanceado}

t: es la prueba correspondiente aplicada a la tabla de contingencia

considerada, tal que

. Fisher, Chi cuadrado
- Verosimilitud, Barnard

para el caso de las tablas de contingencia de dimensién 2x2, y
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. Freeman-Halton, Chi cuadrado
| Verosimilitud

para el caso de las tablas de contingencia de dimensién 2 x C no ordenadas.

h: es la configuracibn poblacional de los vectores de parametros
considerada, mostradas en la tabla 1 para las tablas de contingencia de dimension
2x%2 y en la tabla 2 para las tablas de contingencia de dimension R xC no

ordenadas.

En base a las tablas de contingencia analizadas se recomendd la pertinencia
de una u otra metodologia segun los tamafios de muestra considerados. Esta
recomendacion se hizo a partir de los tamafos de muestras criticos determinados
por dimensién, configuracién poblacional, tipo de prueba aplicada y balanceo en

los totales marginales de las filas.

Finalmente, el autor propone una recomendacion minimax para el uso de
una u otra metodologia de acuerdo a los tamafios de muestra criticos obtenidos
para todas las situaciones consideradas en este estudio. Asi, para cada prueba,
dimension y balanceo de datos, el tamafio de muestra minimo elegido para utilizar

pruebas asintoticas esta dado por:

N =max|N
minimax d,b,tI: C:I
a, b, t
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Esta eleccibn de N garantiza que a partir de este tamafio de muestra se
minimax
d, b,t

cumple que A<A” para cualquiera de las configuraciones de los vectores de

pardmetros considerados.

Tales hallazgos se presentan en la seccidén correspondiente a resultados y

discusion.
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Tabla 5. Totales marginales de las filas de las tablas de contingencia simuladas de dimension R x C .

TOTALES MARGINALES DE LAS FILAS DE LAS TABLAS DE CONTINGENCIA RxC

N 2xcC 3xc 4xc 5xc¢
Balanceado Desbalanceado Balanceado Desbalanceado Balanceado Desbalanceado Balanceado Desbalanceado

5 3-2 4-1 2-2-1 3-1-1 2-1-1-1 2-1-1-1 1-1-1-1-1 1-1-1-1-1

10 6-4 8-2 3-3-4 7-2-1 2-3-3-2 5-3-1-1 2-2-2-2-2 4-2-2-1-1

15 8-7 12-3 5-5-5 10-3-2 4-4-4-3 7-5-2-1 3-3-3-3-3 7-4-2-1-1

20 10-10 16-4 7-7-6 14-4-2 5-5-5-5 10-6-3-1 4-4-4-4-4 9-6-3-1-1

25 13-12 20-5 8-8-9 17-5-3 6-6-6-7 12-7-4-2 5-5-5-5-5 11-8-4-1-1

30 15-15 24-6 10-10-10 21-6-3 7-8-8-7 15-9-4-2 6-6-6-6-6 13-9-4-2-2

40 20-20 32-8 13-13-14 28-8-4 10-10-10-10 20-12-6-2 8-8-8-8-8 18-12-6-2-2
50 25-25 40-10 16-17-17 35-10-5 12-13-13-12 25-15-7-3 10-10-10-10-10 23-15-8-2-2
75 38-37 60-15 25-25-25 52-15-8 18-19-19-19 37-23-11-4 15-15-15-15-15 34-22-11-4-4
100 50-50 80-20 33-33-34 70-20-10 25-25-25-25 50-30-15-5 20-20-20-20-20 45-30-15-5-5
250 125-125 200-50 83-83-84 175-50-25 62-63-63-62 125-75-37-13 50-50-50-50-50 113-75-38-12-12
500 250-250 400-100 166-167-167 350-100-50 125-125-125-125 250-150-75-25 100-100-100-100-100 225-150-75-25-25
1000 500-500 800-200 333-333-334 700-200-100 250-250-250-250 500-300-150-50 200-200-200-200-200 450-300-150-50-50
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5. MARCO TEORICO

El presente capitulo trata de los aspectos teodricos relacionados con las
pruebas de permutacion aplicadas a tablas de contingencia de dimension 2x2 vy
R xC no ordenadas. En la seccion 5.1 se hace una revision bibliografica de los
trabajos previos en pruebas de permutacién haciendo énfasis en su aplicacion en
datos categorizados; en la seccion 5.2 se discuten aspectos generales sobre
pruebas de permutacion; luego, en las secciones 5.3 y 5.4 se estudian las pruebas
de permutacion aplicadas a tablas de contingencia de dimensién 2x2 y RxC no
ordenadas; finalmente, en la seccion 5.5 se expone una resefia historica sobre los
aspectos computacionales relacionados con las pruebas de permutacién en datos

categorizados.
5.1. Antecedentes
5.1.1. Historia y trabajos previos con pruebas de permutacion

Ludbrook y Dudley, (1998); comentan que R. A. Fisher, introdujo en 1935,

en su libro “Experimental Designs” -
e La prueba exacta de Fisher para tablas de contingencia 2x2.
e Prueba de permutacion para diferencia de medias.

Fisher analizo los resultados obtenidos por Charles Darwin referentes a la

comparacion de la altura entre plantas de maiz autopolinizadas y con polinizacion
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cruzada; para ello se vio en la necesidad de desarrollar a mano las 32768 posibles

permutaciones de los datos y encontré un p-valor exacto dado por:
p-valor exacto: 1726/32768 = 0,05267

donde el numerador corresponde a las 1726 permutaciones cuyo estadistico

de prueba fue tan o mas extremo que el observado en los datos originales.

Por otra parte, calcul6 también el p-valor asint6tico dado por la distribucion

t de Student, el cual fue:
p-valor ¢ de Student = 0,0497

Fisher concluyé que el método de permutacion “Constituia una posibilidad
de revision de los métodos (clasicos) mas expeditos”, por cuanto que la diferencia

entre ambos p-valores no fue muy grande.

Posteriormente perdio interés en el tema, quiza tal vez por lo tedioso de los

célculos manuales de los métodos de permutacion, (Ludbrook y Dudley, 1998).

Ludbrook y Dudley, (1998); comentan ademas que Eden y Yates, (1933);
analizaron un experimento agricola conducido bajo un disefio de bloques
aleatorizados con réplicas con el propésito de defender al ANAVAR de las
acusaciones de que este método es muy sensible a desviaciones de los datos de la

normalidad.
Tomaron una muestra aleatoria de 1000 experimentos de (24)® posibles
arreglos de los datos y concluyeron que la prueba F puede ser aplicada en

23



distribuciones asimétricas, por cuanto que los p-valores obtenidos por ambos

métodos fueron similares.

Ludbrook y Dudley, (1998); citan que Pitman, (1937), Box y Anderson,
(1955); también empezaron a aplicar pruebas de permutacion en diferentes

disciplinas.
Por otra parte, Good, (2000); expone que:

e En los afios 50 y principios de los 60, los principales esfuerzos se
dirigieron a probar la equivalencia asintética entre las pruebas clasicas y
las pruebas de permutacion. Entre los principales investigadores, Good,
(2000); menciona a: Freeman y Halton, (1951); Kempthorne, (1952);

Cornfield y Tukey, (1956).

e En los afios 60 se introdujeron las pruebas no paramétricas de rangos,
las cuales son pruebas de permutacion aplicadas a rangos, Good, (2000);
cita como investigadores principales a: Siegel, (1956); Lehmann, (1963 y

1975); Cox y Kempthorne, (1963); Hayek, (1967).

e En los afios 80, 90 y en la actualidad, los esfuerzos estan orientados
hacia el desarrollo de algoritmos y software que trabajan con pruebas de

permutacion para aplicarlas a diferentes disciplinas.
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Romano y Boik, (1990); citados por Ludbrook y Dudley, (1998); afirman que
existen discrepancias entre los resultados de las pruebas clasicas y las pruebas de

permutacidén en presencia de varianzas desiguales y muestras pequefas.
5.1.2. Trabajos previos en datos categorizados

Debido a que buena parte de la investigacion llevada a cabo en esta area
del conocimiento proviene de los trabajos de Alan Agresti, Cyrus Mehta y Nitin
Patel, se considera conveniente dividir esta seccion de acuerdo a los aportes de

éstos y otros investigadores.
5.1.2.1. Alan Agresti y colaboradores

e Su libro de texto “Categorical Data Analysis” constituye una de las bases
tedricas mas soélidas para el estudio de datos categorizados porque
contempla numerosos modelos para al andlisis de este tipo de datos tanto

por métodos exactos como asintoticos, (Agresti, 2002).

e Agresti y Wackerly, (1977); evaluaron diversas pruebas aplicadas a tablas
de contingencia y crearon un programa computacional escrito en lenguaje

FORTRAN para realizar pruebas exactas condicionadas.

e Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); propusieron el método de remuestreo

Monte Carlo para tablas de contingencia.
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5.1.2.2. Cyrus Mehta, Nitin Patel y colaboradores

Mehta y Patel, (1980); desarrollaron el algoritmo de red para calcular p-

valores exactos en pruebas de permutacion aplicadas a datos categorizados.

Mehta y Patel, (1983); aplicaron el algoritmo de red para calcular p-valores
exactos en la prueba de Freeman-Halton para tablas de contingencia de

dimension R xC no ordenadas.

Mehta, Patel, Senchaudhuri y Tsiasis, (1994); Mehta, Patel y Wei, (1988);
aplicaron tal algoritmo de red para calcular p-valores exactos en pruebas de

permutacion aplicadas a ensayos clinicos.

Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1988); desarrollaron el ensayo de simulaciéon
de Monte Carlo denominado muestreo por importancia, basados en el
algoritmo de red y demuestran que este es mas eficiente que el Monte Carlo

clasico en tablas 2xC.

Mehta y Hilton, (1993); compararon la potencia de dos pruebas, una
condicionada y otra no condicionada, para tablas 2x3 y encontraron que la
potencia de ambas es similar e incluso superada por la prueba condicionada
y conjeturaron que este comportamiento se acentla con la dimensién de la

tabla.

Mehta y Patel, (1997); revisaron aspectos tedricos de las pruebas de

permutacion aplicadas a datos categorizados para el enfoque condicionado.
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Gajjar, Mehta, Patel y Senchaudhuri son los creadores del software

StatXact®, (Cytel Software, 2001 y 2003).

5.1.2.3. Otros aportes importantes

Barnard G. A. propuso en 1945 una prueba no condicionada para probar
independencia en tablas de contingencia 2x2 como una alternativa a la
prueba exacta de Fisher, (Agresti, 2002; Cytel Software, 2001 y 2003);
introdujo ademas, el método de simulacion Monte Carlo en 1963, (Kelly,

1999).

Zelen, (1971); propuso una prueba exacta para la homogeneidad en tablas

de contingencia 2x2 estratificadas.

Gail y Mantel, (1977); desarrollaron una metodologia para calcular el
namero de tablas de contingencia R xC condicionadas y propusieron

ademas una aproximacion basada en la distribucion normal.

Hollander y Wolfe, (1999); son autores del libro de texto “Nonparametric
Statistical Methods”, que incluye pruebas de permutacion; el cual constituye
actualmente una de las contribuciones mas solidas para el estudio de la
estadistica no paramétrica, porque incluye un gran numero de pruebas no

paramétricas desarrolladas y aplicadas en la actualidad.
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5.2. Generalidades sobre pruebas de permutacion

Denominadas también pruebas de aleatorizacion exactas, es un método que
consiste en obtener la distribucion de todos los rearreglos posibles de las
observaciones para un estadistico dado, sin reemplazamiento, y a partir de esta
distribucion realizar inferencias estadisticas con probabilidades exactas, (Kelly,

1999; Good, 2000).

El método se basa en suponer que bajo la hipétesis nula, la distribucion
subyacente de los datos es la misma para todas las poblaciones consideradas, es
decir, una observacion y, puede provenir de cualquiera de estas poblaciones,

(Good, 2000).

Por lo general, para la mayoria de las pruebas paramétricas clasicas, se han
desarrollado pruebas alternativas, ya sean no parameétricas o de permutacion,

(Good, 2000).

El procedimiento para llevar a cabo una prueba de permutacién consta de

los siguientes pasos:
e Elegir un estadistico de prueba adecuado.
e Calcular el valor del estadistico de prueba para los datos observados.

e Encontrar todas las permutaciones posibles del experimento, sin
reemplazamiento, y calcular el estadistico de prueba para cada uno de estos

rearreglos.
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e Construir la distribucion de las permutaciones del estadistico de prueba.

e Comparar el valor observado con la distribucion de las permutaciones y
rechazar la hipétesis nula si el valor observado se ubica hacia los extremos

de la distribucion.

Bajo ciertas condiciones, las pruebas de permutacion son exactas,

insesgadas y tan 0 mas potentes que su equivalente paramétrica, (Good, 2000).

Una prueba es denominada exacta con respecto a una hipotesis alternativa,
si la probabilidad de ésta de cometer el error tipo | es « ; ademas, se dice que una

prueba es conservadora si el error Tipo | nunca excede «, (Good, 2000).
Se dice que una prueba es insesgada y de nivel «, siempre que su funcion
de potencia S, para el parametro ¢ satisface las siguientes condiciones:
(i) B, es conservadora; es decir, §, < a paratodo 6 que satisfaga la hipotesis
nula.
(i) B, =« paratodo @ que sea una alternativa de la hipétesis nula, (Lehmann,
1986; Good, 2000).

Lehmann, (1986); propone que una condicién suficiente para que una
prueba de permutacién sea exacta e insesgada es la intercambiabilidad de las

observaciones de la muestra. Las observaciones {X,Y,Z} son intercambiables, si
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la probabilidad de algun resultado conjunto en particular, digamos X +Y +Z =6,
es el mismo sin importar el orden en el cual las observaciones sean consideradas.
Good, (2000); indica que observaciones idéntica e independientemente
distribuidas y muestras sin reemplazo de una poblacién finita son intercambiables.
Berger, (2000); comenta que las pruebas de permutacién preservan la tasa
de error Tipo | a un nivel inferior o igual a «, lo cual no necesariamente ocurre
con las aproximaciones asintoticas; sin embargo, no necesariamente constituyen

las pruebas mas potentes disponibles para una situacion dada.

Los siguientes esquemas ilustran los pasos necesarios para la aplicacion de
pruebas de hipotesis segun tres enfoques diferentes: permutacién, rangos y
paramétricas; los cuales permiten visualizar que las estructuras de tales pruebas,

aungue similares, varian segun el enfoque, (Good, 2000).
5.2.1. Prueba de permutacion

1. Se elige un estadistico de prueba S (.X).

2. Se calcula S para el conjunto original de observaciones.

3. Se obtiene la distribucion de las permutaciones de S por rearreglos
repetidos de las observaciones y se calcula S para todos los rearreglos. Los

remuestreos se realizan sin reemplazamiento.
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4.

Se obtiene el cuantil del porcentaje superior « de la distribucion de las
permutaciones y se acepta o se rechaza la hipétesis nula de acuerdo si S

para los valores originales es mas pequefio 0 mas grande que ese valor.

Si las observaciones son intercambiables bajo la hipétesis nula, entonces la

prueba resultante es exacta e insesgada.

5.2.2. Prueba no parameétrica de rangos

1.

Se elige el estadistico de prueba S .

Se reemplazan las observaciones originales
{X,]., (=1 ..., 1, j=1, ..., J} por sus rangos en la muestra combinada
{Rk, k=1, ..., /J}. Por ejemplo, si las observaciones originales son 5,2; 1

y 7, sus rangos son 2, 1 y 3. Se calcula S para el conjunto original de
rangos.

Se obtiene la distribucion de las permutaciones de S por rearreglos
repetidos de los rangos y se recalcula el estadistico de prueba para cada
rearreglo. O, dado que los rangos siempre toman los mismos valores

1, 2, ..., IJ; se puede utilizar la distribucion de los rangos previamente
tabulada.

Se acepta o se rechaza la hip6tesis de acuerdo con el cuantil del porcentaje

superior « de su distribucion de permutacion.
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En pocas palabras, una prueba de rangos es simplemente una prueba de
permutacion aplicada a los rangos de las observaciones en vez de a los valores
originales. Si las observaciones son intercambiables, entonces la prueba de rangos
resultante es exacta e insesgada, aunque, generalmente, es menos potente que

una prueba de permutacion, (Good, 2000).
5.2.3. Prueba parameétrica

Para llevar a cabo una prueba paramétrica (por ejemplo, una prueba ¢ de

Student o una prueba F~ de Snedecor):

1. Se elige un estadistico de prueba, S(X), cuya distribucion £, puede ser
calculada y tabulada independientemente de las observaciones.

2. Se calcula S para las observaciones.

3. No es necesario elaborar la distribucion £, puesto que ya es conocida y
esté tabulada.

4. Se compara S(X) con el cuantil del porcentaje superior  de F, y se
acepta o se rechaza la hipétesis nula de acuerdo a si S(X) es mas grande
0 mas pequefio que este valor.
Si S esta distribuido como £, entonces la prueba parametrica es exacta y,

muchas veces, la prueba disponible mas potente. Para que S tenga distribucién

F,, en la mayoria de los casos las observaciones necesitan ser independientes vy,
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con muestras pequefias, idénticamente distribuidas con una distribucion especifica,

G,. Si S realmente tiene alguna otra distribucion, entonces la prueba parametrica

puede carecer de potencia y puede no ser conservadora. Con muestras grandes,
las pruebas de permutacion usualmente son tan potentes como la mas potente
prueba paramétrica, (Bickel y Van Zwet, 1978) citados por Good, (2000). Si S no

esta distribuida como £, pueden ser mas potentes.

Por lo general, para la mayoria de las pruebas paramétricas clasicas, se han
desarrollado pruebas alternativas, ya sean no paramétricas o de permutacion,
(Good, 2000); sin embargo, para casos particulares, se han desarrollado pruebas
que carecen de equivalente paramétrico, como por ejemplo la prueba Convex Hull,
(Berger, 2000).

5.3. Pruebas de permutacion aplicadas a tablas de contingencia de
dimension 2x2

El caso mas simple de analizar es el de una tabla de contingencia de
dimension 2x2 constituida por dos poblaciones binomiales, en la que se desea
probar que ambas poblaciones tienen la misma probabilidad de éxito z . Para

llevar a cabo esto se presentan dos metodologias alternativas a saber:
i.  Pruebas condicionadas.

ii. Pruebas no condicionadas.
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Los datos para la tabla de contingencia observada X de dimensién 2x2,

pueden escribirse de la forma mostrada en la tabla 6.

Tabla 6. Esquema de una tabla de contingencia observada x de dimension 2x2.

Respuesta Poblacion 1 Poblacion 2 Total de Filas
Exitos Xy, X1, m,
Fracasos X, X,y m,,
Total de Columnas n, n, N

Fuente: Cytel Software, 2001 y 2003.

Para las frecuencias x,; /,/ =1, 2, de la tabla de contingencia observada

X se cumple que

En la tabla 6 se asume que las dos columnas provienen de dos poblaciones

binomiales independientes. Hay x,;, exitos y x,, fracasos en »n, , ensayos de
Bernoulli independientes, cada uno con probabilidad z; de éxitos, j =1, 2. La
suma de los éxitos de las dos poblaciones es m, = x,, + x,, . Los tamafios de

muestra n,, y n,, se consideran cantidades fijas. Para el enfoque condicionado,
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las marginales m, se consideran fijas, mientras que para el enfoque no
condicionado las marginales /77, son variables aleatorias, (Cytel Software, 2001 y
2003).

Se desarrollaran primero los aspectos tedricos concernientes a las pruebas
condicionadas debido a su simplicidad en comparacion con las pruebas no

condicionadas.
5.3.1. Pruebas de hipotesis exactas condicionadas

Las pruebas exactas que se van a desarrollar estan orientadas segun la

hipotesis nula

contra las alternativas de una cola de la forma
H : m,>m
H, . 7, <nm
y de dos colas de la forma
H . rn #mr,
Bajo el supuesto de que H, es cierta, las probabilidades de éxitos para las

dos distribuciones binomiales son 7, =7, =7, y la probabilidad de observar los

datos en la tabla x es el producto de dos binomiales, por lo cual
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fo (X) _ [n+1J(n+2]ﬂ-X11+X1z (1 . 72_))(21+X22 (1)

Xll X12

Sea el p-valor la probabilidad, bajo #,, de obtener una tabla 2x2 al menos

tan extrema como la tabla de contingencia observada X . El problema se presenta
al desear calcular dicho valor, puesto que la distribuciébn en la ecuacién (1)
depende del parametro desconocido 7. Mientras la distribucién de las tablas de
contingencia de dimension 2x2, dependa de tal pardmetro desconocido no es
posible realizar inferencias exactas, ya que el p-valor es una suma de muchas de
tales tablas, cada una de ellas dependiente del mismo valor del parametro

desconocido 7, (Cytel Software, 2001 y 2003)

R. A. Fisher propuso en 1934, eliminar el parametro desconocido =
condicionando el total de las filas a los totales observados en la tabla x, (Good,

2000).

Los principios en los cuales se basa el condicionamiento son el principio de

suficiencia y el principio de estadisticos auxiliares (ancillarity).

El primero establece que los totales marginales de la tabla de contingencia
son estadisticos suficientes de los pardmetros desconocidos, por lo que
condicionando la tabla a ellos se tiene una forma conveniente de eliminar dichos

parametros de la funcién de verosimilitud, puesto que toda la informacién de la
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muestra acerca de los parametros desconocidos se encuentra resumida en estos

estadisticos.

El segundo establece que el principio subyacente para la prueba de
hipotesis es comparar lo que fue en realidad observado con lo que podria haber
sido observado en repeticiones hipotéticas del experimento original bajo la
hipotesis nula. En estas repeticiones hipotéticas es una buena idea mantener todas
las condiciones experimentales no relacionadas con la hipotesis nula inalteradas
tanto como sea posible. Las marginales de la tabla de contingencia son
representativas de los parametros desconocidos cuyos valores no proveen
informacion acerca de la hipdtesis nula de interés; en este sentido ellos son
estadisticos auxiliares. Fijarlos en repeticiones hipotéticas es lo mas cerca que se
puede lograr de fijar los valores de los parametros mismos en tales repeticiones,

dado que estos ultimos son desconocidos, (Mehta y Patel, 1997).
Para ilustrar este procedimiento, sea y una tabla de contingencia genérica

de dimension 2x2 donde los totales de las columnas »,; son fijos, tal y como se

presenta en la tabla 7.
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Tabla 7. Tabla de contingencia genérica 'y de dimension 2x2.

Respuesta Poblacion 1 Poblacion 2 Total de Filas
Exitos Vi Vi VitV
Fracasos y21 y22 y21 +y22
Total de Columnas n, n, N

Fuente: Cytel Software, 2001 y 2003.

; 1,/ =1, 2, de la tabla de contingencia genérica vy,

Para las frecuencias y; ;

se cumple que

El estadistico suficiente para = es y,, +),,, la suma de los éxitos de las
dos poblaciones. El valor observado en la tabla de contingencia X es m,_ . Asi, por
el principio de suficiencia, si se condiciona y,, +y,, =m, , la probabilidad

condicionada de las tablas genéricas a sus marginales de filas no dependera del

parametro 7 como se ilustrara a continuacion.

Sea I' el conjunto formado por las tablas de contingencia 2x2 tales que,

2 2
F:{yzxz : Zy/j =m,,; zy/j =/7+/}
= =
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Sea h(y) la probabilidad de observar cualquier tabla y eI’ bajo la

hipotesis nula, entonces

donde

n

n
f y :( +l]( -¢-2]ﬂ_yu+y12 1-7 Yo11V22
M=, (1)

Condicionando los totales marginales de las filas a los valores observados en

la tabla X ; es decir, haciendo y,, +y,=m_ Yy ¥V, +V,, =m,, , esta expresion
queda

n

n en
wolmm) =772 e )

sustituyendo se obtiene

U 109 100 S ¢4 VI 194 19

- /7+l n+2 m, My, - n+1 /7+2 N j
T (1-7x
Zyer [yllj(ynj ( ) Zyer(yllj[ylzj (mu

la cual es una distribucion hipergeométrica libre del parametro z . El

anterior resultado indica que se pueden realizar inferencias exactas limitdndose a

las tablas de contingencia que se encuentran en el conjunto de referencia I".
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Para determinar si una tabla y es al menos tan extrema como una tabla

observada X , se establece una medida de discrepancia O , que mida el

alejamiento de una tabla cualquiera de la hipotesis nula, es decir, sea D: I’ > R

una funcién de variable real, tal que D(y) le asigne un numero real a cada tabla
y e I', en ese sentido la tabla y es al menos tan extrema que la tabla X siempre
que D(y)=D(x), (Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti y Wackerly, 1977).

Las medidas de discrepancia o estadisticos de prueba mas importantes en el
estudio de las tablas de doble entrada lo constituyen:

e El estadistico y* de Pearson, el cual esta dado por

e El estadistico de razon de verosimilitud, dado por

i=1 j=1

() -2 Sy, 2|

e El estadistico de Fisher, dado por

F(y)=—2logh(y)-log(2.51 > Jm, m, n,n,)

2+ 741

Las pruebas de hipétesis desarrolladas a partir de tales medidas de
discrepancia son llamadas prueba de Pearson, razon de verosimilitud y Fisher,
respectivamente, (Cytel Software, 2001 y 2003).
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El p-valor exacto de dos colas, esta definido como

p=Pr[D(v)2D(x)]= 3>, #nl(y)

D(y)=0(x)
lo cual no es mas que la suma de las probabilidades hipergeométricas sobre
todas las tablas y €I" tales que D(y)>D(x). Un valor pequefio de p, ofrece
evidencia a favor de la alternativa de dos colas.

Se puede definir, ademas un p-valor exacto de una cola; el cual esta basado

en el estadistico de prueba
D (y) =Vu

Este estadistico especifica a toda la tabla de contingencia 2x2; por cuanto
que los marginales de fila y columna estas fijos; al conocer a y,, quedan
automaticamente definidos todos los y, restantes en la tabla de contingencia, asi
la probabilidad exacta de y,, es h(y), ademas, es facil observar que y,, varia
desde un valor minimo de

t.,=max(0, n,—m,,)
hasta un maximo de
Lo =min(my,, n,)

Luego, el valor del p-valor exacto de una cola, denotado por p, es definido

como el area a la derecha o a la izquierda de la distribucion de y,, a partir del
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valor observado x,,, basado en la ubicacién de x,, en relacién a n,m, /N, el

valor medio de y;, ; es decir

S h(y) sixy >n.m [N

Y11=bnin

p =
l Zfﬁﬁmax h(y) Si Xll < n+lml+/N

Un valor pequefio de p, ofrecera evidencia a favor de H, :xz, > si es
calculado hacia la derecha y ofrecerda evidencia a favor de H,:z, <z, si es
calculado hacia la izquierda, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Para muestras grandes las distribuciones de las tres medidas de
discrepancia mencionadas convergen a la distribucion y* con un grado de libertad,

(Cytel Software, 2001 y 2003).

En el caso de muestras grandes, el p-valor asintético de dos colas, denotado

P, , esta dado por

Donde Pr[;((zl) > D(x)} representa la probabilidad de que la distribucion z?

con un grado de libertad tome un valor al menos tan grande como cualquiera de
las tres medidas DO citadas anteriormente para la tabla de contingencia observada

X.
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Un caso particular muy importante, desarrollado en el anexo 3, lo constituye
el estudio de S tablas de contingencia de dimension 2x2 estratificadas, el cual
por poseer diferentes fundamentos tedricos a los contemplados en este estudio y
no estar considerado en los objetivos, escapa al alcance de este trabajo, pero que
debido a su gran aplicacion en ensayos clinicos, juridicos y sociales el autor
considera valioso mencionarlas ya que puede ser tema de futuras investigaciones,

(Good, 2000; Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti, 2002).
5.3.2. Pruebas de hipotesis exactas no condicionadas
Considérese nuevamente probar la hipotesis nula
Hy. n,=nr,
contra las alternativas de una cola de la forma
H . m,>m
H, . 7, <nm
y de dos colas de la forma,
H : rm*+nrm,
El punto de partida es la tabla de contingencia de dimensién 2x2 observada,

X . La distribucion de probabilidad no condicionada esta dada por fo(x) en (1);

para calcular un p-valor exacto es necesario definir un conjunto de referencia de

las tablas de contingencia 2x2 y sumar las probabilidades de aquellas tablas que
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sean tan extremas como la observada X . En el caso de la inferencia condicionada,
el conjunto de referencia utilizado T" estd constituido por las tablas de

contingencia y en las cuales tanto los totales de filas y columnas son fijados en
los valores observados en la tabla x. En la inferencia no condicionada se utiliza un
conjunto mas grande de tablas de contingencia 2x2 en las cuales solamente se
fijan los totales de las columnas, es decir, los tamafios de muestra binomiales. Los
totales de las filas son tratados como variables aleatorias. Si 2 denota este
conjunto de referencia, entonces
Q:{Y2x2 sV Yy = J=1, 2}
y se ordenan las tablas de contingencia y € Q de acuerdo al estadistico de

prueba

D(y)=
YtV Yot Vo i_}_i (2)
N N n+1 n+2

donde %z, =y,,/n;, j=1,2.Si y,=y,=0, se hace a D(y)=0. El

denominador de (2) es el error estdndar de la diferencia de proporciones

binomiales observadas bajo la hip6tesis nula. Ademas, el estadistico D(y) tiene

media O y varianza 1 bajo la hipdtesis nula. Un valor extremo positivo del

estadistico de prueba observado D(x) proporciona evidencia a favor de la
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alternativa A, y un valor extremo negativo del estadistico de prueba observado

D(x) proporciona evidencia a favor de la alternativa #, .

El pvalor exacto es la suma de las probabilidades de las tablas de

contingencia y € QO que son al menos tan extremas que la tabla observada x con

respecto al estadistico de prueba D(y). El problema se presenta en el hecho de
que cada una de estas tablas extremas tiene distribucion de probabilidad £, (y) la

cual depende del parametro desconocido 7. En la metodologia condicionada se

elimind este parametro usando su estimador suficiente, /m,, ; sin embargo, en este

.
caso no es posible hacer esto, puesto que el conjunto de referencia especificado es
Q en vez de I'. La inferencia exacta no condicionada utiliza un argumento
diferente para eliminar el pardmetro 7. Se consideran todos los posibles valores
de 7 en su espacio parametral y se selecciona aquel valor que produce el p-valor
mas grande. Esto produce una respuesta conservadora de manera tal que no
importa cual pudiera ser el verdadero valor de r, el error tipo | de la prueba no
puede exceder su nivel de significancia nominal. Es decir, se utiliza el principio
minimax (Freund y Walpole, 1990); del pardmetro = el cual selecciona el p-valor

correspondiente al peor de los casos posibles para 7, de manera tal que si este p

valor ofrece evidencias para rechazar la hipotesis nula, cualquier otro p-valor
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correspondiente a cualquier otro valor de ~ también rechazara la hipétesis nula,

(Cytel Software, 2001 y 2003).

Para calcular el p-valor se procede en dos etapas. En la primera etapa se

expresa al p-valor como una funcién de 7. En la segunda etapa se obtiene el
supremo de esta funcion sobre todos los valores de 7 € (O, 1); este supremo se
utiliza como p-valor.

Especificamente, el p-valor exacto no condicionado de una cola para un

valor dado de 7 esta dado por

y el p-valor exacto no condicionado de dos colas para un valor dado de =

esta dado por

Finalmente se obtiene un p-valor de una o dos colas que es independiente
de 7~ tomando un supremo sobre todos los valores de 7 y se argumenta que aun
en el peor de los casos, el verdadero p-valor nunca podria exceder al supremo,

esto es

p, =sup{p,(z): 0<m<1}
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p, =sup{p,(z): 0<7z<1]

Esta prueba es conocida como prueba de Barnard, llamada asi en honor a
George Barnard, quien fue el primero en proponer una prueba de este tipo en el
afio de 1947 como alternativa a la propuesta por R. A. Fisher, (Cytel Software,
2001 y 2003). En el trabajo de McDonald, Davis y Milliken, (1977); se presentan
tablas con las regiones criticas para la prueba no condicionada de Barnard para

tamanos de muestra de hasta n,, =1, =15.

+2

Resulta interesante resaltar que en el afio de 1949, el mismo Barnard apoy6
a las pruebas condicionadas basandose principalmente en el principio de
estadisticos auxiliares mencionado anteriormente y reconociendo que Fisher estaba
en lo correcto al basar las pruebas condicionadas en repeticiones hipotéticas del
mismo experimento, (Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti, 2002; Mehta y Hilton,

1993).

Una adaptacion de la metodologia de Barnard fue propuesta por Berger y
Boos, (1994); en la cual el supremo es tomado sobre un intervalo de confianza
para 7 en vez de tomarlo sobre su espacio parametral. Su p-valor no condicionado

esta dado por

p, =sup{p, ()} +»

zzeCV
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P, = Sup{pz (7[)} +7

zeC,

dependiendo de si la prueba es de una o dos colas; donde C, es un
intervalo al 100(1—;/)% de confianza para 7 y y toma un valor muy pequefio,
por ejemplo » =0,001, (Agresti, 2002).

En los manuales del usuario de StatXact®, (Cytel Software, 2001 y 2003); se

comenta que el valor éptimo de y es materia de futuras investigaciones, asi pues,
la eleccion del valor de y queda por cuenta del usuario, pudiendo variar desde

0 <y < a, aunque proponen como Vvalor por defecto a y =0,000001.

El correspondiente p-valor asintético, se obtiene por el hecho de que, bajo

la hipétesis nula, la distribucion de D(y) converge a la distribucion normal
estandar, asi
b, = min{q) [D(x)] 1-d [D (x)}}
para el caso de la prueba de una sola cola y
p, =2p,
para el caso de la prueba de dos colas.
Donde CD[D(X)] es el valor acumulado de la distribucion normal estandar

para el valor observado D(x), (Cytel Software, 2001 y 2003).
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5.3.3. Comparacion entre las pruebas de permutacion condicionadas y no

condicionadas en tablas de contingencia de dimension 2x2

La principal ventaja de utilizar Q es que éste es un conjunto mas grande

que I'. En consecuencia la distribucién de D(y) tiene mas puntos si esta definida

en Q que en I'. Esto reduce el conservacionismo de la prueba, por lo cual es
posible construir pruebas de hipotesis exactas cuyos niveles de significancia reales
estén mas cerca de su nivel de significancia nominal bajo Q que bajo I' . La
principal desventaja es que el pardmetro 7 solamente puede ser eliminado
considerando todas las posibilidades en su espacio parametral y colocarlo en el
peor de los casos. Esto incrementa el conservacionismo de la prueba de hipotesis.
Hay entonces una compensacion entre la ventaja ganada enriqueciendo el
conjunto de referencia y la desventaja de colocar al parametro en el peor de los

casos, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Mehta y Hilton, (1993); mostraron que si bien el conservacionismo se
disminuye notablemente utilizando a QQ en vez de I para el caso de las tablas
2x2, esta ventaja se pierde rapidamente al pasar de tablas 2x2 a 2x3 e incluso en
el caso de estas Ultimas encontraron que para valores de z cercanos a 0,5, la
prueba condicionada tenia mas potencia que la prueba no condicionada, por el
hecho de que la prueba no condicionada toma como p-valor el correspondiente al

peor escenario para el parametro 7 y aunque la distribucién de la prueba no
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condicionada tiene un numero mayor de puntos, esta prueba parece utilizar
informacion no relevante para probar la hipétesis nula, en cambio en la prueba
condicionada la informacion presente en los datos es la que existiria en
repeticiones hipotéticas del mismo experimento, esto trae como consecuencia que
el conjunto T' sea mucho més pequefio que Q, pero aquel utiliza informacion

relevante para probar 4, en vez de considerar todos los posibles escenarios.

El razonamiento de considerar repeticiones hipotéticas del mismo
experimento fue introducido por R. A. Fisher y ha sido mantenido por los
defensores del condicionamiento. Por otra parte, Mehta y Hilton, (1993);
conjeturan que el comportamiento diferencial entre ambos enfoques pudiera
disminuir en tablas de mayores dimensiones e incluso que el enfoque condicionado

puede llegar a ser mas potente, aunque no hay estudios que muestren esto.

Por otra parte, operativamente lo que se gana con el no condicionamiento
es el hecho de tener un conjunto de referencia Q mas grande, (Cytel Software,
2001 y 2003; Agresti, 2002); lo cual representaria una ventaja en el caso de
muestras pequefias. McDonald, Davis y Milliken, (1977); afirman que en el caso de
muestras pequefias, el nivel de significacion real de la prueba condicionada llega a
ser hasta de un cuarto del valor del nivel de significancia nominal; sin embargo, en
el enfoque condicionado el conjunto T crece rapidamente con la dimension de las

tablas y con el tamafio de muestra, lo cual en otros escenarios producirian un
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conjunto de referencia I' con un numero muy grande de puntos el cual no
adoleceria de los problemas de discretitud presentes en tablas de baja dimension y
tamafos de muestra pequeios, (Cytel Software, 2001 y 2003). En el trabajo de
Garside y Mack, (1976); se puede observar como el conservacionismo de la prueba
de Fisher disminuye en la medida que el tamafio de las muestras binomiales

aumenta, asi cuando ambos tamafios son 7, =, =500, los valores del nivel de

significacion son muy parecidos a los obtenidos con la aproximacion asintética de
?, aunque ambas pruebas permanecen conservadoras, ellos encontraron también
que el conservacionismo se acentuaba con el desbalanceo de las muestras.

Con el advenimiento de mayor poder computacional y el desarrollo paralelo
que han tenido las pruebas de permutacion y en general, las técnicas de
remuestreo, Good, (2000); los softwares que se han desarrollado para datos
categorizados, como el StatXact®, permiten, al menos para el caso 2x2,
desarrollar pruebas condicionadas y no condicionadas, aunque manifiestan que en
la medida que el tamafio de muestra crece, los tiempos de procesamiento son muy
superiores en el enfoque no condicionado, por tener un conjunto de referencia Q

mas grande, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Una ventaja de las pruebas no condicionadas es que permiten probar
hipotesis acerca de diferencias de proporciones y razones de poblaciones

binomiales del tipo, H,: z,-7, =6 y H,: x,/z,=p , donde -1<5<1 vy
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0<p<w son los valores especificados para la diferencia y razén de los
parametros 7, y =, , respectivamente; dado que en el enfoque condicional, el
conjunto de referencia I" se escogio fijandolo a sus estadisticos suficientes m,, y

dado que no existen estadisticos suficientes para las diferencias y razones de
proporciones, este tipo de pruebas no pueden llevarse a cabo utilizando el enfoque
condicional; en el software StatXact® 5.0.3 y 6.0, se presentan algunas pruebas de
hipétesis no condicionadas para razones y diferencias de proporciones binomiales
para tablas de contingencia 2x2. Para informacion adicional con respecto al
desarrollo y comportamiento de estas pruebas ver Cytel Software, (2001 y 2003).

En vista de que las distribuciones de los estadisticos de prueba para ambos
enfoques son discretas, ambos producen pruebas conservadoras, ya que para un
nivel de significancia nominal ¢ de alguna prueba, los dos garantizan que el nivel
de significancia real ¢ es siempre menor o igual que « ; asi, ambos enfoques
ofrecen proteccion contra el error tipo I; sin embargo, como se indico6 en el caso
de las tablas de contingencia 2x2, el mayor numero de puntos de la distribucién
de los estadisticos de prueba del enfoque no condicionado garantiza, que el nivel
de significancia real ¢ esté méas cerca del nivel de significancia nominal «, (Cytel
Software, 2001 y 2003; Mehta y Hilton, 1993).

Para ilustrar este comportamiento; sean S$=0,1, ..., m_, ..., N, las

posibles realizaciones s de las marginales de los éxitos en la tabla de contingencia
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y, donde para cada realizacion s de S existira un valor critico o umbral da(s),

entonces hay N +1 valores criticos al nivel de significancia nominal « para el

enfoque condicional, definidos por
d, (s)= mln{d €d,: F:/Or[D(y) > d(y)‘s] < a}

donde ¢, es el conjunto formado por las distribuciones del estadistico de
prueba D(y) para cada valor s de S y B{[D(y)za’(y)‘s] representa la
probabilidad de que el estadistico de prueba D(y) sea al menos tan extremo que
a’(y) bajo la hip6tesis nula; ademas, el nivel de significancia real Pejs S€ define
como

Pejs = Bg[D(y) >4, (5)‘5]

Se observa que para cada realizacion s de S existird un valor critico

d (s) el cual garantizard que el nivel de significacion real de la prueba

a

condicionada ¢, nunca excedera a « . Para una realizacion especifica de 5 =m,,,

esta definicion garantiza que las pruebas condicionadas ofrecen proteccion contra

el error tipo | y sean conservadoras. El grado de conservacionismo dependera de

la distribucion de D(y) para la realizacion S = m,,
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Para el enfoque no condicional, el nivel de significancia real de la prueba ¢,

esta dado por

N

0, = ZEr[D(y) >d, (5)‘5}5{[5 = $|7r0] = SZ/:;%S Izor[s = s|7r0]

s=0""0
donde 7, es el valor del parametro bajo la hipotesis nula A, .

Evidentemente ¢, <o , puesto que éste es la suma de los niveles de

significacion reales condicionados Pes los cuales son menores o iguales que «,

ponderados por las probabilidades de las realizaciones s de S, las cuales suman

uno independientemente del verdadero valor del parametro z,, (Mehta y Hilton,

1993; Cytel Software, 2001 y 2003).
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5.4. Pruebas de permutacion aplicadas a tablas de contingencia de

dimensién #xC no ordenadas

Sea la tabla de contingencia observada x de dimensién R x C , mostrada en

tabla 8.

Tabla 8. Esquema de una tabla de contingencia observada X de dimension R x C .

Respuesta | Columna 1 @ Columna 2 Columna ¢ Total
Fila 1 Xll X12 te ch m1+
Fila 2 X21 Xzz o X2c m2+
Fila r Xrl sz ch mr+

Total n+l n+2 tte n+c N

Fuente: Cytel Software, 2001 y 2003.
Donde los x, ; /=12, ..,r ; j=1,2, .., ¢ representan las

frecuencias de las observaciones correspondientes a la categoria de la fila / y a la

4 r r 4
categoria de la columna j y cumplen que Y x, =m, ; > x, =n_; >
= i=1 j=1

X.=N.

i =
/=1

El principal objetivo para este tipo de tablas es probar si existe
independencia entre filas y columnas, lo que es equivalente a probar que no existe

interaccion entre filas y columnas.
Esto es, probar que
para todo /, f

H, : Ty =77,
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0 equivalentemente,

Hy: m

=7 ==, para f=1,2, ..., ¢

J

contra la alternativa general de que esta hipétesis no se mantiene.
Obsérvese que la hipdtesis alternativa no se encuentra direccionada, (Good, 2000;
Cytel Software, 2001 y 2003).

Para llevar a cabo esta prueba de hipdtesis, la cual representa una
extension natural del caso 2x2, se procede de la siguiente manera:

i.  Se define un conjunto de referencia de tablas de dimensién R xC en el cual
cada tabla tiene una probabilidad conocida bajo el supuesto de no
interaccion entre filas y columnas.

ii.  Se ordenan todas estas tablas de acuerdo a una medida de discrepancia o
estadistico de prueba, que cuantifigue que tanto se desvia una tabla de
contingencia de la hipétesis nula.

ili.  Se suman las probabilidades de todas las tablas en el conjunto de referencia
gue sean al menos tan discrepantes como la tabla observada X .

El conjunto de referencia I' es aquel constituido por todas las tablas de

contingencia y de dimensidbn R xC tales que lo totales marginales de filas y

columnas son fijos e iguales a los observados en la tabla X .
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Sea y una tabla genérica de dimensién 2 x C como se presenta en la tabla

Tabla 9. Esquema de una tabla de contingencia genérica 'y de dimension R x C .

Respuesta | Columna 1l ;| Columna 2 Columna ¢ Total
Fila 1 Vi Vi e Yic my,
Fila 2 ,V21 yzz e y20 m2+
Fila r YV Vi e Y m,,

Total n+l /7+2 Tt /7+c N

Fuente: Cytel Software, 2001 y 2003.
Donde los y, ; /=12, ..., r ; J=1,2, .., ¢ representan las

frecuencias de las observaciones correspondientes a la categoria de la fila /7 y a la

categoria de la columna j y cumplen que Zy,]. =m, ; ZJ’/] =n; ZZyJ =N.
/=1

J=1 i=1 j=1

Entonces el conjunto de referencia I' esta constituido por las tablas de

contingencia y de dimension R xC tales que,

r :{ym : ZJ/,]- =m,,; Zy,-, = nﬂ} para todo /, f
/=1 i=1

Se puede demostrar que bajo la hipétesis nula de no interaccion entre filas

y columnas la probabilidad de observar alguna tabla y e I" esta dada por
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reen  tm !
Pr(y|YET): i, /\;|y”|
i1 e 37

la cual es una distribucién hipergeométrica mdltiple libre de parametros
desconocidos y que permite calcular probabilidades exactas, (Cytel Software, 2001
y 2003).

Las medidas de discrepancia o estadisticos de prueba mas importantes en el
estudio de las tablas de contingencia de dimension R xC no ordenadas lo

constituyen:

e El estadistico y* de Pearson, el cual esta dado por

vy - mon, W)

- r c ;
d _ZZ m.n,; /N

e El estadistico de razon de verosimilitud, dado por

) ~ r ¢ y/]_
()25 Sy, 2|

/=1 j=1

e El estadistico de Freeman-Halton, el cual constituye una extensién de la

prueba exacta de Fisher a tablas de contingencia R xC , y esta dado por
F(y)= —2Iog[t// Pr(yly e F)]

donde y viene dado por:
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w = (27[)(#1)(071)/2 Nf(rc—l)/ZlL‘[ m/(i,l)/zlil nﬁ’,’l)/z
: L1

/=1

Las pruebas de hipétesis desarrolladas a partir de tales medidas de
discrepancia son llamadas prueba de Pearson, razén de verosimilitud y Freeman-

Halton, respectivamente, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Tales medidas de discrepancia ordenan las tablas en I' de forma diferente,
las pruebas de Pearson y de la razén de verosimilitud lo hacen de acuerdo a las

medidas de discrepancia y> y G2, los cuales son una medida de cuan diferentes

son los valores observados y, de sus estimadores de maxima verosimilitud
E(y,].):m,+n+/./N; mientras que la prueba de Freeman-Halton lo hace de

acuerdo a las probabilidades hipergeométricas Pr(y|y € F) de las tablas mismas,

(Agresti, 2002; Agresti y Wackerly, 1977).

Radlow y Alf, (1975); citados por Agresti y Wackerly; (1977); comentan que

construir una prueba basada en una medida de discrepancia que ordene las tablas
en I' de acuerdo solo a su probabilidad Pr(y|y € F) no es del todo conveniente,
puesto que pueden existir tablas y con probabilidad menor a la tabla observada

X, pero que sin embargo sean menos discrepantes que esta Ultima de la hipotesis

nula.

El p-valor exacto de dos colas, esta definido como
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p, =Pr[D(y)=D(x)]= Pr(yly eT)

D(y)=D(x)
lo cual no es mas que la suma de las probabilidades sobre todas las tablas

y eT tales que D(y)=D(x). Un valor pequefio de p, ofrece evidencia a favor

de la alternativa de dos colas.

Para muestras grandes las distribuciones de los tres medidas de

discrepancia estudiadas convergen a la distribucion z* con (r—1)(c —1) grados

de libertad, (Cytel Software, 2001 y 2003; Agresti, 2002). Aunque Agresti, (2002);

sefiala que el estadistico y® de Pearson converge mas rapidamente que el

estadistico G de razon de verosimilitud y que la aproximacion es pobre para este

altimo si N/rc <5.

En el caso de muestras grandes, el p-valor asintético de dos colas, denotado

por p, esta dado por
152 =Pr [l(zr—l)(c—l) 2 D(X)}
Donde Pr[;((zrfl)(cfl) > D(x)} representa la probabilidad de que la

distribucion »* con (r —1)(c —1) grados de libertad tome un valor al menos tan

grande como cualquiera de las tres medidas D estudiadas para la tabla de

contingencia observada X .
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5.5. Aspectos computacionales en pruebas de permutacion para datos

categorizados

En esta seccion se discuten los aspectos computacionales para llevar a cabo
pruebas exactas en tablas de contingencia. Actualmente este tipo de pruebas se

desarrollan bajo dos enfoques diferentes, a saber:

e Enumeracion completa del conjunto de referencia T para el calculo del p

valor exacto.
e Estimacion del p-valor exacto mediante métodos de simulacion.
5.5.1. Enumeracion completa

El método de enumeracion completa encuentra todas las tablas que
presenten los mismos totales marginales de filas y columnas que la tabla
observada, éstas constituyen el conjunto de referencia I' . A partir de este
conjunto se calcula el p-valor exacto como la suma de todas las probabilidades
hipergeométricas de las tablas presentes en I' cuyo estadistico de prueba o

medida de discrepancia sea tan o mas extremo que el de la tabla observada.

Inicialmente, los primeros algoritmos desarrollados para realizar pruebas
exactas en tablas de contingencia aparecieron en la década de los 70 los cuales
fueron escritos en lenguaje FORTRAN y basicamente realizaban la enumeracion
completa del conjunto de referencia I y a partir de ésta construian la distribucion

del estadistico de prueba con el fin de calcular el p-valor exacto.
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Todos estos algoritmos presentaban como desventaja el intenso
requerimiento computacional necesario para enumerar todo el conjunto de
referencia, lo que traia como consecuencia que su uso estaba limitado a tablas de
contingencia de dimensién y tamafios de muestra pequefios, (Thomas, 1971;
Baptista y Pike, 1977). Muchas veces los investigadores recomendaban calcular
previamente el nUmero total de tablas de contingencia presentes en el conjunto de
referencia I' para verificar si era posible calcular el p-valor por métodos exactos
en vez de utilizar aproximaciones asintoticas. Gail y Mantel, (1977); y Good, (1976);
citados por Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); proponen metodologias para el
calculo exacto y aproximado del numero total de tablas del conjunto de referencia
I" . Puesto que el tamafio del conjunto de referencia I" crece geométricamente con
la dimensién de la tabla y el tamafio de muestra, el uso de tales algoritmos estuvo
sumamente limitado, (Agresti, 2002; Cytel Software, 2001 y 2003; Michaelides,

1997).

Mehta y Patel, (1980); proponen esquematizar al conjunto de referencia I
como una estructura de red, donde todos los posibles caminos dentro de esta red
representan a todas las tablas de contingencia cuyos totales marginales de filas y
columnas son iguales a los de la tabla de contingencia observada. Si bien
inicialmente el algoritmo basado en tal estructura no se aplicé a ningun estadistico

de prueba; mas tarde, Mehta y Patel, (1983); utilizaron esta estructura de red y el
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algoritmo correspondiente para obtener los p-valores exactos de la prueba de
Freeman-Halton sin necesidad de calcular el valor del estadistico de prueba para
todas las tablas posibles, sino solamente para aquellas tan 0 mas extremas que la
observada y que contribuyen al célculo del p-valor, por cuanto que en la estructura
de red, tales tablas se pueden identificar facilmente; por supuesto, tal innovaciéon
redujo considerablemente las necesidades de memoria y procesamiento por parte
del computador y al mismo tiempo amplié el rango de aplicacion de pruebas
exactas a tablas de contingencia tanto de mayores dimensiones como de mayores

tamanos de muestra.

Este algoritmo ha sido utilizado para calcular p-valores exactos en diferentes

pruebas y esquemas de tablas de contingencia; como ejemplos se pueden citar a:

e Mehta, Patel y Gray, (1985); utilizaron el algoritmo de red con el fin de
construir intervalos de confianza exactos para las odds ratio en tablas de
contingencia de dimension 2x2.

e Mehta, Patel y Wei, (1988); calcularon p-valores exactos en ensayos clinicos
basados en el algoritmo de red.

e Agresti, Mehta y Patel, (1990); aplicaron el algoritmo de red para calcular p-

valores exactos en tablas de contingencia con categorias ordenadas.

e Mehta, Patel, Senchaudhuri y Tsiatis, (1994); aplicaron el algoritmo de red

para llevar a cabo pruebas exactas en ensayos clinicos secuenciales.
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e Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1998); aplicaron el algoritmo de red para

calcular p-valores exactos en tablas de contingencia 2x2 estratificadas.

e Booth, Capanu y Heigenhauser, (2003); aplicaron el algoritmo de red para
el calculo de p-valores exactos en tablas de contingencia cuadradas cuasi-

simétricas para medir el acuerdo entre pares de individuos.

e El software StatXact® utiliza tal algoritmo de red para calcular p-valores

exactos en tablas de contingencia, (Cytel Software, 2001 y 2003).

Un enfoque alternativo al algoritmo de red fue propuesto por McDonald, De
Roure y Michaelides, (1999); y Michaelides, (1997); el cual consiste en enumerar
las tablas del conjunto de referencia I' mediante métodos iterativos de la manera

siguiente: enumerar todas las tablas de dimensién (F—1)xC con marginales fijas,

luego enumerar las tablas de dimension 2xC con marginales fijas y por ultimo,

enumerar las tablas 2x2 con marginales fijas.

Baglivo, Olivier y Pagano, (1988); desarrollaron un algoritmo basado en un
principio diferente a los citados anteriormente; ellos proponen descomponer a la
tabla de contingencia observada en dos subtablas. El p-valor de la primera
subtabla se obtiene por métodos exactos y el de la segunda por métodos
asintoticos, a partir de éstos se estima el p-valor de la tabla observada como el
producto de los p-valores de las dos subtablas, de manera que este algoritmo

hibrido requiere menos intensidad de procesamiento computacional que los otras
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metodologias, lo que lo hace mas expedito, aunque el p-valor obtenido es una
aproximacion. Ellos muestran que tal enfoque hibrido presenta una potencia

similar a la obtenida por métodos exactos.
5.5.2. Simulacion

Aunque el algoritmo de red de Mehta y Patel ha extendido el rango de
aplicacion del célculo del p-valor exacto mediante el método de enumeracion
completa a tablas de mayores dimensiones y muestras mas grandes; aun no es
posible calcularlo cuando el tamafio de la muestra y/o la dimension de la tabla de
contingencia genera un conjunto de referencia muy grande hasta para las
computadoras mas potentes disponibles en la actualidad. Si se sospecha que los
métodos asintéticos no son adecuados para la situacion estudiada y que ademas
no es posible calcular el p-valor por métodos exactos, una alternativa la constituye
el estimar tal p-valor mediante métodos de simulacién y a partir de esta estimacion

construir intervalos para el p-valor exacto con una amplitud y confianza deseada.

Agresti, Wackerly y Boyett, (1979); propusieron un ensayo de simulacion de
Monte Carlo denominado Monte Carlo clasico para tablas de contingencia. Este
ensayo selecciona tablas aleatoriamente del conjunto de referencia I con
probabilidad hipergeométrica multiple. Bajo este esquema de simulacién es
necesaria una muestra aleatoria de 17000 tablas de contingencia con el objeto de

generar un intervalo para el p-valor exacto con 99% de confianza y 0,01 unidades
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de amplitud. En este ensayo de Monte Carlo la estimacion del p-valor exacto se
determina por la razon entre el numero de tablas simuladas tan o mas extremas

que la tabla observada y el tamafo de la muestra aleatoria.

Jones, O’Gorman, Lemke y Woolson, (1989); utilizaron ensayos de Monte
Carlo para estudiar la homogeneidad de K tablas de contingencia de dimensién
2x%2; sin embargo, ellos muestrearon las tablas utilizando distribuciones de
probabilidad diferentes a la hipergeométrica multiple, tales como log-normal,
uniforme, exponencial y distribuciones discretas con sélo dos valores. Tales
ensayos permitieron comparar diferentes estadisticos de prueba para probar

homogeneidad de razones de probabilidad binomial en tablas estratificadas.

Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1988); propusieron un esquema de muestreo
de Monte Carlo basado en el algoritmo de red, denominado muestreo por
importancia. Este ensayo de simulacién previamente identifica en la red a aquellos
caminos que corresponden a las tablas de contingencia tan o mas extremas que la
tabla observada, constituyéndose asi el conjunto de referencia restringido I ;
posteriormente selecciona tablas de este conjunto I'” seguin su importancia para
reducir la varianza del estimador del p-valor exacto. En otras palabras, este
esquema de muestreo solo selecciona tablas en I'" y garantiza que la varianza del
estimador del p-valor sea mucho menor que la varianza del estimador del ensayo

de Monte Carlo clasico. En los resultados comparativos de la aplicacion del
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muestreo por importancia y del ensayo de Monte Carlo clasico sobre distintas
pruebas encuentran que al construir intervalos para el p-valor exacto con una
confianza y amplitud dada, el tamafio de muestra requerido con el muestreo por
importancia es entre 50 y 12000 veces menor que con el ensayo de Monte Carlo

clasico.

Mehta, Patel y Senchaudhuri, (2000); basados en un esquema similar al del
muestreo por importancia formularon un ensayo de Monte Carlo especifico para la
regresion logistica condicionada, el cual basandose en el algoritmo de red, sélo
selecciona aleatoriamente a aquellas tablas del conjunto de referencia I' que
pertenezcan al conjunto de referencia reducido I', constituido por las tablas de
contingencia que ademas de tener marginales de filas y columnas fijas presenten
las mismas frecuencias conjuntas y,; /=1, 2, ..., r; r=c; en la diagonal
principal de la tabla de contingencia observada; este conjunto de referencia
reducido I es mucho méas pequefio que I', tal como lo muestran McDonald, De
Roure y Michaelides, (1999). Es importante notar que este algoritmo, luego de
identificar al conjunto de referencia reducido I' , selecciona las tablas de este
conjunto con probabilidad hipergeométrica multiple.

Senchaudhuri, Mehta y Patel, (1995); proposieron otra metodologia de
simulaciéon de Monte Carlo para tablas de contingencia basada en la técnica de

reduccion de varianza de control de variables, obteniendo asi el intervalo de
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confianza para el p-valor exacto con mas precision que el ensayo de Monte Carlo
clasico para un numero dado de tablas. El método consiste basicamente, en
generar simultaneamente dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas y
correlacionadas para utilizar la informacion de la covarianza de la variable control o

auxiliar y reducir la varianza de la variable simulada, (Szechtman, 2003).

Las ultimas tendencias de simulacion para ensayos de Monte Carlo consisten
en utilizar algoritmos que combinan métodos bayesianos y cadenas de Markov;
esencialmente, este ensayo es un proceso iterativo que parte de una distribucién a
priori asumida inicialmente y la cual se actualiza en cada iteracion hasta que la
distribucion muestral converge a la poblacional, (Kelly, 1999; De Martini y Rapallo,
2002). Un ejemplo de esta metodologia se encuentra en Smith, Forster y
McDonald, (1996); donde estimaron el p-valor exacto en tablas de dimensién 8x8

orientadas a medir acuerdo entre las opiniones de parejas casadas.
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6. RESULTADOS Y DISCUSION

6.1. Estudio comparativo del comportamiento de las metodologias
exactas y asintoticas sobre tablas de contingencia tomadas de algunos

trabajos publicados en la literatura cientifica internacional

En esta seccion se ilustra la aplicacion de las pruebas de permutacién en
tablas de contigencia de dimension 2x2 y de dimension R x C no ordenadas con
su correspondiente equivalente asintético, con la finalidad de mostrar las
diferencias y similitudes entre ambos enfoques, utilizando para ello algunos

ejemplos publicados en la literatura cientifica internacional.
6.1.1. Tablas de contingencia de dimension 2x2

Ejemplo 1: La tabla de contingencia 10 corresponde a 76 respuestas a una
pregunta especifica dicotomica (si o no) clasificadas por género (masculino y

femenino) en dos cursos de una escuela primaria.

Tabla 10. Clasificacion de las respuestas a una pregunta dicotomica en dos

grados distintos clasificados segun el género.

GENERO
Femenino Masculino
GRADO Si No Si No
Primero 10 4 2 16
Cuarto 6 11 15 12

Fuente: Mielke y Berry, 1996.
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En el trabajo de Mielke y Berry, (1996); se prueba que existe interaccion
entre el género y el grado de los estudiantes por lo que las tablas se pueden
analizar segun el género; por esta razon sélo se toma en cuenta a las respuestas
del género femenino de la tabla 10 como ejemplo ilustrativo y cuyo tamafio de
muestra N =31 puede considerarse pequefio y donde ademas, los totales

marginales de las filas son balanceados.

Los resultados de los p-valores para cada una de las pruebas aplicadas en

este estudio ademés de su medida de similitud, se presentan en la tabla 11.

Tabla 11. Resultados de /los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente al efemplo 1.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Fisher 7’ Verosimilitud Barnard

p-valor exacto 0,07317275 0,04512570 0,04245759 0,04512570

p-valor asintotico 0,04860854 0,07317275 0,07317275 0,05381446

A 0,02456421 0,02804705 0,03071516 0,00868876

En la tabla 11 se observa que la prueba de Fisher presenté un p-valor
exacto mayor que el p-valor asintético, mientras que ocurrié lo contrario en las
demas pruebas; por otra parte, en las pruebas condicionadas el valor de A fue

mayor que el umbral establecido en este estudio A" =0,01; en cambio, en la

prueba no condicionada de Barnard se encontro que si bien el p-valor exacto fue
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menor que el p-valor asintotico, el valor de A para este caso resultd menor que el

umbral establecido.

Considerando los valores obtenidos para A y el umbral establecido y
siguiendo la recomendacién de Berger, (2000); para este ejemplo en particular, en
lo concerniente a las pruebas condicionadas se deberian utilizar metodologias
exactas y para el caso de la prueba no condicionada de Barnard metodologias

asintoticas.

Es interesante notar que si se tomara una decision al nivel de significacion
del 5% considerando los p-valores exactos y asintéticos, las decisiones dentro de
cada prueba serian contrarias segun se utilice una u otra metodologia, siendo el
caso mas notable el de la prueba no condicionada de Barnard, en la cual, donde a
pesar de que pueden utilizarse metodologias asintéticas, la decision no coincide
con la metodologia exacta, situacidbn que no deberia ocurrir por cuanto que A es
inferior al umbral A™; ante esta situacion Berger, (2000); advierte que al utilizar a

A como regla de decisién el nivel de significacion real de la prueba puede inflarse

hasta un maximo de 100(a+A*)%; es decir, que el nivel de significacion para las

decisiones tomadas al 5% se encontraran en realidad a un nivel de significacion

comprendido entre 0,05 <« <0,06 por cuanto que el umbral utilizado en este

estudio es de A" =0,01.
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Ejemplo 2: La tabla de contingencia 12 provista por Mendenhall y colaboradores,

(1984); y citada por Agresti, (2002); muestra los resultados de un estudio

retrospectivo en el cual se comparan los tratamientos de cirugia y terapia

radioactiva, la respuesta mide el estado del paciente luego de dos afos de

tratamiento.

Tabla 12. Resultados de un estudio retrospectivo en el tratamiento de cancer de

laringe.
Cancer Cancer no Total
Controlado Controlado
Cirugia 21 2 23
Terapia
Radiactiva 15 3 18
Total 36 5 41

Fuente: Agresti, 2002.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 13.

Tabla 13. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente para el ejemplo 2.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Fisher 7° Verosimilitud Barnard

p-valor exacto

0,63842578 0,63842578 0,63842578 0,58935137

p-valor asintético

0,41569295 0,43890077 0,44058417 0,43890077

A

0,22273283 0,19952501 0,19784161 0,15045060
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La tabla de contingencia 12 es relativamente balanceada y con tamafio de
muestra pequeiia NV =41; en la tabla 13 se observa que para las cuatro pruebas
aplicadas el valor de las diferencias entre los p-valores exactos y asintdticos A es
muy superior al umbral establecido A™, a pesar de que en la tabla los totales
marginales de filas son balanceados; pudiera entonces pensarse que estas
diferencias entre los p-valores exactos y asintdticos se deben al tamafio de
muestra, el cual en este caso se puede considerar pequefio; pudiendo ademas
conjeturarse que en la medida que el tamafio de muestra N es mas pequefo

estas diferencias A seran mayores.

Ejemplo 3. Las siguientes tablas de contingencia mostradas en la tabla 14 reportan
los resultados de los despidos en una compafiia, para cuatro periodos de despidos

diferentes, clasificados segun la edad del empleado. (Kadane, 1990).

En este estudio sdlo se consideraron las tablas de contingencia
correspondientes al primero y cuarto periodo de despidos por ser ejemplos
ilustrativos e interesantes.

La tabla de contingencia correspondiente al primer periodo de despidos fue
seleccionada por presentar un tamafio de muestra grande N =249; y ademas es
balanceada en sus totales marginales de filas. Los p-valores exactos y asintéticos
junto con los valores A para las pruebas consideradas en este estudio se

presentan en la tabla 15.
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Tabla 14. Empleados despedidos y retenidos por cierta empresa para cuatro

periodos de despidos clasificados segun la edad.

PRIMER PERIODO (30 / 06 / 1982)

No

Despedidos Despedidos Total
> 40 afios 18 129 147
< 40 afnos 0 102 102
Total 18 231 249
SEGUNDO PERIODO (30/ 11 / 1982)
Despedidos Desp[\el(élidos Total
> 40 anos 26 105 131
< 40 afnos 10 83 93
Total 36 188 224

TERCER PERIODO (31 / 05 / 1983)

No

Despedidos Despedidos Total
> 40 afios 13 92 105
< 40 afnos 14 66 80
Total 27 158 185
CUARTO PERIODO (28 / 06 / 1984)
Despedidos Despl\(le(ZIidos Total
> 40 anos 13 81 94
< 40 afnos 2 52 54
Total 15 133 148

Fuente: Kadane, 1990.
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Tabla 15. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente para el ejemplo 3, primer periodo.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Fisher 7° Verosimilitud Barnard

p-valor exacto 0,00006748 0,00022801 0,00004941 0,00545816
p-valor asintotico 0,00004496 0,00024331 0,00000800 0,00024331
A 0,00002252 0,00001530 0,00004141 0,00521485

Por otra parte en el caso de la tabla de contingencia correspondiente al
cuarto periodo, cuyo tamafio de muestra es grande AN =148 ; y con totales
marginales de fila desbalanceados, los p-valores exactos y asint6ticos junto con los

valores A para las pruebas consideradas en este estudio se presentan en la tabla

16.

Tabla 16. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente para el efemplo 3, cuarto periodo.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Fisher Ve Verosimilitud Barnard

p-valor exacto 0,05326488 0,08620740 0,05326488 0,05041118

p-valor asintético 0,04950657 0,04941467 0,03506218 0,04941467

A 0,00375831 0,03679273 0,01820270 0,00099651
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En la tabla 15 se observa que para las cuatro pruebas aplicadas las

diferencias entre los p-valores exactos y asintoticos A fueron mucho menores que
el umbral A" establecido y las decisiones a tomar al nivel de significacion « = 0,05

son iguales para las cuatro pruebas; en este caso, tal decision seria rechazar la
hipotesis nula de independencia entre la edad del empleado y su condicion de
retenido o despedido por la empresa; también se observa que los p-valores fueron
muy pequefios para todas las pruebas y por supuesto también sus diferencias A;
lo que conlleva a conjeturar que en la medida que la hip6tesis nula de
independencia tienda a ser falsa va a ser mas frecuente que A sea inferior al A”

establecido.

En la tabla 16 se observa que en dos de las pruebas: la prueba de y* y de
razon de verosimilitud, las diferencias entre los p-valores exactos y asintéticos
fueron superiores al umbral A™ y que en la prueba exacta de Fisher y en la prueba
no condicionada de Barnard ocurrié lo contrario; es curioso notar que para las
cuatro pruebas consideradas las decisiones a tomar al nivel de significacion

a = 0,05 hubieran sido contrarias si se tomaran los p-valores exactos o asintéticos.

En el caso de elegir p-valores exactos, en las cuatro pruebas no se hubiera
podido rechazar la hipotesis nula de independencia y de haberse elegido los p-
valores asintoticos, en las cuatro pruebas las decisiones hubieran sido exactamente

las contrarias.
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Si se sigue la recomendacion de Berger, (2000); en la prueba exacta de
Fisher y en la prueba no condicionada de Barnard se tomarian los p-valores
asintoticos y se rechazaria la hipétesis nula de independencia; y para las pruebas
de y° y razon de verosimilitud se deberian tomar los p-valores exactos y no se
podria rechazar la hipodtesis nula de independencia; si bien en este trabajo se
establecié como umbral de decisién a A" = 0,01 porque se piensa que tal valor no
inflara de manera desmesurada el nivel de significacion real de la prueba y se
espera que el comportamiento de los métodos exactos y asintdticos sea
equivalente siempre que A < A”; por estas razones es que se sugiere el uso de los
p-valores asintoticos en este caso; sin embargo, esta situacidbn no ocurre en el
presente ejemplo; es decir, siempre existe el riesgo de tomar decisiones contrarias
para una prueba dada adn siendo A < A”; por esta razén, el valor éptimo para A”
puede ser motivo de futuras investigaciones donde se desearia encontrar un valor
para A" tal que:

()  No infle excesivamente al tamafio de la muestra VN ; es decir, que permita
establecer un limite razonable para decidir entre el uso de uno u otro
método.

(i) Que minimice el riesgo de tomar decisiones contrarias entre los métodos

una vez que A< A,
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Ejemplo 4: Berger y Boos, (1994); utilizaron la tabla de contingencia 17 y provista
por Taylor et al, (1982); para ilustrar la modificacién del procedimiento propuesto
por ellos en el célculo del p-valor exacto en la prueba no condicionada de Barnard,
los autores no reportan la naturaleza de las variables medidas en tal tabla de

contingencia.

Tabla 17. Tabla de contingencia utilizada por Berger y Boos para ilustrar la
modlificacion propuesta por ellos para el calculo del p-valor exacto de la prueba no

condlicionada de Barnard.

Exito Fracaso Total
Muestra 1 14 33 47
Muestra 2 48 235 283
Total 62 268 330

Fuente: Berger y Boos, 1994.

Los p-valores exactos y asintéticos junto con los valores A para las pruebas

consideradas en este estudio se presentan en la tabla 18.

Tabla 18. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente al efemplo de Berger y Boos.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Fisher Ve Verosimilitud Barnard
p-valor exacto 0,04441980 0, 04441983 0,06758505 0,03731378
p-valor asintotico | 0,04081388 0,03710219 0,04731249 0,03710219
A 0,00360592 0,00731764 0,02027256 0,00021159
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La tabla de contingencia 17 presenta un tamafio de muestra grande,

N =330 y es desbalanceada en los totales marginales de las filas; en la tabla 18

se observa que en la prueba exacta de Fisher, la prueba de y* y la prueba no

condicionada de Barnard, las diferencias A fueron inferiores al umbral A™ y en la

prueba de razén de verosimilitud ocurrié lo contrario.

Las decisiones a tomarse al nivel de significacion « =0,05 fueron iguales
en las pruebas de Fisher, y° y Barnard; es decir, si se sigue la recomendacion de
Berger, (2000); se utilizarian los p-valores asintdticos para tomar las decision
correspondiente, la cual en este ejemplo seria rechazar la hipGtesis nula de
independencia entre las categorias de filas y columnas. En este ejemplo no hay
contradiccidon alguna entre las decisiones tomadas a partir de los p-valores exactos

y asintéticos cuando A < A”.

Para el caso de la prueba de razén de verosimilitud, la decision a tomar al

nivel de significacion « =0,05 debe basarse en el p-valor exacto, siguiendo la

recomendacién de Berger, (2000); y asi, para este ejemplo no se rechazaria la
hipotesis nula de independencia entre las categorias de las filas y las columnas.
Esta discrepancia en la decision en relacidbn a las otras tres pruebas pudiera
deberse al desbalanceo presente en los totales marginales de las filas, lo cual

pudiera afectar la sensibilidad de la prueba de la razén de verosimilitud.
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Ejemplo 5: La tabla de contingencia 19 y citada por Agresti, (2002); muestra los
resultados de un estudio realizado en Suecia sobre la relacion entre el uso de
aspirina e infarto al miocardio sobre una muestra de 1360 pacientes. La tabla
muestra el numero de muertes por infarto al miocardio durante los siguientes tres

afos de tratamiento.

Tabla 19. Resultados del estudio sueco sobre uso de aspirina e infarto al

miocardio.
Infarto No infarto Total
Placebo 28 656 684
Aspirina 18 658 676
Total 46 1314 1360

Fuente: Agresti, (2002).

Los resultados de los p-valores para cada una de las pruebas aplicadas en

este estudio ademas de su medida de similitud, se presentan en la tabla 20.

Tabla 20. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente al estudio sueco sobre el uso de aspirina e infarto al miocardio.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Fisher 7’ Verosimilitud Barnard

p-valor exacto 0,17678162 0,17678162 0,17678162 0,14742964
p-valor asintético 0,14628120 0,14444339 0,14281592 0,14444339
A 0,03050042 0,03234772 0,03396570 0,00298625
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La tabla de contingencia 19 presenta un tamafio de muestra grande,
N =1360; y donde si bien los totales marginales de las filas son balanceados, los
totales marginales de columnas estan fuertemente desbalanceados; en la tabla 20

se observa que para las tres pruebas no condicionadas: Fisher, y* y razon de

verosimilitud; a pesar de que el tamafio de muestra N sea tan grande, las
diferencias entre los p-valores exactos y asintoticos A fueron superiores al umbral
A"; esta falta de convergencia de los p-valores asintoticos a los exactos pudiera

deberse al fuerte desbalanceo presente en los totales marginales de las columnas.

En el caso de la prueba no condicionada de Barnard, la diferencia A resultd
inferior al umbral A™; esto pudiera deberse principalmente al hecho que el
conjunto de referencia Q para pruebas no condicionadas es por definicibn mucho
mas grande que el conjunto T" para las pruebas condicionadas, esto trae como
consecuencia que el estadistico de la prueba de Barnard presente una distribucion
de probabilidad con muchos mas puntos; es decir, menos discreta que la
correspondientes distribuciones de probabilidad de los estadisticos de prueba
condicionados; asi pues, la distribucion del estadistico de prueba de Barnard se
parecera mas a la distribucion de probabilidad de su equivalente asintético y por

ende, la convergencia de este Ultimo al primero se alcanza mas rapidamente.
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6.1.2. Tablas de contingencia de dimension R x C no ordenadas

Ejemplo 6. La tabla de contingencia 21 fue utilizada por Agresti, Wackerly y Boyett,
(1979); como ejemplo para ilustrar el comportamiento de la prueba de Freeman-
Halton al estimar el p-valor exacto utilizando al ensayo de Monte Carlo para datos
categorizados introducido por ellos.

Tabla 21. Ejemplo utilizado por Agresti et al para estimar el p-valor exacto

utilizando el método de ensayos de Monte Carlo.

Variable Y
Columna 1 Columna 2 Columna 3 Total
Q Fila 1 10 1 6 17
.<‘§ X Fila 2 3 5 0 8
C>U Fila 3 5 0 1 6
Total 18 6 7 31

Fuente: Agresti, Wackerly y Boyett, 1979.

Los resultados de los p-valores para cada una de las pruebas aplicadas en

este estudio ademas de su medida de similitud, se presentan en la tabla 22.
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Tabla 22. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente al efemplo utilizado por Agresti et al.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Freeman-Halton 7’ Verosimilitud
p-valor exacto 0,00983589 0,00379704 0,00670007
p-valor asintotico 0,02277185 0,00511163 0,00404239
A 0,01293596 0,00131459 0,00265768

La tabla de contingencia 21 de dimension 3x3 presenta totales marginales
de filas desbalanceados y tamafio de muestra pequeiio, / =31. En la tabla 22 se
observa que las diferencias entre los p-valores exactos y asintdticos A en las

pruebas de y? y razén de verosimilitud fueron menores que el umbral A™; y en la

prueba de Freeman-Halton ocurri6é lo contrario. Las decisiones a tomar al nivel de

significacion « = 0,05 serian las mismas en las tres pruebas aplicadas y solo en la

prueba de Freeman-Halton pudiera pensarse que el desbalanceo y el tamafio de
muestra pequefio hayan afectado la convergencia de los p-valores asintoticos a los
exactos.

Ejemplo 7: Everitt, (1977); citado por Davis, (1991); muestra los resultados de un
estudio que trata la relacion entre la ubicacién (I6bulo frontal, l6bulo temporal,
otros) y el tipo de tumor cerebral (maligno, benigno, otros) de 141 individuos. Los

resultados se presentan en la tabla 23.

83




Tabla 23. Tipo de tumor cerebral y ubicacion del mismo.

Tipo de Tumor

Benigno Maligno Otros Total
s Lobulo Frontal 23 9 6 38
:g Lébulo Temporal 21 4 3 28
5 Otros 34 24 17 75
Total 78 37 26 141

Fuente: Davis, 1991.

Los resultados de los p-valores para cada una de las pruebas aplicadas en

este estudio ademas de su medida de similitud, se presentan en la tabla 24.

Tabla 24. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente al efemplo utilizado por Davis.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Freeman-Halton 7’ Verosimilitud
p-valor exacto 0,11229250 0,09703004 0,09856013
p-valor asintotico 0,11426107 0,09745954 0,08813259
A 0,00196857 0,00042950 0,01042754

La tabla de contingencia 23 de dimension 3x3 presenta totales marginales

de filas moderadamente desbalanceados y tamafio de muestra grande, NV =141.

En la tabla 24 se observa que las diferencias entre los p-valores exactos y

asintoticos A en las pruebas de y* y Freeman-Halton fueron menores que el

umbral A"; y en la prueba de razén de verosimilitud ocurrié lo contrario. Las
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decisiones a tomar al nivel de significacion « = 0,05 fueron las mismas en las tres

pruebas aplicadas y sélo en la prueba de razon de verosimilitud se vio afectada la
convergencia de los p-valores asintéticos a los exactos, esto indica que el
comportamiento de las diferentes pruebas de significaciébn varia segun la

naturaleza de la tabla de contingencia.

Ejemplo 8: La tabla de contingencia 25 es utilizada por Senchaudhuri, Mehta y
Patel, (1995); para ilustrar la comparacion de dos métodos de simulacion, Monte
Carlo clasico y Monte Carlo con control de variables en cuanto al tiempo de

procesamiento del computador:

Tabla 25. Ejemplo utilizado por Senchaudhuri et al para comparar al ensayo de

Monte Carlo clasico con el ensayo de Monte Carlo con control de variables.

Col1 Col 2 Col 3 Col 4 Col 5 Total
Fila1 1 0 0 0 0 1
Fila 2 1 2 3 0 6 12
Fila 3 1 6 8 6 13 34
Fila 4 0 7 11 8 21 47
Total 3 15 22 14 40 94

Fuente: Senchaudhuri, Mehta y Patel, (1995).

Los resultados de los p-valores para cada una de las pruebas aplicadas en

este estudio ademas de su medida de similitud, se presentan en la tabla 26.
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Tabla 26. Resultados de los p-valores exactos y asintoticos con el A

correspondiente al efemplo utilizado por Senchaudhuri et al.

PRUEBAS DE SIGNIFICACION

Freeman-Halton 7’ Verosimilitud
p-valor exacto 0,27565999 0,02467506 0,21212955
p-valor asintotico 0,27822365 0,00040374 0,24600379
A 0,00256366 0,02427132 0,03387424

La tabla de contingencia 25 de dimensién 4x5 presenta un ejemplo de una
tabla desbalanceada y dispersa y tiene la caracteristica particular de que seis de
las veinte celdas de la tabla de contingencia presentan frecuencia cero y tres
adicionales presentan frecuencia igual a uno.

En la tabla 26 se observa que solo la prueba de Freeman-Halton presenta
un valor A que es menor que A”; es decir, que en las pruebas de y° y de razon
de verosimilitud no se presenta la convergencia deseada de los p-valores
asintéticos a los p-valores exactos. Esto pudiera deberse al hecho de que la tabla
presenta fuerte desbalanceo en los totales marginales de las filas y ademas es
dispersa; estos dos factores pueden estar afectando la convergencia en las
pruebas de y° y de razén de verosimilitud a pesar de la gran dimension de la

tabla de contingencia.
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Resulta particularmente interesante en este ejemplo observar las diferencias
tan marcadas que presentaron los p-valores de una prueba a otra; asi, en las
pruebas de Freeman-Halton y razon de verosimilitud fueron superiores a 20%,

mientras que en la prueba de z* fueron inferiores a 2,5%; evidentemente las
decisiones a tomar al nivel de significacion « =0,05 en la prueba de y° es

contraria a las tomadas en las pruebas de Freeman-Halton y razon de verosimilitud;
ya que en éstas no se rechaza la hipétesis nula de independencia y en aquella si.
En este ejemplo se evidencia el hecho de que la naturaleza de la tabla de
contingencia afecta al comportamiento de las diferentes pruebas; de manera que
el investigador debe ser cuidadoso al seleccionar que prueba de significacion

aplicara a una tabla de contingencia dada.

En la presente seccion se pudo observar que las conclusiones a las cuales se
llegan en el andlisis de las tablas de contingencia ejemplificadas pueden ser
similares o diferentes para ambos métodos dependiendo de la situacion
considerada, esto induce a pensar que las conclusiones obtenidas en muchos
trabajos publicados pueden diferir notablemente a las generadas utilizando

métodos exactos.
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6.2. Estudio del comportamiento de las metodologias exactas y
asintoticas a partir de la simulaciéon de tablas de contingencia

A partir de los ejemplos discutidos en la seccion anterior, se ha podido
ilustrar que el comportamiento de las metodologias exactas y asintéticas en tablas
de contingencia depende de los siguientes factores:

e Tamafio de la muestra.

e Balanceo de la tabla de contingencia.
e Tipo de prueba aplicada.

e Dimension de la tabla de contingencia.

Por estas razones se realizé la simulacion de tablas de contingencia con la
finalidad de estudiar con méas detalle este comportamiento y asi recomendar el uso
de una u otra metodologia en funcién de los factores anteriores.

Para todas las pruebas consideradas, los p-valores exactos y asintéticos
fueron obtenidos utilizando el software StatXact® versién 6.0, y para el caso de
aquellas tablas de contingencia cuyo tiempo de procesamiento fue superior a los
15 minutos se estimé el p-valor exacto utilizando ensayos de Monte Carlo clasico.

Puesto que los p-valores calculados en este estudio variaron en un amplio
rango y resultaron muy disimiles de una tabla a otra, se estableci6 como medida
de similitud al médulo de la diferencia entre el p-valor exacto y el asintético,
denotado por A. Tal valor permite establecer una regla de decisién para utilizar
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una de las dos metodologias consideradas, exacta y asintotica, como lo propone
Berger, (2000); y como se mostro en la seccién de materiales y métodos. Estas
diferencias A dan lugar a 114 tablas con sus respectivos gréaficos, los cuales
permiten mostrar las tendencias entre las diferencias de los p-valores exactos y
asintéticos y constituyen una forma de apreciar la convergencia de los p-valores
asintoticos a los exactos para cada una de las pruebas estudiadas y en cada

situacion considerada.

Debido al gran namero de tablas y graficos generados, éstos se presentan
en forma digital en el CD presente en el anexo 4; sin embargo, con fines

ilustrativos, la figura 1 muestra uno de tales graficos.

0.4

0.3

A 0.2 OFreman-Halton
BChin2

0.1 B Verosimilitud

0
1)
1)
1)
AR

o
)
¥ N

Tamafio de muestra

Figura 1. Valores de la medida de similitud A segun el tamafio de muestra para
las pruebas consideradas en tablas de contingencia 33 balanceadas y vectores de

probabilidades multinomiales uniformes.
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En la figura 1 puede observarse para este caso particular, que a diferencia

de las pruebas de razon de verosimilitud y de Freeman-Halton, la prueba de y°
presenta valores inferiores al umbral A" =0,01, a partir de &/ =100 ; es decir,

ambas metodologias presentan un compotamiento equivalente a partir de este
tamafio de muestra. Para las otras dos pruebas no se alcanza tal convergencia

para los tamafios de muestra considerados en la presente simulacion.

Sin embargo, como resulta impractico basar los andlisis en tan gran namero
de tablas y graficos, los resultados se resumen en la tabla 27 al final de la seccidon
6.2.1 para las tablas de contingencia de dimensién 2x2 y en las tablas 28, 29 y 30
al final de la seccién 6.2.2 para las tablas de contingencia de dimension #ZxC no
ordenadas, donde se presentan los tamafios de muestras a partir de los cuales los
p-valores asintoticos convergen a sus contrapartes exactos clasificados segun la

dimension, prueba aplicada y tipo de balanceo.
6.2.1. Simulacion en tablas de contingencia de dimension 2x2

En la tabla 27 se observa que para las tablas de contingencia de dimension
2x2, la rata de convergencia fue mucho mas rapida en todas las pruebas cuando la
hipdtesis nula es falsa y este comportamiento fue comun tanto para las tablas

balanceadas como para las desbalanceadas.

Bajo el escenario de hipoétesis nula cierta, los tamafios de muestra criticos

resultaron mucho méas grandes que en la situacion anterior, siendo éstos mayores
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o iguales que 500 en las tablas desbalanceadas y mayores que 1000 en las tablas
balanceadas. EI comportamiento que se observa cuando la hipétesis nula es falsa
puede deberse a que el conteo del nimero de tablas de contingencia que
constituyen el p-valor tiende a ser menor en esta situacion, ya que el conjunto de
referencia reducido I”" es mas pequefio que cuando la hipétesis nula es cierta;
dando como resultado que estos p-valores tiendan a ser pequefios y sus
diferencias A también, lo que permite que la rata de convergencia sea mas rapida
bajo este escenario por cuanto que esta diferencia se hace menor que el umbral

A" para tamafios de muestra menores que en el escenario de hipétesis nula cierta.

Cuando la hipotesis nula es cierta, el comportamiento observado es
contrario al esperado, ya que en Cytel Software, (2001 y 2003); se afirma que
cuando la tabla de contingencia es balanceada el conjunto de referencia I es mas
grande que en el caso desbalanceado y por ende, menos discreto, lo cual origina
una rata de convergencia mas rapida de los p-valores asintoticos a los exactos en
tablas de contingencia balanceadas. Esta disimetria con la teoria puede deberse

probablemente al azar.

En el caso de la prueba de Barnard, tal y como se esperaba, la rata de
convergencia se alcanz6 mucho mas rapido en comparacion a las pruebas no
condicionadas en tablas de contingencia de dimension 2x2 lo cual coincide con los

argumentos de Mehta y Hilton, (1993); y Cytel Software (2001 y 2003), esto se
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debe a que el conjunto de referencia Q de las pruebas no condicionadas es por
definicion mas grande que el conjunto de referencia I' de las pruebas
condicionadas, por lo que el estadistico de la prueba no condicionada de Barnard
presenta una distribuciébn con mas puntos que la que pueden presentar los otros
estadisticos para las pruebas condicionadas, resultando esto en una rata de
convergencia mas rapida del estadistico asintdtico a su contraparte exacto. En la
tabla 27 se observa que para la prueba de Barnard, en contraposicién a las
pruebas condicionadas, los resultados coincidieron con la teoria, en el sentido que
los tamafios de muestra criticos tienden a ser mas pequefios para esta prueba;
ademas, en esta prueba los tamafios de muestra criticos fueron menores en las
tablas de contingencia balanceadas que en las tablas de contingencia

desbalanceadas.
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Tabla 27. Tamafios de muestra criticos observados para el umbral A~ = 0,01 en diferentes pruebas aplicadas

para tablas de contingencia de dimension 2x2.

Balanceadas

Desbalanceadas

Ho Cierta Ho Cierta
Ho Falsa Ho Falsa
Prueba Uniforme Decreciente Uniforme Decreciente
Fisher > 1000 > 1000 250 500 1000 250
7° > 1000 > 1000 250 > 1000 500 250
Verosimilitud > 1000 > 1000 250 > 1000 500 250
Barnard 500 250 250 > 1000 500 30
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6.2.2. Simulacion en tablas de contingencia de dimension RxC no

ordenadas

En las tablas de contingencia de dimension R xC no ordenadas, el
comportamiento de la prueba de Freeman-Halton y de la prueba de razon de
verosimilitud fue similar, por cuanto que los resultados no mostraron convergencia
de los p-valores asintéticos a los exactos cuando la hipo6tesis nula es cierta, tanto
en las tablas balanceadas como en las desbalanceadas y para el rango de
muestreo considerado en este trabajo; en caso de presentarse tal convergencia
ocurriria para tamafios de muestras superiores a 1000; ver tablas 28 y 30. Esta
situaciébn permite conjeturar que el conjunto de referencia T' no es lo
suficientemente grande como para mitigar la discretitud inherente en la
distribucion de los estadisticos utilizados para estas pruebas no condicionadas.
Ademéas, el comportamiento observado fue erratico, dado que un tamafio de
muestra critico es muy grande para una configuracion poblacional dada y el otro

de la configuracion siguiente es menor.

Cuando la hipétesis nula es falsa, si bien los tamafos criticos son mucho
mas pequefios que cuando la hipotesis nula es cierta y que tienden a serlo aln
mas en las tablas balanceadas, en este caso se observa una tendencia erratica que
no permite relacionar el tamafio de muestra critico con la dimension de la tabla de

contingencia.
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Una atencion especial lo constituye la prueba de y° para tablas de
contingencia de dimension R xC no ordenadas, cuyos resultados se muestran en
la tabla 29, dicha prueba presentd una rata de convergencia mucho mas répida
gue la prueba de Freeman-Halton y la prueba de razén de verosimilitud, tanto para
la hipétesis nula cierta como para la hipdtesis nula falsa y tanto en tablas
balanceadas como en desbalanceadas. Estos resultados conducen a pensar que la

prueba de »° pudiera presentar una o mas de las caracteristicas siguientes:

e La distribucion del estadistico de la prueba de y* es mucho menos discreta

que en la prueba de Freeman-Halton y la prueba de razon de verosimilitud.

e El estadistico de la prueba de y® es mas robusto que los estadisticos
correspondientes a las otras dos pruebas; es decir, las decisiones tomadas a
partir del p-valor asintotico son mas parecidas a su equivalente exacto en la
prueba de y* independientemente del escenario considerado. Esto no
quiere decir que el comportamiento no haya sido erratico, sino que la rata
de convergencia de los p-valores fue mucho mas rapida en esta prueba que
en las otras dos. Esta caracteristica deseable mostrada por la prueba yz?
permite la recomendacion de su aplicacion en vez de las otras dos pruebas

para tablas de contingencia de dimensién R xC no ordenadas.
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Tabla 28. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A” = 0,01 en la prueba de Freeman-Halton

para tablas de contingencia no ordenadas de dimension R x C .

Balanceadas Desbalanceadas
Hq Cierta Ho Cierta
Hq Falsa Hq Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
2x3 > 1000 > 1000 > 1000 250 > 1000 > 1000 > 1000 1000
2x4 > 1000 > 1000 > 1000 100 > 1000 > 1000 > 1000 250
2x5 > 1000 > 1000 1000 50 > 1000 > 1000 > 1000 250
3x3 > 1000 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 100
3x4 75 > 1000 > 1000 75 > 1000 1000 > 1000 250
3x5 > 1000 > 1000 > 1000 50 > 1000 > 1000 250 100
4x3 75 > 1000 > 1000 50 > 1000 > 1000 > 1000 250
Ax4 75 > 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 100
4x5 > 1000 > 1000 > 1000 250 > 1000 > 1000 500 250
5x3 > 1000 > 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 250
5x4 > 1000 > 1000 500 250 > 1000 > 1000 > 1000 250
5x5 1000 250 250 250 > 1000 > 1000 > 1000 250
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Tabla 29. Tamarios de muestra criticos observados para el umbral A~ = 0,01 en /la prueba de y° para tablas

de contingencia no ordenadas de dimension R x C .

Balanceadas Desbalanceadas
Ho Cierta H, Falsa Ho Cierta H, Ealsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
2x3 1000 250 500 250 500 100 500 250
2x4 250 75 250 250 100 250 250 250
2x5 250 250 250 40 250 250 100 100
3x3 100 75 75 75 50 250 250 100
3x4 100 100 50 75 100 75 500 75
3x5 100 250 75 75 100 50 250 75
4x3 250 250 75 75 50 75 500 75
4x4 100 100 100 30 100 100 100 75
4x5 250 100 75 50 500 250 100 30
5x3 250 100 250 50 100 250 50 100
5x4 500 75 100 50 500 40 > 1000 50
5x5 75 1000 500 75 100 50 100 250

97



Tabla 30. Tamalios de muestra criticos observados para el umbral A~ =0,01 en /a prueba de razon de

verosimilitud para tablas de contingencia no ordenadas de dimension R x C .

Balanceadas

Desbalanceadas

Ho Cierta H, Ealsa Ho Cierta H, Falsa
Dimension | Uniforme | Simétrica | Decreciente Uniforme | Simétrica | Decreciente
2x3 1000 250 500 250 500 250 500 250
2x4 250 75 500 250 100 500 500 250
2x5 250 250 250 250 250 500 1000 250
3x3 > 1000 250 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 250
3x4 1000 > 1000 > 1000 100 > 1000 > 1000 > 1000 250
3x5 > 1000 > 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 500
4x3 > 1000 > 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 250
4x4 > 1000 > 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 100
4x5 > 1000 > 1000 > 1000 250 > 1000 > 1000 > 1000 250
5x3 > 1000 > 1000 > 1000 250 > 1000 > 1000 > 1000 250
5x4 > 1000 > 1000 > 1000 75 > 1000 > 1000 > 1000 75
5x5 1000 1000 > 1000 250 > 1000 > 1000 > 1000 250
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6.2.3. Tamafios de muestra minimax

A partir de los resultados mostrados en las tablas anteriores, se
seleccionaron los tamafios de muestra minimax segun la dimension de la tabla de
contingencia y balanceo de los datos, tal como se establecié en la metodologia,
estos resultados se presentan al final de esta seccidn en la tabla 31 para las tablas
de contingencia de dimension 2x%2 y en la tabla 32 para las tablas de contingencia

de dimensién AR xC no ordenadas.

Si bien este estudio puede considerarse exploratorio, las tablas de
contingencia consideradas pueden tomarse como punto de referencia para decidir
cuando utilizar la metodologia asintética o la exacta.

Se hace evidente que para las pruebas de Fisher, Freeman-Halton y razon
de verosimilitud es recomendable utilizar siempre métodos exactos para las tablas
de contingencia de cualquier dimension y clase de balanceo, y que los métodos
asintéticos pueden aplicarse para la pruebas de Barnard en las tablas de
contingencia de dimension 2x2 y la prueba de y° en tablas de contingencia de
dimension R xC a partir de los tamafios minimax determinados en este estudio.

Resulta prudente hacer notar que el comportamiento de las pruebas
consideradas en este estudio ha sido desarrollado para tamafios de muestra
iguales o menores a &/ =1000; por lo cual el autor no se aventura a recomendar

el uso de una u otra metodologia a partir de este tamafio de muestra; es decir, las
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discusiones acerca del comportamiento de tales métodos se limitan al rango de

muestreo considerado en este estudio.

Tabla 31. Tamarfios de muestra minimax observados para el umbral A" = 0,01

para las distintas pruebas en tablas de contingencia de dimension 2x2.

Prueba tablas balanceadas min/i\n/1ax tablas
desbalanceadas
Fisher > 1000 > 1000
Zz > 1000 > 1000
Verosimilitud > 1000 > 1000
Barnard 500 > 1000
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Tabla 32. Tamafios de muestra minimax observados para el umbral A" = 0,01 en tablas de contingencia de

dimension R x C no ordenadas para las pruebas consideradas.

Prueba de Freeman-Halton

Prueba de »°

Prueba de razén de verosimilitud

Dimension _N_tablas N tablas N tablas N tablas _N_ tablas _N_tablas
balanceadas desbalanceadas balanceadas desbalanceadas balanceadas desbalanceadas

2x3 > 1000 > 1000 1000 500 1000 500

2x4 > 1000 > 1000 250 250 500 500

2x5 > 1000 > 1000 250 250 250 1000

3x3 > 1000 > 1000 100 250 > 1000 > 1000
3x4 > 1000 > 1000 100 500 > 1000 > 1000
3x5 > 1000 > 1000 250 250 > 1000 > 1000
4x3 > 1000 > 1000 250 500 > 1000 > 1000
4x4 > 1000 > 1000 100 100 > 1000 > 1000
4x5 > 1000 > 1000 250 500 > 1000 > 1000
5x3 > 1000 > 1000 250 250 > 1000 > 1000
5x4 > 1000 > 1000 500 > 1000 > 1000 > 1000
5x5 1000 > 1000 1000 250 > 1000 > 1000
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7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El comportamiento de las metodologias exacta y asintética y por ende, su
eleccion, depende del tamafio de muestra, dimension y balanceo de la tabla
de contingencia y prueba aplicada, tal como se evidencié en los ejemplos

encontrados en la literatura internacional.

Para las pruebas condicionadas aplicadas en tablas de contingencia de
dimension 2x2 tanto en el escenario balanceado como en el desbalanceado,
se observa que la rata de convergencia es mucho mas rapida y similar
cuando la hipdtesis nula es falsa, mientras que cuando la hipotesis nula es
cierta no se pudo observar convergencia alguna debido a que los tamafos
de muestra minimax superan el rango de exploracion de este estudio.

Los tamafios de muestra criticos en la prueba de Barnard resultaron ser
menores que los de las pruebas condicionadas, tal y como se establece en
la literatura.

En todas las tablas de dimensiébn R xC no ordenadas y para todas las
pruebas consideradas, el comportamiento en cuanto a la rata de
convergencia resulté ser mucho mas rapido cuando la hipotesis nula es falsa
que cuando ésta es cierta.

Los tamafios de muestra criticos resultaron ser menores para la prueba de

7° que para las pruebas de Freeman-Halton y razén de verosimilitud, es
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decir, la rata de convergencia en la prueba de y* se alcanz6 mas rapido
que para las otras dos pruebas.

En el caso de la prueba de razén de verosimilitud y la prueba de Freeman-
Halton para tablas de contingencia de dimensién R xC no ordenadas y las
tres pruebas condicionadas para tablas de contingencia de dimension 2x2
se recomienda utilizar preferiblemente pruebas exactas, por cuanto que no
se observd una tendencia en la rata de convergencia para tamafios de

muestra menores a 1000.

En el caso de la prueba de y” en las tablas de contingencia de dimension

R xC no ordenadas y la prueba no condicionada de Barnard en tablas de
contingencia de dimension 2x2, se pudieran utilizar métodos asintéticos a

partir de los tamafios minimax obtenidos en este estudio.

Si la capacidad en el tiempo de procesamiento del computador lo permite,
se sugiere aplicar primero la metodologia exacta; de no ser asi, aun cuando
el tamafio de muestra sea grande utilizar la estimacién por ensayo de Monte

Carlo y en ultima instancia utilizar metodologias asintoticas.

Si se desea encontrar un limite mas preciso para el tamafio de muestra
minimax en las pruebas anteriores, se puede ampliar el rango de

exploracion de la simulacion en lo referente al tamafio de muestra.
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Se puede evaluar el comportamiento para diferentes valores del umbral A”
segun la disciplina a la cual se apliquen las pruebas consideradas en este

estudio.

Realizar una simulacién similar a la llevada a cabo en este estudio pero con

un mayor numero de tablas de contingencia simuladas.

Considerar esquemas de balanceo diferentes y mas marcados que los

utilizados en este estudio.

Debido al frecuente uso de andlisis de datos categorizados en la
investigacion en ciencias médicas, bioldgicas y sociales, y como el Postgrado
de Estadistica de la Facultad de Agronomia de la Universidad Central de
Venezuela incluye la especializacion en Estadistica Médica, resultaria
conveniente la implementacién de un curso que contemple la aplicacion y el
analisis de datos categorizados como un aporte importante en la formacion

de cuarto nivel para un especialista en el area de la estadistica médica.
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Anexo 1. Comandos para generar muestras binomiales independientes utilizando
el software Dataplot® version 11/2002.

let p = data 0.5 0.5

letn=4

let nevents = 10

seed = 81652272

let m = multinomial random numbers p n nevents

set write decimals O

write D:\Docume~1\America\prog\81652272\result\U_4.res m
quit



Anexo 2. Comandos para generar muestras multinomiales independientes
utilizando el software Dataplot® version 11/2002.

let p = data 0.4 0.3 0.15 0.1 0.05

let n =52

let nevents = 10

seed = 12842189

let m = multinomial random numbers p n nevents

set write decimals 0

write D:\Docume~1\America\prog\12842189\result\D_52.res m
quit



Anexo 3. Tablas de contingencia estratificadas de dimensién 2x2x S

Un caso particular muy interesante en el estudio de las tablas de
contingencia de dimension 2x2 lo constituye el probar la hipétesis de que el
comportamiento de los parametros de ambas poblaciones binomiales es el mismo
a traves de S estratos o de S tablas de contingencia medidas para alguna
variable concomitante; es decir, probar que no existe interaccion entre las tablas

de contingencia 2x2 y los S estratos.

Sea ¢k=[ 4 j/( "ok j la odds ratio * de la tabla & ,

1-7, 1-7,
k=1, 2, ..., §; entonces lo que interesa es derivar una prueba exacta para la
hipotesis nula
Hy: =@, ==4¢,
contra la hipétesis alternativa de que esta igualdad no se mantenga para al menos
un par de estratos. Si la hipotesis nula se mantiene, entonces el comportamiento

de los pardmetros binomiales es el mismo a través de los s estratos puesto que

sus cocientes de razones de probabilidad son homogéneos, lo cual implica que no

! Las odds ratio constituyen, en el caso de las inferencias exactas condicionadas para las tablas de
contingencia de dimension 2x2 una medida muy importante de la homogeneidad de los parametros
binomiales, dicha medida permite elaborar intervalos de confianza exactos para las odds ratio. Para
un estudio detallado de los aspectos generales sobre este tema ver Agresti, (2002); y Good, (2000);
y para un estudio detallado de las inferencias exactas y asintéticas aplicadas tanto a una tabla de
contingencia 2x2 como a s tablas de contingencia 2x2 ver Cytel Software, (2001); Baptista y Pike,
(1977); Mehta, Patel y Gray, (1985); Jones, O'Gorman, Lemke y Woolson, (1989); Mehta y Walsh,
(1992); Mehta, Patel y Senchaudhuri, (1998).



existe interaccion entre las tablas de contingencia 2x2 y los estratos. Tal prueba,
desarrollada por Zelen, (1971); se conoce como prueba de homogeneidad de
razones de cocientes de probabilidad. Para ilustrar el comportamiento de esta

prueba, sea el conjunto de referencia Y constituido por las tablas yeY ,

denominadas 7, tales que
Y:{z‘: Yoiars * Yk ¥ Viok =Miis Y T Voo =1, i [, /=1 2; k=1, 2, ..., s}
ademas, sea Y _, el conjunto de referencia mas restringido, tal que

Y, ={teY: y +Vu,++Vu, =t}

Zelen, (1971); demuestra que la probabilidad de observar algin arreglo de

tablas z especifico, condicionado al conjunto de referencia Y, no depende de los

parametros desconocidos ¢, ; k=1, 2, ..., S; Yy se puede expresar como

i o) o)
=105

Sea 7, la realizacion de 7 observada, y sea Y. el conjunto definido por

Y: = {r eY : Pr(r|l‘) < Pr(ro|l‘)}
entonces, este conjunto define la regidn critica de la prueba.

Luego, el p-valor exacto para esta prueba esta dado por



p, = Y Pr(zt)

z‘eY:
y se rechazard H, para valores pequefios de p, .

El trabajo de Zelen presenta una distribucion asintotica para este estadistico,
pero desafortunadamente, tal aproximacion es incorrecta; mas tarde, Breslow y
Day, (1980); citados por Cytel Software, (2001 y 2003); desarrollaron una
distribucion asintética para esta prueba; su propuesta considera que para muestras
grandes, el estadistico

[Hu-A ()]

p=i p’ar()(llk|$)

2 _
Xep =

tiene distribucién »* con (s —1) grados de libertad.

Donde A, (5) es la raiz cuadrada positiva de la solucion de la ecuacion

cuadratica

'4/( (Nk My — 1My +’4/() _7z
(ml+k - Ak)(n+1k - ’4/()

y ¢ esta dado por

S
ZXnk (Nk =My =Ny + Xllk)/Nk

S
Z(ml+k - Xllk)(n+lk - Xllk)



Por otra parte, la varianza estimada de X, |¢ es

-1

+ + +

|$)_ 1 1 1 1
) '4/(((’5) m1+k_'4k((;;) n+lk_Ak<$) Nk_ml+k_n+lk+’4k<$)

Var (Xllk

Asi, en el caso de muestras grandes, el p-valor asintético, denotado por p,

esta dado por

[ -4 0]

pai Q'ar()(llkm)

Donde p, =Pr ;((25_1) > representa la probabilidad de
que la distribucién z* con (s —1) grados de libertad tome un valor al menos tan

grande como el estadistico de Breslow-Day calculado sobre las tablas
X,y X,, ..., X, Observadas.



Anexo 4. Valores de la medida de similitud A segun el tamafio de muestra para
las pruebas consideradas en tablas de contingencia de dimension 2x2 y R xC no
ordenaaas.
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