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Introduccién

Las primeras exposiciones de un nicleo definido positivo surgieron como generalizacion de
las funciones definidas positivas en los trabajos de James Mercer [2], en los primeros afios del
siglo XX. En el trabajo de Mercer se consideraron nicleos continuos de operadores integrales
definidos positivos y se resolvieron ecuaciones que involucraban al operador integral.

Maés recientemente, el matemético francés Laurent Schwartz [3] consideré una teoria
de espacios de Hilbert continuamente contenidos en espacios localmente convexos quasi-
completos y conecto esta teoria con la teoria de espacios de Hilbert con niicleos reproductivos
del matemético polaco Nachman Aronszajn [4].

Estas caracterizaciones obtenidas por L. Schwartz representan una base para este trabajo,
ya que a partir de ellas encontraremos conexiones entre los niicleos hermitianos y la existencia
de una descomposicion de Kolmogorov de estos niicleos en espacios de Krein con producto
interno indefinido.

Estructuramos nuestro Trabajo Especial de Grado de la siguiente forma: En el Capitu-
lo 1 se presentan resultados bésicos del analisis funcional, los cuales se estudiaron en la
licenciatura y se pueden encontrar en [6], [7] y [9].

En el Capitulo 2 presentamos una brave exposicion de los espacios con métrica indefinida
y los espacios de Krein que nos serviran de base para el estudio de los nticleos hermitianos
y reproductivos.

Finalmente, en el Capitulo 3 estudiaremos los mencionados niicleos hermitianos y re-
productivos asi como la descomposicion de Kolmogorov. Esto nos guia al objetivo central
de nuestro Trabajo Especial de Grado que consiste en demostrar la equivalencia entre la
existencia de un espacio de Krein con ntcleo reproductivo y la existencia de una descom-
posicién de Kolmogorov. Cabe destacar que estos resultados son de la autoria de Tiberiu

Constantinescu y Aurelian Gheondea los cuales aparecen en [8].



Capitulo 1

Preliminares

1. Espacios métricos y espacios normados

En este capitulo se presentan algunos resultados bésicos del andlisis funcional los cuales
seran utiles para comprender los capitulos sucesivos. En la mayoria de los casos se omiten las
demostraciones ya que éstas han sido estudiadas a lo largo de la Licenciatura en Matemaética

y se pueden encontrar en [6] y [7].

DEFINICION 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K (donde K es R o C). Una

métrica en X es una funcién d : X x X — R tal que para cualquier z,y, z € X se verifica:

(1) d(z,y) > 0.

(2) d(z,y) =0 z=y

(3) d(x,y) = d(y, ).

(4) d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2)

Ademis, se dice que (X, d) es un espacio métrico.

DEFINICION 1.2. Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K (donde K es R o C). Una

norma en X es una funcion ||||: X — R tal que para cualquier z € X, o € K se cumple:

e >0

(1)

2) |z] =0« z=0.

B) ozl =Tallz].

@ lzt+yll<lzl+1lyll.

Al par (X |||) se le llama espacio normado.

OBSERVACION 1.3. Todo espacio normado da origen a un espacio métrico.

Dado (X, ||||) un espacio normado, definimos:
d(z,y) = || * — y || para todo z,y € X.

Se puede probar que (X, d) es un espacio métrico.
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A todo espacio métrico se le puede asociar una topologia denominada la topologia de la
métrica. Consideremos (X, d) un espacio métrico. Sean o € X y r > 0, la bola de centro

xo y radio r se define por:
B(zg,r) = {z € X:d(x,z) <71}
La topologia de la métrica es la topologia en X generada por:
B = {B(zo,7) : o € X, > 0}.
Por tanto, A C X es abierto si y solo si para cada x € A existe r > 0 tal que B(z,r) C A.

Se tiene que para un espacio normado, la topologia inducida por la norma es la topologia

inducida por la métrica asociada a la norma.

DEFINICION 1.4. Sean (X, ||||x) v (Y,||||y) espacios normados. Consideremos el espacio
XxY={(zr,y):zeX, yeV}
con las operaciones

(1) (z1,91) + (¥2,92) = (21 + 22,91 + y2) para x1, 72 € X; y1,y2 € Y.
(2) a(z1,y1) = (axy, ay;) para o € C, (z1,22) € X x Y.

Al espacio vectorial X x Y se le denomina espacio producto.
A través de la siguiente proposicién se define una norma para el espacio producto.

PROPOSICION 1.5.
Sean (X, |||lx), (Y, |llly) espacios normados. Consideremos || - |1: X x Y — R la opera-

cion definida por:

@) [h=l=llx + 1 v llv

Entonces (X x Y, |||l1) es un espacio normado.
2. Espacios de Banach

DEFINICION 1.6. Sea (X, ||||x) un espacio normado. La sucesién {z,},>1 C X converge a

x € X si dado € > 0, existe N, > 0 tal que:

si n > N, entonces || z, —z ||x <e.

DEFINICION 1.7. Sea (X, ||[lx) un espacio normado. Una sucesién {z,},>1 € X es de
Cauchy si dado € > 0, existe N > 0 tal que para todo par n,m > N se cumple que

| zp — 2 ||x <€
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DEFINICION 1.8. Sea (X, [|[lx) un espacio normado y d la métrica asociada a la norma.
Un conjunto A C X es completo con respecto a la métrica d si toda sucesién de Cauchy

contenida en A converge a un elemento de A.
DEFINICION 1.9. Un espacio de Banach es un espacio normado que es completo.

EjempLo 1.10.
(1) C con la norma usual es un espacio de Banach.
(2) & = (€| - |,) donde
- 1
|| (l‘hx?w“’xn) ||p - (Z | L |P)p
i=1
paran € N, 1 < p < 0o, es un espacio de Banach.
(3) &5 = (C" | - [loc) donde
| (z1,22, ..., Tp) |loo = max{| 1 |,| 22 |, ..., | Tn |}

para n € N, es un espacio de Banach.

(4) Para 1 < p < oo consideramos
l, ={{zn}n>1:2,€Cy Z | z; |P < o0}
Si x = {x,}n>1 definimos -
hallp = Qo [ )»
i=1

Se tiene que [, con la norma anteriormente definida en un espacio de Banach.

3. Operadores lineales

En este seccién se dan resultados relevantes de los operadores lineales en espacios nor-
mados. Se comienza definiendo lo que es un operador lineal.
Consideremos (X, ||[|x), (Y, |||ly) dos espacios normados normados sobre el mismo cuerpo

de escalares.

DEFINICION 1.11. Sea T': X — Y. Se dice que T es una operador lineal si
(1) T(z +y) =T(x) + T(y) para todo x,y € X.
(2) T(Ax) = NT'(z) para todo = € X y todo escalar \.
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Sean (X, - |lx), (Y,]|| - ||y) dos espacios vectoriales normados sobre K. Decimos que el

operador lineal T" es un operador acotado si existe M > 0 tal que:

| T(x) ||y <M ||  ||x para todo = € X.

DEFINICION 1.12. Sean (X, - [|x), (Y,]|| - ||y) dos espacios normados y 7' : X — Y
un operador lineal. Decimos que 7" es continuo en = € X si para toda sucesién {z,},>1 que
converge a x se tiene que {7T'(x,)}n>1 converge a T'(z) € Y.

De este modo, T es continuo en X si es continuo en todo punto de X.

DEFINICION 1.13. Definimos el espacio L(X,Y) como

L(X,Y) ={T: X — Y | T es lineal y continuo}

Consideremos las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar en el espacio
L(X,Y):
(1) (11 4+ Ts)(z) = Ti(x) 4+ T(zx) para todo x € X.
(2) (A\T')(z) = A\T'(z) para todo z € X, A € K.

Con estas operaciones, L(X,Y) es un espacio vectorial.

A continuacién se dara un resultado que muestra la equivalencia entre un operador lineal

acotado y un operador lineal continuo.

TEOREMA 1.14. Sean X,Y espacios normados sobre un cuerpo K y sea T : X — Y un

operador lineal. Las siguientes condiciones son equivalente:

(1) T es continuo.

(2) T es acotado.

DEMOSTRACION.

Supongamos que 1" es acotado. Tenemos que existe una constante M > 0 tal que
| T(x) ||y <M ||z |x para todo z € X.

Sea xy € X y consideremos {z, },>1 una sucesién en X que converge a x.

Asi, dado € > 0 existe N(¢) € N tal que para n > N(¢) se tiene que

€
| &n — 2o [lx< 77

M
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Luego si n > N(€) entonces

Me
I T(@n) = T(xo) lly = | T(2n — 20) lly < M [l 2n =0 [lx < 57 =

Por tanto, T" es continuo en xg y como xq es arbitrario, se sigue que 7' es continuo en X.

Reciprocamente, para probar que si 1" es continuo implica que T" es acotado, procedemos
por contradiccion. Supongamos que 1" no es acotado. Es decir, para cualquier constante

n € N existe algiin punto x,, tal que

1 T(@a) v > n | (2a) lIx

Consideremos los vectores

T
Zy = ———
il
con normas
x 1
I o= el 2

nlzalx  n
Por lo tanto, se verifica que la sucesién {z,},>o converge a cero en X. Luego, como T es
lineal y continuo, se tiene que 7'(z,) — 7'(0) = 0.
Pero

| T(a) I
I Tz =
n @ Jx

y ademas, como
[ T () [y > n | (2n) |l
se tiene que
1 T(zn) [y > 1.

De modo que, T'(z,) no puede converger a cero.
Como llegamos a un resultado contradictorio, la suposicion que 7' no es acotado cuando

T es continuo es falsa.
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Luego, T" debe ser un operador acotado. O

4. Espacios de Hilbert

DEFINICION 1.15. Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo K (donde K es R o C).
Un producto interno en X es una funcién (-, -) : X x X — K tal que:

1)
2

(

(2)
(3)
(4)
(5)

y) = (y,z) para todo x,y € X.
T+y,z ) = <5U, Z> + (y,z> para todo z,y, 2z € X.
x

4
5

(z,
{
(ax,y) = afx,y) para todo z,y € X para todo o € K.
(x,x) > 0 para todo = € X.

(

z,z) =0« z =0 para todo =z € X.

Al par (X, (-, -)) se le denomina espacio con producto interno o Pre-Hilbert.

PROPOSICION 1.16. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno. Si definimos para

cadaxeX, |z | = (x,xﬁ entonces || - || es una norma en X.

DEFINICION 1.17. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno que

es completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

EJEMPLO 1.18.

(1) C con el producto usual de nimeros complejos es un espacio de Hilbert complejo.

(2) C™ con el producto interno dado por
n

(z,w), = Z 23 Wk

k=1
para z = (21, 22, ..., 2p) ¥ W = (w1, wy, ..., w,) en C" es un espacio de Hilbert com-

plejo.
(3) El espacio [5(N) dado por
LN) = {z={2}nz1:2, €Cy Y |z |* < oo}

i=1
es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

)= T
n=1

para x = {xn}nzh y= {yn}n21 en ZQ(N)~
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El siguiente teorema asegura que un funcional dado por el producto interno en un espacio

de Hilbert es lineal y continuo.

PROPOSICION 1.19. Sea (H, (-, -)) un K-espacio de Hilbert y sea y € H. Se define
fy :H — K por f,(z) = (z,y) para cada x € H.

Entonces f, es un funcional lineal y continuo en H.

El teorema de representacién de Riesz que enunciamos a continuacién lo emplearemos en

los capitulos sucesivos.

TEOREMA 1.20 (Teorema de representacion de Riesz).
Sea H un espacio de Hilbert y f un funcional lineal y acotado en H. Entonces existe un
unico y € H tal que
f(z) = (z,y) para todo x € H.
Ademas, || f Il = [ly Il

Finalmente, se considera la definicién del operador adjunto en espacios de Hilbert.
SiT :H — H es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert H, definimos el

operador adjunto de T" como el tinico operador 1™ lineal y acotado en H tal que:

<T(x)> y) = <Ia T*(y)>

para todo par x,y € Hy ademés | T || = || T ||.

5. Continuidad conjunta

En esta seccion se da la definicién de continuidad conjunta y se demuestra que el producto
interno es una funciéon conjuntamente continua. Para ello, se considera la continuidad en

término de sucesiones.

DEFINICION 1.21. Sean X, Y y Z espacios normados. La funcién f : X x Y — Z se dice
que es conjuntamente continua en (zo,yo) € X x Y si para toda sucesion {(x,, y»)}n>1 que
converge a (Zo, yo) se cumple que {f(zn,yn)}n>1 converge a f(zo, yo).

De este modo, f es una funcién conjuntamente continua en X x Y si es conjuntamente

continua en todo punto de X x Y.
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PROPOSICION 1.22.
Sea H un K-espacio de Hilbert. El producto interno (-,-) : HxH — K es conjuntamente

continuo respecto a la topologia producto en H x HI.

DEMOSTRACION.
Sea || - || la norma en H inducida por el producto interno (-, -) .

En H x H consideramos la topologia producto y la norma que la induce:
| (w,w)lh=1v]+w]

Consideremos {(vy, wy,) }n>1 € H x H una sucesion que converge a (v,w) € H x H. Esto

es, dado € > 0 existe N(¢) tal que para n > N (e)
| (Un, wn) = (v,w) L= || (vp —v,wp —w) 1=l —v |+ |w—w| <e
Las sucesionces {vp }n>1 ¥ {wn}n>1 convergen a v y w respectivamente en H ya que

low =0l < 0 va =0 | 4+ [ wn = w =] (v — v, w, —w) [l < € sin > N(e)

[ wn —w | < fJon —v |l + [ wn = w [|=]] (va = v, w0 —w) |1 < €sin>N(e).
Luego para n > N(e) se tiene que
| (W, wn) = (v, w0) | = | (on, wn) = (v, w) + (v, wn) = (v, wn) |
= | {vn = v,wn) + (v, wn) — (v, w) |
= | (vp —v,wy) + (v,w, —w) |
< | {on —vwn) [+ [ (v, wn —w) |

< llow=vll Twall + (ol [ wn —w]

Consideremos dos casos.
Caso 1:

Supongamos que || v || # 0.
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Por desigualdad triangular tenemos que
[ wn || = [ wn —w+wl < [fwy —wl + |wl| <e+[luw]

Tomamos entonces

€
| wn —w || < Y”%—U”<2(

€
2 v et [[w )

De esta forma,

€
lon = o [ [[wn | + [l o] | wa—w | < (et wihtlvll =5+ 5=¢

2(et [l w [])

Ast, | (v, wy,) — (v,w) | < € paran > N.

De donde, (-,-) es conjuntamente continua en (v, w) € H x H.

Caso 2:
Supongamos que || v || = 0.

De esta forma,
fon=vl Twall + vl l[wn—wl =ve =0l [| wn]

Como || v, —v || < €, tomemos || w, || < 1.

Asi

an_UH ||wn||<€-

Por lo tanto, | (v,,w,) — (v,w) | < € paran > N.
De modo que, por los resultados de los casos 1 y 2 la funcién (-,-) es conjuntamente
continua en H x H

O



Capitulo 2

Espacios con métrica indefinida

1. Espacios con producto interno

En este capitulo, los productos internos que se consideran son mas generales que los
utilizados para definir los espacios de Hilbert. El objetivo para esta parte es definir los

espacios de Krein.

DEFINICION 2.1. Sea & un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Un producto interno en

¥ es una funcién (-, -) : § x & — C que cumple:

(1) {axy 4+ x2,y) = a{x1,y) + (x2,y) para todo x1, 22,y € S, para todo a € C.

(2)

(z,y) = (y,z) para todo z,y € ¥
Al par (S, (-, -)) se le llama espacio con producto interno.

EJjEMPLO 2.2. Consideremos el espacio vectorial R? con el siguiente producto interno a

valores complejos:

<($17?J1)a ($2, y2)> = 21T2 — Y1Y2

Se puede probar que (R?,(-,-)) es un espacio con producto interno.

OBSERVACION 2.3.

Si (3, (-, +)) es un espacio con producto interno entonces (3, — (-, -)) también lo es y se le
conoce como anti-espacio de (3, (-, -)).

OBSERVACION 2.4.

(1) Para cualquier € & se cumple que (0,z) = 0.
(2) Para cualquier z,y, z € S se tiene que (z,y + 2z) = (x,y) + (z, 2).
(3) Para todo z € S, (z,x) = (x,z) y por lo tanto, (x,x) € R.

La siguiente proposicion establece la llamada formula de polarizacion.

PROPOSICION 2.5. Si (S, (-, ) es un espacio con producto interno, entonces
(r.9) = (e +y o +y) —jle—yo—y) + (@ +iy,z+iy) — § (v —iy,z—iy).

11
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OBSERVACION 2.6. La férmula anterior implica que un producto interno esté determinado

por sus valores en la diagonal {(z,z) : x € S}.

2. Producto interno indefinido, semidefinido y definido

Consideremos primero la siguiente definicién:

DEFINICION 2.7. Sean (S, (-, -)) un espacio con producto interno y z € . Decimos que:
(1) = es positivo cuando (z,z) > 0.
(2) z es negativo cuando (x,x) < 0.

(3) z es neutro cuando (x,x) = 0.

A partir de ésta, establecemos los conceptos de espacio con producto interno indefinido,

semidefinido y definido como sigue:

DEFINICION 2.8. Si el espacio con producto interno (S, (-,-)) posee elementos tanto

positivos como negativos se dice que el espacio es indefinido. En caso contrario, decimos

que el espacio con producto interno es semidefinido.

Los productos internos semidefinidos tienen sus propias categorias como se ve a conti-

nuacion:

DEFINICION 2.9. Un producto interno semidefinido puede ser:
(1) Semidefinido positivo si (z,x) > 0 para todo = € .
(2) Semidefinido negativo si (x,x) < 0 para todo = € 3.

(3) neutro si (x,z) = 0 para todo x € S.

DEFINICION 2.10. Se dice que un espacio con producto interno (S, (-,-)) es definido

cuando (z,z) = 0 implica que z = 0.

También se dan las definiciones de producto interno definido positivo y negativo como

sigue:

DEFINICION 2.11. Se dice que un espacio con producto interno (3, (-,-)) es definido

positivo cuando (z,x) > 0 para x # 0. Y es definido negativo cuando (z,z) < 0 para z # 0.
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LEMA 2.12 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Si (3, (-, ) es un espacio con producto interno semidefinido entonces

| (z,y) |* < (z,2) (y,y) para todo x,y € .

DEMOSTRACION.
Si (S, (-, ) es semidefinido positivo, la prueba es la usual que se presenta cuando se
estudian los espacios de Hilbert y se puede encontrar en ([6], pagina 2). Si (S, (:,)) es

semidefinido negativo consideramos el producto interno [-, -] : & x § — C dado por
[z,y] = — (z,y) para todo =,y € 3.

De esta forma, [z,y] > 0 para todo z,y € 3.

Por ende,

|z, y) P=| = {,y) P=] [29] P< (2, 2]y 9) = (= (@, 2)(= (v, 9) = (2, 2) (y,9)-

3. Variedades lineales

DEFINICION 2.13. Sea J un espacio vectorial y A C & un conjunto no vacifo. A es una

variedad lineal si ax +y € A para todo z,y € A, y a € C.

Si Ay, ..., A, son subconjuntos de 3, la variedad lineal generada por Ay, ..., A, la denota-

remos por:
V{Ai, ..., A}
Si Ly, Lo, ..., L, son variedades lineales en , la variedad lineal generada por ellas, es
decir,\/{L1, ..., L, } se puede escribir como
Li+Ls+ ...+ L,
A la suma vectorial de variedades lineales linealmente independientes Ly, Lo, ..., L,, se le

llama suma directa y se denota como

Li+ Lo+ ...+ L,.

DEFINICION 2.14. La variedad lineal L es definida positiva si para todo x € L\ {0} se
cumple que (x,z) > 0. Del mismo modo, La variedad lineal L es definida negativa si para

todo x € L\ {0} se cumple que (z,z) < 0.
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Si (S, (-, ) es un espacio con producto interno definimos los siguientes conjuntos:

4. Ortogonalidad

DEFINICION 2.15. Sea (S, (-, -)) un espacio con producto interno y sean z,y € 3. Se dice

que z e y son ortogonales si (z,y) = 0y lo denotamos por = L y.

DEFINICION 2.16. Sea (S, (-, +)) un espacio con producto interno y sean A, B C 3. Se
dice que A y B son conjuntos ortogonales si x | y para todo x € A, y para todo y € B; esto
se denota por A L B.

Anteriormente, se habia definido la suma directa de variedades lineales. Definamos ahora

la suma directa ortogonal de variedades lineales.

DEFINICION 2.17. Sea (S, (-, -)) un espacio con producto interno y L una variedad lineal
en §. Si L es la suma de variedades lineales L, Lo, ..., L,, ortogonales dos a dos, se dice que

L es la suma ortogonal de las variedades lineales Ly, Lo, ..., L,, y se denota

L = Li(+)La(+)...(+) Ly.
Si ademads la suma es directa, entonces se dice que L es la suma directa ortogonal de las
variedades lineales Ly, Lo, ..., L,, vy se escribe

L = Ly(+)Lo(+)...(H) L.

DEFINICION 2.18. Sea L C  una variedad lineal del espacio con producto interno &. La
variedad lineal L N Lt se denotard por L° y la llamaremos parte isotrépica de L. Asimismo,

a sus vectores los llamaremos vectores isotropicos de L.

A partir de la definicién se puede notar que los vectores isotrépicos son ortogonales a si

mismos y por tanto la parte isotrépica de una variedad lineal es neutra.
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Si L° # {0} se dice que L es una variedad lineal degenerada.
Del mismo modo, si L° = {0} se dice que L es una variedad lineal no degenerada.
El lema que a continuacion presentaremos es una consecuencia de la definicion de la parte

isotropica.

LEMA 2.19. Si L, Ly, ..., L, son variedades lineales contenidas en el espacio con producto

interno (S, (-, -)) tales que L = Ly(+)...(+)L,, entonces
Lo = LY(+)...(4+) LS.

LEMA 2.20. Sea (S, (-, ) un espacio con producto interno semidefinido. La parte isotrdpi-

ca de S es el conjunto de los vectores neutros de .

DEMOSTRACION.

Sea x € 3°. Tenemos que

Jo=3N3t

De esta forma, x es ortogonal a si mismo, es decir,
(x,x) = 0.

De modo que x es un vector neutro de .
Reciprocamente, consideremos a = como un vector neutro de .
Como S es semidefinido, podemos hacer uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarzt. Asi,

considerando y € & tenemos

S
=

| (z,y) | < (z,2)2 (y,9)° =0

ya que x es neutro.

Como nuestro producto interno es semidefinido, nos queda que
(z,y) = 0 para todo y € .

Por ende, z € 3+ = 3°. O

COROLARIO 2.21. §i todo vector de & es neutro entonces el producto interno en ¥ es

trivial.
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DEMOSTRACION.

Como & es un espacio con producto interno neutro, se tiene que
(x,z) = 0 para todo = € 3.
Ademas, por la formula de polarizacién se sigue que para =,y € S,
(moy)=3(z+yz+y)—t{e—yz—y) +L{x+iy,z+iy) — L {x—iy,x—iy) =0.

Por lo tanto, (-,-) = 0. O

DEFINICION 2.22. Sea (S, (-, -)) un espacio con producto interno y L C & una variedad
lineal. Consideremos = € 3. Si existen y € L, z € L* tales que x = y + z decimos que y es

una proyeccion ortogonal de x sobre L.

5. Operadores lineales en espacios con métrica indefinida

Sea (S, (-, +)) un espacio con producto interno.

Sea D C & una variedad lineal y 7' : D — & un operador lineal. A D se le llama
dominio de T y se le suele denotar por D(T).

Se dice que T es hermitiano si (T'(z),y) = (z,T(y)) para todo x,y € D(T).

T es una isometria si (T'(x),T(y)) = (z,y) para todo x,y € D(T).

T es una contraccion si (T'(x),T(z)) < (x,x) para todo z € D(T)).

P : 3 — S es una proyeccién si P = P2,

Decimos que P es una proyeccion ortogonal o un proyector ortogonal si P es una proyec-

cién hermitiana.

6. Descomposiciones fundamentales

DEFINICION 2.23. Sea (S, (-,-)) un espacio con producto interno. Se dice que S es des-

componzible si:
(2.1) S = §°(H)SH ()™

donde S° C B°, Tt C B™t, 3~ C B~

Toda descomposicién de este tipo se llama descomposicion fundamental.



6. DESCOMPOSICIONES FUNDAMENTALES 17

LEMA 2.24. Sea (S, (-,-)) un espacio con producto interno descomponible
S = S(F)3F(+)S

donde S° C B°, S C BT, 3~ C B~~. Entonces S° es la parte isotrépica de .

DEMOSTRACION.
Tenemos que S°, I, I~ son variedades lineales contenidas en el espacio con producto

interno & tales que
S =5°(+) S (+) S
donde S° C B°, t C BT, 3~ C B,
Por el lema (2.20) se cumple que
S0 = (57 () (3% (1) (37

3T es una variedad lineal definida positiva y 3~ es una variedad lineal definida negativa.

Asi, (S1)° y (37)° son no degenerados. Esto es,
(87)7 = (87)” = {0}

De modo que 3° = (5°)°.
Como S° es neutro, su parte isotrépica coincide con el espacio. O sea que, S° = (5°)°.
Por tanto, §° = 5°.

O

En virtud del resultado anterior, podemos escribir la descomposicion fundamental como
sigue:
$=9°(4) 9 (H) 8

donde 3° C B°, T C B+, 3~ C B~

COROLARIO 2.25. Toda descomposicion fundamental de un espacio con producto interno

no degenerado es de la forma

donde ST C B*T, 3~ C B~
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DEMOSTRACION.

Como & es un espacio con producto interno no degenerado, se tiene que
3° = {0}.
Asi, la descomposicion fundamental de & queda de la forma
=91 (+) S
donde 3T C B+, - C B~ 0
7. Simetrias fundamentales

Sea (S, (-, -)) un espacio con producto interno no degenerado y descomponible con des-

composiciéon fundamental

donde 3T C B+, - C B
Si z € & entonces = se puede descomponer de manera unica de la forma
x=2x" + 12 donde T € 3", z7 € &~
Definimos los proyectores fundamentales como
Pto =", PPox =2~

Ademas, estos proyectores son ortogonales.

DEFINICION 2.26. El operador J : & — < definido por J = PT — P~ se llama simetria

fundamental asociada a la descomposicién fundamental § = S (+) S~

LEMA 2.27. Sea (S, (-, -)) un espacio con producto interno no degenerado y descomponible
con descomposicion fundamental
I =93" (+) 7, donde ST C BT, 3~ C B~

Si J es la simetria fundamental asociada a la descomposicion fundamental S = ST (4) S~
e I es el operador identidad, se cumple que

(1) J?=1.

@) Pt =4

(3) P~ =11 )
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DEMOSTRACION.

Demostremos que J? = I.
J? = (Pt - P )2 =(P")? - PP~ —P P+ (P )?=P"+P =1

Ahora, para la parte (2), tenemos que PTx = z7.

Ademds, (PTP~)x = PT(P~x) =Pz~ =0y P?=1P.
Luego,

%(1 LIy = Y2

= %((P* — P )2+ Pt—P)

1
= 5((P+)2 —P*P~ —P P" (P )4+ P —P)

1
= §(P++P* + Pt —P7)

= S0P

- pt

Para la parte (3) se procede andlogamente. O
PROPOSICION 2.28. El operador J es una isometria hermitiana.

DEMOSTRACION.
Sea (S, (-, -)) un espacio con producto interno no degenerado y descomponible con des-

composicién fundamental
=9 (4) &

donde ST C BT, - C B~

B
Consideremos x,y € 3. Asi, existen tinicos 27,y € ST, 27,y~ € I tales que:

r=axt+a, y=yt +y"
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Veamos que el operador J es una isometria:

Sabemos que (z1,y7) = (z7,yT) = 0 ya que I L J~ entonces

(Jx, Jy)

= ((PT=P7)(2),(PT = P7)(y))

Ahora, veamos que el operador .J es hermitiano:

Al igual que en el resultado anterior como St L 37 se tiene que

<J$7y> =

(P = P7)(x),)

(@* =27, y" +y7)

(@hyt >+ <aty) — (@7 — (@, y)
(@ y") = @ty + ) = (a7 y)
@yt =y )+ Ty )

(@ +amy" —y7)

(z, Jy)

20
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DEFINICION 2.29. Definimos el producto interno (-,-); en (S, (-,-)) por

<x7y>J = <J937?/>
PROPOSICION 2.30. El producto interno (-,-) ; es definido positivo en 3.

DEMOSTRACION.

Sea x € . Se tiene que

(x,z), = (Jz,x)

= (¢t —a,x)
= (zt —ax 2t +a7)

= (et 2t) —(z7,2") + (T, 27) — (z7,27)

v
o

vaquext €e St C Bttty 20 €3 C B,
A (-,-); se le puede asociar una norma cuadratica llamada J-norma y definida por

1
I [lr = (z, )]

LEMA 2.31.

Sea J la simetria fundamental asociada a la descomposicion fundamental
3 =39 (4) 87,
entonces:
(1) ST y I son (-, -) ;-ortogonales.

(2) J es una || - || -isometria.

21
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DEMOSTRACION.
(1) Sean x € 7, y € J. De esta forma,
(z,9), = (Ja,y) = (x,y) = 0.
(2) Sea x € S, luego

| a5 = (Jo, Jx), = (J2w, Jo) = (x, Jz) = (z,2), = ||z ||

O
LEMA 2.32.
La J-norma satisface la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
DEMOSTRACION.
Sean z,y € .
Como el operador J es una isometria, y el (-,-) ; es definido positivo, tenemos que
| () [ =1 e Jy) | =z Jy), [ < Ae o T Tyl =T [l Ty [l
O

8. Topologias en espacios con producto interno

DEFINICION 2.33. Sea p : $ — R donde S es un espacio vectorial. Decimos que p es
una seminorma si cumple:
(1) p(x) > 0 para todo = € 3.
(2) plaz) = | a | p(z) para todo = € &, a € C.
(3) p(z +y) < p(x) + p(y) para todo z,y € 3.

EJEMPLO 2.34. Si (-,-) es un producto interno en J y considerando y € & entonces

p(x) = [ {z,y) |

es una seminorma.

Sea {p, }yer una familia de seminormas en . Esta familia induce una topologia en & de
la siguiente manera:
Un conjunto A C & es abierto si y solo si para cada z €  existe una cantidad finita

YiseoYn € I'y € > 0 tal que

lyeS:ip,(r—y) <e} CA
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DEFINICION 2.35. Definimos la topologia débil 7y de & como la topologia inducida por

la familia de seminormas {p,},cs donde

py(z) = [ (z,9) |
9. Espacios de Krein y topologia fuerte

La demostracién del siguiente teorema de puede encontrar en ([5] pagina 32).

TEOREMA 2.36.

Sea & un espacio con producto interno, no degenerado y descomponible. Sean

¢ — v (N ot ++ ——
S =37 (H)ST, ST CB™, ST € B,

S =33 (+H)s, 33 € B, Q; € BT,
dos descomposiciones fundamentales de .
Si (ST, () v (ST, —(,-)) son espacios de Hilbert, entonces (33, (-,-)) y (33, —(-,*))
también son espacios de Hilbert y las normas hilbertianas inducidas por ambas descomposi-

ciones son equivalentes.

DEFINICION 2.37. Al hablar de espacios de Krein nos referimos a un espacio con producto

interno (R, (-, -)) que admite una descomposicién fundamental
(2.2) R=RT(+H)R", RTC BT, R C B~
tales que (R*, (-,-)) vy (R, — (-, -)) son espacios de Hilbert.

Dado un espacio de Krein R y una descomposicién como en (2.2), denotamos por | R |

al espacio de Hilbert que se obtiene de la descomposicién (2.2) reemplazando a £~ por su

anti-espacio | R~ | = —R~:
(2.3) [ R|=R"e | R |
La norma en este espacio de Hilbert | ¢ | dada por || - || = || - |||/ es una norma para el

espacio de Krein R.
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En esta situacion, el operador simetria fundamental Jy definido en el espacio de Krein
R por
Jn(f) = f* — f paratodo f € R
tal que f = f*+ [~ con f* € RF, establece una relacién entre el espacio de Krein (R, (-, )5)
y el espacio de Hilbert (| R |, (-, )5 ); v es que R y [ R | coinciden como espacios vectoriales

y ademas

(f. 9w = Unf.9)n v {f:9n = (Inf O

para cualquier par de vectores f y g en R.

DEFINICION 2.38. La topologia fuerte de un espacio de Krein  es la topologia inducida
por la norma de cualquier espacio de Hilbert (2.3) asociado a la descomposicién fundamental

(2.2) del espacio de Krein R.

OBSERVACION 2.39. Recordemos que por el Teorema 2.36 dos descomposiciones funda-
mentales dan origen a normas equivalentes y por lo tanto dan origen a la misma topologia.
Ademas, las nociones de convergencia y continuidad en un espacio de Krein se refieren a esta

topologia.
10. Funcionales lineales en espacios de Krein

TEOREMA 2.40 (Teorema de representacién de Riesz).
Sea f: R —> C un funcional lineal y continuo con respecto a la topologia fuerte, donde

(R, (-,-)) es un espacio de Krein. Entonces existe un unicoy € R tal que

f(z) = (x,y) para todo = € R.

DEMOSTRACION.

En virtud de la topologia fuerte que definimos en R tenemos que f :| & |— C es un
funcional lineal y continuo.

Luego, por el teorema de representacion de Riesz en espacios de Hilbert, existe un tinico

z € R tal que
f(xz) = (z, 2), para todo x € R.
Como (z,z2),; = (x, Jz) tomamos y = Jz y obtenemos

f(x) = (z,2), = (x,Jz) = (z,y) para todo x € R.
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La unicidad se obtiene a partir de la hipdtesis de que R es no degenerado, ya que
tendriamos que el inico vector ortogonal a si mismo en R es el vector cero.

Supongamos que (x,y) = (z,y1) para todo z € R.

Entonces, (z,y —y1) = 0 para todo z € R.

Ast, y —y; = 0. U

11. Adjunto de un operador lineal

Sea D(T) C R una variedad lineal densa y un operador lineal 7" : D(T) — R.
Ahora, definimos el siguiente conjunto:

Consideremos D(T*) = { y € R : p(z) es continua}. Donde
p:D(T) —C
p(x) = (Tx,y)

La funcién ¢ se puede extender de manera continua a todo R ya que D(T') es denso en R.

Seax € Ry {x,}n>1 C R tal que

lm z, = x
n—00
Como ¢ es continua, consideramos
Y:R—C
Ypr) =

dada por

P(x) = lim o(z,)

n—o0

Por el teorema de representacién de Riesz en espacios de Krein, existe un tnico vector

z € K tal que
Y(x) = (x, z) para todo x € D(T).
Luego como ¢ (z) = (Tx,y) para todo z € D(T'), nos queda que
(Tr,y) = (z,z) , para todo x € D(T).

Recordemos que para M C R un conjunto denso, si x € Ry (x,y) = 0 para todo y € M

entonces x = 0.
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Ahora, veamos que fijado y el vector z es tnico. Consideramos que

(2.4) (Tx,y) = (x,2) Vo € D(T).
Supongamos que existe otro vector z; tal que
(2.5) (Tz,y) = (x,21)Vx € D(T).

De las igualdades (2.4) y (2.5) nos queda
(x,z) = (x, z1) para todo z € D(T).
Empleando propiedades del producto interno obtenemos
(x,z — z1) = 0 para todo x € D(T).
Como D(T) es denso en R se verifica que
z = z.

De esta forma, podemos definir el operador adjunto de la siguiente manera

DEFINICION 2.41. El adjunto del operador lineal T : D(T) € R — R es el tnico

operador lineal
T : D(T*) — R
tal que
(Tx,y) = (z,T*), v € D(T), y € D(T*)

Probemos ahora que la correspondencia ¢ : y — T™y es lineal.

Sean x € D(T),y1,y2 € D(T*), A € C, luego

(z,0(My1 4+ 12)) = (2, T* (M1 +12)) = (T, Ayn + o) = A (T, ) + (T, o) =
=M, T ) + (&, T ya) = (&, \T*y1) + (2, \T*y2) = (2, XT*yy + AT™y,) =
= (z, \p(y1) + d(y2)) -



Capitulo 3

Espacios de Krein con nticleos reproductivos

1. Ntcleos hermitianos

Sea A una familia arbitraria de indices. Denotemos por H = {H;}ica una familia de

espacios de Krein con productos internos indefinidos (-, -),, .

DEFINICION 3.1. Una funcién K definida en A x A tal que
K(i,j) € L(H;,H;) para todo i,j € A

es llamada H-ntcleo.
Recordemos que L(#;, H;) = {T": H; — H; : T es lineal y acotado }.

DEFINICION 3.2. El H-nticleo K es llamado hermitiano si

K(i,j) = K(j,1)* para todo i,5 € A

Denotemos por §(H) = {f = {f(i) }iea : f(i) € H; para todo i € A}.

Del mismo modo, denotemos por Fo(H) = {f € F(H) : Supp(f) es finito}, donde

Supp(f) = {i € A: £(i) # 0}.

Ahora, sea K un H-nicleo hermitiano. A partir de este H-nticleo, equipamos a §o(H) con

un producto interno indefinido (-, ), dado por:

(f,9)k = Zi,je/\ <K(Zvj>f<])ag<l)>7-¢l para todo f, g € Fo(H).

27
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En efecto, (-, ), es un producto interno.

Sean f,g,h € Fo(H), o € C. Luego

(af +g, h>K

- a<f7h>K+<guh>K

Hemos probado la linealidad del producto interno. Ahora demostremos la propiedad de

conjugacion. Para ello, usaremos que el H-nticleo K es hermitiano.

<f7g>K =

Hemos probado que (-, ), es un producto interno.

DEFINICION 3.3. Un H-nucleo K es semidefinido positivo cuando

(hyh) e = D2 en (K (4, 5)(5), h(i))y, > 0 para todo h € Fo(H).

A partir de esta definicién se tiene que H-nucleo K es semidefinido positivo si y solo si

(-,*) k¢ €s no negativo.
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LEMA 3.4. Todo H-nicleo K semidefinido positivo es hermitiano.

DEMOSTRACION.

Paso 1.

Veamos primero que K (i,,1,)* = K(i,,1,) para todo i, € A.

En efecto, sean i, € Ay f € H;,. Consideremos un vector h € §o(H), dado por
fosii=1i,

0 sii i,

h = (h(i))iea =

Por hipétesis, tenemos que

(h,h), >0y por lo tanto (h, h) . = (h, h) .

Entonces,
<K(i07 Z.O)fu f>Hio = <K(Z.07 iO)f’ f>Hio = <f7 K<i07 io)f>’,'—[io .
De donde,
K (iy,1,)* = K(iy,1,) para todo i, € A.
Paso 2.

Ahora, debemos probar que K(j,,1,)* = K(i,, jo) para todo i,, j, € A.

Veamos que Im ((K(io,jo)f, 9, > =1Im <<f, K (Jo, 0)9), ) para todo i, j, € Ay para
todo f € H;, y todo g € H,,.

Sean i,,j, € A, f € H;, v g € H,;,. Consideremos h € Fo(H), dado por
g sii=1,
h=(h(i))iea=4 f sii=j,

0 en otro caso.

Tenemos que (h, h), = (h, h),.. Entonces

Sisen K (i V() h(i)) g = S sen (h(), K (i, 7))y, -
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Por lo tanto,

<K<ioa io)ga g>7{io + <K<io>jo)f7 g>7—[l~o + <K<joajo>f7 f)q-[jo + <K(j07 Z'o)ga f>7-[].0 =
<g7 K<i07 iO)Q)HiO + <g7 K<i07j0>f>7-[io + <f7 K(jo;jo)f>7—[jo + <f7 K(jov io)g>7.[jo .

Luego,

(Ko, Jo) f 900, + (K (or 10)g: [hay,, = (9 Kl Jo) [y, + (f5 K (Jori0) )y, -

De modo que

(I (ior ) )20,y — (92 K Gondo) F iy, = (- K i)y, — (B (Gonio)g. F,

Es decir,

1 ({K Gior o) 902, ) = I (4F. K G i0)9), ) para todo i, j, € Ay para todo
feH, ytodogeH,.

Paso 3.

Veamos que Re (K (io, jo)f: 9}, ) = Be (. K (jori0)g)y, ) para todo iy, j, € Ay para
todo f € H;, y todo g € H,,.
Sea h € Fo(H), dado por

g sii=1,
h = (h(i))ien = if sii=j,

0 en otro caso.
Donde i es la unidad imaginaria. Entonces, tenemos que (h, h),, = (h, h) ;. De modo que
2igen G 3)0(I) (i), = D22 jen (W(E), (6 3)(5))sy, -

De esta forma,

<K(i07 io).g? g>?—[10 + <K(i07 jo)if7 g>7—[10 + <K<joa jo)i.ﬁ if>7—[j0 + <K(j07 io)gv if)?—[]-o =
(9, K(io,i 0)9>Hi0 + (g, K(ioajo)if>Hio + (if, K(joajo)if>7-[jo + (if, K (Jo, io)g>7-[jo .

Asi,

i <K(i07j0)f7 g>?—LZO —i <K<j07 io)gu f)?—[jo =—i <g> K(%ajo)f)?-tio +i <f7 K(j07 io)g>7-[~o :

J
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Luego,

<K(io7jo)f7 g>7—[10 + <g? K(ioajo)f>’;'-[io = <f7 K(jo, iO)g>Hjo _I— <K<j0’ io)gv f>Hjo .

Es decir,

Re ((K(z’o,jo)f, g}Hi()) = Re <<f, K (jo, io)g>Hjo> para todo i,, j, € Ay paratodo f € H;,
y todo g € H,;,.

Paso 4.
(K (i0, Jo) [, 9>Hio = (f,K(jo,io)g>Hjo para todo i,,j, € A y para todo f € H; y todo
g€ Hi,.

Este resultado se obtiene del paso 2 y el paso 3.
Por lo tanto, K(i,, jo) = K(Jjo, )" para todo i,, j, € A. O
Definamos los siguientes conjuntos para establecer una notacion.

(1) Sea K"(H) el conjunto de todos los H-niicleos hermitianos:

K"(H) = {K : K es un H-nticleo hermitiano}.
(2) Sea K*(H) el conjunto de todos los H-nticleos semidefinidos positivos:
K*(H) = {K : K es un H-nticleo semidefinido positivo}.

En K" (H) definimos la adicién, sustraccién y multiplicacién con niimero reales de manera

usual. Mas atin, en K"(IH) tenemos un orden parcial que se define como sigue:

DEFINICION 3.5. Sean A, B € K"(H). Diremos que A < B cuando

(f, [)a < ([, [)p para todo f € o(H).

En virtud de esta definicién, tenemos que

K+(H) = {A:A >0}

LEMA 3.6. El conjunto K*(H) C K"(H) y es cerrado bajo adicién y multiplicacion con

escalares positivos.

DEMOSTRACION.
Sean A, B € K*(H), o € R™.
Como A € K*(H), A es semidefinido positivo y por tanto es hermitiano. Asf, A € K"(H).
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Veamos que aA + B € K (H). Sea h € §o(H)

(hih)garn = Doijen (@A + B)(i,5)h(5), h(1))y,

7

Y x (@A) + B D)RG) (D)),

= 2ijen (QA(E )(G) + B(i, j)h(5), h(i))y,

7

= S iiea [(QA(, 1)R(F), b))y, + (B, 5)R(G), h(D))y, ]

3

= a) i ien (A RG), B(E)) g, + D2 jen (B(i, 3)(5), h(2))y,
= a(h,h),+<hh>p>0.

O

LEMA 3.7. Sean K € K'"H) y f,g € So(H), entonces existe X\ € C tal que | X\ | =1y

DEMOSTRACION.

Consideremos dos casos.

(1) Caso 1. Supongamos que (f,g) = 0.
En este caso, Re ({f,\g) ) = (f, A\g); = 0. Basta tomar A = 1.
(2) Caso 2. Supongamos que (f, g), # 0.

——<f’g>K or lo tanto
Sea)\—|<f’g>K‘.P lo tanto,
_ _ <fag>K _‘<f7g>K‘2:
VoAhe =MD 90 = 17 gy V90 =T gy o =190

Ast, Re((f,Ag),) = (f, Ag)y-

2. Completacion cociente de un espacio pre-Hilbert

En esta seccién se estudia el proceso de completaciéon de un espacio pre-Hilbert para
obtener un espacio de Hilbert. Este proceso involucra el uso de una relacién de equivalencia

y el empleo del espacio cociente.
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Sea L un H-ntcleo semidefinido positivo. Este H-nticleo induce un producto interno (-, ) ;
semidefinido positivo en §y(H). De este modo, (§Fo(H), (-, -);) es un espacio pre-Hilbert.

Consideremos la parte isotrépica del espacio con producto interno semidefinido positivo
(So(H), (-, ), ) dado por
Ne =A{f €Fo®) : (f, f), =0}
Veamos que N}, es subespacio de (§o(H), (-,);)
(1) 0 € N yaque (0,0), = 0.
(2) De lo anterior también se desprende que N # 0.
(3) Sean f,g € N, a €C.

Como (-, -); es un producto interno semidefinido positivo, se tiene que
<af+gvaf+g>L - | a | <<f7f>L + <guf>L+ <f7g>L + <gag>L)

= 2’a’R€<fag>L

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarzt, se obtiene que

(g | < D2 {0.9); = 0
Por tanto, (af +g,af +¢g); = 0.
Entonces, af + g € N.

Ahora, considerando el subespacio N, definimos en §o(H) una relacién de equivalencia
para obtener el espacio cociente §o(H)/N; constituido por el conjunto de las clases de
equivalencia. Luego, se definen las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar
de clases por las operaciones correspondientes sobre los representantes.

Tal relacion de equivalencia viene dada por
f~g& f—ge Ny, paratodo f,g € Fo(H).
Comprobemos que, en efecto, se trata de una relacion de equivalencia.
(1) Simetria.
Supongamos que f ~ g, estoes f — g € Np.
De este modo, (f — g, f —¢); = 0. Luego
(f=9f=9=f+9-f+ar=0—-f.9- /)
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Asi, (9 — f,g — f), = 0y por tanto, g — f € N. Entonces g ~ f.
(2) Reflexividad.
Veamos que g ~ g. Es decir, g —g = 0€ N;.
Como N, es un subespacio tenemos que 0 € N. Asi, g ~ g.
(3) Transitividad.
Veamos que si f ~ gy g ~ h entonces f ~ h.
Como f ~ g nos queda que f — g € N. De igual forma, g — h € N7.
Luego, f —g+g—h = f— h. Como N, es un subespacio, f —h € NT.
Entonces, f ~ h.

Las clases de equivalencia en esta relacién son:
f = {9eSo(M):g~f}
= {g9€Fo(H):g— fENL}

= {geFoM):g=f+hheN}

La notacién usual en algebra es:
f=f+No={f+h:heNi}
Al espacio cociente por medio de esta relacion se le denota por:
So(H)/Np :={f+h:heN}

En §o(H) /N7, definimos las operaciones suma y producto por un escalar de clases como

sigue:

(1) f+3=f+gparatodo f,g € Fo(H).
(2) af = af para todo f € Fo(H), a € C.
Con estas operaciones, §o(H) /N, tiene estructura de espacio vectorial.
Seguidamente, equipamos a nuestro espacio cociente con el producto interno (-, -); para
convertirlo en un espacio con producto interno. Definamos un producto interno en §o(H) /Ny
como sigue:

Sea (f,9)g, v,

g respectivamente.

= (f,g); donde f,7 € Fo(H)/Nz y f, g son los representantes de f y
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Sean fi, f2 € f, g1,92 €. Asi, fi — fa, g1 — g € N'L. Se sigue que

<f1791>L - <f2792>L = <f1 - f2791>L+ <f2,91 —92>L =0.

Por tanto, la funcién (-,-); en §o(H)/NL estd bien definida y asi (§o(H)/NL, (-,*);)

deviene en un espacio con producto interno.

Para terminar nuestra completacion, tomamos la clausura de nuestro espacio cociente
con producto interno y lo denotamos por Kr. Esto es

Kr = (3’0(H)/~N’La <'a >L)

LEMA 3.8. Si N es la parte isotrdpica del espacio con producto interno indefinido
(Fo(H), (-,-) i), entonces Nk es subespacio de (Fo(H), (-, ) &)
DEMOSTRACION.

Tenemos que Nx = {f € Fo(H) : (f, f)x = 0}

(1) 0 € Nk yaque (0,0),, = 0.

(2) De lo anterior también se desprende que N # 0.
(3) Sean f,g € Nk, a €C.

Tenemos que Nk es un espacio con producto interno neutro, por tanto,
(f,9) = 0 paratodo f,g € Nk.

Asi, (af + g,af + g), = 0. De donde, af + g € Nk.

El siguiente resultado establece una relacién entre Ny y Ny.
LEMA 3.9. Sea K € K'(H). Si existe L € K+ (H) tal que

) | < (12 (9902 para todo f,g € Go(H).

Entonces Ny, es un subconjunto de N.

DEMOSTRACION.

Por hipdtesis, tenemos que

[(fogh | < (£ )2 (g.9)2 para todo f,g € Fo(H).
Sea f € Np. Entonces, (f, f), = 0.
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En la desigualdad anterior, consideramos f = g. De esta forma, obtenemos
1 1
’ <f7f>K | S <f7f>L = 0.
De donde, (f, f); = 0. Por ende, f € Nk.
Luego, N7, C Nk. O

El siguiente lema involucra el uso del teorema de representacién de Riesz.
LEMA 3.10. Sea K € K"(H). Si existe L € K*(H) tal que

| (f.) | < ()2 (9,9)2 para todo f.g € Ky

Entonces eziste un operador A € L(KL) autoadjunto A = A* y contractivo tal que

(f,9)x = (Af,9)p, para todo f,g € Kp.
donde K, un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION.

Sea K, un espacio de Hilbert obtenido por completacion cociente del espacio pre-Hilbert
(SO<H>7 <'7 >L)

Veamos que se puede construir un operador A : K, — K, tal que A = A* y que A sea
una contraccién.

Consideremos un vector g € Ky,. Definimos Tj, : K, — C dado por T,(f) = (f, 9) x para

todo f € Kr. Este funcional dado por un producto interno es lineal y continuo. Luego, por

el teorema de representacién de Riesz, existe un unico vector h, € Ky, tal que

Ty(f) = (f, hg), para todo f € K.

Definimos el operador A : K, — Ky, por A(g) = hy

De esta forma, nos queda que

(31) <f7g>K = <f7A<g)>vavg€ ,CL-
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Veamos que A es autoadjunto.

Tenemos que

(3.2)

<A(f)vg>L <gvA(f)>L =
Por (3.1) y (3.2) obtenemos

<g7f>K = <f7.g>K vageKL-

(f,A(g)); = (A(f),9); para todo f,g € K.

Asi, A es autoadjunto.

Comprobemos que A es una contraccion. Sabemos que se cumple

(3.3) (Fabk | < (F D2 (9,902 Vf. g€ Ky

Como (-, -); es semidefinido positivo,

(A(f), A(f)), > 0 para todo f € Ky.

Consideremos dos casos.
(1) Supongamos que (A(f), A(f)); > 0.

De modo que

| CACS), A L | = (A, Ay -
Luego, por la desigualdad (3.3) y sabiendo que (f,g),

= (A(f),9); para todo
f,g € ’CL.
(AU ADY, = | AU ADY | = | AU | < D A, A
De donde,
(A, AU < (D]
Asi

(A(f), A(f)); < (f, f), para todo f € K.
(2) Si(A(f),A(f)); = 0 entonces,

<A(f>7A<f)>L =0< <f>f>L

SN

37
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El siguiente lema que se dara sin demostracion utiliza para la misma resultados de teoria
espectral.

LEMA 3.11. Sea H un espacio de Hilbert y A € L(H) una contraccion autoadjunta
Entonces existen dos contracciones autoadjuntas A* y A~ en L(H) tales que

(1) A*™ y A~ son no negativas,

(2) A=A"— A",

3. Descomposicion de Kolmogorov de nicleos hermitianos

DEFINICION 3.12. Una descomposicién del Kolmogorov del H-niicleo K es un par (V, )

donde (&, (-,-)4) es un espacio de Krein y V' = {V;};ca es una familia de operadores lineales,
sujetos a las siguientes condiciones:

(a) V; € L(H;, R) para todo i € A.

(b) & = V,cp ViHi. (Propiedad de minimalidad).
(c) K(i,j) = V;*V; para todo ,j € A.

DEFINICION 3.13. Decimos que dos niicleos A, B € K*(H) son disjuntos si para cualquier
nicleo P € K+ (H) tal que P < Ay P < B se tiene que P = 0.

Utilizaremos los resultados de las secciones anteriores para demostrar el siguiente teore-
ma.

TEOREMA 3.14.

Sea K € KMH). Las siguientes condiciones son equivalentes
(1) Existe L € K*(H) tal que —L < K < L.
(2) Eziste L € K*(H) tal que

(£, 9) | < (D)5 (9.9)] para todo £,g € Fo(ED.
(3) K = K1 — Ky con Ky, Ky € KT(H).

(4) K = Kt — K~ tal que K* € KT (H) y son disjuntos.
(5) Existe una descomposicion del Kolmogorov (V, R) de K.
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DEMOSTRACION.
(1) = (2)
Sea L € K*(H) tal que —L < K < L. En virtud del orden parcial en K"(H),

(3.4) | e 1 < (U )V € To(H).

Sean f, g € §o(H). Tenemos que

fr9.f+9x—f—9f—9r = Lo+ {0+ 9+ (9

= 4Re((f,9)1):

Por la desigualdad triangular

A Re((f,9)) | <1 +9.f T+ [+ =9 f =9kl

Hacemos uso de la desigualdad (3.4) para obtener

fraf+dx |+ -9 f-D| < {f+af+9,+ {99

Asi,

A Re({f.9)) | < {f+9.f+9,+{f—9.f—9)L

Ahora, desarrollamos los productos internos sobre L

<f+gaf+g>L+<f_g7f_g>L:2<f’f>L+2<g7g>L‘

De modo que,

4] Re({(fy9)) | <2(f, f)p +2(9,9)-

39
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Por el lema 3.7 existe a € C tal que | a | = 1y Re({f,ag9) ;) = (f,a9) -

Luego, la ultima desigualdad nos queda

4|R€(<f,0ég>k) | :4|<f7ag>k | S 2<faf>L +2<agaag>L:2<fvf>L +2<g7g>L

De donde,

| (frag), | < 5. 1)+ 3(9.9).-

Como | a | = 1, se tiene que

(35 [ (Foahe 1< 3 ()5 (0.0},

En este punto consideramos dos caso.

Caso 1:

Supongamos que (f, f); = 00 (g,9); = 0. Tomemos (f, f); = 0.

La desigualdad (3.5) nos queda

(90 | < 349,9) -

Ahora, consideramos ¢t > 0. Reemplazamos g por tg para obtener
| (f:ta) | < 5 {tg,tg),-

| (foa) | < 54(9,9) -

Sit — 0 entonces (f, g),, = 0 y obtenemos nuestro resultado. Andlogamente, se tiene el
resultado si se supone que (g, g); = 0.

Caso 2:

Supongamos que tanto (f, f), como (g, g), son diferentes de cero.

1 _1
En la desigualdad (3.5) reemplazamos f por (f, f),? f y g por (g,9),? g. De este modo,

se obtiene que

) | < (P2 (9.9)5.
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(2)=(1)

Tenemos que existe L € KT (H) tal que

) | < U D)E {g,9)7 para todo f, g € Fo(H).

Por lo tanto consideramos f = g y obtenemos

| < D2 D)2
Pl < (),

Luego, en virtud de la definicién de orden parcial en K"(H), nos queda

—-L< K<L

(2) = (4)
Sea N =

{f € M) : (f,f), = 0} la parte isotrépica del espacio con producto

interno semidefinido positivo (Fo(H), (-,-); ), consideramos el espacio cociente Fo(H)/Ny y
lo completamos al espacio de Hilbert ICy.

Consideramos Nx = {f € Fo(H) : (f, f)x = 0} la parte isotrépica del espacio con

producto interno indefinido (§o(H), (-, -) ;). Usando la hipdtesis, se obtiene que el subespacio
isotrépico Ny, estd contenido en el subespacio isotrépico N.

Seguidamente, equipamos a Ky con el producto interno indefinido (-, >;§o(H) N @ partir
del producto interno (-, ) en §o(H). Esto es,

<7, §>30(H)/NK = (f,9)x donde £.9 € So(H)/Nk y f,g son los representantes de f y §
respectivamente.

Sabemos que N C Ngk. A partir de esta contencién, se seguird cumpliendo nuestra

hipotesis en el espacio K, ya que para cualquier par de vectores f,g € K, se tiene que

D | = 1 9| < (L DE (0.00F = (F.T):

1 1
Soy/ns T Dgom/n;

| (fa)k | < (f, f)% <g,g>% para todo f,g € Kp.
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Por el lema 3.10, existe un operador A € L(K ) autoadjunto y contractivo tal que
<f7g>K = <Afag>L para todo f:g S ICL'

Por el lema 3.11 consideramos A = AT — A~ la descomposicién de Jordan de A en Kj.

Tenemos que, A* son contracciones no negativas y recordando que (-,-); es semidefinido
positivo, consideramos cualquier vector f € K y asi,

AL, f), =] CASF, 1), 1< (ASF AR PN NG < (U IR )G = (. ), para
todo f € Kp.

Vamos a probar que los productos internos semidefinidos positivos (A%, -) ;, inducen H-
niicleos K* € K*(H) tales que

(f, N ger < (f,f); paratodo f € Fo(H) y K = Kt — K.
Efectivamente, el producto interno (A*-,-); restringido a §o(H)/N}, puede ser extendido
a un producto interno (-, -) haciéndolo nulo sobre N.

Ademas, como (A*-,-), < (f, f), se cumple que
(f, )y <[, f), para todo f € Fo(H).

Sean i,j5 € A arbitrarios y tales que i # j. Podemos identificar el espacio de Krein

H;(+)H,; con el subespacio de Fo(H) que consiste en aquellos f tales que supp(f) C {i,7}.
Con esta identificacién, consideramos las restricciones de los productos internos (-,-), y
() a Hi(H)H;.
Tenemos que el producto interno semidefinido positivo (-,-); es conjuntamente conti-

nuo con respecto a la topologia fuerte de H;(+)#;. Ademds, por la equivalencia entre las

aserciones (1) y (2) del presente teorema, probadas anteriormente, y sabiendo que se cumple
(f,.[)y < ([, [)p, para todo f € Fo(H).

Se comprueba que (-, -) " también es conjuntamente continuo con respecto a la topologia

fuerte de H;(+)H;.
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Ahora, por el teorema de representacién de Riesz en espacios de Krein, existe un operador

autoadjunto B € L(H,;(+)#;) tal que

<f7 g>+ = <Bf7 g>7—[1(+)7-[j para tOdO fvg € %Z(-I_)H]

Definimos el H-nicleo K+ € K"(H).

K*(j) = P B by, kG = PO

H;

K*(i,i) = P;lj(ir)HjB w Kt(j,j) = P;l;(ir)HjB |Hj

Sean f, g € §o(H) tenemos que

(Fr s = (K@D FG) 9@, = (P BIG).90) = (BF. 9o, = (190,

2
7

Luego, como el producto interno (-, -), es semidefinido positivo, K t e K (H) y como
todo H-ntcleo semidefinido positivo es hermitianos, K= € K"(H) . Més ain, K+ < L ya

que

<f7f>K+ = <f7f>+ S <f7f>L paratodofGSO(H).

Anélogamente, construimos el H-niicleo K~ € K*(H) tal que K~ < Ly

(f,9) - = (f.[)_ para todo f,g € Fo(H)

Donde el producto interno (-,-)_ es la extensién de la restriccion del producto interno

(A~ ), a §o(H) /N, haciéndolo nulo sobre Ny,

Tomando en cuenta la construccién de estos H-nicleos y que A = AT — A~ tenemos que

<f7g>K = <Af7g>L = <A+f_A_fag>L = <A+fag>L - <A_f7g>L = <f7g>+ - <f7g>— =
<f7g>K+ - <fvg>K*

Como esto se cumple para cualquier f,g € Fo(H) entonces K = KT — K.
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Ahora, veamos que K+ y K~ son disjuntos. Sea P € K (H) tal que P < K*. Entonces

<f7f>P S <f7f>L para todo f € SO(H)

Esto implica que N7, C Np.
Como antes, (,-)p induce un producto interno semidefinido positivo en K, tal que se

cumple

(A%f, 1), < (f. f), para todo f € K.

Vimos que los productos internos (A*-,-), inducen los niicleos K* € K*(H).

Como P < K= entonces

(f. [Yp < (A*f, f), para todo f € K.

Siguiendo esta desigualdad y considerando que AT A~ = 0, se prueba que (f, f)p = 0
para todo f € Kr. Como Ny, C Np entonces (f, f); = 0 para todo f € K.

Sean f,g € Fo(H). Como (-, ), es semidefinido positivo, podemos aplicar la desigualdad

de Cauchy-Schwarz y se obtiene

o) | < U D E ) < (f. P lg.g)E =0

ya que (f, f); = 0 para todo f € K. Luego, el producto interno (-,-), es nulo en todo
So(H) y por ende, P = 0. Asi, K™ y K~ son disjuntos.

(4) = (3)

Es evidente.

3) = (1)

Tenemos que K = K; — Ky con Ky, Ky € Kt(H). De esta forma, para cualquier h en
So(H).



3. DESCOMPOSICION DE KOLMOGOROV DE NUCLEOS HERMITIANOS 45

Zi,jGA <K(2, ])h(J)a h(l»% =

Asi,
(h, h)K = <h, h>k1—K2 = <h= h>K1 - (h, h)KQ-
Definimos L = K; + K. De esta forma, como K, Ky € K*(H) nos queda
(hh) e = (b h) e, = (hoh) e, < sy g, + (b h) g, = (ho )y

Por ende, K < L.

Del mismo modo se prueba que, —L < K. Asi
—-L< K<L

(2) = (9)
Consideremos la completacion cociente del espacio pre-Hilbert (Fo(H), (-, ), ) para obte-

ner el espacio de Hilbert Ky, el operador autoadjunto A € L(K}) tal que

(f,9) i = (Af,g); para todo f,g € K.

y la descomposicién de Jordan A = AT — A~ de A en K.
Sean AT = AT, v & = A K, los subespacios espectrales del operador A correspon-

dientes a los semiejes (0, 00) y (—o00,0) respectivamente.

Asi, podemos definir el espacio de Krein (R, (-, -) x)

R=R/T (&
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De igual forma, consideramos N7, y N las partes isotrépicas de los espacios con producto

interno (Fo(H), (,),;) v (Fo(H), (-, ) x) respectivamente. Ademés, N, C Nk.

Ahora, para todo i € A y todo vector h € H; consideramos la funcion

, h sij=1
h(j) = o
0 sij#i.
Luego, definimos los operadores lineales

Vih = h + Nk € Fo(H) /N C R

Veamos que V; € L(H;, R) para todo i € A.

Para demostrar la linealidad, consideramos h,g € H;, A € C.

Vidh+9) = (A +g)+ Nk

= AM+g

Veamos que los operadores V; son continuos. Sea ¢ € A fijo. Consideremos las normas unitarias
1| Az - |la= (| A| ) donde | A|= A"+ A" y || - ||n, en el espacio de Krein 8 y H;
respectivamente, y sea (-, )H el correspondiente producto interno semidefinido positivo en

H;.
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Luego, para h € H,; arbitrario, tenemos

IVib % = I h+Nk %
= Az (h+Nk) [}
= (|A|(h+Ng),h+Ng)g
= (AT 4+ A7)(h+Nk),h+Ng) g
= (AT(h+NL),h+Ni) + (A7 (h+ Np), h+ N,
< (h+NL,h+ Ny +(h+Np, h+ Ny,
= 2(h+Np,h+Np),
= 2(L(i,9)h, h)y,

IN

2 || (L(2,2)h) |

hl

Hi H;

IN

201 L) A (13, -

Asi, V; € L(H;, R) para todo i € A. Seguidamente, para probar la propiedad (c) de la
definicién 3.12 consideremos vectores arbitrarios h € H; y g € H; y la identificacién de

vectores con funciones en §(H).

ViVigli) b))y, = (ViVigs
= (Vig.Vih)s
= <g+NK,h+NK>ﬁ

g
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Para ver que
f=\/ViH,
ieA
notemos primero que el subespacio generado por {V;H,;}iea es Fo(H) /N

Para probar la propiedad de minimalidad de la descomposicion de Kolmogorov demos-
tremos que la variedad lineal §o(H)/Nk es K-débilmente densa en K.

Efectivamente, cualquier vector en K puede ser aproximado L-débilmente por vectores
en §o(H)/N7. De igual modo, cualquier vector en £ puede ser aproximado K-débilmente por
vectores en Kr/N.

Es facil ver que §o(H)/ Nk = (Fo(H)/NL)/Nk.

Ahora, sean las familias de seminormas {py }gez,m)/NVie > 19 }gego(m) N donde
po(f) =1(f 9L v a(f) =1{f,9k!-

Luego, por la formula de polarizacion y sabiendo que —L < K < L

6(f) = [(f9)k
= J(fraftax—1{f—9f—9x+i(f+ig f+igy—5(f+ig f+igg
< qUHef+a =i =g f—a+i(f+ig [ +ig), —5(f+ig [+ig)y
= [{fi9)s
= (/)

Por tanto, la topologia L-débil es mas fuerte que la topologia K-débil.
Asi, Fo(H)/Nk es K-débilmente denso en K. Es decir, m = R respecto a la
topologfa débil dada por el producto interno (:, ) ,.Como
\/ Vitt; = o(H) /N,
€A
tenemos que

f=\/Vir,.

IS
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(5) = (1)
Sea (R, (-,-)) un espacio de Krein y {V;};ep una familia de operadores lineales tales que

V; € L(H;, R) para todo i € A y ademads
K(i,j) = V;*V, para todo i,j € A

Consideramos una simetria fundamental J en K y para cada i € A una simetria funda-
mental J; en H,.

Luego, definimos el H-nticleo L por
L(i,5) = J;V;*V, para todo i, j € A

Veamos que L € K*(H).
Sea [ € Fo(H).

Y ALGNFG) f D)y, = Y VEVIFG) F(@))yy,

1
i,jEA i,jEA

i,JEA

= ST WG Vi),

1,j€EA

= S W) Vi),

i€A jEA

= Z<Z‘Gf(j)7%f(i)>

i€A \jEA
= <Z]EA Vif(3),> Vif(i)>
ieA J

= 1> Vir@ I3

(IS

Y
o

ya que ¢ y j varian en la misma familia A.
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Ahora, veamos que —L < K < L. Tomando en cuenta que J < [ respecto al producto

interno (-, ) ; concluimos que

SAKENFG) F @)y, = D VEViFG), F(D)g,

(3

i,jEA bjen
_ Z (Vi (), Vif (),
_ ZA (JVif (), Vif (D)),
< ’gA(ij(j),V%f@)b
_ %(V:ij(j),f(i)m
_ Z (SVViFG), £y,
— ZEJA(L(@'J)f(j),f(i)m

Por tanto, (f, ) < (f,f);. Es decir, K < L.

Similarmente, teniendo en cuenta que —I < J conclufmos que —L < K.

4. Espacios de Krein con nucleos reproductivos

En esta seccion se demuestra el teorema que representa el objetivo general de la investi-

gacion.

DEFINICION 3.15. Dado K € K"(H), un espacio de Krein con nicleo reproductivo K es
un espacio de Krein (R, (-, -)5) sujeto a las siguientes condiciones:
(1) R C F(H).
(2) ® = V,cp K(-,i)H; (Propiedad de minimalidad).
(3) (f(@),h)y, = (f, K(-,i)h)y para todo f € R, h € H;, i € A (Propiedad reproducti-

va).
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TEOREMA 3.16. Sea K € K"(H). K admite una descomposicién de Kolmogorov si y solo

st existe un espacio de Krein con nicleo reproductivo K.

DEMOSTRACION.
Sea (V, 8) una descomposiciéon de Kolmogorov del H-nticleo K. Tenemos que V' = {V; }ica

es una familia de operadores lineales tales que V; € L(H,;, R) para todo i € A. Definimos:

(3.6) R=A{Viiea | [ € &}

Dado f € R, consideramos la aplicacion

(3.7) p:R— N
f— (V" [ien-
Sean f,g € R tales que V*f = V*g para todo i € A. Luego, para h; € H,; se tiene
(f =9, Vih(i))q = (V7' (f = 9), @) g = (Vi h(i) g — (Vi"g, B(i)) g = 0.
Es decir, (f — g, V;hi)q = 0 para todo i € A, h; € H;. Teniendo en cuenta que
R = \Viea Viti,
tendremos que f — g = 0.

La sobreyectividad de la aplicacion ¢ se obtiene trivialmente y por tanto tendremos que

@ es biyectiva.

Ahora, definimos el producto interno en R:

(3.8) (Vi Piea, (Vi'giea)p = (f,9)a VS, 9 € R

Luego, dotemos a R con la topologia fuerte. Necesitamos definir una norma para nuestro

espacio (R, (-, )g)-

D

Como la norma en el espacio (&, (-, -)z) es

| flla=(f, f)é para todo f € &.
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Tendremos que

| (V7 Pien I = (V7 Picn, (Vi Pien)d = (£, £)2 = || [ ||s para todo f € &

Asi, (R, (-, )q) v (R, (-, -)¢) son unitariamente equivalentes ya que existe una transforma-

cién unitaria, ¢, biyectiva y que preserva el producto interno entre ellos.

Por lo tanto, (R, (-,-)5) deviene en un espacio de Krein unitariamente equivalente con
(ﬁ7 <'7 >ﬁ)

Para ver que ® C §(H), basta tomar g € R y por tanto, g = (V;*f)iea con f € R Y
como V* : 8 — H; obtenemos la contencién de R en §(H).

Ahora, de acuerdo con la propiedad (c) de la descomposicién de Kolmogorov:

K(i,j) = V;*V; para todo i, j € A,
se sigue que tomando h € ‘H;, obtenemos

(3.9) K(-,j)h = (Vi'Vih)iea = (V7 (Vh))ien, Vj € A
Esto es, para todo j € A y todo h € H; se tiene que K(-,j)h € R.

Luego, por la propiedad de minimalidad de la descomposicion de Kolmogorov y la defi-
nicién de R

VAK (M = V (VEViHien = (Vi V Vity)iea = (ViR)ies = R.
je

JEA JEA

Asi, R = \/ K(-,j)H; y se cumple la propiedad de minimalidad para los espacios de
jEA
Krein con ntcleos reproductivos.
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Sea f € R. Como ¢ es biyectiva, existe g € & tal que f = (V;*¢)ien.
Tomando en cuenta (3.9) tenemos que para todo j € Ay h € H;

(FD) by = {(V9):
= (g, Vih)g
= (V7 9)jen. (V;Vil)jen)y
= {((V}g)jens K(-i)h),,

= (LK )y

Ast, (f(i), h)y, = (f, K(-,i)h)y para todo f € R, h € H;,i € A. Cumpliéndose la propie-
dad reproductiva de los espacios de Krein con nicleos reproductivos.

Por lo tanto, (R, (-,-)5) es un espacio de Krein con ntcleo reproductivo K.
Reciprocamente, sea (R, (-, -)5) un espacio de Krein con ntcleo reproductivo K.

Identificamos (&, (-,-) ) con (R, (-, )), es decir,

Sea j € A arbitrario. Definimos Vj como sigue

(3.10) Vi:H; — R

De esta forma, como R = \/ K(-,i)H; tendremos que
i€

R= VjeA Vjva

cumpliéndose la propiedad de minimalidad de la descomposicién de Kolmogorov.
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Ademas, por la propiedad reproductiva de los espacios de Krein con ntcleos reproducti-

vos, se tiene que para f € K, h € H;,1 € A,

De donde, V" = f (7), para todo j € A. Esto es, existe V" como un operador definido en

H; y coincide con el operador lineal
Tj R — Hj
fe 1)

Como T = V7, se tiene que T} = V™ = V.

Por el Teorema 4.15 que podemos encontrar en la pagina 39 de [5] se concluye que 77~
es un operador cerrado y por lo tanto, V; es cerrado.

Luego, como V; estd definido en todo el espacio de Krein H,;, por el teorema del grafico
cerrado, V; € L(H;, R) para todo j € A.

Proseguimos observando que con la definicién del operador
‘/j : Hj — R

y aplicando la propiedad reproductiva de los espacios de Krein con nicleos reproductivos a

la funcién f = K(-,j)h(j) tenemos

(VIVih(5), h(i))y, = (Vih(j),Vih(i)),

(3

para i,j € A arbitrarios, h(i) € H; y h(j) € H,;.

Por tanto, (V, K) es una descomposiciéon del Kolmogorov del H-niicleo K. O
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COROLARIO 3.17. Dado un H-nicleo K, la aplicacion
(V. R) — R(V, R)
donde R(V, R) = {(Vi"f)ien | [ € R}, tal que el producto interno (-, )y ¢ en R(V,K) se
define como sigue:
(Vi fieas (Vi9)iea) gy = (f>9)g para todo f g € R

envia el conjunto de todas las descomposiciones de Kolmogorov de K en el conjunto de

todos los espacios de Krein con nicleo reproductivo K .

DEMOSTRACION.
Sean Cx = {(V,R) | (V,8) es una descomposicién de Kolmogorov del H-nicleo K} y
Cunr = {(3(-,-)) | (3(-,-)) es un espacio de Krein con ntcleo reproductivo}.

Consideremos la aplicacion
LA CK — CHNK
UV, R) ={(V;"fliea : | € R}

Por el teorema anterior, U(V,R) € Cyng para toda descomposicion de Kolmogorov

(V, R) de K. Veamos que ¥ es sobreyectiva.
Sea (L, (-,-)) € Cyng. Asi, L es un espacio de Krein con nicleo reproductivo K.
Si definimos V; = K(-,j) : H; — L para j € A, entonces V; € L(#H,, L).

Si tomamos V' = (V});ea se tiene que (V, L) es una descomposicién de Kolmogorov de K.

Es decir, (V, L) € Ck.

Ademids, U(V, L) = {(V} f)jen : f € L} = L ya que en el teorema anterior se probd que
{(V;f)jen : f € L} se puede identificar con L por medio de la biyeccién f — (V;* f)jea-
0
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