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Introducciéon

Es muy conocida la formula de Leibniz para el calculo de la n-ésima derivada del producto

de dos funciones
n
D00 =3 (3 psDte

Mucho menos conocida es la formula de Faa Di Bruno para la n-ésima derivada de la
composicién de dos funciones fog (ver Teorema [3.5). El propésito del siguiente trabajo es
estudiar esta férmula menos conocida, presentando la demostracion dada por Steven Roman
en un articulo de la revista “The American Mathematical Monthly” (ver [16]). Esto se
hara de manera mas detallada.

La férmula de Faa Di Bruno es una identidad que generaliza la regla de la cadena a
derivadas de orden superior, llamada asi en honor a Francesco Faa Di Bruno, aunque ¢l no
fue el primero en afirmar o demostrar la formula. En efecto, en 1800, méas de 50 anos antes
de los trabajos de Faa Di Bruno, el matematico francés Louis Francois Antoine Arbogast
declaré la férmula en un libro de célculo (ver [1]) considerada la primera referencia publicada
al respecto sobre el tema (ver [5]).

Varias pruebas de esta férmula han aparecido en la literatura. Por ejemplo, en [9] hay
un breve bosquejo de una prueba usando series de Taylor. Sin embargo, los detalles omitidos
son bastante complicados. En [4] estd4 una prueba que involucra los polinomios de Bell. En
[2] v [12] existe una prueba que se basa en el viejo estilo del cdlculo umbral desarrollado
a mediados del siglo XIX. No obstante, esta técnica no era mateméaticamente rigurosa y se
debe justificar por otros medios.

El célculo umbral tuvo grandes avances en la década de los setenta, como lo demuestra
la literatura [6, [7, 10}, 12, 13, 14}, 15, 18], haciéndola una teoria completamente rigurosa,
a la que llamaremos la teoria moderna del calculo umbral. Se usara esta teoria para probar
la férmula de Faa Di Bruno. Una breve explicacion del término moderno de calculo umbral

del siglo XIX, se basa en un método notacional para derivar las identidades que implican



INTRODUCCION vi

sucesiones puestas en un indice de numeros aq,as, as, ..., aparentando que los indices son
exponentes a',a?,a?, ... Interpretando literalmente, esto es absurdo, sin embargo, es muy
util. Las identidades obtenidas via el calculo umbral también se pueden obtener por métodos
mas complicados, que se pueden tomar literalmente sin dificultad logica.

En matematicas antes de la década de 1970, el cdlculo umbral de términos era una manera
de expresar las semejanzas que existian entre las ecuaciones polinomicas y otra relacién
matematica, las pruebas eran ciertas técnicas vagas. Estas técnicas fueron introducidas por
Juan Blissard en 1861 y se conocen como el método simbdlico de Blissard. Edouard Lucas y
James Sylvester usaron esta técnica extensivamente, por esta razén a veces se les atribuye a
ellos.

Entre los anos 1930 y los anios 1950, Eric Temple Bell intent6 dar unas bases mas rigurosas
para el calculo umbral.

Entre los anos 1970 y 1980, Steven Roman, Gian-Carlo Rota y otros desarrollaron el
calculo umbral por medio de funcionales lineales en espacios de polinomios. Actualmente,
por célculo umbral se entiende el estudio de las sucesiones de Sheffer, incluyendo sucesiones
polinémicas y de las sucesiones binomiales de Appell (ver [19]). El cdlculo umbral moder-
no surgiéo de un intento de desarrollar una teoria unificada para esta clase de sucesiones
polinémicas.

Después de un Capitulo 1 de preliminares, la teoria moderna del cdlculo umbral se pre-
senta en el Capitulo 2. Esta teoria es un componente esencial que permite explicar la demos-
tracién de la féormula de Faa Di Bruno, en el Capitulo 3. Este ultimo capitulo incluye una
aplicacion de dicha férmula.

Mas informacién acerca de célculo umbral puede verse en [3|, [7, 8] y series formales
para calculo umbral en [13, 14]. Para detalles acerca de polinomios de tipo binomial y

enumeraciéon binomial consultar [6), 10].
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CAP{TULO 1

Analisis vectorial y espacios duales

Este primer capitulo tratara acerca de las nociones basicas del algebra y del analisis
matematico, necesarias para alcanzar la comprension de la demostracién de la férmula de

Faa Di Bruno que se presentara al final de este trabajo.

1. Espacios vectoriales

En lo que sigue K representard al cuerpo R de los ntimeros reales o al cuerpo C de los

nimeros complejos.

DEFINICION 1.1.

Un espacio vectorial (o un espacio lineal) consiste de:

(1) Un cuerpo de escalares K,

(2) un conjunto X de objetos, llamados vectores,

(3) una operacion llamada suma de vectores, que asigna a cada par de vectores x,y € X
un vector x + y € X, llamado suma de = y de y, de manera que se cumplan las
siguientes propiedades:

(a) La suma es conmutativa, esto es, x +y = y + x, para todo z,y € X.

(b) La suma es asociativa, esto es, v + (y + 2) = (x +y) + 2, para todo z,y,z € X.

(c) Existe un tnico vector 0 en X, llamado el vector cero, tal que x + 0 = x para
todo x € X.

(d) Para cada vector z € X existe un tnico vector llamado vector opuesto —x € X
tal que z + (—x) =0,

(4) una operacién llamada multiplicacion por un escalar, que asigna a cada escalar A € K
y a cada vector z € X un vector Az, llamado producto de A y de x, de manera que
se cumplan las siguientes propiedades:

(a) 1z = z para todo x € X.
(b) (MA2)z = A (Aaz), para todo A, A\ € K, z € X
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(¢) Mz +y) =Mz + Ay, para todo A € K, z,y € X.
(d) (A1 + A2)x = Mz + Aoz, para todo A, Ay € K, z € X.
Cuando no hay confusion con el cuerpo de escalares, uno se puede referir al espacio
vectorial como X, pero a veces es deseable especificar el cuerpo de escalares y en ese caso se

dice que X es un espacio vectorial sobre K o un K-espacio vectorial.

Se dice que X es un espacio real o complejo segin el cuerpo de escalares K sea R 6 C.

Veamos algunos ejemplos de espacios vectoriales:

(1) El conjunto de los nimeros complejos con las operaciones habituales de adicién y
multiplicacion, es un C-espacio vectorial.

(2) El espacio vectorial de n dimensiones, denotado por R", es decir, el conjunto de
todos los sistemas posibles de n numeros (reales o complejos) © = (21, X2, ..., Ty),

en el que la adicion y la multiplicacién se definen mediante las formulas

(1U17332>---75Un)+(y1>y27---7yn) = (xl+y17x2+y27"'axn+yn)7

a(xy, Tay .. xy,) = (Qxy, axa, . . ., axy),

es también un R-espacio vectorial.

DEFINICION 1.2.
Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma en X es una funcién || - | : X — K tal
que
(i) [|z|| > 0, para todo z € X.
(ii) ||z|| = 0 siy sélo si x = 0.
(iii) ||Az| = |A|||x]| para todo z € X, para todo A € K.
(iv) [lz +yll < l|lz[| + [lyll para todo z,y € X,

se dice que (X, || - ||) es un espacio normado.

A continuacién se veran algunos ejemplos de espacios normados:

(1) El conjunto de los nimeros reales R es un espacio normado, si se toma ||z| = |z|

para todo nimero z € R.



2. SERIES

(2) En el R-espacio vectorial R", con elementos = = (x1,Za, ..., z,), tomamos

Se tiene que R™ es un espacio normado.

2. Series

Sea X un espacio normado.

DEFINICION 1.3.

Una serie es un par ({z,}, {s,}) donde {z,} es una sucesién de elementos de X y
n
Sn:$1+$2+"-+$n22$k-
k=1

La siguiente terminologia es usual:

(a) a x, se le llama término general de la serie.

(b) a la sucesién {s,} se le llama sucesién de sumas parciales de la serie.

La siguiente notacion es usual:

En vez de referirse a las series como un par ({z,}, {s,}) es usual hablar de la serie
+o0
>
n=1

DEFINICION 1.4.

Sea {2, }n>1 C X se dice que:

La serie Zzz x,, converge cuando la sucesion de sumas parciales {s,} es convergente.

La serie " z,, diverge cuando la sucesién de sumas parciales {s,} es divergente.

Sea s € X si la sucesién {s,} converge a s se suele escribir

—+00
E T, =sen X.
n=1

Esto también puede abreviarse mediante



4. PRODUCTO INTERNO

Pero las expresiones anteriores, realmente significan:
n

E T — S
k=1

En esto tdltimo debe quedar claro que:

= lim ||s, —s|lx =0.

lim =
n—-+o00

n—-+o00

X

(a) s € X (s es un vector).
(b) s no se obtiene simplemente por adicién, s es el limite de una sucesién de sumas.

3. Algebras
Como ya se mencion6 K denotara el cuerpo de los ntimeros reales o niimeros complejos.

DEFINICION 1.5.
Un dlgebra A es un K-espacio vectorial tal que existe una aplicacion P : A x A — A

llamada producto, que se denotara mediante P(a,b) = a - b para todo a,b € A, que verifica

las siguientes propiedades: para todo a,b,c € A y para todo A € K se cumple

A continuacién se vera un ejemplo de dlgebra:

(1) El conjunto formado por
C(la,b],R) ={f : [a,b] — R tales que f es continua}

es un algebra con el producto usual de funciones P(f,g) = f - g, es decir
(f-9)(t) = f(£)g(D).

4. Producto interno

DEFINICION 1.6.
Sea X un espacio vectorial. Un producto interno en X es una funcién (,) : X x X - R

que satisface
(i) (z,z) > 0 para todo =z € X.

(ii) (x,x) =0siy sélosiz=0.
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(iii) (z,y) = (y, ) para todo x,y € X.
(iv) (ax,y) = alz,y) para todo z,y € X, € R.
(v) (x+y,z2) = (x,2) + (y, 2) para todo z,y,z € X.

A continuacién se verd un ejemplo de producto interno:

(1) Sean (x1,xa,...,x,), (Y1, Y2, .-, Yn) € R" y el producto interno dado por

n
<(SE1, Lo, ... an)J <y17y27 ce 7y7l)> = Z‘leh
i=1
entonces ( , ) es un producto interno en R".

5. Operadores lineales entre espacios normados

Sean X,Y dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares).

DEFINICION 1.7.

Sea T : X — Y se dice que T es un operador lineal si
(i) T(x+y) =T(z) + T(y) para todo z,y € X,
(ii) T(Az) = AT'(x) para todo z € X, para todo escalar \.

A continuacién se vera un ejemplo de un operador lineal:

(1) Sea X = C'[0,1], Y = C|[0,1] y T definida de la siguiente manera
T(f) =f,
donde [’ es la derivada de f. Entonces T" es un operador lineal.

6. Funcionales lineales

Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo de escalares K.

DEFINICION 1.8.

Un funcional lineal en X es una funciéon f : X — K que es lineal.

DEFINICION 1.9.

El dual algebraico de X es

X'={f:X — Ktal que f es funcional lineal}.

ot
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DEFINICION 1.10.

El dual topologico de X es

X*=L(X,K)={f: X — K tales que f es un funcional lineal y continuo}.

EJjEMmpPLO 1.11.

Sea X = R" con el producto interno usual.

Dado y € R” fijo. Sea f : R®” — R definida por

f(z) = (2,y)

entonces f es lineal.
Se tiene que f es continua. En efecto, dados xo € R" y € > 0 sea § = @ Si x es tal que

|z — zo]| < d entonces
[f(x) = f(xo)l = [(z,y) = (20, 9)|
= [{z — 20,y
<l = ollllyll
< Oyl =e

De donde se obtiene que f es continua. Luego f € X* = (R™)*.



CAP{TULO 2

Algebra de los polinomios sobre un cuerpo y calculo umbral

Este capitulo esta compuesto por las ideas basicas necesarias para lograr la comprensién
de la nueva demostracién de la férmula de Faa Di Bruno realizada por Steven Roman, que se
tratara en el capitulo tres. Para nuestro propdsito se presentan el algebra de los polinomios

sobre un cuerpo y nociones del calculo umbral.

1. El algebra de los polinomios sobre un cuerpo

Un polinomio es una expresion matematica construida por un conjunto finito de varia-
bles (no determinadas o desconocidas) y constantes (nimeros fijos llamados coeficientes). En
términos més precisos, es una relacién n-aria de monomios (expresién algebraica en la que se
utilizan exponentes naturales de variables literales que constan de un solo término) o una su-
cesion de sumas y restas de potencias enteras de una o de variables variables indeterminadas.
A continuacion se trabajara con una sola variable.

Sea K el cuerpo de los niimeros reales o nimeros complejos, y sea
P, = {ao + a1z + azz® + - - - + apa”|a; € K,i € {0,1,- -+, n}},

el conjunto de los polinomios en una variable con coeficientes en el cuerpo K y grado < n
(en el conjunto anterior z es la variable del polinomio).

El polinomio se puede escribir més concisamente usando sumatorias como

n

P,(x) = Z a;x’.

i=0
DEFINICION 2.1.
Sea P, el polinomio dado por P,(z) = Y1 ja;x". Si a, # 0, se dird que P, tiene grado

n, es decir, el grado del polinomio es el mayor exponente de x que tenga coeficiente no nulo.

Entre las operaciones con polinomios se destacan la adiciéon y multiplicacién, las cuales

se detallarén a continuacién.
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DEFINICION 2.2 (Adicién de polinomios).

La suma de polinomios es una operacién, en la que partiendo de dos polinomios B y @,
se obtiene un tercero R, que es la suma de los dos anteriores, R tiene por coeficiente de cada
monomio el de la suma de los coeficientes de los monomios de B y () del mismo grado.

Dados dos polinomios B y () con variable x de la forma

n

B(X) = Zaixi, Q(zx) = szxz

=0

el polinomio suma serd R(z) = B(z) + Q(z) que es lo mismo que

DEFINICION 2.3 (Multiplicacién de polinomios).
Dados dos polinomios B de grado n y @) de grado m, el producto de estos dos polinomios
B - Q) que serd un polinomio de grado n + m.

Si z es la variable y
B(X) = E a;x’, Qz) = E bz’
: =

entonces

w01~ (£ e (£

=0

(aia") (bja’)

I 1
NERINE
&

g@

hay

i=0 j=0
La doble sumatoria anterior puede reordenarse de la siguiente manera
m+n k
k
B(z)-Q(z) = Z (Z apbk_p> x”.
k=0 p=0
Si tomamos en P, la suma usual de polinomios y se define la multiplicaciéon por un escalar,
mediante

A (ag+ a1z + -+ 4+ apz™) = Aag + Aarx + - - - + Aayz",

para todo A € K| se tiene que (P,,+,-) es un K-espacio vectorial.
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Y si tomamos el producto usual de polinomios se tiene que (P,,+,) es un élgebra. Se

denota por P el dlgebra de los polinomios en una variable sobre un cuerpo K.

TEOREMA 2.4.

Sean x,y € R y n un entero no negativo, se tiene que

(z+y)" = Xn: (Z) oy Tk, (2.1)

k=0

Este es el teorema del binomio o del binomio de Newton. Da una férmula que proporciona
el desarrollo de la potencia n-ésima de una suma con dos sumandos (siendo n, un entero
positivo). De acuerdo con este teorema, es posible expandir la potencia (z+ %)™ en una suma
que contiene términos de la forma az’y¢, donde los exponentes b y ¢ son niimeros naturales
con b+ ¢ =n y el coeficiente a de cada término es un niimero entero positivo que depende
de n y b.

La féormula del binomio de Newton se generaliza para méas de dos sumandos de la siguiente

manera

- n
(@1 +aat. .z = Y (k k:):”lka (22)
1, " 5 v

k14ko+...+kr=n

n
koo ke

es el coeficiente multinomial que se define por

n n!
= 2.3
(" ) =i (2.3

donde

2. El calculo umbral

Para nuestro propdésito las ideas basicas del calculo umbral pueden resumirse de la si-
guiente manera. Sea P el dlgebra de los polinomios en una variable x sobre el cuerpo K,
tal como se indico antes K representa al cuerpo de los ntimeros reales o al de los niimeros
complejos.

Sea v, : K — K la funcién dada por

v () = ™.
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Sea P’ el espacio vectorial dual algebraico de funcionales lineales en P. Se usara la
notacién (L|p), notacién proveniente del drea de fisica, para la accién de un funcional lineal

L en el polinomio p. Para cada entero no negativo k se define el funcional lineal A* por
(A¥|v,) = nlo, 4 (2.4)
para todo n > 0, donde 9,, , es la funcion delta de Kronecker definida como sigue

1 sin=k
Onk = (2.5)
0 sin#k.

Entonces A* se extiende para cualquier polinomio, por linealidad. Es decir, si P es un poli-

nomio dado por

N
P(z) = Z ",
n=0

que es lo mismo que

N
P = E CnUn,

n=0

entonces
N

(A*P) =" conld g

n=0

Ahora cualquier funcional lineal en P puede ser expresado como una serie formal en A*.

Se entiende por serie formal en A*, a una expresién de la forma
A= a A¥, (2.6)
k=0

donde a;, = (Alv,) € K. La condicién (2.5) asegura la convergencia de la serie y ésta converge
a A (ver [18]). La serie formal es utilizada para evitar inconvenientes con la convergencia
de series infinitas. Una serie de esta forma representa un funcional lineal bien definido si
se verifica que dado el lado izquierdo de (2.7) perteneciente a P, entonces el lado derecho

pertenece a K.
(S
k=0

En efecto, por definicién de la funcién delta de Kronecker (ver 2.5), se tiene que (A*|p) = 0,

p> = i ar, (A*|p) . (2.7)

k=0

a excepcion de un numero finito de enteros k para los cuales 4, = 1, donde n es el grado

del polinomio p, asi la suma del lado derecho es finito y por lo tanto, pertenece a K.
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DEFINICION 2.5.
Sea F' el dlgebra de series de potencia formal en la variable A sobre el cuerpo K. Un

elemento en F' tiene la forma
(o]
= Z ClkAk, ar € K.

La suma y multiplicacion en F' estan definidas de la siguiente manera

Z (ZkAk Z bkAk i ak + bk)Ak
00 00 0o k
(Z akAk> . (Z bkAk> = Z (Z ajbk_j> Ak
k=0

k=0 k=0 \j=0

Y si tomamos a F' con estas operaciones usuales (F,+,-) es un algebra.

Cada serie de potencia formal
N O
=2 A
k=0

define un funcional lineal en P (ver [11]) si se establece que

Un funcional lineal L en P’ puede ser identificado con una sucesion de constantes
ayp = <L|Uk>

Esta identificacién puede ser usada (ver [17]) para dar a P’ la estructura del dlgebra de series

de potencia formal al hacer la identificacion

L — (Llv)A*
k=0

A continuacién se probara el siguiente teorema, el cual proporciona un isomorfismo entre

Py F.

TEOREMA 2.6.

St L es un funcional lineal en P entonces L se puede escribir como

o

L=y L'”’“ (2.8)
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DEMOSTRACION. Se ha probado que la suma de arriba (2.8) es un funcional lineal bien

definido al demostrar (2.7). Por otra parte,

(o) = = o 29)

k=0

para todo n > 0. Asi (2.8) se mantiene y esto completa la prueba. O

El Teorema 2.6/ implica que el espacio vectorial P’ es isomorfo al espacio vectorial F
conformado por todas las series de potencia formales en la variable A, lo que nos permite
establecer una correspondencia biunivoca compatible con las operaciones en P’ y el espacio
vectorial F'.

Ademas el espacio vectorial F' es un algebra. Por consiguiente, también lo es P’ debido

al isomorfismo. Para ser explicitos se define en P’ un dlgebra con el siguiente producto
AFAT = AR (2.10)

Entonces dadas L y M en la forma de la ecuacién (2.8) el producto seria

o ka k > MUj j
LM = kZ—O<IL—!>A ;}%A
= Z% [Z (Z) <L|Uk><M|Un—k> An;

en lo anterior se considera n = k 4 j y se usa el Teorema 2.4l
Finalmente usando (2.4), se obtiene la férmula del producto de dos funcionales lineales
" /n
(LM|v,) = Z (k) (L|vg) (M |vy—g)- (2.11)
k=0
A partir de esta formula y usando un argumento de induccion se determina la féormula
para un producto multiple de funcionales lineales, como se muestra a continuacion
n
Loty = X (" e (o) (2.12)
oy hy=n 1y Kj
En efecto, por induccion sobre j.

Para j = 2 se cumple (ver 2.11)).
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A continuacién se hard el paso inductivo. Se supone cierto para j = m, entonces

Loetali) = 5 (" Yl Ll

kit +km=n

Se vera que se cumple para j = m + 1.

<L1 LmLm+1|Un> =
" n
S (Y (s
k=0
B Z k Z k k (Lalvk,) - (Lin|Vky) - (L1 |vn—k)
k=0 ki+...+km=k Lyseshvm

- 2": > (Z) (kh”ki’km)<L1|vk1>---<Lm|vkm)-(Lm+1|vn_k>.

k=0 k1+...+km=k
Sea k.11 = n — k, luego sustituyendo £ = n — k,,+1 se obtiene que

<L1 Lm'Lm+1|Un>:

n

= > > (n_n )(kh._ki’km><L1|%>"'(Lm+1lvkm+1>7

k
Ktttk k1= km11=0 mtl

n

= > > (/ﬁ, ; )<L1\%> < (L1 |Vkyir )

ki+...4+km+kmt1=n kpni1=0 » Sy Bml
lo cual concluye la demostracion.

Al algebra P’ se le llamard el dlgebra umbral. La notacién
L=f(A)

significa que f(A) es la serie dada en la ecuacién (2.8). Es de hacer notar, que la variable es
A.
Se necesita establecer sélo un simple hecho acerca del dlgebra umbral antes de iniciar con
la férmula de Faa Di Bruno.
Si .
L=f(A)= Z <L|Uk>Ak

k! ’
k=0

entonces por L' o f'(A), que significa el funcional lineal obtenido tomando la derivada formal

de la serie f(A) con respecto a la variable A. Asi por ejemplo,

(AFY = AR, (2.13)
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LEMA 2.7.

Si L = f(A) es un funcional lineal en P, entonces

(f'(Alp) = (f(A)lvip), (2.14)

para todos los polinomios p.

Esto a veces se expresa mediante
(f'(A)lp(z)) = {f(A)|zp(x)).

DEMOSTRACION. Como L = f(A) es un funcional lineal en P, por linealidad, sélo se
necesita determinar para p(z) = 2"y f(A) = A*.

Como antes, se toma v, : K — K la funciéon dada por

Con esto bastaria probar que
((A*) |va) = (AJvnia), (2.15)
Vedmoslo,
(A [o)) = kA o,)
= knlo,r1
= (n+ 101k
= (AM|vnta),

donde se usan las ecuaciones (2.13), (2.4), se hace uso de que si 6,,-1 = 1 implica que
n==k—1yporlotanto k =n+1y (n+1)n! = (n+1)!, luego se usa nuevamente la ecuacién
(2.4).

De esta manera se completa la prueba. 0



CAPITULO 3

Formula de Faa Di Bruno

En este capitulo se seguird la prueba de la férmula de Faa Di Bruno dada en [16]. Para
simplificar la presentacién de la demostracion, se presentan algunos lemas.

Usaremos D" f para denotar la n-ésima derivada de una funcion f.

Como ya se mencionod, en la introduccién, la motivaciéon de este trabajo de grado proviene
de la bien conocida férmula de Leibniz para el calculo de la n-ésima derivada del producto

de dos funciones.

D fal =3 ()00 (0 3.1)

k=0
Veamos un ejemplo. Sean f(z) = 22 y g(z) = ¢*". Por la férmula de Leibniz se obtiene que

D*(2?)(e”) = 182%™ + 925¢® + 2%

En efecto,

D*(a%)(e")

Z (1) 2 s 9t
(3) D°(a?)D*(e™) + G) D'(a?)D'(e™) + @) D*(a?)D"(e™)

= 22[6ze” + 3a2e® 32?] + 122°¢® + 2%

— B3 + 9287 + 12237 + 2"

— 18z3¢% + 92587 + 2¢%”.

Sin embargo, es mucho menos conocida la férmula de Faa Di Bruno para la n-ésima

derivada de la composicién de dos funciones f,g.

15
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LEMA 3.1.
Sin € N, si f yg son funciones en las que las derivadas hasta orden n estan bien

definidas en t € R, entonces

n

D"(fog9)(t) = > _(D*f)(g(t)) lnx(D'g...., D"g)(t),

k=1

donde 1, ,(D'g, ..., D"g) no depende de las funciones D* f,.).

DEMOSTRACION.

Sea
h = fog.
Para simplificar la notacién en lo que sigue se usara
h, = D"h
gn = D
fu() = D" flgey -

Con esta notacion la regla de la cadena se escribe asi

Dfog(t) = D flywyDy(t)-
Luego
hi = fig1.
Y asi basta tomar
lia(g1) = g1

En lo que sigue se usara que
lek(') = Dl(Dkf|g(~)) = g/(')DkHﬂg(-) = 91(*) fe1()-
Es decir,

lek = g1 frt1-

Para tener una idea de lo que se va a probar, comentamos los casos correspondientes a

n=273.
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Caso n = 2. Usando la férmula para derivacion de un producto se tiene que
hy = D'hy = D'(fig1) = 21 D' f1 + f1D'gy
= g1 fa+ D' D'g = gl fo + f1D%g
= fi92 + fogi.

Basta tomar

l21(91, 92) = g,
la2(91,92) = 9%-
Caso n = 3. Usando
Dl(g%) =29:D'g1 = 2g19s,
sigue que
hs = D'hy = D'(f192 + fog7) = D' (f192) + D' (f297)
= 2D fi + fiDgs + ¢iD' fo + f2D*(g7)
= g291f2 + frgs + giD' fo + f220192
= g291f2 + f19s + gigLfs + 2f29192

= f195 + 3f20192 + f39?'

En este caso basta tomar

l31(91, 92, 93) = g3,
I32(91, 92, 93) = 39192
I33(91, 92, 93) = g5

Ya se probd que se cumple para n = 1, 2, 3.

Se probara para h,. Supongamos cierto para n, entonces se tiene que

hn = ka ln,k(gh s 7g’ﬂ>‘
k=1

A continuacion se probara para n + 1, es decir, se probard que

n+1

hn+1 - Z fk ln+17k<glv e agn+1)'
k=1
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En efecto, por propiedades de la derivada y por la hipdtesis inductiva se tiene que

hn+1:Dhn == Dkaln,k(gb?gn)
k=1
= ZD(fkln,k(917~-;9n))
k=1
= Zln,k(gla7gn)ka+kaDln,k(gl77gn)
k=1

k=1

= > ferrlar(9r - g0) + D fi Dlu(gr, - - gn)
h=1

k=1
n+1 n
= Z Jrlvrn(gr, s gnn) + Z fi Dby, - - - 5 Gn)
k=2 k=1
n+1
= Z fk ZTH-L/C(.gla e agn-i-l)a
k=1
donde
Dln,k(gla"'agn)> sik=1
lns1k(915 -3 9nr1) = § loyin(91, -5 Gn) + Dloi(gr, - gn), si2<k<n
ln+1,k<gly-~7gn+1); Si k:n—l—l
([l
En lo que sigue se buscard una expresion més precisa para I, x(g1, ..., gn), para eso se

tomara una f particular.

LEMA 3.2.
Sin €N, st g es una funcion en la que las derivadas hasta orden n estan bien definidas
en t € R, entonces para todo a € R las funciones I, (D'g, ..., D"g) obtenidas en el Lema

3.1 satisfacen

e—ag(t)Dn(eag(t)) — Z ak ln,k(Dlg(t), ..., D"g(t)).
k=1

DEMOSTRACION.

Sean

f(t) = e,

B, (t) = e799® pread®)
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En este caso, se tiene que

(D"f)(g(t)) = a*e™,

D"(fog)(t) = D"(e).

Sustituyendo estas expresiones en la igualdad dada por el Lema 3.1/ y multiplicando por

e~ 91 ge obtiene
n

e D" (e9") = " dfl, 4 (D'g, ..., D"g).
k=1

TEOREMA 3.3.
Sin €N, st g es una funcion en la que las derivadas hasta orden n estdn bien definidas

ent € R, entonces para todo a € R

n k
D) =30 Y ( no ) Dig(t) -+~ Dig(t).

=0 " izt M Tk

DEMOSTRACION.

Sea

B,(t) = e~ a9(t) pnpag(t)
Para simplificar usaremos la siguiente notacion
gn = D"g.
Para n > 1 aplicando la férmula de Leibniz se tiene que
B,(t) = e 9OD" Y (ag,(t)e9®)

n—1
n—1
= ae_a‘g(t) Z ( i )gk+1 (t)Dn_k_leag(t)

k=0
= a)y (n ; 1)gk+l(t)Bn—k—l(t)
De donde
B =a X (") a0 (32)
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A continuacién se piensa en t como un valor fijo, para simplificar la notacién escribamos
B, = B,(t),
Gn = gn(t).

Sea v, : K — K la funcién dada por
vp(z) = 2",

Se definen dos funcionales lineales L y M en P mediante

(Llvn) = Bn
(Mlvn) = gn.
Note que
(Llvo) = By =1,
(Mlvo) = go = g.

Para cada entero no negativo k se define el funcional lineal A* por
(AF|v,) = nld, k

para todo n > 0, donde 9, es la funcién delta de Kronecker, ver ecuacion (2.5).

Por el Teorema 2.6/ se tiene que

L:i%flk y M:i
k=0

k=0

Ne

k
'Ak.

-

Usando las definiciones de L y M, la ecuacién (3.2) se puede escribir de la siguiente

manera

(Llvn) = B

n—1
= a ( )gk+1Bn1k

i
L

k

o
I
= o

S0 D (R [TV P IITS

=0

3

Eod

Usando el Lema 2.7

(M'|ve) = (M]vg41).
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Ademas de la férmula del producto de dos funcionales (2.11)) se tiene que

(" ol 1-2) = (0Ll

Por lo tanto

(L|v,) = a{M'L|v,_1).

Usando el Lema 2.7/ se obtiene que
(L'|vn-1) = (Llvn),
De donde

(L'|vp_1) = a{M'L|v,_1).

Como n > 1 es un numero natural arbitrario, se concluye que
L' =aM'L.

Esta ecuacién diferencial formal es facil de resolver, separando las variables

— =aM'

L
L/
[T [
tomando exponencial a ambos miembros de la igualdad y usando que L > 0, ya que
(L|1) = By = 1 > 0, se obtiene
In|L| = aM+d
L = ™Mt (3.3)
donde d es una constante.
Claramente el funcional lineal
F(A) = e M=g0)

satisface (3.3) y si G(A) también satisface (3.3) entonces la derivada de % es igual a cero

y por consecuente, es una constante. Por lo tanto, todas las soluciones son de la forma
— ppt(M—go
L = ce™ ),

donde ¢ es una constante.
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Para determinar el valor de ¢ se considera la condicién inicial
1 = By = (L|]1) = (ce®™=9)|1) = (ce®M=90)| 20y = ¢,

donde se usé (2.4). Entonces

L = ¢*M=90)
Asi

B, = <L|Un>
= |

9]

a(Mfgo)’Un>

|5

(M~ go)¥lon)

FON

k

! Z (jl»-?wjk)(M_gomﬁ"'(M—go|vjk>

D jitetie=n

s}

3

)
k=0
00
k=0

donde se hace uso de la funciéon exponencial en términos de series de
k
e* = 105 v se usa (2.12).

Como

M—go=Y Tk

k!

k=1
por el Teorema 2.6 se tiene que

Gny, Sin 2> 1;

(M — golvn) = ,
0, sin=0.
Luego
(M = golvii) = gjus-- -+ (M = golvj,) = gj-

De donde

n k
a n
k' (]17"'a]k‘) 7 I

k=0 St Aje=nsji>1

22

Taylor,
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LEMA 3.4.

Seann,k € N y0 <k <n, para c,...,c, € R se tiene que

> ()3 2 (L)@ e

Jit.Fje=niji>1 1y kn€Pg
>y N >
VvV Vv
Sa Sy
donde @y, es el conjunto de todos los ki, ..., k, para los cuales

k=l 4+ k.

DEMOSTRACION.

Sea ki el nimero de veces que aparece ¢, sea ko el nimero de veces que aparece cy y
asi sucesivamente hasta considerar k, igual al nimero de veces que aparece ¢,.

Luego ¢j, ...cj, = clfl ...ckn. Ademds se tiene que {ji,...,jx} es un conjunto con k
elementos, luego k = ki + - - - + k.

El coeficiente multinomial es el niimero de formas en que se puede elegir x; de k; de los
k valores, x5 de ko de los k — ki valores restantes, x3 de k3 de los k — k1 — ko valores restantes

y asi sucesivamente hasta x; de k; de los k — ky — ... — k;_1 = k; valores restantes. Este es

el coeficiente multinomial (ver ecuacion 2.3) y estd dado por

k R
ki, k) Kokl

Con la intencién de aclarar un poco la demostracion anterior presentamos el caso n = 3.

Luego

O

Para n = 3, con k = 1,2. Se tienen las siguientes condiciones
it Fge = 3 (i=1)
k’l + kz + kg - k

A continuacion se presentara el cason = 3, ky = ko =0, k3 =1y k =1, donde se tienen

las siguientes condiciones
=3

kv +ko+ks = 1
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por lo tanto,

_ _ 8
Sa—g y Sb_3!7

y se verifica la igualdad. Cason =3, ky = ky =1, k3 = 0 y k = 2, donde las condiciones son

las siguientes

Ji+tJj = 3

ki +ky+ ks = 2

de donde

_a Lo _aL o
Sa=qrty ¥V S =qtagp

y se cumple la igualdad.
Ya se esta en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal de este trabajo

de grado, el cual consiste en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.5.
Sin € N, si f yg son funciones en las que las derivadas hasta orden n estdn bien

definidas en t € R, entonces

D= Y e D) (Dg—“)) . (Dng(“)kn,

k! 1! n!
ki,....kn€® n

donde ® es el conjunto de todos los ky, ..., k, para los cuales

DEMOSTRACION.

Seann>1yke{l,...,n}. Dado a € R, sea
B, (t) = e~a9(t) pnpag(t)
Al igual que antes, para simplificar usaremos la siguiente notacién
gn = D"g.

En el Lema 3.2/ y el Teorema 3.3/ se obtuvieron dos expresiones para B,,. Igualando los

coeficientes de a”* en estas dos expresiones y usando la definicién del coeficiente multinomial
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se tiene que

1 n
(g nga) = = Y . Noo o-a,
7k(gl g ) k' (]1’ o k) g]l g]k

it ie=nsgi>1 0

_ n! i i,
> (F)(ﬁ '
Jitetik=nigi>1
Por el Lema 3.4/ sigue que

Lok(gr, oy gn) = Z_: Z <k17‘%€"kn) (%)kl(%>k

k1,....kn€dy

donde ®;, es el conjunto de todos los ki, ..., k, para los cuales
k=Fk + -+ k,.

Por el Lema 3.1

hn = ka ln,k(gla cee 7gn)
k=1

T S A I i

k'lw”v n€
- n! k! g1\ k- n\ Fr
L S a1t I )
k! k!, k! N1 n!
k=1 Kty kn €0

- Y () (&)

k=1 k1,....,kn€Py
Luego (ver Observacion [3.6)
n! g1 k1 Gn kn
o= Y et () ()
ki,....,kn€®
Esta es la férmula deseada y por consecuencia, la prueba se ha completado.

O

OBSERVACION 3.6. En mateméticas discretas, una particién de un entero positivo n es
una forma de descomponer n como suma de enteros positivos. Dos sumas se consideraran
iguales si solo difieren en el orden de los sumandos.

Las particiones de un ntimero n corresponden al conjunto de las soluciones (k1, ks, ..., k)

de la ecuacion diofantica

1k1+2k2+3k3++nkn:n
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Por ejemplo, las cinco particiones de 4 serian:
4=3+1=24+2=2+14+1=14+1+1+1
y corresponden a las soluciones de
1k 4 2ko + 3ks + 4ky =4

dadas por

Y las once particiones de 6 son:

6=5+1=44+2=4+1+1=3+3=3+2+1=3+1+1+1

=24242=2424+1+1=24+14+14+14+1=1+1+1+1+1+1.

Veamos un ejemplo de aplicacién de la formula de Faa Di Bruno para la n-ésima derivada
de la composicién de dos funciones f.g.

Sea f(t) = e’y g(t) = 12, entonces

fog(t) = €t2'

Por ejemplo, cuando n = 2, se tienen dos soluciones provenientes de la condicién ki +2ks = 2.
Podemos tener ky = 0y ko = 1, luego por la condicion k; 4+ ko = k, se tiene que k = 1, de
donde se obtiene el término

20 o D*t?
0!1!Df(t> 2!

El otro caso que se tiene es k; = 2y ky = 0, caso en que k = 2, de donde se obtiene el

término
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Por lo tanto, la férmula de Faa Di Bruno nos dice que

2! D?t? 2!
DA f)0) = G D) o+ D)

— 9¢t” 4 412",

D2
1!

;

27
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