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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Además del interés que reviste la Teoría de Campos por su aplicación en la descrip-

ción de las interacciones fundamentales, existen importantes nexos entre la Teoría de

Campos y áreas fundamentales de la Matemática, como es el caso de la Topología. Las

Teorías de Campo Topológicas constituyen interesantes modelos físico-matemáticos

con los cuales se pueden explorar características geométricas de la variedad donde se

formula la teoría, así como obtener, a través de consideraciones físicas, invariantes

topológicos interesantes, tales como invariantes de nudo. Uno de los aportes más signi-

ficativo en el área de Teorías Topológicas se debe a E. Witten, quien en 1988 encontró

importantes relaciones entre la Teoría Cuántica de Campos e invariantes de nudo, a

partir del estudio de la Teoría de Chern-Simons [1].

En este trabajo se estudiarán acciones topológicas, es decir, independientes de la

métrica e invariantes bajo transformaciones de coordenadas. Las teorías a considerar

serán del tipo Chern-Simons y BF, y a partir de ellas exploraremos cómo encontrar

invariantes de nudo y generalizaciones al caso de otros objetos extendidos. Esta con-

secución de invariantes puede lograrse por tres vías: 1) Considerando la formulación

cuántica, como propone y estudia Witten en la referencia mencionada. 2) A partir del
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estudio clásico de la acción on-shell, como se estudia en las referencias [2,3,4,12]. 3)

Mediante el estudio del Hamiltoniano clásico on-shell, como en las referencias [3,4].

En este trabajo consideraremos las dos últimas posibilidades, con énfasis en la última.

En efecto, el trabajo termina con el estudio de una teoría en 3+1 dimensiones tipo

BF, acoplada con corrientes externas seleccionadas para que el Hamiltoniano on-shell

reproduzca un invariante de nudo no trivial, que fué obtenido previamente por la vía

Lagrangiana [12] y que está asociado a los Anillos Borromeanos. Este nudo es un

ejemplo importante y clásico de la Teoría de Nudos, pues constituye un arreglo cuyo

anudamiento no puede ser detectado por el Número de Anudamiento de Gauss, y en

cierto modo, generaliza a dicho invariante de Gauss.

El trabajo está organizado de la siguiente manera:

En el segundo capítulo abordaremos brevemente la teoría clásica de campos que

incluye el principio de Hamilton y la formulación a la Dirac de teorías con vínculos.

En el tercer capítulo se revisa el método de obtención invariantes topológicos a partir

de la acción on-shell y también a partir de su formulación Hamiltoniana, siguiendo

las referencias [2,3]. En el cuarto capítulo se presenta un invariante que corresponde a

una proyección de los anillos Borromeanos en el plano, y que se encontró a partir del

estudio del Hamiltoniano on-shell de una teoría tipo BF en D= 2+1[4]. En el quinto,

partiendo de la acción BF en D = 3+1 y escogiendo unas corrientes específicas[5] para

hallar el Hamiltoniano on-shell, se obtiene el invariante correspondiente a los anillos

de Borromeo. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo y las referencias

bibliográficas.



4

CAPÍTULO 2

ASPECTOS GENERALES DE LA TEORÍA DE CAMPOS

En este segundo capítulo se revisan las formulaciones de Lagrange y de Hamilton

para el estudio de la dinámica clásica de campos. Se ilustran estas formulaciones

para el Campo de Maxwell, con particular atención al hecho de que se trata de una

teoría singular, por lo que hay que recurrir al método canónico de Dirac. Se aborda el

estudio de teorías de campo topológicas, como un caso especial de teorías de campo,

que ocupará nuestra atención a lo largo de este trabajo.

2.1. Principio de Hamilton

El principio de mínima acción establece que todo sistema físico está descrito por

una función Lagrangiana definida por

L = L(qi, q̇i, t), (2.1)

entre dos instantes de tiempo t1 y t2, el sistema evoluciona de manera tal que la acción

S, definida como

S =
∫ t2

t1
L(qi, q̇i, t)dt, (2.2)
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tome el mínimo valor posible[9],

δS = δ
∫ t2

t1
L(qi, q̇i, t)dt = 0. (2.3)

En la teoría clásica de campos se define la densidad Lagrangiana como función

de los campos ϕ y sus primeras derivadas, seguidamente se introduce la acción en un

espacio-tiempo con D dimensiones para una región Λ

S =
∫

Λ
dDxL(ϕµ, ∂αϕµ). (2.4)

El principio variacional que produce las ecuaciones dinámicas puede establecerse co-

mo sigue. La evolución del sistema entre el tiempo t1 y t2 es tal que la acción sea

estacionaria, con la condición que los campos se anulan en el infinito[10]

δS = 0, (2.5)

δS =
∫

Λ
dDxδL(ϕµ, ∂αϕµ) = 0. (2.6)

Desarrollando la expresión anterior, se tiene

δS =
∫

Λ
dD{ ∂L

∂ϕµ
δϕµ + ∂L

∂(∂αϕµ)δ(∂αϕµ)},

δS =
∫

Λ
dDx{( ∂L

∂ϕµ
− (∂α( ∂L

∂(∂αϕµ)))δϕµ)}+
∫

Λ
dDx∂α{

∂L
∂(∂αϕµ)δϕµ}.

La segunda integral es igual a cero debido a que se puede convertir en una integral

de superficie utilizando el teorema de Gauss, y suponemos que los campos se anulan

suficientemente rápido en el infinito. Finalmente para satisfacer δS = 0 tiene que

cumplirse:
∂L
∂ϕµ

− ∂α( ∂L
∂(∂αϕµ)) = 0, (2.7)

que se conoce como la ecuación de Euler-Lagrange para campos.
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2.1.1. Formulación Lagrangiana de la Teoría de Maxwell

La teoría de Maxwell describe de manera completa los fenómenos electromagné-

ticos a nivel clásico. Presenta 2 simetrías muy importantes, la simetría de Lorentz

que condujo a la teoría de la relatividad especial y la invariancia de calibre, que está

presente en todas las teorías que describen las interacciones fundamentales conocidas

hasta el momento. La acción de Maxwell está dada por:

S =
∫
d4x(−1

4F
µνFµν − JµAµ), (2.8)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (2.9)

Usando la ecuación de Euler-Lagrange, se obtienen las ecuaciones de Maxwell no

homogéneas:

∂αF
αβ = Jβ. (2.10)

Las homogéneas surgen de (2.9). En efecto, definiendo el dual de F

F ∗µν = 1
2ε

µναβFαβ, (2.11)

es inmediato ver que se cumple

∂µF
∗µν = 0. (2.12)

Es también inmediato comprobar que la transformación de calibre Āµ = Aµ + ∂µΛ

para el campo A con un campo escalar Λ, deja invariante la acción y las ecuaciones

de movimiento de la teoría con la condición de que las corrientes sean conservadas[2].
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2.2. Teorías Topológicas

Las teorías topológicas permiten obtener características geométricas interesantes

relacionadas con la variedad donde se define la teoría, y con las corrientes acopladas

con los campos dinámicos. Para que una teoría sea topológica debe poseer las siguientes

características[2,3]:

1. Invariancia bajo transformaciones generales de coordenadas.

2. Independencia de la métrica.

2.2.1. Formulación Lagrangiana de la Acción de Chern-Simons
y su Caracter Topológico. Teoría BF Abeliana en D =
2 + 1

La teoría de Chern-Simons es una teoría topológica con la cual se pueden estudiar

invariantes de nudo interesantes. La acción de Chern-Simons viene dada por

S =
∫
d3x

(1
2ε

µνλAµ∂νAλ + AµJ
µ
)
. (2.13)

Para establecer su caractar topológico es necesario ver como transforman los in-

gredientes de la misma:

1. Elemento de volumen:

dnx′ = det (J ) dnx. (2.14)

2. Símbolo de Levi-Civita:

εµ
′ν′λ′ = 1

det (J )
dxµ

′

dxµ
dxν

′

dxν
dxλ

′

dxλ
εµνλ. (2.15)

3. Campo vectorial:

Aµ′ = ∂xµ

∂xµ′Aµ. (2.16)
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4. Derivada:

∂ν′ = ∂xν

∂xν′ ∂ν . (2.17)

5. Densidad de corriente:

Jµ
′

A = JµA
1

det (J )
dxµ

′

dxµ
. (2.18)

Sustituyendo las transformaciones generales de coordenadas en la acción de Chern-

Simons se obtiene

S ′ =
∫
d3x′

(1
2ε

µ′ν′λ′
Aµ′∂ν′Aλ′ + Aµ′Jµ

′
)
,

S ′ = 1
2

∫
d3xdet (J )

(
1

det (J )

)
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

′

∂xν
∂xλ

′

∂xλ
εµνλ

(
∂xµ

′′

∂xµ′ Aµ′′

)
∂xν

′′

∂xν′ ∂ν′′

(
∂xλ

′′

∂xλ′ Aλ

)

+
∫
d3xdet (J ) ∂x

µ

∂xµ′AµJ
µ
A

1
det (J )

= 1
2

∫
d3xεµνλAµ

dxλ
′

dxλ
∂

∂xν

(
∂xλ

′′

∂xλ′

)
Aλ′′ + 1

2

∫
d3xεµνλAµ

∂

∂xν
Aλ +

∫
d3xAµJ

µ
A.

Considerando la derivada total

∂

∂xν

(
Aµ

∂xλ
′

∂xλ
Aλ′′

∂xλ
′′

∂xλ′

)
= Aµ

∂xλ
′

∂xλ
Aλ′′

∂

∂xν

(
∂xλ

′′

∂xλ′

)
+ ∂

∂xν

(
Aµ

∂xλ
′

∂xλ
Aλ′′

)
∂xλ

′′

∂xλ′ ,

(2.19)

y empleando que los campos se anulan en infinito, solamente queda el segundo término

de la expresión (2.19), por lo cual se tiene

S ′ = 1
2

∫
d3xεµνλAµ

∂

∂xν
Aλ +

∫
d3xAµJ

µ
A. (2.20)

Además de la invariancia bajo cambio generales de coordenadas, que acabamos de

mostrar, la teoría es independiente de la métrica por construcción, por lo tanto es

topológica.

Estudiemos ahora si la teoría es invariante bajo transformaciones de calibre, para

ello consideremos la transformación:

Āµ = Aµ + ∂µΛ, (2.21)
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sustituyendo se tiene

S(Ā) =
∫
d3x

(1
2ε

µνλ(Aµ + ∂µΛ)∂ν(Aλ + ∂λΛ) + (Aµ + ∂µΛ)Jµ
)

= S(A) +
∫
d3x

(1
2ε

µνλ(Aµ∂ν∂λΛ + ∂µΛ∂νAλ + ∂µΛ∂ν∂λΛ) + ∂µΛJµ
)
.

El primer y tercer término de la integral se anulan, por lo tanto

S(Ā) = S(A) +
∫
d3x

(1
2ε

µνλ∂µΛ∂νAλ + ∂µΛJµ
)
. (2.22)

En cuanto a los términos restantes se tiene que

S(Ā) = S(A) +
∫
d3x

(1
2ε

µνλ(∂ν(∂µΛAλ)− (∂ν∂µΛ)Aλ) + (∂µ(ΛJµ)− Λ(∂µJµ))
)
.

Vemos que el segundo término se anula por la contracción de un tensor simétrico con

uno antisimétrico y el cuarto por conservación de la corriente ∂µJµ = 0. Los restantes

se anulan al aplicar teorema de Gauss, con las condiciones de contorno usuales. Así

probamos que la acción es invariante bajo transformaciones de calibre.

Para hallar las ecuaciones de movimiento, a partir de la ecuación de Euler-

Lagrange, necesitamos

∂L
∂Aα

=
∂(1

2ε
µνλAµ∂νAλ + AµJ

µ)
∂Aα

= 1
2ε

µνλδαµ∂νAλ + δαµJ
µ = 1

2ε
ανλ∂νAλ + Jα,

el otro término será

∂L
∂(∂βAα) =

∂(1
2ε
µνλAµ∂νAλ + AµJ

µ)
∂(∂βAα) = 1

2ε
µνλAµδ

β
ν δ

α
λ = 1

4ε
µβαAµ,

uniendo los términos de la ecuación de Euler-Lagrange para la acción de Chern-Simons,

se obtiene

εανλ∂νAλ = −Jα. (2.23)

Utilizando la métrica Euclídea la ecuación anterior se puede escribir de la siguiente

manera:
−→
∇ ×

−→
A = −−→J , (2.24)
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cuya estructura matemática es idéntica a la Ley de Ampere. Este hecho será de mucha

utilidad a la hora de estudiar los invariantes topológicos en lo sucesivo[2].

Las teorías BF son otro ejemplo de teorías topológicas. En 2+1, la teoría BF

abeliana viene descrita por la acción[2,3,4]

SBF =
∫
d3xεµνλAµ∂νBλ +

∫
d3xJµAAµ +

∫
d3xJµBBµ. (2.25)

Bajo cambios generales de coordenadas, los nuevos objetos transforman como

Bµ′ = ∂xµ

∂xµ′Bµ, (2.26)

Jµ
′

B = JµB
1

det(J )
dxµ

′

dxµ
, (2.27)

y se tiene, al igual que antes,

S ′BF = SBF . (2.28)

Bajo transformaciones de calibre,

Āµ = Aµ + ∂µλ,

B̄µ = Bµ + ∂µΩ,

considerando que las corrientes son conservadas

∂µJ
µ
A = 0,

∂µJ
µ
B = 0,

puede probarse que la acción no cambia. La prueba es similar a la del caso anterior, y

la omitimos por brevedad.

Para hallar las ecuaciones de movimiento debemos tomar en cuenta la existen-

cia de dos campos A y B independientes, por lo cual se obtienen dos ecuaciones de
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movimiento a partir de las ecuaciónes de Euler-Lagrange. Comencemos con el campo

A,
∂L

∂(∂αAβ) = 0,

∂L
∂Aβ

=
∂
(
εµνλAµ∂νBλ + JµAAµ

)
∂Aβ

=
(
εµνλδβµ∂νBλ + JµAδ

β
µ

)
=
(
εβνλ∂νBλ + JβA

)
,

entonces la ecuación de movimiento es:

εαµβ∂αBµ = −JβA. (2.29)

Repetimos el mismo procedimiento para el campo B,

∂L
∂Bβ

=
∂
(
εµνλAµ∂νBλ + JµBBµ

)
∂Bβ

= JµBδ
β
µ = JβB,

el otro término es,

∂α

(
∂L

∂(∂αBβ)

)
= ∂α

(
∂(εµνλAµ∂νBλ)

∂(∂αBβ)

)
= ∂α

(
εµνλAµδ

β
λδ

α
ν

)
= ∂α

(
εµαβAµ

)
,

y la ecuación queda de la siguiente manera:

εµαβ∂αAµ = −JβB. (2.30)

Las ecuaciones de movimiento (2.29) y (2.30) pueden resolverse de manera inmedia-

ta observando que son formalmente idénticas a la Ley de Ampere, y por tanto, sus

soluciones se pueden escribir en la forma de la integral de Biot-Savart con R = |x−x′|:

Bµ(x) = −1
4π

∫
d3x′

(
εµνλ

(
∂

∂x′ν

( 1
R

))
JλA(x′)

)
, (2.31)

Aµ(x) = 1
4π

∫
d3x′

(
εµνλ

(
∂

∂x′ν

( 1
R

))
JλB(x′)

)
. (2.32)

Aquí se ha hecho uso de la independencia de la métrica, para escoger la métrica Euclí-

dea a la hora de expresar la solución. Debe resaltarse entonces que no hay distinción

entre super y subíndices. Esto vale también para el caso de teorías topológicas en 3+1,

que estudiaremos en la próxima sección.



Capítulo 2: Aspectos Generales de la Teoría de Campos 12

2.2.2. Formulación Lagrangiana de la Teoría BF Abeliana en
D=3+1

Consideremos ahora la extensión de la teoría anterior al caso de dimensión D=3+1.

Este modelo se estudiará a lo largo del presente trabajo con el fin de obtener invariantes

topológicos a partir de su formulación Hamiltoniana. La acción viene dada por[2]

SBF =
∫
d4xεµνλρBµν∂νAρ +

∫
d4xJµAµ +

∫
d4xKµνBµν . (2.33)

El campo Bµν y su corriente asociada Kµν son antisimétricos. Las expresiones de

las secciones anteriores para las transformaciones generales de coordenadas se extien-

den a D = 3 + 1, solamente se añade ahora

Bµ′ν′ = ∂xµ

∂xµ′

∂xν

∂xν′Bµν , (2.34)

Kµ′ν′

B = Kµν
B

1
det(J )

∂xµ
′

∂xµ
∂xν

′

∂xν
. (2.35)

Sustituyendo las expresiones para las transformaciones de coordenadas en la acción,

y procediendo de manera similar a los casos anteriores se puede ver que la teoría

es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. A la vez, la acción es

independiente de la métrica y por lo tanto se tiene una teoría topológica.

Las corrientes deben ser conservadas para que la teoría sea invariante de calibre:

∂µJ
µ = 0, (2.36)

∂µK
µν = 0. (2.37)

Las transformaciones de calibre son las siguientes:

Aµ → Aµ + ∂Λ, (2.38)

Bµν → Bµν + ∂µfν − ∂νfµ, (2.39)
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que al sustituir en la acción conducen a:

S ′BF =
∫
d4xεµνλρ(Bµν + ∂µfν − ∂νfµ)∂λ(Aρ + ∂ρΛ) + Jµ(Aµ + ∂µΛ) +Kµν(Bµν + ∂µfν − ∂νfµ),

= SBF +
∫
d4xεµνλρ(∂µfν − ∂νfµ)∂λAρ +

∫
d4xJµ∂µΛ +

∫
d4xKµν(∂µfν − ∂νfµ).

Es fácil ver, luego de integraciones por partes, del empleo las condiciones de borde

habituales para los campos en infinito, y de propiedades elementales de simetría de

tensores, que los tres últimos términos de la expresión anterior se anulan, por lo tanto

se establece la invariancia de calibre la invariancia de calibre de la teoría.

Para obtener las ecuaciones de movimiento respectivas, hacemos uso de la ecuación

de Euler-Lagrange. Necesitamos las siguientes derivadas

∂L
∂Aα

=
∂
(
εµνλρBµν∂νAρ + JµAµ +KµνBµν

)
∂Aα

= Jα,

∂L
∂(∂γAα) =

∂
(
εµνλρBµν∂νAρ + JµAµ +KµνBµν

)
∂(∂γAα) =

∂
(
εµνλρBµν∂νAρ

)
∂(∂γAα) = εµνγαBµν .

Se tiene entonces

εµνγα∂γBµν − Jα = 0. (2.40)

Con el campo Bµν se hace lo mismo.

∂L
∂Bθβ

= Kθβ + εθβλρ∂λAρ

∂L
∂(∂γBθβ) = 0,

por lo tanto,

εθβλρ∂λAρ +Kθβ = 0. (2.41)

Las soluciones de las ecuaciones de movimiento vienen dadas por:

Bαθ(x) = 1
2(4π2)

∫
d4x′εαθγρ

(
∂

∂x′γ

(
1

|x− x′|2

))
Jρ(x′), (2.42)

Aθ(x) = 1
2(4π2)

∫
d4x′εθγρφ

(
∂

∂x′γ

(
1

|x− x′|2

))
Kρφ(x′). (2.43)



Capítulo 2: Aspectos Generales de la Teoría de Campos 14

Para obtener estas soluciones, se ha hecho uso nuevamente de la analogía de las ecua-

ciones con la Ley de Ampere (esta vez en cuatro dimensiones). Así mismo, se está

tomando la métrica cuadridimensional como la Euclídea.

2.3. Formulación Hamiltoniana

La formulación Hamiltoniana o Canónica representa un método alterno al La-

grangiano para describir la dinámica clásica de los sistemas físicos. Resumiremos bre-

vemente dicha formulación para los casos de partículas y de campos[6].

Dado el Lagrangiano L(qi,q̇i) de un sistema de partículas, definimos sus momentos

canónicos por

pi = ∂L

∂q̇i
. (2.44)

A partir de aquí, y suponiendo que

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
6= 0, (2.45)

se podrán despejar las velocidades en función de las coordenadas y los momentos

generalizados. Se define entonces el Hamiltoniano como

H(qi, pi, t) = Σipiq̇i − L(qi, q̇i, t), (2.46)

y se puede probar que las ecuaciones de Lagrange son completamente equivalentes a

las ecuaciones de Hamilton

q̇i = ∂H

∂pi
(2.47)

ṗi = −∂H
∂qi

. (2.48)

La formulación Hamiltoniana es particularmente ventajosa con miras a realizar la cuan-

tización canónica de los sistemas mecánicos. Para el caso de campos, el procedimiento

es similar. Se definen los momentos conjugados de los campos

π = ∂L
∂ϕ̇

, (2.49)
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y se despejan las derivadas temporales de los campos en función de los momentos,

supuesto que el sistema sea regular, esto es

det

(
∂2L

∂ϕ̇i∂ϕ̇j

)
6= 0. (2.50)

La densidad Hamiltoniana se define H se dedefine entonces como

H = πϕ− L. (2.51)

y su integral es el Hamiltoniano H. Se puede demostrar que las ecuaciones de Euler-

Lagrange son equivalentes a las ecuaciones canónicas

ϕ̇i = δH

δπi
, (2.52)

π̇i = −δH
δϕi

. (2.53)

Aquí, se ha hecho uso de la derivada funcional, que se define como

δF [φ] =
∫
dx
δF [φ]
δφ(x)δφ(x). (2.54)

El objeto δF [φ]
δφ(x) explica como transforma el funcional si la función φ(x) es variada en el

punto x [3].

2.3.1. Corchetes de Poisson

Una vez desarrollada la formulación Hamiltoniana se introducen los corchetes de

Poisson de la siguiente manera:

{A,B} = Σn
i=1

(
∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂B

∂qi

∂A

∂pi

)
, (2.55)

donde A y B son funciones que dependen de los momentos conjugados y de las coor-

denadas generalizadas. Los corchetes fundamentales son los que se muestran a conti-

nuación:

{qi, qj} = 0 = {pi, pj}, (2.56)
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{qi, pj} = δij. (2.57)

Los corchetes de Poisson satisfacen las siguientes propiedades:

1. {A,k}=0, con k igual constante.

2. {A,B}=-{B,A}.

3. {A+B,C}={A,C}+{B,C}.

4. {A,B C}={A,B}C+{A,C}B .

5. {{A,B},C}+{{B,C},A}+{{C,A},B}=0 (Identidad de Jacobi).

La dinámica del sistema se puede expresar de la siguiente forma en función de los

corchetes de Poisson:

ḟ(q, p) = {f,H}+ ∂f

∂t
. (2.58)

En teoría clásica de campos conviene introducir los corchetes de Poisson

{A(ϕ, π, t), B(ϕ, π, t)} =
∫
dDx

(
δA

δϕ

δB

δπ
− δB

δϕ

δA

δπ

)
. (2.59)

Los corchetes fundamentales serán:

{ϕa(x), ϕb(x)} = {πa(x), πb(x)} = 0, (2.60)

{ϕa(x), πb(y)} = δab δ
D(x− y), (2.61)

y la evolución temporal en términos de los corchetes de Poisson satisface[10]

Ḟ (t) =
∫
d3x

(
δF (t)
δφ(x) φ̇(x)− δF (t)

δπ(x) π̇(x)
)

= {F,H}PB. (2.62)
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2.3.2. Método de Dirac

El método expuesto anteriormente es válido solo para aquellos casos en los que se

pueden despejar las velocidades en función de los campos y los momentos conjugados,

q̇n = q̇n(q, p),

es decir, aquellos en los que se cumple

det

(
∂2L

∂q̇n∂q̇n

)
6= 0.

Existen casos donde no se pueden despejar dichas velocidades en función de los

campos y de sus momentos conjugados, por lo tanto, se generarán los siguientes víncu-

los:

φm(qn, pn) = 0,

donde m = 1, 2, .....M indica el número de ligaduras que se pueden generar. Estas liga-

duras son llamadas ligaduras primarias. Dirac propone un método alternativo tomando

en cuenta la ligadura mostrada anteriormente, manteniéndose dentro del formalismo

canónico. El método de Dirac propone el siguiente Lagragiano[14]

L∗ = L(q, p)− umφm(qn, pn), (2.63)

donde um son multiplicadores de Lagrange y φm(qn, pn) son las ligaduras primarias del

sistema. Aplicando el principio variacional se escribe la ecuación de Euler-Lagrange

de la siguiente manera
d

dt

(
∂L∗

∂ξ̇k

)
− ∂L∗

∂ξk
= 0,

donde ξk = (qn, pn, φm). Considerando lo anterior se define el Hamiltoniano incorpo-

rando las ligaduras,

H∗(qi, pi) = H(qi, pi) + umφm(qi, pi), (2.64)

por lo tanto, las ecuaciones de Hamilton toman la siguiente forma

ṗi = −∂H
∗(qi, pi)
∂qi

, (2.65)
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q̇i = ∂H∗(qi, pi)
∂pi

, (2.66)

φm(qi, pi) = 0. (2.67)

Para describir la dinámica se introducen los corchetes de Poisson, que son:

q̇n = {qn, H∗(qn, pn)},

ṗn = {pn, H∗(qn, pn)}.

Las ligaduras no se sustituyen en los corchetes directamente ya que las mismas afectan

la dinámica del sistema, esto se indica introduciendo la notación

φ ≈ 0,

el símbolo ≈ quiere decir débilmente cero. Para garantizar la consistencia de la diná-

mica es necesario preservar las ligaduras en el tiempo, entonces

φ̇m = {φm, H}+ um{φm, φl} ≈ 0.

De lo anterior se pueden generar cuatro casos diferentes:

1. Una inconsistencia tipo 1 = 0. Indica que el el Lagrangiano genera ecuaciones

de movimiento inconsistentes, al ocurrir esta situación el problema debe replan-

tearse.

2. Una igualdad tipo 0 = 0. Esta puede ser satisfecha de dos maneras:

(a) La expresión resultante del corchete de Poisson es igual a cero.

(b) La expresión resultante del corchete de Poisson es función de las ligaduras,

y se anula debido a estas.

3. Se encuentran nuevas relaciones entre los pn y los qn, independientes de las

ligaduras primarias y que son llamadas ligaduras secundarias:

σk(qn, pn) = 0.
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4. Se encuentran relaciones que permiten hallar los um en función de los pn y los

qn, de la forma um = um(qn, pn). Al ocurrir esta situación, el proceso se repite

hasta que solamente ocurra el paso 2 o 4, porque si ocurre 3 se tiene que repetir

el proceso.

Las ligaduras primarias y secundarias las reunimos en la expresión(con j = 1, 2, 3, ....., J)

ρj(q, p) ≈ 0.

Se define que un objeto O es de primera clase si cumple

{O, ρj(q, p)} = 0,∀j.

y de segunda clase si

{O, ρj(q, p)} 6= 0,

para por lo menos un j.

El Hamiltoniano conmuta con todas la ligaduras, por lo tanto es un objeto de

primera clase. Las ligaduras pueden ser de primera o de segunda clase.

Si todas las ligaduras son de primera clase se cuantiza de la siguiente manera(con

c = ~ = 1):

1. Los corchetes de Poisson se convierten en conmutadores y los observables clásicos

pasan a ser operadores cuánticos en el espacio de Hilbert:

{qi, pj} → −i[q̂i, p̂j], (2.68)

[q̂i, p̂j] = iδij. (2.69)

2. La ecuación de Schrödinger de la teoría es:

i
∂

∂t
|Ψt〉 = H∗|Ψt〉. (2.70)
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3. Las ligaduras serán operadores cuánticos. Definimos los estados físicos como

aquellos que son aniquilados por las ligaduras de primera clase.

ψ̂j(qn, pn)|Ψt〉 = 0 ∀j. (2.71)

A diferencia de la formulación canónica estándar, el espacio de Hilbert está res-

tringido a causa de las ligaduras primarias, las cuales actúan sobre los kets físicos

aniquilándolos.

Cuando las ligaduras son de segunda clase, se calculan los corchetes de Poisson

entre ellas, y posteriormente se construye la matriz (Ckk′) que es la siguiente:

Ckk′ =



0 {χ1, χ2} {χ1, χ3} · · · {χ1, χk}

{χ2, χ1} 0 {χ2, χ3} · · · {χ2, χk}
... ... ... . . .

...
... ... ... . . .

...

{χ′k, χ1} {χ′k, χ2} {χ′k, χ3} · · · 0


. (2.72)

Dirac probó que el determinante de la matriz (Ckk′) es distinto de cero, por lo tanto,

el número de ligaduras de segunda clase ha de ser par, ya que esta es antisimétrica,

este hecho garantiza la existencia de un matriz inversa (Ckk′)−1,

(Ckk′′)−1(Ck′′k′) = δkk′ . (2.73)

A continuación se definen los corchetes de Dirac

{A,B}∗ = {A,B} − {A,χk}C−1
kk′{χk′ , B},

que cumplen las siguientes reglas:

1. {f, g}∗ = −{g, f}∗.

2. {hf, g}∗ = h{f, g}∗ + {h, g}∗f .

3. {f, g + h}∗ = {f, g}∗ + {f, h}∗.
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4. {f, {g, h}∗}∗ + {g, {h, f}}∗ + {h, {f, g}}∗ = 0.

La dinámica estará dada por

ḟ = {f,H∗}. (2.74)

Para proceder a cuantizar se siguen los siguientes pasos:

1. El álgebra de los corchetes de Dirac es reemplazado por un álgebra cuántica

de conmutadores y los observables clásicos pasan a ser operadores cuánticos

autoadjuntos.

{qi, pi}∗ → −i[q̂i, p̂j]. (2.75)

2. La dinámica está descrita por

i
∂

∂t
|Ψt〉 = H∗|Ψt〉. (2.76)

3. Las ligaduras de primera clase pasan a ser operadores cuánticos, siendo los esta-

dos |Ψ〉 anulados por dichos operadores.

ψ̂j|Ψt〉 = 0∀j. (2.77)
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2.4. Formulación Hamiltoniana de una teoría BF en D=2+1

El objetivo de este trabajo es encontrar diversos invariantes topológicos partien-

do del Hamiltoniano on shell de teorías topológicas, por ello es necesario realizar la

formulación Hamiltoniana de las teorías desarrolladas anteriormente. Empecemos con

la teoría BF en D = 2 + 1,

SBF =
∫
d3x (εµνρAµ∂νBρ + JµAAµ + JµBBµ) .

Necesitaremos la descomposición 2+1 de la acción

SBF =
∫
d3x

(
{ε0ijA0∂iBj + εi0jAi∂0Bj + εij0Ai∂jB0}+ {J0

AA0 + J iAAi}+ {J0
BB0 + J iBBi}

)
,

=
∫
d3x

(
{εijA0∂iBj − εijAi∂0Bj + εijAi∂jB0}+ {J0

AA0 + J iAAi}+ {J0
BB0 + J iBBi}

)
.

Considerando la derivada total,

∂j (AiB0) = (∂jAi)B0 + Ai (∂jB0) ,

al aplicar el teorema de Gauss, aplicando las condiciones de borde usuales, queda lo

siguiente:

SBF =
∫
d3x

(
{εijA0∂iBj − εijAi∂0Bj − εij (∂jAi)B0}+ {J0

AA0 + J iAAi}+ {J0
BB0 + J iBBi}

)
.

De lo anterior leemos directamente la densidad Lagrangiana a primer orden

L′ =
(
{εijA0∂iBj − εijAi∂0Bj − εij (∂jAi)B0}+ {J0

AA0 + J iAAi}+ {J0
BB0 + J iBBi}

)
.

(2.78)

Definimos los momentos conjugados

∂L
∂Ȧ0

= π0
A = φ1, (2.79)

∂L
∂Ḃ0

= π0
B = φ2, (2.80)

∂L
∂Ḃj

= −εijAi = πjB. (2.81)
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Las 2 primeras ecuaciones definitorias de los momentos conjugados se consideran li-

gaduras, mientras que la última no. Si se toma en cuenta que −εijAi∂0Bj equivale al

término πϕ̇, a través de la transfomación de Legendre (2.51) la densidad Hamiltoniana

se escribe

H′ = −{εijA0∂iBj} − εij (∂iAj)B0 − {J0
AA0 + J iAAi} − {J0

BB0 + J iBBi},(2.82)

= H− A0
(
εij∂iBj + J0

A

)
−B0

(
εij∂iAj + J0

B

)
. (2.83)

Reconocemos entonces a H como la densidad Hamiltoniana, y a los campos A0 y B0

como multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras:

εij∂iBj + J0
A = 0,

εij∂jAi + J0
B = 0.

Siguiendo el método de Dirac, preservamos en el tiempo las ligaduras primarias, cal-

culando su corchete de las ligaduras con el Hamiltoniano,

{π0
A(x), H ′} =

∫
d2x{π0

A(x),−A0
(
εij∂iBj + J0

A

)
−B0

(
εij (∂iAj) + J0

B

)
− (J iAAi)− (J iBBi)},

= εij∂iBj + J0
A = φ3 = 0.

De igual manera

{π0
B(x), H ′} =

∫
d2x{π0

B,−A0
(
εij∂iBj + J0

A

)
−B0

(
εij (∂iAj) + J0

B

)
− (J iAAi)− (J iBBi)},

= εij∂iAj + J0
B = φ4 = 0,

se preservan así mismo las dos últimas ligaduras obtenidas, en el tiempo

{φ3(x), H ′(x′)} = {εij∂iBj + J0
A,H′(x′)},

= 0,

y

{φ4(x), H ′(x′)} = {εji∂jAi + J0
B,H′(x′)},

= 0.

Lo anterior se resume de manera más ordenada como sigue:
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Ligadura Primaria θ1 = π0
A

Ligadura Primaria θ2 = π0
B

Ligadura Secundaria θ3 = εij∂iBj + J0
A

Ligadura Secundaria θ4 = εji∂jAi + J0
B

Al no obtenerse más ligaduras el procedimiento de preservación de ligaduras fina-

liza. Calculamos los corchetes de las ligaduras:

{φ1, φ2} = {π0
A, π

0
B} = 0

{φ1, φ3} = {π0
A, ε

ij∂iBj + J0
A} = 0,

{φ1, φ4} = {π0
A, ε

ij∂iAj + J0
B} = 0,

{φ2, φ3} = {π0
B, ε

ij∂iBj + J0
A} = 0,

{φ2, φ4} = {π0
B, ε

ij∂iAj + J0
B} = 0,

{φ3, φ4} = {εij∂iBj + J0
A, ε

pq∂pAq + J0
B},

= −εij ∂2

∂yi∂xp
{Bj(y), πpB(x)},

= −εij ∂2

∂yi∂xp
δjpδ

2(x− y) = 0.

El último corchete se hace cero al contraerse un tensor simétrico con uno antisimétrico.

Se tiene entonces que todas las ligaduras son de primera clase. Esto es un reflejo del

hecho de que todas las ligaduras están asociadas a simetrías de calibre de la teoría.

A efectos de la cuantización, que no abordaremos en este trabajo, todas las ligaduras

habrían de ser impuestas como restricciones sobre el espacio de Hilbert, mientras que

los corchetes de Poisson inducen los conmutadores de la manera usual [2,3].
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2.5. Formulación Hamiltoniana de la Teoría BF en D=3+1

En la búsqueda de invariantes topológicos en D = 3+1 a partir de la formulación

Hamiltoniana, se retoma la teoría propuesta en la sección (2.2.2).

SBF =
∫
d4xεµνλρBµν∂νAρ +

∫
d4xJµAµ +

∫
d4xKµνBµν .

Como en el caso anterior, se realiza la descomposición espacio-temporal

SBF =
∫
d4x

(
ε0ijkB0i∂jAk + εi0jkBi0∂jAk + εij0kBij∂0Ak + εijk0Bij∂kA0

)
+
∫
d4x

(
J0A0 + J iAi +K0iB0i +KijBij

)
.

Empleando

∂k (BijA0) = ∂k (Bij)A0 +Bij∂k (A0) ,

se tiene

SBF =
∫
d4x

(
εij0kBijȦk +B0i{2ε0ijk∂jAk +K0i}+ A0{J0 + ε0kij∂kBij}+ {J iAi +KijBij}

)
.

El Lagrangiano queda

L′ =
(
εij0kBijȦk +B0i{2ε0ijk∂jAk +K0i}+ A0{J0 + ε0kij∂kBij}+ {J iAi +KijBij}

)
.

(2.84)

Los momentos canónicos se definen mediante
∂L′

∂Ȧ0
= π0

A = φ1,

∂L′

∂Ȧk
= εijkBij = πkA,

∂L′

∂Ḃ0i
= π0i

B = φ2,

de nuevo reconocemos φ1 y φ2 como ligaduras primarias, mientras que la segunda re-

lación establece que εijkBij es directamente el momento conjugado de Ak. La densidad

Hamiltoniana es

H′ = −B0i{2ε0ijk∂jAk +K0i} − A0{J0 + ε0kij∂kBij} − {J iAi +KijBij}. (2.85)
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Estudiemos la preservación temporal de las ligaduras primarias. Se tiene

{φ1, H
′} =

∫
d3y{π0

A(x),H′(y)},

= −
∫
d3y

(
J0 + ε0kij∂kBij

)
{π0

A(x), A0(y)},

= −
(
J0 + ε0kij∂kBij

)
= φ3,

igualmente con φ2

{φ2, H
′} =

∫
d3y{π0i

B (x),H′(y)},

= −
∫
d3y

(
2ε0ijk∂jAk +K0i

)
{π0i

B (x), B0i},

= −
(
2ε0ijk∂jAk +K0i

)
= φ4.

Toca preservar φ3 y φ4; es sencillo ver que

{φ3, H
′} = 0,

{φ4, H
′} = 0.

Se resumen las ligaduras en el siguiente cuadro

LigaduraPrimaria φ1 = π0
A

LigaduraPrimaria φ2 = π0i
B

LigaduraSecundaria φ3 = −
(
J0 + ε0kij∂kBij

)
LigaduraSecundaria φ4 = −

(
2ε0ijk∂jAk +K0i

)

Proseguimos estudiando de qué clase son las ligaduras. Para ello calculamos

{φ1, φ2} = {π0
A(x), π0i

B (y)} = 0,

{φ1, φ3} = {π0
A(x),−

(
J0 + ε0kij∂kBij

)
} = 0,

{φ1, φ4} = {π0
A(x),−

(
2ε0ijk∂jAk +K0i

)
} = 0,

{φ2, φ3} = {π0i
B (x),−

(
J0 + ε0kij∂kBij

)
} = 0,

{φ3, φ4} = {−
(
J0 + ε0kij∂kBij

)
,−

(
2ε0ijk∂jAk +K0i

)
} = 0.
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Luego de ver que todas las ligaduras son objetos de primera clase, lo siguiente sería

implementar los postulados para la cuantización de la teoría, pero esto no lo aborda-

remos en este trabajo, visto que nos interesa la obtención de invariantes topológicos

por métodos clásicos.
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CAPÍTULO 3

INVARIANTES TOPOLÓGICOS A PARTIR DE LA
ACCIÓN Y EL HAMILTONIANO ON-SHELL

En esta sección se procederá a calcular invariantes topológicos a partir de la

acción on-shell de las teorías BF. Comenzaremos revisando estudios previos en los que

se consideran invariantes relativamente sencillos, tanto en dimensión 2 + 1 como 3 + 1,

para luego estudiar con detalle invariantes altamente no triviales [2,3,4].

3.1. Invariantes Topológicos a partir de la Acción on-shell de
la Teoría BF en D=2+1

Consideraremos las ecuaciones de movimiento de la teoría B-F en D = 2 + 1,

con corrientes específicas, con las cuales se calculará la acción para hallar invariantes

topológicos interesantes. Recordemos que las ecuaciones de movimiento son:

εµνλ∂νAλ = JµB,

εµνλ∂νBλ = −JµA.
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Las soluciones son las siguientes:

Bλ(x) = −1
4π

∫
d3x′

(
ελθρ

(
∂

∂x′θ

( 1
R

))
JρA(x′)

)
, (3.1)

Aλ(x) = 1
4π

∫
d3x′

(
ελθρ

(
∂

∂x′θ

( 1
R

))
JρB(x′)

)
. (3.2)

Con estas soluciones se vuelve a la acción (2.25) y en ella se sustituyen, para obtener:

SBF =
∫
d3xBρJ

ρ
B. (3.3)

Escogemos ahora las corrientes de la forma[2,3]:

JρB(x) =
∮
γB

dρx′δ3(x− x′), (3.4)

JρA(x) =
∮
γA

dρx′δ3(x− x′). (3.5)

Esto corresponde a corrientes filiformes con soporte en curvas cerradas. Las corrientes

son claramente conservadas. Sustituyendo las corrientes y el campo B en la acción se

llega a:

Sos = −1
4π

∫
d3x

∮
γB

dλx′′δ3(x− x′′)
∫
d3x′ελθρ

∂

∂x′θ
1
R

∮
γA

dρx′′′δ3(x′ − x′′′),

= −1
4π

∮
γB

dλx

(∮
γA

dρx′ελθρ
∂

∂x′θ
1
R

)
.

Lo anterior es una expresión analítica del número de anudamiento de Gauss, que es el

primer invariante de nudo que apareció en la literatura. Se puede reescribir de manera

que su interpretación resulta transparente. Renombrando

Cλ =
∮
γA

dρx′ελθρ
(

∂

∂x′θ
1
R

)
,

se obtiene:

Sos = −1
4π

∮
γB

dλxCλ.

Empleando el teorema de Stokes
∫
l
Cµdlµ =

∫
S
dSµεµνλ∂νCλ,



Capítulo 3: Invariantes Topológicos a Partir de la Acción y el Hamiltoniano on-shell30

Sos = −1
4π

∫
SB

dSλBε
λβγ∂βCγ,

se sustituye Cγ,

Sos = −1
4π

∫
SB

dSλBε
λβγ∂β

(∮
γA

dρx′εγθρ
(

∂

∂x′θ
1
R

))

= −1
4π ε

λβγεγθρ
∫
SB

dSλB

(∮
γA

dρx′
∂

∂xβ

(
∂

∂x′θ
1
R

))
,

considerando εγλβεγθρ = δλθδβρ − δλρδβθ

Sos = −1
4π

(
δλθδβρ − δλρδβθ

) ∫
SB

dSλB

(∮
γA

dρx′
∂

∂xβ

(
∂

∂x′θ
1
R

))
,

= −1
4π

((∫
SB

dSλB

∮
γA

dρx′
∂

∂xρ

(
∂

∂x′λ
1
R

))
−
(∫

SB

dSλB

∮
γA

dλx′
∂

∂xθ

(
∂

∂x′θ
1
R

)))
.

El primer término se hace cero y por lo tanto se obtiene lo siguiente:

Sos = 1
4π

(∫
SB

dSλB

∮
γA

dλx′
∂

∂xθ

(
∂

∂x′θ
1
R

))
,

= −1
4π

(∫
SB

dSλB

∮
γA

dλx′
∂

∂x′θ

(
∂

∂x′θ
1
R

))
,

y utilizando finalmente la identidad ∇
(

1
R

)
= 4πδ3(x− x0) se llega a

Sos = −1
4π

(∫
SB

dSλB

∮
γA

dλx′4πδ3(x− x′)
)

= −
∫
SB

dSλB

∮
γA

dλx′δ3(x− x′). (3.6)

La integral de superficie depende de la variable x y la integral de línea depende de

la variable x′. Esta expresión del número de anudamiento de Gauss es interesante por

lo siguiente, en primer lugar es invariante bajo cualquier transformación general de

coordenadas e independiente de la métrica. Por otra parte, se observa que la expresión

recibe contribución sólo en caso de que la curva γA atraviese a la superficie SB. En

ese caso, el elemento de superficie y el elemento de línea conforman un volumen no

degenerado, de modo que la delta de Dirac contribuye e indica que se ha producido un

corte. Y este flujo de una curva a través del área bordeada por la otra es precisamente

lo que cuenta el número de Gauss.
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Figura 3.1: Número de Gauss

3.2. Invariante Topológico a partir del cálculo de la Acción
on-shell en la Teoría BF en D=3+1

En esta sección se calculará la acción on-shell de la teoría BF en D = 3 + 1

dimensiones, para ello se parte de la acción (2.33), y sustituyendo las ecuaciones de

movimiento adecuadas en la acción

εµνγα∂γBµν − Jα = 0.

εθβλρ∂λAρ +Kθβ = 0.

se obtiene

Sos =
∫
d4xJµAµ, (3.7)

donde el campo A es solución de las ecuaciones de movimiento señaladas anteriormente

Aθ(x) = 1
2(4π2)

∫
d4x′εθγρφ

(
∂

∂x′γ

(
1

|x− x′|2

))
Kρφ(x′).

Por analogía con el caso 2+1, consideramos corrientes con soporte en una curva y en

una superficie cerradas, de la forma[2]

Jθ(x) =
∮
γA

dθx′δ4(x− x′), (3.8)
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Kρφ(x) =
∮
SB

dSρφ(x′)δ4(x− x′). (3.9)

Estas corrientes son conservadas, y son también independientes de la métrica y co-

variantes bajo transformaciones generales de coordenadas. Sustituyendo en (3.7) se

tiene

Sos = 1
2(4π2)

∫
d4x

∮
γA

dθx′′δ4(x− x′′)
∫
d4x′εθγρφ

(
∂

∂x′γ

( 1
R2

)) ∮
SB

dSρφ(x′′′)δ4(x′ − x′′′),

Sos = 1
2(4π2)

∮
γA

dθx
∮
SB

dSρφ(x′)εθγρφ
(

∂

∂x′γ

( 1
R2

))
.

Utilizando el teorema de Stokes y recordando que dΣµν = 1
2ε
µνθλdSθλ,

Sos = 1
4(4π2)Ks

∫
SA

dSAβη(x)εβηκτ∂κ
∮
SB

dSρφB (x′)ετγρφ
(

∂

∂x′γ

( 1
R2

))

= 1
4(4π2)Ksε

τβηκετγρφ
∫
SA

dSAβη(x)
∮
SB

dSρφB (x′) ∂

∂x′κ

(
∂

∂x′γ

( 1
R2

))
.

En esta expresión, la superficie SA es cualquier superficie cuyo borde es la curva

γA. Usando ahora la identidad ετβηκετγρφ = δβγ(δηρδκφ−δηφδκρ)−δβρ(δηγδκφ−δηφδκγ)+

δβφ(δηγδκρ − δηρδκρ), se tiene

Sos = 2
4(4π2)ks

[∫
SA

dSρφA (x)
∮
SB

dSρφB (x′) ∂

∂x′γ

(
∂

∂x′γ

( 1
R2

))]
.

Finalmente empleando ∇2
(

1
R2

)
= −4π2δ4(R), se obtiene

Sos = −ks2

∫
SA

dSρφA (x)
∮
SB

dSρφB (x′)(x′)δ4(x− x′).

El resultado anterior es un invariante similar al número de Gauss, que mide el número

de anudamiento de la superficie cerrada SB con la curva abierta γA, en cuatro dimen-

siones. Esto es lo mismo, aunque es difícil de visualizar, que el número de intersecciones

entre la superficie cerrada SB con cualquier superficie abierta SA con borde en γA.
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3.3. Hamiltoniano on-shell de una teoría BF en D = 2 + 1

En las secciones anteriores se estudió la obtención de invariantes topológicos par-

tiendo de la acción on-shell. Veremos que es posible, a partir del estudio del Hamilto-

niano on-shell, encontrar proyecciones de dichos invariantes en las variedades espaciales

correspondientes, si se consideran corrientes apropiadas en cada caso.

Para la teoría en 2+1 dimensiones, escojamos las corrientes siguientes[2,3]

JνA(x) =


δ2(x− x0), ν = 0

0, ν = i

 , (3.10)

JνB(x) =


0, ν = 0∮

γB

dyiδ2(x− y), ν = i

 . (3.11)

Partiendo de (2.83) el Hamiltoniano on-shell queda como sigue

H ′os = −
∫
d2y

(
J iAAi + J iBBi

)
= −

∫
d2yJ iBBi,

el campo B viene dado por (2.31) y (2.32)

Bµ = −1
4π

∫
dV

εµνλJνAR̂
λ

R2 ,

así pues se tiene

Bi = −1
4π

∫ ∞
−∞

dt
∫
d2x

(
εi0jδ2(x− x0)Rj

R2

)
,

= −1
4π

∫ ∞
−∞

dt
εi0j(x− x0)j

(|t− t′|2 + |x− x0|2)
3
2
,

= 1
2πε

ij (x− x0)j
(|x− x0|2) , (3.12)

que al sustituirlo en el Hamiltoniano produce

H ′os = −
∫
d2x

(
1

2πε
ij (x− x0)j

(|x− x0|2)

∫
γB

dyiδ2(x− y)
)
,

= −εij

2π

∫
γB

dyi
(y − x0)j
|y − x0|2

. (3.13)
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Si hacemos coincidir el punto x0 coincide con el origen del sistema de referencia,

entonces, como r = y − x0, vemos que:

H ′os = −ε
12

2π

∫
γB

dy1 (r(2))
(r(1))2 + (r(2))2 −

−ε21

2π

∫
γB

dy2 (r(1))
(r(1))2 + (r(2))2 ,

= −1
2π

∫
γB

dy1 (r(2))
(r(1))2 + (r(2))2 −

−1
2π

∫
γB

dy2 (r(1))
(r(1))2 + (r(2))2 .

Pero se tiene que

d

(
arcotang

(
r(2)

r(1)

))
=

∂arcotang
(
r(2)

r(1)

)
∂r(1) dr(1) +

∂arcotang
(
r(2)

r(1)

)
∂r(2) dr(2)

= 1
1 +

(
r(1)

r(2)

)2

(
−r(2)dr(1)

(r(2))2 + dr(2)

r(1)

)

= 1
1 +

(
r(1)

r(2)

)2

(
r(1)dr(2) − r(2)dr(1)

(r(1))2

)
,

por tanto

H ′os = 1
2π

∫
γB

d

(
arcotang

(
r(2)

r(1)

))

= 1
2π

∫
γB

dθ. (3.14)

La última integral muestra que el Hamiltoniano on-shell mide el ángulo barrido por

la curva γB, medido desde el orígen(o en general desde un punto x0), entonces el

Hamiltoniano on-shell sería una proyección del número de Gauss en el plano: como se

ve en la figura 2.2 el resultado de la integral será 2π si el punto x0 se encuentra dentro

de la curva γB y según la figura 2.3, será cero si el mismo se encuentra fuera de la

curva.
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Figura 3.2: Hamiltoniano on shell D=2+1, X0 dentro de γB

Figura 3.3: Hamiltoniano on shell D=2+1 X0 fuera de γB

3.4. Hamiltoniano on-Shell de una teoría BF en D = 3 + 1

Consideremos ahora la teoría BF en dimensión 3+1. El mayor número de di-

mensiones permite ahora contar con más casos de corrientes sencillas, cuyas acciones

on-shell asociadas conducirán a invariantes topológicos simples, como mostraremos.

3.4.1. Caso I

Comencemos considerando las corrientes[2]

Jα(y) =


∮
γA

dxiδ3(y − x) , α = i

0 , α = 0

 ,
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Kαβ(y) =



∮
γB

dxiδ3(y − x) , α = iβ = 0

0 , α = 0β = 0

0 , α = iβ = j


,

donde γA y γB son curvas cerradas. De las ecuaciones (2.42) y (2.43) se retoma el

campo

Ak(x) = 1
2(4π2)

∫
d3x′

εkijK0iR̂j

R3

= 1
2(4π2)ε

kij
∮
γB

dyi
(x− y)j

(x− y)
3
2

sustituyendo en el Hamiltoniano (2.85), se obtiene

Hos =
∫
d3xJkAk,

= 1
2(4π2)ε

kij
∫
d3x

∮
γA

dx′′kδ(x− x′′)
∮
γB

dx′i
(x− x′)j

(x− x′)
3
2
,

= 1
2(4π2)ε

kij
∮
γA

dxk

∮
γB

dx′i
(x− x′)j

(x− x′)
3
2

 ,
= − 1

2(4π2)

∫
SA

dSi(x)
∮
γB

dx′i
∂

∂xj
∂

∂xj
1
R2 ,

= − 1
2(4π2)

∫
SA

dSiA(x)
∮
γB

dx′iδ3(x− x′). (3.15)

El resultado anterior es el número de Gauss, que fue explicado con detalle en la sección

3.1.

3.4.2. Caso II

Con el fin de obtener otro invariante interesante, se propone la siguiente corriente:

Jα(y) =


δ3(x− x0) , α = 0

0 , α = i

 , (3.16)

Kαβ(y) =


0 , α = iβ = 0∮
SB

dΣij(y)δ3(y − x) , α = iβ = j

 . (3.17)
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En estas expresiones, ΣB es una superficie cerrada, y x0 un punto arbitrario. Reto-

mando las ecuaciónes (2.42) y (2.43),para el campo B se tiene

Bµν(x) = 1
2(4π2)

∫
d3x′

ελµνJ0(x′)(x− x′)k
R3 ,

= 1
2(4π2)

ελµν(x− x′0)λ
R3 , (3.18)

que al sustituir en el Hamiltoniano (2.91)

Hos = −
∫
d3xKijBij,

= − 1
2(4π2)

∫
d3xKijεkij

(x− x0)k
|x− x0|3

,

= − 1
2(4π2)

∫
d3x

(∮
SB

dΣij
Bδ

3(x− x′)
)
εkij

(x− x0)k
|x− x0|3

,

= − 1
2(4π2)

∮
SB

dΣij
Bε

kij (x− x0)k
|x− x0|3

,

= − 1
(4π2)

∮
SB

dSk
(x− x0)k
|x− x0|3

,

= − 1
(4π2)

∮
SB

dΩ = − 1
(4π2)ΩB,

donde ΩB es el ángulo sólido subtendido por la superficie desde el punto x0, y es igual

a un múltiplo de 4π, dependiendo de cuántas veces y con qué orientación la superficie

encierre al punto. Claramente esto representa también un invariante topológico.
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CAPÍTULO 4

HAMILTONIANO ON SHELL PARA UNA CORRIENTE
ESPECIAL EN D=2+1

En este capítulo revisaremos el estudio de una extensión del invariante de Gauss

en el plano, esto es, del invariante que mide el número de vueltas con el que una curva

cerrada circunda a un punto en el plano. Esta extensión fué obtenida en la referencia

[3,4], a partir del cálculo del Hamiltoniano on-shell de la teoría BF acoplada con ciertas

corrientes especiales, de carácter topológico, que revisaremos enseguida. El invariante

en cuestión, que se obtiene por este método, puede verse como una proyección en

el plano de un invariante tridimensional que detecta el anudamiento de los Anillos

Borromeanos [13], que serán también estudiados más adelante.
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4.1. Invariante especial en D=2+1

Para el estudio que haremos será de utilidad introducir los siguientes objetos

geométricos:

1. Factor de forma de una curva en el plano:

T ν(γ)(x) =
∫
γ
dx′νδ2(x− x′). (4.1)

Este elemento transforma como una densidad tensorial.

2. Extensión bilocal del factor de forma:

T µx,νy(γ) =
∫
γ
dx′µ

∫ x′

0
dy′νδ2(x− x′)δ(y − y′). (4.2)

Este elemento transforma como una densidad tensorial.

3. Factor de forma superficial:

FΣ
x =

∫
Σ
d2x′δ2(x− x′). (4.3)

Este elemento es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas e

independiente de la métrica y es una 0-forma.

4. Gradiente del objeto FΣ
x :

Gµ(y, ∂Σ) = − ∂

∂yµ
FΣ
y = εµν

∫
∂Σ
dx′νδ2(x− x′). (4.4)

Este elemento es una 1-forma que por tanto es covariante bajo transformaciones

generales de coordenadas.

A partir de los objetos definidos anteriormente, consideremos la cantidad

I(G(1)
ix G

(2)
jx F (3)

x ) =
∫
d2xεijG(1)

ix G
(2)
jx F (3)

x +
∫
d2x

∫
d2yT

[ix,jy]
3 G(1)

ix G
(2)
jy , (4.5)
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donde G(1) y G(2) están asociados a dos curvas abiertas γ1 y γ2 , respectivamente,

que comienzan en el infinito, y F (3)
x esá asociado a una superficie cerrada que se

encuentra bordeada por la curva γ3. Finalmente T [ix,jy]
3 es un factor de forma bilocal

antisimetrizado, asociado a la curva γ3, que detecta dos tangentes a una misma curva

con un orden específico. Por su construcción, se aprecia que I no depende de la métrica

y es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. Es entonces un invariante

topológico, asociado a las curvas 1, 2 y 3. Veremos a continuación que en realidad, no

depende de la forma de las curvas abiertas 1 y 2: sólo depende de sus puntos finales,

siempre y cuando éstos no estén circundados por la curva cerrada γ3. Para probar

esto, consideremos dos curvas γ1 y γ1′ que compartan sus puntos de inicio y final.

Calculemos la variación que experimenta I cuando cambiamos entonces de curva 1

según lo dicho anteriormente:

∆I =
∫
d2xεij∆G(1)

ix G
(2)
jx F (3)

x +
∫
d2x

∫
d2yT

[ix,jy]
3 ∆G(1)

ix G
(2)
jy , (4.6)

donde

∆G(1)
i = G(1′)

i − G(1)
i ,

= εij(T jx(1′) − T
jx
(1)),

= G(∂Σ′)
i = −∂iF (1).

Comencemos con ∆I1

∆I1 =
∫
d2xεij∆G(1)

ix G
(2)
jx F (3)

x ,

=
∫
d2xεij(−∂ixF (1)

x )G(2)
jx F (3)

x ,

= −
∫
d2xεij

(
∂ix(F (1)

x G
(2)
jx F (3)

x )−F (1)
x (∂ixG(2)

jx )F (3)
x −F (1)

x G
(2)
jx (∂ixF (3)

x )
)

=
∫
d2xεij

(
F (1)
x (∂ixG(2)

jx )F (3)
x + F (1)

x G
(2)
jx (∂ixF (3)

x )
)
. (4.7)
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El otro término lo llamaremos ∆I2:

∆I2 =
∫
d2x

∫
d2yT

[ix,jy]
3 ∆G(1)

ix G
(2)
jy ,

=
∫
d2x

∫
d2yT

[ix,jy]
3 (−∂ixF (1)

x )G(2)
jy

= −
∫
d2x

∫
d2y

(
∂ix(T [ix,jy]

3 F (1)
x G

(2)
jy )− ∂ix(T [ix,jy]

3 )F (1)
x G

(2)
jy

)
,

=
∫
d2x

∫
d2y

(
∂ix(T [ix,jy]

3 )F (1)
x G

(2)
jy

)
. (4.8)

Necesitaremos las ligaduras diferenciales siguientes, cuya prueba se encuentra en el

apéndice A

∂ixT
ix,jy = (−δ2(x− x0) + δ2(x− y))T jy, (4.9)

∂jyT
ix,jy = (δ2(y − x0)− δ2(y − x))T ix. (4.10)

De ellas se desprende que

∂ixT
[ix,jy] = 1

2(T ix,jy − T jy,ix) = (δ2(x− y)− δ2(x− x0))T jy. (4.11)

sustituyendo

∆I2 = −
∫
d2x

∫
d2y

(
(δ2(x− x(3)

0 )− δ2(x− y))
)
T jy3 F (1)

x G
(2)
jy

=
∫
d2x

∫
d2yδ2(x− y)F (1)

x G
(2)
jy T

jy
3 −

∫
d2x

∫
d2yT jy3 δ2(x− x(3)

0 )F (1)
x G

(2)
jy .

Uniendo ∆I1 + ∆I2,

∆I =
∫
d2xεijF (1)

x (∂ixG(2)
jx )F (3)

x +
∫
d2xεijF (1)

x G
(2)
jx (∂ixF (3)

x )

+
∫
d2x

∫
d2yδ2(x− y)F (1)

x G
(2)
jy T

jy
3 −

∫
d2x

∫
d2yδ2(x− x(3)

0 )T jy3 F (1)
x G

(2)
jy

=
∫
d2xεijF (1)

x (∂ixG(2)
jx )F (3)

x +
∫
d2xεijF (1)

x G
(2)
jx (∂ixF (3)

x )

+
∫
d2xF (1)

x G
(2)
jx T

jx
3 −

∫
d2yT jy3 F

(1)
x

(3)
0
G(2)
jy ,

que con el empleo de

− ∂ixFΣ
x =

∮
∂Σ
dx′jεijδ

2(x− x′) = G(∂Σ)
ix , (4.12)
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resulta

∆I =
∫
d2xεijF (1)

x (∂ixG(2)
jx )F (3)

x −
∫
d2yF (1)

x G
(2)
jx T

jx
3 +

∫
d2xF (1)

x G
(2)
jx T

jy
3 −

∫
d2yT jy3 F

(1)
x

(3)
0
G(2)
jy ,

=
∫
d2xεijF (1)

x (∂ixG(2)
jx )F (3)

x −
∫
d2yT jy3 F

(1)
x

(3)
0
G(2)
jy ,

sustituyendo

Gγix = εijT
(γ)j
x = εij

∫
γ
dx′δ2(x− x′),

en la expresión anterior, se obtendrá

∆I =
∫
d2xεijF (1)

x (δ2(x− x(2)
f ))F (3)

x −F
(1)
x

(3)
0

∫
d2yT jy3 G

(2)
jy

= F (1)
x

(2)
f

F (3)
x

(2)
f

−F (1)
x

(3)
0

∫
d2yT jy3 G

(2)
jy

= F (1)
x

(2)
f

F (3)
x

(2)
f

−F (1)
x

(3)
0

∫
d2yG(2)

jy ε
ij(−∂iyF (3)

y ). (4.13)

y al usar

∂iy(F (1)
x0 G

(2)
jy F (3)

y ) = ∂iy(G(2)
jy )F (1)

x0 F
(3)
y + F (1)

x0 G
(2)
jy ∂iy(F (3)

y ).

Se sustituye

∆I = F (1)
x

(2)
f

F (3)
x

(2)
f

+ F (1)
x

(3)
0

∫
d2yεij

(
∂iy(G(2)

jy F (3)
y )−F (3)

y ∂iy(G(2)
jy )

)
,

= F (1)
x

(2)
f

F (3)
x

(2)
f

−F (1)
x

(3)
0

∫
d2yεij

(
F (3)
y ∂iy(G(2)

jy )
)
,

= F (1)
x

(2)
f

F (3)
x

(2)
f

−F (1)
x

(3)
0

∫
d2yF (3)

y δ2(y − x(2)
f )

= F (1)
x

(2)
f

F (3)
x

(2)
f

−F (1)
x

(3)
0
F (3)
x

(2)
f

, (4.14)

y esto se anula siempre que x(2)
f no esté circundado por la curva γ3. Este argumento

puede repetirse de igual manera para probar que I no depende de la curva 2 en su

totalidad, sólo depende de los puntos extremos de ella, siempre y cuando la curva 3

no encierre a los puntos extremos de la curva 1. Concluimos entonces que I es un

invariante topológico asociado a la curva 3, y a los puntos finales de las curvas 1,2,

siempre y cuando estos puntos no estén circundados por la curva 3 en el sentido del

número de Gauss en el plano. En breve veremos un ejemplo en el que este invariante

detecta un anudamiento no trivial entre una curva cerrada y un par de puntos.
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4.2. Hamiltoniano on-shell

Una vez visto el invariante se procede a proponer las corrientes adecuadas para

determinar un Hamiltoniano on-shell que coincida con dicho invariante. Recordemos

que el Hamiltoniano on-shell (2.88) viene dado por

H = −
∫
d2x(J iAAi + J iBBi).

Escogemos ahora las siguientes corrientes:

JµA =


0 , µ = 0

εijG(2)
jx F (3)

x +
∫
d2yT

[ix,jy]
3 G(2)

jy , µ = i

 , (4.15)

JµB =


δ2(x− x(1)

f )− δ2(x− x(1)
0 ) , µ = 0

0 , µ = i

 . (4.16)

Estas corrientes son conservadas para que la acción sea invariante de calibre; el caso

de JµB es sencillo, pero se estudiará con detalle la conservación de JµA. Se tiene

∂ixJ
i
A = ∂ix(εijG(2)

jx F (3)
x ) + ∂ix(

∫
d2yT

[ix,jy]
3 G(2)

jy ).

El primer término produce

Γ1 = ∂ix(εijG(2)
jx F (3)

x ),

= (∂ixεijG(2)
jx )F (3)

x + εijG(2)
jx (∂ixF (3)

x ),

= δ2(x− x(2)
f )F (3)

x + εijG(2)
jx ∂ixF (3)

x .

El segundo término es

Γ2 = ∂ix(
∫
d2yT

[ix,jy]
3 G(2)

jy ),

= T jx3 G
(2)
jx − δ2(x− x(3)

0 )
∫
d2yT jy3 G

(2)
jy ,

= εji∂ixF (3)
x G

(2)
jx − δ2(x− x(3)

0 )εji
∫
d2y

∮
γ3
dwjδ2(w − y)

∫
γ2
dziδ2(z − y),

= εji∂ixF (3)
x G

(2)
jx + εjiδ

2(x− x(3)
0 )

∮
γ3
dyj

∫
γ2
dziδ2(z − y),
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sumando Γ1 y Γ2,

∂ixJ
i
x = δ2(x− x(2)

f )F (3)
x + εijG(2)

jx ∂ixF (3)
x + εji∂ixF (3)

x G
(2)
jx + εjiδ

2(x− x(3)
0 )

∮
γ3
dyj

∫
γ2
dziδ2(z − y),

= δ2(x− x(2)
f )F (3)

x + εjiδ
2(x− x(3)

0 )
∮
γ3
dyj

(∫
γ2
dziδ2(z − y)

)
.

Si la curva γ3 no encierra el punto final de γ2, la corriente es conservada. En efecto, el

primer término se anula dado que x debe ser interior a γ3. El segundo, mide el número

de cortes de γ3 con γ2, que se anula, de nuevo, si x(2)
f no está dentro de γ3. Esto prueba

la conservación de la corriente. Pasemos al cálculo del Hamiltoniano on-shell.

Utilizando las ecuaciones de movimiento halladas anteriormente (2.29) y (2.39),

εij∂iAj = J0
B,

se ve que

εij∂iAj = δ2(x− x(1)
f )− δ2(x− x(1)

i ),

= ∂iT
ix
1 .

Entonces

εijAj(x) = T ix1 + εij∂jZ,

Aj(x) = G1
j + ∂jZ, (4.17)

donde Z es una función arbitraria. Se tiene así

Hos = −
∫
d2xJ iAAi,

= −
∫
d2xJ iA(G(1)

jx + ∂jZ).

Integrando por partes el segundo término y empleando que la corriente es conservada,

se ve que este término no contribuye. Queda entonces,

Hos = −
∫
d2xεijG(2)

jx F (3)
x G

(1)
jx −

∫
d2x

∫
d2yT

[ix,jy]
3 G(2)

jy G
(1)
jx . (4.18)

Vemos así que el Hamiltoniano on-shell coincide con el invariante I dado por (4.5).

Como ya se discutió, el Hamiltoniano on-shell depende solamente de la curva cerrada
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γ3 y de los puntos finales de γ2 y γ1. Además se ve que es invariante topológico debido

a que es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas e independiente

de la métrica. Para interpretar su significado, conviene considerar la configuración de

curvas mostrada en la figura (4.1). La curva cerrada γ3 pasa alrededor de uno de los

puntos finales y luego por el otro, seguidamente se devuelve deshaciendo su pasaje en

torno a cada uno de los puntos. Es fácil ver que si uno de los puntos finales es retirado

de la configuración, el nudo podría desanudarse debido a que la curva no encierra a

cada punto por separado y las ecuaciones de movimiento serían inconsistentes. Sin

embargo, el sistema completo compuesto por los puntos finales y la curva γ3 está

anudado, en el sentido de que no puede extraerse la curva γ3 sin pasar por encima

de alguno de los puntos. Si se considera que los puntos finales son cortes de tramos

rectos infinitos, perpendiculares al plano del papel, puede verse que la configuración

de la figura es una representación de los Anillos Borromeanos, que será estudiada en el

próximo capítulo. En la figura (4.2) las curvas γ2 y γ1 se cortan dentro de γ3, pero en

este caso el término antisimétrico de corte no actúa. Solamente interviene el término

restante que detecta si el punto de corte entre ambas curvas está contenido dentro de

γ3.
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Figura 4.1: Hamiltoniano on-shell D=2+1, término sin cortes entre γ1 y γ2 dentro de

γ3

Figura 4.2: Hamiltoniano on-shell D=2+1, término de corte entre γ1 y γ2 dentro de γ3
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CAPÍTULO 5

INVARIANTE ESPECIAL EN D=3+1

En este capítulo proponemos unas corrientes para la teoría BF en dimensión

3+1, que conducen a un Hamiltoniano on-shell, que produce un invariante de nudo,

que corresponde al invariante de Milnor [15], estudiado en la referencia [5], y que

constituye un grado más de complejidad en relación al número de anudamiento de

Gauss. En efecto, este invariante, permite discriminar el anudamiento de los Anillos

Borromeanos [13], que es un nudo altamente no trivial asociado a tres curvas cerradas

cuyos números de Gauss son nulos para cualesquiera de los tres pares de curvas posibles

que se consideren. Comenzaremos introduciendo una serie de objetos que permitirán

escribir e interpretar el invariante. Posteriormente propondremos las corrientes que

conducirán a reproducir este invariante a partir del cálculo del Hamiltoniano on-shell

de la teoría BF.

5.1. Algunos Objetos Geométricos Útiles

Será conveniente definir una familia de objetos asociados a volúmenes, superficies,

curvas y puntos en <3. Estos objetos pueden verse como formas diferenciales, aunque
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para su presentación no es imprescindible recurrir a este concepto. Comencemos con

el objeto asociado a un volumen v dado por

F(y, v) =
∫
v
d3xδ3(x− y). (5.1)

Bajo una transformación general de coordenadas el jacobiano correspondiente a la

transformación del elemento de volumen se compensa con el inverso del jacobiano

respectivo a la delta de Dirac, hecho que lo hace covariante bajo cambios generales de

coordenadas, y a la vez es independiente de la métrica. Esto es útil para tratar con

invariantes topológicos. Tomando el opuesto de la derivada exterior

Gµ(y, ∂v) = − ∂

∂yµ
F(y, v) = − ∂

∂yµ

∫
v
d3xδ3(x− y),

=
∫
v
d3x

∂

∂xµ
δ3(x− y) = 1

2

∫
∂v
dΣνρ(x)εµνρδ3(x− y),

donde se hizo uso del teorema de la divergencia. En esta expresión ∂V es el borde que

limita el volumen v. Bajo transformaciones generales de coordenadas transforma así

G ′µ(y′, ∂v) = ∂yν

∂y′µ
G ′ν(y′, ∂v). (5.2)

El objeto Gµ(y, ∂v) puede definirse también para superficies no necesariamente cerra-

das. Otro elemento útil es la derivada exterior de Gµ(y, ∂v)

hµν = 2∂[µGν] = εµνρ

∮
∂Σ
dxρδ3(x− y). (5.3)

Aquí se ha empleado el Teorema de Stokes, siendo ∂Σ la curva que bordea a la superficie

Σ. Finalmente se puede tomar la derivada exterior de hµν

iανρ = −3∂[µhνρ](y, ∂Σ) = εµνρ(δ3(y − xf )− δ3(y − x0)). (5.4)

Esta definición se puede extender a puntos simples,

iανρ = εµνρδ
3(y − x). (5.5)

Es útil considerar el dual de hµν

T µyγ = 1
2ε

µνρhνρ(y, γ) =
∮
γ
dxµd3xδ3(x− y). (5.6)
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5.2. Invariante Asociado a los Anillos de Borromeo

Consideremos ahora el objeto I, que depende de tres superficies abiertas, y se

expresa como[5]

I(Σ1,Σ2,Σ3) =
∫
d3xεµνρG(1)

µx G(2)
νx G(3)

ρx +∫
d3x

∫
d3y

(
T

[µx,νy]
1 G(2)

µx G(3)
νy + T

[µx,νy]
2 G(3)

µx G(1)
νy + T

[µx,νy]
3 G(1)

µx G(2)
νy

)
. (5.7)

Por construcción, este objeto es un escalar bajo cambios generales de coordenadas

y es independiente de la métrica. Es entonces un invariante topológico asociado a

las superficies Σ1 ,Σ2 y Σ3. Estudiaremos su significado geométrico, y en particular,

veremos que en realidad depende sólo de los bordes de las superficies, por lo cual

será entonces un invariante de nudo, y no de superficies. Comencemos reescribiendo el

número de Gauss asociado a la curva γ y a la curva que bordea la superficie Σ como

J(γ,Σ) =
∫
d3xT µxγ G(Σ)

µx (5.8)

J(γ,Σ) = 1
2

∫
Σ
dΣνρ

∫
γ
dzµεµνρδ

3(y − z). (5.9)

Acotemos que el número de Gauss de la curva γ2 cortando la superficie Σ1 es igual al

de la curva γ1 cortando la superficie Σ2, es decir:

J(γ1,Σ2) = J(γ2,Σ1) = L(γ1, γ2). (5.10)

Estudiemos término a término el invariante I. Tenemos que

∫
d3x

∫
d3yT

[µx,νy]
1 G(2)

µx G(3)
νy =

∫
d3x

∫
d3y

∮
γ1
dzµ

∫ z

dz′νδ3(x− z)δ3(z′ − y),×

1
2

∫
Σ2
dΣαβ

2 (x′)εµαβδ3(x− x′)1
2

∫
Σ3
dΣγρ

3 (y′)ενγρδ3(y − y′)− (µx
 νy)

=
∮
γ1
dxµ

∫ x

dyν
(1

2

∫
Σ2
dΣαβ

2 (x′)εµνρδ3(x− x′)
)(1

2

∫
Σ3
dΣγρ

3 (y′)ενγρδ3(y − y′)
)
− (µx
 νy),
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=
∮
γ1
dxµ

∫ x

dyν
(∫

Σ2
dS(2)

µ (x′)δ3(x− x′)
)(∫

Σ3
dS(3)

ν (y′)δ3(y − y′)
)
− (µx
 νy),

=
∮
γ1
dxµ

∫ x

dyν
∫

Σ2
dS(2)

µ (x′)
∫

Σ3
dS(3)

ν (y′)
(
δ3(x− x′)δ3(y − y′)

)
− (µx
 νy),

donde hemos usado que dSµ = 1
2εµνρdΣνα. La fórmula anterior mide el número de veces

que se producen los cuatro cortes siguientes: γ1 corta a Σ3, luego a Σ2, luego a Σ3 en

sentido opuesto al de la primera vez y finalmente a Σ2 también en sentido opuesto. Si los

números de Gauss entre γ1 y γ3 y entre γ1 y γ2 se anulan, este invariante mide el número

de veces que γ1 fluye primero a través de 3, luego de 2, luego de 3 pero en sentido

opuesto y finalmente de 2 en sentido opuesto también. Los dos términos siguientes

en la expresión (5.7) (el tercer y cuarto términos) tienen interpretaciones análogas,

intercambiando cíclicamente las curvas 1, 2 y 3. En la figura (5.1) se representa lo

explicado anteriormente

Figura 5.1: Hamiltoniano on shell D=3+1,Corte de las curvas con orienteción específica

En cuanto al primer término se tiene,

∫
d3xεµνρG(1)

µx G(2)
νx G(3)

ρx =
∫
d3xεµνρ

∫
S1
dSµ1 (x′)δ3(x− x′)

∫
S2
dSν2 (y)δ3(x− y)×∫

S3
dSρ3(z)δ3(x− z),

= εµνρ
∫
S1
dSµ1 (x)

∫
S2
dSν2 (y)

∫
S3
dSρ3(z)δ3(x− z)δ3(x− y).
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Esta expresión mide el número orientado de veces que las tres superficies se cortan en

el mismo punto. A continuación en la figura (5.2) se ve claramente la representación

de dicho invariante.

Figura 5.2: Hamiltoniano on shell D=3+1, Intersección de las tres superficies

Para demostrar que el objeto es un invariante de nudo, probaremos a continua-

ción que I sólo depende de los bordes de las superficies que lo conforman y no de la

forma de las superficies. Consideremos una variación en cualquiera de las superficies

manteniendo el mismo borde, por ejemplo, Σ1 → Σ′1 con ∂Σ1 = ∂Σ′1; por lo tanto,

∆G(1)
µ = G(1)

µ (Σ′1)− G(1)
µ (Σ1) = G(1)

µ (∂V ). Entonces

∆I = I(Σ′1,Σ2,Σ3)− I(Σ1,Σ2,Σ3)

=
∫
d3xεµνρ∆G(1)

µx G(2)
νx G(3)

ρx +
∫
d3x

∫
d3y

(
T

[µx,νy]
2 G(3)

µx∆G(1)
νy + T

[µx,νy]
3 ∆G(1)

µx G(2)
νy

)
.

Analicemos esta expresión. Comenzamos con∫
d3x′

∫
d3yT

[µx,νy]
2 G(3)

µx∆G(1)
νy = −

∫
d3x′

∫
d3yT

[µx,νy]
2 G(3)

µx

∂

∂yν
F (1)
y ,

=
∫
d3x

∫
d3y

(
∂

∂yν
T

[µx,νy]
2

)
G(3)
µxF (1)

y ,

=
∫
d3x

∫
d3y

(
δ3(y − x(2)

0 )− δ3(y − x)
)
T µx2 F (1)

y G(3)
µx

=
∫
d3xT µx2 F

(1)
x

(2)
0
G(3)
µx −

∫
d3xT µx2 G(3)

µxF (1)
x ,
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recordando la siguiente ligadura

∂yνT
[µx,νy] =

(
δ3(y − x0)− δ3(y − x)

)
T µx.

De igual manera se tiene
∫
d3x

∫
d3yT

[µx,νy]
3 ∆G(1)

µx G(2)
νy =

∫
d3yT νy3 F (1)

y G(2)
νy −

∫
d3yT νy3 F

(1)
x

(3)
0
G(2)
νy .

Uniendo ambos resultados

∆I1 =
(
F (1)
x

(2)
0
−F (1)

x
(3)
0

) ∫
d3xT µx2 G(3)

µx −
∫
d3xT µx2 G(3)

µxF (1)
x +

∫
d3yT νy3 F (1)

y G(2)
νy .

Se cumple que
∫
d3xF (1)

x T µx3 G(2)
µx =

∫
d3xF (1)

x εµνρ∂νG(3)
ρx G(2)

µx

= −
∫
d3xεµνρ∆G(1)

µx G(2)
νx G(3)

ρx +
∫
d3xF (1)

x T µx2 G(3)
µx .

Finalmente se llega a:

∆I =
((
F (1)
x

(2)
0
−F (1)

x
(3)
0

)
L (γ3, γ2)

)
. (5.11)

Vemos entonces que si L(γ3, γ2) se anula, I no depende de la superficie Σ1, sino sólo

de la curva γ1 que es su borde. Este argumento puede repetirse idénticamente para γ2

y luego para γ3. Concluimos así que I es un invariante de nudo y no de superficies,

siempre y cuando los bordes de dichas superficies no estén anudados entre si en el

sentido de Gauss.
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5.3. Hamiltoniano on-shell

El invariante estudiado en el capítulo anterior puede obtenerse a partir del estu-

dio perturbativo del Lagrangiano on shell de la acción de Chern-Simons no-Abeliana

[5,12], y también del estudio exacto de una teoría BF Abeliana [11], en ambos casos

en dimensión 2+1. En esta sección veremos que el invariante estudiado en la sección

anterior de este capítulo puede también obtenerse en el marco del formalismo Hamil-

toniano, para una teoría tipo BF en dimensión 3+1. Consideremos la acción

SBF =
∫
d4xεµνλρBa

µν∂νA
a
ρ +

∫
d4xJµaAaµ +

∫
d4xKµνaBa

µν . (5.12)

Aquí, los campos Ba
µν y Aaµ y las corrientes Jµa y Kµνa tienen un índice interno tomado

del comienzo del abecedario latino, que va desde 1 hasta 3. Se trata entonces de tres

copias de la acción BF Abeliana. El análisis canónico es pues similar al de la teoría

BF estudiada en la sección (2.5). El Hamiltoniano se escribe como

H′ = −Ba
0i

(
2ε0ijk∂jA

a
k +K0ia

)
− Aa0

(
J0a + ε0kij∂kBija

)
− (J iaAai +KijaBa

ij), (5.13)

donde figuran las ligaduras

J0a + ε0kij∂kB
a
ij = 0, (5.14)

K0ia + 2ε0ijk∂jA
a
k = 0, (5.15)

que resultan ser de primera clase, como puede verse fácilmente. Tomaremos las co-

rrientes como[5]

Jµa =
(
J0a, J ia

)
=
(

0,Φ1ε
ijkεabcGbjxGckx + Φ2

∫
d2yεabcT [ix,jy]bGcjy

)
, (5.16)

Kµνa =
(
K0ia, Kija

)
=
(
T ixa , 0

)
. (5.17)

Las tres corrientes K están asociadas a tres curvas cerradas, a través de sus

factores de forma. Las tres corrientes J dependen de los factores de forma de tres

superficies cuyos bordes son las curvas anteriores, así como de los factores de forma



Capítulo 5: Invariante especial en D=3+1 54

bilocales de dichas curvas, Φ1 y Φ2 son constantes que ajustaremos enseguida. Para la

consistencia de la teoría, las corrientes deben ser conservadas. Se tiene que

∂ixJ
ia(x) = ∂ix

(
Φ1ε

ijkεabcGbjxGckx + Φ2

∫
d2yεabcT [ix,jy]bGcjy

)
.

Estudiemos el primer término que llamaremos B1

B1 = ∂ix
(
Φ1ε

ijkεabcGbjxGckx
)

= Φ1ε
ijkεabc∂ix(GbjxGckx).

Recordando que

εijk∂ixGbjx = T kxb .

B1 queda de la siguiente forma

B1 = Φ1ε
abc
(
T kxb Gckx − T jxc Gbjx

)
.

El otro término es

B2 =
(

Φ2

∫
d2yεabc∂ix(T [ix,jy]b)Gcjy

)
,

= Φ2ε
abcT jxb Gcjx − Φ2ε

abcδ3(x− xb0)L(γb, γc).

Uniendo resultados anteriores se tiene

∂ixJ
ia = Φ1ε

abc
(
T kxb Gckx − T jxc Gbjx

)
+ Φ2ε

abcT jxb Gcjx − Φ2ε
abcδ3(x− xb0)L(γb, γc),

= 2Φ1ε
abcT kxb Gckx + Φ2ε

abcT jxb Gcjx − Φ2ε
abcδ3(x− xb0)L(γb, γc).

Si Φ1 = −Φ2
2 se tiene lo siguiente:

∂ixJ
ia = −Φ2ε

abcδ3(x− xb0)L(γb, γc). (5.18)

Vemos entonces que para que la corriente 1 sea conservada, el número de anudamiento

de Gauss entre las curvas 2 y 3 debe ser cero. Esto se repite para todas las permutacio-

nes cíclicas de 1,2 y 3. La conservación de la otra corriente es inmediata, por tratarse
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de factores de forma de curvas cerradas. Seguidamente se sustituyen las corrientes en

el Hamiltoniano on-shell

H = −
∫
d3x

(
J iaAai +KijaBa

ij

)
,

= −
∫
d3xJ iaAai , (5.19)

Para hallar los campos Aa, partimos de la ligadura (5.15)

ε0ijk∂jA
a
k = −K0ia = −T ia,

ε0ijk∂jA
a
k = ε0ijk∂jGak ,

ε0ijk∂j (Aak + Gak) = 0.

Por lo tanto el campo es,

Aak = ∂kZ
a − Gak , (5.20)

donde Za es una función arbitraria. Sustituyendo en el Hamiltoniano (denotaremos

Φ = Φ2), se tiene

H = −
∫
d3xJ ia (∂iZa − Gai ) ,

=
∫
d3xJ iaGai ,

=
∫
d3x

(
−Φ

2 ε
ijkεabcGbjxGckxGai + Φ

∫
d2yεabc(T [ix,jy]

b )Gcjy
)
Gai ,

= −Φ
2

∫
d3xεijkεabcGbjxGckxGai + Φ

∫
d3x

∫
d3yεabc(T [ix,jy]

b )GcjyGai ,

= −3Φ
∫
d3xεijkG1

ixG2
jxG3

kx − 2Φ
∫
d3x

∫
d3yT

[µx,νy]
1 G(2)

µx G(3)
νy + T

[µx,νy]
2 G(3)

µx G(1)
νy

+ T
[µx,νy]
3 G(1)

µx G(2)
νy . (5.21)

Vemos entonces que el Hamiltoniano on-shell es proporcional al invariante topológico

I estudiado en la sección anterior. Es interesante observar que la condición de consis-

tencia de las ecuaciones de movimiento, esto es, la conservación de las corrientes, es

precisamente la garantía de que I sea un invariante de nudo, y no de superficie. Esta

íntima conexión entre física y topología es uno de los aspectos que consideramos deben

subrayarse en este trabajo.
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CAPÍTULO 6

CONCLUSIONES

En el presente Trabajo Especial de Grado se prosiguió con un programa iniciado

hace varios años que persigue el estudio y la caracterización de invariantes de nudo

(y generalizaciones de ellos) a partir del estudio de teorías de campo topológicas en

el contexto clásico [2,3,4]. Luego de una revisión de los resultados previos, se estudió

la formulación Hamiltoniana de una teoría tipo BF en dimensión 3+1, acoplada con

corrientes externas topológicas, que condujo a un Hamiltoniano on-shell dado por

H = −3Φ
∫
d3xεijkG1

ixG2
jxG3

kx

− 2Φ
(∫

d3x
∫
d3y

(
T

[µx,νy]
1 G(2)

µx G(3)
νy + T

[µx,νy]
2 G(3)

µx G(1)
νy + T

[µx,νy]
3 G(1)

µx G(2)
νy

))
.

Los tres últimos términos en esta expresión miden el número de veces que una curva

γa corta primero la superficie Σb y luego a Σc, con a 6= b 6= c, y luego corta a Σb en

sentido opuesto al inicial, para finalmente cortar a Σc también en sentido opuesto. Por

su parte el primer término mide el número orientado de veces que las tres superficies se

cortan en un mismo punto. Juntos, los cuatro términos producen una cantidad que es

independiente de la forma precisa de las superficies, y sólo depende de las curvas que

las bordean. Esto se probó mostrando que el cambio que sufre el invariante cuando se

reemplaza la superficie Σa por otra que comparta el mismo borde, viene dado por
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∆I =
((
F (a)
x

(b)
0
−F (a)

x
(c)
0

)
L (γc, γb)

)
, (6.1)

y se anula cuando las otras dos curvas no se anudan en el sentido del número de Gauss.

El invariante obtenido por este método, corresponde al encontrado en la referencia

[3,4], y permite, por ejemplo, distinguir el anudamiento de los Anillos Borromeanos.

El método de obtención de invariantes topológicos, cuyo estudio se prosiguió en es-

te trabajo, podría ser extendido al caso de teorías no Abelianas, utilizando técnicas

perturbativas adecuadas al formalismo Hamiltoniano.
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APÉNDICE A

APÉNDICE A

En este apéndice se hará el cálculo pertinente para demostrar las ligaduras (4.9)

y (4.10). La primera en demostrar será la siguiente

∂ixT
ix,jy = (−δ2(x− x0) + δ2(x− y))T jy.

Para ello

∂ixT
ix,jy = ∂ix

∮
γ
dx′i

∫ x′

x0
dy′jδ2(x− x′)δ2(y − y′) (A.1)

= −
∮
γ
dx′i∂ix′

(
δ2(x− x′)

) ∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′). (A.2)

Se toma en cuenta la derivada

∂ix′

(
δ2(x− x′)

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′)

)
=

∂ix′(δ2(x− x′))
∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′) + δ2(x− x′)∂ix′

(∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′)

)
, (A.3)

y se sustituye

∂ixT
ix,jy = −

∮
γ
dx′i∂ix′

(
δ2(x− x′)

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′)

)
+
∮
γ
dx′iδ2(x− x′)∂ix′

(∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′)

)
,

= −δ2(x− xf )
∮
γ
dy′jδ2(y − y′) +

∮
γ
dx′iδ2(x− x′)∂ix′

(∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′)

)
.
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Se analiza el segundo término del resultado recientemente obtenido, haciendo lo si-

guiente:

ui
∂

∂x′i

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′) =

∫ x′+u

x0
dy′jδ2(y − y′)−

∫ x′

x0
dy′jd2(y − y′),

=
∫ u

x′
dy′jδ2(y − y′),

= ujδ2(y − y′),

= δiju
iδ2(y − x′),

finalmente
∂

∂x′i

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − x′) = δijδ

2(y − x′),

se unen los resultados

∂ixT
ix,jy = −δ2(x− xf )

∮
γ
dy′jδ2(y − y′) +

∮
γ
dx′iδ2(x− x′)∂ix′(

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′))

= −δ2(x− xf )
∮
γ
dy′jδ2(y − y′) +

∮
γ
dx′iδ2(x− x′)δijδ2(y − x′),

= −δ2(x− xf )T jy + δ2(x− y)
∮
γ
dx′jδ2(y − x′),

=
(
δ2(x− y)− δ2(x− xf )

)
T jy =

(
δ2(x− y)− δ2(x− x0)

)
T jy. (A.4)

A continuación se demostrará la segunda ligadura

∂jyT
ix,jy = ∂jy

∮
γ
dx′iδ2(x− x′)

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′),

= −
∮
γ
dx′iδ2(x− x′)∂jy′

∫ x′

x0
dy′jδ2(y − y′),

= −
∮
γ
dx′iδ2(x− x′)

(
δ2(y − x′)− δ2(y − x0)

)
,

= −
(
δ2(y − x)− δ2(y − x0)

) ∮
γ
dx′iδ2(x− x′)

=
(
δ2(y − x0)− δ2(y − x))

) ∮
γ
dx′iδ2(x− x′). (A.5)

.
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