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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Ademas del interés que reviste la Teoria de Campos por su aplicacién en la descrip-
cion de las interacciones fundamentales, existen importantes nexos entre la Teoria de
Campos y areas fundamentales de la Matematica, como es el caso de la Topologia. Las
Teorias de Campo Topoldgicas constituyen interesantes modelos fisico-matematicos
con los cuales se pueden explorar caracteristicas geométricas de la variedad donde se
formula la teoria, asi como obtener, a través de consideraciones fisicas, invariantes
topoldgicos interesantes, tales como invariantes de nudo. Uno de los aportes mas signi-
ficativo en el area de Teorias Topologicas se debe a E. Witten, quien en 1988 encontrd
importantes relaciones entre la Teoria Cuantica de Campos e invariantes de nudo, a

partir del estudio de la Teoria de Chern-Simons [1].

En este trabajo se estudiaran acciones topolégicas, es decir, independientes de la
métrica e invariantes bajo transformaciones de coordenadas. Las teorfas a considerar
seran del tipo Chern-Simons y BF, y a partir de ellas exploraremos cé6mo encontrar
invariantes de nudo y generalizaciones al caso de otros objetos extendidos. Esta con-
secuciéon de invariantes puede lograrse por tres vias: 1) Considerando la formulacion

cudntica, como propone y estudia Witten en la referencia mencionada. 2) A partir del
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estudio cldsico de la accién on-shell, como se estudia en las referencias [2,3,4,12]. 3)
Mediante el estudio del Hamiltoniano cldsico on-shell, como en las referencias [3,4].
En este trabajo consideraremos las dos tltimas posibilidades, con énfasis en la tltima.
En efecto, el trabajo termina con el estudio de una teoria en 3+1 dimensiones tipo
BF, acoplada con corrientes externas seleccionadas para que el Hamiltoniano on-shell
reproduzca un invariante de nudo no trivial, que fué obtenido previamente por la via
Lagrangiana [12] y que estd asociado a los Anillos Borromeanos. Este nudo es un
ejemplo importante y clasico de la Teoria de Nudos, pues constituye un arreglo cuyo
anudamiento no puede ser detectado por el Nimero de Anudamiento de Gauss, y en

cierto modo, generaliza a dicho invariante de Gauss.
El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el segundo capitulo abordaremos brevemente la teoria clasica de campos que
incluye el principio de Hamilton y la formulaciéon a la Dirac de teorias con vinculos.
En el tercer capitulo se revisa el método de obtenciéon invariantes topologicos a partir
de la accion on-shell y también a partir de su formulacion Hamiltoniana, siguiendo
las referencias [2,3]. En el cuarto capitulo se presenta un invariante que corresponde a
una proyeccion de los anillos Borromeanos en el plano, y que se encontré a partir del
estudio del Hamiltoniano on-shell de una teoria tipo BF en D= 2+1[4]. En el quinto,
partiendo de la accién BF en D = 3+ 1 y escogiendo unas corrientes especificas[5] para
hallar el Hamiltoniano on-shell, se obtiene el invariante correspondiente a los anillos
de Borromeo. Finalmente se presentan las conclusiones del trabajo y las referencias

bibliograficas.



CAPITULO 2

ASPECTOS GENERALES DE LA TEORIA DE CAMPOS

En este segundo capitulo se revisan las formulaciones de Lagrange y de Hamilton
para el estudio de la dindmica clasica de campos. Se ilustran estas formulaciones
para el Campo de Maxwell, con particular atencién al hecho de que se trata de una
teoria singular, por lo que hay que recurrir al método candnico de Dirac. Se aborda el
estudio de teorias de campo topoldgicas, como un caso especial de teorias de campo,

que ocupara nuestra atencion a lo largo de este trabajo.

2.1. Principio de Hamilton

El principio de minima accién establece que todo sistema fisico esta descrito por

una funciéon Lagrangiana definida por

entre dos instantes de tiempo t; y ¢, el sistema evoluciona de manera tal que la accién

S, definida como
t
S= [ Lg g t)dt, (2.2)

t1
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tome el minimo valor posible[9],

to

t1

En la teoria clasica de campos se define la densidad Lagrangiana como funcién
de los campos ¢ y sus primeras derivadas, seguidamente se introduce la acciéon en un

espacio-tiempo con D dimensiones para una regiéon A

S = /A AP 2L (0, Dnpn). (2.4)

El principio variacional que produce las ecuaciones dindmicas puede establecerse co-
mo sigue. La evolucién del sistema entre el tiempo t; y t5 es tal que la accion sea

estacionaria, con la condicién que los campos se anulan en el infinito[10]
05 =0, (2.5)

4S = /Ade(SE(gou,(()agoM) = 0. (2.6)

Desarrollando la expresion anterior, se tiene

5S = / dD{—ésou a(gi%)&@a%)},
5 oL 5 oL
65 = [ a%a{ a% ~ Ol oy e} + J a°a0.4 5.5 P

La segunda integral es igual a cero debido a que se puede convertir en una integral
de superficie utilizando el teorema de Gauss, y suponemos que los campos se anulan
suficientemente rapido en el infinito. Finalmente para satisfacer 05 = 0 tiene que

cumplirse:

or : oL
Oop T 0(0atpu)

que se conoce como la ecuacion de Euler-Lagrange para campos.

) =0, (2.7)
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2.1.1. Formulacién Lagrangiana de la Teoria de Maxwell

La teoria de Maxwell describe de manera completa los fenémenos electromagné-
ticos a nivel clasico. Presenta 2 simetrias muy importantes, la simetria de Lorentz
que condujo a la teoria de la relatividad especial y la invariancia de calibre, que esta
presente en todas las teorias que describen las interacciones fundamentales conocidas

hasta el momento. La accion de Maxwell estda dada por:
4 1 nv Iz
S = /d 2(=3F" Py = J,AY) (2.8)

donde
F. =0,A, —0,A,. (2.9)

Usando la ecuacion de Euler-Lagrange, se obtienen las ecuaciones de Maxwell no

homogéneas:

OuF*P = JP. (2.10)
Las homogéneas surgen de (2.9). En efecto, definiendo el dual de F

1
Frev — §gwﬁFaﬁ, (2.11)

es inmediato ver que se cumple

9 F* = 0. (2.12)

Es también inmediato comprobar que la transformacién de calibre A, = A, + J,A
para el campo A con un campo escalar A, deja invariante la acciéon y las ecuaciones

de movimiento de la teorfa con la condicién de que las corrientes sean conservadas|2].
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2.2. Teorias Topolbgicas

Las teorias topoldgicas permiten obtener caracteristicas geométricas interesantes
relacionadas con la variedad donde se define la teoria, y con las corrientes acopladas
con los campos dinamicos. Para que una teoria sea topologica debe poseer las siguientes

caracteristicas|2,3]:

1. Invariancia bajo transformaciones generales de coordenadas.

2. Independencia de la métrica.

2.2.1. Formulacién Lagrangiana de la Acciéon de Chern-Simons
y su Caracter Topolégico. Teoria BF Abeliana en D =
241

La teoria de Chern-Simons es una teoria topoldgica con la cual se pueden estudiar

invariantes de nudo interesantes. La accion de Chern-Simons viene dada por

1
5= [ds <25WAM0VAA 4 AMJ“) . (2.13)

Para establecer su caractar topologico es necesario ver como transforman los in-

gredientes de la misma:

1. Elemento de volumen:

d"z' = det (J)d"x. (2.14)

2. Simbolo de Levi-Civita:

1,0

,U/ l// )\/
gy L dat da¥ do

= A, 2.1
det (J) dx* dzv dx* © (2.15)

3. Campo vectorial:
o+
Ay = A, (2.16)

ozt
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4. Derivada:
ox”
0y = ——0,. 217
oz ( )
5. Densidad de corriente:
’ 1 d&?ul
Jh = J4 —_— 2.18
AT A et (T) dar (2.18)

Sustituyendo las transformaciones generales de coordenadas en la accion de Chern-

Simons se obtiene

/d3 ! < 8“ ’/’\'AM@V/A,\/ —+ AM/JM,> s

1 3 X axul axl/’ aw)‘l o axuu axy// al'A/,
L v Awr | 7700 | 5o
S’ = 2 /d vdet (J) (det (j)> ozt Oxv Ozt c Ozt =) D! " o
o 1
; GV g~
+ /d xdet (\7) 6m“’ ,u,JA det (\7)

/d3 LA dz™ 9 ((%)‘”

1 3 . UV
" da> Ozv 8x/\'> Av+ i/d e Ay

d 3 i
hos AA+/dxAJ

Considerando la derivada total
>\/ )\// >\/ )\// )\/ A//
8V <A ox Ay ox > A ox Ay 0 (81’ ) n 0 (A ox A,\u> O™

ox H oz ox™N "oz oxv \ Oz ox? oz’
(2.19)

y empleando que los campos se anulan en infinito, solamente queda el segundo término

de la expresion (2.19), por lo cual se tiene
/ e A —AA ¥ / Pz A, . (2.20)

Ademas de la invariancia bajo cambio generales de coordenadas, que acabamos de
mostrar, la teoria es independiente de la métrica por construccién, por lo tanto es

topologica.

Estudiemos ahora si la teoria es invariante bajo transformaciones de calibre, para

ello consideremos la transformacion:

A, = A, + 0N, (2.21)
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sustituyendo se tiene

S(A) = / & ( e N(A, + 0,M)0,(Ay + O\A) + (A, + 8MA)J“>

= +/d3 ( 5“”’\A88AA+8A8AA+8A88AA)+8AJ“)
El primer y tercer término de la integral se anulan, por lo tanto
S(A) = S(4) + [ d* (ﬁ“@Mﬁ%+8Aﬁ) (2.22)
En cuanto a los términos restantes se tiene que
S(A) = 5(4) + [ d*s (w“ @mmmqammAg+@ﬁuﬂ—M@ﬂw)

Vemos que el segundo término se anula por la contracciéon de un tensor simétrico con
uno antisimétrico y el cuarto por conservacién de la corriente d,J* = 0. Los restantes
se anulan al aplicar teorema de Gauss, con las condiciones de contorno usuales. Asi

probamos que la accién es invariante bajo transformaciones de calibre.

Para hallar las ecuaciones de movimiento, a partir de la ecuacién de Euler-

Lagrange, necesitamos

oL 8(%5MV)\AM8VA>\+AMJH) 1 LU S a T 1 av e
aAa = aAa = 55 5M8VA)‘ + 5NJ = 55 8,,/1)\ + J ;

el otro término serd

oL e DA+ ALY 1 1
= — S 5850 = ~enda g
9(95A,) 9(95A) ot TuiOXT s A

uniendo los términos de la ecuacién de Euler-Lagrange para la acciéon de Chern-Simons,
se obtiene

£, Ay = —J°. (2.23)

Utilizando la métrica Euclidea la ecuacion anterior se puede escribir de la siguiente

manera:

VxA=-7, (2.24)
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cuya estructura matemaética es idéntica a la Ley de Ampere. Este hecho sera de mucha

utilidad a la hora de estudiar los invariantes topolégicos en lo sucesivo[2].

Las teorias BF son otro ejemplo de teorias topoldgicas. En 241, la teoria BF

abeliana viene descrita por la accién[2,3,4]

%F:/ﬁwwga&+/fm%%+/fmyh (2.25)

Bajo cambios generales de coordenadas, los nuevos objetos transforman como

oz

’ 1 d{L"ul
Jy = Jh——— 2.27
B Bdet(j) dl’“’ ( )
y se tiene, al igual que antes,
Br = SBF- (2.28)
Bajo transformaciones de calibre,
A=A, + 9,
B, =B, + 9,9,

considerando que las corrientes son conservadas
no_
o.Jy =0,

9,8 = 0,

puede probarse que la accién no cambia. La prueba es similar a la del caso anterior, y

la omitimos por brevedad.

Para hallar las ecuaciones de movimiento debemos tomar en cuenta la existen-

cia de dos campos A y B independientes, por lo cual se obtienen dos ecuaciones de
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movimiento a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Comencemos con el campo

A

)

o,
0(0.A45)
o 0(e"A,0,Bx + J4A,) \
_ _ (omrgh BY — (oA 8
0Ag DAg - (8M 0,0, Bx + Jﬁéﬂ) - (6 Ov By + JA) ’

entonces la ecuacién de movimiento es:
89 B, = —J. (2.29)

Repetimos el mismo procedimiento para el campo B,

or  0(eMrA,0,B\+ JiB
G T )
0B 0B g

el otro término es,

oL . a(;,:MV/\A#aVB)\) _ UV Bsa) _ poB
% (g ) = (Mo ) = o (i) =0 ().

y la ecuacion queda de la siguiente manera:
"By A, = —Jp. (2.30)

Las ecuaciones de movimiento (2.29) y (2.30) pueden resolverse de manera inmedia-
ta observando que son formalmente idénticas a la Ley de Ampere, y por tanto, sus

soluciones se pueden escribir en la forma de la integral de Biot-Savart con R = |z —2/|:

B,(z) = ;/d?’x’ (5“”)‘ (85’” (;)) Jﬁ(:z:')) , (2.31)

Au(z) = 417T / &’ <6W <ai/v (;)) Jﬁ(:ﬂ)) . (2.32)

Aqui se ha hecho uso de la independencia de la métrica, para escoger la métrica Eucli-
dea a la hora de expresar la solucién. Debe resaltarse entonces que no hay distincion
entre super y subindices. Esto vale también para el caso de teorias topoldgicas en 3+1,

que estudiaremos en la préxima seccion.
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2.2.2. Formulacion Lagrangiana de la Teoria BF Abeliana en
D=3+1

Consideremos ahora la extensién de la teoria anterior al caso de dimensiéon D=3+1.
Este modelo se estudiara a lo largo del presente trabajo con el fin de obtener invariantes

topolégicos a partir de su formulacion Hamiltoniana. La accién viene dada por[2]
Sor = [ d'e= Bud, A, + [d'esra,+ [ oK B, (2.33)
El campo B, y su corriente asociada K*” son antisimétricos. Las expresiones de

las secciones anteriores para las transformaciones generales de coordenadas se extien-

den a D = 3 + 1, solamente se aniade ahora

ozt Ox”
Buwr = 5 B (2.34)
., 1 M’ v
KAV = K O’ 0z” (2.35)

B det(T) Oz Oxv
Sustituyendo las expresiones para las transformaciones de coordenadas en la accion,
y procediendo de manera similar a los casos anteriores se puede ver que la teoria
es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. A la vez, la accién es

independiente de la métrica y por lo tanto se tiene una teoria topolédgica.

Las corrientes deben ser conservadas para que la teoria sea invariante de calibre:
o,J" =0, (2.36)

9, K" = 0. (2.37)

Las transformaciones de calibre son las siguientes:
A, — A, + OA, (2.38)

B/u/ — B;w + aufu - auf;u (239)
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que al sustituir en la accién conducen a:

Spp = /d%s“"A”(Bm, + 0, f, — 0 fu)Or(A, + 0,A) + JH(A, + 0, A) + KM (B + 0ufu — 0ufu),

— Syt / d'ae (9, f, — 0,£.)00A, + / d*z I OpA + / K", f, — Ouf).

Es facil ver, luego de integraciones por partes, del empleo las condiciones de borde
habituales para los campos en infinito, y de propiedades elementales de simetria de
tensores, que los tres dltimos términos de la expresion anterior se anulan, por lo tanto

se establece la invariancia de calibre la invariancia de calibre de la teoria.

Para obtener las ecuaciones de movimiento respectivas, hacemos uso de la ecuacién

de Euler-Lagrange. Necesitamos las siguientes derivadas

or  0(e"VBud,A, + J' A, + K" B,,)

0Aq 9A, =%
VA v VA
or 0 <5u ’B,0,A, + JHA, + K" BW) _ 0 (gu pBW&/Ap) _wap
0(0,A,) 0(0,A,) 0(0,A,) m
Se tiene entonces
M9, B, — J* = 0. (2.40)
Con el campo B, se hace lo mismo.
oL
— K@B 08Ap A
3395 +¢€ 8)\ p
oL
— ==,
8(@395)
por lo tanto,
e\ A, + K% = 0. (2.41)

Las soluciones de las ecuaciones de movimiento vienen dadas por:

Bao(z) = 2(4177'2) /d4x’5a97p ((‘937 <|x —1x’|2>> Jo (2", (2.42)

Ag() = 2(41#) [t ( aiw (Ix _1:6,'2)) K% (). (2.43)
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Para obtener estas soluciones, se ha hecho uso nuevamente de la analogia de las ecua-
ciones con la Ley de Ampere (esta vez en cuatro dimensiones). Asi mismo, se esta

tomando la métrica cuadridimensional como la Euclidea.

2.3. Formulacion Hamiltoniana

La formulacién Hamiltoniana o Canénica representa un método alterno al La-
grangiano para describir la dinamica clasica de los sistemas fisicos. Resumiremos bre-

vemente dicha formulacién para los casos de particulas y de campos|6].

Dado el Lagrangiano L(g;,g;) de un sistema de particulas, definimos sus momentos

canonicos por

_ oL
o

pi (2.44)

A partir de aqui, y suponiendo que

0L
det | —— 0, 2.45
(8%’3%’) 7 ( )

se podran despejar las velocidades en funcion de las coordenadas y los momentos

generalizados. Se define entonces el Hamiltoniano como
H(qi,pi,t) = Yipidi — L(qi, 4is 1), (2.46)

y se puede probar que las ecuaciones de Lagrange son completamente equivalentes a

las ecuaciones de Hamilton

. 0OH
: 0oH
Bo= (2.48)

La formulacién Hamiltoniana es particularmente ventajosa con miras a realizar la cuan-
tizacion canodnica de los sistemas mecanicos. Para el caso de campos, el procedimiento

es similar. Se definen los momentos conjugados de los campos

oL

==,
9

(2.49)



Capitulo 2: Aspectos Generales de la Teoria de Campos 15

y se despejan las derivadas temporales de los campos en funcién de los momentos,
supuesto que el sistema sea regular, esto es

0L )
det | —=- 0. 2.50
(5‘%8% # (2:50)

La densidad Hamiltoniana se define H se dedefine entonces como
H=mrp— L. (2.51)

y su integral es el Hamiltoniano H. Se puede demostrar que las ecuaciones de Euler-

Lagrange son equivalentes a las ecuaciones candnicas

H

o, = 0 ; (2.52)
(571'1'

) oH

Aqui, se ha hecho uso de la derivada funcional, que se define como
/ dz 76¢ (2.54)

El objeto gg(‘b; explica como transforma el funcional si la funcién ¢(x) es variada en el

punto z [3].

2.3.1. Corchetes de Poisson

Una vez desarrollada la formulaciéon Hamiltoniana se introducen los corchetes de

Poisson de la siguiente manera:

0A0B 0B 6A> (2.55)

(8= (5050 - 5o
donde A y B son funciones que dependen de los momentos conjugados y de las coor-
denadas generalizadas. Los corchetes fundamentales son los que se muestran a conti-
nuacion:

{Qi7 Qj} =0= {pz’,pj}7 (2'56)
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{aipj} = 05 (2.57)

Los corchetes de Poisson satisfacen las siguientes propiedades:

1. {Ak}=0, con k igual constante.

2. {A,B}=-{B,A}.

3. {A+B,C}={A,C}+{B,C}.

4. {A,B C}={A,B}C+{A,C}B .

5. {{A,B},C}+{{B,C},A}+{{C,A},B}=0 (Identidad de Jacobi).

La dindmica del sistema se puede expresar de la siguiente forma en funcion de los

corchetes de Poisson:
. 0
flam) = {5 HY + O (2.5%)

En teoria clasica de campos conviene introducir los corchetes de Poisson

VAOB dBJA
— D (2222 —7 _ ZZ7°7
Los corchetes fundamentales seran:
{#a(@), (@)} = {ma(), m(2)} =0, (2.60)
{@a(@), m(y)} = 50" (x — ), (2.61)
y la evolucién temporal en términos de los corchetes de Poisson satisface[10]
: SF(t) - IF(t) .
0= [ (55500 - 5050 = (R 1) (262
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2.3.2. Meétodo de Dirac

El método expuesto anteriormente es valido solo para aquellos casos en los que se

pueden despejar las velocidades en funcién de los campos y los momentos conjugados,

Qn = Qn(Qap)a

es decir, aquellos en los que se cumple

0*L
det (3%8%) #0

Existen casos donde no se pueden despejar dichas velocidades en funcion de los
campos y de sus momentos conjugados, por lo tanto, se generaran los siguientes vincu-

los:
¢m(QTL7 pn) = 07

donde m =1, 2, .....M indica el nimero de ligaduras que se pueden generar. Estas liga-
duras son llamadas ligaduras primarias. Dirac propone un método alternativo tomando
en cuenta la ligadura mostrada anteriormente, manteniéndose dentro del formalismo

canénico. El método de Dirac propone el siguiente Lagragiano|14]

L* = L(q>p) - U’m¢m(£]napn)a (263)

donde w,, son multiplicadores de Lagrange y &,,(gn, p,) son las ligaduras primarias del

sistema. Aplicando el principio variacional se escribe la ecuacién de Euler-Lagrange

afory o
dt \ ¢ o,

donde & = (¢n, Pn, ®m). Considerando lo anterior se define el Hamiltoniano incorpo-

de la siguiente manera

rando las ligaduras,
H*(qi,pi) = H(qi, pi) + Um®Pm (i, pi), (2.64)
por lo tanto, las ecuaciones de Hamilton toman la siguiente forma

T (2.65)

pi =
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. OH*(qi,pi)
o= 200 (2.66)
dm (i, i) = 0. (2.67)

Para describir la dinamica se introducen los corchetes de Poisson, que son:

Qn = {Qn7 H*(QHapn)}a

pn - {pna H*(Qnapn)}

Las ligaduras no se sustituyen en los corchetes directamente ya que las mismas afectan

la dinamica del sistema, esto se indica introduciendo la notacion
¢ =0,

el simbolo = quiere decir débilmente cero. Para garantizar la consistencia de la dina-

mica es necesario preservar las ligaduras en el tiempo, entonces

De lo anterior se pueden generar cuatro casos diferentes:
1. Una inconsistencia tipo 1 = 0. Indica que el el Lagrangiano genera ecuaciones

de movimiento inconsistentes, al ocurrir esta situacion el problema debe replan-

tearse.
2. Una igualdad tipo 0 = 0. Esta puede ser satisfecha de dos maneras:

(a) La expresion resultante del corchete de Poisson es igual a cero.

(b) La expresién resultante del corchete de Poisson es funcién de las ligaduras,

y se anula debido a estas.

3. Se encuentran nuevas relaciones entre los p, y los ¢,, independientes de las

ligaduras primarias y que son llamadas ligaduras secundarias:

Uk(Qnapn) = 0.
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4. Se encuentran relaciones que permiten hallar los u,, en funciéon de los p, vy los
qn, de la forma w, = u;,(qn,pn). Al ocurrir esta situacién, el proceso se repite
hasta que solamente ocurra el paso 2 o 4, porque si ocurre 3 se tiene que repetir

el proceso.

Las ligaduras primarias y secundarias las reunimos en la expresién(con j = 1,2,3, ....., J)

pi(q,p) = 0.

Se define que un objeto O es de primera clase si cumple

{0, pi(q,p)} = 0,V;.

y de segunda clase si

{0,p;(q.p)} # 0,

para por lo menos un j.

El Hamiltoniano conmuta con todas la ligaduras, por lo tanto es un objeto de

primera clase. Las ligaduras pueden ser de primera o de segunda clase.
Si todas las ligaduras son de primera clase se cuantiza de la siguiente manera(con

c=h=1):

1. Los corchetes de Poisson se convierten en conmutadores y los observables clasicos

pasan a ser operadores cuanticos en el espacio de Hilbert:
{ai, v} — —ilds, Byl (2.68)
(Gi, Dj] = ;. (2.69)
2. La ecuaciéon de Schrodinger de la teoria es:

0 .
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3. Las ligaduras seran operadores cuanticos. Definimos los estados fisicos como

aquellos que son aniquilados por las ligaduras de primera clase.

A

I/Jj(%wpn)"ljt> =0 vj‘ (271>

A diferencia de la formulacion candnica estandar, el espacio de Hilbert esta res-
tringido a causa de las ligaduras primarias, las cuales actian sobre los kets fisicos

aniquilandolos.

Cuando las ligaduras son de segunda clase, se calculan los corchetes de Poisson

entre ellas, y posteriormente se construye la matriz (Cgx) que es la siguiente:

0 Dasxet Dasxst - et
{x2, x1} 0 {x2: xs} - {x2.xx}
Cri = : : : . : . (2.72)
{Xexat Odoxet eoxsh - 0

Dirac probé que el determinante de la matriz (Cyy) es distinto de cero, por lo tanto,
el nimero de ligaduras de segunda clase ha de ser par, ya que esta es antisimétrica,

este hecho garantiza la existencia de un matriz inversa (Cyy )1,
(Crrr) ™ (Crorwe) = O (2.73)
A continuacién se definen los corchetes de Dirac
{A, B} = {A, B} — {A x»}Cw{xw, B},

que cumplen las siguientes reglas:

L. {fag}* = _{ga f}*
2. {nf,g}" =nh{f g} +{h,g}"f.
3. A{fig+hy ={f.g} +{f h}"
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4 A Ag, by +H{g, {h f1} +{h.{f, 931" = 0.

La dinamica estara dada por

f={f HY}. (2.74)

Para proceder a cuantizar se siguen los siguientes pasos:

1. El algebra de los corchetes de Dirac es reemplazado por un &lgebra cuédntica
de conmutadores y los observables clasicos pasan a ser operadores cuanticos

autoadjuntos.
{ai, pi}" — —ilds, D). (2.75)
2. La dinadmica esta descrita por

0

3. Las ligaduras de primera clase pasan a ser operadores cuanticos, siendo los esta-

dos |¥) anulados por dichos operadores.

i) = 0V, (2.77)
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2.4. Formulaciéon Hamiltoniana de una teoria BF en D=2+41

El objetivo de este trabajo es encontrar diversos invariantes topolégicos partien-
do del Hamiltoniano on shell de teorias topoldgicas, por ello es necesario realizar la
formulacién Hamiltoniana de las teorias desarrolladas anteriormente. Empecemos con

la teoria BF en D =2 + 1,
Spr = / & ("7 A,0,B, + JEA, + JLB,).
Necesitaremos la descomposicién 241 de la acciéon

SBF = /d?)l‘ <{€0ijA08iBj + €i0jAz‘@ij + 5ij0Ai8ng} + {JEAO + J}L‘AZ} + {JE’BO + JZBBZ}> s

_ / Bz ({7 A0 B; — €9 Aidy B, + € A0 Boy + {5 A0 + J4A} + {5 By + Ty Bi})
Considerando la derivada total,
8]- (AZB()) - (@AZ) B() + Az (a]Bo) 5

al aplicar el teorema de Gauss, aplicando las condiciones de borde usuales, queda lo

siguiente:
SBF = /dSQZ' ({5”1408@-3]- — €iinﬁij — Sij (@Al) Bo} -+ {JBXAO —+ quAz} —+ {JgBO —+ JlBBZ}) .
De lo anterior leemos directamente la densidad Lagrangiana a primer orden

' = ({e7400:B; — €7 Ai00B; — €7 (9;A1) Bo} + {JS Ao + J4 A} + {J3 By + T3 Bi})

(2.78)
Definimos los momentos conjugados
oL 0
- = ¢1, 2.79
04, Ty =$1 ( )
i = oo, 2.80
0B, T = ¢2 ( )
or _ —cA; = 7). (2.81)

0B;
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Las 2 primeras ecuaciones definitorias de los momentos conjugados se consideran li-
gaduras, mientras que la tltima no. Si se toma en cuenta que —e” A;9yB; equivale al
término m¢, a través de la transfomacién de Legendre (2.51) la densidad Hamiltoniana

se escribe
H = —{e"A0;B;} — €7 (0;A;) By — {J3 Ao + J4 A} — {JpBo + JpB;},(2.82)

Reconocemos entonces a ‘H como la densidad Hamiltoniana, y a los campos Ay y By

como multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras:
€ijal'Bj + Jg = 0,
Sijain + J% = 0.

Siguiendo el método de Dirac, preservamos en el tiempo las ligaduras primarias, cal-

culando su corchete de las ligaduras con el Hamiltoniano,

(i), B} = [ Pafr(@). = A (0.8, + J5) = Bo (7 (0.4)) + J§) — (J4d) = (JB)},
= e99;B; + J\ = ¢3 = 0.

De igual manera

[my(e), H'Y = [ d2o{nl,— Ao (90 + J8) = Bo (7 (i) + J§) — (J4Ai) — (JB1)},
= e"9A;+ Jg = ¢y =0,

se preservan asi mismo las dos tultimas ligaduras obtenidas, en el tiempo

{¢s(x), H'(2")} = {0:B; + J}, H ()},
= 0,

{@a(w), H'(2")} = {"0;Ai + Jp, H'(2)},
= 0.

Lo anterior se resume de manera mas ordenada como sigue:



Capitulo 2: Aspectos Generales de la Teoria de Campos 24

Ligadura Primaria

— -0
91—7TA

Ligadura Primaria

— -0
92—7‘-3

Ligadura Secundaria | 03 = £70,B; + J4

Ligadura Secundaria | 6, = £7°0; A; + J}

Al no obtenerse mas ligaduras el procedimiento de preservacion de ligaduras fina-

liza. Calculamos los corchetes de las ligaduras:

{1, @2}
{1, 03}
{1, ¢4}
{2, 03}
{2, 4}
{3, 0a}

(7} = 0

{7%,e"0;B; + J%} =0,
{7%,e90,A; + J3} =0,
{n%,90,B; + J4} = 0,

{n%, 70, A; + Jp} =0,
{e90,B; + JY,&"M0,A, + J3},
e OB o))

L O? C 9

El altimo corchete se hace cero al contraerse un tensor simétrico con uno antisimétrico.

Se tiene entonces que todas las ligaduras son de primera clase. Esto es un reflejo del

hecho de que todas las ligaduras estan asociadas a simetrias de calibre de la teoria.

A efectos de la cuantizacién, que no abordaremos en este trabajo, todas las ligaduras

habrian de ser impuestas como restricciones sobre el espacio de Hilbert, mientras que

los corchetes de Poisson inducen los conmutadores de la manera usual [2,3].
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2.5. Formulacion Hamiltoniana de la Teoria BF en D=3+1

En la busqueda de invariantes topolégicos en D = 341 a partir de la formulacién

Hamiltoniana, se retoma la teoria propuesta en la seccién (2.2.2).
Spp — / d'ze B, 0,A, + / d'zJr A, + / A K" B,,.
Como en el caso anterior, se realiza la descomposicion espacio-temporal
SBF = /d4l‘ (6OijkBOiajAk + €i0jkBioajAk + 5ij0kBij80Ak + EijkOBijakAo)
+ / d'z (1°Ag + J A + K" By + KYBy) |

Empleando
O (BijAo) = Ok (Byj) Ao + BijOk (Ao)

se tiene
Spp = / d'x (a“o’fBijAk + Boi{26%%0; A + K%Y + Ag{J° + ™90, Bi;} + {J'A; + K”‘sz}) .
El Lagrangiano queda

L' = (7% By A + Boi{2e"%0; A + KU} + Ao{J° + %90, By} + {J'Ai + KV Byj}) .
(2.84)

Los momentos candnicos se definen mediante

aAO = Ty = ¢17
oL

aAk - ]kBij = ﬂ-,kzlv
8B'Oi - 71-B - ¢27

de nuevo reconocemos ¢ v ¢ como ligaduras primarias, mientras que la segunda re-
lacién establece que €% B;; es directamente el momento conjugado de Ay. La densidad

Hamiltoniana es

H' = —Bpi{2e"7%0; A + K"} — Ag{J® + ™90, B;;} — {J'Ai + K7 B;;}.  (2.85)
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Estudiemos la preservacion temporal de las ligaduras primarias. Se tiene
{onHY = [dy{r@), H ()},

- _ /d3y (JO + EOkijakBij) {m(@), Ao(y)},
= — (JO —+ €0kijakBij) = ¢3,

igualmente con ¢o

o0 H'} = [dy{nfl@). H )},
= — /d3y <2€0ijkajAk + KOZ) {W%(ZL‘), BOi}a
= — (2"%0; A + K) = .

Toca preservar ¢3 v ¢4; es sencillo ver que

{¢37HI} = 07
{¢4,HI} = 0

Se resumen las ligaduras en el siguiente cuadro

LigaduraPrimaria b =79
LigaduraPrimaria Py = Y

LigaduraSecundaria | ¢3 = — (JO + €0kij8kBij>
LigaduraSecundaria | ¢4 = — (2&?Oijk8jAk + KOi)

Proseguimos estudiando de qué clase son las ligaduras. Para ello calculamos

{61,602} = {mh(2),7H(w)} =0,

{61,853 = {7%(x), = (J° +"90:B;)} =0,

{61,64} = {m(x), — (22°7%0;Ar + K")} =0,

{62,5} = {mf(@),— (J"+"0By)} =0,

{03, 0} = {=(J+"0xBy), — (270 A + K”)} = 0.

26
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Luego de ver que todas las ligaduras son objetos de primera clase, lo siguiente seria
implementar los postulados para la cuantizacion de la teoria, pero esto no lo aborda-
remos en este trabajo, visto que nos interesa la obtencién de invariantes topolégicos

por métodos clasicos.
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CAPITULO 3

INVARIANTES TOPOLOGICOS A PARTIR DE LA
ACCION Y EL HAMILTONIANO ON-SHELL

En esta seccién se procedera a calcular invariantes topoldgicos a partir de la
accion on-shell de las teorias BF. Comenzaremos revisando estudios previos en los que
se consideran invariantes relativamente sencillos, tanto en dimensién 241 como 3+ 1,

para luego estudiar con detalle invariantes altamente no triviales [2,3,4].

3.1. Invariantes Topolégicos a partir de la Acciéon on-shell de
la Teoria BF en D=2+1

Consideraremos las ecuaciones de movimiento de la teoria B-F en D = 2 4+ 1,
con corrientes especificas, con las cuales se calculara la acciéon para hallar invariantes

topologicos interesantes. Recordemos que las ecuaciones de movimiento son:
eMA0, Ay = J,

9, By = —J".
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Las soluciones son las siguientes:

Bi(z) = ; / &z’ (5’\9” ( aife (;{)) Jf,(f)) , (3.1)
Ay(x) = 417T [ (M) ( aiw (;)) Jg,(x’)> | (3.2)

Con estas soluciones se vuelve a la accién (2.25) y en ella se sustituyen, para obtener:

Spr = / d*zB,J5,. (3.3)

Escogemos ahora las corrientes de la formal[2,3]:

Jo(x) = ¢ dPa'6*(x — '), (3.4)

B

Ji(z) = ¢ d°2d'8(x —2). (3.5)

YA

Esto corresponde a corrientes filiformes con soporte en curvas cerradas. Las corrientes
son claramente conservadas. Sustituyendo las corrientes y el campo B en la accién se

llega a:

S — _1/d3%d)\,/53 )/di}/)\@p
0s A .

—1 0 1
- - d)\ 4P ! )\Gp
47T ﬁB x('yA e al’/e R)

Lo anterior es una expresién analitica del nimero de anudamiento de Gauss, que es el

= dP " 53 "
i f =)

primer invariante de nudo que apareci6 en la literatura. Se puede reescribir de manera

que su interpretacion resulta transparente. Renombrando

0 1
A _ pptnp (92
C Md:r (8:5’9R>’

se obtiene:

1
[ — f PO,
4 B

Empleando el teorema de Stokes

/l o /S dSHr, C,
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-1
0s — d pe
S pm /SB Spe™05C,

se sustituye C,,

_;1 A _ABy % P 0P il
Sos - 4 Sk dSBg 85 ’YAdxg 81./9R

_ ;1 ABY ~v0p A P! 0 0 l
T ar /SB 455 d 028 \ 02 R) )’

considerando e8e¥0r = §A0 58 — §Ar§P0

_ =L ronassn _ oo A ps O (O 1
S, = 4W(55 (55)SBdSB dxaxﬁ 507 ]

- L((fssd*gk}’{ " (6:6’%)) </SBdSA7£AdM <£'9;>>)

El primer término se hace cero y por lo tanto se obtiene lo siguiente:
1 0 0 1
SOS:—/dSAfdA’ -1,
4 ( Sp 0z? \ 0z R
-1 0 0 1
- d A % d)\ / -
4T (/SB S5 ya ¥ 0a0 (89&’9 R)) ’

y utilizando finalmente la identidad V (%) = 47163 (z — o) se llega a

—_

—1
Sps = — < dSA A Ar 3 (v — 2 ) S dSA 63 (e — ). 3.6
/SB B YA ( ) /SB B YA ( ) ( )

A

La integral de superficie depende de la variable x y la integral de linea depende de
la variable 2. Esta expresion del nimero de anudamiento de Gauss es interesante por
lo siguiente, en primer lugar es invariante bajo cualquier transformacion general de
coordenadas e independiente de la métrica. Por otra parte, se observa que la expresion
recibe contribucion sélo en caso de que la curva v, atraviese a la superficie Sg. En
ese caso, el elemento de superficie y el elemento de linea conforman un volumen no
degenerado, de modo que la delta de Dirac contribuye e indica que se ha producido un
corte. Y este flujo de una curva a través del area bordeada por la otra es precisamente

lo que cuenta el niimero de Gauss.
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vB
we i,

Figura 3.1: Numero de Gauss

3.2. Invariante Topolégico a partir del calculo de la Accién
on-shell en la Teoria BF en D=3+1

En esta seccion se calculard la accion on-shell de la teoria BF en D = 3 4+ 1
dimensiones, para ello se parte de la accién (2.33), y sustituyendo las ecuaciones de

movimiento adecuadas en la accién
prya I (o
€ 0B, —J* = 0.

9\ A, + K% = 0.

se obtiene

S, = / d'z " A, (3.7)

donde el campo A es solucién de las ecuaciones de movimiento senaladas anteriormente

Ao(w) = 2(417r2) / da'eh?? (aﬁw <|x —1 x’|2>> K2l

Por analogia con el caso 241, consideramos corrientes con soporte en una curva y en

una superficie cerradas, de la formal[2]

JO(x) = ]{M d’ 2’ 6% (x — '), (3.8)
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K" (z) = s dsP?(2")6*(x — o). (3.9)

Estas corrientes son conservadas, y son también independientes de la métrica y co-

variantes bajo transformaciones generales de coordenadas. Sustituyendo en (3.7) se

tiene

Sos =

0 1
0, .1 c4 4,1 Ovpp PO (N SA (! I
?gAd 2" 5% /d r'e (695’7 <2>> . dSP? ()% (2" — 2,

0 1
_ 0 PP ( 11\ 0VPP _
Sos 2(4#2) A e Sp 45 (@ )e (8:6’7 <R2>> '

Utilizando el teorema de Stokes y recordando que d¥*" = %5“”9’\6189,\,

_ 1 A Bkt PP ( I\ ~TVPD 8<1)
S = g /SAdSﬂn(x)e 0, ngdSB @) (5 (2

1 0 0 1
— Ks TBNK T’ypd)/ A f PP (0 () )
4(472) = F Sa dSﬁn(:v) Sp A (v )895’“ ox'r \ R?

En esta expresion, la superficie S, es cualquier superficie cuyo borde es la curva
7. Usando ahora la identidad e™%e™P¢ = §57(§1P§KO — §195KP) — 5P (5171570 — 519577 ) -
589 (§mM§rP — §MPERP), se tiene

_ 2 PP PP (0 9 9 <1>
Sos = 4(47?2)k5 [ Sa A5 (x) %93 A (v )890’7 ox" \ R2 '

Finalmente empleando V2 (%) = —4726*(R), se obtiene

Sps = —i [ s 74 dSee (') ()64 (z — o).

El resultado anterior es un invariante similar al nimero de Gauss, que mide el nimero
de anudamiento de la superficie cerrada Sg con la curva abierta 4, en cuatro dimen-
siones. Esto es lo mismo, aunque es dificil de visualizar, que el nimero de intersecciones

entre la superficie cerrada Sp con cualquier superficie abierta S4 con borde en 4.
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3.3. Hamiltoniano on-shell de una teoria BF en D =2+ 1

En las secciones anteriores se estudié la obtencién de invariantes topologicos par-
tiendo de la accién on-shell. Veremos que es posible, a partir del estudio del Hamilto-
niano on-shell, encontrar proyecciones de dichos invariantes en las variedades espaciales

correspondientes, si se consideran corrientes apropiadas en cada caso.

Para la teoria en 2+1 dimensiones, escojamos las corrientes siguientes[2,3]

8% (x — xo), v =0
Ji(z) = ( ) e (3.10)

J4(x) = (3.11)

¢ dye o —y)v =i
B

Partiendo de (2.83) el Hamiltoniano on-shell queda como sigue
H. = - / d2y (J\A; + T4 B;)

el campo B viene dado por (2.31) y (2.32)

1w
Bt — = / A
4 v Rz

asi pues se tiene

2

20] _
-2 i o)
— |2+ |z — x0/|?)?

poo ﬁ/@2<z%vx—x@R>

_ i ij (55_330)
= 27r€ 7“33_&70‘2), (3.12)

que al sustituirlo en el Hamiltoniano produce

P 2 ij (x — xo)? P2/,
H,, /d <2W |x_x0|)/dy5(x y)>,

—e¥ / (y — xo)
= dy'-F——. 3.13
27 Jap Y |y_$0|2 ( )
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Si hacemos coincidir el punto xy coincide con el origen del sistema de referencia,
entonces, como r = y — xy, Vemos que:

12

. (r®) 2 (r®
Hy=—— [ a e
= or S Y 02+ @2 T 2r L, Y G024 @y

_ (2) _ 1)
21 Jyp 7 (rW)2 4+ (r@)2 0 27 Sy 7 (rM)2 4 (r(D)2

Pero se tiene que

@) 8arcotang e darcotang (o
d | arcotang T = ( ) @ 4 (Tm)dr(?)
G o

B dr dr(z)
o r(l)

< <1>dr<2) _ 2>dr(1>>

Y

por tanto

H, =

os

[\ [\}
\"ﬂH

r?
/v arcotang i)
-],

(3.14)

La tultima integral muestra que el Hamiltoniano on-shell mide el angulo barrido por
la curva g, medido desde el origen(o en general desde un punto xg), entonces el
Hamiltoniano on-shell seria una proyecciéon del nimero de Gauss en el plano: como se
ve en la figura 2.2 el resultado de la integral serd 27 si el punto x( se encuentra dentro
de la curva vp y segun la figura 2.3, serd cero si el mismo se encuentra fuera de la

curva.
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Figura 3.2: Hamiltoniano on shell D=2+1, X, dentro de v

Figura 3.3: Hamiltoniano on shell D=2+1 X, fuera de v

3.4. Hamiltoniano on-Shell de una teoria BF en D =3+1

Consideremos ahora la teoria BF en dimensién 3+1. El mayor niimero de di-
mensiones permite ahora contar con mas casos de corrientes sencillas, cuyas acciones

on-shell asociadas conduciran a invariantes topolégicos simples, como mostraremos.

3.4.1. Casol

Comencemos considerando las corrientes|2]

de'6*(y —x) ,a =i
Ja(y) = A )
0
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]{ dz'6*(y —x) ,a=iB=0
VB
K*(y) =1 ¢ La=08=0(

0 ,a =i =]

donde 4 y 7p son curvas cerradas. De las ecuaciones (2.42) y (2.43) se retoma el

campo
1 gkz]KOsz
Ak(r) = [ @
@) = Sy | T
1 kij (z — y)j
= € ”7{ dy*
24 S )t

sustituyendo en el Hamiltoniano (2.85), se obtiene

H, — / PrJ* Ay,

NI
— k”/dgl’]{ d$//k5 —r )% d:(,’/i (J} :13)3,
B (x —2')2

(x —2)
— € 3?{ da* do""~———— | |
47T YA B x—gj’ 2

:_1/ xdmaa1

-
M

2(4m? B Oxi Ozi R?’
1
= — ds’y( dz''6*(x — ). 3.15
2(4772 SA A - ) ( )

El resultado anterior es el nimero de Gauss, que fue explicado con detalle en la seccion

3.1.

3.4.2. Caso 11

Con el fin de obtener otro invariante interesante, se propone la siguiente corriente:

Br—x9) ,a=0
Ja(y){ ( ) } (3.16)

K’aﬁ(y) - ‘ RE (3.17)
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En estas expresiones, Yp es una superficie cerrada, y xo un punto arbitrario. Reto-

mando las ecuaciénes (2.42) y (2.43),para el campo B se tiene

1 5 6)‘“VJO(x/)(x . :L’/)k
BW,($) = 2(47r2) /d LU/ R3 y
1 M (z— xg)’\

T o) R’ (3.18)

que al sustituir en el Hamiltoniano (2.91)

H,, :—/ﬁﬂ@&ﬁ
1 . (gj — Qjo)k
- _ d3 K kij :
2(4m2) / vhRTe |z — z0|?’

1 3 ij3_1>kz‘j(1’_$0)k
- 2(47T2)/dx<53d235 (x—2a'))e

|z — xo]3’
k
_ 1 ]{ dzggkij (z — o)
Sp

2(472) |z — xo]3”
1 (z — x0)k
_ ds, 2 )
(472) %@B Ml =zl
1 1
- - d=——""0
(4n2) Js,y (4n2)” "

donde g es el angulo sélido subtendido por la superficie desde el punto g, y es igual
a un multiplo de 47, dependiendo de cuantas veces y con qué orientacion la superficie

encierre al punto. Claramente esto representa también un invariante topolégico.
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CAPITULO 4

HAMILTONIANO ON SHELL PARA UNA CORRIENTE
ESPECIAL EN D=2+1

En este capitulo revisaremos el estudio de una extension del invariante de Gauss
en el plano, esto es, del invariante que mide el nimero de vueltas con el que una curva
cerrada circunda a un punto en el plano. Esta extension fué obtenida en la referencia
[3,4], a partir del calculo del Hamiltoniano on-shell de la teoria BF acoplada con ciertas
corrientes especiales, de caracter topoldgico, que revisaremos enseguida. El invariante
en cuestion, que se obtiene por este método, puede verse como una proyeccién en
el plano de un invariante tridimensional que detecta el anudamiento de los Anillos

Borromeanos [13], que serdn también estudiados mas adelante.
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4.1. Invariante especial en D=2+1

Para el estudio que haremos sera de utilidad introducir los siguientes objetos

geométricos:

1. Factor de forma de una curva en el plano:
TV (7) = /vda:”’(SQ(x —1'). (4.1)
Este elemento transforma como una densidad tensorial.
2. Extension bilocal del factor de forma:
T(;is,yy — /de/,u/o dy,y(52($ . flfl)6<y o y/) (42)
Este elemento transforma como una densidad tensorial.
3. Factor de forma superficial:
Fr = / d*2'6*(x — a'). (4.3)
by

Este elemento es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas e

independiente de la métrica y es una 0-forma.

4. Gradiente del objeto F>:

8 v /
Guly, 08) = 5 Ty =5 /62 "6 (z — o). (4.4)

Este elemento es una 1-forma que por tanto es covariante bajo transformaciones

generales de coordenadas.

A partir de los objetos definidos anteriormente, consideremos la cantidad

1GYGPFO) = [ @GR FO + [ @ [ @yi=glgl),  (@5)
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donde GM y G@ estan asociados a dos curvas abiertas 7, y 7o , respectivamente,
que comienzan en el infinito, y F(3) esd asociado a una superficie cerrada que se
encuentra bordeada por la curva 3. Finalmente Tt ;x’jy] es un factor de forma bilocal
antisimetrizado, asociado a la curva 73, que detecta dos tangentes a una misma curva
con un orden especifico. Por su construccion, se aprecia que I no depende de la métrica
y es un invariante bajo cambios generales de coordenadas. Es entonces un invariante
topologico, asociado a las curvas 1, 2 y 3. Veremos a continuacién que en realidad, no
depende de la forma de las curvas abiertas 1 y 2: s6lo depende de sus puntos finales,
siempre y cuando éstos no estén circundados por la curva cerrada ~3. Para probar
esto, consideremos dos curvas 7, y 711 que compartan sus puntos de inicio y final.

Calculemos la variacion que experimenta I cuando cambiamos entonces de curva 1

segun lo dicho anteriormente:

Al = / P AGYVGP FO) 4 / &2z / 2y T AGH G (4.6)

Jy o

donde

A = g — g,

= 8ij(T(jff) - T(lz))»
= G =-a.F".

Comencemos con Al

AL = [ deagPgl Fe),

= [ e (-0, FOGRF,
J z z Jj

= [ e (0 (FOGFP) - FO(0,60)FF — FUGE (0,7))

jx z Jj

_ /d2x8ij (fél)(am (2))]:953) +]:(1)g(,i)(3m]:£3))) . (4.7)
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El otro término lo llamaremos Als:

AL = [ & [a@yTitaglal),
_ /d2$/deTs[ix,jy](_8ixf-:£1))g](§)
_ —/de/de (am(T?Eix,jy]]_-él)g](z)) _ am(T?Em,jy})]_-él)g](_z)%
= [ &% [ @y (oG (4.8)
Necesitaremos las ligaduras diferenciales siguientes, cuya prueba se encuentra en el

apéndice A
O, THIY = (—52(x —x0) + 52(x — y))ij, (4.9)

Dy T = (8*(y — wo) — 6*(y — x))T™. (4.10)

De ellas se desprende que

0TI = (T — T — (2 —y) — B — s T (411)
sustituyendo
AL, = —/d%c/d? (62(x —x(?’)) — 82(x —y))) T FIGE
= / d*x / d*yo®(x F{ gjy Ty — / A2 / d2yTiv6%(z — oY) f;ﬁl)gﬁ).

Uniendo AL + Al,

Al = [ i FD (0,02 F + / dae FVG (0, FD)
[ [@yse -y FOGYTY — [ [ @ysde - o) TP FOG)

_ / Pxel FO (8,62 FP + / LT FVGE (0, FP)
+ [ @aFOgRTy — [y F 6y,
que con el empleo de

— 0, F2 = ¢ dae;0%(x—a') =GP (4.12)

ox
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resulta
Al = /d%gijf;”(amg}ﬁ) )F® — /d2y.7:(1)g(-i)T§x —l—/d%]ﬂﬁl)gj(i)Tgy /d2yij}" g]y