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2.4. Función de Distribución Emṕırica y el Principio Plug-in . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4.1. El Principio Plug-in . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.5. Error T́ıpico de la Media y Estimación del Error T́ıpico de la Media . . . . . . . 32

2.5.1. El Error T́ıpico de la Media . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5.2. Estimación del Error T́ıpico de la Media . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.6. La Estimación Bootstrap del Error T́ıpico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Introducción

La Estad́ıstica es la ciencia del aprendizaje a través de la experiencia. Es la ciencia con base
matemática referente a la recolección, análisis e interpretación de datos, que busca explicar
condiciones regulares en fenómenos de tipo aleatorio. Originándose alrededor del año 1650, esta
rama de la matemática ha evolucionado de manera tal que muchas de sus técnicas forman las
bases de los métodos anaĺıticos de diferentes áreas de estudio como la biomedicina, psicoloǵıa,
educación, economı́a, teoŕıa de las comunicaciones, socioloǵıa, genética, epidemioloǵıa, geoloǵıa,
f́ısica, astronomı́a, etc., ya que estas son áreas que demandan eficiencia informativa.

La estad́ıstica inferencial está apoyada en fuertes bases teóricas matemáticas, las cuales
permiten tener un sin número de herramientas que hacen posible el trabajo del analista para
realizar trabajos de investigación. Sin embargo, algunas veces el uso de estas herramientas teóri-
cas hace dif́ıcil y tedioso el trabajo de investigación, lo cual en ocasiones genera pérdidas de
tiempo considerables.

La aparición de las computadoras ha marcado de por vida el quehacer cient́ıfico, puesto
que con el poder y velocidad de cómputo, ha resultado mucho más fácil y económico realizar
investigaciones donde el ser humano por śı solo, aun teniendo disponible toda la base teórica
y las técnicas necesarias para poner en práctica esas herramientas, le resultaŕıa a veces hasta
interminable realizar algunas conclusiones acerca del estudio a realizarse, cosa que con una
computadora podŕıa tardar solo minutos.

Existen dos técnicas estad́ısticas muy útiles y poderosas desde el punto de vista computa-
cional a la hora de realizar investigaciones en un área determinada. Una de ellas es el Análisis
de Componentes Principales (ACP), una de las más viejas y conocidas técnicas del Análisis
Multivariante. Propuesta por el matemático Karl Pearson (1867-1936), consiste en reducir la
dimensión de un conjunto de variables aleatorias que se miden sobre un banco de datos, per-
diendo aśı la menor cantidad de información. Para esto, el ACP construye un nuevo sistema
de coordenadas para el conjunto original de datos. Al representar la nube de puntos en este
nuevo sistema, la varianza de mayor tamaño es capturada en el primer eje coordenado (llamado
Primer Componente Principal), la segunda varianza más grande en el segundo eje y aśı sucesi-
vamente. La construcción del sistema de coordenadas viene dada por una transformación lineal
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que se obtiene previamente de la construcción de la matriz de covarianzas Σ. Como esta matriz
es simétrica y definida positiva, existe una base de autovectores {α1, α2, . . . , αd} asociados
a un conjunto de autovalores λ1, λ2, . . . , λd, por lo que se puede decir que las componentes
principales son una combinación lineal de las variables originales y además son independientes
entre śı. Los valores λ1, λ2, . . . , λd son utilizados para calcular el porcentaje de varianza expli-
cado por las primeras q componentes principales, el cual ayuda a determinar la dimensión del
subespacio donde “caen” los datos originales.

La otra técnica estad́ıstica es el Bootstrap, un método de remuestreo propuesto por Bradley
Efron en 1979, el cual se basa en el uso de un gran número de cálculos repetitivos para obtener
medidas de precisión de estimaciones estad́ısticas (errores estándar, sesgos, intervalos de confi-
anza, etc.). Se utiliza para estimar la distribución de un estad́ıstico. Este remuestreo se realiza
a partir de una muestra aleatoria con una función de probabilidad desconocida F. Para esto, se
construye una distribución de probabilidad emṕırica F̂ (x) a partir de la muestra x, asignando
una probabilidad 1/n a cada punto x1, x2, ..., xn de la misma, esta función será el estimador de
la función de distribución de la población, F (x). A partir de esta distribución de probabilidad
emṕırica se extrae una muestra aleatoria x∗ = (x∗

1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) de tamaño n con reposición. Esta

muestra se denomina muestra bootstrap. Luego se calcúla el estad́ıstico de interés a partir de
la muestra bootstrap, obteniendo lo que se denomina la réplica bootstrap θ̂∗. Se repite este
proceso una cantidad ”B”de veces, donde “B” es un valor grande (entre 50 y 200 para estimar
errores estándar). Finalmente se construye una distribución de probabilidad a partir de las B

réplicas bootstrap asignando una probabilidad de 1/B a cada punto, θ̂∗1, θ̂
∗
2, . . . , θ̂

∗
B, para poder

realizar inferencias sobre el estad́ıstico de interés.

El objetivo del presente trabajo es explicar cómo la combinación de la técnica del ACP y la
técnica del Bootstrap resulta util para determinar la precisión del ACP cuando se trabaja con
un conjunto pequeño de datos, con lo cual es posible determinar cuan fiables son los resultados
obtenidos en el mismo. En particular, se estimará el porcentaje de variación explicado por
la primera componente principal, puesto que ésta variable posee la propiedad de minimizar la
suma de los cuadrados de las distancias eucĺıdeas entre ella y los datos representados en el nuevo
espacio de variables componentes principales. Se aplicará la técnica del ACP a un conjunto de
datos y se calculará el porcentaje de variación explicado por la primera componente principal.
Se aplicará la técnica del bootstrap para estimar este porcentaje mediante la utilización de
doscientas réplicas bootstrap y se calculará el promedio de estas doscientas réplicas para ser
comparado con el porcentaje de variación observado.
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Caṕıtulo 1

Análisis de Componentes Principales

1.1. Introducción

En este caṕıtulo se definirá el método del Análisis de Componentes Principales, se ex-
plicará el proceso de obtención de las componentes principales resolviendo problemas de opti-
mización y se mencionarán los dos métodos utilizados comunmente para determinar el número
de componentes principales adecuado (cálculo del porcentaje de variación y gráfica autovalor
versus número del autovalor). También se enunciarán y demostrarán propiedades algebráicas
y geométricas de las componentes principales, con sus respectivas implicaciones estad́ısticas.
Por último, se mencionarán brevemente dos casos particulares del Análisis de Componentes
Principales (Análisis de componentes Principales usando una matriz de correlaciones y Análisis
de Componentes Principales con varianzas nulas ó con varianzas iguales).

1.2. Definición del Análisis de Componentes Principales

El Análisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica estad́ıstica que se emplea en
análisis exploratorio de datos y en construcción de modelos predictivos. Consiste en reducir
la dimensión de un conjunto de variables correlacionadas, perdiendo la menor cantidad de in-
formación posible, y obteniendo un nuevo conjunto de variables no correlacionadas llamadas
componentes principales.

La obtención de las componentes principales (en lo que sigue, CP) viene dada por una fun-
ción lineal que se obtiene previamente de la construcción de la matriz de covarianzas.

Sea (Ω, F , P ) un espacio de probabilidad, donde
Ω es un espacio muestral arbitrario
F es la σ-álgebra de subconjuntos de Ω
P es la medida de probabilidad.
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Entonces X =




X1

X2

...
Xd


 ∈ R

d, con Xi : Ω → R se denomina vector aleatorio con segundo

momento finito si E(X2
i ) < ∞, ∀i = 1, 2, . . . , d.

Sea Σ la matriz de covarianzas del vector aleatorio X:

Σ =




Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xd)
Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xd)

...
...

...
Cov(Xd, X1) Cov(Xd, X2) · · · Cov(Xd, Xd)




.

Se busca una función lineal α′
1X de la forma:

α′
1X = α11X1 + α12X2 + · · ·+ α1dXd.

Donde α1 =




α11

α12

...
α1d


 es un vector de constantes en R

d y α′
1 denota el vector traspuesto de α1.

Esta función lineal debe ser tal que:

V ar(α′
1X) sea máxima.

‖α1‖2 = 1

A continuación se busca otra función lineal α′
2X que esté no correlacionada con α′

1X y
que maximice la varianza. Se sigue este proceso hasta conseguir una función lineal α′

kX que
no esté correlacionada con α′

1X, α′
2X, . . . , α′

k−1
X; k ≤ d, y que maximice la varianza. La

primera variable α′
1X se denomina la primera componente principal, la segunda variable α′

2X

se denomina la segunda conponente principal y asi sucesivamente.

1.3. Obtención de las Componentes Principales y Pro-

blemas de Optimización

Como se mencionó anteriormente, la obtención de las componentes principales se logra a
partir de la construcción de la matriz de covarianzas, la cual posee dos propiedades importantes,
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a saber:

Σ = Σt.

α′Σα ≥ 0.

La primera propiedad es una concecuencia de la definición de covarianza. Por lo tanto solo
se probará la segunda propiedad.

Sea v =




v1

v2

...
vd


 ∈ R

d, se quiere probar que v′Σv ≥ 0.

v′Σv = (v1, v2, . . . , vd)




Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xd)
Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xd)

...
...

...
Cov(Xd, X1) Cov(Xd, X2) · · · Cov(Xd, Xd)







v1

v2

...
vd




=

(
d∑

k=1

vkCov(Xk, X1),
d∑

k=1

vkCov(Xk, X2), . . . ,
d∑

k=1

vkCov(Xk, Xd)

)



v1

v2

...
vd




=

(
d∑

k=1

vkCov(Xk, X1)

)
v1 +

(
d∑

k=1

vkCov(Xk, X2)

)
v2 + . . . +

(
d∑

k=1

vkCov(Xk, Xd)

)
vd

=

d∑

l=1

d∑

k=1

vkCov(Xk, Xl)vl

=
d∑

l=1

d∑

k=1

Cov(Xk, Xl)vkvl

=

d∑

l=1

d∑

k=1

E[(xk − E[xk]) (xl − E[xl])]vkvl

= E

[
d∑

l=1

d∑

k=1

(xk − E[xk]) (xl − E[xl]) vkvl

]

≥ E

[
d∑

k=1

(xk − E[xk]) vk

]2

≥ 0.
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Como consecuencia de lo demostrado anteriormente, se tiene que si existen vectores no nulos
wk ∈ R

d y escalares λk ∈ R; k = 1, 2, . . . , d tales que:

Σwk = λkwk; k = 1, 2, . . . , d,

Entonces se tiene que λk ≥ 0 ∀k = 1, 2, . . . , d.

La primera CP es aquella que maximiza la varianza:

V ar(α′
1X) = Cov(α′

1X, α′
1X) = α′

1Σα1.

Supongamos que α1 es un autovector de Σ asociado al autovalor λ. Entonces se cumple
que:

α′
1Σα1 = α′

1λα1.

Sujeto a las restricciones:

‖α1‖2 = 1

máx
k

(α1k) = 1

Para maximizar α′
1Σα1 sujeto a estas restricciones, se utiliza el método de multiplicadores

de Lagrange.

Sea λ un multiplicador de Lagrange. Se quiere maximizar:

L(α1) = α′
1Σα1 − λ(α′

1α1 − 1).

Derivando con respecto a α′
1 se obtiene:

Σα1 − λα1 = 0

⇒ (Σ − λId)α1 = 0.

Donde Id es la matriz identidad de orden d.

De este modo, λ es un autovalor y α1 el autovector correspondiente.

Se debe tener en cuenta que la cantidad que se maximiza es:
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α′
1Σα1 = α′

1λα1 = λα′
1α1 = λ1.

Aśı, V ar(α′
1X) = λ1 es el autovalor de Σ más grande, y α1 el autovalor correspondiente a

λ1.
La segunda CP es la que maximiza la varianza:

V ar(α′
2X) = Cov(α′

2X, α′
2X) = α′

2Σα2 = α′
2λα2.

Sujeto a las restricciones:

‖α2‖2 = 1

Cov(α′
1X, α′

2X) = 0

En la segunda restricción se observa que:

Cov(α′
1X, α′

2X) = α′
1Σα2 = α′

1λα2 = λα′
1α2 = 0.

Como λ es no negativo, en particular si λ > 0 entonces se tiene que α′
1α2 = 0.

Aplicando el operador traspuesto a α′
1Σα2 se tiene que:

Cov(α′
1X, α′

2X) = α′
1Σα2 = α′

2Σα1 = α′
2λα1 = λα′

2α1 = 0.

Aplicando el razonamiento dado anteriormente se obtiene que α′
2α1 = 0.

Cualquiera de estos dos resultados puede usarse para especificar la correlación entre α′
1X y

α′
2X. Considerando multiplicadores de Lagrange λ y φ y el segundo de los resultados anteriores,

entonces la cantidad a maximizar es:

α′
2Σα2 − λ(α′

2α2 − 1) − φα′
2α1.

Derivando con respecto a α′
2 se obtiene:

Σα2 − λα2 − φα1 = 0.

Multiplicando por α′
1 se obtiene:
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α′
1Σα2 − α′

1λα2 − α′
1φα1 = 0

Donde α′
1Σα2 = 0 dado que Cov(α′

1X, α′
2X) = 0. Además:

λα′
1α2 = 0

α′
1α1 = 1

⇒ φ = 0.

Por lo tanto
Σα2 − λα2 = 0

⇒ (Σ − λId) α2 = 0.

Por lo que λ es nuevamente un autovalor de Σ y α2 el autovector correspondiente.

Nuevamente al considerar que la cantidad que se maximiza es:

α′
2Σα2 = α′

2λα2 = λα′
2α2 = λ2.

Se observa que λ2 es tan grande como sea posible. Asumiendo que Σ no tiene autovalores
repetidos, se tiene que λ2 6= λ1, y como λ1 es el autovalor más grande, λ2 es el segundo mayor
autovalor de Σ y α2 el autovector correspondiente.

Siguendo este proceso, se tiene que para la tercera, cuarta,..., d-ésima CP, los vectores
α3, α4, . . . , αd son los autovectores de Σ correspondientes a los autovalores λ3, λ4, . . . , λd,
los cuales satisfacen λ3 > λ4 > . . . > λd y además:

V ar(α′
kX) = λk; k = 1, 2, . . . , d.

1.3.1. Determinación del Número de Componentes Principales

Cuando se lleva a cabo un ACP, es necesario determinar el número de CP que tienen va-
rianzas positivas. Este número corresponde a la dimensión del espacio en el que “caen” los datos.

Para esto, se dispone de dos métodos, los cuales se basan en los autovalores de la matriz Σ.
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Método 1: Se considera la cantidad:

Fq =

q∑

k=1

λk

d∑

k=1

λk

; q < d; 0 ≤ Fq ≤ 1

Entonces, el número de CP a elegir viene dado por el valor de q para el cual Fq > α, donde
α ∈ [0, 1] es un valor elegido convenientemente.

Método 2: Se construye una gráfica situando los puntos (1, λ1) , (2, λ2) , . . . , (q, λq). Cuando
los puntos de la gráfica tienden a nivelarse, estos autovalores tienden a cero, por lo que pueden
ser descartados. Por este método se supone que el número de CP a elegir viene dado por el
autovalor grande más pequeño. Un ejemplo de este método se muestra en la siguiente figura:

Como podemos observar en la gráfica, a partir del autovalor 4 en adelante todos los demás
autovalores son casi cero, lo que sugiere que el número de CP a elegir es 4.

Cabe destacar que en la práctica es conveniente considerar en forma simultánea ambos
métodos.

1.4. Propiedades Algebráicas de las Componentes Prin-

cipales y sus Implicaciones Estad́ısticas

Sea z el vector cuyo k-ésimo elemento, zk, es la k-ésima componente principal con la k-ésima
varianza más grande donde k = 1, 2, . . . , d. Luego:
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z = A′X. (1.1)

Donde A es la matriz cuya k-ésima columna es el k-ésimo autovector de Σ, αk. Por lo tan-
to las componentes principales se pueden definir por una transformación ortonormal lineal de X.

Por la derivación de las componentes principales dada en la sección 1.2 se sabe que:

ΣA = AΛ. (1.2)

Donde Λ es una matriz diagonal cuyo k-ésimo elemento es el k-ésimo autovalor de Σ, λk, y
además:

λk = V ar(α′
kX) = V ar(zk).

Como A es ortogonal, entonces su matriz traspuesta es igual a su matriz inversa, por lo que
podemos expresar Σ y Λ de las maneras siguientes:

A′ΣA = Λ. (1.3)

Σ = AΛA′. (1.4)

La transformación lineal ortonormal de X que define a z en (1.1) tiene una serie de
propiedades óptimas, a saber:

Propiedad A1: para cualquier entero q; 1 ≤ q ≤ d; considere la trasformación ortonormal

lineal

y = B′X. (1.5)

Donde y es un vector de q elementos y B′ es una matriz de orden (q × d). Sea Σy = B′ΣB

la matriz de covarianzas para y. Entonces Tr(Σy) es maximizada cuando B = Aq, donde Aq

es una matriz conformada por las primeras q columnas de A.

Demostración: Sea βk la k-ésima columna de B. Como las columnas de A forman una
base para el espacio de dimensión d se tiene que:

βk =

d∑

j=1

cjkαj; k = 1, 2, . . . , q.
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Donde cjk; k = 1, 2, . . . , q; j = 1, 2, . . . , d son constantes escogidas convenientemente.
Luego:

B = AC.

Donde C es la matriz cuyo (j, k)-ésimo elemento es cjk. Entonces:

B′ΣB = C′A′ΣAC

= C′ΛC

=
d∑

j=1

c′jλjcj

=
d∑

j=1

λjc
′
jcj.

Donde c′j es la j-ésima fila de C. Por lo tanto:

Tr(B′ΣB) = Tr

(
d∑

j=1

λjc
′
jcj

)

=

d∑

j=1

λjTr(c′jcj)

=

d∑

j=1

λjcjc
′
j

=

d∑

j=1

q∑

k=1

λjc
2

jk. (1.6)

Ahora bien:

A′B = C

⇒ C′C = B′AA′B = B′B = Iq.

Luego, las columnas de C son ortonormales (puesto que A es ortogonal, y las columnas de
B son ortonormales) y además:
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d∑

j=1

q∑

k=1

c2

jk = q. (1.7)

Como C es una matriz de orden (d× q), se puede decir que esta formada por las primeras q
columnas de una cierta matriz D de orden (d×d). Las filas de D son ortonormales y satisfacen
que d′

jdj = 1; j = 1, 2, . . . , d. Como las filas de C estan compuestas por los primeros q
elementos de las filas de D se tiene que c′jcj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , d. Esto es:

q∑

k=1

c2

jk ≤ 1. (1.8)

Ahora bien,

q∑

k=1

c2

jk es el coeficiente de λj en (1.6). La suma de estos coeficientes es q en

(1.7) y

máx
j

(
q∑

k=1

c2

jk

)
= 1.

Como λ1, > λ2 > . . . > λd, entonces es posible encontrar valores cjk tales que:

q∑

k=1

c2

jk =

{
1, j = 1, 2, . . . , q

0, j = q + 1, q + 2, . . . , d
(1.9)

Entonces la cantidad

d∑

j=1

(
q∑

k=1

c2

jk

)
λj alcanza su valor máximo. Luego, tomando B′ = A′

q

se tiene que:

cjk =

{
1, 1 ≤ j = k ≤ q

0, otro caso

Lo cual satisface (1.9). Por lo que Tr(Σy) alcanza su valor máximo cuando B = Aq.

Propiedad A2: Consideremos la expresión ortonormal descrita en la propiedad anterior.

y = B′X.

Entonces Tr(Σy) es minimizada cuando B = A∗
q, donde A∗

q es una matriz conformada por

las últimas q columnas de A
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La demostración de esta propiedad es análoga a la utilizada para demostrar la propiedad
A1, considerando el hecho de que la derivación de las CP descrita en la sección (1.2) se puede
convertir con la finalidad de buscar funciones lineales cuyas varianzas sean mı́nimas, y que esten
sujetas a que se correlacionen con las funciones lineales anteriores. En este caso, también se
buscan los autovectores de la matriz Σ, pero empezando por los más pequeños.

Esta propiedad es importante desde el punto de vista estad́ıstico, puesto que los últimos
CP tienen varianza mı́nima, y esta caracteŕıstica los hace bastante útiles para determinar rela-
ciones casi-constantes entre los elementos de X, para realizar análisis de regresión, determinar
subconjuntos de variables de X y determinación de valores at́ıpicos.

Propiedad A3: La descomposición espectral.

Σ = λ1α1α
′
1 + λ2α2α

′
2 + · · · + λdαdα

′
d (1.10)

Demostración: Se sabe de (1.4) que:

Σ = AΛA′.

Desarrollando el lado derecho de esta igualdad se obtiene:

Σ =




α11 α21 · · · αd1

α12 α22 · · · αd2

...
...

...
α1d α2d · · · αdd







λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λd







α11 α12 · · · α1d

α21 α22 · · · α2d

...
...

...
αd1 αd2 · · · αdd




=




α11λ1 α21λ2 · · · αd1λd

α12λ1 α22λ2 · · · αd2λd

...
...

...
α1dλ1 α2dλ2 · · · αddλd







α11 α12 · · · α1d

α21 α22 · · · α2d

...
...

...
αd1 αd2 · · · αdd




=




∑d

k=1
αk1λkαk1

∑d

k=1
αk1λkαk2 · · · ∑d

k=1
αk1λkαkd∑d

k=1
αk2λkαk1

∑d

k=1
αk2λkαk2 · · ·

∑d

k=1
αk2λkαkd

...
...

...∑d

k=1
αkdλkαk1

∑d

k=1
αkdλkαk2 · · ·

∑d

k=1
αkdλkαkd
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=




λ1α11α11 λ1α11α12 · · · λ1α11α1d

λ1α12α11 λ1α12α12 · · · λ1α12α1d

...
...

...
λ1α1dα11 λ1α1dα12 · · · λ1α1dα1d


+ · · · +




λdαd1αd1 λdαd1αd2 · · · λdαd1αdd

λdαd2αd1 λdαd2αd2 · · · λdαd2αdd

...
...

...
λdαddαd1 λdαddαd2 · · · λdαddαdd




= λ1α1α
′
1 + λ2α2α

′
2 + · · · + λdαdα

′
d.

Luego, Σ =
d∑

k=1

λkαkα
′
k.

Este resultado tiene las siguientes implicaciones:

Las varianzas de los elementos de X se pueden descomponer en las contribuciones decre-
cientes debidas a cada componente principal.

V ar(xj) =
d∑

k=1

λkα
2

kj

Toda la matriz de covarianzas se puede descomponer en las contribuciones debidas a cada
componente principal (aunque no de manera estrictamente decreciente)

Cov(Xm, Xn) =

d∑

k=1

λkαkmαkn; m = 1, 2, . . . , d; n = 1, 2, . . . , d.

Las componentes principales son eficientes para explicar tanto los elementos que se en-
cuentran en la diagonal de Σ, como los que se encuentran fuera de ella. Esto es particu-
larmente cierto cuando en la derivación de las CP se utiliza una matriz de correlaciones,
pero cuando se utiliza una matriz de covarianzas y las varianzas de X son muy diferentes
el resultado es menos válido.

La matriz de covarianzas (ó correlaciones) se puede construir con exactitud dando los
coeficientes y las varianzas de las primeras r CP, donde r es el rango de la matriz de
covarianzas.
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Propiedad A4: Consideremos de nuevo la expresión ortonormal descrita en las propiedades

A1 y A2.

y = B′X.

Si Det(Σy) denota el determinante de la matriz de covarianzas para y, entonces Det(Σy)
se maximiza cuando B = Aq.

Demostración: Sea k un valor entero tal que 1 ≤ k ≤ q. Sea Sk el subespacio generado
por los vectores ortogonales α1, α2, . . . , αk−1. Luego:

dim(Sk) = k − 1.

Donde dim(Sk) denota la dimensión de Sk. El k-ésimo autovalor λk de Σ satisface:

λk = sup
α∈Sk

α6=0

{
α′Σα

α′α

}

Supongamos que µ1 > µ2 > . . . > µq son los autovalores de Σy y que γ1, γ2, . . . , γq son
los autovectores correspondientes. Sea Tk el subespacio generado por los vectores ortogonales
γk+1, γk+2, . . . , γq, con dim(Tk) = d − [(k − 1) + 1] = d − k. Luego, para cualquier vector
γ ∈ Tk no nulo se tiene que:

γ ′Σyγ

γ ′γ
≥ µk.

Sea S̃k el subespacio generado por los vectores de la forma Bγ con γ ∈ Tk. Entonces:

dim(S̃k) = dim(Tk) = d − k.

Por un resultado del álgebra lineal (el Teorema de la Dimensión) se tiene que:

dim
(
Sk

⋂
S̃k

)
+ dim(Sk + S̃k) = dim(Sk) + dim(S̃k).

Pero dim
(
Sk

⋂
S̃k

)
≤ d; dim(Sk) = k − 1 y dim(S̃k) = d − k. Por lo tanto:

dim
(
Sk

⋂
S̃k

)
≥ 1.
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Por consiguiente, el vector α ∈ Sk no nulo es de la forma α = Bγ para γ ∈ Tk, y se deduce
que:

µk ≤ γ ′Σyγ

γ ′γ
=

γ ′B′ΣBγ

γ ′B′Bγ
=

α′Σα

α′α
≤ λk.

Aśı, el k-ésimo autovalor de Σy es menor o igual al k-ésimo autovalor de Σ para k =
1, 2, . . . , q. Luego:

Det(Σy) =

q∏

k=1

µk ≤
q∏

k=1

λk.

Pero si B = Aq entonces los autovalores de Σy son λ1, λ2, . . . , λq, de modo que:

Det(Σy) =

q∏

k=1

λk.

Por lo tanto, Det(Σy) se maximiza cuando B = Aq.

Este resulado es estad́ısticamente importante puesto que la varianza generalizada (deter-
minante de una matriz de covarianzas) puede ser usada como medida única de la propagación
de un vector aleatorio multivariante. Por ejemplo, si X tiene distribución normal multivariada,
entonces la ráız cuadrada de la varianza generalizada es proporcional al volumen que encierra
una proporción fija en la distribución de probabilidad de X, y las primeras componentes prin-
cipales son por lo tanto q funciones lineales de X cuya distribución de probabilidad conjunta
tiene contornos de probabilidad fija que se adjuntan al volumen máximo.

Propiedad A5: Supongamos que queremos predecir cada variable aleatoria Xj de X por una

función lineal de y, donde y = B′X. Si σ2
j es la varianza residual de y en la predicción de Xj,

entonces

d∑

j=1

σ2

j se minimiza cuando B = Aq.

La implicación estad́ıstica de este resultado es que si se desea obener el mejor predictor lineal
de X en un subespacio de dimensión q con el objeto de minimizar la suma de las varianzas
residuales de los elementos de X, entonces el subespacio óptimo a considerar es el generado por
las primeras CP.
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1.5. Propiedades Geométricas de las Componentes Prin-

cipales y sus Implicaciones Estad́ısticas

Propiedad G1: Sea

X′Σ−1X = ctte. (1.11)

Una familia de elipsoides de dimensión d. Entonces las CP definen los ejes principales de

estos elipsoides.

Demostración: Se sabe de (1.1) que:

z = A′X.

Como A es ortogonal, entonces la transformación inversa viene dada por:

Az = X. (1.12)

Sustituyendo en (1.11) se obtiene:

(Az)′Σ−1(Az) = ctte

⇒ z′A′Σ−1Az = ctte.

Como Σ−1 y Σ tienen los mismos autovectores y los autovalores de Σ−1 son los rećıprocos
de los de Σ (asumiendo que todos ellos son estrictamente positivos), entonces se tiene de (1.3)
que:

A′Σ−1A = Λ−1.

Y por lo tanto:

z′Λ−1z = ctte

⇒ (z1, z2, . . . , zd)




1

λ1

0 · · · 0

0 1

λ2

· · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

λd







z1

z2

...
zd


 = ctte
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⇒
(

z1

λ1

,
z2

λ2

, . . . ,
zd

λd

)



z1

z2

...
zd


 = ctte

⇒
d∑

k=1

z2
k

λk

= ctte. (1.13)

Esta es la ecuación de un elipsoide en términos de sus ejes principales. Aqúı se observa que

los valores de los semi-ejes del elipsoide son λ
1

2

1 , λ
1

2

2 , . . . , λ
1

2

d .

La implicación estad́ıstica de este resultado es que si X tiene una distribución normal mul-
tivariante, entonces los elipsoides dados en (1.11) definen contornos de probabilidad constante
para la distribución de X. El primer eje principal de estos elipsoides (el más grande) define
la dirección en la cual la varianza estad́ıstica es mayor, lo cual es otra manera de expresar la
definición algebráıca de la primera CP dada en la sección 1.2. El segundo eje principal maxi-
miza la varianza, sujeto a la restricción de ser ortogonal con el primero, lo que corresponde
nuevamente a la definición algebráıca.
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En las figuras mostradas anteriormente se ilustra la dirección de la primera CP que define
el primer eje principal de los elipsoides de probabilidad constante.

Propiedad G2 Supongamos que X1, X2 son dos vectores aleatorios independientes con la

misma distribución de probabilidad. Supongamos que ambos vectores estan sujetos a la misma

transformación lineal

yi = B′Xi; i = 1, 2.

Si B es una matriz de orden (d × q) de columnas ortonormales escogidas para maximizar

E[(y1 − y2)
′(y1 − y2)], entonces B = Aq.

Demostración: Como X1 y X2 tienen la misma distribución de probabilidad, entonces
ambos tienen vector de medias µ y matriz de covarianzas Σ. Por lo tanto los vectores y1 y y2

tienen la misma media B′µ y matriz de covarianzas Σy respectivamente. Luego:

E[(y1 − y2)
′(y1 − y2)] = E {[(y1 −B′µ) − (y2 − B′µ)]′ [(y1 − B′µ) − (y2 −B′µ)]}

= E {[(y1 −B′µ)′ − (y2 −B′µ)′] [(y1 − B′µ) − (y2 −B′µ)]}
= E {[(y1 −B′µ)′ − (y2 −B′µ)′](y1 −B′µ)

− [(y1 − B′µ)′ − (y2 −B′µ)′](y2 − B′µ)}
= E {(y1 −B′µ)′(y1 −B′µ) − (y2 − B′µ)′(y1 − B′µ)

− (y1 − B′µ)′(y2 − B′µ) + (y2 −B′µ)′(y2 −B′µ)}

Como X1, X2 son vectores independientes, entonces y1,y2, (y1 −B′µ), (y2 −B′µ) también
son vectores independientes y por lo tanto:

(y2 − B′µ)′(y1 − B′µ) = 0;

(y1 − B′µ)′(y2 − B′µ) = 0.

Luego:

E[(y1 − y2)
′(y1 − y2)] = E {(y1 − B′µ)′(y1 − B′µ) + (y2 − B′µ)′(y2 − B′µ)}

= E {(y1 − B′µ)′(y1 − B′µ)} + E {(y2 −B′µ)′(y2 −B′µ)}

Sea zi ∈ R
q tal que zi = yi − B′µ; i = 1, 2. Entonces:
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E {z′izi} = E
{
z2

i1 + z2

i2 + · · ·+ z2

iq

}

= E {Tr[ziz
′
i]}

= Tr {E[ziz
′
i]}

= Tr (Σy) .

Pero Tr(Σy) se maximiza cuando B = Aq por la propiedad A1.

Existe una propiedad equivalente la cual enuncia que bajo las mismas hipótesis de la
propiedad G2, la cantidad:

Det {E[(y1 − y2)(y1 − y2)
′]} ,

se maximiza cuando B = Aq. Esta propiedad muestra que B = Aq hace a la varianza genera-
lizada de y1 − y2 tan grande como sea posible. La varianza generalizada puede ser vista como
una medida alternativa de la distancia entre y1 y y2 en un espacio de dimensión q, aunque es
una medida un poco menos intuitiva que la distancia eucĺıdea al cuadrado.

La propiedad G2 se puede “invertir” en el sentido de que si E[(y1 − y2)
′(y1 − y2)] ó bien

Det {E[(y1 − y2)(y1 − y2)
′]} se deben minimizar, esto se lleva a cabo tomando B = A∗

q.

La implicación estad́ıstica de este resultado es que la distancia eucĺıdea al cuadrado entre
dos vectores de d variables aleatorias con la misma distribución en un subespacio de dimensión
q se puede hacer tan grande como sea posible si el subespacio es generado por las primeras q
CP.

1.6. Componentes Principales Usando una Matriz de Co-

rrelaciones

Recordemos que X =




X1

X2

...
Xd


 ∈ R

d es un vector aleatorio, es decir:

Xi : Ω → R; ∀i = 1, 2, . . . , d.

Sea R ∈ Mdxd la matriz de correlaciones del vector aleatorio X. Esto es:

rij =
Cov(Xi, Xj)√

V ar(Xi)V ar(Xj)
; i; j = 1, 2, . . . , d.
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La derivación y las propiedades de las CP descritas anteriormente están basadas en los
autovalores y autovectores de una matriz de covarianzas. En la práctica es más común definir
las CP de la siguiente manera:

z = A′X̂. (1.14)

Donde A es la matriz cuya k-ésima columna es el k-ésimo autovector de la matriz de
correlaciones, y X̂ esta formado por variables estandarizadas de la forma:

X̂j =
Xj − µj

σ
1

2

jj

; j = 1, 2, . . . , d.

Xj es el j-ésimo elemento de X, y σjj es la varianza de Xj. Luego la matriz de correlaciones

de X es la matriz de covarianzas de X̂. Las propiedades que se discutieron en la secciones
anteriores también son válidas para las matrices de correlaciones.

Se puede llegar a suponer que las CP de una matriz de correlaciones se pueden obtener de
manera directa a partir de las CP de la matriz de covarianzas, pero esto no es cierto. Si bien X

y X̂ se relacionan a través de una simple transformación , los autovalores y autovectores de la
matriz de correlaciones no se relacionan de manera simple con los autovalores y autovectores
correspondientes de la matriz de covarianzas. En particular, si las CP encontradas a partir de
la matriz de correlaciones se expresaran en términos de X por la transformación inversa de X

a X̂, entonces estas CP no serian las mismas que las encontradas a partir de Σ, excepto en
circunstancias muy especiales. Si bien las CP son invariantes bajo transformaciones ortogonales
de X, generalmente no son invariantes bajo otras transformaciones, y la transformación de X

a X̂ no es ortogonal. Por lo tanto, las CP de la matriz de covarianzas y las CP de la matriz de
correlaciones no pueden derivarse unas de las otras.

A continuación se discuten de manera breve tres propiedades interesantes de las CP derivadas
de una matriz de correlaciones.

La primera propiedad es que las CP dependen no de los valores absolutos de las correla-
ciones, sino de sus cocientes. Esto es aśı porque la multiplicación de todos los elementos fuera
de la diagonal de la matriz de correlaciones por la misma constante deja a los autovectores de
la matriz invariantes.

La segunda propiedad es que si en vez de la restricción de normalización α′
kαk = 1 se utiliza:

α̃
′
kα̃k = λk; k = 1, 2, . . . , d. (1.15)
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Entonces α̃kj , el j-ésimo elemento de α̃k, es la correlación entre la j-ésima variable es-

tandarizada X̂j y la k-ésima CP. Para ver esto, se puede ver que para k = 1, 2, . . . , d:

α̃k = λ
1

2

k αk; V ar(zk) = λk.

Y el vector Σαk de d elementos tiene como j-ésimo elemento la covarianza entre X̂j y zk.

Como Σαk = λkαk, entonces la covarianza entre X̂j y zk es λkαkj.

Tambien se tiene que V ar(X̂j) = 1 y la correlación entre X̂j y zk es:

λkαkj

[V ar(X̂j)V ar(zk)]
1

2

= λ
1

2

k αkj = α̃kj.

La tercera propiedad se enuncia de la siguiente manera:

Propiedad A6: Para cualquier entero q, 1 ≤ q ≤ d, considere la transformación lineal

ortonormal

y = B′X. (1.16)

Sea R2
jq el coeficiente de correlación múltiple al cuadrado entre Xj y las q variables y1, y2, . . . , yq

definidas por los elementos de y. El valor

SC =

d∑

j=1

R2

jq,

se maximiza cuando y1, y2, . . . , yq son las primeras q CP de la matriz de correlaciones. El

valor SC maximizado es igual a la suma de los q autovalores más grandes de la matriz de

correlaciones.

Como las componentes principales son no correlacionadas, el valor de
∑d

j=1
R2

jq se puede
escribir como:

SC =

d∑

j=1

q∑

k=1

cr2

jk.

Donde cr2
jk es la correlación al cuadrado entre la j-ésima variable y la k-ésima CP. Este

valor se maximiza sucesivamente para q = 1, 2, . . . , d cuando las CP son derivadas de una
matriz de correlaciones.
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1.7. Componentes Principales con Varianzas Nulas ó con

Varianzas Iguales

A continuación se discutiran de manera breve dos problemas que pueden presentarse en la
teoŕıa, pero que son poco comunes en la práctica:

Problema 1: Cuando se tienen varianzas iguales.

La igualdad de algunos autovalores, y por lo tanto la igualdad de algunas varianzas de CP,
ocurre para ciertas matrices. La consecuencia de esto es que para un grupo de q autovalores
iguales, los q autovectores correspondientes generan un subespacio único de dimensión q. Aun
siendo ortogonales entre śı, estos vectores son arbitrarios. Por ejemplo, desde el punto de vista
geométrico, si q = 2 ó q = 3 entonces los ejes principales de un circulo (ó una esfera) no
pueden ser definidos de manera única; lo mismo ocurre si q > 3. Aśı las CP que corresponden
a autovalores iguales no se definen de manera única. Desde el punto de vista estad́ıstico, se
vuelve realmente dificil hacer cualquier tipo de inferencias si se presenta este problema.

Problema 2 : Cuando se tienen varianzas iguales a cero.

Esta complicación surge con más frecuencia que el problema anterior, pero aún aśı sigue
siendo inusual. Si q autovalores son iguales a cero, entonces el rango de Σ es (d − q), y a
causa de esto se necesita hacer modificaciones a algunas propiedades dadas en la sección 1.4.
Cualquier CP con varianza cero define una relación lineal constante entre los elementos de X.
Si tal relación existe, entonces esto implica que una variable es redundante, ya que su valor
puede determinarse con exactitud a partir de los valores de las otras variables que aparecen
en la relación. Sin embargo, si se buscan las posibles relaciones lineales antes de hacer el ACP,
entonces es posible reducir el número de variables de d a (d− q) sin pérdida de la información.
Alternativamente, se puede usar cualquier relación lineal o cuasi-lineal dadas por las últimas CP
para seleccionar un subconjunto de variables que contengan la mayor parte de la información
disponible en la totalidad de las variables originales.

Una observación general es que el número de autovalores iguales a cero de una matriz de
correlaciones es igual al número de autovalores iguales a cero de la matriz de covarianzas corres-
pondiente, de modo que las relaciones lineales entre los elementos de X claramente implican a las
relaciones lineales entre las variables estandarizadas y viceversa. Sin embargo, la equivalencia no
es la misma cuando se consideran CP de varianzas iguales. La igualdad de algunos autovalores
de la matriz de covarianzas no necesariamente implica que cualquiera de los autovalores de la
matriz de correlaciones sean iguales, y viceversa.
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Caṕıtulo 2

Bootstrap

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se definirá el método Bootstrap, como parte de los métodos de remuestreo
“Monte Carlo”. Se darán conceptos básicos involucrados con el método Bootstrap (Función de
Distribución Emṕırica, muestra bootstrap, réplica bootstrap y estimación ideal bootstrap). Se
dará un ejemplo de la estimación Bootstrap del error t́ıpico de la media aritmética. Se definirá el
Principio Plug-in, se explicará cuál es su relación con la Función de Distrbución Emṕırica y
cómo resulta útil el uso del Principio Plug-in para estimar el error t́ıpico de la media aritmética.
Se hará mención de manera breve a la idea de la estimación bootstrap del error t́ıpico para
cualquier estad́ıstico θ̂ y a la determinación del valor B de réplicas bootstrap que se usan en la
estimación de tal error. Finalmente, se explicará en detalle cómo el método Bootstrap resulta
útil para determinar cuán exacto es el porcentaje de variación o varianza obtenido en ACP que
es capturado por la primera componente principal.

2.2. Definición de Bootstrap

El Bootstrap es una técnica de remuestreo que se basa en un gran número de cálculos
repetitivos para estimar la forma de la distribución de algún parámetro de interés θ. Con esta
técnica se obtienen medidas de precisión de estimaciones estad́ısticas (errores t́ıpicos, interva-
los de confianza, etc.), sin necesidad de realizar fuertes hipótesis distribucionales ni fórmulas
anaĺıticas. Su fuerza radica en la potencia y rapidez de las computadoras. El Bootstrap realiza
lo que se denomina el “muestreo Monte Carlo”, que es un remuestreo con reposición de los datos
obtenidos en una muestra. Se ejecuta el remuestreo un gran número de veces para generar una
estimación emṕırica de la distribucion muestral del estad́ıstico θ̂.

Sea x = x1, x2, . . . , xn una muestra aleatoria con función de probabilidad F desconocida. A
partir de esta muestra se construye una “distribución de probabilidad emṕırica”, F̂ , que es la
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función que asigna probabilidad 1/n a cada punto de x. Es decir:

F̂n(x) =
1

n

n∑

i=1

I{xi≤x}(x),

donde IA denota la función indicatriz del evento A.

Proposición 2.1. Teorema de Kolmogórov-Smirnov:

F̂n(x) −−−→
n→∞

F (x).

Demostración: Sea x fijo. Como:

F̂n(x) =
1

n

n∑

i=1

I{xi≤x}

entonces, para cada n ≥ 1, se tiene que F̂n(x) es una variable aleatoria, puesto que las funciones

indicatrices son variables aleatorias y F̂n(x) es una suma finita de funciones indicatrices, todas

con distribución F . Además, se tiene que F̂n(x) es una variable aleatoria independiente para
cada n ≥ 1.

Ahora bien:

E(F̂n(x)) = E

(
1

n

n∑

i=1

I{xi≤x}

)

=
1

n

n∑

i=1

E(I{xi≤x})

=
1

n

n∑

i=1

P(xi ≤ x)

=
1

n

n∑

i=1

Fxi
(x)

=
1

n

n∑

i=1

F (x)

=
1

n
nF (x) = F (x) < ∞.

En particular, E(F̂1(x)) = F (x) < ∞. En virtud de la Ley Fuerte de los Grandes Números,
existe c ∈ R tal que:
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F̂n(x) −−−→
n→∞

c.

Si c = F (x) entonces:

F̂n(x) −−−→
n→∞

F (x)

Sea x = (x1, x2. . . . , xn) un conjunto de observaciones independientes de tamaño n con fun-
ción de probabilidad F desconocida.

Definición 2.2. Se define una muestra bootstrap como una muestra aleatoria de tamaño n
tomada de x.

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n),

donde cada x∗
i ; i = 1, 2, . . . , n representa una observación tomada aleatoriamente y con reposi-

ción de x

Esto significa que algunos elementos de la muestra original podŕıan aparecer una, dos, tres
veces, etc., o bien podŕıan no aparecer.

Definición 2.3. Se define la réplica bootstrap como el estad́ıstico de interés que se calcula a

partir de una muestra bootstrap.

θ̂∗ = s(x∗),

donde s(x∗) es la cantidad que resulta de aplicar la misma función s(·) a x∗ que se le aplica a

x.

Por ejemplo, si s(x) es la media aritmética de x (x̄), entonces s(x∗) es la media aritmética
de la muestra bootstrap.

x̄∗ =
1

n

n∑

i=1

x∗
i .

Definición 2.4. Se define la estimación ideal bootstrap del error t́ıpico del estad́ıstico θ̂ co-

mo el error t́ıpico de θ̂ para el conjunto de datos de tamaño n tomados aleatoriamente de la

distribución emṕırica F̂ .
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Si se denota por seF (θ̂) el error t́ıpico de θ̂, entonces la estimación ideal bootstrap de seF (θ̂)
viene dada por:

seF̂ (θ̂∗).

Notación: La estimación ideal bootstrap de seF (θ̂) se denota ŝe∞.

Básicamente, la técnica bootstrap trabaja de la siguiente manera:

Se toma un gran número B de muestras bootstrap independientes x∗1,x∗2, . . . ,x∗B, donde
25 ≤ B ≤ 200 (Para estimación del error t́ıpico).

Se evalúan las réplicas bootstrap correspondientes a cada muestra bootstrap.

θ̂∗(b) = s(x∗b), b = 1, 2, . . . , B

.

Se estima el error t́ıpico seF (θ̂) a partir de la desviación estándar muestral de las B
réplicas.

ŝeB =

√√√√
B∑

b=1

(θ̂∗(b) − θ̂∗(·))2

B − 1
,

donde θ̂∗(·) =
1

B

B∑

b=1

θ̂∗(b).

2.3. Ejemplo de Estimación Bootstrap del Error T́ıpico

Para la Media

Sea x̄ la media aritmética de la muestra aleatoria x.

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi.

Entonces el error t́ıpico estimado de x̄ viene dado por:
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√
s2
1

n
, (2.1)

donde s2
1 es la varianza centrada de la muestra x.

s2

1 =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2.

Observación: si el valor numérico del error t́ıpico estimado es pequeño (menor que 1), en-
tonces el valor de x̄ es cercano a su valor esperado.

Si θ̂ = s(x) = x̄ es el estad́ıstico de interés, entonces las réplicas bootstrap correspondientes
a cada muestra bootstrap vienen dadas por:

θ̂∗(b) = s(x∗b) = x∗b, b = 1, 2, . . . , B.

Luego:

ŝeB =

√√√√
B∑

b=1

(x∗b − θ̂∗(·))2

B − 1
, (2.2)

donde θ̂∗(·) =
1

B

B∑

b=1

x∗b.

Proposición 2.5.

ĺım
B→+∞

ŝeB =

√√√√ 1

n2

n∑

i=1

(xi − x̄)2

Demostración: Veamos que E(ŝe2

B) < ∞; ∀B ≥ 1.
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E(ŝe2

B) = E







√√√√
B∑

b=1

(x∗b − θ̂∗(·))2

B − 1




2



= E

(
B∑

b=1

(x∗b − θ̂∗(·))2

B − 1

)

=
1

B − 1

B∑

b=1

E(x∗b − θ̂∗(·))2

=
1

B − 1

B∑

b=1

E

[
(x∗b)2 + 2x∗bθ̂∗(·) + (θ̂∗(·))2

]

=
1

B − 1

B∑

b=1

E(x∗b)2 + 2E(x∗bθ̂∗(·)) + E(θ̂∗(·))2.

Ahora bien:

E(x∗b) < ∞ puesto que x∗b es la media aritmética de la b-ésima muestra bootstrap, la
cual es una cantidad finita.

E(θ̂∗(·)) < ∞ ya que θ̂∗(·) es la media aritmética de las B réplicas bootstrap, la cual
también es una cantidad finita.

E(x∗bθ̂∗(·)) < ∞ ya que el producto de dos cantidades finitas es finito.

Luego:

1

B − 1

B∑

b=1

E(x∗b)2 + 2E(x∗bθ̂∗(·)) + E(θ̂∗(·))2 < ∞.

Es decir:

E(ŝe2

B) < ∞; ∀B ≥ 1.

Un corolario de la Ley Fuerte de los Grandes Números enuncia que si existe una sucesión
{Xn}n≥1

de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tal que:

E(X2

1 ) < ∞,
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entonces la varianza muestral converge en forma casi segura a la varianza teórica. Como
E(ŝe2

1) < ∞, entonces en virtud de este corolario se tiene que:

ĺım
B→+∞

ŝeB =

√√√√ 1

n2

n∑

i=1

(xi − x̄)2.

Este ejemplo resulta interesante por dos motivos: el primero es que la media observada es
el estimador de la media poblacional o valor esperado, lo que lo hace un estad́ıstico realmente
importante. El segundo es que a diferencia de otros estimadores, la media observada es el único
que posee una fórmula que permite obtener el error t́ıpico estimado. Esto significa que no es
estrictamente necesario utilizar métodos computacionales, como Bootstrap, para medir la pre-
cisión o exactitud de este estimador.

El hecho de que ningún otro estimador aparte de la media posea una fórmula que permita
calcular su error t́ıpico estimado, no significa que este no pueda ser calculado. Bootstrap puede
ofrecer un buen estimador del error t́ıpico para cualquier estad́ıstico que sea de interés.

2.4. Función de Distribución Emṕırica y el Principio Plug-

in

La función de distribución emṕırica F̂ se define como una distribución discreta que asigna
probabilidad 1/n a cada valor x1, x2, . . . , xn de una muestra aleatoria. En otras palabras, F̂
asigna a un subconjunto A del espacio muestral de x su probabilidad emṕırica:

PF̂ (A) =
#(xi ∈ A)

n
.

Recordemos que un parámetro es una función de la distribución de probabilidad F .

θ = t(F ).

Por ejemplo, si F es una distribución de probabilidad en la recta real, entonces se puede
pensar en la esperanza como un parámetro:

θ = t(F ) = EF (x).
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Un estad́ıstico es una función de una muestra aleatoria x con distribución de probabilidad
F , que a su vez resulta ser una variable aleatoria.

θ̂ = t(x).

Por ejemplo, si x = x1, x2, . . . , xn es una muestra aleatoria, entonces la media observada es
un estad́ıstico de x

x =
1

n

n∑

i=1

xi.

2.4.1. El Principio Plug-in

El principio Plug-in es un método simple que sirve para estimar parámetros a partir de
una muestra aleatoria en lugar de su distribución de probabilidad. El estimador Plug-in de un
parámetro θ = t(F ) se define por:

θ̂ = t(F̂ ).

En otras palabras, se puede pensar en el estimador Plug-in como en el mismo parámetro
definido para la distribución de probabilidad F pero tomando en lugar de esta la distribución
de probabilidad emṕırica F̂ .

Cuando la única información disponible acerca de la distribución de probabilidad F proviene
de la muestra x, el estimador Plug-in es un excelente estimador del parámetro θ. Por ejemplo,
el estimador Plug-in de la esperanza θ = EF (x) viene dado por:

θ̂ = E
F̂
(x) =

1

n

n∑

i=1

xi = x.

El método Bootstrap tiene la virtud de producir sesgos y errores t́ıpicos de los estimadores
Plug-in de manera automática, que luego podrán ser estudiados para determinar la exactitud
de tales estimadores. De hecho, Bootstrap por śı mismo es una aplicación del principio Plug-in.
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2.5. Error T́ıpico de la Media y Estimación del Error

T́ıpico de la Media

.

2.5.1. El Error T́ıpico de la Media

Sea x una variable aleatoria con distribución de probabilidad F . Sean:

µF = EF (x), σ2

F = V arF (x) = EF [(x − µF )2]

La esperanza y la varianza sobre F de la variable aleatoria x respectivamente.

Proposición 2.6. Sea x = x1, x2, . . . , xn una muestra aleatoria de tamaño n con distribución

F . Entonces la media de la muestra

x =
1

n

n∑

i=1

xi,

tiene esperanza µF y varianza σ2
F /n.

Demostración: Veamos que E(x) = µF

E(x) = E

(
1

n

n∑

i=1

xi

)

=
1

n

n∑

i=1

E(xi)

=
1

n
nµF

= µF .

Veamos que V ar(x) = σ2
F /n,
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V ar(x) = V ar

(
1

n

n∑

i=1

xi

)

=
1

n2

n∑

i=1

V ar(xi)

=
1

n2
nσ2

F

= σ2

F /n.

El error t́ıpico de la media viene dado por:

seF (x) =
√

V arF (x) =
σF√

n
. (2.3)

El error t́ıpico es el parámetro más usado para indicar la precisión estad́ıstica de algún
estimador. Por lo general, se espera que para la media x el error t́ıpico sea menor que 1 en el 68
por ciento de las veces y menor que dos en el 95 por ciento de las veces, donde los porcentajes 68
y 95 están basados en el teorema central del ĺımite, el cual estipula que bajo ciertas condiciones
generales de F , la distribución de x se aproxima a una distribución normal con parámetros µF

y σ2
F /n siempre que n tienda a infinito. Lo anterior se ilustra en la siguiente figura:

Una de las ventajas de Bootstrap es que no se tiene que depender totalmente del teorema
central del ĺımite. Si el valor de n es más bien pequeño, (el tamaño de la muestra disponible),
entonces los valores descritos anteriormente pierden precisión, por lo que una estimación del
error t́ıpico nos da una buena idea de la precisión de nuestro estad́ıstico.
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2.5.2. Estimación del Error T́ıpico de la Media

Supongamos que disponemos de una muestra aleatoria x1, x2, . . . , xn con distribución F
desconocida. Luego de calcular el estad́ıstico x de la esperanza µF resulta interesante conocer
el valor del error t́ıpico de x. Sin embargo, como F es desconocida, no resulta útil utilizar (2.3),

por lo cual se utiliza el principio Plug-in de la siguiente manera: Se sustituye F̂ por F en (2.3)
y se considera el estimador Plug-in del error t́ıpico.

σ̂ = σF̂ =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

(xi − x)2, (2.4)

obteniendo aśı la estimación del error t́ıpico ŝe(x) = seF̂ (x).

ŝe(x) =
σF̂√

n
=

√√√√ 1

n2

n∑

i=1

(xi − x)2.

Lo cual es muy similar a (2.1).

Para realizar esta estimación, el principio Plug-in es utilizado dos veces, una para estimar la
esperanza µF por µ

F̂
= x y luego para estimar el error t́ıpico seF (x) por se

F̂
(x). La estimación

bootstrap del error t́ıpico se refiere a utilizar el principio Plug-in para estimar el error t́ıpico de
un estad́ıstico arbitrario θ̂. Aqúı se muestra que si θ̂ = x, entonces esta aproximación tiende a
la estimación usual del error t́ıpico para la media.

2.6. La Estimación Bootstrap del Error T́ıpico

La estimación bootstrap del error t́ıpico de un estad́ıstico θ̂ es una estimación Plug-in que
utiliza la función de distribución emṕırica en lugar de la distribución F desconocida.

Definición 2.7. La estimación ideal bootstrap de seF (θ̂) se define por:

seF̂ (θ̂∗). (2.5)

En otras palabras, la estimación ideal bootstrap de seF (θ̂) es el error t́ıpico de θ̂ calculado

sobre el conjunto de datos de tamaño n tomados aleatoriamente de F̂ .
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Como ya vimos, el último paso en el algoritmo bootstrap se basa en estimar el error t́ıpico
seF (θ̂) del parámetro θ̂ a través de la desviación estándar de la muestra conformada por las B
réplicas bootstrap.

ŝeB =

√√√√ 1

B − 1

B∑

b=1

[θ̂∗(b) − θ̂∗(·)]2.

Donde θ̂∗(·) =
1

B

B∑

b=1

θ̂∗(b).

Un hecho interesante es que el ĺımite de ŝeB cuando B tiende a infinito es la estimación
ideal bootstrap de seF (θ̂).

ĺım
B→∞

ŝeB = seF̂ (θ̂∗). (2.6)

El hecho de que ŝeB se aproxime a se
F̂

cuando B tiende a infinito equivale a decir que la
desviación estándar emṕırica se aproxima a la desviación estándar de la población cuando el
número de réplicas bootstrap aumenta. La población en este caso es la población de valores
θ̂∗ = s(x∗) donde x∗ = (x∗

1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) es una muestra aleatoria tomada de F̂ .

2.7. El Número B de Réplicas Bootstrap

Uno de los puntos más importantes del método Bootstrap es determinar el valor B de réplicas
bootstrap que serán usadas para evaluar ŝeB. La estimación ideal bootstrap considera el caso
B −→ ∞ para el cual ŝeB es igual al estimador plug-in se

F̂
(θ̂∗). Es importante la determinación

de este valor puesto que el tiempo de cómputo del algoritmo depende del tiempo que se demore
evaluar las réplicas bootstrap, y además porque se busca el mismo buen comportamiento que
se obtuvo en la estimación del error t́ıpico para la estimación de otras cantidades de interés
como el sesgo y la desviación estándar.

Proposición 2.8. ŝeB siempre tiene desviación estándar mayor que se
F̂
(θ̂∗)

Para determinar el valor B de réplicas bootstrap, se considera el coeficiente de variación de
ŝeB.

cv(ŝeB) =

√
cv(ŝe∞)2 +

E(∆) + 2

4B
, (2.7)

donde ∆ es un parámetro que mide la longitud de cola de la distribución de θ̂∗. El aumento del
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coeficiente de variación refleja el aumento de la variabilidad debido a la detención del algoritmo
después de B réplicas bootstrap, en lugar de ir hasta el infinito.

∆ es 0 para la distribución normal, -2 para las distribuciones de colas muy cortas y valores
arbitrariamente grandes cuando F es de cola larga (en la práctica no pasa de 10).

La estimación ideal ŝe∞ = seF̂ (θ̂∗) no es perfecta, puesto que puede tener una considerable

variabilidad como estimación de seF (θ̂) debido a la variabilidad de F̂ como estimación de F .

La fórmula (2.7) tiene una importante consecuencia práctica: para los valores de cv(ŝe∞) y
∆ que pudieran surgir en la práctica, cv(ŝeB) no es mucho mayor que cv(ŝe∞) para B ≥ 200,
aunque rara vez se necesitan más de 200 réplicas para la estimación del error t́ıpico. Incluso
un número pequeño de réplicas bootstrap, digamos 25, es usualmente informativa mientras que
B = 50 es a menudo suficiente para dar una buena estimación de seF (θ̂).

Cabe mencionar que en la práctica resulta muy útil revisar tanto los datos reales como los
datos bootstrap, y realizar un histograma para ambos.

2.8. Estimación del Porcentaje de Variación obtenido en

ACP usando Bootstrap

Sea:

M(X) =




x11 x12 · · · x1d

x21 x22 · · · x2d

...
...

...
xn1 xn2 · · · xnd


 ,

una matriz de datos donde cada una de las filas x1k, x2k, . . . , xnk representa a cada uno de los
n individuos de la población; k = 1, 2, . . . , d. Sea:

X =




X1

X2

...
Xd


 ∈ R

d,

el vector de variables aleatorias que se medirán sobre esta población. Consideremos la matriz
de covarianzas para el vector aleatorio X:
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Σ =




Cov(X1, X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xd)
Cov(X2, X1) Cov(X2, X2) · · · Cov(X2, Xd)

...
...

...
Cov(Xd, X1) Cov(Xd, X2) · · · Cov(Xd, Xd)


 .

Sean α1, α2, . . . , αd los autovectores de la matriz de covarianzas Σ y λ1, λ2, . . . , λd los au-
tovalores correspondientes. Entonces el porcentaje de variación capturado por las primeras q
componentes principales viene dado por:

Fq =

q∑

k=1

λk

d∑

k=1

λk

; q < d.

Como se dijo en el Caṕıtulo 1, el número de componentes principales a considerar viene
dado por el valor de q para el cual Fq > α, donde α se escoge a conveniencia.

Supongamos que nos interesa saber el porcentaje de variación capturado por la primera
componente principal (cercańıa de los puntos proyectados a la primera componente principal).

F1 =
λ1

d∑

k=1

λk

.

Para saber que tan exacto es el valor F1, se utiliza el método Bootstrap para estimar este
valor. Para esto, consideramos la matriz:

X∗ =




x∗
1k

x∗
2k
...

x∗
nk


 , k = 1, 2, . . . , d,

donde las filas x∗
1k, x

∗
2k, . . . , x

∗
nk son tomadas aleatoriamente con reposición, de las n filas de la

matriz de datos X.
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A partir de esta matriz X∗, y considerando nuevamente el vector aleatorio X, calculamos
la matriz de covarianzas Σ∗

Σ∗ =




Cov∗(X1, X1) Cov∗(X1, X2) · · · Cov∗(X1, Xd)
Cov∗(X2, X1) Cov∗(X2, X2) · · · Cov∗(X2, Xd)

...
...

...
Cov∗(Xd, X1) Cov∗(Xd, X2) · · · Cov∗(Xd, Xd)


 .

La notación Cov∗(Xi, Xj) indica que las entradas de Σ∗ están calculadas en base a X∗.

Sean α∗
1, α∗

2, . . . , α∗
d los autovectores de la matriz Σ∗, y λ∗

1, λ
∗
2, . . . , λ

∗
d los autovalores

correspondientes. Entonces la réplica bootstrap de F1 es:

F∗
1 =

λ∗
1

d∑

k=1

λ∗
k

.

Como ya se sabe, para determinar el sesgo de F∗
1, se calcula el error t́ıpico ŝeB. Para deter-

minar la exactitud de F∗
1, se calcula la media de las B réplicas bootstrap. Si ŝeB es pequeño

(digamos menor que 1) y la media de las B réplicas bootstrap se aproxima considerablemente
al valor de F1, entonces podemos decir que F1 es un estimador consistente cuando B tiende a
infinito.
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Caṕıtulo 3

Implementación de las Herramientas R

y MATLAB Para realizar ACP y

Bootstrap

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se explicará cómo la implementación de las herramientas de software
matemático R y MATLAB pueden combinarse para realizar un Análisis de Componentes Prin-
cipales (ACP) a un conjunto real de datos y un remuestreo usando el algoritmo Bootstrap
para comprobar la exactitud de los resultados obtenidos en el ACP. En la sección (3.1.1) se
realizará un ACP a un conjunto real de datos utilizando la herramienta R, se mostrarán gráficos
y tablas que ayudarán al análisis e interpretación de los resultados obtenidos y se darán las
conclusiones pertinentes. En la sección (3.1.2) se aplicará el algoritmo Bootstrap al conjunto de
datos utilizando la herramienta MATLAB. Se mostrarán los comandos utilizados y los scripts
creados para tal fin y se analizarán los resultados obtenidos.

3.1.1. Implementación de la Herramienta R para la realización del

ACP

Para esta investigación se dispone de un cojunto de datos, referentes al número de préstamos
por estado del páıs que se atrasaron en mas de cuatro cuotas y que estan con ejecutivos especiales
de cobro, donde:

“cant client” es el número de clientes en ese estado con créditos atrasados.

“cant prest” es el número de préstamos provenientes de ese estado con mas de cuatro
cuotas atrasadas.
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“salcap” es el monto total de la deuda.

“vcdo” es el monto que debe cancelar para poner sus deudas al dia.

“pag” es el monto pagado.

“salcapven” es el monto vencido de la deuda.

Para realizar un ACP a este conjunto de datos, se utiliza el plugin “FactoMineR”, el cual in-
cluye la función “Principal Component Analysis (PCA)”. Esta función proporciona de manera
directa los autovalores de la matriz de covarianzas, las varianzas capturadas por las compo-
nentes principales, las contribuciones que aportan las variables originales a cada una de las
componentes principales y gráficos que ayudan al análisis e interpretación de los datos.

En la siguiente tabla se muestran los autovalores de la matriz de covarianzas, el porcentaje
de varianza capturado por cada componente principal y el porcentaje de varianza acumulado:
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En esta tabla se puede ver que cerca de 97% de la varianza total es capturada por las
dos primeras componentes principales, lo que indica que es posible proyectar los datos en un
sistema de coordenadas de dos ejes, donde el eje horizontal corresponde a la primera componente
principal y el eje vertical a la segunda componente principal. Esto se puede ver en el siguiente
gráfico:

En ACP es importante estudiar la manera en que cada una de las variables aleatorias origi-
nales contribuyen con cada componente principal, puesto que estas contribuciones determinan
que tan explicativas pueden ser las componentes principales. En la siguiente tabla se obser-
van los aportes de cada una de las seis variables originales a las primeras cinco componentes
principales:
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Esta tabla indica que todas las variables originales ofrecen un gran aporte a las cinco
primeras componentes principales. Considerando que cerca del 97% de la varianza total es
capturada por las primeras dos componentes principales, se observa que salvo la variable “pag”
(monto pagado) todas las variables contribuyen de manera significativa con la primera compo-
nente principal, lo que indica que esta componente explica de manera directa a las variables
involucradas con la cantidad de clientes, cantidad de préstamos con más de cuatro cuotas
atrasadas en ese estado, y las deudas adquiridas por tales atrasos.

La variable “pag” contribuye de manera significativa con la segunda componente principal,
lo cual indica que esta componente explica mejor a la variable relacionada con el monto pagado
por los clientes en ese estado.

El siguiente gráfico muestra el aporte de cada una de las variables originales a las dos
primeras componentes principales:

La siguiente tabla contiene las contribuciones individuales de los 25 estados a las primeras
cinco componentes principales:

Aqúı se puede observar que existen tres estados (Miranda, Zulia y Distrito Capital) que
aportan de manera significativa a la primera componente principal.
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Los contribuciones individuales que cada estado le otorga a la primera componente princi-
pal están directamente relacionados con todas las variables explicadas por dicha componente,
de modo que como se muestra en la primera gráfica, mientras más grande es la contribución
de cada uno de los estados a la primera componente principal, más alejada se encuentra su
proyección del origen de coordenadas.

De todo lo explicado anteriormente se dan las siguientes conclusiones:

La primera componente principal separa a la nube de puntos en dos grupos: los estados que
poseen una cantidad de clientes mayor a 2950 (estados Miranda, Zulia y Distrito Capital) y los
que poseen una cantidad de clientes menor a 2950 (estados restantes).

Esto podŕıa ser un indicativo de que en los estados que poseen gran cantidad de clientes
se debe poner especial atención si uno de los objetivos de las instituciones que otorgan los
préstamos es, por ejemplo, reducir los montos de las deudas.
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La segunda componente principal separa a los estados en los que los montos pagados por
los clientes superan a los montos de las deudas generadas por pagos atrasados (Dependencias
Federales) de aquellos estados donde las deudas son superiores a los montos pagados de los
préstamos (estados restantes).

Esto parece ser un indicativo de que en esta región los clientes cancelan la deuda despues
de ser atendidos por los ejecutivos especiales de cobro.

A excepción de las Depencias Federales, se observa que independientemente del número de
clientes por estado, existe en todo el territorio nacional una tendencia por parte de los clientes
a no pagar ó a retrasarse en los pagos de las cuotas de los préstamos solicitados.

Ahora bien, considerando que se dispone de un conjunto pequeño de datos (25 estados) y
que estos fueron tomados en un momento determinado, el siguiente paso es verificar si estos
resultados son confiables y si se mantiene esta tendencia a través del tiempo. Para esto hacemos
uso del algoritmo Bootstrap, donde estimaremos el porcentaje de variación capturada por la
primera componente principal utilizando un total de 200 réplicas bootstrap, apoyándonos en
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la herramienta MATLAB.

3.1.2. Implementación de la Herramienta MATLAB para la realiza-

ción del remuestreo Bootstrap

A partir de la tabla de datos de la sección (3.1.1), obtenemos la matriz de covarianzas Σ,
haciendo uso de la función “Cov(·)”.

Sigma = 1,0e + 014 ∗




0,0000 0,0000 0,0003 0,0001 0,0000 0,0001
0,0000 0,0000 0,0005 0,0001 0,0000 0,0001
0,0003 0,0005 4,8242 1,0384 0,1706 1,5118
0,0001 0,0001 1,0384 0,2327 0,0382 0,3286
0,0000 0,0000 0,1706 0,0382 0,0352 0,0531
0,0001 0,0001 1,5118 0,3286 0,0531 0,4836




Haciendo uso de la función “roots(poly(·))”, se calculan los autovalores de la matriz Σ,
obteniendose los siguientes autovalores:

λ1 = (1,0e + 014)5,5291

λ2 = (1,0e + 014)0,0292

λ3 = (1,0e + 014)0,0111

λ4 = (1,0e + 014)0,0062

λ5 = (1,0e + 014)0,0000

λ6 = (1,0e + 014)0,0000

Y ahora para calcular el porcentaje de variación capturado por la primera componente
principal (F1), utilizamos la siguiente secuencia de instrucciones:

f1 = lambda(1)/(sum(lambda))

f1 = 0,9916

Para crear la matriz X∗ (muestra bootstrap), la cual es la matriz obtenida tomando aleato-
riamente y con reposición las filas de la matriz de datos, se crea el script “mind(·)” con la
siguiente secuencia de instrucciones:

function [C] = mind(X)
[m, n] = size(X);
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B = 1 : 1 : m;
for i = 1 : m
B(i) = floor((m) ∗ rand(1, 1) + 1);
end
C = X(B, :);

Ahora bien, este script será usado para generar 200 muestras bootstrap. A cada una de
estas 200 muestras bootstrap se le calcularán tanto la matriz de covarianzas (Σ∗) como los
autovalores asociados a cada una de esas matrices, con lo cual se generarán las 200 réplicas
bootstrap F∗

1. Para realizar este procedimiento se crea el script “estim1(·, ·)” con la siguiente
secuencia de instrucciones:

function theta = estim1(A, l)
M = zeros(1, l);
for i = 1 : l
B = mind(A);
S1 = cov(B);
lambda = roots(poly(S1));
M(i) = lambda(1)/(sum(lambda));
end
S2 = sum(M)/l;
s = 0;
for i = 1 : l
s = (M(i) − S2).2 + s;
end
Promedio = S2
theta = sqrt((1/(l − 1)) ∗ s);

En este script también se incluye el cálculo del promedio de las 200 réplicas bootstrap y
el cálculo de la estimación bootstrap del error t́ıpico ŝeB, que son valores que nos ayudarán a
determinar cuán exacto es el porcentaje de variación obtenido en ACP.

Al utilizar el script “estim1(·, ·)” se obtienen los siguientes resultados:

estim1(M, 200)

Promedio = 0,9882

ans = 0,0168.
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3.2. Conclusiones

Se teńıa una muestra pequeña y se obtuvo una clasificación por ACP, la cual otorga un
porcentaje de variación elevado cuando trabaja con matrices provenientes de datos reales. Esto
queda sentado cuando se observa que para estos datos el porcentaje de variación capturado por
las primeras dos componentes principales es cercano al 97%.

Se sabe que las réplicas bootstrap, desde el punto de vista teórico, son un buen estimador
para el coeficiente de variación, y en este caso se obtuvo un valor que difiere del valor verdadero
en menos de 0,004, lo cual nos permite afirmar que los resultados obtenidos en ACP son con-
fiables y que existe una tendencia por parte de los clientes de las instituciones financieras a
atrasarse en más de cuatro cuotas en los pagos de los préstamos solicitados.

Destacamos la importancia del Bootstrap por dos motivos: primero, en el análisis estad́ıstico
es común realizar procedimientos en los que no se realizan supuestos sobre las poblaciones o
sus parámetros (lo que comúnmente conocemos como ”pruebas no paramétricas”), las cuales
tienen la desventaja de que se pierde cierta cantidad de información, puesto que se trabaja
con variables a nivel ordinal y los valores observados quedan reducidos a rangos de valores. El
método Bootstrap soslaya este problema manteniendo los niveles de medida.

Segundo, la simplicidad del algoritmo Bootstrap, apoyado sobre bases computacionales,
hace que este método constituya un enfoque atractivo en la práctica de la estad́ıstica, puesto
que deja de lado las fuertes definiciones matemáticas y las suposiciones y logra aún aśı obtener
medidas que permitan hacer análisis y conclusiones importantes del estudio que se esté reali-
zando.
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