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Introduccion

La Estadistica es la ciencia del aprendizaje a través de la experiencia. Es la ciencia con base
matematica referente a la recoleccion, andlisis e interpretaciéon de datos, que busca explicar
condiciones regulares en fenémenos de tipo aleatorio. Originandose alrededor del ano 1650, esta
rama de la matematica ha evolucionado de manera tal que muchas de sus técnicas forman las
bases de los métodos analiticos de diferentes areas de estudio como la biomedicina, psicologia,
educacién, economia, teoria de las comunicaciones, sociologia, genética, epidemiologia, geologia,
fisica, astronomia, etc., ya que estas son areas que demandan eficiencia informativa.

La estadistica inferencial estd apoyada en fuertes bases tedricas matematicas, las cuales
permiten tener un sin ntimero de herramientas que hacen posible el trabajo del analista para
realizar trabajos de investigacién. Sin embargo, algunas veces el uso de estas herramientas teori-
cas hace dificil y tedioso el trabajo de investigacion, lo cual en ocasiones genera pérdidas de
tiempo considerables.

La aparicién de las computadoras ha marcado de por vida el quehacer cientifico, puesto
que con el poder y velocidad de cémputo, ha resultado mucho més facil y econémico realizar
investigaciones donde el ser humano por si solo, aun teniendo disponible toda la base tedrica
y las técnicas necesarias para poner en practica esas herramientas, le resultaria a veces hasta
interminable realizar algunas conclusiones acerca del estudio a realizarse, cosa que con una
computadora podria tardar solo minutos.

Existen dos técnicas estadisticas muy tutiles y poderosas desde el punto de vista computa-
cional a la hora de realizar investigaciones en un area determinada. Una de ellas es el Anélisis
de Componentes Principales (ACP), una de las més viejas y conocidas técnicas del Andlisis
Multivariante. Propuesta por el matematico Karl Pearson (1867-1936), consiste en reducir la
dimensién de un conjunto de variables aleatorias que se miden sobre un banco de datos, per-
diendo asi la menor cantidad de informacion. Para esto, el ACP construye un nuevo sistema
de coordenadas para el conjunto original de datos. Al representar la nube de puntos en este
nuevo sistema, la varianza de mayor tamano es capturada en el primer eje coordenado (llamado
Primer Componente Principal), la segunda varianza méas grande en el segundo eje y asi sucesi-
vamente. La construccion del sistema de coordenadas viene dada por una transformacion lineal



que se obtiene previamente de la construccion de la matriz de covarianzas 3. Como esta matriz
es simétrica y definida positiva, existe una base de autovectores {a;, awo,..., g} asociados
a un conjunto de autovalores A, Aa,..., Ag, por lo que se puede decir que las componentes
principales son una combinacién lineal de las variables originales y ademas son independientes
entre si. Los valores \;, Aq,..., Ag son utilizados para calcular el porcentaje de varianza expli-
cado por las primeras ¢ componentes principales, el cual ayuda a determinar la dimensién del
subespacio donde “caen” los datos originales.

La otra técnica estadistica es el Bootstrap, un método de remuestreo propuesto por Bradley
Efron en 1979, el cual se basa en el uso de un gran ntimero de calculos repetitivos para obtener
medidas de precisién de estimaciones estadisticas (errores estdndar, sesgos, intervalos de confi-
anza, etc.). Se utiliza para estimar la distribucién de un estadistico. Este remuestreo se realiza
a partir de una muestra aleatoria con una funcién de probabilidad desconocida F. Para esto, se
construye una distribucién de probabilidad empirica F'(x) a partir de la muestra x, asignando
una probabilidad 1/n a cada punto xy, za, ..., z, de la misma, esta funcién serd el estimador de
la funcién de distribucién de la poblacién, F'(x). A partir de esta distribucién de probabilidad
empirica se extrae una muestra aleatoria x* = (z3, z3, ..., z}) de tamano n con reposicién. Esta
muestra se denomina muestra bootstrap. Luego se calctla el estadistico de interés a partir de
la muestra bootstrap, obteniendo lo que se denomina la réplica bootstrap 6*. Se repite este
proceso una cantidad ”B”de veces, donde “B” es un valor grande (entre 50 y 200 para estimar
errores estandar). Finalmente se construye una distribucién de probabilidad a partir de las B
réplicas bootstrap asignando una probabilidad de 1/B a cada punto, 5{, 5’5, cee 5;;, para poder
realizar inferencias sobre el estadistico de interés.

El objetivo del presente trabajo es explicar cémo la combinacién de la técnica del ACP y la
técnica del Bootstrap resulta util para determinar la precisién del ACP cuando se trabaja con
un conjunto pequeno de datos, con lo cual es posible determinar cuan fiables son los resultados
obtenidos en el mismo. En particular, se estimard el porcentaje de variacién explicado por
la primera componente principal, puesto que ésta variable posee la propiedad de minimizar la
suma de los cuadrados de las distancias euclideas entre ella y los datos representados en el nuevo
espacio de variables componentes principales. Se aplicara la técnica del ACP a un conjunto de
datos y se calculara el porcentaje de variacién explicado por la primera componente principal.
Se aplicard la técnica del bootstrap para estimar este porcentaje mediante la utilizacién de
doscientas réplicas bootstrap y se calculara el promedio de estas doscientas réplicas para ser
comparado con el porcentaje de variaciéon observado.



Capitulo 1

Analisis de Componentes Principales

1.1. Introducciéon

En este capitulo se definird el método del Analisis de Componentes Principales, se ex-
plicara el proceso de obtencién de las componentes principales resolviendo problemas de opti-
mizacién y se mencionaran los dos métodos utilizados comunmente para determinar el niimero
de componentes principales adecuado (cdlculo del porcentaje de variacién y gréfica autovalor
versus nimero del autovalor). También se enunciardn y demostraran propiedades algebraicas
y geométricas de las componentes principales, con sus respectivas implicaciones estadisticas.
Por ultimo, se mencionaran brevemente dos casos particulares del Analisis de Componentes
Principales (Anélisis de componentes Principales usando una matriz de correlaciones y Andlisis
de Componentes Principales con varianzas nulas 6 con varianzas iguales).

1.2. Definicién del Analisis de Componentes Principales

El Andlisis de Componentes Principales (ACP) es una técnica estadistica que se emplea en
analisis exploratorio de datos y en construccién de modelos predictivos. Consiste en reducir
la dimension de un conjunto de variables correlacionadas, perdiendo la menor cantidad de in-
formacion posible, y obteniendo un nuevo conjunto de variables no correlacionadas llamadas
componentes principales.

La obtencién de las componentes principales (en lo que sigue, CP) viene dada por una fun-
cién lineal que se obtiene previamente de la construccion de la matriz de covarianzas.

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, donde
() es un espacio muestral arbitrario

F es la o-algebra de subconjuntos de €2
P es la medida de probabilidad.



X4

Xo
Entonces X = . € R% con X; : © — R se denomina vector aleatorio con segundo
Xq
momento finito si E(X?) < oo, Vi=1, 2, ..., d.

Sea X la matriz de covarianzas del vector aleatorio X:

Cov(X1,X1) Cov(Xy,X5) -+ Cov(Xy,Xy)
B Cov(Xs, X1) Cov(Xy, X3) -+ Cov(Xa, Xy)
Cov(Xg, X1) Cov(Xg, X2) -+ Cov(Xy, Xy)

Se busca una funcion lineal o} X de la forma:

a'lX = 0411X1 + Oéngg + -+ OéldXd.

aqq

12
Donde a; = ) es un vector de constantes en R? y o’ denota el vector traspuesto de a.

Q14
Esta funcion lineal debe ser tal que:
s Var(a)X) sea maxima.

[l =1

A continuacién se busca otra funcién lineal a,X que esté no correlacionada con o}/ X y
que maximice la varianza. Se sigue este proceso hasta conseguir una funcién lineal o)X que
no esté correlacionada con o)X, a)X,..., o} X; k < d, y que maximice la varianza. La
primera variable &} X se denomina la primera componente principal, la segunda variable a,X
se denomina la segunda conponente principal y asi sucesivamente.

1.3. Obtencion de las Componentes Principales y Pro-
blemas de Optimizacion

Como se menciond anteriormente, la obtencion de las componentes principales se logra a
partir de la construccion de la matriz de covarianzas, la cual posee dos propiedades importantes,
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a saber:
s Y =3
s a'Ya > 0.

La primera propiedad es una concecuencia de la definicién de covarianza. Por lo tanto solo
se probara la segunda propiedad.

U1
Sea v = U.z € R?, se quiere probar que v'3v > 0.
Uq
Cov(X1,X1) Cov(Xy,Xy) -+ Cov(Xy, Xy) vy
) Cov(Xs, X1) Cov(Xs, X5) -+ Cov(Xa, Xy) Vg
v'Ev = (v1,09,...,0q) . . ) .
Cov(Xy4, X1) Cov(Xg, Xa) -+ Cov(Xy4, Xa) Vg
U1
d d d Vg
= (Z vpCov( Xy, X7) ,kaCov Xk, Xo),. kaCov(Xk,Xd)> :
k=1 k=1 k=1 :
Vq
d d d
= (Z vpCov (X, Xl)) v + (Z kaov(Xk,X2)> vy + ...+ (Z vpCov (X, Xd)> Vg
k=1 k=1 k=1
d d
Z Z UkCOU Xk, Xl
=1 k=1
d d
Z Z COU Xk, Xl ’UkUl
I=1 k=1
d d
= Z ZE [L’k — (ZL’[ — E[xl])]vkvl
I=1 k=1

Z Z T — ZL’[ — E[ZL’[]) Ukvl]
> (wr — Elxy)) vk] > 0.




Como consecuencia de lo demostrado anteriormente, se tiene que si existen vectores no nulos
wy € R? y escalares A\, € R; k= 1,2,...,d tales que:

Ewk :)\kwk; k= 1,2,...,d,
Entonces se tiene que A\, > 0VEk =1, 2,..., d.

La primera CP es aquella que maximiza la varianza:

Var(a)X) = Cov(a) X, &) X) = o[ Zav;.

Supongamos que a; es un autovector de X asociado al autovalor A. Entonces se cumple
que:

a Yo = adj\ay.

Sujeto a las restricciones:
= o] =1

. mliix(oqk) =1

Para maximizar o} Xa; sujeto a estas restricciones, se utiliza el método de multiplicadores
de Lagrange.

Sea A un multiplicador de Lagrange. Se quiere maximizar:

Llay) = ) Xa; — Majag — 1).

Derivando con respecto a « se obtiene:
Eal — )\al =0
= (X = Aoy =0.
Donde I; es la matriz identidad de orden d.
De este modo, A es un autovalor y a; el autovector correspondiente.

Se debe tener en cuenta que la cantidad que se maximiza es:



)Xoy = dj a; = dajag = .

Asi, Var(a}X) = A\; es el autovalor de ¥ mds grande, y o el autovalor correspondiente a
A
La segunda CP es la que maximiza la varianza:

Var(ayX) = Cov(abX, asX) = asXan = ashas.

Sujeto a las restricciones:
2 _
= [l =1
» Cov(a)X,a)X) =0
En la segunda restriccion se observa que:

Cov(a) X, apX) = a1 Xy = @) ay = \ajay = 0.

Como A es no negativo, en particular si A > 0 entonces se tiene que ajas = 0.
Aplicando el operador traspuesto a a3 se tiene que:

Cov(a) X, apX) = )Ty = abXa; = ajsdha; = Aasay = 0.

Aplicando el razonamiento dado anteriormente se obtiene que aa; = 0.
Cualquiera de estos dos resultados puede usarse para especificar la correlacién entre o} X y
a4 X. Considerando multiplicadores de Lagrange A y ¢ v el segundo de los resultados anteriores,

entonces la cantidad a maximizar es:

ayYay — Mayas — 1) — pahay.

Derivando con respecto a ), se obtiene:

Eag — )\ag — gbal =0.

Multiplicando por o se obtiene:



)Xoy — aj oy — ajpa; =0

Donde o)Xy = 0 dado que Cov(a) X, ayX) = 0. Ademaés:
)\a’lag =0
aja; =1
= ¢=0.

Por lo tanto
2a2 — )\ag =0

= (2 — )\Id) as = 0.
Por lo que A es nuevamente un autovalor de 3 y a el autovector correspondiente.
Nuevamente al considerar que la cantidad que se maximiza es:

ayY oy = ap oy = Aagan = As.

Se observa que A\ es tan grande como sea posible. Asumiendo que ¥ no tiene autovalores
repetidos, se tiene que Ay # Ay, y como Ay es el autovalor mas grande, Ay es el segundo mayor
autovalor de 3 y ay el autovector correspondiente.

Siguendo este proceso, se tiene que para la tercera, cuarta,..., d-ésima CP, los vectores
a3, Oy,..., g son los autovectores de X correspondientes a los autovalores A3, A4, ..., Ag,
los cuales satisfacen A3 > Ay > ... > \; y ademas:

Var(a,X) = Me; k=1, 2,..., d.
1.3.1. Determinacién del Nimero de Componentes Principales

Cuando se lleva a cabo un ACP, es necesario determinar el nimero de CP que tienen va-
rianzas positivas. Este nimero corresponde a la dimension del espacio en el que “caen” los datos.

Para esto, se dispone de dos métodos, los cuales se basan en los autovalores de la matriz 3.



Método 1: Se considera la cantidad:

Entonces, el nimero de CP a elegir viene dado por el valor de g para el cual §, > «, donde
a € [0,1] es un valor elegido convenientemente.

Método 2: Se construye una grafica situando los puntos (1, A1), (2, \2),..., (¢, A,). Cuando
los puntos de la grafica tienden a nivelarse, estos autovalores tienden a cero, por lo que pueden
ser descartados. Por este método se supone que el nimero de CP a elegir viene dado por el
autovalor grande mas pequeno. Un ejemplo de este método se muestra en la siguiente figura:

Variances

O
0
—
OQ——o—o0

Comp.1 Comp.3 Comp.5 Comp.7

Como podemos observar en la gréafica, a partir del autovalor 4 en adelante todos los demas
autovalores son casi cero, lo que sugiere que el nimero de CP a elegir es 4.

Cabe destacar que en la practica es conveniente considerar en forma simultanea ambos
métodos.

1.4. Propiedades Algebraicas de las Componentes Prin-
cipales y sus Implicaciones Estadisticas

Sea z el vector cuyo k-ésimo elemento, z, es la k-ésima componente principal con la k-ésima
varianza mas grande donde k =1, 2,..., d. Luego:
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z=A'X. (1.1)

Donde A es la matriz cuya k-ésima columna es el k-ésimo autovector de X, ay,. Por lo tan-
to las componentes principales se pueden definir por una transformacién ortonormal lineal de X.

Por la derivacién de las componentes principales dada en la seccién 1.2 se sabe que:

A = AA. (1.2)

Donde A es una matriz diagonal cuyo k-ésimo elemento es el k-ésimo autovalor de 3, A\, y
ademaés:

A = Var(a),X) = Var(z).

Como A es ortogonal, entonces su matriz traspuesta es igual a su matriz inversa, por lo que
podemos expresar 3 y A de las maneras siguientes:

A'SA = A. (1.3)
> = AAA. (1.4)

La transformacién lineal ortonormal de X que define a z en (1.1) tiene una serie de
propiedades 6ptimas, a saber:

Propiedad A1: para cualquier entero q; 1 < q < d; considere la trasformacion ortonormal
lineal

y = B'X. (1.5)

Donde y es un vector de q elementos y B' es una matriz de orden (¢ x d). Sea 3, = B'’YB
la matriz de covarianzas para'y. Entonces Tr(X,) es mazimizada cuando B = A, donde A,
es una matriz conformada por las primeras q columnas de A.

Demostracién: Sea 3, la k-ésima columna de B. Como las columnas de A forman una
base para el espacio de dimension d se tiene que:

d
ﬁk:chkaj; ]{7:1, 2,...,(].

Jj=1

10



Donde cjp; k=1, 2,..., q; j =1, 2,..., d son constantes escogidas convenientemente.
Luego:

B=AC.

Donde C es la matriz cuyo (j, k)-ésimo elemento es ¢;j;. Entonces:

B'YXB = C'A'XAC

= C'AC
d

= g cj)\]cj

j=1
d

= g )\]cjcj.
j=1

Donde ¢ es la j-ésima fila de C. Por lo tanto:

d
Tr(B'EB) = Tr (Z Ajc;c])
j=1
d
= Z A Tr(ciej)
j=1
d
= Z)\jCjC;
j=1
d q
= > ) Nk (1.6)

=1 k=1
Ahora bien:
A'B=C
= C'C=B'AA'B=BB=1,.

Luego, las columnas de C son ortonormales (puesto que A es ortogonal, y las columnas de
B son ortonormales) y ademads:

11



Z c?k =q. (1.7)

Como C es una matriz de orden (d x q), se puede decir que esta formada por las primeras ¢
columnas de una cierta matriz D de orden (d x d). Las filas de D son ortonormales y satisfacen
que djd; = 1; j =1, 2,..., d. Como las filas de C estan compuestas por los primeros q
elementos de las filas de D se tiene que cjc; <1, j=1, 2,..., d. Esto es:

q
d g <1 (1.8)
k=1

q
Ahora bien, Zc?k es el coeficiente de A; en (1.6). La suma de estos coeficientes es g en
k=1
(L7)y
q
max Z c?k =1.
j
k=1
Como Ay, > Ay > ... > Ay, entonces es posible encontrar valores cj; tales que:

q R

1, 7=1,2,..., ¢q
> = {0 (1.9)
k=1

Y ]:q+17 q+27""d

Entonces la cantidad Z

d
j=1

q
< E cjzk> Aj alcanza su valor maximo. Luego, tomando B’ = Aj
k=1

se tiene que:

Cjk =
0, otro caso

Lo cual satisface (1.9). Por lo que Tr(3X,) alcanza su valor maximo cuando B = A,
Propiedad A2: Consideremos la expresion ortonormal descrita en la propiedad anterior.

y = B'X.

Entonces Tr(X,) es minimizada cuando B = A}, donde A} es una matriz conformada por
las ultimas q columnas de A

12



La demostracién de esta propiedad es analoga a la utilizada para demostrar la propiedad
A1, considerando el hecho de que la derivacion de las CP descrita en la seccién (1.2) se puede
convertir con la finalidad de buscar funciones lineales cuyas varianzas sean minimas, y que esten
sujetas a que se correlacionen con las funciones lineales anteriores. En este caso, también se
buscan los autovectores de la matriz X, pero empezando por los mas pequenos.

Esta propiedad es importante desde el punto de vista estadistico, puesto que los ultimos
CP tienen varianza minima, y esta caracteristica los hace bastante tutiles para determinar rela-

ciones casi-constantes entre los elementos de X, para realizar andlisis de regresion, determinar
subconjuntos de variables de X y determinacién de valores atipicos.

Propiedad A3: La descomposicion espectral.
3 =Moo + Aaasal + -+ Aol (1.10)

Demostracién: Se sabe de (1.4) que:

Y =AAA"

Desarrollando el lado derecho de esta igualdad se obtiene:

Q1 Qo1 - Oy A 0 - 0 Q11 Qg - Ogq
iy Qg -+ Qg 0 A -+ 0 Qg1 Qigg -+ Qg
Y= .
Qg Qag +++ Ogq 0 0 - A Qg1 Qgg *++  O4q
a1Al e o Qg Q11 Qqg 0 Qg
Q121 Qade o Qe Qg1 Qg -+ (Qgq
QgAT Qghe - QgNg Qg1 Qg -+ Oygq
S ek S a4
5:1 k1A Ok 5:1 k1AEOL2 5:1 k1A kOlkd
| ke amdkona Doy ke Ak o DDh) Qo ARk
DI ) YRCTREND Se t SRS SO WY
k=1 YkdN\eXE1 k=1 YkdN\EXE2 k=1 YkdN\kXkd
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Ao Aoy o Aogiaag A1 Qqr AgQa1Qgz -+ AgQg1Qaq
A2y A o0 AjaQiag P AdQaCgr AdQgaigz -+ AgQlgaQlaq

Ao Aaagae -0 A0 AdQdd0dqr  AdQddCde =+ AdQlddCldd

/ / /
= Moo + Ao, + - - + Agogol,.

d

Luego, ¥ = Z A Q.
k=1

Este resultado tiene las siguientes implicaciones:

» Las varianzas de los elementos de X se pueden descomponer en las contribuciones decre-
cientes debidas a cada componente principal.

d
Var(z;) = Z )\ka;ﬁj
k=1

» Toda la matriz de covarianzas se puede descomponer en las contribuciones debidas a cada
componente principal (aunque no de manera estrictamente decreciente)

d
Cov(Xpm, Xn) = Z)\kakma;m; m=1,2,...,d;, n=1,2,...,d.
k=1

= [Las componentes principales son eficientes para explicar tanto los elementos que se en-
cuentran en la diagonal de ¥, como los que se encuentran fuera de ella. Esto es particu-
larmente cierto cuando en la derivacion de las CP se utiliza una matriz de correlaciones,
pero cuando se utiliza una matriz de covarianzas y las varianzas de X son muy diferentes
el resultado es menos vélido.

= La matriz de covarianzas (6 correlaciones) se puede construir con exactitud dando los
coeficientes y las varianzas de las primeras » CP, donde r es el rango de la matriz de
covarianzas.

14



Propiedad A4: Consideremos de nuevo la expresion ortonormal descrita en las propiedades
Al y A2.

y = B'X.

Si Det(%,) denota el determinante de la matriz de covarianzas para 'y, entonces Det(X,)
se mazximiza cuando B = A,.

Demostracion: Sea k£ un valor entero tal que 1 < k < ¢. Sea Sj, el subespacio generado
por los vectores ortogonales a, ao, ..., ay_1. Luego:

Donde dim(Sg) denota la dimensién de Si. El k-ésimo autovalor A\, de X satisface:

{a’Ea}
AL = sup ;
a€eSk (8248

a#0
Supongamos que py > g > ... > ji, son los autovalores de 3, y que vy, v¥g,..., ¥, son
los autovectores correspondientes. Sea Ty el subespacio generado por los vectores ortogonales
Vis1s Viizr---s Vg con dim(Ty) = d — [(k — 1) + 1] = d — k. Luego, para cualquier vector

~ € T}, no nulo se tiene que:
Y2y
gle

Sea §k el subespacio generado por los vectores de la forma B4 con v € T}. Entonces:

> [

dim(Sy,) = dim(T) = d — k.

Por un resultado del dlgebra lineal (el Teorema de la Dimensién) se tiene que:

dim (sk N §k) + dim(Sy + Sy) = dim(Sy) + dim(Sy).

Pero dim <Sk ﬂgk) < d; dim(Sy) = k — 1y dim(Sy) = d — k. Por lo tanto:

dim (Skmgk) > 1.
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Por consiguiente, el vector a« € S, no nulo es de la forma o = B~ para v € T}, y se deduce
que:
< YE,y A'BYX¥By od'Xa

= = < \i.
Hie = o'y ~'B'B~ oo = k

Asi, el k-ésimo autovalor de 3, es menor o igual al k-ésimo autovalor de ¥ para k =
1, 2,..., q. Luego:

q q
Det(2,) = [ [ me < [] M-
k=1 k=1

Pero si B = A, entonces los autovalores de X, son A, Aa,..., A;, de modo que:
q
Det(%,) = [[ M
k=1

Por lo tanto, Det(%,) se maximiza cuando B = A,.

Este resulado es estadisticamente importante puesto que la varianza generalizada (deter-
minante de una matriz de covarianzas) puede ser usada como medida tnica de la propagacién
de un vector aleatorio multivariante. Por ejemplo, si X tiene distribucion normal multivariada,
entonces la raiz cuadrada de la varianza generalizada es proporcional al volumen que encierra
una proporcién fija en la distribucion de probabilidad de X, y las primeras componentes prin-
cipales son por lo tanto ¢ funciones lineales de X cuya distribucién de probabilidad conjunta
tiene contornos de probabilidad fija que se adjuntan al volumen maximo.

Propiedad A5: Supongamos que queremos predecir cada variable aleatoria X; de X por una
funcion lineal de 'y, donde y = B'X. Si ajz es la varianza residual de'y en la prediccion de X,
d
entonces Z Uf» se minimiza cuando B = A,.
j=1
La implicacion estadistica de este resultado es que si se desea obener el mejor predictor lineal
de X en un subespacio de dimension ¢ con el objeto de minimizar la suma de las varianzas
residuales de los elementos de X, entonces el subespacio éptimo a considerar es el generado por
las primeras CP.
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1.5. Propiedades Geométricas de las Componentes Prin-
cipales y sus Implicaciones Estadisticas

Propiedad G1: Sea

X'S71X = ctte. (1.11)

Una familia de elipsoides de dimension d. Entonces las CP definen los ejes principales de

estos elipsoides.

Demostracién: Se sabe de (1.1) que:

z = A'X.

Como A es ortogonal, entonces la transformacion inversa viene dada por:
Az =X. (1.12)
Sustituyendo en (1.11) se obtiene:
(Az)'S 7 (Az) = ctte
= ZA'S Az = ctte.

Como X' y ¥ tienen los mismos autovectores y los autovalores de 37! son los reciprocos
de los de ¥ (asumiendo que todos ellos son estrictamente positivos), entonces se tiene de (1.3)

que:

A'STTA=A1
Y por lo tanto:
7z’ A"tz = ctte
v 0 0 2
0 )\L 0 Z9
= (21,29, ., 24) 2 ) = ctte
1
0 0 )\—d Zd
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21 29 2d )
=>|—, ..., — .| = ctte
(Al A2 Ad) :

d 2
z
:Ei:ma (1.13)
k=1

Esta es la ecuacion de un elipsoide en términos de sus ejes principales. Aqui se observa que
1 1 1

los valores de los semi-ejes del elipsoide son A7, A3,..., AZ.

La implicacién estadistica de este resultado es que si X tiene una distribucién normal mul-
tivariante, entonces los elipsoides dados en (1.11) definen contornos de probabilidad constante
para la distribucién de X. El primer eje principal de estos elipsoides (el més grande) define
la direccién en la cual la varianza estadistica es mayor, lo cual es otra manera de expresar la
definicién algebraica de la primera CP dada en la seccién 1.2. El segundo eje principal maxi-
miza la varianza, sujeto a la restriccion de ser ortogonal con el primero, lo que corresponde
nuevamente a la definicion algebraica.

Y

L

<%

G
r 1 xl
<5 5
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En las figuras mostradas anteriormente se ilustra la direccion de la primera CP que define
el primer eje principal de los elipsoides de probabilidad constante.

Propiedad G2 Supongamos que Xy, Xy son dos vectores aleatorios independientes con la
misma distribucion de probabilidad. Supongamos que ambos vectores estan sujetos a la misma
transformacion lineal

Si B es una matriz de orden (d X q) de columnas ortonormales escogidas para mazimizar
El(y:1 —y2)'(y1 — y2)|, entonces B = A,.

Demostracion: Como X; y X, tienen la misma distribucién de probabilidad, entonces
ambos tienen vector de medias p y matriz de covarianzas 3. Por lo tanto los vectores y; v y»
tienen la misma media B’p y matriz de covarianzas X, respectivamente. Luego:

El(y1 —y2)'(y1 —y2)] = E{{(y1 —B'n) = (y2 = B'n)] [(y1 — B'n) — (y2 — B'p)]}
= E{[(y1 —B'n) — (y2a—B'n)] [(y1 — B'p) — (y2 — B'p)]}
= E{[(y: - B'n) — (y2 — B'p)|(y1 — B'n)
— [(y1 —B'w) — (y2 —B'n)](y. —B'p)}
= E{(y1 —B'n)(y: —B'n) — (y2—B'n)'(y1 —B'n)
(y1—B'w)(y2 —B'n) + (y2 — B'p) (y2 — B'p)}

Como X, X, son vectores independientes, entonces yi,ys, (y1 — B'u), (y2 — B'p) también
son vectores independientes y por lo tanto:

(y2—B'p)(y1 —B'p) = 0;
(y1 —B'n) (y2 —B'u) = 0.
Luego:

El(y1 —y2)'(y1 —y2)] = E{(y1—B'wn)(y1 —B'n)+ (y2 —B'n)(y2 — B'p)}
= E{(y1—B'w)(y1 —B'u)} +E{(y2 —B'n)'(y2 — B'p)}

Sea z; € R? tal que z; =y; — B'u; i = 1, 2. Entonces:
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E{ziz;} = E{zi+zp+ - +2,}
= E{Tr(zz]}
= Tr{E[zz]}
Tr(%,).

Pero Tr(%,) se maximiza cuando B = A, por la propiedad A1.

Existe una propiedad equivalente la cual enuncia que bajo las mismas hipotesis de la
propiedad G2, la cantidad:

Det{E[(y1 — y2)(y1 — ¥2)'},

se maximiza cuando B = A,. Esta propiedad muestra que B = A, hace a la varianza genera-
lizada de y; — y» tan grande como sea posible. La varianza generalizada puede ser vista como
una medida alternativa de la distancia entre y; y ys en un espacio de dimension ¢, aunque es
una medida un poco menos intuitiva que la distancia euclidea al cuadrado.

La propiedad G2 se puede “invertir” en el sentido de que si E[(y; — y2)' (y1 — y2)] 6 bien
Det {E[(y1 — y2)(y1 — ¥2)']} se deben minimizar, esto se lleva a cabo tomando B = A7,

La implicacién estadistica de este resultado es que la distancia euclidea al cuadrado entre
dos vectores de d variables aleatorias con la misma distribucién en un subespacio de dimensién

q se puede hacer tan grande como sea posible si el subespacio es generado por las primeras ¢
CP.

1.6. Componentes Principales Usando una Matriz de Co-

rrelaciones
X1
Xo
Recordemos que X = | . € R? es un vector aleatorio, es decir:
Xa

X Q—=R;Vi=1,2,...,d.
Sea R € My, la matriz de correlaciones del vector aleatorio X. Esto es:

CO’U(XZ', X])
Tij =
\/Var(Xi)Var(Xj)

i =1,2,...,d.
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La derivacién y las propiedades de las CP descritas anteriormente estan basadas en los
autovalores y autovectores de una matriz de covarianzas. En la practica es mas comun definir
las CP de la siguiente manera:

z=A'X. (1.14)

Donde A es la matriz cuya k-ésima columna es el k-ésimo autovector de la matriz de
correlaciones, y X esta formado por variables estandarizadas de la forma:
_ i
X, =20 j=1 2. d
95;
X es el j-ésimo elemento de X, y 0j; es la varianza de X;. Luego la matriz de correlaciones

de X es la matriz de covarianzas de X. Las propiedades que se discutieron en la secciones
anteriores también son validas para las matrices de correlaciones.

Se puede llegar a suponer que las CP de una matriz de correlaciones se pueden obtener de
manera directa a partir de las CP de la matriz de covarianzas, pero esto no es cierto. Si bien X
y X se relacionan a través de una simple transformacion , los autovalores y autovectores de la
matriz de correlaciones no se relacionan de manera simple con los autovalores y autovectores
correspondientes de la matriz de covarianzas. En particular, si las CP encontradas a partir de
la matriz de correlaciones se expresaran en términos de X por la transformacion inversa de X
a X, entonces estas CP no serian las mismas que las encontradas a partir de X, excepto en
circunstancias muy especiales. Si bien las CP son invariantes bajo transformaciones ortogonales
de X, generalmente no son invariantes bajo otras transformaciones, y la transformacion de X
a X no es ortogonal. Por lo tanto, las CP de la matriz de covarianzas y las CP de la matriz de
correlaciones no pueden derivarse unas de las otras.

A continuacién se discuten de manera breve tres propiedades interesantes de las CP derivadas
de una matriz de correlaciones.

La primera propiedad es que las CP dependen no de los valores absolutos de las correla-
ciones, sino de sus cocientes. Esto es asi porque la multiplicaciéon de todos los elementos fuera
de la diagonal de la matriz de correlaciones por la misma constante deja a los autovectores de
la matriz invariantes.

La segunda propiedad es que si en vez de la restriccion de normalizacién aj o, = 1 se utiliza:

o =N k=1,2..., d. (1.15)
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Entonces oy, el j-ésimo elemento de oy, es la correlacién entre la j-ésima variable es-
tandarizada X; y la k-ésima CP. Para ver esto, se puede ver que para k =1, 2,..., d:

1
Cle = )\,iak; Var(zk) = )\k

Y el vector Yo, de d elementos tiene como j-ésimo elemento la covarianza entre X; y z.
Como Yay, = Aoy, entonces la covarianza entre X; y 2z es Apoy;.

Tambien se tiene que Var()A( ;) =1y la correlacién entre X ;Y 2 es:

Ak Qlj
[Var(X;)Var(z))z

1
— N2y — s
= A\, Quj = Q.
La tercera propiedad se enuncia de la siguiente manera:

Propiedad A6: Para cualquier entero q, 1 < q < d, considere la transformacion lineal
ortonormal

y = B'X. (1.16)

Sea R?q el coeficiente de correlacion maltiple al cuadrado entre X; y las q variables yi, ya, ..., Yq
definidas por los elementos de y. El valor

d
SC=> R:,
j=1

se mazrimiza cuando Yi, Ya,..., Yq Son las primeras ¢ CP de la matriz de correlaciones. El
valor SC' maximizado es igual a la suma de los q autovalores mas grandes de la matriz de
correlaciones.

. . d
Como las componentes principales son no correlacionadas, el valor de >’ i1 R?q se puede
escribir como:

d ¢
SC=>"> ol
j=1 k=1

Donde cr?k es la correlacion al cuadrado entre la j-ésima variable y la k-ésima CP. Este
valor se maximiza sucesivamente para ¢ = 1, 2,..., d cuando las CP son derivadas de una
matriz de correlaciones.
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1.7. Componentes Principales con Varianzas Nulas 6 con
Varianzas Iguales

A continuacion se discutiran de manera breve dos problemas que pueden presentarse en la
teoria, pero que son poco comunes en la practica:

Problema 1: Cuando se tienen varianzas iguales.

La igualdad de algunos autovalores, y por lo tanto la igualdad de algunas varianzas de CP,
ocurre para ciertas matrices. La consecuencia de esto es que para un grupo de ¢ autovalores
iguales, los ¢ autovectores correspondientes generan un subespacio tnico de dimensién ¢. Aun
siendo ortogonales entre si, estos vectores son arbitrarios. Por ejemplo, desde el punto de vista
geométrico, si ¢ = 2 6 ¢ = 3 entonces los ejes principales de un circulo (6 una esfera) no
pueden ser definidos de manera tnica; lo mismo ocurre si ¢ > 3. Asi las CP que corresponden
a autovalores iguales no se definen de manera tunica. Desde el punto de vista estadistico, se
vuelve realmente dificil hacer cualquier tipo de inferencias si se presenta este problema.

Problema 2: Cuando se tienen varianzas iquales a cero.

Esta complicacién surge con mas frecuencia que el problema anterior, pero aun asi sigue
siendo inusual. Si ¢ autovalores son iguales a cero, entonces el rango de X es (d — q), y a
causa de esto se necesita hacer modificaciones a algunas propiedades dadas en la seccién 1.4.
Cualquier CP con varianza cero define una relacién lineal constante entre los elementos de X.
Si tal relacién existe, entonces esto implica que una variable es redundante, ya que su valor
puede determinarse con exactitud a partir de los valores de las otras variables que aparecen
en la relacién. Sin embargo, si se buscan las posibles relaciones lineales antes de hacer el ACP,
entonces es posible reducir el nimero de variables de d a (d — ¢) sin pérdida de la informacién.
Alternativamente, se puede usar cualquier relacién lineal o cuasi-lineal dadas por las tltimas CP
para seleccionar un subconjunto de variables que contengan la mayor parte de la informacion
disponible en la totalidad de las variables originales.

Una observacién general es que el nimero de autovalores iguales a cero de una matriz de
correlaciones es igual al nimero de autovalores iguales a cero de la matriz de covarianzas corres-
pondiente, de modo que las relaciones lineales entre los elementos de X claramente implican a las
relaciones lineales entre las variables estandarizadas y viceversa. Sin embargo, la equivalencia no
es la misma cuando se consideran CP de varianzas iguales. La igualdad de algunos autovalores
de la matriz de covarianzas no necesariamente implica que cualquiera de los autovalores de la
matriz de correlaciones sean iguales, y viceversa.
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Capitulo 2

Bootstrap

2.1. Introduccion

En este capitulo se definira el método Bootstrap, como parte de los métodos de remuestreo
“Monte Carlo”. Se daran conceptos bésicos involucrados con el método Bootstrap (Funcién de
Distribuciéon Empirica, muestra bootstrap, réplica bootstrap y estimacién ideal bootstrap). Se
dara un ejemplo de la estimacién Bootstrap del error tipico de la media aritmética. Se definira el
Principio Plug-in, se explicara cudl es su relacién con la Funciéon de Distrbucion Empirica y
cémo resulta 1util el uso del Principio Plug-in para estimar el error tipico de la media aritmética.
Se harda menciéon de manera breve a la idea de la estimacién bootstrap del error tipico para
cualquier estadistico 0 y a la determinacién del valor B de réplicas bootstrap que se usan en la
estimacién de tal error. Finalmente, se explicara en detalle como el método Bootstrap resulta
util para determinar cuan exacto es el porcentaje de variacién o varianza obtenido en ACP que
es capturado por la primera componente principal.

2.2. Definicién de Bootstrap

El Bootstrap es una técnica de remuestreo que se basa en un gran nimero de céalculos
repetitivos para estimar la forma de la distribucion de algin parametro de interés 6. Con esta
técnica se obtienen medidas de precisién de estimaciones estadisticas (errores tipicos, interva-
los de confianza, etc.), sin necesidad de realizar fuertes hipétesis distribucionales ni férmulas
analiticas. Su fuerza radica en la potencia y rapidez de las computadoras. El Bootstrap realiza
lo que se denomina el “muestreo Monte Carlo”, que es un remuestreo con reposicion de los datos
obtenidos en una muestra. Se ejecuta el remuestreo un gran nimero de veces para generar una
estimacion empirica de la distribucion muestral del estadistico 0.

Sea X = x1, Z9, ..., T, una muestra aleatoria con funcién de probabilidad F' desconocida. A
Y ) ) ~
partir de esta muestra se construye una “distribucién de probabilidad empirica”, F', que es la
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funcién que asigna probabilidad 1/n a cada punto de x. Es decir:
~ 1 &
Fo(z) = n Z L{z,<0} (@),
i=1

donde 14 denota la funcién indicatriz del evento A.

Proposicién 2.1. Teorema de Kolmogorov-Smirnov:

F,(z) — F(x).

n—~o0

Demostracion: Sea x fijo. Como:

~ 1 <
i=1

entonces, para cada n > 1, se tiene que ﬁn(z) es una variable aleatoria, puesto que las funciones
indicatrices son variables aleatorias y F, (x) es una suma finita de funciones indicatrices, todas
con distribucion F. Ademas, se tiene que ﬁn(x) es una variable aleatoria independiente para
cada n > 1.

Ahora bien:

E(F(@)) = E(%ZI{M)

En particular, E(F,(z)) = F(z) < co. En virtud de la Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros,
existe ¢ € R tal que:
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Si ¢ = F(z) entonces:

Sea x = (1, xs....,2,) un conjunto de observaciones independientes de tamano n con fun-
cion de probabilidad F desconocida.

Definicién 2.2. Se define una muestra bootstrap como una muestra aleatoria de tamano n
tomada de x.

*

>k * *
= (2], x5,...,2),
donde cada x7;1=1,2,...,n representa una observacion tomada aleatoriamente y con reposi-
cion de x

Esto significa que algunos elementos de la muestra original podrian aparecer una, dos, tres
veces, etc., o bien podrian no aparecer.

Definicién 2.3. Se define la réplica bootstrap como el estadistico de interés que se calcula a
partir de una muestra bootstrap.

0 = s(x"),

donde s(x*) es la cantidad que resulta de aplicar la misma funcion s(-) a € que se le aplica a
T

Por ejemplo, si s(x) es la media aritmética de x (X), entonces s(x*) es la media aritmética
de la muestra bootstrap.

n
1 "
X' =— g x;.
n
i=1

Definicién 2.4. Se define la estimacion ideal bootstrap del error tipico del estadistico 0 co-
mo el error tipico de 6 para el conjunto de datos de tamarno n tomados aleatoriamente de la
distribucion empirica F.
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Si se denota por se F(é) el error tipico de 6, entonces la estimacién ideal bootstrap de se r(0)
viene dada por:

seq(60).
Notacién: La estimacién ideal bootstrap de sep(6) se denota Sen.

Basicamente, la técnica bootstrap trabaja de la siguiente manera:

1 2

= Se toma un gran numero B de muestras bootstrap independientes x* ,...,x*B donde

25 < B <200 (Para estimacion del error tipico).

) X*
= Se evalian las réplicas bootstrap correspondientes a cada muestra bootstrap.

0*(b) =s(x*), b=1,2,...,B

= Se estima el error tipico sep(é) a partir de la desviacién estandar muestral de las B
réplicas.

)

& (0 (b) — 0
Sep =4[ 2 B_1

b=1

B
donde §%(-) = é S0 (0).
b=1

2.3. Ejemplo de Estimacion Bootstrap del Error Tipico
Para la Media

Sea x la media aritmética de la muestra aleatoria x.

Entonces el error tipico estimado de X viene dado por:
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2
iy (2.1)

n

donde s? es la varianza centrada de la muestra x.

1
2 Y
sl—n_lg(xl X)“.

1=1

Observacidn: si el valor numérico del error tipico estimado es pequeno (menor que 1), en-
tonces el valor de X es cercano a su valor esperado.

Sif = s(x) = x es el estadistico de interés, entonces las réplicas bootstrap correspondientes
a cada muestra bootstrap vienen dadas por:

Luego:
B ,_
. (X —0(-))?
Sep =4 R (2.2)
b=1
1B
N* _ —*b
donde 6*(-) = EZX :
b=1
Proposicién 2.5.
lin Sen = | L5 (o,
G S€p = 4| —5 2 x;

Demostracién: Veamos que E(5e%) < oo; VB > 1.
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Ahora bien:

= E(X*) < 0o puesto que X* es la media aritmética de la b-ésima muestra bootstrap, la
cual es una cantidad finita.

n E(6*(-)) < oo ya que 0*(-) es la media aritmética de las B réplicas bootstrap, la cual
también es una cantidad finita.

= E(x™*(-)) < 0o ya que el producto de dos cantidades finitas es finito.

Luego:

B

57 D2 EE?)? +2EE0°()) + E(0°()° < oo
b=1

Es decir:

E(5e%) < oo; VB> 1.

Un corolario de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros enuncia que si existe una sucesion
{X,},~, de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tal que:

E(Xf) < 00,
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entonces la varianza muestral converge en forma casi segura a la varianza tedrica. Como
~92 . . .
E(se]) < oo, entonces en virtud de este corolario se tiene que:

n

N 1
lim sep=,|— Z(m, —X)2.
n

B—+o0c0
i=1

Este ejemplo resulta interesante por dos motivos: el primero es que la media observada es
el estimador de la media poblacional o valor esperado, lo que lo hace un estadistico realmente
importante. El segundo es que a diferencia de otros estimadores, la media observada es el tinico
que posee una férmula que permite obtener el error tipico estimado. Esto significa que no es
estrictamente necesario utilizar métodos computacionales, como Bootstrap, para medir la pre-
cisién o exactitud de este estimador.

El hecho de que ningiin otro estimador aparte de la media posea una férmula que permita
calcular su error tipico estimado, no significa que este no pueda ser calculado. Bootstrap puede
ofrecer un buen estimador del error tipico para cualquier estadistico que sea de interés.

2.4. Funcién de Distribucién Empirica y el Principio Plug-

1n

La funcién de distribucién empirica F se define como una distribucién discreta que asigna
probabilidad 1/n a cada valor zy,xs,...,z, de una muestra aleatoria. En otras palabras, F’
asigna a un subconjunto A del espacio muestral de x su probabilidad empirica:

PA(A) = @.

Recordemos que un parametro es una funcion de la distribucion de probabilidad F'.

0 = t(F).

Por ejemplo, si F' es una distribucién de probabilidad en la recta real, entonces se puede
pensar en la esperanza como un parametro:

30



Un estadistico es una funcién de una muestra aleatoria x con distribucién de probabilidad
F'| que a su vez resulta ser una variable aleatoria.

0 = t(x).

Por ejemplo, si x = x1, 29, ..., T, es una muestra aleatoria, entonces la media observada es
un estadistico de x

2.4.1. El Principio Plug-in

El principio Plug-in es un método simple que sirve para estimar parametros a partir de
una muestra aleatoria en lugar de su distribucién de probabilidad. El estimador Plug-in de un
parametro 6 = t(F') se define por:

= t(F).

En otras palabras, se puede pensar en el estimador Plug-in como en el mismo parametro
definido para la distribuciéon de probabilidad F' pero tomando en lugar de esta la distribucion
de probabilidad empirica F'.

Cuando la tnica informacién disponible acerca de la distribucién de probabilidad F' proviene

de la muestra x, el estimador Plug-in es un excelente estimador del parametro 6. Por ejemplo,
el estimador Plug-in de la esperanza § = Eg(x) viene dado por:

. 1 &
0=Ep(x)= - 2 =%
=1

El método Bootstrap tiene la virtud de producir sesgos y errores tipicos de los estimadores
Plug-in de manera automatica, que luego podran ser estudiados para determinar la exactitud
de tales estimadores. De hecho, Bootstrap por si mismo es una aplicaciéon del principio Plug-in.
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2.5. Error Tipico de la Media y Estimacion del Error
Tipico de la Media

2.5.1. El Error Tipico de la Media

Sea x una variable aleatoria con distribucién de probabilidad F'. Sean:

pr =Ep(z), op = Varp(z) = Ep[(z — ur)’]

La esperanza y la varianza sobre F' de la variable aleatoria x respectivamente.

Proposicion 2.6. Sea x = x1,x9,...,x, una muestra aleatoria de tamano n con distribucion

F. Entonces la media de la muestra

tiene esperanza jip Y varianza ow/n.

Demostracién: Veamos que E(X) = up

E(X) = E(%Z})

Veamos que Var(X) = 0% /n,
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Var(x) = Var (%;%)

1 n
= Z Var(x;)
i=1

1
2
= —no
F
n2

= on/n.

El error tipico de la media viene dado por:

sep(X) =/ Varg(z) = %. (2.3)

El error tipico es el parametro mas usado para indicar la precision estadistica de algin
estimador. Por lo general, se espera que para la media X el error tipico sea menor que 1 en el 68
por ciento de las veces y menor que dos en el 95 por ciento de las veces, donde los porcentajes 68
y 95 estan basados en el teorema central del limite, el cual estipula que bajo ciertas condiciones
generales de F', la distribucién de X se aproxima a una distribucién normal con parametros pg
y 0% /n siempre que n tienda a infinito. Lo anterior se ilustra en la siguiente figura:

95.4% _‘
- —

68.3%

I e
™~
—// | e

= 12 T ' 1/2 g /nii2
He 20F/n He—o/n K “F*GF/” K+ 20/

Una de las ventajas de Bootstrap es que no se tiene que depender totalmente del teorema
central del limite. Si el valor de n es mas bien pequeno, (el tamafio de la muestra disponible),
entonces los valores descritos anteriormente pierden precisiéon, por lo que una estimacién del
error tipico nos da una buena idea de la precisién de nuestro estadistico.
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2.5.2. Estimacién del Error Tipico de la Media

Supongamos que disponemos de una muestra aleatoria xq,xs,...,x, con distribucion F
desconocida. Luego de calcular el estadistico X de la esperanza pup resulta interesante conocer
el valor del error tipico de X. Sin embargo, como F' es desconocida, no resulta ttil utilizar (2.3),
por lo cual se utiliza el principio Plug-in de la siguiente manera: Se sustituye F por F en (2.3)
y se considera el estimador Plug-in del error tipico.

6=0p= 1 Z(m, —X)?, (2.4)
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Lo cual es muy similar a (2.1).

Para realizar esta estimacion, el principio Plug-in es utilizado dos veces, una para estimar la
esperanza ftp por jiz = X y luego para estimar el error tipico sep(z) por sex(X). La estimacién
bootstrap del error tipico se refiere a utilizar el principio Plug-in para estimar el error tipico de
un estadistico arbitrario 6. Aqui se muestra que si 6 = X, entonces esta aproximacion tiende a
la estimacion usual del error tipico para la media.

2.6. La Estimacion Bootstrap del Error Tipico

La estimacion bootstrap del error tipico de un estadistico 6 es una estimacién Plug-in que
utiliza la funcién de distribuciéon empirica en lugar de la distribucién F' desconocida.

Definicién 2.7. La estimacion ideal bootstrap de sep(0) se define por:

ex(0). (2.5)

En otras palabras, la estimacion ideal bootstrap de se F(é) es el error tipico de 0 calculado
sobre el conjunto de datos de tamano n tomados aleatoriamente de F'.
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Como ya vimos, el iltimo paso en el algoritmo bootstrap se basa en estimar el error tipico
se F(Q) del pardmetro 0 a través de la desviacién esténdar de la muestra conformada por las B
réplicas bootstrap.

Donde 9*

Mm

b:
Un hecho interesante es que el limite de sep cuando B tiende a infinito es la estimacién
ideal bootstrap de sep ().

A

lim sep = sep(07). (2.6)

B—oo

El hecho de que 5ép se aproxime a sepz cuando B tiende a infinito equivale a decir que la
desviacién estdandar empirica se aproxima a la desviacién estandar de la poblacién cuando el
numero de réplicas bootstrap aumenta. La poblacion en este caso es la poblacién de valores
0* = s(x*) donde x* = (x%,2%,...,x%) es una muestra aleatoria tomada de F.

2.7. El Numero B de Réplicas Bootstrap

Uno de los puntos més importantes del método Bootstrap es determinar el valor B de réplicas
bootstrap que seran usadas para evaluar Seg. La estimacién ideal bootstrap considera el caso
B — oo para el cual Sep es igual al estimador plug-in se ﬁ(é*) Es importante la determinacién
de este valor puesto que el tiempo de computo del algoritmo depende del tiempo que se demore
evaluar las réplicas bootstrap, y ademas porque se busca el mismo buen comportamiento que
se obtuvo en la estimacion del error tipico para la estimacién de otras cantidades de interés
como el sesgo y la desviacion estandar.

Proposicién 2.8. sep siempre tiene desviacion estandar mayor que sez(6*)

Para determinar el valor B de réplicas bootstrap, se considera el coeficiente de variacién de
sep.

cv(5ep) = \/cv(sAeoo)z + %, (2.7)

donde A es un parametro que mide la longitud de cola de la distribucién de 6*. El aumento del
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coeficiente de variacién refleja el aumento de la variabilidad debido a la detencién del algoritmo
después de B réplicas bootstrap, en lugar de ir hasta el infinito.

A es 0 para la distribucién normal, -2 para las distribuciones de colas muy cortas y valores
arbitrariamente grandes cuando F' es de cola larga (en la préctica no pasa de 10).

La estimacion ideal Se,, = se ﬁ(é*) no es perfecta, puesto que puede tener una considerable
variabilidad como estimacién de ser(#) debido a la variabilidad de F' como estimacién de F.

La férmula (2.7) tiene una importante consecuencia practica: para los valores de cv(Séy,) y
A que pudieran surgir en la préictica, cv($ép) no es mucho mayor que cv(Se.,) para B > 200,
aunque rara vez se necesitan més de 200 réplicas para la estimacién del error tipico. Incluso
un nimero pequeno de réplicas bootstrap, digamos 25, es usualmente informativa mientras que

~

B =50 es a menudo suficiente para dar una buena estimacién de sep(6).

Cabe mencionar que en la practica resulta muy 1til revisar tanto los datos reales como los
datos bootstrap, y realizar un histograma para ambos.

2.8. Estimacién del Porcentaje de Variaciéon obtenido en
ACP usando Bootstrap

Sea:
i1 T2 - Tid
M(X) _ .CL’:21 .CL’:22 cee $:2d 7
Tpl Tp2 - Tpd
una matriz de datos donde cada una de las filas xy, Tog, . . . , T, representa a cada uno de los

n individuos de la poblacion; k =1,2,...,d. Sea:
X
X = )fQ e R,
X,
el vector de variables aleatorias que se mediran sobre esta poblacién. Consideremos la matriz
de covarianzas para el vector aleatorio X:
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CO’U(Xl,Xl) COU(Xl,X2> COU(Xl,Xd>

CO’U(XQ,Xl) COU(XQ,XQ) COU(XQ,Xd)
COU(Xd,Xl) CO’U(Xd,XQ) tee COU(Xd,Xd)
Sean o, i, . . ., oy los autovectores de la matriz de covarianzas X y Ay, A, ..., Ay los au-

tovalores correspondientes. Entonces el porcentaje de variacion capturado por las primeras ¢
componentes principales viene dado por:

q
S
k=1

d )

Sq = g <d.

Como se dijo en el Capitulo 1, el niimero de componentes principales a considerar viene
dado por el valor de ¢ para el cual §, > a, donde a se escoge a conveniencia.

Supongamos que nos interesa saber el porcentaje de variacion capturado por la primera
componente principal (cercanfa de los puntos proyectados a la primera componente principal).

A1

Para saber que tan exacto es el valor §1, se utiliza el método Bootstrap para estimar este
valor. Para esto, consideramos la matriz:

Ty,
x*
X =", k=124,
Tk
donde las filas x7,, 25, ...,z son tomadas aleatoriamente con reposicion, de las n filas de la

matriz de datos X.

37



A partir de esta matriz X*, y considerando nuevamente el vector aleatorio X, calculamos
la matriz de covarianzas ™

CO'U*(Xl,Xl) COU*(Xl,XQ) COU*(Xl,Xd)
N CO’U*(XQ,Xl) COU*(XQ,XQ) cee COU*(XQ,XC[)
CO’U*(Xd,Xl) CO’U*(Xd,Xg) cee CO’U*(Xd,Xd)

La notacién Cov*(X;, X;) indica que las entradas de X* estdn calculadas en base a X*.

Sean af, of,..., ag los autovectores de la matriz X%, y A7, A5, ..., A} los autovalores
correspondientes. Entonces la réplica bootstrap de §; es:

A1

.
PR
k=1

§1 =

Como ya se sabe, para determinar el sesgo de §7, se calcula el error tipico Sep. Para deter-
minar la exactitud de §7, se calcula la media de las B réplicas bootstrap. Si sép es pequeno
(digamos menor que 1) y la media de las B réplicas bootstrap se aproxima considerablemente
al valor de §1, entonces podemos decir que §; es un estimador consistente cuando B tiende a
infinito.
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Capitulo 3

Implementacion de las Herramientas R
y MATLAB Para realizar ACP y
Bootstrap

3.1. Introduccion

En este capitulo se explicard como la implementacién de las herramientas de software
matematico R y MATLAB pueden combinarse para realizar un Analisis de Componentes Prin-
cipales (ACP) a un conjunto real de datos y un remuestreo usando el algoritmo Bootstrap
para comprobar la exactitud de los resultados obtenidos en el ACP. En la seccién (3.1.1) se
realizara un ACP a un conjunto real de datos utilizando la herramienta R, se mostraran graficos
y tablas que ayudaran al andlisis e interpretacion de los resultados obtenidos y se daran las
conclusiones pertinentes. En la seccién (3.1.2) se aplicard el algoritmo Bootstrap al conjunto de
datos utilizando la herramienta MATLAB. Se mostraran los comandos utilizados y los scripts
creados para tal fin y se analizaran los resultados obtenidos.

3.1.1. Implementacion de la Herramienta R para la realizacion del
ACP

Para esta investigacion se dispone de un cojunto de datos, referentes al nimero de préstamos
por estado del pais que se atrasaron en mas de cuatro cuotas y que estan con ejecutivos especiales
de cobro, donde:

7

m “cant client” es el numero de clientes en ese estado con créditos atrasados.

= “cant prest” es el numero de préstamos provenientes de ese estado con mas de cuatro
cuotas atrasadas.
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= “salcap” es el monto total de la deuda.
= “vcdo” es el monto que debe cancelar para poner sus deudas al dia.
= “pag” es el monto pagado.

= “salcapven” es el monto vencido de la deuda.

Edo cant client cant pDrest =alcapven

il REmazonas 52 72 701421.53 282133.90 ©62238.58 Z60713.16
| Anzodtegui 1080 1645 24215358.37 3B829730.17 1130686.29 49645935.01
3 Lpure 184 317 1873335.20 686226.20 61310.22 T49730.87
4 RAragua 1532 22449 34146328.58 T548987T.65 1372755.72 11536956.17
| 5 Barinas 266 383 5086754.08 1836262.86 136575.33 2066411.74
& Bolivar 789 1154 5496945.36 1620281.73 316685.26 1962354.52
| Carabobo 1971 2728 33777553.67 ©037610.77 867531.76 10040840.56
|8 Cojedes Z08 241 Z2087221.52 815229.12 114073.20 200332 .34
Delta Amacuro 21 31 152982 .24 62913.80 24960.46 40613.27

pfel Dependencias Federales iz 13 21525.91 16139.63 B8455620.27 13621.51
| Distrito Capital 3ezT 6505 441T4738.98 11128609.16 2624280.23 13447293.15
Falcon 426 596 BZ18953.77 1992965.2Z7 466997.55 2502688.21

Guarico 365 574 17587337.81 5792458.56 E2Z7863.60 6T1T44E.05

Lara 842 1336 21084992.99 44354026.77 B818533.12 6290837.598

Mérida 392 540 15B47793.80 ZiT0765.33 860080.25 1964377.70

Miranda 5708 BB55 79920943.53 19355210.92 4673818.08 Z3988985.49

Monagas 58T 849 11383308.65 1837069.71 331976.88 3200195.54

Nueva Esparta 376 606 3327320.10 8965966.25 107936.35 1Z70278.29

Fortuguesa 542 €57 T7359104.35 2183962.97 5T72228.45 22ZB7984.23

Sucre 287 371 654B764.12 1540596.66 398587.63 1115453.46

Tachira 367 €15 11Bi9030.21 3264374.73 TELL83EB.30 398i1343.30

Trujillo 353 447 T7441360.11 1211845.98 334198.57 1897145.09

Vargas 698 887 5209914.11 2206020.67 191813.31 2270514.11

Yaracuy 130 191 1877882.95 545401.48 Zi7751.00 244284 .33

Zulia 3EZ6 5445 77681031.69 15033761.08 2976908.88 258950697.12

Para realizar un ACP a este conjunto de datos, se utiliza el plugin “FactoMineR”, el cual in-
cluye la funcién “Principal Component Analysis (PCA)”. Esta funcién proporciona de manera
directa los autovalores de la matriz de covarianzas, las varianzas capturadas por las compo-
nentes principales, las contribuciones que aportan las variables originales a cada una de las
componentes principales y graficos que ayudan al andlisis e interpretacion de los datos.

En la siguiente tabla se muestran los autovalores de la matriz de covarianzas, el porcentaje
de varianza capturado por cada componente principal y el porcentaje de varianza acumulado:

|

|

| eigenvalue percentage of variance cumulative percentage of variance
lcomp 1 5.0587880433 24.,31314905 24.31315
!comp 2 0.7803662113 13.00610352 97.31925
!comp 3 0.1335320897 2.233201480 899,55245
!comp 4 0.0172352881 0.28725480 99,.83371
!comp 5 0.0086271594 0.14378599 9%.58349
Icomp & 0.0005003082 0.01650514 100.00000
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En esta tabla se puede ver que cerca de 97% de la varianza total es capturada por las
dos primeras componentes principales, lo que indica que es posible proyectar los datos en un
sistema de coordenadas de dos ejes, donde el eje horizontal corresponde a la primera componente
principal y el eje vertical a la segunda componente principal. Esto se puede ver en el siguiente

grafico:
@ :
n
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= :
= :
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T i T T T T
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Dim 1 (84.31%}

En ACP es importante estudiar la manera en que cada una de las variables aleatorias origi-
nales contribuyen con cada componente principal, puesto que estas contribuciones determinan
que tan explicativas pueden ser las componentes principales. En la siguiente tabla se obser-
van los aportes de cada una de las seis variables originales a las primeras cinco componentes

principales:

Scontrib

Dim.1
cant client 19.04164
cant prest 18.7503&
=zalcap 15.00411
vedo 19.2828k
pag 5.1599%
=zalcapven i18.76108

Dim.2

. 7095636
. 5399076
3738751
1954104
6653065
. 5159367

Dim.3
22.0708207
34.89140358
15.0744084

2.0159126
D.1734542
25.7513683
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Dim.4

.163862e+00
.425234e-02
.4895000e+01
.905329e+01
.280541e-05
+725510e—-01

o= e L = R

Dim.5

-595262e2400
- T18457=-02
-541835=401
-613144e400
187247=-D4
135554401



Esta tabla indica que todas las variables originales ofrecen un gran aporte a las cinco
primeras componentes principales. Considerando que cerca del 97 % de la varianza total es
capturada por las primeras dos componentes principales, se observa que salvo la variable “pag”
(monto pagado) todas las variables contribuyen de manera significativa con la primera compo-
nente principal, lo que indica que esta componente explica de manera directa a las variables
involucradas con la cantidad de clientes, cantidad de préstamos con més de cuatro cuotas
atrasadas en ese estado, y las deudas adquiridas por tales atrasos.

La variable “pag” contribuye de manera significativa con la segunda componente principal,
lo cual indica que esta componente explica mejor a la variable relacionada con el monto pagado

por los clientes en ese estado.

El siguiente grafico muestra el aporte de cada una de las variables originales a las dos
primeras componentes principales:

Dim 2 (13.01%)

Dim 1 (84.31%)

La siguiente tabla contiene las contribuciones individuales de los 25 estados a las primeras

cinco componentes principales:
Aqui se puede observar que existen tres estados (Miranda, Zulia y Distrito Capital) que
aportan de manera significativa a la primera componente principal.
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Scontrib

Dim. 2 Dim. 3 Dim. 4 Dim. 5
1 2.259468004 0.226451013 2.3698a3e-01 6.432448e-02 0.607799214
2 0.026234647 0.015543330 5.137148e-02 7.784222e+00 22. 303240451
3 1.807702035% 0.321456854 5.379751e-01 4.698127e-04 1.352259882
4 1.633919036 0.279181838 7.823288e+00 1. 327080e+00 0. 590854593
5 1.146617281 0.421484931 7.711005e-03 2.024183e+00 0.750474631
3] 0.608503512 0.309803225 4.110485e+00 2.930373e-01 3.831626650
iy 1.475323747  1.179598792 9.811814e-02 1. 326476401 0. 280664684
i 1.739079440 0.269694199 2. 846894e-01 1.987531e-02 1.292525561
9 2.444781902 0.236115787 3.057723e-01 2.706955e-01 0.639530032
10 0.417460433 93, 588032131 2.575724e-01 2.731024e-01 0.920430999
11 11.715439840 0,0053168940 2.965241e+01 3,655087e-02 1.2567518652
12 0.7368432157 0.126795747 &.574647e-04 4. 818705e-02 0.017546117
13 0.013990603 0.160502527 1.212427e+01 4.107548e+01 0. 664373566
14 0.005642225 0.239963304 2.005027e+00 9, 8B46675e-02 1.202869594
15 0.507909375 O0O.001815827 6.178241e-01 3.241410e+00 385.115280140
16 41.988887854 0.432916875 7.857034e+00 7.430062e+00 5.490884184
17 0.489683984 0, 382786060 &.145156e-03 3.590723=+00 0.114683141
18 1.327917980 0, 379257867 1.18900%9=+00 1.928591e-01 2.220401763
19 0.664824930 0.058130662 1.620498e-01 6.090160e-01 0O.067012423
20 1.200575126 0.088832022 2.404959=-02 9.096567e-02 3.441340518
21  0.339995658 0.020591709 1.725656e+00 4. 8679860e+00 0,.168109108
22  1.065601975 0.175197195 6.763722e-03 1.623516e+00 0.001420894
23 0.658300253 0.503622191 1.666006e+00 1.395704e+00 3. 811628760
24 1.963448382 0.113498468 4.041607e-01 2.999414e-02 0.008806741
25 23.782199622 0.463558507 2.884276e+01 1.034133e+01 10. B44E884600

Los contribuciones individuales que cada estado le otorga a la primera componente princi-
pal estan directamente relacionados con todas las variables explicadas por dicha componente,
de modo que como se muestra en la primera grafica, mientras mas grande es la contribucién
de cada uno de los estados a la primera componente principal, més alejada se encuentra su
proyeccion del origen de coordenadas.

De todo lo explicado anteriormente se dan las siguientes conclusiones:

La primera componente principal separa a la nube de puntos en dos grupos: los estados que
poseen una cantidad de clientes mayor a 2950 (estados Miranda, Zulia y Distrito Capital) y los
que poseen una cantidad de clientes menor a 2950 (estados restantes).

Esto podria ser un indicativo de que en los estados que poseen gran cantidad de clientes

se debe poner especial atencién si uno de los objetivos de las instituciones que otorgan los
préstamos es, por ejemplo, reducir los montos de las deudas.
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Dirn 2 (13.01%)

Dirn 1 (84.31%)

La segunda componente principal separa a los estados en los que los montos pagados por
los clientes superan a los montos de las deudas generadas por pagos atrasados (Dependencias
Federales) de aquellos estados donde las deudas son superiores a los montos pagados de los
préstamos (estados restantes).

Dim'2 (13.01%)

Dirn 1 (84.31%)

Esto parece ser un indicativo de que en esta region los clientes cancelan la deuda despues
de ser atendidos por los ejecutivos especiales de cobro.

A excepcién de las Depencias Federales, se observa que independientemente del niimero de
clientes por estado, existe en todo el territorio nacional una tendencia por parte de los clientes
a no pagar 0 a retrasarse en los pagos de las cuotas de los préstamos solicitados.

Ahora bien, considerando que se dispone de un conjunto pequeno de datos (25 estados) y
que estos fueron tomados en un momento determinado, el siguiente paso es verificar si estos
resultados son confiables y si se mantiene esta tendencia a través del tiempo. Para esto hacemos
uso del algoritmo Bootstrap, donde estimaremos el porcentaje de variacion capturada por la
primera componente principal utilizando un total de 200 réplicas bootstrap, apoyandonos en
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la herramienta MATLAB.

3.1.2. Implementacion de la Herramienta MATLAB para la realiza-
cion del remuestreo Bootstrap

A partir de la tabla de datos de la seccién (3.1.1), obtenemos la matriz de covarianzas X,

haciendo uso de la funcién “Couv(-)”.

0,0000 0,0000
0,0000 0,0000
0,0003 0,0005
0,0001 0,0001
0,0000 0,0000
0,0001 0,0001

Sigma = 1,0e + 014 *

0,0003
0,0005
4,8242
1,0384
0,1706
1,5118

0,0001
0,0001
1,0384
0,2327
0,0382
0,3286

0,0000
0,0000
0,1706
0,0382
0,0352
0,0531

0,0001
0,0001
1,5118
0,3286
0,0531
0,4836

Haciendo uso de la funcién “roots(poly(-))”, se calculan los autovalores de la matriz X,

obteniendose los siguientes autovalores:

A\ (1,0e + 014)5,5291
X2 = (1,0e+ 014)0,0292
A; = (1,0e +014)0,0111
A = (1,0e+ 014)0,0062
As = (1,0e 4+ 014)0,0000
Xs = (1,0e+ 014)0,0000

Y ahora para calcular el porcentaje de variacion capturado por la primera componente
principal (§1), utilizamos la siguiente secuencia de instrucciones:

f1=lambda(1)/(sum(lambda))
£1=0,9916

Para crear la matriz X* (muestra bootstrap), la cual es la matriz obtenida tomando aleato-
riamente y con reposicién las filas de la matriz de datos, se crea el script “mind(-)” con la

siguiente secuencia de instrucciones:

function [C] = mind(X)
[m,n] = size(X);
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B=1:1:m;

fori=1:m

B(i) = floor((m) * rand(1,1) + 1);
end

C=X(B,:);

Ahora bien, este script serd usado para generar 200 muestras bootstrap. A cada una de
estas 200 muestras bootstrap se le calculardan tanto la matriz de covarianzas (2*) como los
autovalores asociados a cada una de esas matrices, con lo cual se generaran las 200 réplicas
bootstrap §;. Para realizar este procedimiento se crea el script “estim1(-,-)” con la siguiente
secuencia de instrucciones:

function theta = estim1(A,1)
M = zeros(1,1);

fori=1:1
B = mind(A);
S1 = cov(B);

lambda = roots(poly(S1));
M (i) = lambda(1)/(sum(lambda));

end

S2 = sum(M)/I;
s=0;

fori=1:1

s= (M) — S2).2 + s;
end

Promedio = S2
theta = sqrt((1/(1 — 1)) * s);

En este script también se incluye el calculo del promedio de las 200 réplicas bootstrap y

el cdlculo de la estimacién bootstrap del error tipico ség, que son valores que nos ayudaran a
determinar cuan exacto es el porcentaje de variacién obtenido en ACP.

Al utilizar el script “estim1(-,-)” se obtienen los siguientes resultados:

estim1(M,200)
Promedio = 0,9882

ans = 0,0168.
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3.2. Conclusiones

Se tenia una muestra pequena y se obtuvo una clasificacién por ACP, la cual otorga un
porcentaje de variacion elevado cuando trabaja con matrices provenientes de datos reales. Esto
queda sentado cuando se observa que para estos datos el porcentaje de variacién capturado por
las primeras dos componentes principales es cercano al 97 %.

Se sabe que las réplicas bootstrap, desde el punto de vista tedrico, son un buen estimador
para el coeficiente de variacion, y en este caso se obtuvo un valor que difiere del valor verdadero
en menos de 0,004, lo cual nos permite afirmar que los resultados obtenidos en ACP son con-
fiables y que existe una tendencia por parte de los clientes de las instituciones financieras a
atrasarse en mas de cuatro cuotas en los pagos de los préstamos solicitados.

Destacamos la importancia del Bootstrap por dos motivos: primero, en el analisis estadistico
es comun realizar procedimientos en los que no se realizan supuestos sobre las poblaciones o
sus pardametros (lo que comtinmente conocemos como ”pruebas no paramétricas”), las cuales
tienen la desventaja de que se pierde cierta cantidad de informacién, puesto que se trabaja
con variables a nivel ordinal y los valores observados quedan reducidos a rangos de valores. El
método Bootstrap soslaya este problema manteniendo los niveles de medida.

Segundo, la simplicidad del algoritmo Bootstrap, apoyado sobre bases computacionales,
hace que este método constituya un enfoque atractivo en la practica de la estadistica, puesto
que deja de lado las fuertes definiciones matemaéticas y las suposiciones y logra atn asi obtener
medidas que permitan hacer analisis y conclusiones importantes del estudio que se esté reali-
zando.
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