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Introduccion

Una teoria clasica de campos se puede describir en términos de fibrados con grupo estructural G,
junto con un funcional lagrangiano que induce la acciéon de la teoria. Esta descripcion permite, entre
otras cosas, estudiar las simetrias de la teoria, las cantidades conservadas, formalizar el estudio de la
cuantizaciéon de una teoria clasica y estudiar los observables.

La mayoria de las teorias fisicas se pueden escribir como una teoria de campos ademés, tres de las
cuatro fuerzas fundamentales son teorias de campos invariantes bajo transformaciones infinitesimales
(6 de calibre). La Relatividad General no es una teoria de calibre, el desarrollo de una teoria unificada
de las 4 fuerzas, en el contexto de la teoria de calibre tendrd que lidiar con éste problema.

A través de la historia se ha tratado de describir la gravedad en términos de una teoria de calibre
que se pueda extender a altas dimensiones (D>4). En tal sentido, se han realizado diversos aportes,
entre los cuales se destacan las siguientes contribuciones:

= Teorias de Lovelock son teorias que viene de la generalizacién de la accién de Einstein-
Hilbertpara D>4 , y donde se considera torsién cero.

= Series de Torsion generalizan la accién de Einstein-Hilbert, se incluye torsién en el lagran-
giano (serie de torsiéon de polinomios invariantes de Lorentz, los cuales no estén incluidos en
la series de Lovelock y a los que se les puede aniadir una dimensién).

» Teorias de Chern-Simons son teorias (de calibre) topologicas que se pueden describir a
través de un lagrangiano que involucra las formas de CS para un grupo de calibre, y cuya
accion describe la dindmica clésica, en éstas teorias se garantiza la independencia referente
a los marcos inerciales proporcional a las transformaciones de calibre. Las teorias de CS son
localmente invariantes de calibre.

(Por qué Chern-Simons?

Ventajas Desventajas

No depende de la métrica del espacio base.
Los observables vienen dados en términos de | No es globalmente invariante de calibre, pues
invariantes topolégicos. la accién cambia por un término de borde bajo
transformaciones de calibre.

Puede ser extendida a dimensiones mayores a
4.

En [1] se reescribe el funcional de Chern-Simons en términos de una forma de transgresion, y en
este caso la teoria es estrictamente invariante de calibre, la accién tiene un extremo cuando valen las
ecuaciones de movimiento y las cantidades conservadas resultan més sencillas de calcular. Por otro
lado, en [2] el funcional de Chern-Simons se describe en forma explicita para D = (2n+1), la ecuacion
de movimiento de este funcional es precisamente la ecuacién generalizada de Maurer-Cartan, es decir,
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la 1-forma de conexién resulta n-plana, esto en el marco de la teoria de n-complejos.
Motivacion

La gravedad es una de las cuatro interacciones fundamentales en la fisica. Clasicamente la gravedad
como fuerza se explica a través de dos puntos de vista.

Newton

Establece por primera vez una relacion cuantitativa (deducida empiricamente de la observacion)
de la fuerza con que se atraen dos objetos con masa. Dedujo que la fuerza con que se atraen dos
cuerpos de diferente masa anicamente depende del valor de sus masas y del cuadrado de la distancia
que los separa.

Einstein

Interpreta los fendmenos gravitatorios como alteraciones de la curvatura del espacio-tiempo pro-
ducida por la presencia de masas. La presencia de masa, energia 6 momentum en una determinada
regiéon del espacio-tiempo, provoca la alteracion de los coeficientes de la métrica por lo que, con esta
vision la gravitacién es una pseudo-fuerza que aparece por el efecto de haber escogido un sistema de
refencia no-inercial.

A continuacién se presenta un esquema que tiene como finalidad hacer la comparaciéon de manera
puntual entre las dos visiones, recordemos que la teoria de newton es un limite de la de Einstein.

Newton Einstein
La gravedad es una fuerza de atraccion. La gravedad es la distorsion del espacio tiempo,
a causa de objetos de gran masa.
El tiempo es un absoluto El tiempo es relativo.
Los objetos caen por con la misma velocidad | El tiempo estd intimamente ligado al espacio
independientemente de su masa(localmente). | (relaciéon espacio-tiempo).

El primer intento de describir la teoria gravitatoria como teorfa clasica de campo fue a través de la
accion de Einstein-Hilbert por medio del trabajo de relatividad general. Esta accién es la que preci-
samente lleva a las ecuaciones de campo de Einstein haciendo uso del principio de minima accién.

El hecho de que se pueda derivar las ecuaciones de movimento a partir de la accién tiene diversas
ventajas, entre ellas el que se facilite el trabajo de la unificaciéon de la relatividad general con otras
teorias cldsicas de campo, las cuales también estan formuladas en términos de la accion.

A través de la accion se hace mas facil identificar las cantidades conservadas, usando el teorema de
Noether.

Gravedad de Chern - Simons

Son teorias de CS con un grupo espaciotemporal como grupo de gauge, las expresiones para los
grupos de Sitter se reducen a cero en el caso de Poincaré y se pueden calcular a partir del algebra,
para especificar el modelo se debe dar informacion del tensor invariante a usar. Esta teoria no es
equivalente nisiquiera on-shell a la Relatividad General, y el que la torsién no sea cero no es requeri-
do por las ecuaciones de movimiento, al contrario de lo que sucede en 2+1. Sin embargo se cree que
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las gravedades de CS en dimensiones mas altas son equivalentes a la Relatividad General en ciertos
limites. Es posible también construir acciones de CS para los grupos espaciotemporales usando com-
binaciones simetrizadas de trazas ordinarias como tensores invariantes.

Las formas de transgresion son generalizaciones de las formas de CS que involucran dos campos
de calibre, los cuales estan definidos en el mismo espacio tiempo y en variedades con un borde comin.

Se utiliza ésta forma de reescritura porque hace que la teoria de CS se vuelva globalmente invariante
de calibre, se obtiene un principio de accién bien definido, de modo que la accién es un extremo cuan-
do valen las ecuaciones de movimiento y las cargas conservadas que resultan de esto son covariantes.

El presente trabajo nace de los intentos de entender la relacion entre conexiones n-planas y formas de
transgresion. consiste en la caracterizaciéon del caso para 5 dimensiones, estudiar los potenciales de
transgresion en términos de conexiones n-planas, hacer uso de los grupos de cohomologia generaliza-
dos a fin de buscar una clasificacion de los observables y cantidades conservadas y esta estructurado
de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se hace un breve repaso en las formulaciones de la gravedad y su desarrollo histérico
desde el punto de vista de Newton, Einsten etc, Se introduce de manera general las teorias de campo
y de calibre para asi darle paso a la descripcién a las teorias de Chern-Simons clésicas junto a sus
ecuaciones de campo.

En el Capitulo 2 se definen las formas de Chern-Simons, se generalizan éstas para altas dimensio-
nes, luego se describen sus analogas reescritas en forma de transgresion para D=2n+1 junto a las
ecuaciones de movimiento relacionadas.

En el Capitulo 3 se busca unificar la nocién de las formas de transgresion con el tratamiento de
formas Chern-Simons. Se describe de forma explicita el funcional de CS para D=(2n+1) en el marco
de los N-complejos, donde la dindmica que describe este funcional es precisamente la ecuacién de
Maurer-Cartan. Se particulariza el cdlculo para 5 dimensiones y se describe un modelo a manera de
ejemplo ilustrativo.



Capitulo 1

La gravedad

En el presente capitulo se hace un breve repaso en las formulaciones de la gravedad y su desa-
rrollo historico desde el punto de vista de Newton y Einstein. Se describen brevemente los aportes
de las teorias de Lovelock y Las series de torsién. Se introduce de manera general las teorias de
campo usando una formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana en términos de fibrados, de igual forma
se resenan las teorias de calibre para asi darle paso a la descripcién a las teorias de Chern-Simons
clasicas junto a sus ecuaciones de campo, finalmente se caracterizan dichas teorias para el caso tridi-
mensional. Para el desarrollo del mismo se hizo referencia de los siguientes autores ([8],[13,14],[17-24])

1. Antecedentes

La Gravedad Segin Newton

Laley de gravitacion universal fué presentada por Newton, ésta describe la interaccién gravitato-
ria entre distintos cuerpos con masa. Establece por primera vez una relacién cuantitativa (deducida
empiricamente de la observacion) de la fuerza con que se atraen dos objetos con masa. Asi, Newton
dedujo que la fuerza con que se atraen dos cuerpos de diferente masa inicamente depende del valor de
sus masas y del cuadrado de la distancia que los separa. También se observa que dicha fuerza actia de
tal forma que es como si toda la masa de cada uno de los cuerpos estuviese concentrada tinicamente
en su centro,lo cual permite reducir enormemente la complejidad de las interacciones entre los cuerpos.

Cuanto mas masivos sean los cuerpos y mas cercanos se encuentren, con mayor fuerza se atraeran. El
valor de la constante de Gravitaciéon Universal no pudo ser establecido por Newton, quien inicamente
dedujo la forma de la interaccion gravitatoria, pero no tenia suficientes datos como para establecer de
manera precisa su valor. Solo predijo que su valor deberia ser muy pequefio. mucho tiempo después
se desarrollaron las técnicas necesarias para calcular su valor, y atin hoy es una de las constantes
universales conocidas con menor precision. En 1798 se hizo el primer intento de medicion(con el ex-
perimento de Cavendish).

Limitaciones de la teoria

Si bien la ley de la gravitacion universal da una muy buena aproximacion para describir el movimiento
de un planeta alrededor del Sol, o de un satélite artificial relativamente cercano a la Tierra, durante
el siglo XIX se observé pequenos problemas que no se conseguian resolver, relacionados directamente
con la trayectoria predicha por esta teoria para algunos planetas.

Ademas de este problema, en la actualidad el namero de las desviaciones observacionales existentes
que no se pueden explicar bajo la teoria newtoniana son varias:

= Esta teorfa tinicamente es valida para cuerpos de poca masa o distancias grandes, lo cual se
cumple para todos los planetas del Sistema Solar excepto para Mercurio, puesto que éste se
encuentra muy cercano al Sol.

= Aunque bajo la descripcién de Newton, la gravedad dnicamente se produce entre cuerpos
con masa, se ha observado como la luz también se curva (se desvia) como consecuencia de
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la gravedad producida por un cuerpo masivo, por ejemplo el Sol. Este hecho, que aunque si
podia llegar a interpretarse inicamente usando la ley de la Gravitacién Universal, no daba
cuenta de la desviacién correcta observada y esto result6 ser una de las primeras predicciones
contrastadas que apoyaron la Relatividad General.

= La velocidad de rotacion de las galaxias no parece responder adecuadamente a la ley de la
gravitacion, lo que ha llevado a formular el problema de la materia oscura y alternativamente
de la dindmica newtoniana modificada. A través de la Tercera ley de Kepler se menciona que
los periodos de los cuerpos crecen con la distancia a la que se encuentran del cuerpo masivo.
Aplicando dicho principio a las estrellas de una galaxia, deberia observarse algo similar para
las estrellas méas alejadas del centro de la galaxia, pero esto es algo que no se observa y que,
manteniendo la ley de la Gravitacion Universal, inicamente puede ser explicado si en dicha
galaxia existe mucha més masa de la que se observa, la cual es precisamente la denominada
materia oscura, puesto que seria materia que no vemos.

Ademas la teoria de gravedad segin Newton no presenta un caracter covariante.

. La Gravedad Segun Einstein

La buasqueda de una teoria de la gravedad que fuese compatible con los principios relativistas
introducidos por Einstein, la inclusién de la gravitaciéon en una teoria de formulacién covariante, la
necesidad de buscar una teoria que proporcionara descripciones fisicas adecuadas para un sistema de
referencia totalmente general llevaron a establecer la teoria de la relatividad general.

Segun la teoria de Einstein, ningtna informacion puede viajar mas rapido que la velocidad de la luz,
de modo que al asumir los postulados de Newton que llevaria implicitamente la posibilidad de que
un observador fuera afectado por las perturbaciones gravitatorias producidas fuera de su cono de luz,
da origen a una contradiccién.

La solucién a esta disyuntiva la proporcioné Einstein, interpretando los fendmenos gravitatorios como
alteraciones de la curvatura del espacio-tiempo producida por la presencia de masas. La presencia
de masa, energia 6 momentum en una determinada regiéon del espacio-tiempo, provoca la alteracion
de los coeficientes de la métrica por lo que, con esta visién la gravitacién es una pseudo-fuerza que
aparece por el efecto de haber escogido un sistema de refencia no-inercial.

Las carécteristicas de esta nueva teoria son:

= El Principio General de Covariancia: lo cual quiere decir que las leyes fisicas deben
tomar la misma forma matematica en todos los sistemas de coordenadas, en otras palabras,
cualquiera que sea el movimiento de los observadores, las ecuaciones tendran la misma forma
y contendran los mismos términos. Este sugiere que las leyes deben ser escritas en términos
de tensores, cuyas leyes de transformacién covariantes y contravariantes pueden proporcionar
invariancia.

= El Movimiento Libre Inercial de Una Particula: en un campo gravitatorio se realizara
a través de trayectorias geodésicas.

= El Principio de Equivalencia: que quiere decir que las leyes de la relatividad especial se
aplican localmente para todos los observadores inerciales, este principio convierte a la grave-
dad en una fuerza aparente, y su aparicién es debida a la eleccién de un marco de referencia
acelerado. Conviene senalar que dicho principio no se cumple en presencia de campos elec-
tromagnéticos, por lo que su papel en el desarrollo de la teoria de la relatividad general se
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vuelve menos protagonico.

La Relatividad General se distingue de otras teorias de la gravedad por la simplicidad que pro-
porciona al acoplar la materia y la curvatura del espacio, la curvatura le dice a la materia como
moverse y de forma reciproca la materia le dice al espacio como curvarse. Ademaés los fenémenos que
la mecanica clasica atribuye a la acciéon de la fuerza de gravedad, tales como una caida libre, la érbita
de un planeta o la trayectoria de una nave espacial son interpretados como efectos geométricos del
movimiento de un espacio-tiempo curvado.

Uno de los problemas para lograr constriuir una teéria inica que unifique todas las fuerzas conocidas
(fuerte,débil,electromagnética y gravitatoria) con el fin de facilitar su calculo y estudio exhaustivo
radica en el hecho de que la relatividad general no es una teoria de calibre, y las demés teorias fun-
damentales de la fisica si estan descritas en términos de calibre, esto genera una inconsistencia a la
hora de intentar integrar todas las teorias. Con el fin de solventar esto, se busca describir la gravedad
en términos de una teoria de calibre que se pueda extender a altas dimensiones, En tal sentido se han
realizado diversos aportes, entre los cuales se destacan las siguientes contribuciones:

. Teorias de Lovelock

Son teorias que involucran términos polinémicos (de Lovelock), los cuales son descritos como
densidades escalares en el tensor de curvatura de Riemann, poseen como propiedad remarcable el
hecho de que sus derivadas de Euler - Lagrange contienen derivadas de la métrica de orden no mayor
a dos , (mientras que el polinomio genérico de densidades escalares contiene derivadas de la métrica
de orden 4). Una caracteristica de los términos de Lovelock es que su primera contribucién no nula en
el sentido de la expasion gAp = nAp+ hAp de la métrica alrededor del espacio plano, es una derivada
total. La teoria de Lovelock provee una extensiéon para la gravedad en una dimensiéon mayor a 4,
mediante el planteamiento del siguiente teorema:

La accién més general para la gravedad no involucra torsién y porporciona a lo sumo ecuaciones de
campo de segundo orden para la métrica y viene dada de la forma

. [D/2]
(1.1) Ip = k:/ > ap Lt
M T
Donde;

= a, son constantes arbitrarias

» L(PP) esta dado por
L(D’p) =€.1. ad Rala? . Ra2p1a2pela2p+1 .. .e4%p

Para D = 2 esta acciéon se reduce a una combinacion lineal del tipo Euler 2D. X5 y de espacio-
tiempo en volumen(area)

I = ka Eap [a, R¥® + agee’]

(1.2) I =k [y, /Igl(a1 R + 2a¢)d?*x
12 :kal 'X2+2ka()"/2

Esta acciéon tiene un extremo local pra Vo = 0, que refleja el hecho que, a menos otra fuente
importante esta incluida, I no hace una teoria dindmica muy interesante para la geometria. Si, la
variedad M tiene una métrica euclidea y limites preescritos para el primer término, se elige un término
limite y la accién es extendida por una superficie en forma de una burbuja de jabén, este es el famoso
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problema de Plateu, el cual consiste en establecer la forma de una superficie limitada con un area
minima, por un cierto limite fijado que se encuentre cercano a la curva.

Para D = 3 la ecuacion [Ip] se reduce a la accion de Hilbert con un término de volumen, cuyos
coeficientes son constantes cosmoléogicas.

Para D = 4 la accién tiene, ademas las de las 4 dimensiones invariantes del tipo Euler, X4
=k [M Cabed [a2 R R 4 a1 R%ee? + apetebeced]

(1.3) I = —k [, V19lla2(R** Ry gys — AR“P Rog + R%) + 2a1 R + 24ag)d
Iy = —kag - X4 — 2a1 [y, /|g|Rd*x — 24kag - V4

Para todas las dimensiones, el lagrangiano es un polinomio de grado d < D/2 en la curvatura
2-forma. En general, cada término L(P?) en el lagrangiano [Ip] es la continuaciéon a D-dimensiones.
En particular, cada potencia mayor a D en la curvatura, es del tipo Euler Xp. En 4 dimensiones,
el término L(*?) en [I;] puede ser identificado como la densidad de Gauss - Bonnet, el cual integra
sobre una variedad tetradimensiona cerrada y compacta. Este término también posee la primera
generalizacién no trivial de la gravitacion de Einstein que ocurre en 5 dimensiones, donde el término
cuadratico que puede ser agreado al lagrangiano.

(1.4) Cabede RPRe® = \/|g|[R*®° Rapys — 4R*PRop + R|dPx

. Series de Torsion

Generalizan la accion de Einstein - Hilbert, se incluye torsién en el lagrangiano. (Serie de torsion
de polinomios invariantes de Lorentz, a los que se les puede afadir una dimension).

La torsién no esté incluida en el lagrangiano descrito en el caso de las teorias de Lovelock, aunque no
se toma idénticamente igual a cero. Esto quiere decir que incluir la torsién en el lagrangiano es tan
valido como incluir la curvatura. En este sentido existe una serie de polinomios invariantes Lorentz,
los cuales efectivamente no estan incluidos en las series de Lovelock y que pueden anadir a cada
dimension.

(1.5) L (e, wab) Zﬁs (e, R*™, T

Se debe notar que en estos polinomios no se involucra totalmente el simbolo antisimétrico €4 La
forma explicita de esos términos no es muy esclarecedora y toma una forma diferente para cada di-
mension. La construccion de estos polinomios asi como una amplia discusién de estos estd dada en las
referencias senaladas a comienzo de capitulo. Estos polinomios incluyen los invariantes de Pontryagin
de 4k-forma, Py (R) = R ... R%?* como un caso particular.

Existen dos términos adicionales en esta familia y que pueden ser incluidos en cuatro dimensiones,t =
TeT, y r = R%®¢®_ Sin embargo, resulta que la combinacién Ny =t — 7 es una derivada total(del
invariante de Nieh-Yan) y por lo tanto hay dos términos que son equivalentes lagrangianos. Este
tipo de invariantes estan también descritos en las clases de Chern-Pontryagin, y también puede que
contribuya a la anomalia en el espacio tiempo con torsién.
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2. Teorias de Campos Clasicos

Estas teorias estan encargadas de describir la dindmica de los fenémenos fisicos macroscopicos
representables mediante un campo fisico. Normalmente se restringe al estudio de los campos de fuer-
zas clasicos en su tratamiento relativista.

Los sistemas fisicos formados por un conjunto de particulas interectuantes de la mecanica cléasica y los
sistemas fisicos de particulas relativistas sin interacciéon, son sistemas con un nimero finito de grados
de libertad, cuyas ecuaciones de movimiento vienen dadas por ecuaciones diferenciales ordinarias.
Sin embargo, los campos fisicos ademés de evolucion temporal o variacion en el tiempo, presentan
variacién en el espacio. Esa caracteristica hace que los campos fisicos se consideren informalmente
como sistemas con un niumero infinito de grados de libertad. Las peculiaridades de los campos hacen
que sus ecuaciones de movimiento ¢ evolucién temporal vengan dadas por ecuaciones en derivadas
parciales en lugar de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Un campo de fuerzas en la descripcién newtoniana es una coleccién de funciones definidas sobre una
region del espacio. Si el campo consta de una tinica componente entonces el campo se llama campo
escalar, si las componentes del campo medidas por diferentes observadores se comportan como una
1-forma o un vector entonces se dice que se tiene un campo vectorial. Ademas de los campos escalares
y vectoriales, en fisica clasica existen campos tensoriales entre otros.

La formulacién de la mecanica clasica esta dada por los métodos de Lagrange y Hamilton, pero no
solo asi se describe el movimiento de sistema de particulas, otras teorias de campo también pueden
ser formuladas en términos de lagrangianos y hamiltonianos.

Una teoria de campos lagrangianos es definida por una funcién de campos local, llamada el Lagran-
giano, y una integral sobre el espacio tiempo llamada la accién. Las soluciones clasicas de la teoria
de campo son puntos criticos de la accién.

Por otro lado, la teoria hamiltoniana esta definida por la funcién Hamiltoniano, sobre el espacio de
fase, 6 méas generalmente sobre una variedad simpléctica. El movimiento clasico del sistema es descrito
por las ecuaciones de Hamilton, cuyas soluciones son integrales sobre curvas de gradientes simplécti-
cos de un campo vectorial de el hamiltoniano. Para varios sistemas mecanicos de particulas, los cuales
deben ser considerados como teorias 0 + 1 dimensiones, donde se toman ambas formulaciones, tanto
la hamiltoniana como la lagrangiana, y la relacién entre estas es expresada por la transformacién de
Legendre, si el lagrangiano es no degenerado. Un ejemplo tipico es el movimiento de una particula
sobre una variedad Riemanniana M. La accién de la teoria Lagrangiana es la energia de un camino
en M. El hamiltoniano es la funciéon norma cuadrada sobre el fibrado tangente TM, con el cual se
obtiene una estructura simpléctica desde la métrica.

Para teorias de altas dimensiones la formulacién hamiltoniana solo tiene sentido sobre espacio - tiem-
po, en los cuales el producto del espacio y el tiempo sean globales, esto es, sobre (d + 1)-variedades
dimensionales, las que precisamente son el producto de una d-variedad con un 1-variedad. Un campo
en este producto de variedades es un camino de campos en el espacio. La simetria juega un papel
muy importante en la fisica clasica; muchos sistemas mecanicos admiten grupos de simetrias.
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. Teorias de Calibre

Estas teorias involucran el estudio de las propiedades de los fibrados del espacio total, 6 bien sus
objetos asociados, como conexiones, curvaturas, etc, tales que no cambian bajo transformaciones de
calibre. Desde el punto de vista de las matemaéticas se tienen los siguientes elementos:

» Una variedad M diferenciable. Real o compleja (en general se pide una variedad C*° rieman-
niana o pseudo-riemanniana).

= Un grupo G (que por lo general se pedird un grupo de Lie compacto).

= Un haz vectorial E sobre M tal que G puede ser visto como un grupo de transformaciones
en E.

= Un élgebra g asociado a G (es generalmente un &dlgebra de Lie de dimension infinita).

= Una conexién w del haz. El espacio de todas las conexiones en E lo denotamos por A(E)
(generalmente es un espacio de dimensién infinita).

En estas teorias el espacio - tiempo se considera la variedad base de un fibrado principal, de grupo
estructural dado, denominado grupo de calibre. Los grupos més comunes son los grupos de Lie uni-
tarios o especiales unitarios ( U(1), SU(1), SU(2), SU(3), etc).

Se debera elegir una seccién de dicho fibrado. Para ello se construye una conexioén que generalmente
toma valores en el algebra del grupo y que en fisica es el potencial o el campo de calibre.

Diremos que dos conexiones estan relacionadas bajo una transformacion si representan los mismos
campos de particulas y potenciales. Tales conexiones son indistinguibles, ya que con este tratamien-
to se identifican solo aquellas conexiones que estén relacionadas por transformaciones de calibre. El
problema entonces serd buscar aquellas conexiones que modelan la naturaleza, podemos plantearlo
ahora usando el principio de minina accién.

El principio de minima accion nos dice que hay ciertas cantidades asociadas a muchos fenémenos
en la naturaleza, éstos se llevan a cabo de tal forma que esas cantidades toman valores minimos.
Utilizando teorias de calibre, se observa que ciertas ecuaciones que aparecen en forma natural (como
por ejemplo la teoria de la relatividad) se pueden expresar como condiciones necesarias y suficientes
para minimizar el funcional.

Para explicar mejor el principio de minima accién en las teorias de calibre, se presenta el siguiente
esquema:

1. Se define un funcional en el espacio de las conexiones que llamaremos A(E). Esto es, una
funcién que a cada conexién le asocie un namero real. Esta funcién intuitivamente mide la
cantidad que deseamos minimizar. En ciertos casos ésta funcién es el lagrangiano.

2. Se requiere que el funcional sea invariante bajo el grupo de calibre. Esto quiere decir, que
si dos conexiones estan relacionadas bajo una transformacién de gauge entonces el funcional
les debe asociar el mismo namero real.

3. Se dan condiciones para obtener las conexiones en las cuales el funcional toma valores mini-
mos (en general llamados puntos criticos). Este problema, usualmente se traduce en sistema
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de ecuaciones diferenciales cuyas soluciones son las conexiones buscadas. En mecanica clasica,
por ejemplo, las ecuciones que aparececen son las de Euler - Lagrange.

4. Se pide probar la existencia de conexiones que sean puntos criticos del funcional.

5. Generalmente, si las soluciones existen, son infinitas y es deseable contarlas o parametrizarlas
mediante un conjunto de parametros adecuados.

El conjunto de parametros para las soluciones recibe el nombre de espacio de soluciones. Este espacio
depende del problema particular. Tener dicho espacio es de suma importancia, ya que aqui se va a
tener toda la informacién sobre las soluciones.

La variedad M, el espacio estructural G y el fibrado E generalmente estan determinados nicamente
por el problema que se desea estudiar. Dados M y G podemos ver que lo mas importante para hacer
trabajar el esquema previamente planteado es la eleccién del funcional. Naturalmente el problema en
el que estamos interesados nos debera sugerir cual funcional usar.

Los campos en el modelo estandar exhiben alguna simetria interna abstracta conocida como inva-
riancia de calibre. Esta invariancia significa que el lagrangiano que describe el campo no cambia bajo
la accién de un grupo de Lie que actta sobre las componentes de los campos. Cuando se aplica la
misma transformacién a todos los puntos del espacio, y estos permanecen sin cambio se dice que la
teorfa tiene invariancia global.

3. Teorias de Chern-Simons

Son teorias que no dependen de la métrica del espacio base, ademas los observables vienen dados
en términos de invariantes topoldgicos y pueden ser extendida a dimensiones mayores a cuatro, sin
embargo no es globalmente invariante de calibre pues la accién cambia por un término de borde bajo
transformaciones de calibre.

La forma de conexién de Chern-Simons, puede ser vista como el lagrangiano de una teoria clasica de
campo. La teoria clasica de Chern-Simons tiene muchos aspectos sutiles los cuales provocan algunos
refinamientos de la formulaciéon matemética usual de la teoria de campos. Sin embargo, las teorias de
CS se deben tratar con precaucién, éstas difieren del resto de las teorias de campo en dos aspectos
importantes.

El primero, la teoria es topologica (en general covariante) esta definida sobre una variedad orien-
tada sin alguna eleccién de métrica, y de aqui viene el hecho de que admite grupo de difeomorfismos
como simetrias. donde los ejemplos usuales solo admiten isometrias.

El segundo, el lagrangiano involucra solo primeras potencias de las primeras derivadas de los
campos, lo que conlleva a que al primer orden de la ecuacién de Euler - Lagrange, el ejemplo usual
de eso involucra segundas derivadas o primeras derivadas cuadradas, y a su vez al segundo orden de
las ecuaciones de movimiento.

Todo es derivado de la accion. Este principio, ubica a la formulaciéon lagrangiana adelante de la for-
mulaciéon hamiltoniana. En efecto, la ultima es derivada de la anterior. En muchas teorias de campo
se escribe la accién y se verifican sus propiedades fundamentales inmediatamente.

» La accién de Chern-Simons es invariante bajo grandes grupos de simetrias (de transforma-
ciones de calibre).
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= Los campos son locales.

La teoria de Chern-Simons es una teoria de calibre, por lo que se trabaja con la geometria de
conexiones sobre fibrados principales con grupo de estructura compacto G. Las formas de CS estan
parametrizadas por formas biliniales sobre el dlgebra de Lie de G. Para obtener una accién la cual
este bien definida hasta los enteros, se debe restringir hasta una cierta region de las formas integrales.
Estos enteros son usualmente llamados el nivel de la teoria. Esto es suficiente para definir la accién
de CS si G es conexo o simplemente conexo.

Las soluciones de la teoria clasica de CS son conexiones planas. La accién puede interpretada como
el transporte paralelo de una conexiéon unitaria sobre la linea de fibrados de CS formado sobre el
espacio de campos en el borde.

En muchas formas, la teoria de Chern-Simons clasicas unifica los objetos geométricos de calibre, en
bajas dimensiones que estan asociados con un grupo de Lie compacto G y una forma de integral
bilineal en ésta algebra de Lie.

Al hablar de simetria en la teoria de CS 6 méas generalmente en cualquier teoria de calibre clasica,
se nombra la forma de simetria de un grupoide en vez de un grupo. Un grupoide es un "grupo con
estados". En teorias de calibre, los estados estan sobre varios fibrados principales sobre una variedad
dada, y el grupo de elementos son isomorfismos entre fibrados principales. Para cada fibrado principal
el automorfismo forma un grupo.

El grupo de transformaciones de calibre. Sin embargo, las conexiones tienen automorfismo. Esto es
particularmente importante cuando se indexan fibrados y conexiones. Esta simetria extra tiene con-
secuencias no triviales, alguna de las cuales estdn en manifiesto en la teoria cuantica.

Las propiedades del espacio de configuracion de la teoria de Chern-Simons (CS) depende de las pro-
piedades del grupo de calibre G. si G es un grupo de Lie simplemente conexo, entonces el espacio
de configuracion es simplemente isomorfo al espacio del algebra de Lie 1-forma valuado en la varie-
dad base dada. Generalmente, se piensa que ésta, estd dada por G-fibrados principales con conexiones.

Para los grupos de calibre simplemente conexos tenemos :

Para GG un grupo de Lie de conexién simple, se describe la base, disponiendo de la teoria de CS

= Lagrangiano y accién funcional.

= Espacio de fase covariante.

El Lagrangiano y La Acciéon Funcional

Sea g un algebra de Lie semi - simple, y escribamos < —, — > € W (g) Es la forma de Killing de
un polinomio invariante (en el algebra de Weil g).

Notese que esto es una transgresion via los elementos de CS. CS € W(g) (6 un maltiplo de), el algebra
de Lie candnica es :

(1.6) ps =< —,[—,—] >€ CE(g)
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En el 4lgebra de Chevalley - Eilenberg de g. Para M una variedad, suave, compacta, de 3 dimensiones,
escribimos :

(1.7) Conf(M): QM,g) = {Q (M) + W(g) : A}
Para el grupo de algebra de Lie valuada en la 1-forma en M.

A esto le llamamos Campo de Espacios de Configuracion de la teoria de g-Chern-Simons sobre
M.

(1.8) CS(A) € w* (M),

llamada la forma de CS de A, éste es el lagrangiano de la teoria de CS sobre M.

DEFINICION 1.1. La exponencial de la accién funcional de la teoria de CS es el morfismo al grupo
cerrado.

(1.9) Exp(is(=)) : Confy — U(1),

El cual envia una configuracién del campo A a la integral sobre la variedad de esta forma de CS

(1.10) A— Exp(z/ CS(A)).
M
El Espacio de Fase Covariante

La accién funcional es local, esto es un espacio de fase covariante, el cual corresponde al espacio
de soluciones a las ecuaciones de Euler - Lagrange y naturalmente lleva la forma de una estructura
pre - simpléctica.

Las ecuaciones de Euler - Lagrange para la accién funcional de la definicién 1 son:

(1.11) Fa=0,

donde F4 es la curvatura de la 2-forma del algebra de Lie valuada en A. La estructura pre - simpléctica
en el espacio de soluciones relativo a cualquier subvariedad 2-dimensional M, — M es:

(1.12) w(éAl,(SAg)a/ < ASAy > .
MO

Con la Linea de Observables de Wilson

Mas generalmente, la configuracion de las teorias de CS estan definidas en variedades 3-dimensionales
(M) con una subvariedad de una dimensién (cerrada) M/ — M donde cada componente conectado
(difeomorfo a un circulo) es etiquetado por una representacion unitaria irreducible R; del grupo de
calibre.

En la integral de camino de la formulacién de la teoria de Chern - Simons esto significa que el inte-
grando es adherido al bucle de Wilson W (M?/ R, A) de la conexién principal alrededor de M/
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(1.13) Z(M*T M)a / DAW (M R, A)Exp(iSs.(A)).

De manera mas fundamental, todo el loop de Wilson W(...) en si mismo es considerado como el
resultadode la integral de camino para la teoria de CS de 1-dimensién, con una orbita coadjunta como
espacio modular de G y con representaciones de R derivados del método orbital.

Esto significa que el espacio de configuraciéon de la teoria de Chern-Simons sobre (M9¢f — M) es
el espacio de G-conexiones principales sobre la variedad y de mapas las érbitas coadjuntas sobre
M%7 de la teoria de CS tridimensional sobre la variedad M por encima, y de 1 teoria de CS de una
dimensién a lo largo de M?/ para el cual la conexiéon G-principal sirve como un background de un
campo de calibre.

Para Grupos de Calibre Generales

Si el grupo de Lie G no es simplemente conexo a un G-fibrado principal en 3-dimensiones, enton-
ces M no sera necesariamente trivializable (para G = U(1)) de grupos cerrados. Los fibrados cerrados
en la variedad son clasificados por la clase Chern, la cual puede ser cualquier elemento de la integral
de cohomologia H?(M, Z).

Por lo tanto en estos casos, el espacio de configuracion de la teoria de Chern - Simons ya no es general,
solo un grupoide de formas de algebras de Lie valuadas (las cuales son un grupoide de conexiones en

el fibrado principal trivial, pero un grupoide de mas conexiones generales en el fibrado principal no
trivial). Entonces, la formulacién general de la teoria de Chern-Simons es:

DEFINICION 1.2. Sea G un grupo de Lie compacto, con un algebra de Lie g y sea < —, — >, un
polinomio invariante binario, entonces el homomorfismo de Chern-Weil refinado produce un mapa

(1.14) C: HY (M, G)eonn — H (M) aiss-

Desde G-fibrados con conexién a -4 grados de cohomologia diferencial ordinaria de M, clasificando
3-fibrado cerrado con conexién sobre M. La teoria de CS 3-fibrado cerrado.

La acciéon funcional de la teoria de CS es un polinomio de alto grado, de éste 3-fibrado cerrado.

(1.15) S.s:V —>/ C(V)eU(1).
M

Caso Abeliano

DEFINICION 1.3. Sea G = U(1) un grupo cerrado, y < —, — > un polinomio canénico invariante.
Entonces la configuracién espacial es H2(M)g;5¢ (cohomologia diferencial ordinaria en grado 2) y
la acciéon funcional esta dada por la integraciéon de la fibra en una cohomologia diferencial ordinaria
sobre el producto cuna.

(1.16) S.s: fl%/ AUA
M
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. Chern-Simons en 3 Dimensiones

Estas teorias fueron descubiertas en el contexto de anomalias de los 70’s y usadas como un mo-
delo exotico de un sistema de calibre para 2+1 dimensiones. Fué solo hasta mediados de los 80’s
que la gravedad de Einstein en 241 dimensiones fue incluida como un ejemplo de un sistema de CS,
especialmente a través del trabajo de Witten. Los sistemas de CS son més relevantes de lo que apa-
rentan a primera vista. La relatividad general en 241 dimensines (con o sin constante de cosmologia)
es un sistema de CS (para grupos ISO(2,1) o SO(2,2) respectivamente), cualquier sistema mecéanico
ordinario escrito con el rigor hamiltoniano puede ser visto como un sistema de CS abeliano en 0+1
dimensiones. En retrospectiva, podemos ver que la clave para la construccion de la forma de CS (en
3 dimensiones) es la siguiente forma de Pontryagin

(1.17) P=Tr[FAF]
es cerrada
(1.18) dP =0

por el lemma de Poincaré’s, P es localmente exacta, esto quiere decir que es siempre posible escribir
en una vecindad abierta como la derivada exterior de una 3-forma.

(1.19) P =dL

Entonces la 3-forma L es precisamente el lagrangiano de Chern-Simons. Claramante esta idea
puede ser generalizada a altas o (bajas) dimensiones, y para otras integrales de invariantes topo-
légicos, como la carécteristica de Euler. Este es precisamente donde la conexién con las teorias de
Lovelock pueden ser encontradas.

A continuacién un breve repaso de algunos hechos acerca de los sistemas de CS tridimensionales
estandar.

La idea es encontrar una 3-forma tal que :

(1.20) dLcs = TT[F N F]
donde
(1.21) F=dA+ANA

Es la curvatura (campo de fuerza) en el representacion adjunta y A es el algebra valuada de la
conexiéon 1-forma. Sea G el grupo de calibre y g el algebra generada por las matrices T,, tal que
[T,,Ty] = C,Te. Bajo la accién del grupo de calibre.

La conexién

(1.22) A= AT, dz"

transforma como

(1.23) A=A =g tAg+gldg
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donde la 0-forma g(x) es un elemento de g , entonces la curvatura cambia como

(1.24) F—F =g'Fg

y es facil de mostrar, usando las propiedades ciclicas de la traza, tal que Tr[F A F) es invariante bajo
las transformaciones de A y F', entonces el lagrangiano resulta ser

2
(1.25) Leg :TT[A/\dA—&—gA/\A/\A]

Es facil chequear que la accion de CS es invariante bajo transformaciones de calibre.

Primero observamos que bajo una transformacion de calibre de la forma A — A’ el lado derecho de

(1.26) dLcgs = T’I'[F A F]
no cambia y por lo tanto 6(dLeg) =0

En otras palabras, bajo una variaciéon de el campo que lleve a la forma invariante de Pontryagin, el
lagrangiano de CS cambia por una forma cerrada. Entonces, el cambio previsto § Log aproxima a cero
suficientemente rapido el borde del espacio-tiempo, la acciéon de CS deberia ser invariante también.
Sustituyendo la transformacion A — A’ en el lagrangiano

(1.27) Les :Tr[AAdAJr;AAAAA]

se consigue que

(1.28) Los(4) = Los(A) — dTrldgg™ A] - STrl(g™dg))

entonces la accidén cambia como

(1.29) Ics|A') = Ics[A] — /6M Trldgg=t A] — é/M Tr[(gdg")?3

Esto plantea un asunto importante, el que la accién no realmente invariante bajo la transforma-
ci6n de calibre A — A’ , a menos que g — 1 suficientemente rapido para cancelar el segundo término,
asi mismo el tercer término también desaparece. La primera condicién siempre se puede pedir, ya que
parte de las reglas de juego de cualquier problema variacional en el que el campo satisfaga apropia-
damente las condiciones de contorno, y es necesario restringir el tipo de transformaciones de campo
permitidas en limite del espacio tiempo.

El ltimo término de la expresion de Log(A’) es cerrado y por lo tanto no hay contribuciones topo-
logicas, éste término puede ser expresado localmente como una derivada exterior de alguna 2-forma,
la cual dependa de g(x). Es obvio que este término no podra desaparecer simplemente por imponer
alguna condicién asintética en la transformacion de calibre.

La transformacion de Ics[A’] nos dice que la accién cambia por un término de superficie y posible-
mente por un funcional de la transformacién. Aunque ninguno de estos términos puede alterar las
ecuaciones de campo, ellos pueden cambiar las propiedades globales de la teoria, como la definicion
de las cargas conservadas. De cualquier manera, la accion Iog[A] es un invariante de calibre genuina
si la variedad no posee bordes (OM = 0).
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Ecuaciones de Campo

Una vez definida el principio de una buena accién para la conexién A, es natural preguntarse lo
que describre. Para conocer esto se procede a estudiar las ecuaciones de campo, variando los campos
de accion.

(1.30) SIcslA] =2 /

Tr[T,Ty)F* NSA® — / Tr[T, Ty A A SA°
M

oM

De aqui se observa que la condicion de tener un extremo bajo variaciones arbitrarias § A® implica

(1.31) F*=0
Al definir el 4lgebra del grupo como

(1.32) Yab = Tr[T,T))

La cual es una matriz no singular, lo cual siempre ocurre para los casos en los que se tiene algebras
de Lie semisimples en la representacion adjunta y v4p es la métrica de Killing.

Algebras semisimples son aquellas que no contienen subélgebras abelianas invariantes; Es decir,
que no se pueden escribir como

G=GPu.

Donde U es abeliano. Las &lgebras semisimples corresponden a los grupos clasicos SO(n), SU(n),
Sp(2n) y otros menos comunes, como OS,(n, m), US,(p,q), Es, etc.

Existe un &lgebra de Lie excepcionalmente importante la cual no es semisimple y atn asi es una
representacion fiel para cuando 7, no es degenerada.

Este es el caso para el grupo de Poincaré en 2+1 dimensiones, ISO(2,1), cuya algebra es

so(2,1) ® R*!

donde R*! es el grupo de traslacién en 2+1 dimensiones.

Esta excepcion a la regla permite escribir el lagrangiano de Einstein - Hilbert como un 3-forma de
CS para el grupo de Poincaré, y es la clave para la cuantizabilidad de la gravedad en 241 dimensiones.

Las ecuaciones de campo F'® = 0 lucen simples y no se puede esperar mucho de ellas. De hecho, es
bien conocido los resultados de un set abierto B, homotépicamente abierto.

(1.33) dA+ANA=0

Entonces A puede ser escrita como un transformacion de calibre de una conexién trivial

(1.34) A=gldg

en cualquier sitio en B.

En otras palabras, para una transformaciéon de calibre siempre es posible tomar A — 0 en un
pequeno parche de M. Entonces, la configuracion de campo descrita por la ecuacion F* = 0 podria
ser trivial a menos que existan obstrucciones topoldgicas, las que pueden evitar A = g~ 'dg si se
hace valido desde el principio la globalidad a lo largo de la variedad entera M, incluso si esto solo



3. TEORIAS DE CHERN-SIMONS 17

es valido en un pequefio conjunto abierto de B . Y esto es de hecho lo que pasa con la gravedad en
2-+1 dimensiones, donde las ecuaciones de campo son de la forma de F'® = 0 y adn asi se pueden
encontrar soluciones no triviales como los agujeros negros y el colapso gravitacional. De cualquier
forma,lo que sigue siendo cierto es el hecho de que un sistema de CS en 241 dimensiones no tiene
grados de libertad locales que se puedan propagar. En dimensiones altas sin embargo, los sistemas
de CS poseen grados de libertad locales que se propagan y la situacion es similar a la de la teoria de
calibre estandard.



Capitulo 2

Formas de Chern - Simons y de Transgresiéon

En este capitulo se definen las formas de Chern-Simons como una funcién polinomial local de
alguna 1-forma, se particularizan los casos para n=1y n=2, luego se generalizan éstas para dimensio-
nes altas. Se describen las formas de transgresion para el caso de Chern - Simons, se define la accién
transgresora, las invariancias de difeomorfismo y gauge junto a las ecuaciones de movimiento relacio-
nadas. Se estudian las cargas de Noether y el principio de minima accién para asi hacer el calculo
de las corrientes y cargas conservadas. Finalmente se define la gravedad a manera de transgresiéon y
se hace el estudio particular para D = 2n+1. Para el desarrollo del mismo se hizo referencia de los
siguientes autores ([2-12],[15])

1. Formas de Chern-Simons

La forma de CS es una funcién polinomial local de una 1-forma A, valuada en una algebra de Lie g.

Explicitamente:

1
(2.1) Q¥ =(n+ 1)/ dt < A(tdA + 2 A%H)" >
0
siendo < ... > el tensor simétrico invariante bajo g de rango (n + 1)
Los casos mas simples son n = 1,2

Para n—=1

Usando :

1
Q??J’_l — (n + 1)/ dt < A(tdA + t2A2)7l >
0

1 1
3.=2 </ dt < A(tdA) > +/ dt < A(tQAQ))
0

0

1 1
35:2/ dt<tdA2>+2/ dt < t2A3)
0 0

12 2
o= 25 16 +§A3t3 6

2
(2.2) 3. =< AdA + gA3 >

18
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Para n—2

Usando:

1
Q¥ = (n+ 1)/ dt < A(tdA +t*A%)" >
0
1
5= (2+ 1)/ dt < A(tdA + t*A?)? >
0
1
= 3/ dt < A (t*(dA)® + 2tdA(t*A%) + t*A*) >
0

1 1 1
o = 3/ dt < At*(dA)? > +3/ < 2tAdA(t*A?) > +3/ < At*A* >
0 0 0

5 2753 1 3 tt 1 ,.3,511 45
(2.3) 25 =< A(dA)2 + %A%ZA + EAS >
Denotamos

F = dA + A? como la curvatura correspondiente a la conexién A

= ngnH) =< F("*t1) > como la propiedad de la forma de CS

» ddgauge Ei"“) = 0 La identidad que involucra la variacion de la forma de CS bajo transfor-

maciones de gauge. Es una forma exacta.

k
Lgnﬂ) fol < A(tdA+t2A?)" > Lagrangiano de CS para una teoria de gauge, siendo k una constante

arbitraria adimensional.
Este lagrangiano cumple con las siguientes caracteristicas:
Dimensionalidad : El lagrangiano de CS solo existe en dimensiones impares.

Tensor invariante : Se hace uso de un tensor simétrico < ... > invariante bajo el algebra, el tensor
es de rango n+1 (solo puede vincularse a la métrica de killing en d=3).

La métrica: Es independiente de cualquier métrica que pueda existir (6 no) en la variedad espacio
temporal M.

Campos independientes: El Gnico campo independiente es la 1-forma de conexién A.
Curvatura : El lagrangiano de CS contiene potencias mas altas de la curvatura (para d > A ).

Dinamica : Las ecuaciones de movimiento son D * FA =< F*GA >= 0 A pesar de la presencia de
potencias de la curvatura mayores que 2 en el lagrangiano, son de primer orden en A.
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Generalizacion de las Formas de Chern-Simons a Dimensiones Altas

A pesar de la interesante estructura matemaética, estas teorias tridimensionales parecen ser muy
surealista como modelos de nuestro mundo. Veremos ahora como éstas ideas son extendidas a altas
dimensiones. El ingrediente esenciales en la construcciéon de teorias de Chern-Simons en altas dimen-
siones es la existencia de una 2n-forma

(2.4) Qon(A) = Ya1..anF* " NFO 2N - A FOT

la cual es cerrada.

(2.5) Qo = 0

Un invariante bajo transformaciones de calibre A — A’ = g='Ag + g~ 'dg

(26) QQn(A/) = Q2n (A)

Es sencillo mostrar que los invariantes de la forma

(2.7) Qon(A) = (FAFA---AF)

Satisface estos requerimientos, donde hemos definido

(2'8) Yal...a2 = <Ta17 Ta2 e Tan>

y {...) destaca que para una operacién con la traza en una representacion apropiada del dlgebra de
Lie g. Los invariantes de la forma

(29) Q2n<A) — ’Val...anFal A Fa2 A A FOT

Corresponden 1:1 con el n-ésimo rango de tensores invariantes v41...on 108 cuales pueden ser construi-
dos por un grupo de calibre dado. El nimero de estos tensores suele ser generalmente pequenos.

Ahora haremos uso de la siguiente notacion para escribir Qe2n como

(2.10) Q2n(A) = (F™)

Estos invariantes pertenecen a la familia de clases caracteristicas, conocidas como invariantes de
Chern-Weil. Estas clases en si mismas definen integrales invariantes relacionadas con las propiedades
topoldgicas de los mapas que pueden establecerse entre la variedad M y el grupo G.

Entonces, la ecuaciéon analoga a

(2.11) dLcs :T’I‘[F/\F]

es ahora

(2.12) dLZ " = (F™)
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y su solucién puede ser escrita como

1 1
2.1 L2t = 7/ dt{A(dtA + t? A%)n1
(2.13) cs CEEA (A( + )T +a

Donde « es una (2n-1)-forma arbitraria cerrada (do = 0).
Bajo transformaciones de calibre de la forma A — A’, la forma de Chern-Simons cambia como
nogl(n—=1"1 _ .
lm«g tdg)* )

donde la (2n-1)-forma 3 es una funcién de A y depende de g como la combinaciéon g~'dg, entonces
la accién

(2.14) LEgH(A) = LEs H(A) +dB + (-1)

(2.15) A = /M Lgg!

Describe un teoria de calibre para el grupo G, la cual bajo transformaciones finitas de calibre cambia
como la integral de LQC”S_l. El segundo término de dicha expresién da lugar a un término de borde,
y el tercer término es proporcional al nimero de repeticiones. De nuevo, se puede observar que bajo
una transformacion de calibre infinitesimal (conectado a la identidad) de la forma

(2.16) §A = -V
Donde X << 1
La accién cambia por un término de superficie, el cual puede ser cero bajo apropiadas condiciones de
contorno.
2. Formas de Trasgresion
Las formas de transgresion constituyen la matriz de donde surgen las formas de CS.
Una forma de transgresiéon es una funcién de dos conexiones de gauge cuya propiedad principal es

su completa invariancia bajo transformaciones de gauge, reciprocamente las formas de CS pueden
pensarse como formas de transgresiéon con uno de los campos de gauge igual a cero.

Se puede pensar el segundo campo de gauge en las formas de transgresiéon como un background de
referencia fijo no dindmico, o como un campo dindmico. En el segundo caso ademés puede pensarse
que ambos campos estan definidos en el mismo espaciotiempo, o que estan definidos en variedades
con un borde en comin.

A nivel de teoria de campos las formas de transgresién poseen :

» Invariancia de calibre

Las teorias de Chern-Simons no son estrictamente invariantes de calibre, sino cuasi-
invariantes, en el sentido de que la accién cambia por un término de borde bajo transforma-
ciones de calibre. Las transgresiones en cambio son invariantes de calibre.
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= Principio de Acciéon

Para tener un principio de accién bien definido, (en el sentido de que la accién sea un
extremo cuando valen las ecuaciones del movimiento) es necesario en general agregar un
término de borde a la accién, lo cual a veces se hace caso por caso para configuraciones
especificas. La accién de transgresion permite dar una prescripcion general de los términos
de borde que hacen el principio de accién bien definido, los cuales son parte de su definicién.

= Cargas conservadas covariantes

Las cargas conservadas que vienen de la accién de CS no son covariantes. Su algebra
de corchetes de Poisson contiene términos centrales, como sucede siempre que se parte de
una accién cuasi invariante. Los valores obtenidos aplicando el teorema de Noether a estas
teorias no coinciden con los obtenidos por los métodos hamiltonianos, que son los que tienen
significado fisico. Las cargas calculadas utilizando transgresiones como acciones son covarian-
tes, reflejando la invariancia estricta de la accién, y dan los mismos valores que los métodos
hamiltonianos.

Las transgresiones tienen otras areas interesantes de aplicaciéon, como por ejemplo el estudio de mo-
delos de objetos extendidos de diversas dimensionalidades, como cuerdas y membranas (en general
llamados branas).

Teorema de Chern-Weil

El teorema de Chern-Weil correlaciona la derivada exterior de la forma de transgresion con la
diferencia entre dos densidades topoldgicas asociadas a dos nociones distintas de curvatura.

Sean Ay A para una algebra de Lie g, con curvaturas correspondientes F y F.

sea < ... > un tensor simétrico de rango r = n + 1 invariante bajo un grupo g. La forma de transgre-

sién Q(ji—gl) es definida como:
1
(2.17) Crt — (n 4 1)/0 dt < OF >
donde :
= O=A-A
» A, =A+1t0

La conexién A; iterpola entre A y A a medida que t barre el initervalo 0 < ¢ > 1

La propiedad més importante de las formas de transgresion es su invariancia bajo transformaciones
de gauge.

Dicha invariancia queda establecida facilmente por medio de la siguiente cadena de argumentos :
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1. La diferencia entre dos conexiones es un tensor:
© trasforma como un tensor.

2. La suma de una conexién con un tensor produce otra conexién:
A; transforma como conexion.

3. La curvatura asociada a una conexién es un tensor:
F} transforma como un tensor.

4. Dado que todos sus argumentos son tensores, la propiedad de invariancia del tensor simétrico

<...>garantiza que la forma de transgresion Qf"H)

. 4 Dbermanezca invariante bajo transforma-
ciones de gauge.

Consideremos :
n A< POt >
s A< Plntl) 5

Siendo A y la conexién y F la curvatura.

1
d n
(2.18) < P+ > _ < plntD) >=/ dt— < FD >
0

Accion de Transgresion

La accion de una teoria de gauge definida en una variedad (2n+1) dimensional:

(2.19) Si[A, Al =k /A . iy

(2n+1)
A+A =
funcional de dos campos independientes (Las 1-formas de conexién A y A).

donde k una constante adimensional, y Q es la forma de transgresion. Esta accion es un

La accion de transgresion sera invariante bajo difeomorfismos y transformaciones de gauge (grupo de
simetria independientes).
Invariancia bajo difeomorfismo

Esta garantizada por la naturaleza de la forma diferencial del lagrangiano de CS. "Todas las formas
diferenciales, por construccién, son invariantes bajo grupo de difeomorfismos".

(2.20) b0 = —Lear

Es la variacion funcional infinitesimal de una P-forma o

» ¢ Es el campo vectorial infinitesimal que genera difeomorfismo dy* = e*(*)

= L. Es la derivada de Lie

SaifA=—L.A
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SaigA = —L.A

Invariancia bajo transformaciones de Gauge
Esta garantizada por las propiedades de la forma de transgresion.

OgaugeA = —DA

Sgauge A = —DX

A € g elemento del algebra que define la transformacion.

La accion de transgresion contrasta con lo que ocurre con el caso de Chern-Simons, donde la accién
cambia por un término de borde, bajo transformaciones de gauge.

La invariancia de gauge (por el principio de simetria) prohibe la adicién de un término de borde
arbitrario a la accién de transgresién, porque ésta destruiria la invariancia.

Para la forma de transgresion, las condiciones de borde y las cargas de Noether asociadas tienen
un significado intrinseco. Para el caso de CS no es asi, las condiciones de borde y las cargas de Noether

pueden ser modificadas por la adicién de un término de borde arbitrario a la accién.

La accién de transgresion es discreta bajo el intercambio A < A

(2.21) Si[A, A] = =5V (4, 4]

Sobre las Simetrias de Intercambio:
Haciendo A <+ A, las variables definidas en la forma de transgresion cambian a:
= 0> -0
= A — Ay

L] Ft — Fl—t

Y la expresiéon de la accién cumplird con :

(2.22) /Of(t)dt:/o FO— )t

Ecuaciones de Movimiento y Condiciones de Borde

A— A =A+6A

(2.23) Ao A= A4 64
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Bajo variaciones infinitesimales arbitrarias.

(2.24) 5SPY) = (n + 1)k/ (< AF™ > — < FAF™ >) +/ =
M oM
1
(2.25) S=nn+ 1k [ dt <sAOF" Y >
0
Deduccién:

Partiendo de in&l) =(n+1) fol dt < OF >

Variamos infinitesimalmente :
" 60 =6A—-0A
s §A; =0A+60
» 5F; = Dy6A; ~ §((A; + (Ay)?) Siendo Dt la derivada covariante en la conexién A;.

Hacemos la variacion:

1
3QY D = (n+1) /0 dts < OF]" >

1 1
3 = (n+ 1)/O dt < SOF! > +(n + 1)/O dt < O5F >

SF{" = nF" '6F)

1 1

(2n+1 n n— n
3Q Y = (n+1) 0 dt < OF" > +(n +1) 0 dt < OnFP 'F >

1 1
0Q D = (n+ 1)/O dt < 6OF! > +(n + 1)/0 dt < OF '6F" >

1 1
5@}&1 (n+ 1)/0 dt < §OF] > +n(n+ 1)/O dt < ODSAF ' >

(2.26) < 0D 6AF" Y >=< DOSAF" ™V > +d < 54,0F "V >

Identidad de Bianchi: Derivada covariante a lo largo de la curva.

(2.27) D,F, =0

Usando las siguientes identidades:

4F, = D©
(2.28)
454, =60
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Usando la regla de Leibniz para %

(2.29) n < D;OAF ! >= % < SALF! > — < 0OF) >

Haciendo las sustituciones pertinentes y multiplicando por n :

n < ODAFE >=n < DWSAF" > +dn < SAOF ! >

d !
n < ®Dt5AtFt”*1 >= T < GALE] > — < SOF > +dn < <5At@Ft”*1 >

(2n+_1)

Sustituyendo en la expresion de 6@, '3

L 1
n d ! B
sQPnH — (n+ 1)/ dt$ < OAF > +n(n + l)d/ dt < 6AOF " >
0 0

A—A
se produce
1
(230) QYY) = (n+ (< SAF" > — <SAF" >) 4 n(n+1)d | dt <SAOF >

0
De donde se pueden escribir las ecuaciones de movimiento como:

(2.31) <F"GA>=0

(2.32) < F"GA>=0

con la condicién de borde:

-1
(2.33) / dt < SAHF 7 >bm=0
0

Con esto se concluye que la dindmica producida por una accién del tipo

1
(2.34) Si[A Al =k /O QErel

Determina que A y A sean campos independientes en la variedad M, Los cuales obedecen cada uno
a ecuaciones de movimiento de CS desacopladas. Las condiciones de borde, en cambio, ligan ambas
conexiones en OM , produciendo la primera diferencia significativa a nivel dinamico entre la accién de
CS y la accién de transgresion.
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Cargas de Noether

En cualquier sistema de gauge, el teorema de Noether proporciona un medio de extraer corrientes
conservadas a partir de la accién de transgresion.

Las corrientes son del tipo (d-1)formas, siendo "d" la dimensién de la variedad espacio temporal
M, cuya derivada exterior se anula cuando las ecuaciones de movimiento se satisfacen. Usualmente
se interpretan las corrientes como el dual * de Hodge de una 1-forma, de modo que la ecuacion de
continuidad puede ser escrita en la forma

Dx1— forma=0
Para nuestro caso, el lagrangiano es invariante bajo dos conjuntos independientes de simetrias, (gauge
y difeomorfismo). El teorema de Noether proporciona consecuentemente dos corrientes conservadas
independientes para cada uno de ellos.
Teorema de Noether
Las ecuaciones de movimiento son invariantes si el lagrangiano de un sistema se transforma me-

diante la adicién de una derivada total de alguna funcion f(g;,t), dependiente solo de las coordenadas
temporales. Sea

t2
(2.35) S = / Ldt
tl

La accién correspondiente a un lagrangiano L.

Se considera la transformacion :

(2.36) L'=L+ Té

La accién asociada con L’ sera de la forma :

£2 t2 ) t2 t2 )
s’:/ L’dt:/ (L+Mdt:/ Ldt+/ (df(q”t)dt>
tl tl dt tl tl dt
£2 ‘

(2.37) §'= S+ [ £la;(12).12) — f(q(t1),11)]

S" = 8 + Constante
Usando que 65 = 4.5’
Principio minima accién

Anuncia que la evolucién del sistema entre el estado en t; y en 2 es tal que § sea minima, es
decir 65 = 0 (siendo S un extremo por el principio de Hamilton). Entonces, el principio de minima
accién implica que 65 = 65’ = 0.
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Las ecuaciones de lagrange derivadas de éste principio usando L 6 L’ tienen la misma forma, (son
invariantes bajo la transformacion).Una transformacion infinitesimal:

(2.38) L— L =L+4L

Que no modifique las ecuaciones de movimiento, representa una simetria del sistema (simetria de
accion), Entonces diremos que "la accion es invariante bajo dicha transformacion”.

Teorema de Noether (Clasicamente)
Si, la accién de un sistema con lagrangiano L(g;, ¢;,t) es invariante bajo la transformacion infinite-

simal de coordenadas q} =gq; +9dq; que cambia el lagrangiano como L' = L + §L de tal forma que

0L = df(q] t) para alguna funcién f(g;,t). Entonces la cantidad

(2.39) J = Z %5% — [ = constante
— Jq;

Constituye una cantidad conservada asociada a la transformacion dL , y a la funcion J se le denomina,
Corriente de Noether.

Demostracién:

La transformacién ¢} = g; +dg; (con t fijo — 6t = o) Produce la siguiente variacion en el lagrangiano
5L(Qj7 (jjvt) — L(qj7 (jjvt)

, °. 9L ~ 0L _.
— J

usando las ecuaciones de Lagrange

i(aL)_aL_ :i<8L>_8L

obteniendo que

(2.42) 6L=§i(§q€)5%+ g jt( i) = dt(z aq]5QJ)

segun el teorema, la variacion 6L se puede escribir

st = Yat)
dt

entonces
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0L = (Desarmllo de Leibintz) = jt(j_l (3;5(1])
d (0L N df(g)
dt( g 5(13) T at
Jj=1
d (= 0L d
(2.43) dt(; 5 01) = /(@0
donde la funcion f(g;,t) debe ser continua.
d (= 0L
LS b 1) =0
dt <j—1 an‘ )
d (= 0L
(2.44) T <j_1 a—q,jéqj — f) = Constante
bautizando
>\ 0L
(2.45) J= Z 57'6% - f
=1 90

como la corriente de Noether.
El teorema de Noether establece que a cada simetria que posee un sistema, le corresponde una cantidad
conservada. Las simetrias y sus cantidades conservadas asociadas permiten conocer propiedades de un
sistema y hacer predicciones sobre el comportamiento del mismo, sin necesidad de obtener soluciones

exactas de las ecuaciones de movimiento del sistema (pueden ser dificiles en muchos casos). Extensible
a teoria de campos.

El teorema de Noether (forma diferencial)

Sea L = L(¢) una d-forma lagrangiana para un campo ¢ arbitrario (en general ¢ representa un
conjunto de campos), asumimos que L

= Es invariante bajo difeomorfismos.

= Es invariante bajo transformaciones de gauge asociadas a una cierta algebra de Lie.

Si aplicamos una variacion infinitesimal arbitraria

o= o409

El lagrangiano L = L(¢) tomaré la forma de :
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(2.46) 0L = E(¢)d¢ + d=E(¢, d9)
donde

= E(¢) = 0 corresponde a las ecuaciones de movimiento.

= = es una (d-1) forma que depende de ¢ y de su variacion d¢

Cuando la variacién d¢ corresponde a una transformacion de gauge, el lagrangiano varia a lo mas en
una forma exacta

(2.47) SgaugeL = dQ2

Significa que, cuando las ecuaciones de movimiento E(¢) = 0 son satisfechas, la corriente toma la
forma

(2.48) Jgauge = — E

siendo ésta conservada on shell, y con Z una (d-1) forma, i,e dJgquge = 0.
E Indica que debemos reemplazar en Z(P, §¢) la transformacion de gauge correspondiente a ¢.

Bajo un difeomorfismo infinitesimal dx* = e*(x) la variacion funcional del lagrangiano puede escri-
birse en la siguiente forma

(2.49) Sdif L = —L.L

odifL = —(al]E + IEd)L
usando el hecho de que dL =0

(2.50) 5difL = —dI.L

Haciendo la sustitucion se obtiene que cuando las ecuaciones de movimiento E(¢) = 0 se satisfacen,
la. corriente se escribe como

(2.51) Jaif = —Eaif — 1L

(conservada on shell)

Para cada transformacion habra una simetria, por cada simetria habra a su vez una corriente conser-
vada.
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Corrientes Conservadas Para la Accién Transgresora

Siendo el término de borde

1
(2.52) E=n(n+ l)k/ dt < 6A,0F ! >
0
Se busca particularizar Z para los casos de transformaciones de gauge y difeomorfismos.
Corriente de Gauge

La corriente de Noether asociada a transformaciones de gauge se escriben como

(2.53) *Jgauge =0 - Egauge

Nos interesa el estudio de una conexién transgresora del tipo

(2.54) MA@:@&Q%?

El primer término de la corriente se anula idénticamente

(2.55) Q=0

Para evaluar el término de borde =, se usa la variacion de A y A bajo las transformaciones de gauge,
las cuales seria

6gaugeA = _D)\

(2.56) Sgauge = —DA

Sustituyendo las expresiones en el término de la accién de transgresion

(2.57) §Ar = 0A + 16O
siendo
(2.58) 50 =5A — A

§A; = 0A+t5A—tSA
§A; = 6A(1 —t) +t5A

§A; = —DA(1 —t) — tDy

Se obtiene

(259) 5gaugeAt == —Dt)\
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Siendo Dy la derivada covariante de la conexién A;

SgaugeA = —DA

Sustituyendo en

1
E=nn+1)k [ dt<sAOF" >
0

Nos produce

1
(2.60) = —n(n+ 1)/<;/ dt < —D\OF ! >
0

usando
» D;F; =0 La identidad de Bianchi

= La regla de Leibniz para Dy

» Invariancia del tensor métrico

Para obtener

1 1
(2.61) Egauge = —n(n + 1)kd/ dt < NOF" ' > tn(n+ 1)k/ dt < A\D;©OF" " >
0 0

se reemplaza la identidad

(2.62) (%Ft) = D6

1 1
d
E jauge = —n(n + 1)l<:d/ dt < NOF!™' > 4n(n+ 1)k/ dt < )\(a)FtF["‘l >
0 0

1 1
= pauge = —n(n + 1)kd/ dt < NOF'' > 4n(n+ 1)k/ dt < )\(i)Ft” >

1 1
d
= jauge = —n(n + 1)kd/ dt < NOF'™ ' > +(n+ 1)k/ dt(—) < AFP' >
0 0 dt

1
= auge = —n(n+ Dkd | dt < \OF"™' > +(n+ 1)k< <AFM > — < AF' > )
0

Usando
Q=0

1
= auge = —n(n+ Dkd | dt < \OF"™' > +(n+ 1)k< CAF" >~ < A" > )
0

En la expresion de la corriente
*Jgauge =Q- Egauge



2. FORMAS DE TRASGRESION

1
Jgauge =0+ n(n+ 1)ch/0 dt < )\@Ft(n —1)>+(n+ 1)k( <AF" > — < AF" > )

Eliminando los términos propocionales a las ecuaciones de movimiento

1
(2.63) Jgauge = n(n + 1)kd/ dt < \OF ! >
0

la, cual esta definida on shell
Corriente de Difeomorfismo

La corriente asociada a la invariancia bajo difeomorfismos de la accion

1 2n+1
(2.64) sia =k [ Qe
tiene la forma general

(2.65) cJais = —Eaig — LLEY

sobre el primer término —Eg;5 de la variacion de A y A bajo difeomorfismo

daifA = —L.A
Sais A = —L.A

sustituyendo ahora en la definicion de A;

(2.66)

§A; = 6A + 16O
50 =5A —6A

Oaif Ay = —Lc Ay
Sustituyendo obtenemos

1
E=n(n+ 1)k/ dt < 6A,0F ! >
0

1
(2.67) == —n(n+ Dk / dt < L AOF " >
0

haciendo uso de la identidad

(268) LeAt = IeFt + DtIEAt
1
== n(n + 1)k'/ dt < (IeFt + DtIEAt)@Ftn71 >
0

1 1
(2.69) 2= -n(n+ 1)k:/ dt < (I.F,0F" ' > —n(n + 1)k/ dt < (DI AOF" ! >
0 0
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Usando
= La regla de Leibniz para el operador de contraccién I, y para la derivada covariante D;.
» Identidad de Bianchi D F; = 0.

= Las propiedades del tenso simétrico.

Se consigue

1
== 1L 4 (n+ 1)k;/ dt < I.,OF" >
0

1 1
(2.70) “n(n+ 1)kd / dt < LAOF! ' > 4n(n + Dk / dt < IA,D,OF" " >
0 0

Usando las identidades

%Ft = Dt("')

(2.71)
EleAt = Ig@

Integrando por partes t

1 1

d

E=-LL2 4+ (n+ 1)k/ dt— < IAF! > —n(n+ 1)kd/ dt < ILALOF ! >
0 0

Directamente se obtiene

(2.72)
1
Zaif + LLE™Y = —n(n + l)kd/ dt < ILAOF > +(n+ 1)I<:< < LLAF" > — < [LAF" > )
0

Sustituimos
*Jdif = _Edif — IEL/(I?n+1)
1
(2.73) “Tay = —n(n+ 1)kd / dt < LAOF! ' >
0

Esta solo definida on shell y se ha omitido los términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento.
La elecciéon de un algebra g en el lagrangiano, determinaré, cuales seran los campos independien-
tes de la teoria y junto con el tensor < ... >, se fijaran las formas de las distintas interacciones que

ocurriran entre ellos.

Del lagrangiano de transgresion en su forma mas general se obtiene toda la informacién que se pueda
desear acerca de la teoria

= Ecuaciones de movimento.

» Condiciones de borde.
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» Cargas conservadas.

Informacién adicional del lagrangiano se obtiene con la férmula extendida de Homotopia de Car-
tan. La cual se usa para dar una versiéon mas explicita del lagrangiano, en la cual se toman en cuenta
las particularidades del algebra elegida. Es esencial para dar una interpretacién en términos maés
fisicos a la tedria.

Al considerar generalizaciones de las teorias de calibre con acciones de Chern-Simons, se toma el
lagrangiano dado por las formas de transgresion Lyygns = Ton+1 siendo

1
(2.74) Tont1 = (n+ 1)/ dtSTr((A; — Ao) YY)
0
(2.75) Ay =tA; + (1 —t)Ag
(2.76) Fy = dA; + A?

en D = 2n+1, en vez de formas de CS.

Las ecuaciones de movimiento pueden determinarse a partir de la férmula general para variaciones
de las transgresiones

1
(2.77) Tomir = (n+ 1)(FP6AL) — (n+ 1){(FP6Ao) — nin + 1)d/ (JEP15A,)
0
donde las interpolaciones son entre Ay y Aj.

Las ecuaciones de movimiento (e.d.m) que siguen de esta accion son las siguientes:

(2.78) (FrThy =0

(2.79) (FpThy =0

Las cuales deben suplirse con condiciones de borde apropiadas que anulen el término de borde

(2.80) —n(n+ 1)d/1<JFt”_16At>
0

de modo que sea 615,11 = 0 cuando valen las ecuaciaciones de movimiento, con lo que esta accioén
seria realmente un extremo. El término de borde en la variacién de la transgresiéon se anula si las
variaciones dA; y dAg se toman como cero en el borde, Esto es equivalente a tomar los potenciales
de calibre fijos en el borde como condicién de borde.

Una condicién de borde que parece natural dada la forma del término de borde es que J = 0 (6 que
tienda a cero lo suficientemente rapido) en el borde, con lo que Ay = A; en el borde, y que F; sea
finito n el borde. Con esto se asegura que el término de borde se anule.
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Aqui se asume que en las ecuaciones de movimiento ambos campos de calibre son dindmicos. Sin
embargo se pueden distinguir dos posibilidades :

= Ay y Ap campos dindmicos que satisfacen las ecuaciones de movimento (como ya se habia
mencionado).

= Solo A; es dinamico, mientras Ag es un background fijo. En ese caso solo A; debe satisfacer
las ecuaciones de movimiento.

Cualquiera que sean las condiciones de borde de las antes expuestas, la accién es un extremo para
variaciones que se reducen a transformaciones de calibre en el borde. Para el primer caso se puede
tomar 0A; y 0A¢ como arbitrarios en el interior ("bulk")pero reduciendose a transformaciones de
calibre infinitesimales con el mismo parametro de calibre A en el borde.

Debido a la invariancia de calibre de la transgresion se tiene que:

1
0=000Ton+1 = (n+ 1)(F'D1A) — (n+ 1){(FGDoA) — n(n + 1)d/ (JEM 50 Ay)
0

(2.81) OxTomsr = d{(n + 1)(FPA) — (n + 1)(ETN) — n(n +1) /O (JEP1DA))

Si tomamos en cuenta la variacion general de la transgresion se tiene que los términos de bulk
son cero debido a las ecuaciones de movimiento y el término de borde es el mismo de la expresion
previa para variaciones de calibre, por lo que de todos modos FJ'A y F§'A son cero. Con lo que se
prueba que la accién es un extremo, aun si las variaciones de calibre de los potenciales y se permiten
en el borde.

Para el segundo caso no se asume que (F3'T?) = 0, y se toma que §A; arbitrario en el bulk pero
reduciendose a transformaciones de calibre con parametro A\ en el borde, mientras que 64y es una
variacion de calibre con parametro A tanto en el bulk como en el borde (con un A que es el mismo
que aparece en las variaciones de dA; en el borde). Un argumento analogo al primer caso muestra

que también en este caso la variaciéon de la accién seré cero.

Las formas explicitas de las formas de Chern-Simons y transgresion en 3D son

(2.82) Qs = (AdA+ §A3> _ (AF - é/ﬁ}

2 2
(2.83) T3 = (A1dA; + §A§’> — (AgdAg + gAﬁ) — (A1 Ap)

En 5D estas son

= 2 2 ys 345y = 2 Lysp 1 s
(2.84) Qs = (A(dA)” + 3A dA + 5A ) = (AF 2A F+ 10A )
(2.85) T5(0,1) = Q5(1) — Q5(0) — dCy
donde

1 f 1
(2.86) Ca = 5{(A1Ao — Ao A1) (Fy + Fo) + Ao A} + AJA1 + 5 A1 Ao Ar Ao)
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La notacion @5(1) y Q5(0) significa que el argumento es A1 (Ag) y Ao(A41)
respectivamente.

Gravedad con Formas de Transgresion

Se consideraran las teorfas de gravitacion en las que la accion estd dada por formas de transgre-
sién con el grupo G dado por el grupo de Anti-siter SO(d-2,2), d= 2n+1, con generadores Ja4p con
el algebra

(2.87) [JaB, Jep) = +ncJap — NacIsp — NepJac + NapJec

Y la traza simétrica definidad por

(2.88) (Jaraz .- Jad—14d) = €A1..Ad

Los generadores se dividen en generadores del grupo de Lorentz

(289) Jab

con a,b=0,...,d—2
Y los generadores de traslaciones

(290) Pa = Ja,d—l
El potencial de calibre A es

1
(2.91) A= §w“"Jab +eP,
En d = 241 la forma de Chern-Simons es

1 1
(2.92) Qs(e,w) = €qpe(R¥Pe" + §63) + ieabcd(eawb‘:)

Y la forma de transgresion es

1 1 1
(2.93) Ts(el,wl;e0,w0) = eabc(Ri‘bei + ge? - eabc(RSbeg + geg) + ieabcd[(e‘f + eS)(wll’c — wgc)])

En d=4-+1 la forma de Chern-Simons es

3 . 2 1
Qs(e,w) = Zeabcde(]%‘”’R“]leE + geaebecRd”‘ + 56“6”606‘165)—1—

1 1 3
(2.94) Zeabcded(wiabddeee + ieaebecwde - fwafwg’cdeee)

En una notaciéon mas compacta

3 1
Qs(e,w) = 16(3]‘1’26 +2¢3R + 565)4—

(2.95) id(—dewe + %e% - %((wz))we)
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donde el paréntesis doble implica contracciones

ejemplo :
2 — ,.a b
(w9)) =w fwf

(we)) = w ey

La transgresion en d = 441

3 2 ]. 3 ~ 2"’ ].
Ts = “e(RPe + ZRe® + —€°) — ~¢(R?e + ~Re® + —&°)—
5 4€(R e 3Re 56’ ) 4€(R e 3Re 56’ )

1 1 1 -1 1 .
1ed[e(e +é)(R— 162 + 5ez’) +60(e+e)(R— 192 + 562) + 0Re + ORe]

donde
aab — wab o (Dab

Férmula Extendida de Homotopia de Cartan (FEHC)
Consideramos un conjunto {A;,7 =0, ...,r + 1} de 1-formas de conexién en un fibrado principal,

sobre una variedad d-dimensional M y un simplex orientable (r-+1)-dimensinal 7,11, parametrizando
por {t*,i=0,...,r 4+ 1} las cuales satisfacen las siguientes relaciones

t' >0
(2.96) i=0,...,r+1
r+1

(2.97) =1
i=0
La siguiente ecuacién implica que la combinacién lineal de

r+1
(2.98) Ap = 1A
1=0

también transforma como una conexién al igual que cada A; por lo que se define la curvatura como

(2.99) Fy = dA, + A?

Para el caso » = 1, es posible asociar cada una de las conexiones A; con un vértice del simplex
T(r 4 1), el cual se representa consistentemente como

(2.100) Trg1 = (Ao, Ar,.. . A(r +1))

La derivada exterior de M se denota por d y a su vez la derivada exterior de T'(r 4+ 1) serd denotada
por d;, dichas derivadas son "mapeos" de la forma
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(2.101) d: QM) x QX (Triq) — QM) x QY (T 1)

siendo w®(M) el espacio de las a-formas en M

(2.102) dy - QM) x QX (Typ1) — QYM) x QT )

siendo w®(T}41) el espacio de las b-formas en T,

(2.103) Ly QYM) x Q¥(Trp1) = Q" HM) x QYT 1 1)

El operador derivaciéon homotoépica.

= El operador de derivacion homotopica disminuye en una unidad en grado de una 1-forma
diferencial en M.

= Kl operador de derivaciéon homotépica aumenta en una unidad el grado de una 1-forma dife-
rencial en T4 1.

La tinica manera consistente de definir su accién sobre A; y F; es

(2.104) LA, =0

(2.105) L,F; = dtA,

Los operadores d,dt y L; cumplen con la regla de leibniz y satisfacen ademas

= d?2=0
» dt? =0
» [Ly,d) = d;
s [L;,dt] =0
» {d,dt} =0

En el algebra gradada

Entonces la FEHC

LP LP+1 Lp+1
(2.106) / —jw:/ tildtﬁ*(*].)ijqd/ v
8T,.+1 P . T7-+1 (p + 1) P T,-+1 (p + 1)'

siendo m
= Un polinomio en las formas {At, F't,dt, A;, F; }
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= Una m-forma en M
= Una g-forma en 7T).4
conmz>2pyp+q=r
Maés explicitamente
(2.107) =Y oy < APPFP(dtA,)P(dtF,)"P >
P

= «, Constantes arbitrarias

= < ... > Forma multilineal en el 4lgebra

Los exponentes ap, bp,cp,dp satisfacen las relaciones

(2.108) ap+2bp+cp+2dp =m

(2.109) cp+dp=gq

La FEHC se puede considerar como la version integrada de la identidad diferencial

(2.110) (p+ 1)dtLPw = LP dr — dLP 7

La cual es equivalente a

(2.111) (L2 = (p+ 1)dtL?

La identidad diferencial se puede demostrar usando las propiedades

d>=0
{d,dt} =0

Se quiere demostrar [LPT d] = (p + 1)d, LY

(2.112)

Parap =1
[L?,d] = L4[Ly,d] + [Ly, d]dt
[L? d] = Lydt + dtL;
(2.113) [L?,d] = 2L;dt

Para p — k es valido porque solo involucra un cambio de etiqueta, por lo que se obtiene

(2.114) (LAY d] = (k + 1)d, LF

40
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Para = k+1
Ly d) = (k+ 14 1)dtLy™!
(2.115) [Ly*2.d] = (k + 2)dtLi
Demostracion

[LiH_Q, d = Lt[Lf'H’ d] + [Lt,d]Lf'H
[LEV2,d] = (k + 1)LEdILy + deLE
[LE+2 d] = (k+ 1)LFat + deLh+!
[LF*2,d) = LyTdt](k + 1) + 1]
[LEF2 4] = LE+Lag(k + 2)

[L¥T2. d] = (k + 2)dtLi

Ahora integrando la identidad diferencia sobre el simplex T} 41

(2.116) (p+1)/ wa:/ Lf“dw—/ AR
6T,.+1 T,-+1 T-+1

T

Usando el teorema de Stokes para el lado izquierdo de la ecuacion, ademés de la regla de integracion

(2.117) d/TSa: (—1)S/TS da

Se consigue una version restringida de FEHC

(2.118) (p+1)/ wa:/ Lf“der(fl)p*qd/ LPtig
8TT+1 Tr+1

Tri1
La cual es ahora equivalente a

P LP-‘rl LP-‘rl
(2.119) / —t'wz/ ti'dtJr(—l)P*‘ld/ v
o7, I T, (P+1)! 7., (0+1)!
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Cargas Conservadas

Sea ), una variedad (d-1)-dimensional, e impongamos la condicién de que M tenga la topologia

(2.120) M=Rx>
0
. Esto significa que siempre existe un embebimiento
(2.121) Y s> cM
0 M
De )", en M, sea J una corriente conservada en M, dem  J = 0

Entonces definimos la carga Q asociada a J como

(2.122) Q:/Z > xJ

Donde Y_* *J corresponde a la imagen reciproca de *J inducida por el embebimiento >
Cuando *J corresponde a una forma exacta sobre M

*J = dmo, entonces la carga puede escribirse como una integral sobre 93

Q_/zo Z(dmo)
Q= EOdZZo

(2.123) Q= (0o,)* o

(90‘0



Capitulo 3

Chern - Simons como Formas de Transgresion

El objetivo en este capitulo es unificar la nocién de la transgresion con el tratamiento de formas
de Chern-Simons. Se maneja un lagrangiano para una teorfa de campo de gauge con un algebra de Lie
arbitraria, luego se caracteriza para casos particulares, se describe la accién, se discuten las simetrias,
la dindamica y las condiciones de contorno que siguen las ecuaciones de movimiento aqui obtenidas.
Se presenta la férmula extendida de Homotopia de Cartan a través del uso de un método iterativo.
Se describe el funcional de Chern-Simons generalizado explicitamente para D = (2n+1), donde la
dindmica que se obtiene con funcional es precisamente la ecuaciéon generalizada de Maurer-Cartan,
con el fin de entender lo que significan las formas de transgresion en el marco de los N-complejos. Se
particulariza el calculo para 5 dimensiones y se describe un modelo a manera de ejemplo ilustrativo.
Para el desarrollo del mismo se hizo referencia de los siguientes autores ([1-10],[16],[22-25])

A modo ilustrativo se presentara de forma esquematica una pequenia comparacién a groso modo
del procedimiento que sigue para la obtencién de observables fisicos.

Teorias de Campo Teorias de Chern-Simons

Se construye un lagrangiano a través de la
acciéon y forma de CS

Se reescribe con el formalismo Hamilto- | Se reescribe en términos de la transgresion.
niano.
Se usa el principio de minima accién. Se ge- | Se varia la expresion funcional 7 = 0.

Se construye un lagrangiano.

neran las corrientes J =0

Se obtienen cargas conservadas Usando el teorema de Noether se obtienen
cantidades conservadas
Observables fisicos Pueden 6 no ser observables fisicos

Los observables fisicos que se obtienen a través del tratamiento con teorias de campos estaran in-
cluidos en los conseguidos a través del tratamiento de Chern-Simons, el caso contrario no es cierto.
Si se consigue una cantidad conservada usando CS y esta resulta describir un fenémeno fisico puede
coincidir con alguna de las conseguidas con el método Hamiltoniano.

43
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Nuevamente, de manera ilustrativa y en groso modo el procedimiento a seguir con el tratamiento
hecho en el desarrollo del trabajo se presenta a continuacién.

Teoria de Chern-Simons

Se construye una accion S .

4

Con la accion se construye un lagrangiano (con 1 conexién sobre el fibrado principal).

4

Al observar que la invariacia bajo transformaciones de gauge es solo local (cambia en un
término de borde cuando se hace la derivada total).

4

Se reecribe el lagrangiano en terminos de transgresion (2 conexiones en un mismo fibrado).

4

Se hace variar el lagrangiano para obtener la dinamica del sistema

4

Se reescribe usando la féormula de Homotopia de Cartan

4

Las ecuaciones resultantes proporcionaran las cargas conservadas y los posibles observables
fisicos

4

Para caracterizar el modelo, se debe especificar la conexioén, y al definir la dimension se
obtienen las cantidades que se conservan
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1. Chern- Simons como Formas de Transgresion

(31) Q2n+1 (Al, F) = (7’7, + 1)/0 dSST’I“(A, F:)

La siguiente forma de Chern - Simons no es invariante de calibre global, involucra un solo poten-
cial sobre la fibra y en la que podemos definir

Ay = tA — El potencial
F, = dA; + A? — La curvatura

STr — La traza simétrica invariante en el algebra g.

(3.2) STr(Fh) — STr(Fyt) = dTony1(Ay, Ag)

La cual es global, involucra dos potenciales sobre la misma fibra y en la que podemos definir
Ag; A1 — Potenciales 6 conexiones

Fy; Fy — Curvaturas

(3.3) Aot = tA
(3.4) At =tA,
(3.5) Fot = dAg; + A3,
(3.6) Fit = dAy; + A%,

Entonces la forma de transgresion queda definida como

(37) T2n+1 (Al,AQ) = (n + 1)/0 dtSTT((Al — Ao)Ftn)

Esta forma de transgresion se puede escribir como la diferencia de dos formas de Chern-Simons més
un término de borde usando la férmula de homotopia de Cartan aplicada a polinomios del tipo

(3.8) P(F;, Ay) = Qant1(Fy, Ay)

Dando como resultado

(3.9 Tont1(A1, Fi, Ao, Fo) = Qant1(A1, Fi) — Qant1(Ao, Fo) — dlko1 Qan+1(As, Fy)]

(ko1 proveniente de la expresion de homotopia de Cartan.)
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se usa el hecho de que

(3.10) dQ2n11(A, F) = STr(F"+)

El altimo término es un término de borde Ca,, = ko1 Qan+1(As, Fy)

Dado maés explicitamente por

1 1
(311) Ogn(Fl,Al;Ao,Fo) = —TL(TI + 1)/ dS/ dtSST’f‘(AtJF:;_l)
0 0
Con
(3.12) Fit = sFy + s(s — 1)Af
(3.13) Ay =tA; + (1 — 1) A

La invariancia de la forma de transgresién de gauge involucrando ambos potenciales Ag y Ay se si-
gue de la covariancia de J = Ay — Ag y F; bajo esas transformaciones, la definicion de Ts,41 v la
invariancia de la traza.

Si ahora bautizamos en la expresion de la transgresion

1
(314) T2n+1(A17A()) = (n + ].)/ dtST’I((Al - A())Ftn)
0
Ay = tA; + (1 —t)Ag

La forma de transgresion es invariante bajo transformaciones de gauge en las que las conexiones Ay
y A transforman con el mismo elemento g dl grupo G, debido a la covariancia de

(315) J = A1 — AO

(3.16) J9=g"1Jg

La covariancia de Fy, FY = g~ 1F;g y la invariancia de la traza simétrica.

La invariancia bajo transformaciones de gauge de las transgresiones es parte de la motivacion para
usarlas, en vista a la invariancia local (no globlal) de las formas de Chern-Simons se hace mas con-

veniente éste nuevo tratamiento.

Haciendo variar infinitesimalmente la forma de transgresion, se obtiene la dindmica del sistema. Bajo
variaciones infinitesimales genéricas de Ay y Aj, la variacion de la transgresion es

(Recordamos que la forma de transgresion se puede escribir como)

1
(3.17) Tonsr = (n+ 1)/ dt < (A; — Ag)F!" >
0
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Siendo J = A; — Ay

1
(3.18) Tonsr = (n+ 1)/ dt < JF" >
0

Ademaés definimos

Ar=tJ+ Ay =1t(A; — Ag) + Ag = tA; +tAg + Ag = tA1 + Ag(1 — 1)

finalmente
(3.19) Ay =tA; + (1 —t)Ag
Fy = dA; + A? = dtA; +d(1 — t)Ag + (tA; + (1 — 1) Ag)?
Fy = Aydt — Agdt + 2 A2 + 2t A (1 — ) Ag + (1 — t)* A2
(3.20) Fy = Aydt — Agdt + t2 A7 + 2t(1 — t) Ag Ay + (1 — t)? A2
Definimos
(3.21) Fy=dAg+ A2
(3.22) DoJ = dJ + AgJ + J Ag

Para obtener

(3.23) Fy, = Fy +tDoJ + t*J?

La derivada de F} con respecto al parametro t satisface

d
(3.24) = DuJ =dJ + AJ + JA = dJ + 2t + AgJ + J Ao

Si se varia la forma general de transgresion, se obtiene

1
(3.25) Tomir = (n + 1) / dt{< F'6J > + < nJ EM D[54, >}
0

Pero

Dy[JE'6A;) = Dy JF 15 A, — JE ' Dy[6 Ay

d
(3.26) Dy = —F,F" YA, — JE ' D6 Ay

dt
Usando 6A4; = téJ + 5Ay

1

d d

6T2n+1 = (TL + 1)/ dt{< [Ftn +tn£FtFtnil]6J >+ < R%FtFtnfl(SAo >}
0

47



1. CHERN- SIMONS COMO FORMAS DE TRANSGRESION 48

1
(3.27) —n(n — l)d/ dt < JE 1A, >
0

Dentro del corchete

mn d n— d n
(3.28) F} +tn$FtFt o %[FFt]
d d
. —FFt = —F"
(3.29) Tatttt T a

Entonces las dos primeras integrales en ¢ pueden calcularse dando

1
(330) 5T2n+1 = (n+1) < Fln(sj > —|—(n+1) < (Fln—.F(?)(sA() > —n(n+1)d/ dt < JFt(n—l)éAt >
0

Finalmente para variaciones genéricas de las transgresiones

1
(331) 5T2n+1 = (n + 1) < Fln(SAl > 7(7’L+ ].) < FSL(SAO > 771(71 + ].)d/ dt < JFZ”—15At >
0

Bajo transformaciones de gauge involucrando solo a A;

0A; = D1\
0A; = tD1
1
(332) 6T2n+1 = d[(n + 1) < Fln)\ > —TL(Tl + 1)/ tdt < JFtn_lDlA >}
0

Expresion que significa que la transgresion varfa por un término de borde sii uno de los campos varia
La expresion previa con
A=A

A() =0
Produce la variacién de gauge de la forma de Chern-Simons

1
(3.33) Qa1 = d[(n+1) < F"A > —n(n + 1) / tdt < AFP' DA >]
0
(3.34) Fy =tF + (t* —t)A?
(3.35) DA=dA+ A,

Esto implica que la forma de CS no es invariante de gauge global, por lo que su forma cambia con
un término de borde.
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Para el caso particular D = 5

Forma de Chern-Simons

1
Qs(A, F) = 6/ dsSTr(AF?) =< A(dA)* + §A3dA + %45 >
0

(3.36)

Forma de transgresion

1
Qurr(AF)= (n+1) [ dsSTr(AF)

Qs(A, F) =< AF? — %A3 + %OA"’ >

1
T2n+1(A17A2) = (n + 1)/ dtSTT((Al — Ao)Ftn)
0

n=2
1
T5(A17A2) = 2/ dtST’/‘((Al,Ao)Ftn)
0
(3.37) T5(Ao, A1) = Q5(1) — @5(0) — dC4
Donde
(3.38) Q5(1) = Q5(A1(4o))
(3.39) Q5(0) = @5(A0(A1))
(3.40) C4 = % < (A1Ag — AgA)(FL + Fo) + AOAf + A0A1 + A1A0A Ay >
T5(Ag, A1) = Q5(A1(Ag)) — Q5(Ao(Ar)) — dC4
T5(AO,A1) =< Al(Ao)FIQ — %Al(Ao)?’Fl + TloAl(AO)5
— < Ag(A)FS + %AO(A1)3 + 1—1()A0(A1)5 >+
(3.41) +% < (A1A0 — AoAl)(Fl + F()) + A()A? + AgAl + %AlA()AlAO >

., Qué pasa con la transgresion si una de las conexiones es cero?

T5 (Aa 0)

AOZA%Aot:Aot

Ale%Alt:tAO:AO(O):OAO:O

=< OF% -

1 1 A RV
50F + 750 > = < A(O)FF + 5 A(0)° + 75 A(0)

>+

49
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1 1
+5 < (04— AD)(Fy + Fo) + AD® + AP0 + 50404 >=0

(3.42) Ts(A,0) =0

Las ecuaciones del movimiento se determinaran a partir de la férmula general para va-
riaciones de la transgresion

1
(3.43) 0Topy1 =(n+1) < F'0A; > —(n+ 1) < FjdAg > —n(n + 1)d/ dt < JE 164, >
0

Para nuestro caso de interés
n=2

(3.44) 6Ts =3 < Ff0A; > -3 < F206Ap >=0

lo cual implica que, para que la igualdad se satisfaga debe ocurrir

(3.45) <F!>=0
(3.46) <FZ>=0
Ya que las conexiones no son cero. Lo que quiere decir que la conexiones son 2 - planas.

Este resultado concuerda con el obtenido en la referencia [1]. Con el cual podemos extrapolar el
analisis y concluir que si se tienen n conexiones las mismas seran n - planas.

2. Observables, Cargas de Gauge y Difeomorfismo

Del Teorema de Noether

La variacién de formas de diferenciales bajo difeomorfismos en que las coordenadas cambian como
dx* esta dada por

(3.47) da(z) = d'(x) — a(z) = —Lea

Donde L¢ representa la derivada de Lie, que para formas diferenciales puede escribirse como

con d la derivada exterior y el operador de contraccién dado por

(3.49) lTeay = 'f”a,,mm#p,ldx“l odptrTt

1
(p—1)
El operador I¢ es una antiderivacion, en el sentido de que actuando en el producto exterior de dos
formas diferenciales a, y 8, de ordenes p y q respectivamente, produce

(3.50) Ie(opBq) = Teap By + (—1)Paple By
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Un resultado 1til es que la derivada de Lie actuando sobre potenciales de gauge es

(351) LEA = D(IgA) + IEF

donde D es la derivada covariante y F' es el tensor de campo.

Se considera una densidad de lagrangiano dado por una forma diferencial L(¢, d¢), donde ¢ representa
todos los campos dinamicos. La variacion del lagrangiano bajo difeomorfismos estd dada por

(3.52) §L = —d(I¢L)

Ya que dL = 0 porque el orden de L es igual a la dimensién del espacio.

Se considera una clase de transformaciones bajo las que el lagrangiano sea cuasi invariante,
combinadas con difeomorfismos. Bajo estas, las variacion del lagrangiano se asume de la forma

(3.53) 5L = dQ — d(Ic L)

donde la primera derivada total viene de las transformaciones consideradas y la segunda de los difeo-
morfismos. Por otro lado, el procedimiento usual que lleva a las ecuaciones de movimiento (E.D.M.)
de Euler-Lagrange proporciona la variacién del lagrangiano como las ecuaciones de movimiento mas
un término de borde.

(3.54) 5L = (E.D.M.)s¢ + d©

donde las variaciones d¢ son infinitesimales, pero arbitrarias en su forma. A partir de estas expresiones
de la variacion obtenemos,( asumiendo las variaciones en ambas, restringidas a transformaciones de
la clase considerada en la primera expresion de dL e igualando) que si valen las E.D.M.

(3.55) A —IL—©] =0

Se sigue que la llamada ¢orriente de Noether"

(3.56) *xj=Q—1I:L -0

Se puede ver que, si se agrega un término de borde a L, como L' = L + dB, con B funcién de los
campos y sus derivadas, entonces la corriente conservada asociada a la invariancia bajo difeomorfis-
mos, cambia como xj = xj + IcB

Cargas de Gauge

La variacién de la transgresion es

1
0Ton+1 = (n+1) < F{'0A; > —(n+1) < FJ0Ay > —n(n+ 1)d/ dt < JE" 164, >
0

Bajo transformaciones de gauge
0r\A1 = —D1A

0 Ag = —DgA
de donde
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(3.57) S3Ap = —DiX = —d\ — A\ + A4,

Las E.D.M. que asumiremos son satisfechas por ambos campos A; y Ag son < F/'T* >= 0y
< F§T* >= 0, de donde se sigue que podemos leer la forma © que aparece en el teorema de Noether
de la expresiéon de la variacion.

1
(3.58) O —n(n+ 1)/ dt < JFP' DA >
0

La forma € es cero en este caso, ya que la transgresion es invariante de gauge. Se sigue que la corriente
conservada es

1
(3.59) ir = —6 = —n(n+ 1)/ dt < JFP DA >
0

Ademaés xj) = dQ) con

1
(3.60) Qr = n(n + 1)/ dt < JEP A >
0
ya que
1
(3.61) dQx = n(n + 1) / dt < DJIFPA] >
0
(6]
! d
(3.62) dQx = n(n+ 1)/ dt < aFthHA — JE DA >
0
usando
d 1d
. 7Fn—1 — *an
(8:63) dt™* ndt "
1
(3.64) dOx = (n+1) < (FI' — M)A > —n(n + 1)/ dt < JEP' DA >
0

donde el primer término del segundo miembro es cero, debido a las E.D.M.

Esta expresion de las cargas es valida para Chern-Simons, poniendo A; = Ay Ap = 0, ya que la
configuracion Ay = 0 satisface las E.D.M.

2.1. Cargas de Difeomorfismo.

La variacion de la transgresion es

1
0T9p+1 = (n+1) < F'0A; > —(n+1) < FoAy > —n(n+ 1)d/ dt < JE16A; >
0

La variaciéon de los potenciales bajo difeomorfismo es
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(365) 55141 = _LEAl = Dl[IgAl] — I§F1 = —[Igd-i- dIg]Al
(366) 55140 = —LgAO = Do[LEAQ] — I§F0 = —[Igd-i- dIg]AO

Podemos leer el © que aparece en la expresion del teorema de Noether de la variacion de la transgresion

1
O =—n(n-— 1)/ dt < JF 16 Ay >
0

1
e = TL(TL + 1)/ dt < JFtnilDt[IgAt] + JFtnilngt >
0

pero

_ e e d n— n—
Dy[JF ‘I Ay) = Dy JF "I Ay — JF; 1Dt[IgAt]:£FtFt e Ar — JF I Dy[Ic Ay

entonces

1 1
d
(3.68) O =n(n+ 1)/ dt < %Fthl—lngt + JF U Fy > —n(n + 1)d/ dt < JE! I A >
0 0

Para el término I¢ L en la corriente de Noether tenemos

1
(369) IgL = I§T2n+1 = (n + ].)/ dt < IEJFtn — ’I'LJFtn_lngt >
0

La corriente es xj = Q—[©+ I L], pero Q = 0 debido a la invariancia de la accién bajo difeomorfismo,
entonces

1
d
0

1
tn(n+1)d [ dt < JF A >
0

Pero
IgAt = tIEJ + IgAO
entonces
d
I.J=—1I:A
5 dt 5 t

y por lo tanto

d d
< naFtFt"—lngt +IeJF) = o < FlIcA >
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lo que permite integrar los primeros términos de la corriente, dando como resultado

1
*] =< Flnngl > —< F(;lIEA() > +n(n+ 1)d/ dt < JFtnil.[gAt >
0

Los primeros dos términos del segundo miembro son cero debido a las E.D.M., entonces

(3.70) wj = dQ¢
con
1
3.71) Qc = +n(n+ 1) / dt < JEP VI A, >
0

Como en el caso de las cargas de gauge, ésta expresion es valida para Chern - Simons, poniendo
A=Ay Ay =0, ya que la configuracién Ay = 0 satisface las E.D.M.

Otra forma de plantear estas cargas es

(3.72) Q: = Q¢+ IcB

entonces de las expresiones de los potenciales de gauge resulta

(3.73) QU™ (0,1) = Q% (1) — QF®(0) — IcC3,(0,1)
con
1 1
(3.74) o = f(nJrl)n/ ds/ dt < tAT(F) " >
0 0
donde

(Fy) = tFy + (t* —t) A2
Ag =5A; + (1 — S)Ao

F, =dA, + A?
y de ahi

1 1
I:C5,(0,1) = —n(n + 1)/ ds/ dt < tIe Ay J(F)p 4+ tA e J(F)7P
0 0

(3.75) +(n— DEA(F)F I (Fo). >

Para ilustrar el método se presenta el calculo concreto de la masa de agujeros negros para cual-
quier dimensién

Una eleccion particular de la configuracion Ag que permite apartarnos lo menos posible de las teorias
de graviacién de Chern - Simons, en el sentido de agregar un minimo de estructura adicional, es la

configuracion de variedad cobordante (VC), donde A; = Ay Ay = A, tenemos
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1
(3.76) A= 5w‘”’Jab + P,

(3.77) A= —a% ], +eP,

con A definido solo en el borde, por

(3.78) ol =

donde el indice 1 corresponde a la direccién normal al borde y los indices subrayados como 4 pueden
tomar cualquier valor diferente de 1.

Para esta eleccion de Ag puede verse que la accion puede escribirse como la forma estandar del tér-
mino de bulk para el lagrangiano de Chern - Simons, con el tensor invariante

n

(3.79) < Jaraz. . JAq-1a, >=k )€A1...Ad

(n+1

el cual puede escribirse notablemente solo en términos de e y R (y no de w) en la forma conocida
como Lanczos - Lovelock - Chern - Simons

1
(3.80) Lics(R,e) =k / dte(R + t*e*)"e
0

mas un término de borde dado por

n—1 ,Llnlk

= —k dted CnflfkRnflfkfthIGQthk 2k
a n/o € ez TR ; l B

1 t n—1 n—1—k
o= —Im/ dt/ dse@eZC;hl Z C’,/"il*kR”_l_k_ltzl6‘2l52ke2k
0 0 P

=0

(3.81) = —kn/ dt/ dsefe(R + t26% + s%e2)"~

Es decir que el lagrangiano de transgresion en este caso esta dado por

(382) Ltrans = LLCS +da

Este resultado es particularmente notable si se tiene en cuenta que el término de borde que debe adi-
cionarse al lagrangiano Lpcs para obtener el lagrangiano de Chern-Simons con el tensor invariante
dado, no se conoce en general para cualquier dimensién

La configuracién de variedad cobordante permite otra elecciéon de condiciones de borde particular-
mente conveniente, que también hace que la accién sea un extremo cuando valen las ecuaciones de
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movimiento. La férmula de la variacion de la transgresion para la configuracion de la variedad cobor-
dante da

1
(3.83) 519, ., = dlkn / dtte(0e — 05¢) (R + 1202 + £2e2)"~1]
0

lo que sugiere la condicién de borde natural

b -
(3.84) €abcas...a2n+100""€" = €4pcas...apav2n410€°

esto implica que la curvatura intrinseca del borde K;; satisface

(3.85) §Kij =0

para las variaciones permitidas en esta condiciéon de borde, y

(3.86) Kij = Qg

donde 2 es una cosntante y g;; es la métrica del borde. Esta Gltima ecuacién implica que la normal
es un vector de Killing conforme, ya que la curvatura extrinseca estd dada por la derivada de Lie de
la métrica del borde segtn la normal.

(387) Kij = Lngij

3. Cailculo de Cargas para Chern - Simons y Transgresion

3.1. Chern - Simons en d = 2+1.

Se considera la solucién de las E.d.M. de gravedad de CS para un agujero negro en rotacién en
d = 2n+1.

1 J
. 0 — A 1 _ = 2 — v
(3.88) e dt, e Adr, e” =rdo 27)dt
con
2G3J
(3.89) A= \/ r?—2G3M + =5
y conexion
(3.90) W = rdt — idqﬁ w9 = —idr wl? = —Adg
2r 2r2§ 7

la solucion de anti Sitter (Ads)

_ _ _ 1 _
(3.91) ) =Adt, el =xdr, e?=rdg

con
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A=+/r2+2G3

y conexion

(3.92) WOl = rdt, w02 =0, wl?2=—Ado

Corriente de gauge

d= 2+1
(3.93) %% = —2d < AN >
O, para gravedad de CS, si A = %/\“bJab + AP,

(3.94) %75 = kd[eapew™ A\ + €qpee® N

con la traza simétrica mencionada

n

(3.95) < Ja1,a2. Jad—14a >=k )€A1...Ad

(n+1

Para una transformacion de gauge lo que se requiere es que A\ sea un parametro covariantemente
constante asintoticamente, esto es DA = 0 asintOticamente (para transgresiones debe ser D1\ =
DOX = 0 asintéticamente), lo que implica que dx4 = 0 en el borde espacial, condicién anéloga a la
condicién de ser vector de Killing para vectores que generan difeomorfismos. La condicién DA = 0
implica, tanto para el agujero negro como AdS

(3.96) N =2t =clr, MN=X2=0X\=-\2=c2
donde ¢l y ¢2 son constantes.

Las cargas conservadas [y, *j{° en d= 2+1 dan:
= M para el parametro de gauge que corresponde acl =1y c2=10

= J para el pardmetro de gauge que corresponde acl =0y c2=1

si la integral, que se reduce a un integral en el borde espacial, se toma en el circulo de radio infinito.

Corriente de Difeomorfismo
d—=2+1

(3.97) *jS5 = d < ALL; A >

Las cargas conservadas [;, xj$/° en d = 2+1 dan:

= M para el vector de Killing £ = %

= -J para el vector de Killinng £ = %
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no importa en que radio se tome la integracion (al contrario de lo que sucede con las cargas de gauge)

4., Masa de Agujeros Negros en Cualquier Dimensién: variedades cobordantes

La carga de Noether asociada a la invariancia bajo difeomorfismo es para d = 2n +1

1

(3.98) Qe = n(n + 1)/ < AAFPUA, >
0
donde
(3.99) AA—A- A

Calcularemos esta carga tomando A como una solucién de las E.D.M. correspondientes a un agu-
jero negro para gravedad de AdS en dimensién arbitraria d = 2n 4+ 1 y A como la configuracion
correspondiente a una variedad cobordante

1
(3.100) A= §w“bJab + P,
- 1
(3.101) A= 5wabJab +é&*P,
Donde
e¥ = Adt
el = idr
e =re™
(3.102) WO = rdt
wlm = —Aem
w0 =0

mn

W

donde las coordenadas 0 y 1 corresponden a las direcciones temporal y espacial radial y €™ y w™"

son el velbein y la conexién de espin de la esfera S9! correspondientes a las variables angulares.

Tenemos

(3.103) A:\/7“2—(2GkJV[-I—1)%—I—1:\/r2—a—+—1

donde

(3.104) a=(2GLM + 1)=

para A tenemos

e =0
(3.105) @ =0
il — i

donde los indices subrayados como 7 pueden tomar cualquier valor posible diferente de 1
Si

AA=A—A=-0%], + E*P,

N | —
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con
@(Lb = wab _ wn,b
E=¢e*—¢"
Entonces
Ea — e[I,
ol — b
6" =0

y para AA tenemos
1 -
(3.106) AA = —OabJyy +e"P, = 0 J; +e"P,
También
Ay =tAA+ A= %[t@ —@]J + [tE — ¢|P

(3.107)
entonces para el vector de Killing temporal £ = % obtenemos

IgAt = te?Po + t@?lJm

donde se us6 que

E=c¢
e=0
IE(I):O

Los tensores de campo son

1 -
F= 5RabJab + 7P,

(3.108)
_ 1- _
(3.109) F= 5R‘“’Jab +T°P,
donde
(3.110) R = Reb

6 en una notacién mas simple
p_ 2
R=R+e
Rab _ Rab + éaéb

ab __ ab a, cb
R" = dw" + wiw

59
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Hab _ j—ab —a—cb
R* = dw™ + g

Para soluciones de agujeros negros

T% =0
R =90
R'™ =0

Rmn — aé"lné‘n

y para la configuracion de variedad cobordante
T =0
Rlz — Rli =0

RE} _ éﬁ + (@2)53
de donde
(3.111) RY = R —[(©2)7 + (¢2)7]
La configuracién A de variedad cobordante con el agujero negro también satisface las ecuaciones del
movimiento, como el propio agujero negro.

necesitaremos

(3.112) Fy =dA; + A? = F + tDAA + t?AA + t?AA?
con

(3.113) DAA =dAA+ AAA + AAA
entonces

(3.114) F, = %[ﬁ% + (DO + eE + Ee) + t*(6* + E?)]|J + [T + t(DE + ((©¢))) + t*((OF))|P

donde los parentesis dobles indican contracciones, y D es la derivada covariante con @, por ejemplo

[DO]*" = dO» + L2O% + &)O*

Por definicién

=

(3.115) F,==—R,J+T,P

Para las configuraciones consideradas

F, = %[R +tDO + t*(07 + €*)]J + [tDe + t*((O¢))]| P

juntando todo , con el vector de Killing £ = % y la traza simétrica que lleva a la gravedad de
Chern-Simons usual para el grupo AdS
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n

(3116) < Ja1a2ja3a4 e Ja?n—1a2npa2n+l = km6a1a2a3...a2n—1a2na2n+l >
donde
(3.117) k= [2(d — 2)!Q4_2Ga] "1

con Q4_» el volumen de la esfera en d — 2 dimensiones. G4 la constante de Newton de dimensién d.

De la forma de AAy I¢A; vemos que el indice 1 debe estar en AA o Iz Ay, y por lo tanto también el
generador P. Lo que implica que los indices e F} deben ser angulares mn

Necesitamos

[DO]™ =0
(@2 + eQ)mn — (Oé _ 1)ém~én

Reuniendo todo obtenemos

5 1
Q) = k”/ dtteoimt..man (2071 €™ + 2600 )[1 + t2(0 = D))" ema. Eman-1
0
pero
@?1 =r
emt = premt
ed = A
ol = —Agm!
entonces
a 1
(3118) Q(a) = kTL/ dteOlml...7n2n—22t(Ol - 1)[1 + tQ(OZ — 1)]nilém1mém2n_1
0

esta expresion puede integrarse en ¢ tomando

u=[1+t*(a—1)]

y el resultado es

0 ~ ~
Qa = keOlml...m2n—2(an - 1)em1...em2n—1
integrando la esfera S%~2 esto da

[ Q) = k= 2ua(e” ~ 1)

donde usamos
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/ €01m1..m2n—2€ml...Em2n—1
Sd—2

Finalmente

(3.119) /SHQ(;) =M

5. Trabajos Futuros

5.1. Conexiones N-planas.
Sea M una variedad suave y finita y e = M X F un fibrado trivial sobre M, donde € es un fibrado
global y M es una vecindad sobre la cual € es trivial. Ya que nuestros resultados son covariantes se

mantiene globalmente asi.

El espacio Q°*(M, End(e)) de End(e)-forma valuada sobre M est& dotado con una estructura de
algebra graduada, con el producto dado por

(3.120) A Q% (M, End(e)) @ Q° (M, End(e)) — Q* (M, End(e))

(3.121) (@@¢)(B@ ) = (aNB) @Yo

El espacio de las e-formas valuadas Q°(M,€) esta dotado con una estructura de moédulo diferencial
graduada sobre Q°*(M, End(e)) y tambien sobre el algebra diferencial graduada Q°®(M) de la forma
diferencial sobre M, dada por

Q° (M) Q% (M, e) = Q*(M,e)
a(f®¢) = (anf)®¢.
Q° (M, End(e)) @ Q*(M,e) — Q*(M,¢)

(@@ @)(BR¢) = (aAf)@P(e)

Recordemos que una derivada covariante V sobre € es un mapa lineal V : Q*(M, E) — Q°*(M, E) de
grado 1, tal que

(3122) v(aa) = (da)a + (_1)d69(a)ava
para todo a € Q*(M),a € Q*(M, E).

Si € es trivial, V debe ser escrita como V = d + w para algiin w € Q!(M, End(¢)), donde d es de
Rham Diferencial y w es la conexién uno-forma de V.
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Para cualquier a € QF(M, E), Va € Q¥F1(M, E) es la Forma E-valuada dada por

(3.123) Va=da+wAa

Ahora tomando la derivada covariante de esta expresion se obtiene

(3.124) Via)=dwhatwAwha=(dwt+wAw)Aa=F, A«

La 2-forma F, € Q?(M, End(¢)) es llamada la curvatura de V. Una conexién w se dice plana si
V2 = 0 o equivalentemente si F,, = 0.

DEFINICION 3.1. Diremos que una conexién w es N-plana si VY =0, donde V=d+wy N > 2.

5.2. La (M-N) Ecuacién de Maurer -Cartan.

Un N — dga es un &lgebra graduada asociativa A, provista de un operador d : A — A de grado
1 tal que d(ab) = d(a)b+ (—=1)%ad(b) y d¥ = 0. Un algebra nilpotente graduada (Nil-dga) sera un
N — dga para algunos enteros N > 2.

LeEMA 3.2. Sea A® una M — dga y R € Ob(Artin). Definimos daR = dA + e donde e €
Der(A®* @ Ry) de grado 1, entonces

(3.125) (daR)N = 3" (s, N)elh"”,
seEN

donde los coeficientes c(s, N + 1) son iguales a

I(s)
(3.126) S1(s)e(s > 1, N) + (=) Ee(s, N) 4+ " mi(s) (=1) <1+ (s — e, N),
yc(0,1)=c(0,1) =1 )

La siguiente expresion generaliza la expresion previa, proporcionandonos informaciéon acerca de los
coeficientes generalizados de Maurer-Cartan.

(da+e)N +1= Z c(s, N + 1)esd§(s)+1.

SEEN 11
TEOREMA 3.3. Tenemos
N-1
. A = Cray, C(S, e
3.127 daR)N dh N)e®
k=0

donde

(3.128) (s, N)= > w(y)

YEPN(D,s)
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(3.129) cp = Z (s, N)e®
SsEENN(s)=ks; <M

Prueba. Se puede verificar que los coeficientes c(s, N) = 3__ cp (9,5 w(7) cumplen con la férmula
de recurrencia del Lema 3.2, para se debe verificar que Pn41(0, s) naturalmente fraccionado en 3
bloques. El primer bloque contiene caminos que son de la composicién de un camino v : ) — s en
Pyn(,s > 1) con un borde s > 1 — (0,s > 1) y correspondiente con el primer término en la recurren-
cia. El segundo bloque consiste en caminos de la composiciéon de un camino 7y : ) — s en Py(0), s)
con un borde s — s y correspondiente con el segundo término de la formula de la recurrencia del
Lema 3.2, finalmente el ultimo bloque consiste en caminos que son de la composiciéon de caminos
v:0—s—e; en Py(0,s —e;) con un borde s — ¢; — s y correspondiente con el tltimo término de
la recurrencia.

Sea A® un M-dga y A% una N-deformacién sobre R con A% = A®* ® R. Para a € A' ® Ry
definimos e, : A, — A% por

(3.130) eq(b) = ab — (—1)ba.

Donde asumimos que el producto no es de grado conmutativo. Es facil ver que e, es una derivaciéon
de grado 1 en A®*® R, . Entonces dar = d4 + e, es una N-deformacion de d 4 sii satisface la siguiente
ecuacion

(3.131) ST (s, N)eldy T =0
seEnsi<M

Esta formula es llamada La (M,N)-Ecuacién de Maurer - Cartan .

DEFINICION 3.4. Para N > M,a € A' ® R, se dice un (M,N)-Elemento de Maurer - Cartan de
A* ® R si e, satisface la (M,N) ecuacién de Maurer - Cartan. Diremos que es una homotética a a’,
si e, es homotopica a e/, como un morfismo de N-dgas.

5.3. Accion de Chern-Simons.

Sea (A®™4-44) yna 2-dga sobre k y sea (M®, mys, dys) un 2-dgm sobre (A*™4-94) consideremos
una 2K-Ecuacion de Maurer-Cartan, la cual surge cuando deformamos el 2-dgm (M*®, mps,dps) en
una 2K-dgm, MCyx (a) = (dgna(a) + a®)X = 0, donde a € End(M?®) tiene grado 1. Asumamos que
existe un funcional lineal [ : End(M®) — k de grado 2K+1, (i.e., [b = 0ifb # 2K + 1) el cual
satisface las siguientes condiciones:

1. [ es no degenerada, esto es, [ ab = 0 para todo a, entonces b =0

2. [d(a) = 0 para todo a, donde d = dgnqa(M*).

3. [ es ciclica, esto es [ajas...a, = (=1)*@2-) [q5 . a,ay
Definimos el funcional de Chern-Simons C'S3 2k : End(M*®) — k por

(3.132) CSs2r(a) = 2K/w(#*1(a(dEnd(a) +a?)*))
donde
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1. k < a,d(a) > denota la k- algebra libre generada por los simbolos a4 y d(a).

2. #:k <a,d(a) > k < a,d(a) > es el mapa lineal definido por

7éyé(aild(a)j1 .. .aikd(a)jk) =01+ Fig+nt+--+ jk)aild(a)j1 .. .aikd(a)~jk

3. m:k <a,d(a) > End(M?*) es la proyeccion canonica.

Para K=1 tenemos que CS5 5(,) es igual a

2
(3.133) 2/7r(#_1(a(d(a) +a?)) = 2/7T(#_1(ad(a) +a)) = /ad(a) +3d
el cual es el funcional de Chern-Simons. En general se tienen los siguientes resultados

TEOREMA 3.5. Sea K > 1 un entero. El funcional de Chern-Simons CSs 2 Es un Lagrangiano
para la 2K-ecuacion de Maurer-Cartan, i.e., a € End(M®) es un punto critico de CSs ok si y solo
si (d(a) + )X =0.

Prueba. Verifiquemos que =CS2 25 2(a + be)|c—o = (2K +2) [ bMCog 42(a).

0
(3.134) &052,21@2(@ + be)|e=o

- %(2K+2)7r/((a+ be) M Cac1a(a + b)) = 0

= (2K +2) /ﬂ(#_l(%(a + be)MCax (a + be) MCs(a + be)))|e =0

= (2K +2) /.ﬂ(#*l(%(a + be) M Cox (a + be))|e=o M Cs(a)

+(2K+2)/7T(#_1(GM02K(G)%MCQ(G+b€)))‘6:0.

Por razones de peso el segundo término de ésta expresion desaparece, por hipotesis de induccién

0
(3.135) 505272[(4_2(04 + be)le:O = (2K + 2) /bMCQK(a)MCQ(a)

Para K=2, 3 El funcional de Chern-Simons CSs 2k (a) estda dado por

(3.136) CSs.4(a) = / ga(d(a)f +26%d(a) + §a5
(3.137) CSs60a) = / ga(d(a))?’ + %a?’(d(a)f 4 gad(a)an(a) + 30%d(a) + ga7.
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Serfa interesante reescribir el funcional C'Ss ok (a) en términos de formas de transgresion, més
aun, dado que en este caso se tiene un 2K-complejo, podriamos utilizar los grupos de cohomologia
generalizados asociados a este 2K -complejo para clasificar los observables y las cantidades conserva-
das.

6. Resultados Concluyentes

Al usar las teorias modeladas a través de un lagrangiano dado por las formas de Chern - Simons
conseguimos un tratamiento independiente de la métrica del estado base, cuyos observables son in-
variantes topoldgicos pero en la cual la invariancia es estrictamente local bajo transformaciones de
gauge, pues la accién cambia por un término de borde, por esta razon se reescribe el funcional de
la teoria en términos de transgresiones. Estas involucran 2 campos de calibre que en principio in-
teractian entre ellos y que representan una generalizacion de las teorias del CS, de esta manera se
consigue una invariancia global, una accién bien definida y que las cargas conservadas sean covarian-
tes respecto al método hamiltoniano. Dichas cargas se consiguen al variar el funcional de transgresion
infinitesimalmente y reescribiéndolo con la formula de homotopia de Cartan donde la ecuacién que
describe la dindmica de esta variacion es precisamente la de Maurer - Cartan.

Al hacer el tratamiento con los dos potenciales de gauge nos podemos preguntar las posibles combi-
naciones que podemos tener entre ellos, una estas es que alguna de sus contribuciones sean cero (caso
CS), 6 que ninguna sea cero en cuyo caso podemos concluir usando las referencias citadas ([1]) que
la curvatura es plana, es decir para dos potenciales la 2-curvatura es 2-plana.

La pregunta que surge a través de estos resultados entonces es, si hay n-conexiones con contribucién
distinta de cero jcudl sera la relacién con su N-curvatura? Con el principio estudiado con el caso de la
transgresiéon con dos potenciales podemos intuir de manera especulativa quizés, que al considerar un
mayor nimero de conexiones estariamos tratando con una superposicién de campos con curvaturas
N-planas. Se pretende extender el estudio de este trabajo de investigacion a dimensiones mayores a
5 para poder dar respuesta a esta conjetura.



Apéndice

1. Fibrados
1.1. Variedad diferenciable.

Dado un espacio topologico X de Hausdorff, segundo numerable y localmente compacto decimos que
una variedad diferenciable es un atlas de dimension n (n-variedad), la cual es un espacio topoldgico
M, junto con una familia (M;, ¥);c; tal que:

1. M= Mi

2. Para cada i € I existe un inyeccion ©; : M; — R™ tal que ¥;(M;) es abierto en R™
3. Para M;NM; # (), ¢;(M;NM;) es abierto en R™ y las composiciones: ;0105 " : by (M;NM;) —
¥ (M; N M;) son diferenciables.

4. Es maximal en el sentido que cualquier otra carta que satisfaga la propiedad 3, pertenece al
atlas.

DEFINICION 3.6. Un fibrado consiste en una cuaterna (E, B, 7, F'), donde E, By F, son variedades
y 7 es una aplicacién continua y sobreyectiva de ' — B, de manera que se cumple que Vx € B:

n 7T71((L') CFE
« T(rl) =2
» 77 Y(x) = F Es la fibra tipica.

 E= ) ()

r€EB

o~

Si F'y m~!(z) son espacios vectoriales, decimos que es un fibrado vectorial. V U, C B, 7~ 1(U,)
U, x F decimos que es una trivialidad local.

Condicién de cociclo
Si Uy, NUg # 0:
» Uy, NUg CU,
= U,NUg CUg

Existe una aplicacién 7~ 1(Ug) que cumple con la siguiente relacion:
7 UaNUp) =UyNUs x F = U, NUg x F

67
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(l‘,f) - (mvg(xﬁ(f))
Id x Jap

gog : F— F
donde gnp € Aut(F')

En particular, si F = R", Aut(F) = GIn(R). Aut(F) se denomina grupo estructural.

Se llama a B el espacio de base del fibrado, E el espacio total, para cualquier x € B, 7~ 1(z) se llama
la fibra en x y la funcién 7 se llama proyeccién.

DEFINICION 3.7. G-fibrado principal es un fibrado 7 : P — M junto a una accién continua
P x G — P con un grupo topolégico G tal que este ultimo preserva las fibras de P y la accion es
libre y transitiva. La fibra abstracta del fibrado se la toma como G.

Si G es un grupo de Lie cualquiera y F' = G entonces decimos que el fibrado es principal.

DEeFINICION 3.8. Dada una variedad diferenciable de dimensién n, se denomina Fibrado Tangente
a la variedad diferenciable TM de dimensién 2n que se forma considerando en cada punto m € M el
espacio vectorial T, M

TM = {(m,v)\m € M,v € T,,M}.

DEFINICION 3.9. Sea M una variedad suave sobre la cual G actua efectivamente. El Fibrado
Asociado a (E,m, B, F) a través de la accién de G en E es denotado (P, wp, M, B, F') con

P:PXMG:(PX]\])\&"7

siendo ~ la relaciéon de equivalencia dada por

(u,w) =~ (Rqu,a  w)
si a € G. La clase de equivalencia de (u,w) se denotard w.w. La fibra de mp sobre m € B sera
denotado P,,.

DEFINICION 3.10. Sea M una variedad de dimensién n. Sea LM el Fibrado de Referencias de M,
entendido como el conjunto de isomorfismos lineales [ : R™ — T,,,M,¥Ym € M, equivalentente LM se
puede entender como el conjunto de bases de T, M,V € M bajo la correspondencia

I+ {l(el),...,l(en)}.

Denotaremos por 7 a la proyeccion LM — M y por R” la accién a la derecha del grupo estructural
Gl(n) sobre LM. Escribiremos

Ri=la:=loa

con a € GL(n).

El grupo actiia naturalmente sobre la fibra via cambio de bases. Dandole al fibrado de referencia la
estructura de un fibrado principal.
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PRrROPOSICION 3.11. Si £y — B y Es — B son fibrados, entonces:
EY , E1 ® Eo, E1 N Eo, E1 & Es son fibrados.

EJEMPLO 3.12.

TM — M Es el fibrado tangente, con fibra tipica T, M, x € M .
TM* — M Es el fibrado cotangente, con fibra tipica Ty M,z € M
A TM* — M Es el fibrado exterior

TM*QT*M ... TM---®TM — M Es el fibrado tensorial

DEFINICION 3.13. Sea7m: E — By s =B — E decimos que s es una seccién si mo s = Id, en
particular :

= s: B— TM Es un campo vectorial.
= 5:B— /\k T*M Es una k-forma diferencial.

m s: M —TPM ®TIM Es un (p,q) tensor.

1.2. Conexiones sobre fibrados principales.

Sea un fibrado principal con base B y grupo estructural G, que acttia en cada punto x de un
espacio P,y P, es el espacio tangente a P. Sea G es un subespacio de P, tangente a la fibra a través
de x. Entonces :

DEFINICION 3.14. Una conexién I' en P es la eleccién de un subespacio tangente @, en cada
punto de x de P, el cual satisface las siguientes condiciones:

1. P, es la suma directa de Q. y G.
2. Para cada a € G,z € P,Q,, es la imagen de @, por R,.
3. Q. depende diferencialmente de x respecto de esta iltima condicién: dado un campo vecto-

rial X (no necesariamente diferenciable) sobre P (6 un subespacio abierto de P), tenemos en
cada punto la descomposicién. (condicién 1)

X, =Y, +Z7,
donde

Y;c € G»mZbL € QJ,

y se cumple que :

= La asociacion z — Y, da un campo vectorial llamado componente vertical.

= La asociaciéon z — Z, da un campo vectorial llamado componente horizontal.
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Ahora, la condicién (3) significa que si un campo vectorial X es diferenciable, también lo es la
componente horizontal Z de X (también la vertical). Cuando una conexion es dada, llamamos a Q.
subespacio horizontal en x.

La componente vertical (horizontal) de un campo vectorial X se denota vX (hX).
PROPOSICION 3.15. X es vertical si vX = X (idem horizontal).

Dada una conexiéon v en P, podemos definir una 1-forma w sobre P con valores en g de la siguiente
manera:

DEFINICION 3.16. Sea G, (para = € P) el conjunto de todos los vectores tangentes de la forma
(Ax), para A € g, donde Ax es el campo vectorial correspondiente a A € g. Ahora, w, esta definido
por ser la aplicacion lineal de G, en g que aplica (A*), — A y el cual cumple Z € @, en 0 de g.

A partir de esta definicién tenemos que si X es campo vectorial diferenciable sobre P, entonces
w(X) = wwX).

1.3. Forma de conexién.
La forma w es llamada la forma de conexién si satisface :
1. w(As) = A
2. Para cada a € G, R, transforma w en ad(a™'w), es decir;

(Ryw)(X) = (ad(a™"))(w(X))
para cualquier campo vectorial X, y ad(a~?!) es la representacién adjunta de G en g. Reciprocamente,
dada una 1-forma diferenciable w sobre P con valores en g satisfaciendo a) y b), podemos definir una
conexiéon I' cuya forma de es w.

La proyeccién canénica w : P — B para x € P induce una aplicacion 7 : P, — Ty, de B en 7(z) = u,
cuando una conexion es dada, se nota que 7 : Q, — T, es isomorfismo.

DEFINICION 3.17. Sea X un campo vectorial de B, diremos que X* es un Levantamiento de X
si es el tinico campo vectorial sobre P, el cual es horizontal y cubre X.

X* y X estan relacionados de la siguiente forma
X =X

La existencia de unicidad del levantamiento se obtiene del hecho que ¢ es linealmente isomorfo a @,
en 15,.

LEMA 3.18. El levantamiento de X™* es invariante por R, para cada a € G. Reciprocamente, si
X* es campo vectorial horizontal sobre P el cual es invariante por R, entonces es el levantamiento
de algun campo vectorial X sobre B.
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LEMA 3.19. Sean X*e Y* levantamientos de X e Y respectivamente. Entonces X* + Y™ es el
levantamiento de X +Y y h[X*,Y*] es el levantamiento de [X,Y].

1.4. Paralelismo.

En una variedad diferenciable, un campo vectorial se dice paralelo si su derivada paralela en ese
punto es nula, se extiende este concepto de transporte paralelo a lo largo de la curva, si la derivada
se anula en cada punto de ella. Intuitivamente, el campo vectorial unitario es ortogonal al campo
vectorial tangente a la curva en cada punto. La traslacion paralela en una variedad diferenciable en la
cual se da un campo vectorial que en algin punto dado se comportaré paralelamente a un vector dado.

Una curva en P se dice horizontal si sus vectores tangentes son todos horizonales.

Dada una curva o = «a(t) en B, un levantamiento de « es una furva horizontal a* = a*(t) en P tal
que

ma*(t) = at),0 <t <1

Si tomamos X* el levantamiento de «(t) en B, su tangente o'(t) puede ser extendida a un campo
vectorial X definido en cierto abierto U que contenga a la curva. Tomamos X* el levantamiento de
X definido en ¢~ 1(U). Entonces cada curva integral de X* a través de cualquier punto de la fibra
sobre u, es una curva horizontal, la cual proyecta sobre «(t). Reciprocamente, cada levantamiento de
a(t) debe ser una curva integral de X*. Este argumento es la clave de la demostracion de existencia
y unicidad del levantamiento a(t), el cual pasa a través de cada punto de P sobre «(t,).

2. Tensores

Un tensor es un objeto con indices en una o méas representaciones de un grupo, tal que todos
sus componentes son constantes (ntuneros puros) y que bajo transformaciones arbitrarias en el grupo
transforma en si mismo.

Por ejemplo 7,5 es un tensor invariante de O(N, M) por definicién (también de SO(N, M)), el sim-
bolo de Levi-Civita €1, »p es un tensor invariante ante de SO(N,M),N + M = D y también lo
son las matrices de Dirac para esa dimension y signatura 74 (con indices en las representaciones
fundamental y adjunta).

Se puede obtener tensores invariantes tomando la traza de un producto de generadores del grupo. La
traza simétrica se obtiene simetrizando

STr(TH ... Tt = ZT?‘(T(H . TInth)
P

donde la suma es sobre todas las permutaciones de indices. Llamamos en general Traza Invariante,
al resultado de la contraccién de todos los indices de un objeto dado con un tensor invariante, y una
Traza Simétrica Invariante si el tensor invariante es simétrico.

Los tensores invariantes con indices en la representacion adjunta para los grupos SO(D) con cual-
quier signatura (lo que incluye dS y AdS y su contraccion Poincaré) son esencialmente 7,5 y €,1...»p (el
tensor de Levi-Civita), y productos tensoriales y contracciones de estos. Productos de estos son equi-
valentes a productos de trazas de productos generadores Tr[T™! ... T™ ... Tr[T™ ... T ... T™k]
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con el rango del tensor invariante igual a N =nj + - 4+ ng.

También se usa la notaciéon

< Trl B .Trk >= grl...rk

para denotar una traza simétrica invariante. Los indices de grupo se suben y bajan con la métrica
del grupo, que para SO(D) es 7.

3. Algunas Demostraciones

3.1. Operador y férmula de homotopia de Cartan.

Sea A; la interpolacién entre dos potenciales de gauge (6 conexiones) Ag v Ay,

Ay =tA + (1—1)A

Fy = dA; + A?

Un polinomio invariante P(F') se define como la suma forma

N
P(F)=> ap,STr(F™*)
n=0

donde

STr(Th ... Ty = gl dnia

corresponde a una traza simétrica invariante en el algebra G. Esto es lo mismo que decir que
gli+In+1 eg un tensor invariante simétrico en el algebra del G, el cual por construcciéon tiene sus
indices en la representacion adjunta del grupo G.

El operador de homotopia de Cartan kg actia sobre polinomios P(F;, A;) y se define como
1
ko1 P(Fy, Ay) = / dtl, P(Fy, Ay)
0

donde la accién del operador [; en polinomios arbitrarios de A; y F; es definida a través de

ltAt:O
ltFt:Al—Aofj
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v la convencién de que [; actia como una antiderivacién

lt(Aqu) = (ltAp)Eq + (_1)pAp(lth)

donde A, y £, son p y g-formas (funciones de A y de F) respectivamente.

Se puede verificar directamente la relacion

)
(id + dl) P(Fy, A) = 5 P(Fy, Ay)

la cual se puede integrar entre 0 y 1 en ¢ para obtener la férmula de homotopia de Cartan.
(kord + dko1)P(Fy, Ay) = P(F1, A1) — P(Fo, Ag)

Para variaciones arbitrarias d A se puede definir la antiderivacion ! (correspondiente a dtl;) actuando
como

IA=0
IFF=6A
Entonces
ld+dl =6

en polinomios en A y F.

3.2. Vector de Killing.

Un vector de Killing € es un campo vectorial sobre una variedad que satisface la siguiente ecua-
cion, usualmente referidas como las ecuaciones de killing:

Leguw = §;v) =0

donde L;; es la derivada de Lie de cualquier objeto geométrico que venga a continuacién para ser
operado. Nos dice como cambia la geométria de los objetos que son empujados a lo largo de las curvas
que tengan vectores tangentes.

El sentido fisico de las ecuaciones de Killing esté referido a la métrica, la cual al ser arrastrada, a lo
largo de algunas curvas congruentes permanece invariante. Lo que nos esta diciendo es que los cami-
nos para el cual el vector tangente constituye un simetria de la variedad al menos es local. Existen sin
embargo algunas formas tutiles de ver las simetrias incluso cuando ésta no sea de la clase de simetrias
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que deja la métrica sin cambios.

Introduciremos més generalmente la nocién de simetria considerando el caso ecuaciones mas genera-
lizadas.

3.3. Vector de Killing conforme.

Leguw = §(usv) = Xgpu

Estos generan cambios invariantes para la curvatura, al menos en la direccién de la métrica.

Por otro lado, cuando X es una constante distinta de cero la métrica cambia por un factor de escala
a medida.

El caso méas importante es cuando X es cero, nos referimos a este caso como (un verdadero) Vector
de Killing, y es cuando la métrica es completamente invariante.

3.4. Teorema de Noether.

Este teorema indaga en las consecuencias que tiene las relaciones entre la invariancia de los la-
grangianos bajo un cierto grupo de simetria.

El contenido de este teorema se centra en los llamados grupos continuos en el sentido de Lie, i.e.
grupos G que a la vez son variedad. Los cuales llevan asociado una transformacién en particular de
G. Asi, se muestra la relacién entre simetrias globales y cantidades conservadas, y la relaciéon entre
simetrias locales e identidades gauge. Estos corresponden respectivamente al primer y segundo teo-
remas de Noether (que se diferencian en que el primero tiene un nimero finito (o infinito numerable)
de generadores de la simetria, mientras que para el segundo se consideran grupos con infinitos gene-
radores. La diferencia entre local y global consiste en que el parametro de la transformacién dependa
o no de la posicién en el espaciotiempo.

La variacion de formas diferenciales bajo difeomorfimos en que las coordenas cambian como dz# = &*
estd dada por
da(z) = d'(z) — a(z) = —Lea

Donde LL,; es la derivada de Lie, que para formas diferenciales puede escribirse como:

]Lg()( = [d]g + Igd]()é
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con d la derivada exterior y el operador de contraccion dado por

1
Teap = ——=&avp .. .,up_ldz”l ..dztPt

(r—1)

el operador I¢ es una antiderivacion, en el sentido de que actuando en él, el producto exterior de dos
formas diferenciales o, y 5, de ordenes p y q respectivamente, da I¢(a,8,) = Iea,Bq + (—1)Pay,le By
Un resultado 1util es que la derivada de Lie acuando sobre potenciales de gauge es

LeA=D(I¢A)+ I F

donde D es la derivada covariante y F es el tensor de campo. Se considera una densidad lagrangiana
dada por una forma diferencial L(¢,d¢), donde ¢ representa todos los campos dindmicos. La va-
riacién del lagrangiano bajo difeomorfismo estd dada por dL = —d(I¢L), ya que dL = 0 porque el
orden de L es igual a la dimension del espacio. Se considera una clase de transformaciones bajo las
que el lagrangiano sea cuasi-invariante, combinadas con difeomorfismos. Bajo estas, la variacién del
lagrangiano se asume de la forma

0L =dQ —d(I:L)
donde la primera derivada total viene de las transformaciones consideradas y la segunda de los
difeomorfismos. Por otro lado, el procedimiento usual que lleva a las ecuaciones del movimiento
(E.d.M.) de Euler - Lagrange da la variaciéon del lagrangiano como las ecuaciones del movimiento
mas un término de borde

5L = (E.d.M.)é¢ + dO

donde las variaciones d¢ son infinitesimales pero arbitrarias en su forma. A partir de estas expresiones
de la variacion obtenemos, (asumiendo las variaciones en ambas, restringidas a transformaciones de
la clase considerada en la primera expresion de 6L e igualando) que si valen las E.d.M.

dQ—I;.L—-0]=0
se sigue que la llamada Corriente de Noether

*j =Q - IfL -0
Se puede ver que si se agrega un término de borde a L, como " = L+ dB con B funcién de los cam-
pos y sus derivadas, entonces la corriente conservada asociada a la invariancia bajo difeomorfismos
cambia como *j' = xj + I; B

3.5. Grupo de simetria.

La fibra se considerara como la variedad del grupo estructural G, el espacio tangente TG de
G sobre el elemento de identidad e que constituye el dlgebra de Lie ¢ asociada al grupo estructural G .

Sea {T4} una base de TpyG = g entonces;

T4, Ts] = C{pTc
El conmutador sobre formas diferenciales valuadas en el algebra.
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Siendo

C4B¢
constantes de estructura

Satisface

CSB = (_1)q(A)Q(B)CgB
La identidad de Jacobi

(_1)Q(A)(I(B)CchgD + (_1)q(D)q(B)CgACgB + (_1)Q(B>q(A)CgDCgA =0

Sea M y N una M y N-formas respectivamente, sobre una variedad V valuadas en el dlgebra ¢ i.e.;

M = MATy; MA e QM(V)

N = N4Ty; N2 eV W)

Entonces se define el conmutador entre M y N como

[M,N] = MANP[Ts, Tg]

[M,N] = MANBC,pTe

En donde se esta implicito el uso de la relacién

[M,N] = MANB = MA A NP
Cuando el conmutador del élgebra viene dado por la representacion inducida por el algebra co-
bertora universal

[Ta, Tg) = TaTp = TaTg — (—1)4D B TpT,
Entonces el conmutador

[M,N]=MN(-1)""NM
Ya que TG = g puede definir un mapeo desde vectores en un espacio tangente 7,G hacia el espacio
tangente TG
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Sean

= V y W Dos variedades

= f:V = W Un mapeo entre las variedades

Denotamos fx* la imagen reciproca (pullback) inducida por f : V — W, sobre una forma en W
hacia V', y con f. como la imagen directa (pushfoward) inducida sobre un vector en V hacia W asi,
de esa forma. Dado un vector x € T,G, el elemento correspondiente del algebra de Lie.

X €9=TuG
Esta dado por

X =Lg—1+ (X(g))

Esta operacion induce la definiciéon de la forma canoénica de un grupo de Lie 6 forma de Maurer -
Cartan.

ay(9) €eN(G)®yg

como la forma que satisface

a+(g) (X(g)) =X

A continuacion se retoma el tema de las conexiones sobre fibrados principales con el fin de ahon-
dar en detalles que no se tomaron a consideracién a principio del capitulo.

Localmente un tiene una estructura del tipo U X G por lo que se puede esperar que el espacio tangente
al fibrado pueda descomponerse en una estructura de suma directa. La descomposicion se efecttia en
un subespacio tangente vertical, tangente a la fibra G y uno horizontal ortogonal a él.

La operacion se lleva a cabo a través de la conexién de Ehresmann

Denotamos

dp La derivada exterior sobre el fibrado p.

dm La derivada exterior sobre la variedad base M.

T,p El espacio tangente del fibrado principal en p.

Vpp El espacio tangente a la fibra (subespacio vertical).

H,p El complemento de V,p (subespacio horizontal).
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Descompondremos al espacio tangente como

T,P =Vpp® Hpp

El subespacio vertical V,p de T},p estd definido como el kernel de 7, i.e.

vpp = {y € Tp,/m.(y) = 0}
Para definir el subespacio horizontal en forma univoca, se debe definir primero una conexién sobre el
fibrado.

DEFINICION 3.20. Sea A € Q!(p) ® g una 1-forma sobre p, valuada en el 4lgebra de Lie, la cual
satisface lag siguientes condiciones

= La forma A es continua y suave sobre p. Lo cual implica que A debe ser definida globalmente
sobre todo el fibrado.

= Para todo y € V,,p se cumple que
A(y) = a4 (ya(p)) (Ya *y) =y

Lo que implica que A asocia a cada vector del subespacio vertical, su correspondiente ele-
mento del algebra de Lie.

= La accién derecha del grupo viene dada por

Ry(A(pg)) = 9~ 1A(p)g
Siendo Rj La imagen reciproca inducida por la accién derecha p' = pg.

Entonces A sera llamada, una conexion sobre el fibrado.

El subespacio horizonal sera definido como el kernel de A i.e.

Hyp = {x € T,p/A(x) = 0}
Dada una conexién A, tenemos una definicién univoca para Hyp. Esta definicién cumple con la
condicién de consistencia

Hpgp =Ry x Hpp
La distribucién de H,p es invariante bajo la accién de G.

Sea x € H,p, entonces

ARy + (X)) = By(A(x)) = 0,
por lo tanto Ry * x € Hpgp.
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