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Introduccion.

Consideremos lo siguiente, un espacio polaco es un espacio topolégico separable no vacio
al que podemos dotar de una métrica completa cuya topologia inducida coincide con la
topologia original.

No es nuestra intencién profundizar en las cuestiones relacionadas con la teoria de los
espacios polacos. Sin embargo, la definicién anterior nos sirve como punto de partida en la
formulacién o planteamiento del principal aspecto a considerar en esta investigacién.

Sea NI*l el conjunto de todos los subconjuntos infinitos de N. Con la topologfa natural
inducida por el espacio de Cantor (2V) mediante la identificacién de cada A C N con x4,
donde y4 es la funcién caracteristica de A, se tiene que N>/ es un espacio polaco.

Un subconjunto o C NI*) es Ramsey si existe A € NI*! tal que Al™®! C ¢ 6 Al® o =0,
donde Al es el conjunto de todas los subconjuntos infinitos de A.

El teorema de Galvin (ver [17]) asegura que todo subconjunto abierto de NIl es Ramsey.

Este hecho fue utilizado més tarde por el mismo Galvin junto a K. Prikry (ver [13]) para
demostrar que los borelianos de NI*) son Ramsey.

J. Silver (ver [14]) demostré que todo conjunto analitico, es decir, la imagen continua de
un boreliano, es Ramsey, extendiendo el resultado de Galvin y Prikry.

E. Ellentuck (ver [15]) publicé una prueba topolégica del resultado de Silver.

La propiedad de Ramsey para subconjuntos mas complejos de NIl depende esencialmente
de los axiomas de la teoria de conjuntos.

Intuitivamente, la propiedad de Ramsey puede ser entendida como la afirmacién de que
dada una particion finita de un cierto “universo”, existe un “subuniverso” contenido en él,
suficientemente rico (ejemplo, una copia topoldgica del universo) que yace en una sola clase
de la particién. De este modo, fenémenos matematicos interesantes que son de naturaleza

dicotémica, pueden ser descritos usando versiones de la propiedad de Ramsey.
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Por otro lado, sea X un espacio de Banach separable de dimension infinita con una base
fija.

Sea B1(X) el conjunto de todas las sucesiones basicas de bloques normalizados (a lo
largo de la investigacién expondremos con mas detalle esta definicién). Se tiene entonces que
B (X) es un espacio polaco.

En ese sentido, similarmente como en el caso de NI/, podemos preguntarnos si para un
subconjunto o de By (X) es éste Ramsey, es decir, si se verifica una propiedad anéloga a la
de Ramsey.

Gowers (ver [12]) expuso que esto se cumple para el caso X' = ¢y considerando a ¢ un
abierto en B1(X).

Pero esta propiedad falla para espacios de Banach arbitrarios. De hecho, para que esto
se cumpla, X debe contener a ¢y (ver [16]).

En ese contexto, Gowers introduce la nocion de ser débilmente Ramsey, para la cual se
pueden probar resultados similares como para la propiedad de Ramsey clasica. Esto tuvo
una gran importancia, pues le permitié desarrollar potentes herramientas que le sirvieron
para demostrar la celebrada dicotomia que lleva su nombre (ver [12]) (con la que gané la
medalla Fields).

En este trabajo se hara un estudio detallado de dicha propiedad, y al final se colocara,
igualmente detallada, la demostracién de que los conjuntos abiertos de By (X') son débilmente
Ramsey para cualquier espacio de Banach X.

El desarrollo de esta investigacién estd basada en el articulo Weakly Ramsey Sets in
Banach Spaces de J. Bagaria y J. Lopez Abad ([1]). Estos autores introdujeron una ver-
sion analoga a la de Gowers, los mismos participaron activamente en las correcciones de
algunos errores técnicos encontrados en el articulo original de Gowers y extendieron algunos
resultados de éste.

El trabajo esta dividido en cinco (5) capitulos, de los cuales, los cuatro (4) primeros
conforman una base sélida en la cual se justifican la mayor parte de los resultados obtenidos
en el ultimo capitulo en el que se hace el estudio de la propiedad débilmente Ramsey y la

verificacién de la misma para el caso de los abiertos de By (X).



CAP{TULO 1

Producto Cartesiano.

Demos inicio al desarrollo de esta investigacion al introducir una de las mas importantes
construcciones de la teoria de conjuntos, el producto cartesiano.

Los principios fundamentales en los que se basa este trabajo se fundamentan en el sistema
de axiomas de Zermelo-Fraenkel mas el Axioma de Eleccion. Nuestro proposito no es hacer un
estudio exhaustivo de la teoria axiomatica de conjuntos. Sin embargo, aquellos que quisieran
abordar el tema de una manera un poco mas profunda, pueden acceder a esta informacién

a través de las referencias bibliograficas expuestas al final de la investigacion.

1. Nociones preliminares.

Sea Ap,..., A, una coleccion finita de conjuntos.

La unién de los conjuntos Ay, ..., A, la denotaremos

y la interseccién
n
(4
i=1

Sean A, B dos conjuntos tales que B C A, al complemento de B con respecto a A lo

denotaremos B°.
DEFINICION 1.1. Definimos el producto cartesiano (finito) de Ay, ..., A, como:

A1><A2><~~><An:{(a1,a2,...,an) . aleAl,CLQEAQ,...,anEAn}.



2. GENERALIZACION DEL PRODUCTO CARTESIANO. 4

DEFINICION 1.2. Sea A un conjunto tal que A # ). Supongamos que a cada elemento
a de A le asociamos un conjunto A,. La coleccién de conjuntos {A, : a € A} es llamada

familia de conjuntos, y A es llamado conjunto de indices de la familia.

No es necesario que conjuntos con indices distintos sean diferentes.

Por razones practicas, mas adelante, cuando no exista confusion, escribiremos (Ag)aca
para representar a la familia {A, : a € A} y en algunos casos, cuando se trate de un

conjunto arbitrario de indices y no sea necesaria su especificacion, escribiremos (A, )q-

En esta seccién extenderemos las nociones de union e interseccion utilizando familias de

conjuntos.

DEFINICION 1.3. Sea £ un conjunto, y sea {4, : a € A} una familia de subconjuntos

de & La union |J,c 4 Aa de esta familia es el conjunto
{r e existea € Atal que z € A,}
y la interseccion (), 4 Aa es el conjunto

{re¢: paratodoa € A,z € A,}

En algunos momentos escribiremos |J, 4« 6 U{As : o« € A} para representar a

Uaea Aa; andlogamente para (1, 4 Aa-

2. Generalizacién del producto cartesiano.

En esta seccion, el concepto de producto cartesiano es extendido a una familia de con-
juntos. Esta extension esta basada en el hecho de que elementos de A; x --- x A, pueden

ser considerados como funciones de la forma f : {1,2,...,n} — ;- 4; tales que f(1) €

Al,f(2> € AQ, .. ,f(n) S An

DEFINICION 1.4. Sea (X, )ac4 una familia de conjuntos. El producto cartesiano [],. 4 Xa

es el conjunto de todas las funciones f : A — J, X, tales que para todo o € A, se tiene

que f(a) € X,.
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Un elemento ¢ € ], 4 Xa generalmente lo denotamos (aq)q, indicando que c(a) = aq
para cada o € A.
Con esta notacién, a, es llamada la a-ésima coordenada de (a,)q. El conjunto X, es

llamado el a-ésimo factor.

DEFINICION 1.5. Para cada 3 € A, la funcién

pﬁl I]:A% m— A%
acA

dada por pg((@a)a) = ag la llamamos proyeccion sobre el (-ésimo factor.

Dado g € I y Cg C X3, denotamos pgl(C’g) por (Cp); esta es una pieza en [] ., X,

donde cada factor es X, excepto el 8-ésimo, el cual es Cj.
Similarmente, para una cantidad finita de indices (3, ..., 3, y conjuntos
Cs C &s,,....Cp, C X3,
el subconjunto (Cg,) N---N(Cjs,) = pEII(C’Bl) N---N pEnl(C’ﬁn) es denotado por

<OBI7 e JOﬁn>‘

COROLARIO 1.6. En ], o; Xa

[[ ¢ =M1

acl ael

DEMOSTRACION. ¢ € [],.; Ca siy s6lo si para todo « se tiene que p,(c) € C,, iy sélo

a€el

si para todo « se tiene que ¢ € p,*(Cy) siy sélo si ¢ € (,c;(Ca).
0



CAP{TULO 2

Topologia.

En este capitulo introduciremos la nocién de topologia y de espacio topoldgico, se expon-
dran algunos conceptos y resultados relacionados con estas nociones que nos seran de gran
utilidad en el proceso de comprension y justificacion de los aspectos mas importantes que

estaran presentes en los préximos capitulos.

1. Espacios Topolégicos.

DEFINICION 2.1. Sea X un conjunto. Una Topologia en X es una familia F de subcon-

juntos de X que satisface:

(1) Cada unién de miembros de F es también un miembro de F. Es decir, sea I un
conjunto de indices, si (Aq)acr € F, entonces | J,.; Ao € F.

(2) Cada interseccién finita de miembros de F es también un miembro de F. Es decir,
dadon € Nsi Ay,..., A, € F, entonces ()_, A; € F.

(3) 0 y X son elementos de F.

EJEMPLO 2.2. Sea X un conjunto, y sea F = {0, X'}. Cualquier unién o interseccién
de elementos de F es igual a vacio 6 a X', luego F es una topologia. La misma es llamada

topologia indiscreta JF.

EJEMPLO 2.3. En el conjunto &, sea F = P(X). Evidentemente el conjunto F es una

topologia. Esta es la llamada topologia discreta.

DEFINICION 2.4. Sea X’ un conjunto y F una topologia en X.

Al par (X, F) lo llamaremos FEspacio Topoldgico.
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Cuando no exista confusion y no sea necesario especificar F, utilizaremos la expresion
“el espacio X7 o “el espacio topoldgico X”.
En otros casos, cuando necesitemos especificar a la topologia F, utilizaremos la expresion

“F es la topologia del espacio X™”.

Los elementos de un espacio topoldgico los llamaremos puntos. Los miembros de F los

llamaremos conjuntos abiertos del espacio topolégico (X, F), (o de la topologia F).

DEFINICION 2.5. Sea (X,F) un espacio topolégico. Un entorno abierto de un punto

x € X es un abierto (un miembro de F) que contiene a x.

Escribiremos U(x) para decir que U es un entorno abierto de x.
En muchos casos también utilizaremos solamente la expresion “entorno de z” para

referirnos a un entorno abierto de un punto x.

PROPOSICION 2.6. Sea I un conjunto de indices, sea (Fu)acs una familia de topologias

en X. Entonces, (,c; Fa €s también una topologia en X .

DEMOSTRACION. Por hipétesis, para todo a € I, F, es una topologia en X, se tiene
entonces que (), X € F, para todo a € I, luego 0, X € (,; Fa-

Sea (A¢)ier € (,e; Fo una familia arbitraria de elementos de (), .; Fo. Por definiciéon

ael
de interseccién de conjuntos, se tiene que (A;)er C F, para todo a € I, como F, es una
topologia entonces | J,., A¢ € Fo para todo o € I, lo que implica que (J,cr A € (pes Fa-
Procedemos de una forma analoga para el caso de intersecciones finitas de elementos de
Nacs Fa- Por lo tanto (., Fa es una topologia en X'

O

OBSERVACION 2.7. Sea H = (A,), una familia de subconjuntos de X. Ndétese que la
proposicion anterior garantiza que la interseccion de todas las topologias que contienen a H

es una topologia en X'. Evidentemente, es la menor topologia que contiene a H.

A dicha topologia (denotada F(H)) la llamaremos topologia generada por H.
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2. Base de una Topologia.

DEFINICION 2.8. Sea (X, F) un espacio topoldgico.
Una familia B C F es llamada una base para F si para cada conjunto abierto V € F,

existe (Aq)o C B tal que V =, Aa.

B es llamada también una “base para el espacio X7, y sus miembros los llamamos con-

jJuntos abiertos bdsicos, o abiertos basicos, de la topologia F.

EJEMPLO 2.9. F es evidentemente una base de F.

EJEMPLO 2.10. Sea D la topologia discreta (ejemplo (2.3)) sobre X. Entonces, B =
{{z} : 2 € X'} es una base para D. En efecto, si V' € D, entonces V = J, ., {7}

TEOREMA 2.11. Sea B C F. Las dos propiedades siguientes son equivalentes:

(1) B es una base de F.
(2) Para cada G € F y cada x € G existe un U € B tal que v € U C G.

DEMOSTRACION. Sea B C F.
(1) = (2) Supongamos que B es una base de F.
Sea G € Fyx € G, como B es una base entonces existe (Uy)a € B tal que
G =, Ua. Luego, existe al menos un U, tal que x € U,, con z € U, C G.
(2) = (1) Sea G € F y sea x € G. Por hipétesis, existe U, € B tal que z € U, C G; luego
G = U,eq Us- Por lo tanto B es una base para F.
O

Cuando especificamos una base para F , todo conjunto abierto es considerado como
una union de elementos de dicha base. Sin embargo, expondremos otra manera de describir

conjuntos abiertos:

TEOREMA 2.12. Sea B C F una base para F. Entonces A es un abierto (es un miembro

de F) siy solo si para cada x € A existe U € B tal que x € U C A.
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DEMOSTRACION. Es un resultado inmediato de la definicién de topologia (2.1) y del
teorema (2.11))
O

En particular, como F es base de F , el teorema (2.12)) provee un método til para decidir

si un conjunto A es abierto.

Segun la observacion (2.7) dada una familia H de subconjuntos de un espacio X', podemos

obtener una topologia F(H) tal que H C F(H).

Reciprocamente,

DEFINICION 2.13. Dada una topologia F, decimos que una familia H C F es una subbase
para F cuando F = F(H).

OBSERVACION 2.14. Otra manera de describir a la topologia F(H), basdndonos en la
definicion de topologia, es la siguiente:
F(H) consiste de ), X, todas las intersecciones finitas de elementos de H, y todas las

uniones arbitrarias de esas intersecciones finitas.

Podemos decir que lo anterior, en particular, es un primer método de construccion de

una topologia partir de una familia dada de subconjuntos de un conjunto X.

EJEMPLO 2.15. Sean (X, F1),..., (X, F.) espacios topoldgicos. La topologia producto
cartesiano en Xj X --- X X, es aquella que tiene como subbase a todos los conjuntos de la
forma (A;) = p; *(A;) donde A; € F;, i = 1,...,n. Por corolario (L.6), una base para esta
topologia es simplemente la familia de los productos cartesianos de conjuntos abiertos de los

espacios X;.

Un segundo método para topologizar un conjunto, se expone en el siguiente teorema:
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TEOREMA 2.16. Sea B = (Uy)aer una familia de subconjuntos de X tal que, para cada
a,B €1 ycadax € Uy,NUgs existe algin U, € B con x € U, C U,NUg. Entonces, la familia
F(B) que consiste de O, X, y todas las uniones de miembros de B, es una topologia para X

. F(B) es unica y es la menor topologia que contiene a B.

A B la llamamos base para alguna topologia.

DEMOSTRACION. Usando las observaciones (2.7) y (2.14), obtenemos una topologia F(B)
que tiene a B como subbase. Para ver que F(B) realmente tiene como base a 3 necesitamos
probar solamente que cada interseccion finita de miembros de B es en efecto una union finita
de miembros de B.

Como en el teorema (2.11)), es suficiente probar que dados Uy, ..., U, € B

ydadox e UyN---NU, existeun U € Btal quex € U CU;N---NU,. Lo haremos por

induccion.
Por hipétesis, se cumple para n = 2.

Supongamos que se cumple para n. Es decir, dados Uy, ...,U, € B, existe U € B tal que
reUCUN---NU,.

Sean Uy, ..., U, Upys € Byseaxz € UyN---NU,NU,+1, 0 lo mismo que z € (U;N---N
Un) N Upyq.

Por hipétesis inductiva, existe U € Btal quexz € U C U;N---NU,. Luego, z € UNU,11.
Sabemos que existe U’ € B tal que z € U' CUNU, 1.

Luego, z € U CUNU,y1 CULN---NU,NU,ys1. Lo que completa la prueba.

DEFINICION 2.17. Dos bases B , B’ son equivalentes si F(B) = F(B').

El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que dos bases sean

equivalentes.

TEOREMA 2.18. Sean B y B’ dos bases en el espacio X .Se tiene que B y B’ son equialentes

sty solamente si:
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(1) Para cada U € B y cada x € U, existe un U' € B' tal que x € U’ C U.
(2) Para cada U' € B' y cada x € U', existe un U € B tal que v € U C U'.

Si se cumple solo la condicién (1), entonces F(B) es un subconjunto propio de F(B').

DEMOSTRACION. Supongamos que F(B) = F(B).
Como cada U € B C F(B) y F(B) tiene a B’ como base, por el teorema (2.11)) se obtiene

(1), andlogamente obtenemos (2).

Reciprocamente, supongamos que (1) es verdad. Como cada U € F(B) es una unién

de miembros de B, por el teorema (2.12) se tiene que U € F(B'), luego, F(B) C F(B').
Andlogamente, si (2) es verdad, se tiene que F(B') C F(B), lo que completa la prueba.

L]

3. Subconjuntos cerrados de un espacio X', clausura de un subconjunto de X.

Dado un espacio topoldgico (X', F), se dijo que a los miembros de F los llamariamos

abiertos de X.

DEFINICION 2.19. Un subconjunto A C X es cerrado si su complemento A€ es abierto.

Es decir, si A¢ € F.

Por definicién de topologia en X' sabemos que () y X son abiertos. Nétese ademds que

fc =X y X°= 0. Por lo tanto, ) y X también son cerrados.

PROPOSICION 2.20. Dado un espacio X se tiene que:

a) La interseccion de una familia arbitraria de subconjuntos cerrados de X es un sub-
conjunto cerrado de X.

b) La union finita de subconjuntos cerrados de X es un subconjunto cerrado de X.

DEMOSTRACION. Probemos a).
Sea (Aan)o una familia arbitraria de conjuntos cerrados, es decir, (A¢ ), es una familia de

abiertos, por definicién de topologia, |, AS es un abierto.

Sabemos que (), 4a)" = U, AS. Por lo tanto, (), Aa es cerrado.
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Probemos b)
Por definicién de topologfa, la interseccién finita de abiertos es un abierto, como (|J;_, A)° =
Ni_; A°, se tiene entonces que si Ay, ..., A, son cerrados, entonces, la unién de éstos es un

cerrado.

O

DEFINICION 2.21. Sea A C X. Un punto x € X es un punto de clausura si cada entorno
de z tiene al menos un punto de A, es decir, para todo U(z), U(x)N A # 0.
Al conjunto A = {x € X : paratodo U(z), U(x) N A # 0} de todos los puntos de

clausura de A lo llamaremos clausura de A.

PROPOSICION 2.22. Sea A C X. Entonces,
(1) AcC A
(2) A es cerrado si y solo si A = A.

DEMOSTRACION. Sea A C X.

(1) Es inmediato pues cada elemento de A, por definicién, es un punto de clausura de
A.

(2) Supongamos que A es cerrado. Entonces, A€ es abierto. Luego, todo z ¢ A tiene un
entorno abierto, que puede ser el mismo A¢, que es disjunto de A, y por lo tanto

x & A, se tiene entonces que A C A. Como A C A, se concluye que A = A.

PROPOSICION 2.23. A es el menor conjunto cerrado que contiene a A. Esto es,

A= ﬂ{F | F' cerrado ,A C F'}
DEMOSTRACION. Denotemos a ({F' | F cerrado , A C F'} con () F. Nétese que A C () F.

Sea x € A, por proposicién (2.20), se tiene que () F es cerrado. Si z ¢ (| F entonces x
tiene un entorno abierto, el mismo ([ F))%, que es disjunto de () F', y por lo tanto es disjunto

de A, por lo que = € A, contradiccién. Luego, A C (| F.
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Sea € () F. Supongamos que = € A, entonces existe un entorno U(x) disjunto de A. Se
tiene que (U(x))¢ es cerrado y ademds contiene a A, por lo que (U(x))¢ es algin F. Como
x & (U(x))¢, entonces = ¢ () F, contradicciéon. Luego, (| F C A.

U

DEFINICION 2.24. Sea A C X. Un punto x € X es un punto de acumulacion de A si

todo entorno de = contiene al menos un punto de A distinto de x.
Sea A" ={x € X : para todo U(x), U(x) N (A\z) # 0}.

PROPOSICION 2.25. A = AU A'. En particular, A es cerrado si y solo si A’ C A, esto

es, A contiene todos sus puntos de acumulacion.

DEMOSTRACION. De las definiciones de puntos limites y de clausura obtenemos que

A" C A,y como AC A, entonces AU A C A.

Reciprocamente, sea © € A. Si © € A, no hay més nada que probar. Supongamos que
x ¢ A, entonces cada entorno abierto U(z) intersecta a A, en donde los puntos de dicha
interseccién son todos distintos de z, por lo que z € A’. Luego, A C AU A’. Esto completa

la prueba.

Si A es cerrado, se probé que A = A, luego A’ C A. Por lo tanto, A es cerrado si y

solamente si A’ C A.

O

DEFINICION 2.26. Sea A C X. El interior de A (Int(A)) es el mayor abierto contenido
en A. Es decir,

Int(A) = U{U | U es abierto ,U C A}

DEFINICION 2.27. Un subconjunto D C X es denso en X si D = X.
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Claramente, X es denso en X', y ademas, notese que es el tnico conjunto cerrado que es

denso en X.

PROPOSICION 2.28. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1
2

(1) D es denso en X.

(2) Si F' es un conjunto cerrado y D C F, entonces F' = X.

(3) Todo conjunto abierto no vacio en X contiene un elemento de D.
(4)

El complemento de D tiene interior vacio.

DEMOSTRACION. Sea D C X.

(1)= (2) PtaDCF = X=DCF=F.

(2) = (3) Sea U un abierto no vacio, con UND = (). Entonces D C U¢ # X, lo que contradice
(2) ya que U° es cerrado.

(3) = (4) Supongamos que Int(D) # ), como Int(D¢) es abierto, por teorema (2.12), existe
un abierto no vacio U C Int(D¢), y como Int(D¢) C D¢, se tiene que U no contiene
puntos de D, contradiccion.

(4) = (1) Sabemos que (), 4a)" = U, AS v que si A C B entonces B® C A°. Por definicién
de clausura e interior de un conjunto, se tiene que Int(D€) = (W) o (E)C =0,

luego D = X.

4. Topologia relativa.

DEFINICION 2.29. Sea (X, F) un espacio topoldgico, y Y C X. La topologia relativa en
Y es la familia Fy ={UNY : U € F}.
Al par (Y, Fy) lo llamaremos subespacio topoldgico de (X, F).

Es facil ver que Fy es una topologia en ).

TEOREMA 2.30. Sea (X,F) un espacio topoldgico y (Y, Fy) un subespacio topoldgico.

Entonces,
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(1) Si (Us)acr €s una base (o una subbase) para F, se tiene que (¥ N Upy)aer €s una
base (o una subbase) para Fy.

(2) Sea A C Y. Entonces A es Fy-cerrado si y solo si A= YNF, donde F' es F-cerrado.
Es decir, los conjuntos cerrados en 'Y son las intersecciones de Y con los conjuntos
cerrados en X.

(3) Ay =YNA; A, =YNA; YnIn(A) C Inty(A).

(Ay y Aj, denotan a la clausura de A en el espacio Y y a el conjunto de puntos

de acumulacion de A en el espacio ), respectivamente.)

DEMOSTRACION. (1) Es inmediato.

(2) Sea A un cerrado en ), entonces A = Y\W donde W es un abierto en ), como
W =VnNnYdonde V € F, se tiene que A = Y\(YNV) =YNVe donde V¢ es
un cerrado en X. Reciprocamente, si A = F'N), con F cerrado en X, entonces
V\A =Y N F€ esto prueba que A es un cerrado en ).

B)yeAnY = VU(y) : Uly)NA#0 <= YU(y) : YNU@Y))NA#) <
y € Ay. La prueba de las otras afirmaciones es andloga.

O

TEOREMA 2.31. Sea Y un subespacio topologico de X. St A C Y es cerrado en'Y, y Y

es cerrado en X, entonces A es cerrado en X.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, si A C ) es cerrado en Y, entonces A = FNY,
donde F' es un cerrado en X. La interseccién de dos cerrados de X es un cerrado de X', como

Y es cerrado en X, entonces A es un cerrado en X.

O

Un teorema andalogo al anterior se verifica para los abiertos.

Otra propiedad importante es la siguiente:

TEOREMA 2.32 (Transitividad). Si Y es un subespacio topoldgico de X y Z es subespacio

topologico de ), entonces Z es subespacio topologico de X.



5. TOPOLOGIA DEL PRODUCTO CARTESIANO. 16

DEMOSTRACION. Sean Z C )Y C X, y sea Fyz la topologia de Z como subespacio

topolégico de Y. Debemos probar que Fyz = Fz.

Sea W € Fyz tal que W =V NZ donde V € Fy. ComoV =UNY, con U € Fy, se
tiene que W =UNYNZ =UN Z, lo cual prueba que W € Fz.

Con un razonamiento analogo, se prueba que Fz C Fyz.

5. Topologia del Producto Cartesiano.

DEFINICION 2.33. Sea (Y, )aes una familia de espacios topolégicos. Para cada a € I, sea
Fo la topologia para Y,. La topologia producto cartesiano en [] ., V. es aquella que tiene

por subbase todos los conjuntos (Us) = pgl(U@), donde U varfa en Fz y [ varfa en I.

EJEMPLO 2.34. Si I es finito, la topologia producto cartesiano de [],.; V. coincide con

la previamente expuesta en el ejemplo (2.15).

EJEMPLO 2.35. Por corolario (1.6)), se sigue que, los conjuntos abiertos basicos son todos

aquellos de la forma

ﬂ p;il (Us,)
i=1

donde n es finito y cada U,, es un conjunto abierto en },,, o lo mismo que

{(I‘g)g € Hyg D Ty, €Uyt € {1,...,n}}
B

Denotaremos a este conjunto con (Uy,, - ,U,, ).

Si [ es finito, supongamos que contiene n elementos, para algin n € N, una base para
la topologia es simplemente la familia de todos los conjuntos [[}_, U;, donde cada U; es un

conjunto abierto en ).

Sin embargo, si I es infinito, esto ya no es verdad: En efecto, un conjunto de la forma

1, Ua, donde cada U, C Y, es abierto en ),, nunca es un abierto en el producto cartesiano,
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porque cada conjunto abierto bésico de la forma (., p;'(Us,,), no puede ser un conjunto
abierto basico contenido en [[, U,, y se debe al hecho de que podemos reescribir dicho
conjunto como el producto cartesiano [[, A, de una familia (A,),, donde, para todo «,

salvo una cantidad finita, A, = }),. Por teorema (2.12), [], U, no es abierto.

EJEMPLO 2.36. Si [ es infinito, y cada ), es un espacio discreto (tiene la topologia
discreta), como cada a, € Y, es un conjunto abierto, por el ejemplo anterior se sigue que un
punto (aa)a € [[,c; Va no es un conjunto abierto. La topologfa producto cartesiano es usada
frecuentemente en esta forma, para crear una topologia no trivial en el producto cartesiano

de una familia infinita de espacios, partiendo de la topologia discreta en cada espacio.

EJEMPLO 2.37. Es 1til observar que si V' es algiin conjunto abierto en [ .; Va, entonces
pPa(V) = Y, para todo «, salvo una cantidad a lo sumo finita. Tal conjunto V' contiene un

abierto basico U = (Ua,, -+ ,Ua,) ¥ Pa(U) C pa(V) para todo a.

Tal y como lo indica el ejemplo (2.35), los resultados que puedan obtenerse para el
producto cartesiano finito no necesariamente conducen a la formalizacion de resultados en

el caso infinito.

DEFINICION 2.38. Dada una sucesién de elementos (z1, za, . . .)
Una subsucesién finita s C (21, x2, .. .) es un segmento inicial de (x1,xs,...) si s es de la

forma s = (21,29, ..., x,) para algin m € N.

OBSERVACION 2.39. Notese que si (V,)nen €8 una sucesion de espacios topoldgicos, por

(2.35)) se tiene que un abierto basico para el espacio producto [], .V, serfa:
Vi X X Y1 X Upy X Yyt X X Yyt X Ung X Vgt X oo X Vo1 X U, X

donde U,,,...,U,,, son abiertos basicos en },,, ..., V,, respectivamente.
Si para cada n € N suponemos que ), tiene la topologia discreta, por el ejemplo (2.10)

se tiene que U, = {z,,} para algin z,, € V,,, para ¢ =1,...,m es decir

yl Xoee Xynl—l X {xnl} Xyn1+1 Xoee Xyng—l X {an} Xyn2+1 Xoeee Xynm—l X {xnm} Xoeee
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Un elemento de este conjunto seria una sucesion de la forma

X = (yla s Yni =1 Tngs Yng+1s -+ -5 Yng—15 s Yo +-15 « - )

donde y,, € Yy con k #mn;,i=1,...,m
Sea
Snl,..‘,nm - (yh .. 7yn1717 'Tn17yn1+17 o 7ynm717 xnm)

Ahora bien, sea (S, . n,,) €l conjunto de todas las sucesiones que comienzan con Sy, .,
tales que para cada n > n,,, se tiene que y, € )V,. Es decir, si X € (sp, . n,) entonces,
Sny...nm €S UN segmento inicial de X.

Luego, podemos escribir el abierto basico como una unién de conjuntos de la forma

(Sny....nm) donde cada y, varfa en ), para cada r < n,, y r #n;, con i =1, ..., m. Es decir,

U{<8n17--~7nm> LY €Vt <M, F i =1,...,m}

Por lo tanto, el conjunto de todos los (s) donde s es un segmento inicial de X, con X

variando en [], .V, forman una base “més refinada” de la topologfa producto.

Mas adelante, veremos cémo este hecho nos sera de gran utilidad.

6. Topologia métrica.

Sea R™ el conjunto de los niimeros reales positivos.

DEFINICION 2.40. Una métrica en un conjunto X es una funcién
p: X x X — RTU{0}
tal que

(1) p(z,y) =0siysdlosiz=y.

(2) p(z,y) = ply, )
(3) (desigualdad triangular) para todo z, y, z € X, p(x, z) < p(z,y) + p(y, 2).

DEFINICION 2.41. Si p es una métrica en X, al par (X, p) lo llamaremos espacio métrico.
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DEFINICION 2.42. Sea (X, p) un espacio métrico. Una sucesion (zy ), en X es una sucesion

de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que para todo m,n > N, p(x,,x,) < .

DEFINICION 2.43. Decimos que un espacio métrico (X, p) es completo si y sélo si toda

sucesion de Cauchy es convergente.

DEFINICION 2.44. Sea (X, p) un espacio métrico, sea z € X, y r > 0. Una bola abierta

de centro z y radio r > 0 es el conjunto B(x;r) ={y € X : p(z,y) <r}.

OBSERVACION 2.45. De la definicién de topologia y de bola abierta, se obtiene que la
familia de todos los conjuntos A C X tal que para todo = € A, existe r > 0 tal que
B(x;r) C A es una topologia en X.

La llamaremos Topologia inducida por la métrica p.

Es inmediato que el conjunto de todas las bolas abiertas B(z;r) con x € X y r > 0 forma

una base de dicha topologia.

DEFINICION 2.46. Sean (X, px) v (), py) dos espacios métricos. Dado zy € X, decimos

que f: X — Y es continua en z; si para todo £ > 0 existe 6 > 0 tal que si px(z,x0) < 0

entonces py(f(z), f(zo)) < e.

En términos de topologia métrica lo anterior se traduce en: Para todo € > 0 existe 6 > 0

tal aue f(B(z,6)) € B(f(x0), ).

DEFINICION 2.47. Sea A C X, decimos que f : X — ) es continua en A si es continua

en todo z € A.



CAPITULO 3

Espacios de Banach.

Poco a poco, y de manera gradual, tomando la mayor cantidad de detalles posibles
que el contexto nos ha permitido, hemos venido construyendo una sélida estructura tedrica
necesaria para sustentar nuestra investigacion. Sin embargo, hay una serie de elementos de
gran importancia que atin no han sido tomados en cuenta. Los mismos, seran expuestos en
el siguiente capitulo.

La nocién de espacio de Banach jugara un papel fundamental en este trabajo. Se consider-
aran todos los aspectos posibles, y que estén a nuestro alcance, relacionados con ésta nocién,
todo con la finalidad de tener bien claro qué es lo que necesitamos y a déonde queremos llegar

en ésta investigacion.

1. Subespacios vectoriales.

Para un estudio més profundo de la teoria de espacios vectoriales se recomienda ver [2],

solo abordaremos algunas nociones relacionadas con el tema que nos seran de utilidad.

DEFINICION 3.1. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K.
Un vector x de X se dice combinacion lineal de los vectores zq,...,x, € X, si existen

escalares ¢y, ..., c, € K tales que

T=CT1+ -+ Ty, = E Cis.

DEFINICION 3.2. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Un subespacio vectorial
de X es un subconjunto ) C X no vacio que, con las operaciones de adicién y multiplicacién

escalar sobre X, es un espacio vectorial sobre K.

Una comprobacion directa de la definicién (ver [2]) para un espacio vectorial, demuestra

que el subconjunto Y de X es un subespacio si, para todos los z, y € Y, el vector x + y

20
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ﬁ
también esta en ); el vector 0 estd en )V; para todo x € )Y, el vector —x esta en ); para
todo x € Y y todo escalar ¢ € K, el vector cx estd en ). La commutatividad y asociatividad
de la adicion vectorial y las demas propiedades de la definiciéon de la multiplicacion escalar

no necesitan ser comprobadas, ya que éstas son propiedades de las operaciones en X.

Se pueden simplificar ain mas las cosas.

TEOREMA 3.3. Un subconjunto no vacio Y de X es un subespacio vectorial de X si y

solo si para todo par de vectores x, y € Y y todo escalar c € K, el vector cx +y € Y.

DEMOSTRACION. Sea Y C X tal que Y # 0.

(=) Supdngamos que ) es subespacio vectorial de X', si x, y € Y y ¢ € K, es inmediato
que cx +y € ).

(<=) Supongamos que cz +y € Y para todos los vectores x, y € ) y todo escalar ¢ € K.
Como Y # (), existe z € Y, y por lo tanto (—1)z + z = 0 estd en Y. Ahora bien,
sea z € Yy ¢ € K, entonces cz = cz + W € Y. En particular (—=1)z = —z € ).
Finalmente, si z, y € Y, entonces ¢ +y = 1o +y € Y, con 1 elemento identidad de

K. Por lo tanto, ) es un subespacio vectorial de X.

U

Cuando no exista confusion, escribiremos “0” para representar tanto a 0 € K como a

— —
0 € X. Igualmente, escribiremos 1 para referirnos a 1.

TEOREMA 3.4. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo K. La interseccion de cualquier

coleccion de subespacios de X es un subespacio de X.

DEMOSTRACION. Sea (Y, )aer una coleccién de subespacios de X. Para todo « € I, Y,
contiene al vector nulo, por lo que éste estd en () ,o; Va, y por lo tanto (),c; Va # 0. Sean z,
Y € [\aes Ya, entonces z, y € Y, para todo « € I. Sea ¢ € K, por ser ), subespacio, entonces
cx +y € Y, para todo o € I, luego, cx +y € (,c; Va- Por el teorema (3.3), (,c; Vo €s un
subespacio de X.

O
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Del teorema (3.4) se deduce que si F es cualquier coleccién de vectores de X', entonces
existe un subespacio minimo de X’ que contiene a E; esto es, un subespacio que contiene a

E v que esta contenido en cada uno de los otros subespacios que contienen a F.

DEFINICION 3.5. Sea E un subconjunto de vectores de un espacio vectorial X. El sube-
spacio vectorial generado por E (denotado Vg) se define como la interseccién de todos los
subespacios que contienen a F.

Cuando E es un conjunto finito de vectores, E = {z1, ..., x,}, decimos simplemente que

Vg es el subespacio generado por los vectores xq,...,%,.

TEOREMA 3.6. El subespacio generado por un subconjunto E no vacio de un espacio

vectorial X es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores de E.

DEMOSTRACION. Sea Vg el subespacio generado por E. Entonces toda combinacién
lineal x = cyx1 + - - - + ¢z, de vectores xq, ..., x, € E pertenece evidentemente a )Vg. Luego
Vg contiene al conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de E. Dicho conjunto,
por otra parte, contiene a F, por lo que es distinto de vacio. Si x, y son vectores de éste

cojunto, entonces x es una combinacion lineal,
r=cC21+ -+ Ty

de vectores x1,...,x, € E/, y y es una combinacion lineal
y=diy1+ -+ dnym

de vectores yq,...,ym € E.

Para cada escalar ¢ € K,

n

cr+y = Z(cci)xi + Zyj
=1

i=1

es decir, cx 4+ y es combinacion lineal de elementos de F, luego, cx + y es un elemento del
conjunto de combinaciones lineales de vectores de E. Por teorema (3.3), dicho conjunto es
un espacio vectorial, que contiene ademas a E. Por ser Vg el menor subespacio que contiene
a F, entonces Vg esta contenido dicho conjunto.

Por lo tanto, ambos subespacios son iguales.
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Notacion
Al conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de un subconjunto E de un

espacio vectorial X' lo denotaremos span(FE). Por el teorema anterior span(E) = Vg.

2. Base y dimensién de un espacio vectorial.

DEFINICION 3.7. Sea X’ un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Un subconjunto £ C X
se dice que es linealmente independiente si, dado n € N, para todo z1,...,x, € E tal que

61$1+""|‘Cn$n:07 entonces ¢; = ---=c¢, = 0.

DEFINICION 3.8. Sea X un espacio vectorial. Una base de X es un conjunto de vectores
linealmente independiente de X que genera el espacio X.
El espacio X es de dimension finita si tiene base finita. Andlogamente, X’ es de dimension

infinita si tiene base infinita.

Por lo obtenido en el teorema (3.6), se tiene que £ C X es base de X si span(F) = X.

OBSERVACION 3.9. Una base infinita no tiene nada que ver con “combinaciones lineales
infinitas”. Mas adelante abordaremos esta nocién, a través del estudio de series, luego de
introducir y comprender la nocién de espacio de Banach y posteriormente abordaremos las

llamadas bases de Schauder.

TEOREMA 3.10. Sea X un espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores
T1,...,Tm. Entonces todo conjunto independiente de vectores de X es finito y no contiene

mds de m elementos.

La demostracion de este teorema puede encontrarse en [2], la misma requiere de ciertos
resultados previos relacionados con nociones basicas de sistemas de ecuaciones lineales y

matrices que no seran abordados en este trabajo.
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3. Espacios vectoriales normados.

A partir de este momento, restringiremos nuestro estudio a espacios vectoriales sobre el

cuerpo de los nimeros reales o de los complejos, es decir, K=R 6 K = C.

DEFINICION 3.11. Sea X’ un espacio vectorial sobre el cuerpo K (K = R 6 C). Una norma

en X es una funcién || || : X — RT U {0} tal que
(1) ||z|] = 0 si y solamente si x = 0.
(2) [|ex|| = |c|||z]|, para cada vector z € X'y cada escalar ¢ € K.

(3) llz +yll < [lz] + llyll, para todo z, y € X.

DEFINICION 3.12. Sea X un espacio vectorial. Al par (X, ||]|) lo llamaremos espacio

normado.

DEFINICION 3.13. Sea X un espacio vectorial. Sean || ||, v || ||, dos normas en el espacio
X. Se dice que || [|o ¥ || ||p son equivalentes si existen dos constantes positivas ¢; y ¢ tales

que

caflzfla < flzllo < collzla

para todo x € X.

Un resultado inmediato de la definicion de norma y de métrica es el siguiente:

PROPOSICION 3.14. La funcién d: X x X — Rt U {0} definida por, d(z,y) = ||z — y|

para todo x, y € X, es una métrica.

A la misma la llamaremos métrica asociada a la norma.



4. OPERADORES LINEALES. 25

4. Operadores Lineales.

Sean (Y, || |ly) ¥ (X,] ||x) dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo de escalares).

DEFINICION 3.15. Sea T : X — ), decimos que T es un operador lineal si
(i) T(x+vy)=T(x)+ T(y) para todo x,y € X.
(i) T(Ax) = NT'(z) para todo = € X, y para todo escalar .

Un ejemplo trivial de operador lineal es la funcion identidad 1 : X — X dada por

I(z) =  para todo = € X.

Mads adelante veremos un importante ejemplo de operador lineal (n-proyeccién), éste
jugara un papel fundamental en la obtencién de resultados de interés en el desarrollo de este

capitulo.

DEFINICION 3.16. Sea T : X — Y un operador lineal. Decimos que T es un operador

acotado cuando existe ¢ > 0 tal que

IT(2)lly < cllzllx

para todo x € X.

Otro hecho de interés es el siguiente:

TEOREMA 3.17. Sean (X, || ||x) v (Y, || ||y) dos espacios normados (sobre el mismo cuerpo
de escalares). Sea T : X — Y un operador lineal. Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) T es continuo.

(b) T es un operador acotado.

DEMOSTRACION. Sea T : X — Y un operador lineal.

(b)==(a) Supongamos que 7" es acotado, es decir, existe ¢ > 0 tal que | T(x)||y < ¢||z| » para
todo x € X.
Sea xg € X.

Dado € >0, sead = £,
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Si ||z — xo|| < 6, entonces
1T(x) = T(zo)lly = [[T(x = zo)lly < cllz — zollx <e.
Luego, T' es continua en xg, para todo xg € X. Por lo tanto T es continua.

(a)==(b) Supongamos que 7" es continuo en X', es decir, es continuo en z para todo z € X.

Sea yo = T'(xp). Por la continuidad en xy, dado € = 1, existe ¢ > 0 tal que si ||z —zol|x <

entonces
1T (z) = yolly < 1.

Es decir, existe § > 0 tal que
T(B(xo,6)) C B(yo, 1)

donde T'(B(zp,0)) es la imagen bajo T' de la bola de centro zy y radio d, y B(yo, 1) la
bola de centro yy y radio 1.

Luego, T'(B(zg,0)) es un conjunto acotado, es decir, existe una bola que lo contiene.

Sabemos que

B(O, 2) = 2B(O, 1) = (B(Z’Q, 5) — 1’0)

ST )

por linealidad de T se tiene que

7(5(0.2) = T (3(Bla0.8) ~ a0)) = S7(B(a0,8) ~ 37z

Luego, T(B(0,2)) es un conjunto acotado (no confundamos conjunto acotado con oper-

ador acotado), es decir, existe M > 0 tal que ||T'(z)|ly < M para todo z € B(0,2).
Sea x € X.
Si z = 0 entonces ||T(0)]|y = 0 < M||0]| ».

Si x # 0 entonces m € B(0,2). Luego,

() ,
(e

<M.

Por linealidad,

IT(@)]ly = HT (||x||xi)

||ZU||X

lellx < Ml
Yy
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1T(2)]ly < Mllz|x.

Por lo tanto, T es un operador acotado.

DEFINICION 3.18. Sea T : X — Y un operador lineal acotado. Definimos

IT|| = sup [[T'(x)]|

flz]|=1

PROPOSICION 3.19. ||T'|| = inf{M >0 : |T(2)|| < M|z| para todo x € X}.

DEMOSTRACION. Dadoe > 0,sea M = inf{m > 0 : ||T(x)| < m|z| para todo z € X},

como M es un infimo, entonces existe z € X, con x # 0 tal que

(M —e)lle]| < [T ()]

p—
o Hﬂiﬂ)ﬂ

<
T
(M =e) < s T

<

(M —¢) < sup [T (z)]

[lz]|=1

Como € > 0 es arbitrario, entonces

Por otro lado, seax € X, conx # 0. Sea M = inf{m > 0 : ||T'(x)|| < m||z| para todo = €
X'}, por hipétesis
1T ()|l < M|
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se tiene que M es una cota superior, entonces

IT@) _

Por lo tanto

|T|| =inf{M >0 : ||T(z)|| < M||z| para todo z € X'}.

5. Espacios de Banach.

DEFINICION 3.20. Un espacio vectorial normado (X, || ||) es un espacio de Banach siy

solo si es completo con respecto a la métrica asociada a la norma.

EJjemMPLO 3.21. Los siguientes, son ejemplos de espacios de Banach.

(1) R con la norma dada por el valor absoluto.
(2) C con la norma |ja + ib|| = Va? + b? para a + ib € C.
(3) I3 = (R™, [} loc) donde

(a1, ..., an)|leo = max{|aq], ..., |a|}.

(4) Sea

lw:{(xn)n cx, €ER y sup|xn|<oo}.

neN

Donde para = (x,), € ly se define

|2]| o = SUp |2, ].
neN
(5) c={(zpn)n : T, € R yexiste lim, o 2z,} con || ||oo-
(6) Cy = {(xn)n DTy € R y h,mn—wo Tp = O} con H HOO

En los ejemplos anteriores, R puede ser reemplazado por C.
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EjempLO 3.22. C(K) = {f : K — R tales que f es continua } donde K es un espacio

topoldgico compacto, con
[flloe = sup{lf(#)],t € K}.

es un espacio de Banach.

TEOREMA 3.23 (Desiguladad de Hélder). Sea p, ¢ > 1 tal que %—i—% = 1. Entonces, para
todo ay, by € K, conk=1,...,n, (K=R ¢ C), se tiene que

S Joxby < (er) (Z bm)é

k=1 k=1 k=1

3=

Para p=2,q =2, la desigualdad es conocida como la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Para demostrar el teorema, veamos primero el siguiente lema.

LEMA 3.24. Sean p, q > 1 tal que % + % = 1. Entonces ab < % + % para todo a,b > 0.

DEMOSTRACION. Consideremos el grafico de la funcién y = 2P~%, > 0, y las dreas A,
de la regién acotada por las curvas y = 2P~ %, y = 0, x = a, y el drea A, de la regién acotada
por las curvas y = 2?1, 2 =0, y = b.

Claramente, 4; = [ 27~ 'dx = %p.

Como z = yﬁ = 397! tenemos que Ay = fob Yy ldy = %.

Por la forma de la grafica de la funcién y = 2P~! tenemos que ab < A; + Ay < ‘% + %q.

O
Hagamos ahora la demostracién del teorema (3.23).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a;, b; > 0, y no todos
los a;, b; son cero. Para k =1,...,n definamos

Qg b

y Br=—""7
(SZ5aet) (i)’

Nétese que > Ay =5, Bl =1.

Ay =

3 =
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Por el lema (3.24), tenemos que para k =1,...,n

1 1
ApB, = -AY + -B}.
p q

Considerando que ésta desigualdad se cumple para todo k = 1,...,n, se cumple entonces

que

S AB K=Y AL+ - Bl=-+4-=1

k=1 Pi= 1= poa
=

> n_q kb
k’ll T < 1
n p n q
(Siaa)” (S5)

=

=

(7=
=
=
VAN
VRS
(7=
S
N———
] ]
VRS
(7=
<=
N————
Q=

Con esto queda demostrado el teorema.

TEOREMA 3.25 (Desigualdad de Minkowski). Sea p € R, con p > 1. Entonces para todo

ag, by € K, con k=1,...,n tenemos

(Dawbup) <(Z|ak|p> +(Z|bk|p> .
k=1 k=1 k=1
1

DEMOSTRACION. Para p = 1 es inmediato. Si p > 1, sea ¢ > 1 tal que 5 +% = 1. Sin
pérdida de generalidad, asumamos que a;,b; > 0. Usando la desigualdad de Holder y el
hecho de que (p — 1)g = p, obtenemos
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n n

Z(ak + bk)p = Z(ak + bk)p_l((lk + bk)

k=1 k=1

(ar + k)" lag + > (ax + be)" b

k=1 k=1

(g (5 (g
:< (ak—i-bk)p)q(ZaZ)p—i-( (Clk—i-bk)p)q( bﬁ)p.
k=1 k=1 k=1 k=1

Dividiendo en ambos lados por (3 ,_,(ax + bk)p)% obtenemos

(i(aﬁrbk)p) = <i(ak+bk)p>p < (i%)p + ( ” %)p

3

3
S~—
5
=
(=]
~_
Q=
RS
o~
Il 3
—
%
~_
(ST

3

EJEMPLO 3.26. Sea [y = (R", || [|,) donde

||(a17"'7 ”p (Zmz‘p)

para 1 < p < co. Por el teorema anterior, para || ||, se verifica la desigualdad triangular,

facilmente se verifican las otras propiedades, y por lo tanto, || ||, es una norma en R". Se

tiene ademds que [} es un espacio de Banach.

6. Subespacio de un espacio de Banach.

PROPOSICION 3.27. Sea ) un subespacio de un espacio de Banach X. Se tiene que Y es

un espacio de Banach si y sélo si Y es cerrado en X.

DEMOSTRACION. Sea ) un subespacio vectorial del espacio de Banach X'.
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(<) Supongamos que Y es cerrado. Sea (y,), una sucesion de Cauchy en ). Como la
norma en Y es la restriccién de la norma en &', la sucesion es de Cauchy en X por
lo que converge a algtin y € X. Como Y es cerrado entonces y € Y y 4, —> 4 en
Y. Por lo tanto, ) es un espacio de Banach.

(=) Supongamos que ) es de Banach. Sea y € X, si (y,), es una sucesion en ) tal que
Y, — y en X. Toda sucesién convergente es de Cauchy, como ) es de Banach,

entonces y,, — 1y en Y, por lo tanto Y es cerrado.

7. Bases de Schauder.

DEFINICION 3.28. Sea (X, ] ||) un espacio normado. Una serie es un par ((@)n, (Sn)n)

donde (x,), es una sucesién en Xy
n
sn::cl—i—---—i-a:n:Zxk
k=1

A x, se le llama término general de la serie y a la sucesién (s, ), se le llama sucesion de

sumas parciales de la serie.

Cuando no exista confusién escribiremos > x,, para referirnos a la serie ((z,)n, (5n)n),

y particularmente, utilizaremos la expresién para denotar a el lim,, oo Y ,_, Tx.

Si tal limite existe diremos que la serie Z:i‘i x, es convergente , es decir, Z;ﬁj T, CON-

verge si la sucesion de sumas parciales (s,), converge. Diremos que > > z,, diverge si la

sucesion de sumas parciales (s,), diverge.

Sea s € X, supongamos que lim,, ... > ;_, zx = s, denotaremos este hecho con

o0
E T,=s en X
n=1

OBSERVACION 3.29. Un resultado inmediato de la definicién de convergencia de suce-
siones y convergencia de series es el siguiente.
Sea s € X.

S g, =ssiysélosilim, o[> r_, 2k — || = lim, o |5, — s = 0.
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TEOREMA 3.30 (Criterio de Cauchy). Sea (X, ||||) un espacio de Banach. Sea (), una

sucesion en X. La serie Z:Oi x, converge en X siy solo si para cada € > 0 existe Ny € N

tal que

m

an <e

n=~k

stm =k > Ng.

DEMOSTRACION. Si m > k entonces

m k—1 m
Sm — Sk—1 = E Tpn — E Tp = E T
n=1 n=1 n=~k
entonces

m
|8m — sp—1]| = an
n==k

Como X es completo, la serie Y~ x, converge si y sélo si la sucesién de sumas parciales
(Sn)n es de Cauchy.

De estos dos hechos el resultado es inmediato.

OBSERVACION 3.31. Como lim, o > ), ) = :;3 T, una consecuencia del teorema

(3.25), es la siguiente:

1 1 1
P P

+oo +00 +oo
Sla+ bl )] < D larl” ) A+ (D bl
k=1 k=1 k=1

EJjEMPLO 3.32. Para 1 < p < 0o sea

+oo
=< (xp)n sz €Ry Z|xi|p<oo

i=1

Ly

Para x = (x,,), € [, definamos

o
lelly = { D lasl?
i=1

Se tiene |||, es una norma. La desigualdad triangular se cumple gracias al resultado

expuesto en la observacién anterior. Se tiene ademds que (I, || ||,) es un espacio de Banach.
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DEFINICION 3.33. Una sucesién (&), en un espacio de Banach X de dimensién infinita

de llama una base de Schauder si para todo x € X existe una unica sucesién de escalares

(An)n tal que x = Z:{g MEn.

DEFINICION 3.34. Una sucesion bdsica es una sucesion (x,,), que es una base de Schauder

de span((x,),), es decir, si es base de Schauder para la clausura del espacio lineal generado

por (z,)n.

A continuacién daremos una condicion necesaria para que un espacio de Banach tenga

base de Schauder.

TEOREMA 3.35. Todo espacio de Banach con base de Schauder es separable, es decir,

contiene un subconjunto denso numerable.

DEMOSTRACION. Sea (X, ]| ||) un espacio de Banach real con base de Schauder (&,),.

Debemos probar que existe un subconjunto denso numerable.

Dado p € N, sea A, el conjunto de todos los elementos de la forma > _ r,&, donde los
coeficientes r,, son numeros racionales.

Los elementos de A, estdan determinados por p parametros rq,...,7, € Q.

La coleccién de todos los conjuntos de tamano p de un conjunto numerable es numerable.
Como Q es numerable, entonces A, es numerable.

La unién numerable de conjuntos numerables es numerable. Por lo tanto, el conjunto
A =2, 4y es numerable.

Probemos que A es denso.

Sea r € X, sabemos que x puede ser escrito de la forma z =1lim, .. > 7 _ A\,E,.

Sabemos que Q es denso. Para p tomemos niimeros racionales i ), conn=1,...,p tal
que
O < L
p ”gnH
Sea zP) =3P | riPE,, entonces ) € A, CAy
p p 1
zP) — Z)\né’n = Z(r,(;”) — )&l < p.ﬁ = -
n=1 n=1
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Luego,

P
+ Z nn — T

=1

p . p—00
> Abn—x ) — 0
n=1

20—z <

7P _ Zp: ME,
n=1

1
< |-+
(p

= Por observacién (3.29) z = lim, ., 2®.

Por lo tanto, A es denso y numerable, es decir, X es separable.

OBSERVACION 3.36. La prueba para K = C es andloga, solo que en vez de consid-
erar nimeros racionales r id Lorl PP ) de nu
1,-..,7p se consideran pares (r;,7;),...,(r; ,r; ) de nimeros

racionales, es decir, se parte del hecho de que Q x Q es denso.

El reciproco del teorema (3.35) no es cierto, se puede probar que existe un espacio de

Banach separable sin base de Schauder. La prueba, no la expondremos en esta investigacion.

Consideremos ahora una serie de resultados que jugaran un papel clave en nuestros

estudios. Pero antes, definamos lo siguiente:

DEFINICION 3.37. Sea (X, ] ||) un espacio de Banach con base de Schauder (). Da-

do n € N, la n-proyeccion canonica en X es la funcion P, : X — X dada por

Po (30t M) = Dy M

PROPOSICION 3.38. Para cada x =Y ;o M& € X,

sup || P, (z)|| = sup < 00.

neN neN

> M
k=1
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DEMOSTRACION. Dado = =Y o, M&, € X, la sucesion (|| P,(x)]]), es convergente. En

efecto,

= = [|I].

hm | ()| = hrn

Z Mo lim Xn: MeEi Z Mo
k=1

Toda sucesién convergente es de Cauchy, toda sucesion de Cauchy es acotada, por lo

tanto (|| P, (7)) es acotada, luego, existe sup,,cy || Pn(2)|-
U

PROPOSICION 3.39. Dado x = ;- M€ € X, sea |||z]|| = sup,ey || Pn(2)||. Entonces,
(1) ||l || es una norma en X.

(i) [J|

| < |||z||| para todo x € X.
(i) vl <2

hgj” para T =Y 2o Ne&.

DEMOSTRACION. Sea z = Y ;- & € X.

1) Nzl =0 <= sup,en||d>orey Mkl =0 <= D27, Mkl = 0, para todo n € N,
ya que es el supremo de valores mayores o iguales a 0 <= Y ;| A& = 0, para

todoneN <= N =---=),=0paratodoneN <« z=0.

ezl = suppen lle 3 k=1 Aelill = supnen el 13 5=1 Aelill = lel supnen 12 5—1 Ml =

el 1]

Sea y = Yl mé € A Como |30 (M + i)l < I1225my Ml +
12251 €|l entonces [[[a+y[|| = suppen |25y (A€ + 1) | < supnen 13 25=1 Ae€ill+

SUPnen 12 k=1 W&kl = [l1z[l] + [lyll]
Luego, ||| ||| es una norma en X.

(i) ol = 1mp oo > 2hy Aelill = mn oo | 224y Aeliell- - Como [ 325, Al <
SuPpen || Yore; M&kll, para todo n € N, entonces ||z|| = || Um,—oo > pq Akl =
oo || 3ok—y Aelill < suppen [ 225y Ar€ill = [[]]]].

(iii) Como

n n—1
Mn =D Mk — > M
k=1 k=1
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n n—1
entonces || A&l < || Doy Mkl + I Doy el < ||l + |[]z]]] = 2]||z||]] =
IAnll|Enll < 2|||2]||. Por lo tanto

2|[]x]}
[An| <
€5
U
TEOREMA 3.40. (X, ||| |||) es un espacio de Banach.
DEMOSTRACION. Veamos que (X, ||| |||) es completo.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que para todo k € N, ||&] = 1.
Sea (V) > una sucesién de Cauchy en (X, ||| |||). Entonces para cada N existe (A\Y),, C
K tal que
V=" AV, en ||
n=1

De la proposicién (3.39) (iii), sigue que (AY)ns1 es una sucesién de escalares que es de
Cauchy en (K, | |).
En efecto dado € > 0, existe My € N, tal que para todo k,l > M, se tiene que

An = Aul < 2l[J2* — ||| < 2e.

Como K es completo entonces (AY)y>; converge. Sea 7, = limy__, A\Y en K.

Vamos a probar que:

(1) > &, converge en || || a algin punto y € X.

(2) lmy oo [[]2™ — ||| = 0.
Veamoslo.
(1) Para esto, aplicaremos varias veces el criterio de Cauchy.
Como () x> es una sucesién de Cauchy en ||| ||| tenemos que dado € > 0 existe Ny € N

tal que
|z — 2M]|| < Z si N, M > Nj.

Si i, 7 € N entonces

i+j i+j i—1

Z(AnN - )\71\1/1)5'” - Z()‘g - )‘7]\1/[)871 - Z()‘r]:[ - )‘7];/[)571'

n=i n=1 n=1
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De donde
i+j
SN = XDE | < 2flla™ - 2| < .

Tomando el limite cuando M — oo se obtiene que

i+j

Z()‘r]:[ - ’yn)gn

n=1

<€
5

si N 2 No.
Como

oo
2V =>"ANE, en ||
n=1

es decir, la serie Y - AN0&, es convergente, se tiene que existe iy € N tal que para i > g

y 7 € N tenemos que

i+j -
Aog Il < .
Luego
itj itj itj
Z’Yngn < Z(P)/n_)\évo)gn + Z)\ﬁogn <eE.

Por lo tanto existe y € & tal que

y=> mén en |||
n=1

Hemos probado (1).

(2) Por definicién de ||| ||| tenemos que
J
DN =AD& < Il = =M.
n=1

Sea £ > 0, entonces existe Ny tal que |||z — zM||| < e si N,M > Ny.

Luego para todo j € N :
J
Do = ANE,

n=1

<E&.

Si N, M > Nj.
Tomando el limite cuando M — oo obtenemos que para todo j € N :

n=1

<E.

Si N > No.
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Tomando supremo en j obtenemos
Iz =yl <e.
Si N > Ny. Hemos probado (2).

De (2) se sigue que (z")y>1 converge en (X, ||| [|).

TEOREMA 3.41. Sean (X,||||) un espacio de Banach y (&,), una base de Schauder de
X. Para cada k € N sea & : X — K dada por

& (@) = M
Para x =37 | A\yE,. Entonces, & es un funcional lineal y continuo en (X, ||| ||])-

DEMOSTRACION. Seaz € X, stz =) >, \,&, entonces

1
€5 ()] = |Ak| < —=—2][]]]]-
g &

DEFINICION 3.42. Sean (X, || ||1) y (Xz, || ||2) dos espacios normados y sea T : X} — X,
un operador lineal. Decimos que T' es una aplicacion abierta cuando A abierto en X7 implica

que T'(A) es abierto en X,.

TEOREMA 3.43 (Teorema de la aplicacién abierta). Sean (X1, || ||1) v (Xs, || ||2) dos espa-

ctos de Banach. Sea T : X1 — X5 un operador lineal continuo.

(a) SiT es sobreyectivo, entonces T es abierto.

(b) SiT es biyectivo, entonces T~ es continuo, es decir, T~' es un operador acotado.

TEOREMA 3.44. Sea (X, ||||) un espacio de Banach y (E,), una base de Schauder de X.
Sea [llal|| = supyen | Enis A

(a) Existe ¢ > 0 tal que |||x||| < ¢||z]|.

. para x =Yy 2 N E,. Entonces

(b) ||| ||| es equivalente a || ||
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DEMOSTRACION. Por hipétesis, (X, || ||) es un espacio de Banach. Se probé que (X, || |||)
es un espacio de Banach y que ||z|| < |||z||| para todo z € X.
Por el teorema de aplicaciéon abierta, tomando como biyeccién a la funcion identidad,

existe ¢ > 0 tal que |||z||| < ¢||z||, y por lo tanto, ||| ||| v || || son equivalentes.

O

TEOREMA 3.45. Sea (X, ||||) un espacio de Banach y (&), una base de Schauder de X.

Para x =37 A\E, sea EF(x) = N, entonces E; es continuo en (X, ||]]).

DEMOSTRACION. Por el teorema (3.41)) se sabe que &} es continuo en (X, ||| |||). Entonces

existe v > 0 tal que
& (@) < Allfl]] < el
Para la tdltima desigualdad hemos utilizado el teorema anterior.

Por lo tanto & es continuo en (X, || ||).

TEOREMA 3.46 (Principio de acotacién uniforme). Sea (X, || ||x) un espacio de Banach,
sea (V.| |ly) un espacio normado, y seaa H una familia de operadores lineales continuos
T:- X —Y. S

sup [[T'(x)]ly < o0
TeH
para cada x € X, entonces

sup ||T|| < oo.
TeH

COROLARIO 3.47 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sea (X, || ||x) un espacio de Banach,
sea (Y, ly) un espacio normado.
Sea {T,,}n>1 una sucesion de operadores lineales continuos T, : X — Y tal que

lim,, . Ty,(x) existe para todo x € X, entonces

sup || T, || < oo.
neN
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PROPOSICION 3.48. Para todo n € N las n-proyecciones canonicas P, (3.37), son oper-

adores acotados y sup,,cy || Pl < oo.

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién T : (X, ||| [||) — (X, |||)), T(z) = x. Se
trata de un operador acotado entre dos espacios de Banach que es ademas claramente una
biyeccién. Por el teorema de la aplicacién abierta, T~ es acotado, y por proposicién (3.19),
para todo x € X,

sup 1Pa (@)l = Mll=ll] = T~ @) < N7 ]

en particular, || P,(z)[| < [|T7[[lz, para todo n € N.

Por lo tanto, para cada n € N, P, es un operador acotado.

Por otro lado, por ser acotado, es continuo. Por proposicién (3.38) y por corolario (3.47),
se tiene que

sup || P, < o0.
neN

La proposicion anterior hace que tenga sentido la siguiente

DEFINICION 3.49. Sea (&,), una base de Schauder de un espacio de Banach (X, || ||).

Definimos la constante bdsica de (&,), como

C =sup || P,

neN

PROPOSICION 3.50. Supongamos que (E,), es una base de Schauder normalizada de X,
con constante de la base C. Sea x =Y~ | \,E, un vector normalizado. Entonces, para cada

n > 1, se tiene que |\,| < 2C.

DEMOSTRACION. Sea n > 1, entonces
Ans1] = s llEnsill = [ Ans1€ntall = (| Pasr(2) — Pal@)]| < (| Pasa ()] + [ Pa(2) || < 2C.
O

PROPOSICION 3.51. Sea (£',,), una sucesion en un espacio de Banach (X,]]]) y K > 1.

Entonces, (£',)n es una base de Schauder con constante bdasica < K si y solamente si
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(1) &' #0 para todo n € N.

(12) Para todo m < n y toda sucesion de escalares (N\;)i<n Se tiene que

> NE D NE

<m <n

<K

(1ii) span((&'y)n) = X.

DEMOSTRACION. (=) Supongamos que (£’,), es una base de Schauder de X en-
tonces (i) y (7it) se siguen a partir de la definicién, mientras que (i7) se sigue de la
proposicién (3.48)).

(<) Supongamos que una sucesién (£’,), cumple las propiedades (i), (i), y (7).
Sea
X = {x € X : existe una sucesién (a,), tal que x = Z ané"n} )
neN
Se tiene que (£',), € X/, por lo que X' # (). Claramente, por el teorema (3.3), X’ es
un subespacio vectorial de X. Mas atin, X’ es cerrado. En efecto, supongamos que (z,,)m

es una sucesién en X’; donde z,, = > a%m)g’n para todo m € N, y sea x € X tal que

neN

m—->00
Ty — .

Entonces, a partir de (i7), para todo m < n y todo k,[ se tiene que

Mer N~ Der Mer N~ Der
Zaz &' 2%52 Zal &' Zazgl

<m <m <n <n

<K

haciendo tender n — oo se tiene que

Z afel — Z aVe’;

<m <m

< K|zg — 2],

para todo m, k, [.

Como la sucesién (zy), es de Cauchy, la desigualdad anterior implica que para todo

m la sucesién (ZZ “m agk)é”i) es de Cauchy, y por lo tanto, es convergente, con limite
k

Ym = D icm bgm)g’i, va que span((€';)i<m) es cerrado por ser de dimensién finita.

Utilizando otra vez (ii) se tiene que si m < m’ entonces

S ae =Y e, S aPe =S e

<m i<m i<m’ i<m/

k
0.

<K
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Por lo tanto, >, agk)é”i hge Y icm bgm')sg, es decir, para todo m < m’ se tiene que
Zi<m bgm/)g/i _ Zz’<m bgm)gll
(m')

%

Un facil argumento inductivo demuestra que para todo i < m < m' se tiene que b

bz(-m). Sea pues, para cada 1 € N, b; = bg”l). Ahora, haciendo & — oo en la penultima

desigualdad obtenemos

< KH:L. _:UZH7

Z blglz — Z agl)é"i

<m <m

Como .. a§“5' ;=57 2;, la desigualdad anterior implica que
Z T
<m

y por tanto z € X”.

Como span((€',)nen) C X’y como X’ es cerrado, se tiene que

X = span((&'n)nen)-

Por lo tanto, cada x € X se puede escribir de la forma = ) _a,&',. Demostremos
que esta escritura es tnica: Supongamos que x = Y« b,E, y supongamos que (b, )nen 7#
(@n)nen-

Sea

ng = min{n € N : a, # b,}

Entonces (i7) implica que para todo n > ng + 1,

Z(ai - bi)gli

i<ngo

|ano - bNOH'S/no” = <K

Z (lig/i — Z bZSIZ

<n <n

Haciendo n — oo y usando (i) x,, # 0 se tiene que
0 < Jang = bno|[€n, || < K|z — ]| = 0,

lo cual es imposible. Por lo tanto, (a,), es tnica.
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COROLARIO 3.52. Una sucesion (€'y), en un espacio de Banach (X, ||||) es una sucesion

basica si y solamente si

(1) &', #0 para todo n € N.
(17) Eziste una constante K tal que para todo m < n y toda sucesion de escalares (N\;)i<n

se tiene que

<K

> NEl

<m

Z NE

<n

8. Existencia de Bases.

No es cierto que todo espacio de Banach de dimension infinita tiene una base de Schauder.

De hecho, el espacio ¢y tiene subespacios sin base de Schauder (ver [5]).

Aceptemos el siguiente hecho:

COROLARIO 3.53. Sea (X, || ||) un espacio normado y sea xo € X, xy # 0. Entonces
eriste ' € X* tal que F(xg) = ||zol| Z0 y ||F|| = 1.

(X*={F: X — K tal que F es un funcional lineal continuo })

La demostracién de este corolario depende de resultados previos como el teorema de
Hahn-Banach para espacios normados, los mismos no seran abordados en esta investigacién,

pues requieren de cierta rigurosidad en su desarrollo que se escapa de nuestro propdsito.

LEMA 3.54 (Mazur). Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Sea Y C X un
subespacio vectorial de dimension finita y sea € > 0. Entonces existe x € X con ||z| =1 tal
que

lyll < (1 +¢)|ly + Az
para cada y € Y y todo escalar .
DEMOSTRACION. Sean (z;)1<i<m €lementos de norma 1 en Y tal que para todo y € Y

con ||y|| = L existe i € {1,...,m} para el cual ||y — z;|| < 5 (Estos elementos existen por el

hecho de que la esfera en ) es compacta).
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Por corolario anterior, existen (2})1<i<m C X*  funcionales lineales continuos tales que
il =1y 2 (z;) = 1.

Sea x € X tal que x(z) = 0 para todo i € {1,...,m}. Si no fuese posible encontrar tal
x, entonces el operador H : X — R™ dado por H(x) = (2] (2))1<i<m serfa un isomorfismo,
y por tanto X seria de dimensién finita.

Es suficiente probar la desigualdad propuesta para todo y € Y tal que |ly|| = 1. Sea i
tal que |ly — 2;|| < § y sea A un escalar, entonces

. €
ly = Azl = llwi = Aall = lly — @il > 27(2: = Az) = 5 =1~

DO | ™

Iyl < (1 +&)lly — Ax].

TEOREMA 3.55 (Banach, Mazur). Todo espacio de Banach de dimensidn infinita contiene
una sucesion bdsica.

DEMOSTRACION. Sea € > 0y sea (£,),, con &, > 0 para todon € N, tal que

o0

[[a+e)<ti+e

n=1

Por el lema anterior podemos construir inductivamente una sucesion de vectores unitarios

(n)n tal que para todo n > 1
Iyl < (1 +en)lly — Aznia
para todo y € span(xy,...,z,) vy todo escalar A.
Probemos que (z,), es una sucesién basica en X', con constante bésica < 1+ ¢.

Para ello, fijemos m < n y una sucesién de escalares (a;);<,. Entonces, un uso repetido

del lema anterior da
n

E a;T;

=0

< ( H (Ha))

i=m+1

m
g a;T;
i=0

y por tanto,

< (1+¢)

n n
E Q;T; E a;T;
=0 i=0

=0 i=m-+1




8. EXISTENCIA DE BASES.

46



CAP{TULO 4

Teoria de Ramsey.

En este breve capitulo introduciremos la nocién de la propiedad de Ramsey, el marco en

que ésta se define, y un importante resultado.

1. Nociones previas.

N> denota a el conjunto de todos los subconjuntos infinitos de N.

NI<] denota al conjunto de todos los subconjuntos finitos de N.

Sea A € NI utilizaremos Al para denotar al conjunto de todos los subconjuntos
infinitos de A.

Anélogamente, utilizaremos A[<*! para denotar a el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de A.

Dados s,t € NI~ y A € NI*/. Basdndonos en la definicién (2.38), se tiene que s es un
segmento inicial de t, si t = {ng,n1,..., Ny}, conng <ng < -+ <Ny, y § = {ng,nq,...,n;}
donde 7 < m. Describimos de una manera analoga cudndo s es segmento inicial de A, en este

caso consideramos A de la forma A = {ng,ny,..., "my Nng1, - - -
Si F es una familia de subconjuntos finitos de Ny A € NI* sea entonces

FlA={seF :sCA =FnPA).

DEFINICION 4.1. Dado un conjunto A € N[OO}, una coleccién B C NI<*l o5 una barrera

en A si

(i) B es una anticadena respecto la orden parcial dado por C, es decir, s ¢ t para cada

par s, t de elementos distintos de B,

y

(i1) U,ep $ es infinito y cada B € Al tiene un segmento inicial en B.

47



2. LA PROPIEDAD DE RAMSEY. 48

El siguiente teorema, sélo serd enunciado, no expondremos su demostracion, la misma
requiere de resultados previos que necesitan cierta rigurosidad en su estudio que se escapa

de nuestro propésito.

TEOREMA 4.2 (Nash-Williams, Galvin). Sea F una familia de subconjuntos finitos de
N, entonces,
a) existe Z € NIl tal que F | Z es vacio,
0

b) emiste Z € N> tal que F | Z contiene una barrera.

2. La Propiedad de Ramsey.

DEFINICION 4.3. Un conjunto o C NI*l es Ramsey si existe Y € NI*! tal que Y™ C ¢

6 YI®Ing =0. Si la segunda opcién siempre ocurre, decimos que o es Ramsey nulo.

TEOREMA 4.4 (Galvin-Prikry). Todo abierto de N es Ramsey.

DEMOSTRACION. Dado o C NI*! abierto, existe una familia F C NI<* tal que X € o si
y solamente si X tiene un segmento inicial en F. Esto se debe a que cada abierto es unién
de abiertos bésicos disjuntos dos a dos. Usando el teorema (4.2) podemos encontrar Y tal
que F ['Y es vacio o contiene una barrera. En el primer caso, Y N o = ); en el segundo,
Y[*l C ¢. En conclusién, o es Ramsey.

O



CAPITULO 5

Conjuntos Débilmente Ramsey.

En este capitulo se concentra la esencia de nuestro trabajo. El poder palpar la misma, o
el sentido de ésta, es una situacién que, gracias a toda la tematica abordada y asimilada en
los capitulos anteriores, se torna abiertamente accesible.

Primero se expondran algunas nociones y algunos resultados, seguido a esto se intro-
ducira la nocion de la propiedad débilmente Ramsey y por tltimo, como un ejemplo con-
creto para el cual se verifica dicha propiedad, se hara la prueba para los abiertos del espacio
de sucesiones que sera definido en este capitulo. Tal y como hemos venido trabajando, se
tomaran en cuenta la mayor cantidad de detalles posibles con la finalidad de facilitar una

mejor comprension de lo que se esta manejando.

1. Nociones Previas.

Sea (X,||||) un espacio de Banach sobre el cuerpo K (K = R 6 K = C) con base
de Schauder (&,),. Cuando no exista confusion, escribiremos X para referirnos al espacio

(X, ]|). Supondremos siempre que ||€,|| = 1, para todo n € N.
Seaxe X, x=> " A&, para escalares Aj, Ag, Ag, . ..

Sabemos que todo espacio de Banach de dimensién infinita no necesariamente tiene base
de Schauder. Sin embargo, por el teorema (3.55), se tiene que todo espacio de Banach de
dimension infinita tiene una sucesion bésica.

Para nuestro propoésito, como trabajaremos con espacios de Banach arbitrarios de dimen-
sion infinita, simplemente restringiremos, de ser necesario, dichos espacios a sus correspon-

dientes subespacios para los cuales la sucesién bésica es una base de Schauder.

DEFINICION 5.1. Sea z =), \,&, € X. Definimos el soporte de x como
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supp(z) :=={n e N: \, # 0}

DEFINICION 5.2. Un vector x € X es un vector blogue si tiene soporte finito. Es decir,
x es de la forma x = A\, &, + -+ A\ 6n,,, donde ng <ng < ... <y ENY Ny A
son escalares no nulos.

Un vector bloque z € X lo llamaremos wvector bloqgue normalizado si ||x| = 1.

PROPOSICION 5.3. La combinacidn lineal finita no nula de vectores bloques es un vector

blogue.

DEMOSTRACION. Sean & = Ay, En, 4+ -+ A En VU = p, Ep, ++ -+ 4, &, dos vectores

bloques. La prueba para una cantidad mayor de vectores bloques es analoga.

Si supp(z) N supp(y) = () entonces, para escalares a, b , no todos nulos, se tiene que
ar +by = a(Ay,Eny + - F A En) F0(ap, Epy + -+, &) = g, Eny -+ aN, En, +
boy, &y, + -+ - 4 by, Ep,
(1) Sia# 0y b=0. Entonces, supp(ax + by) = supp(azx) = supp(x).
(2) Sia=0yb+#0. Entonces, supp(ax + by) = supp(by) = supp(y).
(3) Sia # 0y b # 0. Entonces, supp(ax+by) = supp(ax)Usupp(by) = supp(z)Usupp(y)
={ny,....,nntU{p1, ..., 0}

Supongamos supp(x)Nsupp(y) # 0. Las condiciones (1) y (2) se repiten. Sia # 0y b # 0,
entonces, supp(ax + by) C supp(ax) U supp(by) = supp(z) U supp(y).

En todos los casos, el soporte siempre sera finito. Por lo tanto la combinacién lineal no
nula de vectores bloques es un vector bloque.

O

COROLARIO 5.4. Si x es combinacion lineal de los vectores bloques x4, ..., x, entonces

supp(z) € Ui, supp(:)

Sabemos que todo subconjunto finito D de niimeros naturales posee un elemento méaximo

y un elemento minimo. Denotemos dichos elementos con max D, y min D respectivamente.
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Supongamos que x,y son dos vectores bloques. Escribiremos x < y si

max supp(x) < min supp(y)

Es decir, si ¢ = A\, &py + - + Ml YUY = &y + - + 0, &y, . Tenemos que
supp(x) = {n1,...,nm} y supp(y) = {p1,. .., pe}- Luego x <y <= ny < pr1.

DEFINICION 5.5. Sea XN = J] _yX. Es decir, el conjunto de todas las sucesiones de

elementos de X.

Decimos que (y,), € XN es una sucesion bdsica de blogues (con respecto a (€,), ) siy

solo si para todo n € N, y,, es un vector bloque y 4, < ypnt1-

Por otro lado, decimos que (y,), es una sucesion basica de bloques normalizados (con

respecto a (&,), ) si y s6lo si para todo n € N, g, es un vector bloque normalizado y

Yn < Yn+1-

EJEMPLO 5.6. Un ejemplo trivial de sucesion basica de bloques normalizados es la misma
(&En)n- En efecto, para todo n € N, supp(€,) = {n}, con coeficiente igual a 1, y para todo n,

se tiene que n = max supp(&,) < min supp(&E,11) =n+ 1.

OBSERVACION 5.7. Nétese que toda sucesién bésica de bloques es un conjunto de vec-
tores linealmente independiente, es decir, todo subconjunto finito de ésta es linealmente
independiente. La prueba de ello es muy sencilla. Sin pérdida de generalidad, tomemos dos
vectores bloques = A\, &y + -+ A En VY = 0, Epy + - + 0, Ep, tales que x < y (la
prueba para una cantidad mayor de vectores es andloga). Entonces ax+by = a(A\,, €y, +- - -+
A Enm) F0(ap, Epy + -+, &) = ANy, Eny + -+ a,, &, + by, Ep + -+ by, £y, =0

< a=b=0.

El ejemplo (5.6) hace que tenga sentido hablar del siguiente e importante conjunto:
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DEFINICION 5.8. Llamaremos By (X') al conjunto de todas las sucesiones basicas de blo-

ques normalizados (con respecto a la base de Schauder fijada (&,),) del espacio X.

Entre los elementos de By (X) también se encuentran las sucesiones bésicas de bloques

normalizados finitas.

Si el espacio X ha sido previamente fijado , cuando no exista confusion escribiremos By

en vez de By (X).

A partir de este momento, restringiremos nuestro estudio inicamente a B1(X), es decir,
cuando hablemos de sucesiones béasicas de bloques, estara implicito que nos refirimos sélo a

elementos de By (X).

Notacion
Utilizaremos letras maytusculas A, B, X,Y,Z, XY, Z ... para referirnos a sucesiones
basicas de bloques normalizados infinitas; y letras minusculas s,t,s,t,... para referirnos

a sucesiones basicas de bloques finitas.

Dada s, una sucesion basica de bloques finita, y A una sucesién basica de bloques infinita,
span(s) y span(A) denotan los espacios lineales generados por s y A respectivamente. Es
decir, los elementos de span(s) y span(A) se pueden expresar como combinaciones lineales

finitas de elementos de s y A respectivamente.

Dada una sucesién de bloques finita s, escribiremos |s| para referirnos al nimero de

elementos de s.

Dada una sucesién de nimeros reales A = (d,,),, escribiremos A > 0 para abreviar que
0, > 0 para todo n € N.

Letras mayusculas del alfabeto griego I',; A, ... representaran sucesiones de nimeros
reales. Y las minusculas 7,9, A, ... representaran los elementos de éstas o cualquier niimero

real.

Sean s, Y dos sucesiones cualesquiera. Supongamos que s es finita. La concatenacion de
s vy Y la denotaremos s7Y. Es decir, si s es de la forma s = (s1,89,...,5,) v Y es de la

forma Y = (y1,ys,...), entonces s7Y = (81,82, -, Sm, Y1, Y2, - - -)-
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Fijemos un espacio de Banach X.

DEFINICION 5.9. Para A y B sucesiones bésicas de bloques (finitas o infinitas) definimos:

A < B siy sélo si span(A) C span(B).

A<Bsiysélosi A By A+ B.

Notese que < es una relacion transitiva, y < es un orden parcial estricto. Esto es inmediato
por el hecho de que la relacién C es transitiva, y la relacién C es una relacion de orden parcial

estricta.

Notese ademés que si t y s son sucesiones bésicas de bloques finitas y t < s, entonces

1] < |s].

En efecto, si t < s = (x1,...,2x) = span(t) C span((xy,...,xx)). Quiere decir que la
base de span(t) es un conjunto de vectores linealmente independiente de span((xy, ..., zy)).
Por teorema (3.10) entonces [t| < k = |(x1,..., k)| = |s].

DEFINICION 5.10. Sean Z , Y sucesiones bésicas de bloques infinitas, sea s una sucesion
bésica de bloques finita.

Supongamos que Y = (y,), ¥ que s = (21, ..., 7). Definamos:

(1) Y <x* Z si y sélo si existe ng € N tal que (yn)n>n, < Z-

(2) Y\s = Y\(21,...,2k) := (Yn)n>m donde m es el menor entero positivo tal que
max supp(xy) < min supp(Ym)-

Nétese que si s es un segmento inicial de Y entonces Y'\s es exactamente la

diferencia de conjuntos clésica entre (y,), y (z1,...,xx).

(3) Diremos que s <Y cuando x < y1, es decir, méx supp(xy) < min supp(y;), (donde
Y = (yn)n = (1,92, --.)).

(4) Param e N, Y|m := (Y1, ..., Ym), Y\ := (Yn)n>m-

(5) [Z] :={X € By : X < Z}. Los elementos de [Z] son sucesiones bésicas de bloques
que pueden ser finitas o infinitas. Para s = (x1,...,x) escribiremos [xy,..., 2]

para denotar {t € By : t < (x1,...,2%)}
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(6) Definamos al subconjunto [s;Y] C By como:
[$;Y]:={X €By:ImeNtalque X|m=sy X\sx Y}

(7) [Y]N:={t < Y : tes finito } U {0}.

OBSERVACION 5.11. Una consecuencia inmediata de (5) es que [(£,),] = Bs.

PROPOSICION 5.12. [s;Y] = [s; Y\ 5]

DEMOSTRACION. (=) Sea Z € [s;Y] <= existe m € Ntal que Zlm =sy Z\s Y
<= span(Z\s) C span(Y’), como ningin elemento de span(s) pertence a span(Z\s),
esto debido a que s < Z\s y por el corolario (5.4) = span(Z\s) C span(Y\s) =
Z\s xY\s = Z € [s;Y\s].

(«<=) Esinmediato. Si X'\s < Y\ s, como Y'\s < Y y < es una relacion transitiva entonces
X\sxY.
U

OBSERVACION 5.13. Nétese que la definicién de [s; Y] es més general que [Y]. En efecto,
podemos ver a [Y] como [0;Y], considerando a () como una “sucesién bdsica de bloques

vacia.”

PROPOSICION 5.14. Supongamos que (E,),, tiene constante bdsica C. Entonces, para cada

(Yn)n € [(En)nl, se tiene que (y,)n es una sucesion bdsica con constante bdsica K < C.

DEMOSTRACION. Esta proposicién es una consecuencia del corolario (3.52). En efecto,
para cada n € N, se tiene que ||y,|| = 1, por lo que y, # 0, y ademads, y, es combinacién
lineal finita de elementos de (&,),.

Seax =3 " A\yn € m. Como y,, < yn+1 para todo n € N, podemos entonces
reescribir « como una serie de la forma z = >~ | 7x&, para el cual evidentemente se cumple

la condicién (i7) del corolario.
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Por otro lado, el valor de la constante basica C' depende de la base (&,),, mientras que la
constante basica K de (y,)n, considerando lo anterior, viene a depender de un subconjunto

de (&,)n. Por definicién de constante basica, se tiene que K < C.

O

DEFINICION 5.15. Sea A = (0,,), una sucesién de numeros reales positivos. Para Y =

(Yn)n ¥ Z = (2n)n sucesiones basicas de bloques infinitas definimos:

(1) d(Y;Z) < A siy sélo si para todo n € N, |y, — 2, || < 0,
(2) Si s y t son sucesiones bésicas de bloques finitas tales que |s| = [t|, definimos
d(s;t) < Alk = (61,...,6;r) de manera andloga. Es decir, si s = (s1,...,8;) ¥

t=(t1,...,tg). Paratodo n = 1,... k se tiene que,

d((s1,- -+, 8k); (t1,- - k) < Alk siy sblo si ||s, — t,|| < n

Cuando no exista confusién, escribiremos d(s;t) < A en vez de d(s;t) < Alk pues
podriamos ver a s = (s1,...,8x) vy at = (t1,...,t;) como s = (s1,...,8,0,0,...) y t =

(t1,...,1%,0,0,...) respectivamente.

La igualdad supp(Z) = supp(Y) la utilizaremos para expresar que para todo n € N,
supp(zn) = supp(y,). Utilizaremos la misma expresion para el caso sy t. Es decir, supp(s,) =

supp(t,) para todon =1,...k

A modo de recordatorio, a partir de la siguiente definicién, tal y como hemos venido
trabajando, cuando hablemos de vectores bloques, supondremos siempre que se tratan de
vectores bloques normalizados. Se reitera, sin que esto genere confusion, las expresiones

“vectores bloque” y “vectores bloque normalizados” significaran lo mismo.

” no se referira a un vector

Al mismo tiempo, dada Y € By, el simbolo “z € span(Y')
cualquiera en span(Y’), se asumird que es un vector bloque normalizado. Es decir € Sqpan(v),
donde S,pan(yy denota a la esfera unitaria del span(Y’). De manera andloga, esto se aplica

para el caso de una sucesién de bloques finita.
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2. Nocion de juego en subconjuntos de B;.

Lo siguiente es un conjunto de reglas (juego) que nos permite construir de manera al-

goritmica sucesiones de bloques normalizados.

DEFINICION 5.16. Dado Y € By y o C By, definimos el juego J,[Y] como sigue:
1) Hay dos jugadores, Iy II.
2) I siempre juega un vector bloque de span(Y).

3) II juega un vector bloque de span(Y'), o juega el vector 0.

)

)
4) El juego comienza con I, jugando un vector bloque azgl) € span(Y').
)
)

5) II responde jugando un vector bloque y; € spcm(xgl)) 6 0.

(
(
(
(
(
(

6) Si II juega un vector bloque, entonces el juego vuelve a comenzar con I jugando un

vector bloque cualquiera x§2) € span(Y).

(7) Si II juega 0, entonces I debe jugar un vector bloque xél) > xgl)

responderia jugando un vector bloque y, € span(xgl), :L’gl)) 6 0, y asi sucesivamente.

. Luego de ésto, II

(8) También es necesario que si ¥, ¥ Ym, con n < m, son vectores jugados por II,

entonces 4, < Ynm,.

De este modo, el juego J,[Y] luce asi:

I ‘ xgl) < L :v,(lll)_l < 335111); 3352) < < xfi)_l < :m%);
T \ 0 .. 0 w0 .- 0w
donde y; € span(xgl), . ,:c,%)), ys € span(x?), o ,:c%)), o
DEFINICION 5.17. Decimos que la sucesién x(ll), 0, x(21), 0,... ,ZL‘1(111), Y1, x?), 0,... ,x%), Y2, 0, ...

es una corrida del juego J,[Y].

A los segmentos iniciales finitos de una corrida los llamaremos corridas finitas.

DEFINICION 5.18. Decimos que II gana el juego J,[Y] si éste produce una sucesion
basica de bloques normalizados infinita (y,), que pertenece al conjunto o. (los ceros jugados
no se consideran, solamente los vectores bloques).

Si IT no produce una sucesién de bloques infinita, o si (y,), ¢ o decimos que I gana.
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3. Estrategias de juego. Estrategias ganadoras.

Antes de definir lo que es una estrategia para el juego J,[Y] dada una sucesién de bloques

Y v 0 C By, consideremos lo siguiente:

Sea A el conjunto de todos los vectores bloque normalizados del espacio X mas el vector
cero.

Sea A<N el conjunto de todas las sucesiones finitas de elementos de A.

Aclaratoria: Un elemento de A<YN es una sucesién finita de vectores bloque normalizados
cualesquiera de X. Sin embargo, no necesariamente es una sucesion basica de bloques, es
decir, que sus vectores no estan ordenados como los de las sucesiones basicas de bloques,

6 algunos de ellos son iguales a 0.

DEFINICION 5.19. Sea Y una sucesion bésica de bloques y o C Bj.

Supongamos que i, Tg, I3, ..., T, es una corrida finita jugada en el juego J,[Y]. Defi-
namos al subconjunto 7' C A<N como aquel que contiene a las sucesiones finitas de vectores

( que son extensién de x1, xo, x3,...,2, ) que se construyen de la siguiente forma:

(1) Para n par. Si z, # 0, I juega un vector bloque normalizado y € span(Y)

cualquiera. Si x,, = 0, I debe escojer un vector bloque y € span(Y') tal que z,,_1 < y.

(2) Para n impar. Tomemos, si existe, m = max{2k : xqx # 0}, en otro caso, tomemos

0. Entonces, podemos extender (z1, s, T3, . .., T,) con el vector 0 6 con algin vector

bloque y € span((zk)k>m)kimpar tal que y > xp,.

T es el conjunto de todas las posibles corridas finitas del juego J,[Y]. La manera de
contruir los elementos de éste determinan un orden parcial. Méas atn, T es un drbol, es decir,
es un conjunto parcialmente ordenado tal que para cada elemento, el conjunto de predecesores

estd bien ordenado.

Las ramas infinitas de 7" son las corridas completas del juego J,[Y].
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DEFINICION 5.20. Sea T,, € T el conjunto de las corridas finitas de tamano n. Una

estrategia para I en Y es una funcion

S: U Ty, — span(Y')

neN
tal que para todo n € N, y todo s € T5,, se tiene que s7S(s) € To,1.

Una estrategia para II, es una funcién

S: U Toni1 — span(Y) U {0}

neN
tal que para todon € N, y todo s € Ty, 41, se tiene que s~ S(s) € To,1a.

DEFINICION 5.21. Una estrategia S para II es no trivial si para algin r € Ty, existen
m=nyt €Ty, tal que S(t') # 0. Es decir, si II juega de acuerdo a S, entonces produce
siempre una sucesién de bloques infinita.

Una estrategia S para Il es una estrategia ganadora si 11, siempre que juegue de acuerdo
a S, gane el juego.

La definicion de estrategia ganadora para I es analoga.

DEFINICION 5.22. Sea S una estrategia para I en Y, decimos que una sucesién, de 0’s

o vectores bloques (qi,...,q,) es coherente con S si y sélo si (qq,...,¢,) es una sucesion
jugada por II en una corrida del juego en la cual I juega de acuerdo a S. Es decir, (g1, ..., qn)
aparece en los lugares impares de alguna sucesién (z1, ..., z,) € T tal que para todo k < m,
si k es impar, entonces xg11 = S(x1,...,Tk).
Una sucesién finita, solamente de vectores bloques (yi,...,y,), es coherente con S si
existen my,...,m, € N tal que (0,...,0,41,0,...,0,92,...,0,...,0,y,) es coherente con S.
—— —— ——
maiveces maveces mnveces

Una sucesién infinita de bloques (y,), es coherente con S si y sélo si para todo n € N,

(Y1, --.,Yn) es coherente.

Para una sucesién Z coherente con S, sea S*Z la sucesién de vectores jugados por |

siguiendo la estrategia S contra Z.
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Para una estrategia S para IT en Y y una sucesién finita, de vectores bloques (x1, ..., z,),
(no necesariamente una sucesién basica de bloques), la definicién de ser coherente es andloga,

reemplazando I por II, par por impar.

Un resultado importante, que sera usado mas adelante es el siguiente:

PROPOSICION 5.23. Supongamos que II tiene una estrategia ganadora para el juego J,[Y]

y Z K*Y. Entonces, II tiene una estrategia ganadora para el juego J,[Z].

DEMOSTRACION. Sea S una estrategia ganadora para II en el juego J,[Y].
Supongamos que Y = (y,)n ¥ Z = (20)n-
(Z x*Y <= existe ng € N tal que (2,)n>n, < Y)

Definamos la siguiente estrategia (llamémosla R) para II en el juego J,[Z] de la siguiente

manera:

Supongamos que I juega un vector bloque xgl) € span(Z|(ng—1)) = span((z1, ..., 2n-1)).

Si I juega 0, I debe jugar un vector bloque a:él) > xﬁ”.

IT se mantendra jugando 0 hasta que I es forzado a jugar algin vector x?) € span((zn)nzny) C

span(Y'\(Z|(ng —1))) C span(Y').

Después de esto, II continuara jugando de acuerdo a S. Evidentemente, R es una estrategia
ganadora para el juego J,[Z].

O

DEFINICION 5.24. Sea s una sucesién bdsica de bloques finita. El juego J5[Y] es el jugado

en Y\s, es decir J,[Y'\s], en el cual, si II produce Z, éste gana si s~ Z € o.

Retomemos ahora el estudio sobre el conjunto B;. Podemos considerar para éste dos

topologias naturales:

(1) La N-topologfa: Es la topologia heredada de XN, donde X tiene la topologia norma
y XN la topologia producto.
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(2) La D-topologfa: Es la topologia heredada de XN, donde X tiene la topologfa discreta

vy XN la topologfa producto. La base para esta topologia es la expuesta en (2.39)

PROPOSICION 5.25. By C XN es N-cerrado.

DEMOSTRACION. Sea (Y},), C Bj una sucesién de sucesiones bdsicas de bloques, con

Y, = (y")i>1 para todo n. Supongamos que existe Z = (z;);>1 tal que

n—mm~o
Y, — Z
n—-mao_o .
entonces y' — z; para todo i.

Debemos probar que Z es una sucesion bésica de bloques normalizados.

Veamos que ||z;|| = 1 para todo i € N.
En efecto, ||z = || lim, . y?||, por ser ||| continua se tiene que |[|lim, . y?|| =
lim, . [|¥7]| = lim, . 1 = 1. Luego, para todo i € N, z; es un vector normalizado.

Veamos que para todo k y [, con k < [, se cumple que z, < z, y como consecuencia, z;

tiene soporte finito para todo ¢ € N.

Dado n € N consideremos el funcional lineal, £ : X — K dado por 5;(2;’;1 X&) = A
Entonces, si n € supp(d_72) \;€;) se tiene que &:(3 77, \;&;) # 0. Por teorema (3.45),

sabemos que & es continuo.

Supongamos que existen k < [ tal que z, £ z;, es decir, existen n € supp(z) y m €

supp(zy) tal que n < m, es decir, £X(2z) # 0y & (z) # 0.
Sabemos que 7 "— 2y Y — Zp.
Como & y & son funcionales continuos, entonces
) = &) £0 v Elyh) = Enla) £ 0

entonces existe 1o y 71 tales que para todo r > 1o, Ei(y]) # 0, y para todo r > rq,

Emyr) #0.



3. ESTRATEGIAS DE JUEGO. ESTRATEGIAS GANADORAS. 61

Sea ry = max{ro,m1} = E:(y]) #0 y & (yp) # 0, para todo r > ry = n € supp(y;)
y m € y;' con n < m lo cual es una contradicciéon pues y;, < ;.

Por lo tanto, Z € B;.

La siguiente relacién jugara un papel clave en nuestros argumentos:

DEFINICION 5.26. Dado Y € By, sea P = P(Y) el conjunto de pares (s; A) donde
s, A € [Y], s finita y A infinita, tales que s < A.
La relacién esta dada por:
(s; A) < (t; B) siy sélo si se cumplen las siguientes condiciones:
(1) t es segmento inicial de s.
(2) A< B.
(3) s\t € [B].

DEFINICION 5.27. Un subconjunto D C P es denso si y solo si para todo (¢; B) € P
existe (s; A) € D tal que (s; A) < (¢; B).

Dada s una sucesién basica de bloques normalizados finita. Denotemos con Sgpan(s) 2 la

esfera unitaria del span(s).

DEFINICION 5.28. Dada s una sucesién bésica de bloques finita y 6 > 0, un conjunto
{y1,-- - yn} C Sspan(s) de vectores bloques es un J-cubrimiento de Sgpan(s) si y sélo si, para
todo vector bloque normalizado y € Sepan(s), existe 1 <@ < k tal que supp(y) = supp(y;) y
ly — will < 0.

PROPOSICION 5.29. Para toda sucesion finita de bloques s, vy todo & > 0, existe un

d-cubrimiento de Sgpan(s)-
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DEMOSTRACION. Sea § > 0. Supongamos que s = (x1,...,T,).

Dado x = aqx;;, + - -+ + @p%;, € Sgpan(s), consideremos los abiertos de la forma

k
. , 0
Bx:{z:z:ﬁjxij : ﬁj;«éO,j:1,...,k,jrriaxk|ﬁj—ozj|<E}
j=1

Noétese que si z € By, se tiene que supp(z) = supp(z).
Se tiene ademds que B = {B, : & € Syan(s)} €s un cubrimiento abierto de Sgpan(s). Es
‘Tesspan(s) BI

Como s es finito, entonces, la dimensién de span(s) es finita.

Sabemos que una caracterizaciéon de los espacios de dimension finita es que la esfera es

compacta, por lo que existe un subcubrimiento finito de B.

O lo mismo que, existen y1,...,¥m € Sgpan(s) tal que Sepan(s) € U;L By,.
Luego, para todo = € Sspan(s) existe y; tal que x € By,.

k k
Supongamos que x = Y . VT, ¥ Vi = Y 05T,

Luego,
b 5
|z —yill = | Z d5)zi, || < Z i = Gjllles, || < m méx |y — o5 = n- = 0.
Por lo tanto, {y1,...,¥m} es un é-cubrimiento de Sypan(s)-

DEFINICION 5.30. Sea A = (8,), > 0, y 0 C By. Definimos

oa = {(2n)n € B1 : d((Zn)n; (Yn)n) < A para algin (y,), € o}

OBSERVACION 5.31. Sea X € o entonces d(X; X) = (0,0,...) < A. Por lo tanto, 0 C oa.
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DEFINICION 5.32. Sea Y una sucesién bdsica de bloques. Un conjunto o C By es grande

en [Y] si para todo Z € [Y], se tiene que [Z] N o # 0.

Sea s una sucesion basica de bloques finita, y Y una sucesién basica de bloques infinita.
Decimos que 0 C By es grande en [s;Y] si y sélo si para todo Z € [Y], se tiene que

s; Z]No # 0.

Considerando la observacién (5.13), la definicién de grande en [s; Y] es mas general que
la definicién de grande en [Y]. Es decir, grande en [Y] es un caso particular de grande en

[s;Y], tomando a s = ().

4. Conjuntos débilmente Ramsey.

Finalmente podemos definir lo que es un conjunto débilmente Ramsey.

DEFINICION 5.33 (Débilmente Ramsey). Sea A > 0. Un conjunto o C By es A-débil-
mente Ramsey si y sélo si existe Y € By tal que [Y]No =0 & 1II tiene una estrategia

ganadora para el juego J, . [Y].

Decimos que o es débilmente Ramsey si y sélo si es A-débilmente Ramsey para todo
A > 0.
Nétese que sin pérdida de generalidad podemos suponer que A > 0 es decreciente y

A < 1.

OBSERVACION 5.34. Por definicién, decir que o es A-débilmete Ramsey es equivalente
a decir que si o es grande en By, entonces existe algin X tal que II tiene una estrategia

ganadora para el juego J, . [X].

TEOREMA 5.35. Supongamos que o C By es D-abierto, y sea X € By. Entonces, el juego

Jo[X] es determinado, es decir, I o II tienen una estrategia ganadora.
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DEMOSTRACION. Supongamos que II no tiene una estrategia ganadora. Entonces I juega
un vector bloque z; tal que no pierde el juego que comienza con x.

Supongamos que x1, Y1, Ta, - - -, Yn_1, Ty €8 una corrida finita que ha sido jugada en J,[X],
donde y1,...,y,—1 son los vectores jugados por II (alguno de ellos puede ser 0), tal que I
no pierde el juego que comienza con x1, 1, Ta, . .., Yn_1,L,. Ahora, supongamos que II juega
Yn. Entonces I puede escoger algin vector z,; tal que no pierde el juego que comienza con
T1, Y1, T2y oy Y1y Tiy Yny Tt - Esta es una estrategia ganadora para I.

En otro caso, al final de la corrida, II ha jugado alguna sucesion Z € o. Sea n tal que
(Z|n) C o, donde (Z|n) es el conjunto de todas las sucesiones bésicas de bloques normalizados
que comienzan con Z|n, el cual es un abierto basico en la D-topologia, ver (2.39), y sea
m > n el minimo tal que Z|n estd en y,...,¥y,. Entonces en el juego que comienza con
T1,Y1, T2y - -+ Ym, Tma1, 1 siempre pierde, lo que es una contradiccion.

O

PROPOSICION 5.36. Supongamos que o es D-abierto, y A > 0. Sea
T={X €By : exmisteY € o tal que supp(X) = supp(Y) y d(X;Y) < A}
entonces T es también D-abierto.

DEMOSTRACION. Sea X € 7, es decir, X € By tal que supp(X) = supp(Y) y d(X;Y) <
A para algin Y € o. Fijemos n tal que (s) C o, donde s = Y|n.

((s) es un abierto bésico en la D-topologia, ver (2.39) ).

Sea (t) C oa, donde t = X|n.

Sit < W entonces s < W, ya que supp(s) = supp(t). Luego, supp(t~W) = supp(s— W),
dit"™W;s~W) < Ay s~W € o. Esto implica que t~W € 7. Es decir, existe un abierto
béasico que contiene a X y estd contenido en 7, por el teorema (2.12), se tiene que 7 es

abierto.

O

PROPOSICION 5.37. Supongamos que ()i es una base de Schauder normalizada de X
con constante bdsica C, y sea (x1,...,x,) € [(Ep)r]™N. Stz = Nz + -+ Nz, es un vector

normalizado, entonces para todo 1 < i < n, se tiene que |\;| < 2C.
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DEMOSTRACION. Sea m = maxsupp(z,). Entonces (z1,...,2,) " (E)k>m € B1. Supong-
amos que ésta ultima tiene constante de la base K. Por proposicién (5.14), K < C. Por lo

tanto, por proposicién (3.50) queda demostrada la proposicién.

O

DEFINICION 5.38. Sean Y = (y,)n y Y = (Jn)n sucesiones de bloques, y sea Z = (z,), €
[Y]. Decimos que Z = (2,), € [Y] estd definido como Z € [Y] si y solo si,

m
para todon € N, si z, = Z AcYk, entonces z, =
k=1

Z )\kgka
k=1

> =

donde, A = || ZZ; Aelk]|-

PROPOSICION 5.39. Sea A = (8,), > 0. Entonces existe una sucesidn decreciente 0 <
A . . . .
I' < 5 la cual satisface lo siguiente:
Para todo Y, Y tal que d(Y;Y) KT, si Z €[Y], y Z € [Y] estd definida como Z € [Y],
entonces d(Z: Z) < A.

DEMOSTRACION. Para cada n > 1, definimos

~ min{dy,...,0,}
Tn = om+3() !

donde C' es la constante de la base de ().

Luego, I' = (7n)n < % y es decreciente.

Ahora, sea Y = (yp)n v sea Z = (z)n € [Y]. Supongamos que Y = (J,)n es tal que
dY;Y)< Ty Z= (%), € [Y] esta definido como Z € [V]. Fijemos j y supongamos que

2= AyYi, + o F N Y Y 2= 2 donde Z = \yYi, + -+ Ni, ¥i,,. Note que j < 1.

I1Z511”

Luego,
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y ademas

5. Conjuntos D-abiertos de B; y la propiedad débilmente Ramsey.

TEOREMA 5.40. Todo subconjunto D-abierto o de By es débilmente Ramsey.

127 = Zill = INavyin + -+ X Yire — Nir Wiy + -+ Xin Vi) |

“ “ min{(sl,...,@ }
< Z |)‘Zk|%k < 20 i +3(C) :
k=1 k=1
g Z Vi +2
k=1
<
2
- ~ ~ 05 ~ Z.
25 = Zill < Iz — 25l + Iz — %l < Ej + (|7 — = ‘
1%
d; %= 0 =~
- 5J+‘ ZnE —1>H ~ S B -
1%
07 ~
= Iz =1l
[ ——
<UL
< 05
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Antes de demostrar este teorema es necesario que consideremos algunas definiciones y

lemas previos.

Dada s una sucesion basica de bloques normalizados finita, denotemos con (s) al conjunto

de sucesiones basicas de bloques normalizados que comienzan con s.

DEFINICION 5.41. Sea o un subconjunto D-abierto de By. Definamos el conjunto I como

I={s:(s) Co}
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OBSERVACION 5.42. Como o es D-abierto, por observacion (2.39), entonces o = | J,,(s).

Podemos suponer que los elementos s de [ son de tamano minimo. En efecto, si s es

segmento inicial de algin s’ entonces (s') C (s).

LEMA 5.43. Sea o un subconjunto D-abierto de By, y sea A > 0. Entonces existe una
sucesion basica de bloques normalizados finita (que denotaremos s) tal que:
(a) d(5;s) < %, para algin s € 1.

Y
b) No ezistet <5 con d(t;u) < 2, para algin u € I.
2

DEMOSTRACION. Sea s € I. Se tiene que d(s;s) =0 < %, luego, se cumple (a).

Si satisface (b), tomemos 5§ = s y queda demostrado el lema.
En otro caso, supongamos que existe ¢t < s tal que d(t(V; u(V) < £ para algin v € I.

Supongamos nuevamente que existe ¢t < t0) tal que d(t?;u?) < £ paraalgtin u® € I.

Repitiendo este mismo proceso un numero finito y suficiente de veces podriamos toparnos
con lo siguiente:

Supongamos que llegamos hasta cierto t™ < ... < t1) < s tal que d(t™;u™) < % para

algtin u™ € I.
Estudiemos los siguientes casos:

Si no existe ™) < ¢" tal que d(t™V;u"t) < £ para algtin u™*V) € I, entonces se
satisface (b).

En caso contrario podemos repetir nuevamente el proceso anterior hasta encontrar un
tm) <0<t <t < s (m > n) tal que se cumpla la propiedad (b). Y tiene sentido
suponerlo pues s es finita por lo que el proceso se repetiria un nimero finito de veces. De
hecho, supongamos que llegamos hasta t(™), y supongamos ademds que éste tiene un solo
elemento. Es obvio que no existe ™) < ¢(™ tal que d(t™D;u(m*D) < 2 para algin
u™*+Y ¢ I, pues de lo contrario ™! = (0), pero 0 no es vector bloque normalizado.

A
2

Por lo tanto, es posible encontrar un s suficientemente pequeno tal que d(s; s) < 5 para

algin s € I y tal que no existe t < 5 tal que d(t;u) < % para algin u € I.
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Tiene sentido entonces definir el siguiente conjunto:

DEFINICION 5.44. Definamos I, como:

A
Iy ={5 :d(s,5) < - para algin s € I y no existe

A
t <5 con d(u,t) < - para algin u € I}

DEFINICION 5.45. Definamos o como:

o= (3.

s€ly

LEMA 5.46. Sea o un subconjunto D-abierto de By, supongamos que o es grande en By,

entonces oy es grande en By. Es decir, dado Z € By, entonces oo N [Z] # (.

DEMOSTRACION. Sea Z € B;.

Por hipétesis, o es grande en By = [Z] N0 # ) = existe Z € By tal que Z € [Z] y
Zeo= User(s) = 7 € (s) para algin s € I.

7 € (s) = Z es de la forma Z = s~ Z para algiin Z < Z tal que s < Z.
Sisely= Z € oy yaque Z comienza con s.

Supongamos que s ¢ [y = existe t < s tal que d(t;u) < % para algin u € I.

Sit ¢ I entonces existe t(V) < ¢ tal que d(tM;v) < 5 para algin v € I y asi suce-
sivamente. Obviamente este proceso tiene un tope por lo que se dijo anteriormente para
definir Iy. De no ser asi llegarfamos hasta un cierto t*) compuesto por un solo vector, y si

k1) tal que

suponemos nuevamente que (k) ¢ I tendremos que asumir que existe otro #(
cumple la propiedad anterior, pero el tinico que la satisface es el vector nulo, pero éste no es

un vector bloque normalizado. Por lo tanto, para algun j =1, ...,k se tiene que tY) € I,.

Llamemos w = ¢V,
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Sea Z = w™(Z\s), o lo mismo que Z = w™ (%)
Tiene sentido hablar de esta concatenaciéon pues w < (Z \s), ya que esto ultimo es una
consecuencia del corolario (5.4) y del hecho de que w <t < s. Luego, Z € (w), como w € I

entonces Z € (w) C Uses, (5) =00 = 00N [Z] # 0, para todo Z € B.

Por lo tanto, oy es grande en Bj.

LEMA 5.47. Sea o un subconjunto D-abierto de By. Sea A > 0 y sea I' > 0 tal que
I' < %. Entonces, (0¢)r C oa.

DEMOSTRACION. Sea Y € (o9)r, entonces d(Y;Y) < T’ < S para algtin Y € op.

SiY eo,= Uses, (3) entonces existe m € Ny 5 € I tal que Yim=75yd(s;s) <
algin s € 1.

S para
Sea Y = s~ (Y\5)

d(Y;Y) <

. Entonces, Y € (s) C U,es(s) = 0 y ademas dY;Y) < dY;Y) +
+5=A

|

Luego, Y € oa. Por lo tanto, (o¢)r C oa.

O

Dado A > 0, sea I' = (7)r > 0 definida como en la proposicion (5.39). Sea o un
subconjunto D-abierto de Bj.

DEFINICION 5.48. Supongamos que I' = (v1,72,73, - . .). Dado n > 0 sean:

P_:(’Yl V2 ﬁ)

0,0,...
n 27 27 ) 2 bl 9 )
Y1 V2 Tn
sz_ = ( 92 ’57"‘7?7771—1—17771—&-27--')
Definimos:

of ={X € B; : existe Y € gy tal que suppX = suppY y d(X,Y) < T/}
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o, ={X € By : existe Y € oy tal que suppX = suppY y d(X,Y) <T.}

OBSERVACION 5.49. Ambos conjuntos (o, y o;,) son distintos de vacio pues oq estd con-

tenido en ellos.

Noétese que si X e Y son tales que d(X,Y) < T, entonces d(X,Y) < T |y sisupp(X) =

supp(Y') entonces o,,_; C o, Col. Col.

Por otro lado, o, C op- ot C Ops -

LEMA 5.50. Sea o un subconjunto D-abierto de By, supongamos que o es grande en By
y supongamos ademds que II no tiene estrategia ganadora para el juego J, . [Y| para todo
Y € Bi. Entonces, existen dos sucesiones (p)n>1 € B, (Xn)n>0 C B; con las siguientes

propiedades:

Para todon > 0,

a) o, es grande en [Ty, T, ..., Tn; Xp)

Y
b) II no tiene estrategia ganadora para Jf;ilx")[Z], para todo Z € [X,).

DEMOSTRACION. La existencia de estas sucesiones se prueba por induccién.
1) Caso n=0:

Es inmediato, pues o, = 0.
Por lema (5.46), og es grande en By, es decir, para todo Y € By, [Y]Nog # 0, o lo
mismo que [; Y] N oy # 0.

Por hipdtesis, II no tiene estrategia ganadora para el juego J,, [Y], lo cual, es equivalente
. . . . @ .
a decir que II no tiene estrategia ganadora para el juego Jg [Y]. Por lema (5.47), se tiene que
(00)r C oa. Luego, IT no tiene estrategia ganadora para el juego J?, [Y], para todo Y € By,
%0

va que o4 C (09)r.

Fijemos un X € B;.
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Sea Xy = X.
2) Cason —n+1:
Hipdtesis inductiva: Para cierto n > 0

a) o, es grande en [xy, ..., T,; X,].
Es decir, para todo Z € [X,], [r1,...,2,;Z]Na, #0.
En particular, como X,, € [X,], [71,...,2.; X, No, # 0.

y

b) II no tiene estrategia ganadora para el juego Jﬁ?""’x")[Z], para todo Z € [X,,].

n

En particular, como X,, € [X,], Il no tiene estrategia ganadora para el juego

3Ex,)

0

Supongamos que no podemos continuar, ( denotaremos este hecho con la expresién n #—
n + 1), es decir, para todo x vector bloque tal que z,, < x, y para todo Y € By, existe
Z € [Y] tal que,
a) [z1,...,2n,2;Z] N0, =0 (es decir, 0,,; no es grande en [z, ...,2,,z;Y])
o
b) 1II tiene una estrategia ganadora para el juego J((:fm”z) [Z].
n+1

Una consecuencia inmediata que se deduce de ésta suposicién es la siguiente:
Como o, C o, ;, entonces,

T, T, ZlNo, =0
6
+ + . . (Z1,eeeyTn,2)
Como o,,, C 0,7, entonces, II tiene una estrategia ganadora para J ot [Z].

Dado k > 1, consideremos el siguiente subconjunto de P(X,,):

Dy ={(s,A) € P(X,,) : |s| > k y para todo = € span(s) con x > x,,

[z1,...,2n,2; AN o, =0 6 11 tiene una estrategia
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ganadora para el juego J @1,-..,2n,2) [A]}

SUB-LEMA 5.51. Dy, es un subconjunto denso de P(X,,).

Dado (s, A) € P(X,,) debemos probar que existe (¢, B) € Dy, tal que (¢, B) < (s, A). (De

ser cierta tal existencia, l6gicamente estamos probando que Dy, # ().)

Demostracion
Sea (s,A) € P(X,), s y A son sucesiones de bloques de X,,, s finita y A infinita, tales

que s < A.

Si |s| > k, y sipara todo & € S,pan(s) se tiene que x # x, entonces (s, A) € Dj. En efecto,
si (s, A) & Dy, por definicién de Dy, entonces existe > x,, tal que no se cumple la dicotomia

interna de Dy, pero tal existencia contradice nuestra hipétesis, por lo tanto (s, A) € Dy.
Tiene sentido entonces hablar de la existencia de vectores © € Sgpan(s) tal que > x,.
Por otro lado, si |s| < k, podemos extender s y restringir A de tal manera que |s| > k
Supongamos que s es de la forma s = (s1,...,8,) v A es de la forma A = (a3, a9, as, . . .).

Sea s’ = (s1,...,8m,a1,...,a,), donde p es un entero positivo suficientemente grande tal

que |s'| >k, y sea A" = (aps1,apyo, - - .).

Obviamente se tiene que s’ , A" € [X,], s < A", A’ < A, s es segmento inicial de s" y

ademds s'\s € [A]. Luego, (s', A") < (s, A).

Por proposicion (5.29) existe un 2 —cubrimiento de Span(s), €s decir, existe {y’l, oy C

Sspan(s) tal que para todo z € Sgpan(s), y €n particular para x > x,, existe 1 <7 < j tal que

'Yn+1

supp(x) = supp(y:) y ||z — vl <

Consideremos solamente al subconjunto {yi,...,y;} C {v},...,y.} de vectores bloque

que “cubren” alos ¥ € Sypan(s) tal que > z,,.

Por suponer n #— n + 1, podemos tomar A" = Ay = A; = --- = A; tal que

[‘Ilv s ’xnayiaAi] N 0-7:4_1 - @
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6

IT tiene una estrategia ganadora para el juego Jgillx"y’) [A;].
n+

=

Como o, C 0, sucede que

[xlw"axnayiaAi]mO—_ :@

n
o)

Como o, C o, sucede que II tiene una estrategia ganadora para el juego J S{"“’x”’y") [A].

Como X, = A'=Ay = - = Aj = A; < X,
Sabemos que si s’ < A" entonces, para todo B < A’ se tiene que s’ < B.

Por lo tanto, se tiene que (s', A4;) < (s', A") < (s, A).
Veamos que (s, A;) € Dy.

Sea x € span(s’) tal que x > x,,.
Supongamos que [1, ..., Ty, x; A;] N o, # 0, (debemos probar entonces que II tiene una

estrategia ganadora para el juego JS;EI"I) [4;]).

Esto implica que existe Z < A; tal que (21,...,2,,2)"Z € 0,,.

Por definicién de o, , existe (Z1,...,T,, )" Z € oy tal que

supp((x1, ..., xp,x)" Z) = supp((T1,...,Zn,2) " Z)

d((x1, ..., Tn, )" Z; (X1, ..., Tp,x) " Z) < T,

n

De esto se obtiene en particular que supp(z) = supp(T).

Como z v 7 estan en la “posicidon” n+ 1 de sus respectivas sucesiones v '~ es de la forma
p yiL,
Iy =, ...,%,0,0,...) entonces ||z —Z|| =0 (<= = =7 , por ser || || una norma).

Para este x € span(s’) existe 1 <1 < j tal que supp(x) = supp(y;) y ||z — yil| < 5=+

Luego, [lyi — | = llyi — | < *5*.
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_—
(1, .. T, yi) " Z €0y

Como A; X A; y 0, C o, entonces, [z1,. .., Ty, yi; Al Do, g # 0.

.

II tiene una estrategia ganadora para el juego J S;Hx"y) [A:]).

Como A; < A;, por proposicién (5.23).

_

IT tiene una estrategia ganadora para el juego JS""’I"’M)[AJ-]), y por lo tanto, para el

juego J(&ment) [A4;]).

o

Luego, (s',A;j) € Dy. B

Ahora definamos (g )x con gx € Dy como sigue:
a) q = (s1,41) € Dy.
b) Supongamos que gy = (s, Ax) ha sido definido. Sea qx11 = (Sg+1, Agr1) € Dy tal

que (spt1, Akr1) < (sklk, Ag).

Lo que garantiza la existencia de esta sucesion “decreciente” es el hecho de que los Dy

son densos.
Por como estéd definido Dy, sabemos que para todo k > 1, |sg| > k.

Por otro lado, si (sgy1, Ari1) < (sklk, Ax) = (ska1lk + 15 Aky1) < (si|k; Ax). En efecto,
como si|k es segmento inicial de sii1, al restringir spy1 a sgr1|k + 1 entonces si|k sigue
siendo segmento inicial de sg.1|k + 1. Se mantiene que Ay, < Ax y también es cierto que
(sk+1]k + D\ (sk|k) € [Ax] pues sgi1\sk|k € [Ax] y por lo tanto todos sus segmentos iniciales

también estdn, en particular (sp41|k + 1)\ (sk|k).

Sea

Y = USk‘k’

k>1

SUB-LEMA 5.52. Para todo x € span(Y') conx > x,, y todo Z XY, la siquiente dicotomia

es valida:
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(21, xn, 2 Z) N0, =0

n
]

11 tiene una estrategia ganadora para el jueqo J((:;""’x"’x) [Z]

Demostracion

Supongamos que Y = (y;);.
Fijemos z € span(Y') = span((y;)i), v >z, y Z X Y.

Sea k el menor entero tal que x € span(si|k), donde si|k es de la forma si|k = (y1, ..., yx).

Si x € span(sglk), entonces x es combinacién lineal de elementos de si|k, es decir,
T =a1y; + -+ apyg, CON aq,...,a, escalares.

Como k es el menor entero tal que x € span(si|k), entonces, ay # 0. Como y; < - -+ < Yy,
por corolario (5.4) entonces max supp(r) = méax Uf supp(y;) = max supp(yx).

Por lo tanto, las sucesiones Y\ (sg|k) v Y'\(z) son equivalentes.

Y\ (sklk) = (4i)izm = Y\ (2)
donde m es el menor entero tal que max supp(x) < min supp(y,,) o lo mismo que ( max supp(yx) <

min supp(ym))-
Se probé que si (sp41; Apy1) < (sklk; Ag) entonces, (spp1lk +1; Agyr) < (si; Ag).

Inductivamente se obtiene, por la definicion de la sucesién de ¢, € Dy que

c < (snlns An) <o < (Skpk + 15 Apa) < (silks Ag)

= para todo n > k, se tiene que (s,|n; A,) < (splk; Ax) = (sn|n)\(sk|k) € [Ax], es
decir, (salm)\(s]k) < A
= (U,sr(snln)\(sklk) = Y\(sk|k) < A 0 lo mismo que Y'\(z) < Ag.

Por otro lado, recordemos que (sy; Ag) € Dy. Por definicién de Dy, se tiene que,
II tiene una estrategia ganadora para el juego Jffjx”x) [A].

6
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[T1,.. . xp, 2 Al No, =10

Si IT tiene una estrategia ganadora para el juego Jgﬁl"“’“’x) [Ax], como Z XY y V\(z) %
Ay (es decir, Y 5* Ay).
= 7 x* A, o lo mismo que Z\(z) < Ay, entonces, por proposicién (5.23)), II tiene una

estrategia ganadora para el juego Jg}lx”x) [Z].

En otro caso, [z1, ..., %, x; A] Do, = 0.
Por proposicion (5.12), [z1,...,Tp, 2, Z] = [x1,..., 20, 2; Z\(x)]. Como Z\(x) < A,
0. m

entonces [1,...,2,,2; 2] C [x1,..., 25, x; Ag], por lo tanto [zq,...,2,,2;Z] N0, =

Sabemos que Y < X,.
Sea Z <Y, por hipdtesis inductiva se tiene que [x1,...,x,; Z] N, # 0.

Es decir, existe (z1,...,2,)"Z" € By, con Z' £ Z tal que

(X1, yxn) 2 €y, s Z) y (21, m0) "2 €0,

/
n

/

Supongamos que Z' = (z wns

)n, entonces (z1,...,2,) " 2 es de la forma (z1,...,2,) " (z
el cual podemos reescribirlo como (x1, ..., ., 21) " Z'\(z]), y ademds, por definicién, ndtese
que (z1,...,%,,21) " 2Z'\(2]) € [x1,..., 20, 21; Z\(21)], ya que Z'\(2]) < Z\(z]), o lo mismo
que, (z1,...,20,20)"2'\(2}) € [x1,. .., 20, 21; Z].

=

[T1,...,xn, 215 Z] N, # 0.

Lo anterior podemos resumirlo en lo siguiente: Para todo Z < Y existe x € span(Z), con

x> x, tal que [z1, ..., 2., 2, Z) No, # 0.

Por la dicotomia (5.52) para Y, se tiene que para todo Z < Y existe z € span(Z), con
x> 7, tal que II tiene una estrategia ganadora para el juego J@%m® [Z].

of

Notese que I no puede tener una estrategia ganadora para el juego J gl_lm")[Y]

En efecto, fijemos una estrategia S para I.
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Sea Z = S*(0,0,...) € [Y] la sucesién de vectores bloque jugados por I siguiendo

la estrategia S contra (0,0,...) v sea x € span(Z) tal que II tiene una estrategia para

Entonces, si II juega 0 hasta que éste pueda jugar x, y mas tarde juega de acuerdo a R,

entonces éste produce una sucesion (z1,...,x,,x)"W € a.

(214eeesn)

o

J[Y\x,], donde 7 = {X : (z1,...,2,)" X € 0;'}, el cual también es D-abierto.

Por proposicién (5.36), o7 es D-abierto. Y el juego J [Y] es andlogo al juego

n

Luego, por el teorema (5.35), II tiene una estrategia ganadora para el juego JE‘T""@")[Y].

Pero este resultado contradice la hipétesis inductiva.

Por lo tanto, si existen las sucesiones ()., (X,), con las propiedades que se expusieron.

O

Demostracién del Teorema (5.40):

Fijemos A > 0. Debemos probar que existe Y € B; tal que [Y] N o = 0 o II tiene una

estrategia ganadora para el juego J,,[Y].

Supongamos lo contrario, supongamos que o es grande en By, es decir, paratodo Y € By,
entonces [Y]No # (), y supongamos ademés que I no tiene estrategia ganadora para el juego

J,.[Y] para todo Y € Bj.

Por lema (5.50), existen (xy)r € B1 y (Xi)r € By que satisfacen las propiedades (a) y

(b) del mismo.
Probaremos que [(zx)x] No = (. Esto nos debe llevar a una contradiccion.
Supongamos lo contrario, supongamos que [(zx)x] N o # 0.

Entonces existe Y € By tal que Y € [(zx)r] v Y € 0 = U,;(s). Luego Y es de la
formaY =s"Z paraalgin se I y s < Z.

Como Y € [(zy)x] cada elemento de Y es combinacién lineal finita de elementos de (x)y,
por lo tanto cada elemento de s es combinacién lineal finita de elementos de (xy)x, luego,
existe n suficientemente grande donde s es una sucesion béasica de bloques finita del espacio

generado por xy,...,x,, es decir, s € [z1,...,T,].
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Por propiedad a) o, es grande en [z1,...,x,; X,], es decir, para todo X € [X,,],

[21,...,x; XMoo, #£0

En particular, X,, € [X,], por lo tanto,
(21,2 X No, #0

Ello implica que existe (z1,...,2,)"Z € [T1,...,2,; Xp], con Z € [X,] y (21,...,2,) <
Z, tal que (zy,...,2,)"Z € 0,

Por definicién de o, , existe (Z1,...,%,)"Z € 0y tal que

supp((z1,...,2n)"Z) = supp((z1,...,T,)" 2)

d((z1, ..., x0) " Z; (T1,. .., @n) " Z) < T,

Como 0¢ = Uy, (3), entonces existe t € Iy y k > 0 tal que
t= (.%/1,...,%”,21,...,?]{)
donde t es segmento inicial de (z1,...,Z,)" Z.

Si esto no fuera cierto, entonces II tendria una estrategia ganadora para el juego J&-%n) (X,

g0

y por lo tanto para el juego J(xl’""m")[Xn].

o

La razon es la siguiente, para que II tenga estrategia ganadora para el juego J gf)li") [X,]
se debe poder construir una sucesién bésica de bloques W < X, \(Z1,...,7,) tal que
(Z1,...,Z,)" W € 0¢. Para que esto ultimo sea cierto debe existir s € I tal que (z1,...,7,)" W €
(5). Ahora bien, si 5 es segmento inicial de (Zi,...,Z,) se tiene que toda sucesién que
comience con s, en particular, (z1,...,Z,)” W, pertenece a (35) y por lo tanto pertenece a

00 = Uses, (3)- Si (71, ..., 7,) es segmento inicial de 5, entonces (71, . .., Z,)~ W no necesari-

amente pertenece a (5). Por lo tanto, es necesario que s sea segmento inicial de (Z1,...,Z,).
Por lo tanto ¢ es de la forma

t=(F1y e Ty Zrsee s 5
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Sea § € [Z1,...,%,] definido como s € [z1,...,z,]. Por proposicién (5.39) d(5;s) < %,

pero esto contradice la < — minimalidad de t.
Luego, [(xx)r] No = 0.
Pero esto contradice nuestra suposicion inicial de que o es grande en Bj.

Por lo tanto, o es Débilmente Ramsey.
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