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Introduccién

Uno de los procesos vitales de la industria petrolera es la exploracion, pues de él depende
el hallazgo de hidrocarburos (gaseosos y no gaseosos) en el subsuelo. La Exploracién, es
el primer eslabén de la cadena, lo que lo convierte en la base fundamental de la industria
petrolera. Desde sus inicios hasta la actualidad se han ido desarrollando nuevas y complejas
tecnologias. Sin embargo este avance, que ha permitido reducir algunos factores de riesgo,
no ha logrado hallar un método que permita de manera indirecta definir la presencia de
hidrocarburos. Es por ello que para comprobar la existencia de hidrocarburos se debe recurrir
a la perforaciéon de pozos exploratorios. Los métodos empleados son muy variados: desde
el estudio geolégico de las formaciones rocosas que estan aflorando en superficie hasta la
observacion indirecta, a través de diversos instrumentos y técnicas de exploracion.

La mayoria de estas técnicas se basan en el estudio de la propagacién de ondas sismicas,
pues a través de este es posible conocer las caracteristicas que presenta el subsuelo. Esto se
lleva a cabo, empleando distintos métodos de prospeccién, basados en la propagacién de on-
das acusticas, elasticas y electromagnéticas, de esta manera, se pueden inferir las propiedades
del interior de la tierra. Para ello, se construyen modelos que describen las propiedades in-
trinsecas de los materiales por las cuales esta conformado el subsuelo, se simulan los datos
sismicos y se comparan con las observaciones.

Una de las técnicas que se basan en el estudio de propagacién de ondas sismicas es llamada
por sus siglas en inglés. AVO(Amplitude Variation with Offset)! en el cual se asume que la
amplitud de reflexién es funcién del angulo de incidencia, Ry y puede ser aproximada usando

la ecuacién de Zoeppritz, también llamada el modo inverso 2de la ecuacién de Zoeppritz.

Imétodo de deteccién indirecta de hidrocarburos en el cual se compara la variacién de las amplitudes de

las respuestas sismicas en funcién de la distancia fuente-receptor.

2E] problema inverso consiste en usar el resultado real de algunas de las medidas para inferir los valores

de los pardmetros que caracterizan el sistema.



INTRODUCCION 2

Este fendmeno presenta interés exploratorio cuando consideramos que la relacion :}’—; cam-
bia en funcion del tipo de fluido presente en un yacimiento. Los cambios en los valores de
amplitud en funcién de la distancia entre fuente y receptor, observados en los registros
sismicos de reflexién, deben entonces servir como indicador de fluido (agua, gas, petréleo)
presentes en el yacimiento bajo estudio.

En el caso de este trabajo nos enfocamos en el problema de reflexion y transmision de
ondas producidas en dos medios elasticos e isotropicos con diferentes parametros elasticos
usando la técnica de AVO sin necesidad de una aproximacion de la ecuacién de Zoeppritz; es
decir, nosotros mostraremos la sorprendente forma de invertir la ecuacién usando para ello
un polinomio de 5to grado y como este polinomio podria convertirse en una inversion exacta
que ofrezca un procedimiento alternativo para conocer las propiedades del subsuelo.

Para la obtencion del polinomio de 5to grado, fue necesario manipular a través de un

conjunto de operaciones algebraicas complicadas la expresion:

_ A-B
R= A+B
Donde A y B contienen los dngulos y demds parametros de la roca para transformarla

en el polinomio:
P(y1) = Asy} + Ayt + Asy? + Agy? + Aiyn + Ao =0,
los A; contienen los parametros de la roca y representan los coeficientes del polinomio. La

variable desconocida y; viene dada por la razén:

= Us2
N = vp1

vs2 Tepresenta la velocidad de la onda transversal en el medio 2 y v, representa la velocidad
de la onda compresional en el medio 1. (Paul M. Krail, the Leading Edge,October 2004,986-
988.)[1]



CAP{TULO 1

Conceptos preliminares

1. Bases Tedricas

Las ecuaciones en derivadas parciales son de gran interés a causa de su conexiéon con
fenémenos del mundo fisico, estas deben interpretarse en el sentido de la descripcion de los
fenémenos de la naturaleza en términos matematicos, es decir las ecuaciones en derivadas
parciales se obtienen por aplicacion de principios béasicos del anélisis matematico y del anéli-
sis en forma detallada de una situacién fisica concreta. Entre las ecuaciones en derivadas
parciales o también llamadas ecuaciones de la fisica matematica vamos a hacer énfasis en las

ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden y lineales.

1.1. Clasificacion de las EDP de segundo orden.

DEFINICION 1.1. Sea la expresién general de una Ecuacién Diferencial Parcial Lineal
de Segundo Orden en dos variables, definida en un dominio €2 del plano en coordenadas

cartesianas.|[2]

a(z,y) g + 2b(2,y) 5oy + (2. y) 5 + d(2,y) 52
+e(,y)Gu + f(x, y)u+ g(a,y) =0

donde los coeficientes a, b, ¢ : {2 — R son funciones de dos variables y continuas que no

(1.1)

se anulan simultaneamente en ) y d, e, f son también funciones de dos variables y continuas.
diremos que 1.1 es en €
(1) Hiperbdlica si y solo si b* — ac > 0
(2) Parabdlica en si y solo si b? — ac =0

(3) Eliptica en si y solo si b —ac < 0

Veremos en lo que sigue que siempre es posible reducir los coeficientes de las derivadas
de segundo orden de la ecuacion 1.1 a constantes muy simples mediante un cambio de

coordenadas definidas por un sistema de ecuaciones de la forma:
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§= 5(33,@/)

(1.2)
n=mn(x,y) con % # 0, para todo(z,y) € §2

Pues, usando la regla de la cadena y cambiando la notacién se obtiene que las derivadas

parciales respecto de x y y, estan dadas por las expresiones:

Uy = Ugs + Uy

Uy = ugy + uyny

(1.3) Uy = Uge&F + 2uen€ane + Upyy + Ueban + UnNra

Uy = Uge€ay + Uen(Eatly + EyNa) + UnyTla Ny + Uy + UMy
( Uyy = Uggfj + 2ugy&yny + unnnz T uglyy + Uy

Que al reemplazar en la ecuacion 1.1 se obtiene la siguiente expresién en las coordenadas

(& n):

(1.4) Auge + 2Bugy, + Cuyy + Dug + Euy + Fu+ G =0

donde los coeficientes estan dados por:

(A= ag? +2bg,6, + CE2
B = a&une + b(&any + Eyne) + &y
C = anl + bnany, + cn;

(1.5) D = alyy + by + c€yy + dE, + EE,
E = aNgz + bna:y + Ny + dnw + E77y

F=f

(| G=y¢

Luego con un calculo simple se verifica la siguiente identidad:

(&) } ?
Nz, y)

La identidad anterior, demuestra que el signo de la expresién b> — ac es invariante bajo

B — AC = (5 — ac)(any — Eyma)? = (B — ac) [

cambio de coordenadas pues:
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2
Signo(B* — AC') =Signo(b* — ac) si y solo si [ggfcz))] 70

Ahora bien la ecuacion 1.4 la podemos transformar en el tipo candénico mas simple que

es propio para cada tipo de la ecuacién como lo indica la definicion 1.1, es decir.

(1) Si la ecuacién 1.4 es de tipo hiperbdlico (A > 0), entonces ésta se transforma en la

forma:
Pu _ Pu _
962 — o2 —
0%u
00y 0

(2) Si la ecuacién 1.4 es de tipo parabdlico (A = 0), entonces ésta se transforma en la

forma:
82
[ ] 8—7;2]' = O
0%u
® oz =0

(3) Si la ecuacién 1.4 es de tipo eliptico (A < 0), entonces ésta se transforma en la
forma:

82%u 0%u __
® 5e t 52 =0

1.2. Condiciones de contorno o frontera. Condiciones iniciales. Dada una EDP

de la forma:

(1.6) F(z,D%) =0

Donde F es una funcién que depende de = = (xq, 1, ...., Zp—1), (n > 1) y de un nimero

finito de derivadas D®u [3]

DEFINICION 1.2 (Dominios. Fronteras). En general cuando consideramos la EDP 1.6, la
funcién incégnita u = u(x) se supone definida sobre un conjunto dado € de R". Supondremos

siempre que {2 satisface las dos condiciones siguientes:

(1) © es un conjunto abierto, es decir, para todo punto a € ) existe un radio r > 0 tal
que todo punto x € R™ cuya distancia a a es inferior a r pertenece a Q. (d(x,a) <
r) e (L.

(2) Q es conexo, es decir, no es posible encontrar dos conjuntos abiertos no vacios 2y o,

talesque QN =0y QUQ, =0
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En tal caso diremos que 2 es un dominio de R". La frontera S(€2) es el conjunto formado
por los puntos a € R" tales que para todo radio r > 0, existen puntos z, tanto en x € ()
como fuera(x ¢ €, tales que d(z,a) < r. Obviamente la propiedad 1 significa que no tiene
puntos en comun con su frontera S(2). En cuanto a la propiedad 2, podemos interpretarla

como la prohibicion de que €2 pueda dividirse en dos sectores separados. El conjunto union

Q =QUS(Q), se denomina el cierre de €.

DEFINICION 1.3 (Condiciones de contorno o de fronteras). Dada la EDP 1.6 sobre un
dominio 2 C R™. Normalmente se pide encontrar una funcién v = u(x) que satisface la EDP

en todo punto de €2, ademas tal funcién debe satisfacer una serie de condiciones:
(1.7) filr,D%%) =0, x € S;, i =1,2,....,m,

donde los simbolos S; denotan partes de la frontera S(€2) y las f; son funciones dependientes
de las variables x;, y de un numero finito de derivadas D*u con |a| > 0. Condiciones de esta

clase se denominan condiciones de contorno

Algunas de las condiciones de contorno mas simples sobre una superficie S € S(f2) son:

(1) Condicién de Dirichlet

(1.8) uls =g

(2) Condicién de Neumann

ou
on'"
ou

Siendo 2n = nVu = nju, + nauy, donde n es el campo de vectores normales a la

(1.9) g

superficie S

(3) Condicién mixta

(1.10) (au + b%) ls=9g

aqui a,b denotan funciones dadas.

DEFINICION 1.4 (Condiciones iniciales). Otro tipo de condiciones que se suelen exigir a
las soluciones de una EDP son las denominadas condiciones iniciales respecto de una de las
variables independientes que denotaremos ¢. Normalmente son un conjunto de condiciones

de la forma:
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uli—t, = fo
ou _
(1.11) ailto =i

—1
L %h—to :f'r—l

donde r > 0 y las funciones f; dependen del resto de variables independientes. En gen-
eral, las condiciones iniciales no son condiciones de contorno ya que también se consideran
situaciones en las que el conjunto determinado por la ecuacion t = t; puede estar en el

interior de 2.

1.3. Existencia local de soluciones de EDP. Dada una EDP 1.6 sobre un dominio
2 C R", la primera cuestién natural a considerar es la existencia de soluciones u = u(x). Al
igual que con las ecuaciones diferenciales ordinarias debemos intuir que los resultados gen-
erales que podemos esperar han de ser locales. Es decir, resultados asegurando la existencia
de soluciones en algin abierto alrededor de cada punto de 2.

Un aspecto importante a considerar es el tipo de soluciones que buscamos. Es decir, las
propiedades que exigimos a u = u(x). Nuestra decision en este aspecto esta condicionada por
las propiedades de la propia funciéon F' = F(x, D*u) que define la EDP. En este sentido vamos
a concentrarnos ahora en una clase de problemas en que es posible deducir un importante
resultado sobre la existencia de soluciones analiticas. En este punto es importante comentar

la nocion de funcion analitica.

DEFINICION 1.5 (Funciones Analiticas). El espacio A(Q2) de funciones analiticas en
un abierto €2 esta formado por las funciones f = f(z) tales que para todo punto a € (2 existe
un radio » > 0 y un desarrollo en serie multiple de potencias de f.

(1.12) f@) =" calz =), (z — a)* = (z0 — ag)*(x1 — @)™ ....(xn — ay)*" ",
la|>0

convergente en la bola |z — a| < 7.

Las propiedades de las funciones analiticas que mas nos interesan ahora son:

(1) Toda funcién analitica en 2 es también una funcién diferenciable en 2. Ademés

sus desarrollos en serie de potencias alrededor de cualquier a € €2 coincide con sus
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desarrollos de Taylor. Es decir
1
(113) fr) = 3 cale —a)f, ca= D" f(a)
lor| >0
(2) Si f,g € A(Q2) entonces las funciones

o \f(z) + pg(x)
o f(2).9(x)
o 12 (4(a) £ 0)

también pertenecen a A(Q) V A\, u€C

(3) La composicién de dos funciones analiticas es también una funcién analitica.

Pasemos a introducir la nocién de EDP en forma normal o de Kovalevskaya.

DEFINICION 1.6. Sea la EDP 1.6 con variables independientes = (zq = ¢,x), x =
(1, T2, .o, Tp_1). Decimos que la EDP posee forma normal (o de Kovalevskaya) de orden
r > 0 respecto de la variable ¢ si puede escribirse como:

J"u

(1.14) o

= G(z, D), r >0,

siendo GG’ una funcién que depende polinomicamente de un numero finito de derivadas:

dlely
1.15 D%y = a1
(1.15) " 0xg°....0x, "'

n—1
pero debe ser independiente de las siguientes
J"u

1.1
(1.16) atr

; D%, con|al > r.

Es decir, para analizar si una EDP posee la forma normal respecto de una de sus variables
independientes ¢, lo primero que hay que hacer es despejar la derivada respecto de t de orden
mas alto y después comprobar que en el segundo miembro no aparezcan derivadas de orden

estrictamente superior.

DEFINICION 1.7. Dada una EDP normal de orden r respecto de una variable ¢.

(1.17) 88; = G(z,D%), x € Q,

definida sobre un dominio 2 = I x A, siendo I un intervalo abierto de R y A un abierto

de R™!, un problema de Cauchy con valores iniciales consiste en determinar una solucién
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u = u(z) de (1.17) que satisfaga las r condiciones iniciales.

(

u(to, x) = fo(x),

(1.18) B (109 = /109

O 8ty X) = fro1(x), X €A

\

donde ty € I 'y f; = fi(x) son una serie de funciones dadas, que reciben el nombre de valores

iniciales del problema.

TEOREMA 1.8 (Cauchy-Kovaleskaya). sea un problema normal de Cauchy con valores
iniciales (1.17)-(1.18) para una EDP normal y o = (to,Xo) €  un punto de su dominio tal
que:

(1) Condicion de analiticidad de la EDP.
Como funcion de x la funcion G(xz, D*u) del segundo miembro de (1.17) es analitica
en .
(2) Condicion de analiticidad de los valores iniciales.
Los walores iniciales fi(x), con (i = 0,...,r — 1) son funciones analiticas en Xg.
Entonces eziste una funcion u = u(x) definida sobre un abierto Qg C € que contiene
a xg tal que:
e la funcion u = u(x) satisface la EDP en € y las condiciones iniciales en todo
punto (to,x) € Q.
e La funcion u = u(x) es la unica funcion analitica en Sy que satisface tales

propiedades.

El teorema anterior garantiza la existencia y unicidad locales de una solucién analitica
de un problema de Cauchy con datos iniciales, siempre que se verifique que la EDP es
normal y que tanto la EDP como los datos iniciales dependan analiticamente de las variables

independientes.

1.4. Unicidad de soluciones. En la seccién anterior hemos construido soluciones en el
marco de problemas de cauchy con datos y coeficientes analiticos y siempre que la superficie
donde se dan los datos sea analitica y no caracteristica. Sin embargo, el resultado de unicidad

que el teorema (1.8) proporciona no siempre es de aplicacion.
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Conviene entonces desarrollar herramientas adicionales que permitan abordar el problema
de la unicidad de manera mas sisteméatica. Una de estas herramientas esta dado por el

siguiente teorema:

TEOREMA 1.9 (Teorema de Holgrem). En el marco del Teorema (1.8), es decir, para
ecuaciones con coeficientes y datos analiticos sobre una superficie analitica y no caracteristica
la solucion proporcionada por el teorema (1.8) es la tinica no sélo en la clase de funciones

analiticas sino que es unica en toda la clase de funciones localmente integrables.

El teorema de Holmgrem es valido en el contexto del teorema (1.8) siendo un corolario

de este ltimo .

1.5. Solucién de D’Alembert. Veamos el siguiente ejercicio interesante.

Encontrar la solucion de la ecuacién de onda unidimensional:

0*u 0%*u
1.1 i

donde k > 0 es una constante, tal que satisface las condiciones iniciales de Cauchy:

(1.20) )
9u (2. 0) = g(z), con f,g € C!

Solucién: Si el coeficiente k es distinto de uno,(k # 1) en la ecuacién de onda, entonces
dicha ecuacién no esta escrita en su forma candnica, por otro lado, tenemos que el discrim-
inante A(z,y) = b* —ac = 0> — k*(—=1) = k* > 0 y en consecuencia la ecuacién de onda es
de tipo hiperbdlica.

Sean las ecuaciones diferenciales ordinarias:

9y _ b+vb2—ac _ 1
dy _ b—vb%2—ac _ 1
or a -k

Entonces las respectivas soluciones generales son:

1E] teorema de Holmgrem es mas general pues garantiza la unicidad de las soluciones generalizadas en

el sentido de las caracteristicas
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r—ky=c
(1.22) oA
T+ ky = ca,

Donde ¢y, ¢co son constantes arbitrarias.

Luego existe el cambio de coordenadas:

=x—k
(1.23) : Y
n=x+ky,
Donde la ecuacién de ondas es de forma hiperbdlica. Ahora bien, usando el cambio de

coordenadas (1.3) y usando las ecuaciones (1.4 y 1.5) convenientemente se obtiene la forma

canonica hiperbélica:

0% _
ocon

Toda funcién que depende sélo de una de las variables es anulada por la derivada mixta

(1.24) 0

quien se supone de clase C2. Entonces:

(1.25) u= (&) +¢(n),

con ¢, € C? funciones arbitrarias, son soluciones de la forma hiperbélica. en consecuen-

cia, regresando a las variables originales por el cambio de coordenadas, tenemos:

(1.26) u(w,y) = ¢(x — ky) +Y(z + ky)

son soluciones arbitrarias de la ecuacion de onda.
Busquemos ahora las funciones ¢, tales que las soluciones satisfacen las condiciones
iniciales de Cauchy, es decir, las soluciones satisfacen las condiciones 1.20, entonces tomando

y = 0 en 1.26 se tiene que ¢, 1, satisfacen el sistema:

fx) = o(x) + ¢(x)

(1.27) , ,
g9(x) = —ko(x) + ke (x)
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Derivando la primera ecuacion del sistema anterior respecto de x se tiene que las derivadas

de ¢, 1), satisfacen el sistema:

d(a) + d(z) = f(x)
—kg(x) + kip(x) = g(x)

Despejando del sistema las derivadas de ¢, v, tenemos:

(1.28)

() — E@—g)
o) = =5
() = E@+o)
h(x) = =25

(1.29)

Integrando respecto de x se tienen las identidades:

d(x) = L — L (% g(¢) de
Yla) =1 4 L [ g(e) de

Reemplazando ©+ — = — ky y * — x + ky en la primera y segunda identidad respecti-

(1.30)

vamente se obtiene:

d(x — ky) = L&k L7 g6y ge
(a4 ky) = LR e ey ge

Finalmente, sumando las dos identidades anteriores encontramos la solucion llamada de

(1.31)

D’Alambert del problema de la Ecuacion de Onda con condiciones iniciales de Cauchy.

(132) ) = 58+ k) + Sl ko)) + o [ gle) de

z—ky

N —
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2. Fundamentos basicos de propagacién de ondas

Los medios en los cuales se propagan perturbaciones que implican movimiento de particu-
las pueden clasificarse de forma muy general en dos grandes tipos: Los medios acusticos
(liquidos) y los medios eldsticos (solidos). En medios actsticos se puede propagar un solo
tipo de onda, la onda compresional, la cual implica movimientos hacia adelante y hacia atras

de las particulas Figl.2.

/i
#E

1]

2= Dilatacién -

’ : —>

FicurA 1.1. Movimiento de ondas compresional

La ley que gobierna dicha propagacién esta dada por la siguiente ecuacion.

P es la presion del medio (generalmente dada en Barios), o;; es el tensor de esfuerzos y
d;; es el simbolo de Kronecker

La ecuacién que gobierna la propagacion de las ondas acisticas puede ser la ecuacién elas-
tica si el medio es solido(ecuacién tipo hiperbdlico)[4] o la ecuacién de Navies Stokes(ecuacién
no lineal) si el medio es liquido [5]

En medios eldsticos se propagan dos tipos de ondas, la onda compresional (figura 2) y la
onda transversal, que implica movimientos perpendiculares de las particulas a la direccion
de propagacién (dando origen al concepto de polarizacién) ? de la perturbacién Figl.3.

La ley que gobierna este tipo de movimiento es la ley de Hooke [4].

2 La polarizacién elastica es un fenémeno que puede producirse en las ondas eldsticas debido al cual
el campo elastico oscila solo en un plano determinado denominado plano de polarizacién, este plano puede
definirse por tres vectores, uno de ellos paralelo a la direccién de propagacién de la onda y los otros dos

perpendiculares a esa misma direccion los cuales indican la direccion del campo elastico
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P

:::::

FIGURA 1.2. Movimiento de ondas transversales

(1.34) oij = Cijki €xi

e Cjji es un tensor 3 de rigidez de cuarto orden que representa a los médulos eldsticos
o constantes elasticas del material.

e ¢;; es un tensor simétrico de segundo orden y representa el tensor de deformaciones.
En general los medios elasticos se dividen en:

(1) Medios elésticos isétropicos donde existen dos constantes eldsticas a considerar:

([ ]
A= p(vz —21}?)

la cual caracteriza la dilatacion o compression elastica del cuerpo

= pvs

que caracteriza la torsion en el regimen elastico del material

La ecuacion que describe un medio elastico isétropo viene dado por:

(1.35) o5 = Audi; + 2puu;

(2) Medios eldsticos anisétropos donde varian las propiedades fisicas de un cuerpo con
respecto al cambio de la direccién y polarizacién en la que se realiza la medicion,
las componentes de esfuerzo y deformacién se encuentran relacionados por medio

del tensor de Rigidez Cyjx; que posee 81 componentes(3*), pero debido a la simetria

3un tensor es una funcién multilineal que generaliza los conceptos de escalar, vector y matriz de una

manera que sea independiente de cualquier sistema de coordenadas elegido
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intrinseca que existe entre los tensores de esfuerzos y deformaciéon solamente 21

coeficientes elasticos en Cjj; son independientes. (Cijr = Clirt = Cijie = Clan).

2.1. Ley de Snell. Consideremos la reflexién y refraccién de una onda elastica plana
y monocromética * en la superficie de separacién entre dos medios elasticos diferentes. En
este caso, debe tenerse presente que, en general, durante la reflexién o refracciéon se altera
la naturaleza de la onda. Si una onda transversal pura o longitudinal pura incide sobre una
superficie de separacion, el resultado sera una onda que contiene una componente longitudinal
y una componente transversal.

Las relaciones que dan las direcciones de las ondas reflejadas y transmitidas pueden
obtenerse inmediatamente de la constancia de la frecuencia y de los componentes tangenciales
del vector de onda.[4]

La ley de Snell proporciona informacién sobre las trayectorias de los rayos sismicos °, los

tiempos de llegada y la posicién de los refractores. Fig 1.4

Interface

Ficura 1.3. ley de Snell

4 Es una onda sinusoidal de frecuencia w constante y de duracién infinita
Llamamos rayo sismico a la linea perpendicular a la superficie de onda a lo largo de la cual se desplaza

la energia.
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(136) Sin«91 _ sin02 _ SiIl’(ﬂl _ Sin¢2 —p

Up1 Up2 Us1 Vs2

Donde p es una constante llamada parametro de rayo

2.2. Reflexion y Refraccion Sismica. La sismica de reflexién nace de los primeros
trabajos realizados por Reginald Fesseden en 1913, con el fin de detectar icebergs. Solo en
1927 cuando el método de reflexion se convierte en una técnica comercial de exploracion
geofisica. En 1919, Ludger Mindtrop aplico la patente sobre el método de refraccién y ya
hacia 1930 decenas de domos salinos superficiales habian sido descubiertos mediante esta
técnica de exploracion.

Rieber(1939) introduce la idea del procesamiento de datos sismicos usando una grabacién
de densidad variable y foto celdas para la reproduccion de las trazas sismicas. Sin embargo,
es en 1953, cuando las cintas magnéticas se hicieron comercialmente disponibles, que se dio el
paso al inicio del procesamiento de datos; difundiéndose rapidamente en los afnos siguientes.
Hasta este momento no se empleaba la geometrfa de punto de reflectores comunes (CMP)S,
la cual es usada por primera vez en 1956.

A finales de los 70, coincidiendo con el auge informatico y el desarrollo tecnoldgico, los
nuevos soportes digitales y la nueva instrumentacion representaron otro cambio significativo
en el campo de la sismica. Desde entonces se trabaja la mejora de las técnicas de adquisicion
y procesamiento de datos. En la actualidad, toda la adquisicién se realiza en formato digital
y los datos son procesados antes de su interpretacion.

Cuando una onda sismica encuentra un cambio en las propiedades elasticas del material,
como es el caso de una interfase entre dos capas geoldgicas; parte de la energia incidente
se refleja (ondas reflejadas), y el resto se transmite al otro medio (ondas transmitidas) con
cambios en la direccién de propagacién, en la velocidad y en el modo de vibracién. (ver figura
2.1)

Las leyes de reflexién y refraccién se derivan por el principio de Huygens * [6], cuando se
considera un frente de onda plano que incide sobre una interfase plana y lisa. Ambas leyes

6La posicién media entre las fuentes y los reflectores con un punto comin en profundidad se conoce

como punto medio comin (PMC) o por sus siglas en Inglés (CMP)

"El principio de Huygens es un método de andlisis aplicado a los problemas de ondas en el que se afirma

que todo punto de un frente de onda inicial puede considerarse como una fuente de ondas esféricas secundarias
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se combinan en un unico planteamiento: en una interfase el parametro de rayo debe tener el
mismo valor para las ondas incidentes, reflejadas y transmitidas. Si el medio consta de un
cierto numero de capas paralelas, la ley de Snell (1.36) establece que el pardmetro de rayo
tiene que ser el mismo para todos los rayos reflejados y transmitidos resultantes de un rayo

inicial dado.

2.3. Ecuacion de Zoeppritz. La amplitud de reflexion versus el angulo de reflexion
en medio de dos rocas eldsticas es dado por la ecuacién de Zoeppritz[7](1919).

La ecuacién de Zoeppritz predice la amplitud de la reflexion, dado el angulo, las ve-
locidades de las ondas y la densidad de la roca. Un resumen de la ecuacion de Zoeppritz
esta descrito por Aki y Richards [8](1980 “Quantitative seismology”), en donde utilizaron
la continuidad de desplazamientos y continuidad de los esfuerzos en la interface de reflexién
como condiciones de borde para resolver las ecuaciones de coeficientes de reflexion y trans-
misién como funcién del angulo de incidencia, apoyandose en los parametros de los medios
elasticos(densidades, tipos de médulos y relacién de poisson), obteniendo como resultados
ecuaciones notoriamente complejas[9]

Estas ecuaciones representan la solucion exacta al problema de reflexiéon y refraccion en la
interface entre dos medios elasticos e isétropos. Sin embargo estas ecuaciones son dificiles de
invertir para obtener los valores de los parametros eldsticos(v,, vs y densidades) involucrados
en el proceso. A continuacién se presentan algunos autores que han estudiado las ecuaciones
originales de Zoeppritz . Shuey[10], Aki and Richards [8], Hilterman[11], Pan y Garner[12],
Bortfeld[13], etc.

Luego de realizar ciertas aproximaciones y suposiciones, estos autores han propuesto

soluciones aproximadas para el caso de medios isétropos, veamos algunas de ellas.

2.4. Algunas Aproximaciones de la Ecuacion de Zoeppritz. Entre las aproxima-

ciones mas usadas, encontramos:

e Aproximacién de Shuey[10].
Shuey propone unas ecuaciones que aproximan los resultados obtenidos aplican-
do las ecuaciones originales de Zoeppritz bajo las siguientes suposiciones:

que se extienden en todas las direcciones con la misma velocidad, frecuencia y longitud de onda que el frente

de onda del que proceden



(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)
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(1) Los cambios porcentuales en las propiedades elasticas de las rocas son pequenos.
esto viene dado por la condiciéon de que Ry, el coeficiente de reflexiéon para
incidencia normal, sea menor que 0,2.

(2) Los dngulos de reflexién deben ser menores de 80 grados, para el caso de una
disminucién de velocidad, y menor que el angulo critico -10 grados, para el caso
de un aumento de velocidad.

Bajo estas suposiciones, las ecuaciones se reducen a:

o 1 Av
Ro = Ry + [AgRo + ——7 ]sin20 + = 5
0 0+ [Ao 0+(1_0)2]Sm +2fup(tan26—sin29)’

Donde Ry, es la amplitud de reflexién para incidencia normal (6 = 0)

1-2
Ag=B—=2(1+B)= 7

— 0

Las ondas incidentes y reflejadas estan relacionadas con el medio 1 y las ondas
trasmitidas con el medio 2.

Las velocidades y densidades vienen dadas por:

Up = (%)7 AU;D - (UPQ - Upl)v
Vs = (%)7 AUs = (Us2 - Usl)a
p=(%77), Ap=(p2—p1),

El dngulo 6 viene dado por el promedio entre los angulos de incidencia y trans-

mision.

(62 + 61)

6= ,
2

Estos dngulos estan relacionados por la ley de Snell y el modulo o radio de

Poisson viene dado por la formula:
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(1.42) Ao = (09 — 01); 02(02+01)a

e Aproximacién de Pan y Gadner[12]
Estos autores, partieron de las ecuaciones simplificadas de Shuey, e introdujeron

los médulos eldsticos de ondas P (M) y de rigidez(u), simplificaron aun mas las

ecuaciones originales de Zoeppritz a la forma:

(143)  R(i)cos?i = i(% AWM) - %(% 4 4%) sini + 2(%) sin' i,
Donde, si se toma, y = Rcos?i, r = sini
Podemos escribir una ecuacién del tipo y = ax?+bx+c , la cual es una ecuacién
que describe una parabola y por consiguiente permite hallar de manera mas facil su
comportamiento, asi como sus raices.
e Aproximacién de Hilterman[11]
Fred Hilterman, presenta una aproximacién mucho mas simplificada que las dos
anteriores. Las suposiciones hechas por Hilterman son:
(1) angulos de incidencia menores que 30 grados.
(2) coeficiente de reflexion para incidencia normal menores de 0.15.
(3) una relacién * del orden de 2.0

Para este caso, las ecuaciones se representan como una simple relacion lineal:

(1.44) Ry = R(0) cos® 0 + 2,25A0°0.

Esta ecuacién del tipo y = a+ bx, es facilmente invertida para obtener a = R(0)
que es el coeficiente de incidencia normal, y b = Ao que representa el contraste de

los médulos de Poisson.

2.5. Amplitude Variation with Offset(AVO). La técnica de amplitud versus dis-
tancia (AVO) es una herramienta geofisica que utiliza los datos de la onda compresional
antes del apilamiento, es decir, antes de apilar las trazas y se basa en el hecho de que la

amplitud de la senal sismica reflejada varia con la distancia entre la fuente y el receptor y,
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bajo ciertas condiciones, esta variacién es asociada con la presencia de hidrocarburos y/o
agua.[15]

Estas variaciones dependeran de parametros que se encuentran directamente asociados
con las propiedades del objetivo; como son su litologfa y el tipo de fluido presente. (ver figura

1.5)

100
|
T

LUTITA / ARENA ACUIFERA

Amplitud de la sefial sismica reflejada (%)
0

| | | | | |
‘ I EI]IEID I ‘ BD‘I]EI
Distancia entre |la fuente y el receptor

F1GURA 1.4. Modelaje directo AVO

La comprension del fenémeno de variacion de la amplitud en funcion del angulo de
incidencia de las ondas reflejadas en una interfase entre dos medios elasticos, comienza con
el entendimiento del proceso de reflexion de dicha interfase. considerando dos medios solidos,
isotropos y homogéneos en contacto por medio de una interfase en la cual incide una onda
plana compresional, la particién de energia se observa en la (figura 1.4).

El coeficiente de reflexion como funcién del angulo de incidencia R,,(0©) se define como
la razon entre la amplitud de la onda P reflejada y la amplitud de la onda P incidente. La
variacién del coeficiente de reflexién con el angulo de incidencia (distancia fuente- receptor)
es la base fundamental del andlisis AVO y esta descrito mateméticamente por las ecuaciones
de Zoeppritz. Estas ecuaciones permiten derivar las amplitudes exactas de onda P en funcién
del &ngulo de incidencia. Sin embargo, son dificiles de invertir para obtener los valores de los

8La litologia es la parte de la geologia que trata de las rocas, especialmente de su porosidad, permeabilidad

y del tamano de su grano, tamano de las particulas y de sus caracteristicas fisicas y quimicas
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parametros elasticos y a través de ellas no es trivial interpretar como las amplitudes estan

relacionadas con los diversos pardmetros eldsticos.[1][4][8]

3. Ecuacién de la Onda

3.1. Ecuaciones de Movimiento. Si una perturbacion pasa a través de un cuerpo, el
desplazamiento de un punto A(xy,z2,x3) en cualquier tiempo ¢, estard especificado por el

vector u(xq,x,x3). este vector, u, se denomina desplazamiento (ver figura 1.6).

A(Xq,X9,Xa)
(X, Xo, Xg)l

;XI:}(].XQ.X;‘_;.)

FicurA 1.5. Vector Desplazamiento

Ahora bien, si partimos de la segunda ley de Newton: F =ma, o en su forma integral:

(1.45) ///VﬁidV—l—//SEidaz///VpilidV

y utilizando el teorema de Gauus,

(1.46) [ aae = [[[ dsav

de tal manera que nos quedaria que:

(1.47) ///V (B + G5y — pii) vV = 0

Lo que al final nos da la ecuaciéon de movimiento:
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Luego, usando la ecuacion 1.35 que representa la relacién esfuerzo-deformacion para

medios isétropicos y sustituyéndola en 1.48 que representa la ecuacion de movimiento, obten-

€IMos:
d )
(1.49) Fy 4 o (hundiy + 2pu) — pligg =0
J
5, d
1.50 F, + A\=—— Ui=——uy; — piiy; =0
(1.50) + 8xju” + Ma%ug PUij
0

Luego, usando que u;; = % (%U‘j + %u,) entonces:
i J

0 o |1/ 0 0
1.51 E; A—o 2— | = | =—u; + —u; — pil; =
(1.51) T (‘)xju” + Maxj {2 <8xiu] * a$ju>} pis =0
0 0 0 0?
(1.52) + E)xiu” + 'uf)xz- <8xlu> + ,uax?u pii; = 0
por otro lado u; = % (%ul + a%lul> = %ul = a%iui, lo que implica que:
0 5 .
(153) F + ()\ + ,u) 8x»u” + uVu; — pi; =0

Que en forma vectorial, y asumiendo que las fuerzas externas son cero, es decir, descartan-
do fuentes sismicas (F; = 0). Entonces podemos escribir la ecuacién de ondas de la siguiente

manera:

(1.54) (A + u)a%iuzz + pV?u; = pi,

Ahora bien, nuestro interés es conocer el desplazamiento en todos los puntos u; =
(ug, Uy, u,), por lo que es conveniente escribir la ecuacién de manera de obtener u; direc-

tamente. Para ello vamos a enunciar el siguiente teorema.

TEOREMA 1.10 (Helmholtz). Cualquier vector puede escribirse en términos de un escalar

O y otro vector arbitrario W de la siguiente manera:

i =div O—rot U
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donde:
(. _ (90 90 090
div © = <%’8_y’g> s
(155) éx éy éz
rot ¥ = 0, 0, 0, |,
v, v, ¥,

\
Usando el teorema 1.10 y las ecuaciones 1.55, podemos escribir los desplazamientos u; en

términos de los potenciales de la siguiente manera:

_ 99 ov oy
um_$_<3yz_azy>’
__ 00 oV, oV,
(156) Uy = oy ( 8z Oz ) ’

_ 90 o oV,
Uz = 5 T (a—xy - a—y> )
Donde O(escalar) representa el potencial de desplazamiento dilatacional o longitudinal

y W (vector) representa el potencial de desplazamiento rotacional o torsional.[15]

4. Ecuacién de un medio elastico bidimensional en un medio isétropo.

Partamos de la ecuacion de onda elastica en forma tensorial; para un cuerpo solido e

isétropol4].

(1.57) pil; — ok

oxy,

luego, al expandir en (z,y, z) se obtienen las siguientes ecuaciones:

) — aozk _ 00zz 60‘1y 002
pux - 6$k‘ - Oy + 8y + 0:
. Ooyr _ Ooyg Ooyy 00y~
(1.58) pliy = Fut = e 4 S 4 S
T — 6Uzk — 002z 80—21} 002
puz - azk - 81 + ay + az P

Por otro lado, usando la ecuacion 1.35 obtenemos:
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Oz = 2Ugy + )\ulléxam Ogy = Oyg = Q,UJua;ya
(159) Oyy = 2uyy + )\ulléyy7 Ogz = Ozp = 2;““9027
Oz = 2Uy, + Aulldzm Oyz = Ozy — 2ﬂuyza

Que al sustituir en las ecuaciones 1.58 se obtienen:

. 9%u, Pu,  Ouy O*u,  O%u,
(1.60) pliy = (A +2p) ( 52 > + 1 ( o +t 52 > + (A +p) (axay + ax(()z)

analogamente.

L 0*uy Puy | 0%uy Pu, | Ous
(1.61) pliy = (A +2p) ( a2 > + ( o2 o2 ) + (A + ) (ay(fh + 8y(92)

. 9%u, Pu, Ou, O*u,  O%u,
(1.62) pli, = (A4 2p) < 5. ) + 1 ( ay? + 52 > + (N4 p) <azay + azax)

Lo que implica:

. 24 24, 20 82w 24,
o= (252) (520) + (8) (e + 520) + (%52) (525 + )
i (22 0%u, &u, P u, A+ 0%uy 8%u,

s e () (50) () (5 5) o (25) (i
- 24 2y 2y 9%u 20
Uz = (M_PQ#) <%) + (%) (Qy; + 8835;) + (M_T#> (6z8§ + gzdi’)

Ahora bien, usando las ecuaciones 1.56 solo en términos de los potenciales de desplaza-

miento longitudinal.

GE 00 G

1.64 e T,
( ) “ ox Hy oy “ 0z

Y sustituyendo estos en i, de las ecuaciones 1.63 obtenemos:

£<é>_ A+ 20 82+ 0 8_2+(9_2 Q(GH' A p a<%)+8(%)
ox N p 0x? P oy?  0z2%2) | Ox P 0x0y 0x0z

Luego, sabemos que A = p (vf) — 21)3) y p = pv? entonces despejando en funcién de las

velocidades longitudinales y transversales obtenemos:
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1}5 = (%) que representa la velocidad longitudinal o velocidad de la onda P y v? = (%)
representa la velocidad transversal o velocidad de la onda S que al sustituir y simplificar en
la ecuacién anterior obtenemos la siguiente ecuacién de onda longitudinal que se propaga

con velocidad v,.[4][14]

(1.65) 29— 2720 |

Cualquier funcion de (lg 7 — wt), es decir, f (E 7 — wt), es una solucién, siempre y cuando
f vy sus primeras dos derivadas no tengan discontinuidades (solucién de D’Alembert).

Asi pues, la expresién:

(1.66) O(z,t) = Ae'Frww)

Describe una onda sinusoidal plana y longitudinal en el espacio tridimensional.
Anélogamente, si tomamos la ecuacién 1.56 solo en términos de los potenciales de de-

splazamiento transversal.

L . T 2 RN
' T 0y 0z Y 0z ox T o0x Oy’

Para asi, obtener la ecuacién de onda transversal que se propaga con velocidad v [4][14]

otz

Y la Onda sinusoidal plana y transversal viene dada por la expresion:

(1.69) U(z,t) = CeFrvst)

En conclusién, podemos decir que los potenciales © y ¥ pueden ser usados para separar
la ecuacion de ondas en términos de cada una de las velocidades de propagacién y asi hacerla

mas simple.



CAP{TULO 2

Reflexién de una onda elastica entre un medio is6tropo y el vacio

1. Calculo de las condiciones de borde

En esta seccién estudiaré el efecto del tipo de condicién de borde entre un medio isétropo
y el vacio que estan a lo largo del plano z = 0. considerando para ello el caso de una onda

plana propagandose a través de una interfase, en el plano xz.

X

ST /77777 7,/ N 777777777

fo

Ficura 2.1. Onda plana propagandose

La primera condicién de borde tiene que ver con el desplazamiento asociado a la propa-

gacién de la onda, también llamada condicién cinemética * de borde. Para una onda-P u

98 (). 2@

onda longitudinal, el desplazamiento esta dado por V @ = (52,0, 52

) v para una onda-S
u onda transversal, el desplazamiento esta dado por rot ¥ = (—%—‘f,(), %—‘i’) considerando
U = (0,%,0). (ver Aki and Richards) [8]

La segunda condicién de borde tiene que ver con la traccion o esfuerzo de los componentes,
también llamada condicién dindmica 2 de borde. Para una onda-P el esfuerzo esta asociado

1a cinemética estudia las leyes del movimiento, limitandose, al estudio de la trayectoria en funcién del
tiempo

2]a dindmica describe los factores capaces de producir alteraciones de un sistema fisico, cuantificarlos y

plantear ecuaciones de movimiento o ecuaciones de evolucién para dicho sistema

26
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por 0(0) = (04,,0,.,0,,) en funcién de © y para la onda-S por o(¥) = (04,,0,:,0.) en
funcién de ¥ (ver Aki and Richards) [8]

Del capitulo anterior tenemos que:

(2.1) Ope = 2PV U,
22 - i3 (5w - )|
(2.3) = 2p; {;;g)z + pu? (% - %)} ,
2 2 2
(24) - 2“8856;)2 T (88332 a %) ¥,
Anélogamente.
(2.5) 02 = 2pvius. + p(v2 — 20 )uys...,
(2.6) = 2p0? (aaj;; — ?;TC;)) + pv <88_; + ;—;) 0,
(2.7) = 2”8228m + VO + QMgQT(;),

luego podemos decir que las condiciones de borde para la onda-P tomando en cuenta que

la componente de desplazamiento del eje Y son nulas y estan dadas por:

u(®) = (52.0,52) .
(28) 0920 0920

Y las condiciones de borde para la onda-S estan dadas por:

(W) = (=52,0,57)

(29) 62 82 82\11
U(\I]> = <'u’ <W - @) w’0’2u6z6x> )

Por otro lado, veamos el comportamiento del vector desplazamiento k; en términos de

los dngulos #, 01, ¢y
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LLAATITLLA LR 7777777777

ty

FicuraA 2.2. Vector Desplazamiento

k:;, = (k,sinép, 0, —k, cosfy) el vector desplazamiento de la onda incidente P,
(2.10) k:p = (kypsiny, 0, k, cos0y) el vector desplazamiento de la onda reflejada P,

-

krs = (ks siniy, 0, k, cost)y) el vector desplaz amiento de la onda reflejada S,

Luego, usando que:

1 w k
§ = —, Vy = —, entonces § = — con w constante,
Uy k w

Donde s es la lentitud, v, la velocidad, k es el vector de onda y w representa la frecuencia.
Entonces, podemos replantear el vector desplazamiento k; en funcién de las lentitudes s;

de manera que:

- _ (sinfo y —cosbo

Sp - ( vp 507 vp ’

- __ [ sinf; cos 01
(2.11) sy = (0,20

— __ [ sinyy cos Y1
Srs—< Vs aOa Vs )7

Y como:

o k
Z(kf”—@u?ﬁ) = 1w (—F—t) = w (57— 1)
w

Podemos definir los potenciales ® y ¥ como:
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® =0, + O,; Potencial de onda P,

(2.12)
U =yw,.; Potencial de onda S,
Donde:

(2.13) ®,,. = Aezw(sp F—t)’

sin 6, cos 6
(214) — Aezw(fﬂﬁo—ZTo—t)
(215) GT‘ef = Bezw(&“l) F_t)y

sin 6 cos 0
(2.16) _ (et
(2.17) ‘I’ref — Cezw(sm 7—t),
(218) — Cezw<x%+z%,t)

Es importante resaltar que A, B representan las amplitudes del potencial de onda Py C
representa la amplitud del potencial de onda S.

Ahora, Usando la ley de Snell y tomando en cuenta las constantes eldsticas A y p en
funcién de la densidad y de las velocidades tanto de las ondas P como las ondas S, Entonces,
podemos simplificar las ecuaciones 2.8 y 2.9 en términos de

p, O ¥, %, %—‘f de la siguiente manera:

u(©) = (wp®,0,32)

(2.19)
0(0) = (2pv2wp 82,0, —p (1 — 2p*?) ?O)
Anélogamente

o (W) = (p(1 — 2022 0,202 wop 22 W)

Ahora bien, para la interface tendremos la siguiente condicién de borde:
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(221) Opz = 0., =0

Lo que implica que:

(2 22) Ozz = QPUE wp (% + 8226f> + p(l - 2U§p2) CL)2 \I’ref = 0’
0o = —p (1= 2029%) W2 (Oime + Ores) + 2p 02 wwp T2t = ),

luego al evaluar ® y ¥ en z=0 obtenemos.

®|z:0 — Aezw(xp—t) _|_Bezw(mp—t),

(2.23)
W, o= Czw% v,
00  cosb ow cos Yy
(2.24) 5, — W o (-A+ B), OZ_CM -

Entonces, sustituyendo en 2.22 se obtiene:

Oz|am0 = Z%p cos01(A— B) + (1 —2p*?) C =0

(2.25)
Uzz|z:0 - (1 - 2p2’03) (A + B) + 2'Usp COS% C=0

2. Derivacion del coeficiente de reflexién

Despejando C de la ecuacion (2) de la seccién anterior, ecuacién 2.25. Obtenemos:

(2.26) C:(2p2v§—1)(A+B)
' 20, p cos Yy
y sustituyendo en (1) tenemos:
v? (2p*v? —1)(A+ B)
2.2 P 01(A — B) + (1 — 2p*v? > =
(2.27) Uppcos 1( )+ ( p°v7) S0.p cos U 0

(2.28) 4U§p2 cos 0y cos Yy (A — B)

vp+ (1 —2p°02)(2p°v2 — 1) (A+ B) =0
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p? cos by cos (A — B)

Up Vs

4
(2.29) 4% —(1=2*2)(A+B) =0

0 0
230) A [algt P, O (12| =B [ty R (o)’ =

p
s Up Vs

B 4,021 200591,U costpy 1-9 2?)3 2
(2.31) A d—" (=2 )2
A 4v§p2%vp% + (1 — 2p2v2)

Se define R como el coeficiente de reflexion, R = % donde A y B son las amplitudes de las

ondas Pj,., Py en funcién de los potenciales. Ahora si queremos representar el coeficiente

de reflexion en funcién del desplazamiento, es necesario dividir entre vi a los diferentes
p
Bl

potenciales de amplitud de onda P, R = —+ = % y de ahora en adelante vamos a llamar a
Up

el coeficiente de reflexién de la onda Py, Py en funcién de los desplazamiento como R(p|py)

y la expresion nos queda de la siguiente manera:

o3

1 2 0
_ < _ 2p2> + 4p2 Co;p 1 coz:bl

(2.32) Rpipry = ) 5 e
(2] + stz

Ahora despejando B de la ecuacién (1) y sustituyendo en (2) obtenemos:

v p cos b —2u,pcosth; C + (2pv? — 1)

2. 25—y, |A— . 2 A 1—202p%) A
(239 o= (PR 4] 02t
U2 (1 . 2])1}2) ,03 p200591 cos 1
2.34 A2 O + ——— 2+ O [42 o (1 =2p?) | =0
R
2

C —4 [”—Svpp cosf; (1 — 2U§p2)]

(2.35) = =
A quipzestiy sy (1 gy2p2)”

Sea R = % donde C es la amplitud de onda S,.¢ en funcién de los potenciales si queremos
representarla en funcion del desplazamiento debemos dividir entre i a la amplitud de onda

. cL
P y entre vi a la amplitud de onda S de manera que R = % = It = i;’p

y de ahora
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en adelante vamos a llamar a el coeficiente de reflexion de la onda P;,.Sycr en funcion del
desplazamiento como R(pst) y la expresion nos que da de la siguiente manera:

v 0 1 2
Aep= (v—z —2p )

s

(% B 2p2>2 n 4p2 co;‘pﬁl COE:PI

(2.36) Rpysyy =

3. Derivacion del polinomio de 2do grado

A continuacién, vamos a convertir la expresion % como un polinomio de 2do grado en
funcién de las velocidades g—;, cabe destacar que para el caso de el articulo [1] solamente se es-
tudia el caso de dos medios elasticos de diferentes densidades con sus respectivos coeficientes
de reflexién y transmisién, caso que trabajaremos en el capitulo 3.

Sea

(2.37) Repypry =

|

2
_ (%_2]92) +4p2%%

(2.38) = 4
(% o 2p2) + 4p2 cos 01 cosl

El coeficiente de reflexién de la onda P.

Luego.
1 2 0 1 ? 0
(2.39) R <—2 - 2p2> 44 COS%] S <_2 . 2p2> 4 gppoosticostr
V2 v, Us V2 v, Us
1 )\ 5 COs 0 cos
(2.40) (R+1) <ﬁ —2p ) +(R-1) [4}9 ; 5 =0
s p s
Usando la ley de Snell (1.2) se tiene que:
sinf; = Z—’: sin 1)y, sin ) = Z_f, sin 6,
Asi pues:
1 2sin? ? sin 6y sin 1 cos 6, cos
(2.41) (R+1) {—2 - —Zﬂ +(R-1) {4 15 cosbicosin)
v2 v2 v, Vs Uy Vs
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1 ) 2 2 sin 6 cos 6 2 sin ¢y cos P
(2.42) (R+ 1)¥ (1—2sin’¢)" + (R—1) { 012 ! 1}12 1] =0
s P s
. 2 sin 26, sin 2¢)
(2.43) (R+1) (1 —2sin®¢y)" + (R — 1)03[ = - = 1} =0
P S
(2.44)

2
(R+1) (1 —2sin?¢;)* + (R—1) (Z—) (sin 26, sin 2¢);) = 0

Luego, tomando y = = Obtenemos el siguiente polinomio.
D

(2.45)

y*(R — 1)sin 26, sin 2 + (R + 1)(1 — 2sin¢;)? = 0

Cuyas raices son las siguientes:

[+ R) (1 - 2sin?¢y)?
(2.46) y= i\/(l — R) sin 26, sin 21,

Ahora veamos que si.

) (14 R) (1 — 2sin?1);)2 (1+ R)
2.4 1 + —+ 1
(247) o—hsnz \| (1— R) sin 20, sin 24, i-p conl-A>0
Y (2k+1) T

Lo que implica que para este caso R debe tomar valores entre —1 < R < 1. Si tomamos

el coeficiente de reflexién R = 0, esto implica que y = *1, es decir que ** = 41 entonces
Vg = ).

Ahora bien, si

, (14 R) (1 —2sin® ¢)?
2.48 lim .
(248) oM \/(1 " R) sn20sm2gy
1/)—)(2]6)%

Lo que implica que y = * = oo, caso que no representa interés para nuestro estudio.
p
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CAP{TULO 3
Reflexiéon y Transmision de una onda elastica entre dos medios
is6tropos

1. Calculo de las condiciones de borde

Consideremos 4 ondas propagéndose a través de dos medios eldsticos en una interface del

plano xz como se muestra en la figura.

1

Interface

al incidente

FicurA 3.1. Ondas reflejandose y transmitiéndose a través de dos medios

elasticos is6tropos de diferentes densidades p; y po

Al igual que en el capitulo 2 tenemos que:

(3.1) u—@—a—qj u—@%—@—qj
’ T 9 0z 0z Ox’

Asi pues:

34
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_ 920 9?2 92
Ouz = 2Mge5, + M (W - W) v,

0., = 2@3’58‘1; +A\VO + 2/1@

822 Y

(3.2)

Por otro lado tenemos que:

O! = O, |+ Oresr Potencial de onda P en el medio 1,
0% = Oinet + Oreyy Potencial de onda P en el medio 2,

(3.3)
Ut = —Wine; + ¥oepr  Potencial de onda S en el medio 1,
. P2 = Vinet — Wres) Potencial de onda S en el medio 2,
donde:
(3.4)
in 0 ) :
Oine| = Aexpw (xsm ° + ZCOS 0 _ t); Wine, = Cexpuw (xsm% + ZCOS@D1 — t) ,
Up1 Upt VUs1 Us1
(3.5)
¢ in 6 0 , i
Orepr = Aexpuw (:Iﬁsm o_ 2= t>; W,.pr = Cexpuw (xsm Y _ P YL _ t) ;
Upl Upl Usl Usl
(3.6)
in 0 0 :
Oinct = Bexpw (Zl?Sm 2 ZCOS 2 t>; Wit = Dexpw (xsmsz _ P2 _ ) ’
UpQ Up2 USQ USQ
(3.7)

, sin ¢ cos 6
Oref) = Bexpuw <x 242 2—t);

. sin CoS
W,.r = Dexpw (x %—i-z ve —t),
Up2 Up2

Vs2 Vs2

Las ecuaciones para determinar las amplitudes de reflexién y transmisiéon® de las ondas

P y S respectivamente vienen dadas por las siguientes condiciones de contorno.

(1) uy =2
donde:

Lel coeficiente de transmisién relaciona la amplitud de la onda transmitida con la amplitud de la onda

incidente
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(3.8)

Ahora, sustituyendo en ambos lados de la igualdad, se obtiene

a (Gznc l +®ref T) . a (_\Ijz'nc l +\Ij7"ef T) o 6 (®mc T +@ref l) . a (\Ijz'nc T _\Ijref l)

3.9 =
(39) Ox 0z Ox 0z
Luego, tomando en cuenta como estan definidos los potenciales y derivando se
obtiene:
(3.10)
Cos 1
wp (@inc l +@ref T)_ZW Va1 ! (_\I,znc l +\Ijref T) =
CoS Y9

(\Ilinc T _\Ilref l)

wp (@znc T +@ref l)_%‘)
s2

Y al dividir en ambos lados de la igualdad por -~ se obtiene:

(3.11)
b (@znc l +@ref T)_'_

cos 1

Vs1

08

Vs2

(\Ijinc l +\Ijref T) =

P (@mc T +@'ref l)—i_ (\Ijmc T +quef l)

Luego al sustituir el parametro de rayo p usando la ley de Snell conveniente-

sen 6‘1

mente, es decir, para el lado izquierdo de la ecuacién se toma p = y para el
lado derecho se toma p = == 92 para asi obtener la siguiente ecuacién que representa

la continuidad tangencial en termlnos de los potenciales.

(3 12) Si;;fl ( inc \L +@ref T) Cozwl ( inc l +\Ijref T) =
sinfy ( inc T +®ref l) COS;Z& ( inc T +\I/ref l)

Up2
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(2) ul =u?
donde:
(3.13) ul = u, (01 + u, (V)
. u? = u,(0?%) + u, (V?)
Entonces:
ae') o' a9(e?) 0¥
(3.14) 0z + or 0z + ox

Anélogamente se obtiene la ecuacién que representa la continuidad normal en

términos de los potenciales.

0 (O | ~Opey 1) = B (Wi |~y 1) =
(3.15) o ;
202 (O T ~Orey 1) = B (Wi T~y 1)

(3.16)
(")

z

0(62
209 vfz wp <8 )—{—pg w? (1 — 2v§2p2) g

2p1 V2 wp +p1w? (1 — 2u§1p2) Ul =

z

Derivando se obtiene:

(3.17)
2 cos 0, 2 22
201 Vg WP | W v (@mc l _Gref T) +,01W (1 - 2051]9 ) (_\Ijznc l +\Ij7”ef T) -
pl
cos 0
2p2 U?Q wp (ZW v 22 (Gmc T _@ref l))+p2w2 (1 - 21}?2]92) (\Ilinc T _\IIref l)
p

Luego, dividiendo por —w? en ambos lados de la igualdad se obtiene la siguiente
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ecuacion que representa la continuidad del esfuerzo normal en funcién de los poten-

ciales:

(3 18) 2p1 :Eipcos 91 (('-)znc l _Gref T) + P1 (1 - 2”31272) (\Ijznc l _\I;ref T) =

v2
2p2 U;ipcos 92 (@znc T _@T’ef l) + P2 (]- - 21{32292) (\Ijznc T _\Ijref l)

(3.19)
ow! ow?
— prw? (1 — 2@§1p2) o' +2pv4 <zwpg) = —pyw? (1 — 21}32192) ©? + 2pyv2, (zwpy)

Analogamente, se obtiene la ecuacion que representa la continuidad del esfuerzo

tangencial en funcion de los potenciales.

P1 (1 - 2U§1p2) (@znc l +@ref T) - 2plvsl CcOs (bl (\Ijmc l +\Ilref T) =

(3.20)
P2 (1 - 2”22]92) (anc T +@ref l) - 2/)2U32 COs w2 (q]znc T +‘I]ref l)

Las ecuaciones estdn representadas en funcion de la amplitud de los potenciales, ahora
para representar en funcion de los desplazamientos debemos multiplicar por Ui al potencial
p

de onda P y vi al potencial de onda S; es decir.

Sea.
”
(3.21) Py =EOup, Py = L P,
S1p = ﬁ\l’mcl, S = ﬁqueﬁv
Sy = ﬁq]mflv Sop = ﬁ@mq,

\

Luego, al sustituir estas ecuaciones en los resultados anteriores y reestructurando estas

obtenemos los siguientes resultados importantes:

(1) Continuidad del desplazamiento tangencial.
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(3.22) —sin 6y Py — cos ¢1.511 + sin 0 Py + cos .52 =

sin 91P1l -+ cos ¢1511 — sin GQPQT — COS ¢QS2T

(2) Continuidad del desplazamiento normal.

cos 01 P+ — sin Sy + cos 0o Po; — sin Sy, =
(3.23) 1411 Y1511 21 1252

cos 01 Py — sinyyS1] + cos O Pyp — sin1hy Soy

(3) Continuidad de la traccién tangencial.

2p1v2p cos 01 Pry + proa (1 — 2usip?) Sy

(3.24) +2pa0%p 08 0o Pyy + pavsa(1 — 205p%) Sy =

201031 p cos 01 Pry + prog (1 — 2v5p%) Sy

+2po02,p €08 02 Py + pavsa(1 — 202,p*)Say

(4) Continuidad de la tracciéon normal.

—p10p1 (1 — 202, p*) Pry + 2p102p cos 1Sy
(3 25) +p2vp2<]‘ - 2U§2p2>P2l - 2p2'032p COs wQS2T =
P1Up (1 — 2U§1p2>P1l - 2P1U§1p cos 157

—p2vp2(1 — 20%p%) Pay + 2pavZyp cOs 19 Sa;

2. Derivacién del coeficiente de reflexiéon y transmision

Ahora de las ecuaciones 3.22,3.23,3.24,3.25 obtenemos el siguiente sistema matricial.

PlT Pll
M SIT - N Sll
Py Py
Sgl SQT

Donde:

39
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—Up1D — Cos Y1 Upa COS o
M- cos 6, — V1P cos 6o — Vg
2p1v§1p cos 0 P1Us1 (1 - 2“31172) 2/)27]3229 cos P2Us2 (1 - 2”32272)
—p1vp (1 = 205p%)  2piwiipeostn pavpe (1 —205p%)  —2pavdyp cos iy
Up1P Cos U —UpD — COS 9
N cos 6, — V1P cos 0 — Vg

2pvipeosty  prug (1 —20%p?) 2202, cos By P2 (1 — 202,p%)
p1opr (1 =202 p?)  —2pvipcostyy  —pavps (1 — 20%p?) 2902 COS g

Luego, a través de métodos numéricos para resolucion de matrices se llegd al siguiente

resultado. [8]

PP, S,P, PP, SP
PSS, 8,8 PS; S5
PP, S5,P, PP SP
PSS, 5,5, PSS, S5,

Afortunadamente las similitudes de las matrices M y N conducen a formulas relativamente
simples para cada componente de la matriz anterior. estas formulas hacen uso repetido de

las variables:

;

a = py (1 —2vup%) — p1 (1 —202), E = b—“;i?l + 0—03232
b=py(1—20%p%) +2p102p?,  F = bt 4 o2t
(3.26) ¢ = p1 (1= 203) + 2pav5p%, G=a- d(mii—zzzw
= 2 2 — cos 03 cos Py
d =2 (paviy — p1v3)) H=a-d vp22v51 1
L D=FF + GHp2 = (det M) /(’Upl’Upg’Usﬂ)sg)

A continuacién se presentan dichas formulas en funcion de las variables 3.26



(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

2. DERIVACION DEL COEFICIENTE DE REFLEXION Y TRANSMISION

PP - [(bcosﬁl _000892> 7 (CH_dcosHl coswg) HPQ} D

Up1Us2

0 0
PlST = -2 |:COS ! <Gb+CdCOS 2%) p@:| /D
Up1 Up2 Vs2 Us1
costy vy
plPl =2 P1 F—= /D
Up1 Up2
cos 0, Up1
PlSLZQ P1 Hp— /D
Up1 Vs2

S,P = - [cos U (ab N &% 0, Coswg) pﬁ} /D

Us1 Up2 Vs2 Up1

5,5 = — {(bcoswl B CCOS@/JQ) 5 (a+dC0892 0051/11) GPQ] /D

Us1 Vs2 Up2Us1

COS Vg
Slpi = -2 |:p1 lep—1:| /D

Vs1 Up2

0
Up2 Up1
cosly ., Vpo
PTST = -2 P2 Gp /D
Up2 Us1

PP, = [(bcosé’l _CC0892> an (CH_dcongcoswl) Gp2] /D

VUp2Usi

41
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(3.39) PS, =2 {COS 0 (ac 4 pgcosfcos wl) p%} /D
vp2 Upl Vs1 Vs2
(3.39) S|Py =2 {pfos 2 Hp”ﬁ] /D
VUs2 Up1
_ CoS 1y | Uso
Vs2 VUs1
0
(3.41) SiP| =2 [COS v <ac T St COS%) p@} /D
Vs2 Up1 VUs1 Up2
(3.42) S, = Kbcos Y _ 08 wz) E+ <a + dw> Hp2] /D
Us1 Vs2 UpleQ

Estas 16 formulas representan la solucién exacta al problema de reflexién y transmision
en la interface entre dos medios eldsticos isétropicos, homogéneos y elasticos. Cada uno de
ellos hacen referencia a los diferentes coeficientes de reflexion que se derivan de las ondas P
y S en los distintos medios, todas estas formulas pueden ser manipuladas para obtener 16
polinomios. Sin embargo, de estos 16 polinomios, generalmente tienen interés geofisicos los
que estan relacionados con la ondas P Py, PPy, PSSy, P;S|.

Para el caso nuestro solo vamos a trabajar con el coeficiente de reflexion relacionado con

la onda P P;, la cual trabajaremos en detalle a continuacion.

3. Derivacién del polinomio de 5to grado

Sea:
(3.43) R {(bCOS 0, _Los 02) P (a N 4208 0, cos wg) sz} /D
vpl Up2 UpleQ
Entonces:
(3.44) RD — [(bcos 0 o8 92) P <a N 7608 0, cos @ZJ2> HPQ}
Up1 Up2 Up1VUs2
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(345) R[EF+GHp’] = KbCOS@l _Ccos92> e (HdM) sz]

Up1 Up2 Up1Us2

_ A 5 -
0 0 [ cos
(3.46) R (bCOS L geosthcos s Hp2> + (ccos 2F + aHp2) _
Up1 Up1Vs2 Up2
_ A 5 :
,<b cos 6, P dCOS 01 cos s HPQ)\ B ,<CCOS 0 P aHp2>\
Up1 Up1VUs2 Up2
Entonces podemos decir que:
A-B
3.47 R =
( ) A+ B

Expresion plasmada en el trabajo realizado por Paul M. Krail, Rock Properties and
Amplitude versus Angle.[1] donde A y B contienen los dngulos y demés pardametros de la
roca.

Ahora utilizando un conjunto de operaciones algebraicas, se logro transformar la expre-

sion anterior en los siguientes polinomios de 5to grado.

(3.48) Asy? + Ayt + Asy + Asy? + Ay + Ag =0
(3.49) Asy + Agyh + Ay + A + Ajp + Ay = 0
Donde: =

Y2



Ademas,

Bl = Cl)

sin wl

Y también,

As = By,
Ay = y2Bs,
Az = y3B3 + y2 By + Bs,
Ay = y3Bs + y3B7 + y2 Br,
Ay = y3 By + y3 B,

Ao =3 + Bi1 + y3 B2 + Y3 Bis + y2 B,

3. DERIVACION DEL POLINOMIO DE 5TO GRADO

By = 32920 4 ()3,
By = 28y + Cs,

sin 01

By = % 12;

BB - %CQ,

BG = %07 + %020 + 014,

B7 - 022’

By = 552 Cs + 522 Coy + s,

By = Cy,

By = Cs,

B = 552 Co + 5t Oy + Chg,

By = %C’%,

Bis = 5i2Cio + 52O + Cr,
| Bu= %CH + 2282 O + Chs,

As = B,

Ay = y1By + By,

Ay = y?Bs + Bis,

Ay = y$Bs + 2 By + y1 Buo,
A= YiBa + yi By + yi Bs + By
Ay = Y3 B1 + 4 Bs,

44
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4Dy — 2Dy5)sin* 6y,

4Dy + D12 + Do) sin® 0y,

2D3 — 25 — 2Dyq) sin® 0, sin? 6,

Dg — 2D14) sin* 6,

D3 + D5 + D1y) sin? s,

Cs = —2Dq1 sin* 6,

C7 = 4Dg sin? 0, sin® 5,

Cs = (=2Dg + Dyp)sin? 0,

Cy = —2D5sin? 6,,

Cho = (—=2Dy + D13) sin’ s,

Ci = Dy,

Clg = Dyysin? 0y,

Ci3 = Dy sin? 6,

,C14 = —2D;gsin? 0, sin® s,

Cis = Dy sin’ 01,

Ci6 = Da3 sin’ 02,

Ci7 = —4Dys sin? 6,

Cis = Dag,

Cio = Dygsin 0y,

Coy = (—2Dy4 + 4Dg + 4 sin 6 sin 1) sin? #; sin” 65,
Cyy = (—=2Dg — 2sin 6 sin 1o D1 + Dig) sin® 4,
Cyz = Dy7sin® 0y,

Chs = 4Dy sin 0, sin 0y sin 1o,

Coy = (Dy — 2Dg — 2D1gsin 0 sin 1)y — 4 Doy sin 0 sin 1), sin? 6y,
Cys = D7 sin? 6,

Co = Dy sin 0 sin iy + D1pf; sin )y

Oy = (
Cy = (
Cy = (
Oy = (
Cs = (

\

Finalmente,
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Dy = p3(R — 1) cos 6y cos )y,

Dy=R+1,

D3 = 4p1pa(R — 1) cos 6 cos )y,

Dy = 8p1pa(R — 1) cos b cos 1),

D5 = 8p1p2(R + 1) cos 0; cos iy,

Dg = 4p*(R — 1) cos 6 cos ¢,

D7 = 4p3(R — 1) cos 0 cos 1y cos O, cos 1y,
Dg = p1pa(R — 1) cos 0 cos s,

Dy = p1pa(R + 1) cos 05 cos 1y,

Dy = —2p1p2( R+ 1),

Dy = 2p3(R + 1) cos 6y cos ¢y,

Dy = —2p3(R + 1) cos 0; cos i)y,

D13 =2p3(R + 1) cos 0y cos i)y,

Dy = —2p3(R + 1) cos 0; cos iy,

Dy5 = 4p1p2(R — 1) cos 0 cos s,

D1 = 4p1p2(R + 1) cos Oy cos iy,

D17 = —p1p2(R — 1) cos 0y cos Y cos 03 cos 1,
D1g = 2p1p2(R — 1) cos 0y cos s,

D19 = 4p1p2(R + 1) cos 02 cos o,

Doy = 2p1p2(R + 1) cos 0 cos iy,

Dy = 4p3(R + 1) cos 0 cos g,

Doy = 4p3(R — 1) cos 0 cos 1y cos B, cos 1o,
Doz = p3(R — 1) cos 0y cos 1y,

Doy = pi(R — 1),
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CAP{TULO 4

Solucién numeérica del polinomio para el caso de una onda p|p;

1. Raices de un polinomio

Un Polinomio de grado n tiene la forma:

P(z) = apa™ + ap_12™ 4 ... + a1 + ao,
donde las a;, denominadas coeficientes de P, son constantes y a, # 0. La funcién cero,
P(x) = 0 para todos los valores de z, se considera un polinomio, pero sin que se le asigne

grado alguno.[16]

TEOREMA 4.1 (Teorema Fundamental del Algebra). Si P(z) es un polinomio de grado
n > 1 con coeficientes reales o complejos, entonces P(x) = 0 tiene al menos una raiz

(posiblemente compleja).

COROLARIO 4.2. Si P(z) es un polinomio de grado n > 1 con coeficientes reales o com-
plejos, entonces existen constantes unicas xq, Xo, X3, ...., T posiblemente complejas, y enteros

POSItivos my, My, Mo, ...., My tales que 2?21 m; =ny
P(z) = ap(z — x1)™ (x — 29)™....(w — xp) ™"

Es decir, todo polinomio en una variable tiene tantas raices como su grado, (contando sus
multiplicidades). Aun asi, las raices de los polinomios reales no son necesariamente reales;
algunas de ellas, o incluso todas, pueden ser complejas. Es por ello que enunciamos el siguiente

teorema.

TEOREMA 4.3. Si z = a+1b es una raiz de multiplicidad m del polinomio P(z), entonces

zZ = a — ib también serd una raiz de multiplicidad m del polinomio P(x)

Tomando en cuenta que el polinomio a tratar es un polinomio de quinto grado, es decir
con cinco raices reales o complejas, el teorema anterior nos permite inferir que por lo menos

existe una raiz real.
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2. Calculo Numérico

Los polinomios constituyen una clase de funciones de gran importancia, debido a que son
faciles de evaluar y, sobre todo, a que toda funcién continua en un intervalo cerrado puede
aproximase mediante polinomios.[17]

Curiosamente, a pesar de la sencillez y las buenas propiedades de los polinomios, sola-
mente se pueden resolver mediante formulas exactas las ecuaciones polinémicas de grado no
superior a 4. En su lugar se utilizan métodos numéricos.

En esta seccion recordaremos las operaciones y propiedades de los polinomios y algunas
funciones del programa MATLAB 7.0 ! que actian sobre ellos.[16]

El polinomio de grado n.

P(z) = a1z™ + aox™ ' 4+ ...+ apx + Gppq
se representa en MATLAB mediante el vector de longitud n + 1 de la siguiente manera:
p=laias...a, ani]
cuyos elementos son los coeficientes del polinomio ordenados de mayor a menor. Incluimos

los coeficientes nulos para conservar el grado del polinomio.

Coeficientes

Vol Vo

P(z) = aya"™ + apx™ ' + ... + apx + Gnyy

Coeficiente director Variable J Término independiente

FI1GURA 4.1. Nomenclatura de Polinomios

1Es un programa de calculo técnico y cientifico que permitié realizar los calculos con vectores de forma

rapida y efectiva, ademds de poseer una optima capacidad para la obtencién de los graficos.
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EJEMPLO 4.4. El polinomio z? se representa mediante el vector:
1 0 0]
mientras que

1]

representa al polinomio constante 1.

Para operar con polinomios en MATLAB, hay que traducir a operaciones con vectores
las correspondientes operaciones con polinomios. Como la suma, resta y producto por un
escalar se efectian termino a termino, basta operar con los coeficientes de cada termino.
Para sumar o restar en MATLAB polinomios de distinto grado, hay que representarlos como

vectores en la misma longitud.

EJEMPLO 4.5. Si sumamos p(x) = z* con ¢(z) = 3 en MATLAB hacemos:

>> p=[1 0 0];
>> gq=[0 0 3];
>> pt+q

ans =

1 0 3

La manera mas habitual de iniciar un polinomio es utilizando la funcién poly la cual inicia
un polinomio. Si el argumento del polinomio es una matriz cuadrada devuelve el polinomio
caracteristico, si es un vector devuelve un polinomio cuyas raices son los elementos del
vector. También son muy ttiles las funciones polyval la cual calcula el valor del polinomio en
el punto dado, conv multiplica dos polinomios, polyder deriva un polinomio, polyint integra
analiticamente un polinomio, roots devuelve las raices del polinomio cuyos coeficientes son
los elementos del vector argumento.

El procedimiento que se utilizo para realizar los calculos del polinomio en MATLAB son:

(1) Funcién coeficientes: funcién que permite obtener los valores de los coeficientes del
polinomio cuya variable viene dada por la relacion y; = *2 mediante un vector
p

columna.

function
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[A]=Coeficientes(rol,ro2,thetal,theta?,phil,phi2,R,vsl,vp2)
D=zeros(1,24); C=zeros(1,26); B=zeros(1,14); A=zeros(1,6);
D(24)=ro1"~2*(R-1);

D(23)=ro172*(R-1)*cos(theta2)*cos(phi2);
D(22)=4*ro2~2*(R-1)*cos(thetal)*cos(theta2)*cos(phil)*cos(phi2);
D(21)=4%ro2~2*(R+1)*cos(theta2)*cos(phi2) ;

D(20)=2*rol*ro2* (R+1)*cos(thetal)*cos(phil);
D(19)=4*rol*ro2+*(R+1)*cos(theta2)*cos(phi2);
D(18)=2*rol*ro2*(R-1)*cos(thetal)*cos(phi2);
D(17)=-rol*ro2+*(R-1)*cos(thetal)*cos(theta2)*cos(phil)*cos(phi2);
D(16)=4*rol*ro2*(R+1)*cos(theta2)*cos(phil);
D(15)=4*rol*ro2*(R-1)*cos(thetal)*cos(phi2);
D(14)=-2xro1~2*(R+1) *cos(thetal)*cos(phil);
D(13)=2*ro1~2x(R+1)*cos(theta2)*cos(phil);
D(12)=-2xro02"2*(R+1) *cos(thetal)*cos(phil);
D(11)=2%ro2"2*(R+1)*cos(theta2)*cos(phil);
D(10)=-2xrol*ro2*(R+1) ;
D(9)=rolxro2*(R+1)*cos(theta2)*cos(phil);
D(8)=rolxro2*(R-1)*cos(thetal)*cos(phi2);
D(7)=4*xro1"2*(R-1)*cos(thetal)*cos(theta2)*cos(phil)*cos(phi2) ;
D(6)=4*ro1~2*(R-1)*cos(thetal)*cos(phil);
D(5)=8*rol*ro2+*(R+1)*cos(thetal)*cos(phil);
D(4)=8*rol*ro2+*(R-1)*cos(thetal)*cos(phi2);
D(3)=4*rol*ro2+*(R-1)*cos(thetal)*cos(phil);

D(2)=R+1;

D(1)=ro2~2*(R-1)*cos(thetal)*cos(phil);

C(26)=D(2) *sin(thetal)*sin(phi2)+D(8)

+D(10) *sin(thetal)*sin(phi2)+sin(thetal) *sin(phi2)*D(24) ;
C(25)=D(7)*(sin(theta2))"2;
C(24)=[D(4)-2*D(8)-2*sin(thetal) *sin(phi2)*D(10)
-4xD(24)*sin(thetal)*sin(phi2)]*(sin(theta2))"2;
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C(23)=4xD(24)*(sin(theta2)) “4*sin(thetal) *sin(phi2);
C(22)=(sin(thetal)) "2+D(17);
C(21)=(-2*%D(8)-2*sin(thetal)*sin(phi2)*D(10)+D(18))*(sin(thetal))"2;
C(20)=[-2*D(4)+4+D(8)+4*sin(thetal)*sin(phi2)
+D(15)-2xD(18)]*(sin(thetal)) "2*(sin(theta2)) " 2;
C(19)=D(16)*(sin(thetal))"4;

C(18)=D(23);

C(17)=-4xD(23)*(sin(theta2))"2;

C(16)=D(23)*(sin(theta2))"4;

C(15)=D(19) *(sin(thetal)) "2;

C(14)=-2*D(19)*(sin(thetal)) "2*(sin(theta2))"2;
C(13)=D(21)*(sin(thetal))"4;

C(12)=D(22)*(sin(thetal))"2;

C(11)=D(9);

C(10)=(-2*D(9)+D(13))*(sin(theta2)) "2;

C(9)=-2xD(3)*(sin(theta2)) ~4;

C(8)=(-2*D(9)+D(11))*(sin(thetal)) "2;
C(7)=4*D(9)*(sin(thetal)) "2+ (sin(theta2))"2;
C(6)=-2*D(11)*(sin(thetal)) "4;

C(5)=(D(3)+D(5)+D(14))*(sin(theta2))"2;
C(4)=(D(6)-2%D(14))*(sin(theta2)) ~4;

C(3)=(-2*%D(3)-2%D(5)-2*%D(20) ) *(sin(thetal)) "2*(sin(theta2)) "2;
C(2)=(-4*D(1)+D(12)+D(20))*(sin(thetal))"2;
C(1)=(4*D(1)-2%D(12))*(sin(thetal)) "4;
B(14)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(11)+C(18)+(sin(theta2)/sin(thetal))*C(26);
B(13)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(10)+C(17)+(sin(theta2)/sin(thetal))*C(24);
B(12)=(sin(theta2)/sin(thetal))*C(25);
B(11)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(9)+C(16)+(sin(theta2)/sin(thetal))*C(23);
B(10)=C(5);

B(9)=C(4);
B(8)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(8)+(sin(theta2)/sin(thetal))*C(21)+C(15);
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B(7)=C(22);
B(6)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(7)+C(14)+(sin(theta2)/sin(thetal))*C(20);
B(5)=C(2);
B(4)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(12);
B(3)=C(3)+(sin(theta2)/sin(thetal))*C(19);
B(2)=(sin(phi2)/sin(phil))*C(6)+C(13);
B(1)=C(1);
y2=vsl/vp2;
A(1)=B(1);
A(2)=y2*B(2);
A(3)=y2~2*B(3)+y2*B(4)+B(5) ;
A(4)=y2"3*B(6)+y2"2*B(7)+y2+B(8) ;
A(5)=y2"4%B(9)+y2"2*B(10) ;
A(6)=y2"5*B(11)+y2 4xB(12)+y2"3*B(13)+y2*B(14)
return

La funcion de MATLAB que se uso para obtener los valores de los coeficientes
es:

e zeros(m,n): Crea una matriz de ceros de m filas y n columnas.
Funcion Polinomio: funciéon que permite expresar el polinomio con los coeficientes
dados.
function [w]=polinomio(x,A)
w=[A(1)*x"5+A(2)*x~4+A(3) *x~3+A(4) *x~2+A(5) *x+A(6)]/3000;
return
Funcién main: funcién que permite calcular los coeficientes del polinomio y sus
raices, ademas de crear un grafico del comportamiento del polinomio.
clear all
close all

clc

[M]=Coeficientes

(2,1.9,0.698131701,0.685291296,0.301205034,0.435612018,-0.054,4267,6500) ;
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x=-0.9:3.3/10000:2.5;

for i=1:length(x)
y(i)=polinomio(x(i),M);

end

u=-1:3.5/10000:2.5;

v=zeros(1,length(u));

plot(x,y,’green’);

plot(u,v,’black’)

r=roots(M)

Las funciones que se utilizaron son:

e length: Describe la longitud del entorno en el que se desea trabajar.

e roots: Obtiene todas las raices de un polinomio construyendo la matriz asociada
al polinomio (considerado caracteristico) y obteniendo los valores propios de
dicha matriz.

A = diag(ones(n-1,1),-1);

A(1,:) = -c(2:n+1)./c(1);

eig(A)

El algoritmo transforma el polinomio P(x) en un polinomio caracteristico 2P (\)
para asi hallar los autovalores propios ® del mismo que a su vez son las raices

del polinomio P(z).

2Sea K un cuerpo y Ang, una matriz cuadrada sobre K el polinomio caracteristico de A denotado por
P(A), es el polinomio definido por P(\) = |A — AI| donde I,,,,, denota la matriz identidad

3Los autovalores propios son las raices del polinomio P ()
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EJEMPLO 4.6. Sea P(z) = 2% — 2? — 24z — 36,

1 24 36
Luego la matriz asociada a P(x)es A=| 1 0 0 :
0 1 0
luego
P(\) = det(A— \I)
1—X 24 36
-2 0 24 1
=|A—-\|= 1 -2 0 |=(1=X —1
1 =X 36 —A
0 1 =X

= (1= A)A% — 1(—24\ — 36)

=X\ — A2 — 24\ — 36
Luego, haciendo P()) = 0 se obtienen los autovalores A = 6, A = =3, A = —2.

que a su vez son las raices del polinomio P(z).

e plot2: Permite graficar curvas en 2 Dimensiones.

3. Modelo AVO como un polinomio de quinto grado.

Como hemos visto, los procesos de reflexién y transmisién sismica estan controlados por
los parametros elasticos de los medios en contacto, especificamente, densidades y velocidades
de propagacién de las ondas, tanto de las ondas P (v,) como de las ondas S (v;), asi como
sus angulos de incidencia, reflexién y transmisién.

Geofisicamente queremos estudiar un modelo que nos permita entender los fenémenos
sismicos, es por ello que consideraremos un modelo de arena-gas basado en la ecuacion de
Zoeppritz y que nos muestra el coeficiente de reflexién para cuatro angulos de incidencia
diferentes, usando como datos del modelo las densidades de la roca en los distintos medios
y las velocidades de las ondas correspondientes al modelo. Todos estos datos estan descritos

a continuacion en la siguiente tabla.
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Coeficiente de Reflexion (R,,) para un medio Arena-Gas

9(1) efad P1| P2 Up1 Up2 Us1 Vs2 R

10 0,087 | 2 | 1,9 | 6500 | 6400 | 3000 | 4267 | -0.019
200,174 | 2 | 1,9 | 6500 | 6400 | 3000 | 4267 | -0.027
3010,523 | 2 | 1,9 | 6500 | 6400 | 3000 | 4267 | -0.039
40 10,698 | 2 | 1,9 | 6500 | 6400 | 3000 | 4267 | -0.054

Estos datos fueron suministrados por el Consortium for Research in Elastic Wave Explo-
ration Seismology (CREWES)[18]

luego, usando estos datos y la ley de Snell, podemos hallar:

(1) El angulo de incidencia y reflexién de la onda P en el medio 2 que viene dado por

la expresién

(4.1) 0y = arcsin(% sinf).
Up1
(2) El dngulo de incidencia y reflexién de la onda S en el medio 1 que viene dado por

la expresion

(4.2) U = arcsin(E sin ;).
Up1
(3) El angulo de incidencia y reflexién de la onda S en el medio 2 que viene dado por

la expresion

(4.3) Py = arcsin(@ cos ).

Up1

De esta manera se obtienen todos los datos necesarios para calcular los coeficientes del

polinomio:

Asyf + Ayt + Asyt + Aoyt + Aiyn + Ag =0

Cuya variable depende de la relacion y; = Zﬁ

Estos datos se muestran a continuaciéon en la siguiente tabla.
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Tabla de datos para la relacién (ZT?)

pi | po | 67| 670 | gpad rad rad R U2 | a1

2119]10|0,174|0,171 | 0,080 | 0,114 | -0.019 | 6400 | 3000
211,9]20]0,349 | 0,343 | 0,158 | 0,226 | -0.027 | 6400 | 3000
211,9]30]0,523|0,514 | 0,232 | 0,334 | -0.039 | 6400 | 3000
211,9]40]0,698 | 0,685 | 0,301 | 0,435 | -0.054 | 6400 | 3000

Ahora usando los datos referidos a el dngulo #; = 40° e introduciéndolos en el pro-
grama de MATLAB usando la funcion main se obtiene el siguiente grafico que describe el

comportamiento del polinomio para dicho angulo.

Modelo Arena-Gas Raices de P(x)
0.003 :
; y | -0,8216
0.0025 + Ps
Yo 0.6615
= 0.0020 +
= ya | 2,4588
-~ 0.0015F —
E J ya | —2,5+ 2
=  (0.001} -
= s =2 95— 2%
T 0.0005} _
s \
-0.0005 | k. /" Raiz Modelo
L '-.-. 1 I 1 1
i 05 0 0.5 1 15 2 25

Relacién (‘—2)
vpl

FIGURA 4.2. gréfica de la relacién ;*2 con respecto a P(x)
p

En el grafico de la figura 4.2 se observa el polinomio de 5to grado como una funcién de
la relacion % en el cual los puntos que intersectan al eje x son los ceros del polinomio, es
decir, representan las raices reales del mismo y por tanto sus soluciones. En este caso vemos
como de las tres raices reales halladas, una de ellas se aproxima a la raiz modelo del trabajo

realizado por Paul M. Krail, en Rock Properties and Amplitude versus Angle.



Conclusion

Para los geofisicos la solucién exacta al problema de reflexion y transmisién de ondas en la
interface entre dos medios isotropicos, homogéneos y elasticos representa un trabajo compli-
cado ya que no es facil invertir la ecuacion de Zoeppritz para obtener los parametros elasticos
relacionados con las velocidades de las ondas en los distintos medios y las densidades involu-
cradas en el proceso; es por ello que la obtencién de esta informacion es obtenida a través de
soluciones aproximadas a la ecuacion de Zoeppritz, cabe destacar que estas aproximaciones
estan sujetas a ciertas limitaciones. El presente trabajo especial de grado tiene como objetivo
fundamental ofrecer a los geofisicos un procedimiento alternativo, practico y eficiente para
conocer las propiedades del subsuelo. A continuacion se presenta una descripcién general del
trabajo por capitulos.

Para el Capitulo 1 se trataron conceptos preliminares que constituyen el asiento para
el estudio del problema de AVO (Amplitude Variation with Offset), entre estos conceptos
resaltan las Ecuaciones en Derivadas Parciales de segundo orden del tipo hiperbdlico la cual
representan una base fundamental para el estudio de la propagacién de Ondas, asi como los
métodos sismicos que se basan en el fenémeno de propagacién de ondas en medios elasticos,
se analizo la propagacion de ondas del tipo compressional u ondas P y las ondas de cizalla
u ondas S utilizando los conceptos de divergencia y rotacional para obtener los potenciales
de desplazamiento dilatacional y de cizalla que permitié obtener la ecuaciéon de ondas en
términos de los potenciales.

En el Capitulo 2 se introdujo un problema en el cual se propaga una onda elastica a través
de un medio isétropo y el vacio, se estudio la reflexion de esta en la interface, usando para
ello las condiciones de borde tales como la continuidad de los esfuerzos y/o desplazamientos
normales y tangenciales, los datos obtenidos generaron 2 expresiones algebraicas que repre-
sentan los coeficientes de reflexién de las ondas P/ P; y P| S} la cual representan las ondas
directas y convertidas respectivamente. Estas Expresiones son manipuladas algebraicamente

para obtener en el caso de la onda directa la expresion:
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k=43
Donde A y B contienen los dngulos y demdas parametros de la roca(velocidades de las
ondas P y S, densidades de la roca, etc). Es importante destacar que esta expresion es
publicada en el articulo [1], sin embargo no se detalla como se obtuvo. Ademds de esto,
se logré una expresion para el caso de la onda convertida. Luego se realizo una operacién
algebraica que permitié expresar el coeficiente de reflexion P|P; como un polinomio de 2do

grado en el cual la variable desconocida depende de la relacién de los pardametros elasticos

-

En el Capitulo 3 se presento el problema de la propagacion de una onda elastica, plana
a través de dos medios isétropos y en el cual se estudid la reflexion y transmision de las
diferentes ondas derivadas de las ondas P y S, obteniendo asi 16 formulas que representan 16
coeficientes entre reflexion y transmision. Es importante destacar que de los 16 coeficientes,
generalmente se tienen interés geofisico en los que estan relacionados con las ondas directas
(P P;) v las ondas convertidas (F.S;). Luego, al igual que en el articulo [1], obtuve la

expresion:

R= 4

Donde al igual que en el capitulo 2 los valores de A y B contienen los angulos y demas
parametros de la roca. Y luego a través de operaciones algebraicas complicadas converti esta
expresion en dos polinomios de 5to grado la cual van a representar 2 formas de inversion
exacta de la ecuacion de Zoeppritz y tiene como finalidad ofrecer a los geofisicos un proced-
imiento alternativo, practico y eficiente para conocer las propiedades del subsuelo.

En el Capitulo 4 se explica porque el polinomio de 5to grado constituye una herramienta
util para obtener una solucién real al problema de AVO (Amplitude Variation with Off-
set), al mismo tiempo se elabor6 un gréfico a partir de un modelo Arena-Gas, en el que se
evidenciaron tres raices reales, de las cuales una de estas es idéntica a la raiz hallada en
el articulo[1], es importante destacar que la raiz coincide con el cociente de ;)T? para dicho
modelo, destacando con esto la validez del polinomio y del trabajo realizado.

Para una proxima publicacién, tengo el interés de trabajar con el coeficiente de reflexién
de la onda compartida, ademas de establecer una relaciéon de simetria con los restantes
coeficientes de reflexion y transmision que se generan a partir de las ecuaciones de Zoeppritz.

Esto motivado a que hasta ahora no hay resultados en ese sentido.
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