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Introducciéon

El objetivo fundamental de este Trabajo Especial de Grado es el desarrollo del articulo
“The mth Ratio Test: New Convergence Test for Series” de Sayel A. Ali ([7]), en el cual se
prueba un nuevo criterio para la convergencia de series.

El muy conocido criterio de convergencia para series numéricas de D’Alembert, también
conocido como criterio del cociente, establece lo siguiente:

Si{an} es una sucesion de términos positivos tal que existe

; Qp41
a = lim ,
n—oo (O,

entonces

(i) Sia <1 entonces la serie y .~ | a, converge.
(ii) Si > 1 entonces la serie Y - a, diverge.
(i) Si =1 el criterio no da informacion.
Tal como muestran los ejemplos que se dan en el Capitulo 3, este criterio suele no dar
informacion en series cuyo término general contiene factoriales o productos finitos. Este tipo

de series suele aparecer en muchos desarrollos de Taylor.

Si el criterio falla, el limite de “** es 1 y se tiene que
a
n+1 _ 1 + bn
G,

para alguna sucesién {b,} que converge a 0. Un estudio detallado de la relacién entre la
convergencia de la serie y el comportamiento de la sucesién {b,} ha permitido establecer
refinamientos del criterio del cociente, entre los que destacan los criterios clasicos de Kummer,
Raabe y Gauss.

En el articulo ya mencionado, Ali Sayel desarrolla un nuevo criterio, el del segundo

cociente, que refina el del cociente y que depende de los siguientes limites

Qn Qn

9

A2n+41 Q2n
y



INTRODUCCION 2

donde a,, es el término general de la serie. Este criterio contiene al de Raabe y una parte del
criterio de Gauss.

El trabajo esta organizado en tres capitulos.

En el Capitulo 1 se da un repaso de algunas definiciones y resultados basicos de series
y limites. Ademds se hace un breve estudio del teorema del cociente de D’Alembert. En el
Capitulo 2 se estudia en detalle el criterio del segundo cociente, los criterios de Kummer,
Raabe y Gauss y la relacion que existe entre ellos. Por ultimo, en el Capitulo 3 se evaluaran el
comportamiento de algunas series para las que falla el criterio de D’Alembert y sin embargo,

el criterio del segundo cociente permite determinar el caracter de la serie.



CAP{TULO 1

Resultados basicos y criterio de D’Alembert

El objetivo de este primer capitulo es realizar una revisiéon de algunas definiciones y
resultados basicos, necesarios para la comprensién de este trabajo.

Las definiciones y resultados que se dan forman parte del Célculo Bésico y no se dan
demostraciones, salvo en el caso del criterio del cociente. Se pueden encontrar mas detalles

en las siguientes referencias. [1}, 2, [3, 4, 6]

1. Nociones basicas.

Una serie es un par ({a,},{S,}) donde a,, es una sucesién de nimeros reales y
n
Sp=a1+ay+-+a, = E ay.
k=1

Es usual utilizar la siguiente terminologia:
A a, se le llama término general de la serie.
A la sucesion {S,} se le llama sucesion de sumas parciales de la serie.

En vez de referirse a las series como un par es usual hablar de la serie
+o0
E Ay
n=1
Se dice que la serie Y~ a, converge cuando la sucesién de sumas parciales {S,} es
convergente.
Se dice que la serie Y > a, diverge cuando la sucesién de sumas parciales {S,} no

converge.

Si la sucesién {S,} converge a S con S € R, se suele escribir
Z a, = S.
n=1
Debe quedar claro que S no se obtiene simplemente por adicién, S es el limite de una

sucesion de sumas.



2. LIMITE SUPERIOR Y LIMITE INFERIOR. 4

EjEmMpLO 1.1 (La serie geométrica). Una serie geométrica es una serie donde cada
término se obtiene multiplicando al anterior por una constante, llamada razén. Una serie

geométrica tiene la forma
o0
E ar”,
n=1
donde a,r € R.

Para a # 0 esta serie converge si y sélo si |r| < 1y, en este caso se tiene que

> a
E ar’" =

1—r
n=1

Se cumple el siguiente resultado.
TEOREMA 1.2. Si la serie Zzozl a, converge, entonces lim,,_,o a, = 0.

En este trabajo solamente se consideraran series de términos no negativos. En este caso
la sucesion de sumas parciales forma una sucesiéon monotona creciente. Del hecho de que una
sucesiéon mondtona creciente es convergente si y sélo si es acotada se deducen los siguientes

resultados.

TEOREMA 1.3. Una serie de términos no negativos converge si y solo si la sucesion de

sumas parciales es acotada.

TEOREMA 1.4 (Criterio de comparacién). Sean {a,} y{b,} sucesiones no negativas tales

que b, < a, para todo n

(i) St >0 an converge entonces y -, b, también converge.

(ii) Si Yy .2, b, diverge entonces Y -, a, también diverge.

2. Limite Superior y Limite Inferior.

Sea {x,} una sucesiéon de nimeros reales. Sea E = FEy, el conjunto de los x tales que

existe una subsucesién de {z,} con limite z (puede ocurrir que +00 6 —oo sean elementos

de F).

DEFINICION 1.5. El limite superior de {z,} es el supremo de E. Se denotara por

lim sup x,,

n—~o0
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con la convencién sup E = 400, si +00 estd en F.

El limite inferior de {x,} es el infimo de E. Se denotard por

lim inf z,,

n—~oo

con la convencion inf £ = —o0o, si —oo esta en F.
Se tienen los siguientes resultados.

PROPOSICION 1.6. Sea {x,} una sucesion.
Entonces

liminf z,, < limsup z,
n—0oo n—oo

TEOREMA 1.7. Sea {x,} una sucesion.
Existe lim,, . x, st y solo si liminf, . x, = limsup,, . =p.

En este caso lim,, ., x, = liminf, . x, = limsup,_, =,.

Un resultado importante que se obtiene a través de este teorema es que una sucesién

acotada {z,} converge si y sdlo si liminf, . x, = limsup,,_, . Ty.

TEOREMA 1.8. Sea {x,} una sucesion acotada y sean {s,} y {t,} las sucesiones definidas
por
Sn = Sup{xn7 Tnt1s Tnt2s - - }
t, = Wf{z,, Tpi1, Tota, ...}

Entonces la sucesion {s,} y {t,} son convergentes y

lim s, = limsup xz,,.
n—0oo n—oo

lim ¢, = liminf z,,.

n—oo n—oo

OBSERVACION 1.9. Por el Teorema 1.8y la definicién de limite superior e inferior se tiene

que si {x,} es una sucesién (no necesariamente acotada) entonces

lim sup x,, = inf sup xy
n—o0o n2l p>p

lim inf z,, = sup inf .
n—00 n>1k2n



3. CRITERIO DE D’ALEMBERT

Por lo tanto, si {z,,} es una sucesion tal que

limsupx, <r

n—oo

para algiin nimero real r, entonces existe un entero positivo N tal que

suprp <1
k>N

y por lo tanto

rn <r paratodon > N.

De igual manera se puede ver que si {x,} es una sucesién tal que
liminfz, >r
n—oo

para algiin ntimero real r, entonces existe un entero positivo N tal que

xn, >1r paratodon > N.

3. Criterio de D’Alembert

Jean le Rond d’Alembert (16 de noviembre 1717-24 de octubre 1783) fue un matematico

y filésofo francés. Se le considera uno de los maximos exponentes del movimiento ilustrado,

concibe las Ciencias como un todo integrado y una herramienta para el progreso de la

Humanidad.

Abordé la Matematica a través de la Fisica, con el problema de los tres cuerpos. Esto lo

llevé a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. También probé un criterio de

convergencia para series.

Cuadro y estatua de D’Alembert
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Esta nota histérica y las imdgenes fueron tomadas de [8§].

D’Alembert demostré el siguiente criterio para convergencia de series.

TEOREMA 1.10 (Criterio de D’Alembert o criterio simplificado del cociente).

., , . L. . , an+1
Sea {a,} una sucesion de términos positivos tal que existe o = lim,,_,oo ——

n

(i) Sia <1 entonces la serie y | a, converge.
(ii) Si > 1 entonces la serie Y - a, diverge.

(i) Si =1 el criterio no da informacion.
Este resultado es consecuencia del siguiente teorema.

TEOREMA 1.11 (Criterio ampliado de D’Alembert o criterio del cociente).
Sea {a,} una sucesion de términos positivos.

an+1

(i) Si lim sup < 1 entonces la serie Y > a, converge.

Qn

Qp41

(ii) Si existe ng € N tal que > 1 para todo n > ng entonces la serie Y - an

n
diverge.

.o Ongd . .
(i) 9% Hminf —— > 1 entonces la serie Y - | a, diverge.
an

Ap+1

a
(iv) Si liminf = <1 < lfmsup
an an

el criterio no da informacion.

DEMOSTRACION.
(i) Sea

Ap+1

a = lim sup <1

n

y sean € (a,1).
Por la Observacién 1.9 existe N > 1 tal que

Ap+1
Qp

<nsin>N.
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Usando la desigualdad anterior se obtiene

an+1 < nay
2
an+2 < Nanyy1 < N an
3
any3 < Naygo < N an

an+k < nkaN para todo k > 1.

+oo  k . s , 400 k
Como ) ;71" es una serie geométrica de razén n < 1 entonces ) ;7 0" con-

verge. Por el criterio de comparacion se tiene que Z;:S anir converge y por lo

tanto
+oo
>
n=1
converge.

(ii) En este caso a,41 > a,, para todo n > ng y por lo tanto el término general de la
serie no tiende a 0, por lo que diverge.

(iii) Este caso se reduce facilmente al anterior. En efecto sea

Ant1 An+1

= sup inf
% k>1 12k ap

1 < a=liminf

Nuevamente por la Observacion [1.9/ existe ng € N

Ant1
Qn

1<

si n > nyg.

Usando (ii) se obtiene que la serie "' a,, diverge.

(iv) Basta considerar las series

+oo1 o0 1

La primera de estas series diverge y la segunda converge, sin embargo en ambos

, anJrl
lim

n—oo

existe y da 1.



4. ALGUNOS CRITERIOS BASICOS DE CONVERGENCIA

4. Algunos criterios basicos de convergencia

Los criterios basicos que se enuncian a continuacién seran utilizados e

de este trabajo.

TEOREMA 1.12 (Criterio de Cauchy o criterio de la raiz).

Sea {a,} una sucesién no negativa y sea

a = limsup Va,.

n—oo

Entonces
(i) Si oo <1 la serie Y>>, a, converge.
(ii) Sia>1 la serie Y - a, diverge.

(iii) Si =1 el criterio no da informacion.

También se cumple el siguiente resultado.

TEOREMA 1.13. Si {c,} es una sucesion de nimeros positivos entonces

;. 0 Cntl
lim inf —

. ’ ’ C
< liminf /¢, < limsup {/c, < limsup ntl

CTL n

n algunas partes

Este ultimo resultado permite concluir que el criterio de la raiz es “mas fino” que el

criterio del cociente, es decir, si se puede concluir convergencia a partir

cociente también se puede hacer a partir del criterio de la raiz.

TEOREMA 1.14 (Criterio de la integral). Supdngase que f es una fu

del criterio del

ncion positiva vy

mondtona decreciente definida en [1,+00) y que f(n) = a, para todo n natural.

Entonces la serie
oo
> an
n=1

converge si y solo si existe el limite

lim /A f(x)dx.
1

A—+4o00
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TEOREMA 1.15 (Criterio de condensacién de Cauchy).
Sea {a,} una sucesion decreciente tal que lim,,_, o a, = 0.

Entonces
oo
> an
n=1
converge st 1y solo si

o
E 2”@271
n=1

CONVETgE.

10



CAP{TULO 2

Criterio del segundo cociente y
refinamientos clasicos del criterio de D’Alembert

En este capitulo se expone el criterio del segundo cociente, demostrado por Ali Sayel

en su articulo [7] y se estudia su relacién con algunos refinamientos clésicos del criterio de

D’Alembert.

1. Criterio del segundo cociente

TEOREMA 2.1 (Criterio del segundo cociente, [7]). Sea Y " a, una serie de términos

Positivos y sean

’ ; A2n , A2n+1
L = méax < lim sup —, lim sup

, .o Qon oL, L G2pdd
l:mm{hmlnf—n,hmlnf - }

n—oo @, n—o A,
Entonces

(i) Si L < 3 se tiene que Y . | a, converge.

(ii) Sil>
(iii) Sil <

se tiene que y | a, diverge.

< L el criterio no proporciona informacion.

N[ N

DEMOSTRACION.

(i) Supéngase que L < % Sear € Rtal que L <r < %, entonces

P az , A2n+1
limsup — <r y limsup —

n—oo n n—oo an

<r

Por la Observacién 1.9 se tiene que existe un entero positivo N tal que

A2p, A2n+1

7 An

<r

para todo n > N.

11



1. CRITERIO DEL SEGUNDO COCIENTE

Por otra parte

an =(an + any1 + - -+ asn—1) + (@on + aon1 + -+ aan—1)+
n=N
+ (aan + aan g1+ +agy-1) + -
+ (agrn + agrygy + o+ agrriy_y) + o0
= (agkn + Aorngy + -+ Agrsin_q).
k=0
Sea S = Aok y + Goknyq + -+ ageiy_y para k =0,1,2,3,.... Entonces, para k > 0,

Sk = (agkn + agkyy1) + (Aok o + Aorngg) + o+ (Aorting + Gortin_q).

Como para n > N se tiene que

Aon Aon+1
— <7y <r
an an
entonces
Aon Aon+1
—+—<r+r
an an

y por lo tanto

Qon + Aopyy1 < 2ra, paran > N.
Luego
Sk = (agrn + agkyi1) + (Gornio + Qornys) + -+ (Qorriy_o + Gorsiy_1)
< 2rage-1 + 2ragk-1n4q + -+ 2ragky
= 2r(agr—1n + Qgr-1n1 + -+ agry_1) = 2rSk_1.
Procediendo inductivamente se obtiene
Sp < 2rSp_1 < 2r(2rSip_s) < 2r(2r(2rSp_s3)) < ... < 28RS,

para k > 0, de donde

doan=) Si< Y Sl2r)t < oo,
n=N k=0 k=0

por el Criterio de Comparacién (Teorema [1.4) se tiene que

oo
> an
n=0

converge.

12
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(i) Supéngase que [ > % Sea r € R tal que % < r < [, entonces

A2n+41

.o a ;.
liminf =2 > r y liminf >

n—oo Ay n—0o0 Ay,
Nuevamente, por la Observacion [1.9/ se tiene que existe un entero positivo N tal que

A2p, A2n+1
— 2Ty
Ay, Qp,

>r
para todo n > N.

Procediendo de manera anéloga que en la prueba de (i), para n > N se tiene que

A2p, A2n+1
4+ == >ty
Ay, ap

y por lo tanto

a2p + Gopy1 2 210,.
Luego
Sk =(aokn + agrni1) + (Qokyyo + Goknis) + - 4 (Ggkt1n_o + Aorriy_y)
>2ragk-1 + 2ragk-1n41 + -+ 2ragey g
=2r(agk-1n + Agr-1 41 + -+ agry_1) = 2rSk_1.
Procediendo inductivamente,

Sk > QTSk_l > 27’(27“Sk_2) > 27"(27’(27”Sk_3)) > ... > 2k7'k50.

Como r > %, se tiene que

SO(QT)k = 00,

ian: Skz

00 00
n=N k=0 k=0

por el Criterio de Comparacién (Teorema [1.4) se tiene que

WE
£

3
Il
o

diverge.
(iii) Para verificar que el criterio no da informacién en este caso, se debe mostrar que
existe una serie convergente para la cual se cumple la condicion | < % < L y que existe una

serie divergente que cumple la misma condicién.
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Se considerara la serie
o

1
Z n(lnn)?’

n=2
Usando el criterio de la integral se puede deducir que la serie converge si p > 1 y diverge si

p <1l

Para cualquier p

D p
i 20— g L (—ln” ) 1
(n)

n—oo (y, n—oo 2n[In(2n)]P  n—oo 2 In(2) + In 2
y
. Qongl ) n(lnn)? ) n Inn L |
lim = lim = lim = —.
n—oo  ay, n—oo (2n 4+ 1)[In(2n 4+ 1)]p  n—oc 2n+1 \In(2n + 1) 2

En muchos ejemplos los limites

;. Qop . Qoptl
lim — y lim .
n—0o0 (y, n—oo QA

existen. En este caso

; Aon, ’ Q2n, e A2n,
lim — = limsup — = liminf —

n—0oo (p n—oo Ap n—0o0  dp
y
;. Qonp1 , A2n+1 ;. e Q2ng1
lim = lim sup = liminf ——.
n—0oo  dp n—o0 ap n—oo Qp,

Por lo tanto se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 2.2 (Criterio simplificado del segundo cociente, [7]). Sea > 7 a, una serie

de términos positivos tal que

. Q2p . Qoptl
lim — gy lim ——

n—oo (A, n—oo QA

existen. Sean

Ly = lim 2% [, = lim 2L
n—oo an n—oo (Ln
L =méax{Ly, Ly}, yl = min{Lq, Ly}.

Entonces
(i) Si L < 3 se tiene que Y . a, converge.
(i) Sil >

(iif) Sil<

se tiene que Y~ a, diverge.

N N

< L el criterio no proporciona informacion.
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Si a las hipdtesis del resultado anterior se agrega que la sucesién {a,} es decreciente,

entonces
A2n+41 < Q2n
Qn Qp,
y, por lo tanto
, Qa2 , Q2an41
L=1lm — y [=lim ——.
n—oo (O, n—oo Ay

Luego se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 2.3. Sea Y a, una serie de términos positivos tal que la sucesion {a,}

es decreciente y

,  Qop , Qop41
lim — ¢y lim ——
n—0o0 Ay, n—oo Ay
existen. Sean
, Qop , Qop41
L=1lim —, [= lim .
n—oo n—oo Ay

Entonces
(i) Si L < i se tiene que Y . a, converge.

(i) Sil> 3 se tiene que Y -, a, diverge.

OBSERVACION 2.4. El resultado anterior también se puede obtener a partir del Criterio de

condensacién de Cauchy (Teorema [1.15) y el Criterio de D’Alembert de la siguiente manera.

(i) Si L < 1 entonces, aplicando el Criterio de D’Alembert a Y o2 ) 2"asn, se obtiene

2n+1 N "
lm =22 oy 2@ _op o 1.

n—oo  2MAgn n—oo  (gn

Por lo tanto )7 ;2"asn converge, de donde Y a, converge.
(ii) Sil> 3, entonces

2n+1 n n
lm 222" S o g 2229 _9p 5,

n—00 " Qon n—oo  (@9n

Por lo tanto )" 2"asn diverge, de donde )~ a, diverge.
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2. Criterio de Kummer

Ernst Eduard Kummer (29 de enero de 1810 - 14 de mayo de 1893) fue un matemético
aleman que realizé varias contribuciones a la matemaética en areas diversas, entre las que
destacan las series numéricas, la teoria de nimeros y la geometria de superficies. Probé el

ultimo teorema de Fermat para una clase considerable de exponentes primos.

E. Kummer

Esta nota histérica y la imagen fueron tomadas de [8].

TEOREMA 2.5 (Criterio de Kummer). Sea Y > a, una serie de términos positivos.

Supdngase que eziste una sucesion de términos positivos {d,} tal que el siguiente limite

existe.

Entonces
(i) Si h >0 se tiene que Y~ a, converge.
(i) Sih <0y 2, d, diverge, se tiene que y .~ a, diverge.
DEMOSTRACION. La demostracién que se va a dar estd basada en la que aparece en el
libro [5].
(i) Supdéngase que h > 0. Sea o € (0, h], entonces existe N € N tal que
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para todo n > N. Sea v, = 1/d,,.

Entonces, para n > N se tiene que

a
= T o,
an
Como a,, >0
ApYn — Gpi1Vne1 = apo >0 sin > N. (2.1)

Por lo tanto a,11¥n+1 < anyn si n > N, es decir la sucesién {a,7,} es monétona decre-
ciente para n > N. Como esta sucesion estd acotada inferiormente por 0, es convergente.

La serie telescépica

SH

>

=0

(an'Yn — Qp+417Yn+1 )

3

tiene sumas parciales

T, =
k=0

=

(ak vk — Qrp1Ykt1) = ;(ao% — Qn1Ynt1)-
Como {a,7,} converge, la sucesién {T,,} converge y por lo tanto la serie

>

n=0

Q|+

(Gn% - anJrl’YnJrl)

es convergente.
Por la desigualdad (2.1) se tiene que

1
_(an'yn - an—l—l’yn-i-l)'
g

IN

an
Finalmente por el criterio de comparacién la serie
oo
D> an
n=0
converge.

(ii) Supéngase que h < 0. Entonces existe N € N tal que
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Por lo tanto

> >0

an
n > > dn
! _'(dN>

para todo n > N. Como Y~ d, diverge, por el criterio de comparacién la serie

oo
> an
n=0

es divergente. 0

b
e
=12

para todo n > N, de donde

OBSERVACION 2.6. Considerando la serie (divergente) de término general constante e
igual a 1 se obtienen las partes (i) y (ii) del criterio simplificado de D’Alembert.

En el teorema anterior puede ocurrir que h = 0 y el criterio no de informacién. Basta
considerar la serie (divergente) de término general constante e igual a 1 y ejemplos donde

falle el criterio simplificado de D’Alembert.

3. Criterio de Raabe

Joseph Ludwig Raabe (15 de mayo de 1801-22 de enero de 1859) fue un matemético
suizo. Establecié un criterio de convergencia para series de términos positivos. También

estudio diversos aspectos de los movimientos planetarios.

J. Raabe

Esta nota histérica y la imagen fueron tomadas de [8].
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El criterio de convergencia que se enuncia a continuacién fue demostrado por J. Raabe
y se va a probar a partir del criterio del segundo cociente (Teorema 2.1). Es importante

destacar que esto prueba que el criterio del segundo cociente es mas general que el de Raabe.

TEOREMA 2.7 (Criterio de Raabe). Sea > a, una serie de términos positivos. Supdnga-

se que existen una sucesion {e,} tal que lim,_. e, =0 y [ € R tales que

Entonces
(i) Si B > 1 se tiene que Y. a, converge.
(ii) Si B <1 se tiene que Y~ a, diverge.

(i) Si B =1 el criterio no proporciona informacion.

Para demostrar este teorema serd necesario demostrar la siguiente desigualdad.

PROPOSICION 2.8. Sin es un entero mayor o igual que 1, entonces

1 1 + + 1 >1n2
P n‘
n n+1 2n—1—

DEMOSTRACION. Si k es un entero positivo y x € [k, k + 1] entonces

SR

>

1 k+1 dr
> =
k _/k x

| =

y por lo tanto

Luego
1 1 1 " dg "2 dy g
__|_ +...+ Z _+ _+...+ JE—
n n+1 2n—1 n x i1 T on_1 T
2n
d
:/ —len(2n)—1n(n)
n x

=1In <2_n) = 1In2.
n

DEMOSTRACION DEL CRITERIO DE RAABE.

(i) Supéngase que 3 > 1.
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Se tiene que

lim n (an+1 — 1) = lim n (—é + 5—”) = —p.
n—oo an n—oo n n

Sea a € (1, 3), entonces existe N € N tal que si n > N entonces

a
n ntl 1) < —a.
ap

Sea n > N, entonces

a9 Ap41 Ap42 a9 « «
= _ L " (1 ==). (1= .
Qy, Ap Qpt1 A9p—1 n 2n —1

Como0<1—z<e®paral <z <1, setiene que

(1_g>. [ DR (R < o (G+atrtotmig)
n n+1 2n—1) —

por la Proposicion 2.8

«

> aln?2,

n n—|—1+'”+2n—1

por lo tanto
aﬂ < e—aln? — i
a, 22
para todo n > N.

Procediendo de manera analoga

A2n+1  An+tl Gni2 A2n+1

Qp, Ap An+41 A2n

IN
®
~
3R

+
S‘Q
+

< —aln 2”:'1 —aln?2 i
< 9a
para todo n > N.
Como a > 1
1 1 a 1 1
lim sup —22+1 < — < = limsup — < — < =
pol T, T« T Y NP =9 Ty

por el Teorema 2.1

)

20
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converge.
(i) Supdéngase que (3 < 1.

Igual que en el caso (i)

lim n (an+1 — 1) = lim n (—ﬁ + 8—”) =—f.
n—o00 an n—0o0 n n

Por lo tanto si g < 1 existe N € N tal que
n (anH — 1) > —1
Qn

Supdngase que n > N, entonces

para todo n > N.

an+1>1_l:n—1:dn+1’
an n n d,
donde
1
d, =
n—1
Luego
An41 Qn,
dn+1 dn’
por lo que
an 1 an
el > dy, — ==
an+1 +1(dN> n(dN)
sin> N.

Por el criterio de comparacion

diverge.
(ili) La serie armonica
+o00
>s
n?
n=1
que es divergente, satisface las hipétesis del criterio de Raabe con 5 =1 (ver Ejemplo [ del
Capitulo 3).
Para ver que el criterio no da informacion en el caso f = 1, basta mostrar una serie

convergente que satisface las hipdtesis con § = 1. Para esto se considerara la serie

=400

1
Z n(lnn)?’

n=2
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Usando el criterio de la integral se puede verificar que esta serie converge.

Para verificar que la serie satisface las hipotesis del criterio con 3 = 1 se debe verificar

que 1
nh_)IEOn {— (n + 1)(1r11(n +1)” | _ L
n(lnn)?
Se tiene que
1
(n+1)(In(n+1))2 | B n(lnn)?
"I I - (- TR
n(lnn)?
[ n (n+1)(In(n +1))* — n(lnn)?
B <n~|—1) ( (In(n +1))? )
([ n n(ln(n + 1)) — n(Inn)?
B <n+1> <1+ (In(n +1))? > '
Como
lfm — =1,
n—oomn + 1
basta mostrar que
. n(ln(n+1))>—n(lnn)*>
I (Y 1)
Finalmente
lim n(ln(n + 1)) — n(lnn)? — Ym {n(ln(n +1)—1In n)} {ln(n +1)+1In n}
n—00 (In(n + 1))2 n—00 In(n + 1) In(n + 1)

2 ! 1 1+1 ’
=2lim — In =
n—oo In(n + 1) n
=0.
U

A continuacién se presenta una versiéon alternativa del criterio de Raabe que, en algunos
casos, permite simplificar algunos céalculos.

Antes de demostrarlo es necesario el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.9. Sea {v,} una sucesién de nimeros no negativos que converge a 0.

FEntonces se tiene que la sucesion {nvy,} es convergente si y sélo si la sucesion (1 +~,)" es
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convergente. En este caso

lim ny, = A

sty solo si

m (1+7,)" = et

n—oo
DEMOSTRACION. Se deben considerar dos casos:

PRIMER CASO: {7,} se anula una cantidad infinita de veces.

En este caso {nvy,} es convergente si y sélo {ny,} tiende a 0y (1 +,)" es convergente
siy solo si (14 ,)" tiende a 1, de donde se obtiene el resultado.

SEGUNDO CASO: {7,} se anula solamente una cantidad finita de veces.

Sea N € N tal que v, # 0 para todon > N.
Para n > N se tiene que

(1 + )" ((1 + ’Yn)l/’yn)n% .

Por las propiedades bésicas del ntimero e,

lim (14 7,)/7" =e.

n—oo

Por lo tanto (1 + 7,)" converge a e* si y sélo si ny, tiende a .

O
OBSERVACION 2.10. Por el resultado anterior se tiene que si {a,} es una sucesiéon que

tiende a 1 entonces la sucesién {n(a,, — 1)} converge si y sélo si la sucesién {(«,)™} converge
y, en este caso

lim n(a, —1) =&
si y solo si

Im (a,)" = €.

n—oo

TEOREMA 2.11 (Forma alternativa del criterio de Raabe). Sea >~ a, una serie de
términos positivos tal que

, an+1
lim

n—oo (y

, An41
limn | 2= —1]}.
n—oo an

=1
Y existe

23
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Sea L € R tal que

n
, Ap+41
e = lim )
n—oo A,

Entonces
(i) Si L < —1 se tiene que y . a, converge.

(ii) Si L > —1 se tiene que >~ a, diverge.

DEMOSTRACION.

Sea (3 definido por

g=— ll’mn(a”+1—1).
n—oo an

Entonces se tiene que

donde {e,} es una sucesién que tiende a 0. Ademads, por la Observacion 2.10 se tiene que
L = —[(. Por lo tanto el resultado sigue del criterio de Raabe.

O

4. Criterio de Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777-23 de febrero de 1855), fue un ma-
tematico, astrénomo y fisico aleman que contribuyé significativamente en muchos campos,
incluida la teoria de ntimeros, el analisis matematico, la geometria diferencial, la geodesia,
el magnetismo y la 6ptica. Muchos lo consideran “el principe de las mateméticas” y “el ma-
tematico mas grande desde la antigiiedad”. Su obra tuvo una influencia notable en muchos

campos de la matematica y de la ciencia.
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J. C. Gauss

El reconocimiento a Gauss en Alemania es tan grande que su imagen, con dibujos alegéri-
cos a su trabajo, fue colocado en los billetes de 10 marcos (previos a la implantacién del euro),

tal como se muestra en la siguiente ilustracion.

AU8B969077U6

. DEUTSCHE BUNDESBANK
ZEHN DEUTSCHE MARK

Esta nota histdrica y las imégenes fueron tomadas de [8].

TEOREMA 2.12 (Criterio de Gauss). Sea -, a,, una serie de términos positivos. Suponga-

se que existen una sucesion acotada {0,}, B € R y A > 0 tales que

Entonces

(i) Si 8> 1 se tiene que Y~ a, converge.

(ii) Si B <1 se tiene que Y~ a, diverge.

DEMOSTRACION.
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El caso # # 1 se obtiene del criterio de Raabe, tomando

En ﬁ
Supdngase que [ = 1.
Sea
1
~ nlnn
entonces

es divergente y ademas
1 a, 1 10,
r}irgo (d_n - aa—:l : dn+1) = nh—{go (nlnn - (1 - —+ n1+’\> -(n+1)(In(n + 1)))
0,

= lim (nlnn— (”; Ly W) -(n+1)ln(n—|—1))
— < n—D(n+ D+ 1) Qn(n+1)ln(n+1))>

n nltA

= lim

n—oo

-1

‘In(n+1) —

(n+1) Hnln(n+1)>

n—oo

= lim (nlnn—nln(n+1) +

n—oo

n n n?

(
"
(

In(n+1) (n+1) 6,In(n+ 1))

=1
e 1/n n n n*

n—oo

(lnn—ln(n—l— 1) N In(n+1) (n+1) 6fyln(n+ 1))

=-140+0

=1

Por el criterio de Kummer la serie Y a, diverge.



CAPIiTULO 3
Ejemplos

Este capitulo esta dedicado a estudiar el comportamiento de algunas series para las
que falla el criterio de D’Alembert y sin embargo, el criterio del segundo cociente permite
determinar el caracter de la serie. En algunos de los ejemplos también se aplican otros de los
criterios que se han presentado, lo que permite comparar las ventajas que pueden ofrecer los
diferentes criterios dependiendo del tipo de serie que se desea estudiar.

Los siguientes limites, que se pueden probar de manera analoga a como se probd la

Proposicién 2.9, se utilizardn en algunos casos.

lfm [t” i O‘} — ot (3.1)
n—oo tn
y
t n—«o
lim [ nt 6] — (Bt (3.2)
n—oo | tn + «

1. La serie > >, 1

n=1 pp

Para la serie

00
1
npP

n=1

)

donde p € R, el criterio de D’Alembert falla ya que

apyr  nP

an (n+1)P

y por lo tanto

p
;. Ong1 , n
lim 2L = Ifm =1
n—00  (y, n—oo \ N + 1

27
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n=1 nP

1.1. Aplicacion del criterio del segundo cociente.

Se tiene que

ag, 1 agny1 1
T 9p o 1\p
a, 2 n, 2+ 2)
y por lo tanto,
, o G2p41 , Q2p 1
lIm —— = lim — = —
n—oo  (y n—o0 (U, op

Del criterio del segundo cociente se deduce que la serie converge si p > 1 y diverge si

p < 1, el criterio no da informacién si p = 1.

1.2. Aplicacion del criterio de Kummer.

Tomando

se obtiene

= Jim T
x
p—2 2
x x
=1 —1
mggo(p ) x + 1) (x4 1)2

Del criterio de Kummer se deduce que la serie converge si p > 1 y diverge si p < 1.
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1.3. Aplicacién del criterio de Raabe.

Se tiene que

p
lim n @—1 = lim n n——l
n—00 an, n—o00 (’n, —+ ]_)p

Por lo tanto
it _y P, o
an, n o n
donde
ap,
En:n( +1—1) +p
an
tiende a 0.

Del criterio de Raabe ( 3 = p) se deduce que la serie converge si p > 1y diverge si p < 1.

1.4. Comentarios.

El criterio de Gauss no parece ser adecuado para esta serie, ya que resulta muy complicado
encontrar la sucesiéon {6, }. También es importante destacar que para aplicar el criterio de
Kummer hay que escoger (o poder “adivinar”) la sucesién {d, }.

. 00 1:3:5-(2n—1)
2. La serie ) >, Ty

Para la serie

i1-3-5---(2n—1)
— 27(n 4+ 1)!
el criterio de D’Alembert falla ya que

Apy1 2n+1
an  2n+4
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n=1 27 (n+1)!

y por lo tanto
. Gpyl . 2n+1
lim lim =1

n—oo d, n—oo 2n +4

2.1. Aplicaciéon del criterio del segundo cociente.

Se tiene que
A2n+1 N 4n + 1

= <1
Qop, dn+4

y por lo tanto ag,.1 < asg,. Ademas

Qo1 _ Oz _ 2n+3)2n+5)---(4n—1)
a, an  2"(n+2)(n+3)---(2n)

B 2n + 3 2n +5 4dn — 1
- n+4)\2n+6 4n

Como

se tiene que

. a , a 1 1
lim sup —* < lim sup —= < — < -.
n—o0 (079 n—oo Qpn 2\/E 2

Del criterio del segundo cociente se deduce que la serie converge.

2.2. Aplicacion del criterio de Kummer.

Tomando

se obtiene

Del criterio de Kummer se deduce que la serie converge.
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n=1 2nn!

2.3. Aplicacién del criterio de Raabe.

n 2 1
lim n a+1_1 = lim n nt -1
n—00 an, n—00 2n+4

Se tiene que

B B 3n
C nseo 2n+ 4
__3
2
Por lo tanto
an—i—l_l_ § l 5_77,
a, 2 n n’
donde
[ 3 3n 3 3
— —1 _— = — - =
o "(an )+2 m+d 2 n+2
tiende a 0.

Del criterio de Raabe ( = 3/2) se deduce que la serie converge.

2.4. Aplicacién del criterio de Gauss.

Por los célculos ya hechos para aplicar el criterio de Raabe se tiene que
1 1
an+1 _ 1 - § - + - 3
an 2 n n n—+ 2
(3 () (L) (3
2/) \n n3/2 ) \n+2

Del criterio de Gauss, con f=3/2, A=1/2y

g, = V1

Tb_n+27

se deduce que la serie converge.

2nn!

i[1-3-5-2;1-n(!2n—1)r’

n=1

p
3. La serie > 7, [M]

Para la serie
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n=1 2nn!

donde p € R, el criterio de D’Alembert falla ya que

(In+1_ 2n+1 P
| 2n+2

G,

y por lo tanto

, An+1
lim = lim

n—oo a,n n—oo

2n +1 p—l
omn+2|

3.1. Aplicacién del criterio del segundo cociente.

Se tiene que

Uon+1 _ dn +1 p<1
Ao, 4n 4+ 2

y por lo tanto ag,y1 < ag,. Ademas

Gant1 _ Gan _ [(Qn—i—1)(2n—|—3)(2n-|-5)...<4n_ 1)]19
- 2n(n+1)(n+2)---(2n)

B [(1_2n1+2) <1_2n1+4)"'(1—ﬁ)]p.

ComoO<l—z<e®paral<x<l,

Qn Qn

a a 1 1 1
2n+1 < 2n <P (erer...JrR).
Qn, G,

Al igual que en la Proposicién 2.8 se prueba que

NI S S
cii bk — >1n
n+1l n+2 2n — n+11|’
por lo tanto
p/2
Gl fn o mpulg] - (20t
an (079 B n + 1
Luego,
lim sup @i < limsup il < lim nt —9QP/2 - Z
sip> 2.

Del criterio del segundo cociente se deduce que la serie converge si p > 2.

Para el caso p < 2 el criterio del segundo cociente no aporta informacion, sin embargo se

puede demostrar directamente, que en este caso, la serie diverge.
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Se procede de la siguiente manera.

1\ 2" n|
n S 1:3-5---(2n—1)

(2-2)(2-3)(2-4)---(2-n)
1-3-5---(2n—1)

S (3) () (5 (22)
+(1+3)(1+8) (1+8) (5

Como 0 < 14 x < e” para z > 0, se tiene que

=2

Al igual que se probd la Proposicién 2.8 se prueba que

1 1 1 1( 1 1 1) 14+Inn

S el ) [ e S I
2+4+ +2n 2 +2+3+ +n - 2 7

por lo tanto

1\ 7 wn
(—) <2ee'™ =22y/n < 4y/n,

Qn
luego
>
n = Apnp/2’

Por el criterio de comparacion la serie diverge para p < 2.

3.2. Comentarios.
El criterio del segundo cociente funciona bastante bien para esta serie, al intentar aplicar
cualquiera de los otros tres criterios aparecen limites mas complicados que los que aparecen

con el del segundo cociente.

. oo a(a+1)(a+2)---(a+n—1)b(b+1)(b+2)---(b+n—1)
4. La serie anl n!c(ct+1)(c+2)-(c+n—1)
Sean a, b y ¢ nimeros positivos, la serie

o0

Za(a+1)(a+2)---(a+n—1)b(b+1)(b+2)---(b+n—1)
nle(c+1)(c+2)---(c+n—1)

n=1

se conoce con el nombre de serie hipergeométrica.
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Para esta serie el criterio de D’Alembert falla ya que

(ny1 _ (a+n)(b+n)
an  (n+1)(c+n)

y por lo tanto

lim & =

4.1. Aplicacién del criterio del segundo cociente.

azm _ (a+n)l@+n+1)---(a+2n—1)(b+n)(b+n+1)---(b+2n—1)

an m+1(n+2)---2n)(c+n)(c+n+1)---(c+2n—1)
_(at+n)(b+n) [(a+tn+)(b+n+1) (a+2n—1)(b+2n—1)
 2n(c+n) n+1)(c+n+1) (2n—1)(c+2n—1)
Cada una de las expresiones racionales dentro de los corchetes es de la forma
(a+x)(b+ )
rle+z)
Sea
~(a+x)(b+ )
J(x) = rlc+x)
Entonces

Grnbrn) | arb-dera
J(@) = z(c+ ) bt z(c+ ) '

Por lo tanto si a + b < ¢, entonces existe N € N tal que f(z) es creciente para x > N.

Luego, si a + b < ¢, entonces
@z _ (a+n)(b+n) [(a+2n—1)(b+2n—1) et
a, — 2n(c+n) (2n—1)(c+2n—1)

(at+n)b+n) [2n+a—1]"""[2n+b—1]""
~ 2n(c+n) [2n+c—1 2n — 1

para todo n > N. En forma similar se obtiene
arasr _ (a+n)(b+n) [(a+2n)(b+2n) el
a, ~(2n+1)(c+n) (2n)(c+ 2n)

o [ )

para todo n > N.
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Utilizando el limite notable (3.2) se obtiene

1 n < 1 a+12)—c < 1
msup — < — e —
ST =) 2
y

1 a+b—c 1
limsup =" < Z ¢ < =
n—>oop Qp, 2 2

sia+b<ec.

Del criterio del segundo cociente se deduce que la serie converge si a + b < c.
El caso a + b > ¢ se puede tratar directamente de la siguiente manera.

Sia+b > c, entonces

(a+x)(b+ x) 14 (a+b—c)xr+ab o1
z(c+ ) z(c+ )
para todo x > 0. Por lo tanto

ala+1)(a+2)---(a+n—1bb+1)(b+2)---(b+n—1) >a_b
nle(c+1)(c+2)---(c+n—1) cn’

luego, por el Criterio de Comparacion, la serie diverge si a + b > c.

4.2. Aplicacion del criterio de Kummer.

Tomando
1
d, = —
n
se obtiene
1 1
lim (— _ ot ) = lim (n _ ot n)(bn) (n+ 1))
n—oo \ d, ap dpi n—00 (n+1)(c+n)

, <n2+cn—ab—an—nb—n2>
= lim

n—00 n-—+c

=c—a—>b

Del criterio de Kummer se deduce que la serie converge si a+0b < c y diverge si a+b > c.
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4.3. Aplicacion del criterio de Raabe.

Se tiene que

lfm 7 (a”“ - 1) = lim n ((a+")(b+") - 1>

n—0o0 (n+1)(c+n)
(a+b—c—1)n*+abn —cn

—
o n?+(c+1)n+c
=a+b—c—1.

Por lo tanto

Uny1 14 a+ c n 5_’
an n n
donde
<€n:n(a"+1 —1) —(a+b—c—1)
Qn
tiende a 0.
Del criterio de Raabe ( f = —(a+b—c—1) ) se deduce que la serie converge si a +b < ¢

y diverge sia+b > ¢

4.4. Aplicacion del criterio de Gauss.

Se tiene que

Gnyr 1 {n+a+b_c+(a—0)(b—0)}
Qp n+1 n+c
1 —c)(b—
= [n—i—l—(l—l—c—a—b)—l—w]
n+1 n+c

:1_1+c—a—b 1 ((a—c)(b—c))

n+1 n+1 n+c
1 1—|—c—a—b+ 1 (a—c)(b—c) l+c—a—1»
B n n+1 n+c n(n+1)

Se puede aplicar el criterio de Gauss con = —(a+b—c—1), A\ =1/2y {6,} definida

o o (S52)

Del criterio de Gauss se deduce que la serie converge si a + b < ¢y diverge si a +b > c.

por

4.5. Comentarios.

El criterio de Gauss es muy adecuado para esta serie.
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. n=1 (14z)(2+z)(3+z) - (n+x)

. oo (n—1)!
5. La serie )~ (1+2) (24) (3+z)—(n+=z)

Para la serie

= (n—1)!
Z(1+x)(2+x)(3+x)---(n—|—x)

n=1

donde z > 0, el criterio de D’Alembert falla ya que

an—i—l_ n
a, n+1+x

y por lo tanto
a
lim = = lfm —————
n—oo n—oomn+ 1+ x

5.1. Aplicacién del criterio del segundo cociente.

Se tiene que
Aon+1 2n

= <
Qo n+1+x

por lo tanto ag,11 < asgy,.
Ademas se tiene que

a2n+1<aﬁ: n(n+1)(n+2)(2n—1)

a, ~— a, (m+l4+z)n+2+z)---2n—1+2)2n+x)

B n n-+1 n-+2 2n — 1
S+ \n+l+x/)\n+2+2 n—14+z)"

Como

se tiene que

n-+j < 2n —1
n+j+x " 2n—1+2z’

-1
Uoni1 _ Qon n ( 2n — 1 )"

Por lo tanto

< — <
a, ~— a, 2n+z \2n—1+4+=x

Por el limite notable (3.2)

n—1
lim i 2n—1 = 1 e /2,
n—oo2n+x \2n—1+=x 2

Luego
. a , a 1 1
lim sup — < limsup —= < = ¢ %/
n—00 an n—oo Qn 2 2
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Del criterio del segundo cociente se deduce que la serie

- (n—1)!
—~ (1+2)2+2)3+2) - (n+a)

n

converge para x > 0.

. 00 1-2P.3P...(n—1)P
6. La serie ), 2@ 1)@ 1o} (P T

Para la serie

oo

Z 1.2p.3p...(n_1)p

(14+z)2P+2)3P+z) - (nP 4+ )’

n=1

donde p € Ry x > 0, el criterio de D’Alembert falla ya que

Ant1 - n?

an (n+1)P+x

y por lo tanto

, Qp41 ; n?
hm = hm —_— =

n—oo (A, n—oo (n + 1)1) +x

6.1. Aplicaciéon del criterio del segundo cociente.

Se tiene que

p
A2n+1 _ (2n) <1,
aon Cn+1)p+x —
por lo tanto as, 1 < agy,.
Ademas se tiene que
Qi1 _ Gon _ (nP)(n+ 1)P(n+2)P---(2n —1)?
a, ~— a, (n+1P4+z)((n+2)P+x) - (2n—1)P+2)((2n)P + x)
nP
< — .
~ 2n)p+a
Por lo tanto, para p > 1
n . n_ 1 1
lim sup B2nt1 < hmsupai < — < - parap> 1
n—oo ap n—oo Qnp 2P 2
Por otra parte
(n+j4)° T T

(n—l—j)p—l—x: n+j)pP+ax (2n — 1)+ 2’
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para j =1,...,n — 1, por lo tanto
Goni1 _ Gan _ (n?)(n+ 1)P(n+2)P---(2n — 1)P

an ~ ap,  (n+1)P+2)((n+2)P+z)---((2n — 1P + 2)((2n)P + 2)

(o) (- m5)

Luego para p < 1 se tiene que

n—1
) A2nt1 _ o, o, ) n? x

| <1 — <1 —_ l1l—-—— =0.
fmsup === < limsup == < lim, ((Qn)p T x) ( (2n —1)? + x)

Del criterio del segundo cociente se deduce que la serie converge para todop <16 p > 1.

Por el Ejemplo 5/ la serie converge si p = 1. Por lo tanto esta serie converge para todo x > 0

y para todo p.
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