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Introducciéon

Para que una funcién pertenezca al conjunto de las funciones Riemann integrables, ésta
debe ser definida y acotada en un intervalo cerrado, y es integrable en el sentido Riemann
si y sélo si el conjunto de discontinuidades de la funcion tiene medida nula. La integral
de Lebesgue posee ciertas ventajas respecto a la integral de Riemann, a continuacion se

enumeran unas de ellas:

1. Para que una funcion sea Lebesgue integrable, ésta no debe ser continua
necesariamente. Aunque una funcién no necesita ser continua para ser Riemann
integrable, esta condicién es suficiente, pero no necesaria.

2. Si {fn}nen es una sucesién de funciones acotadas uniformemente que convergen a f

en el intervalo [a, b], entonces f es Lebesgue integrable en [a, b], y se tiene que

f= lim fn-
[a.b] "0 Jlab)
3. Si F tiene derivada acotada en el intervalo [a, b], entonces F’ es Lebesgue integrable

en [a,b] y para cada x € [a, ] se tiene que

/[ ]F':F(x)—F(a).

A pesar de estas ventajas significativas de la integral de Lebesgue respecto a la integral
de Riemann, y que quede en evidencia que el conjunto de funciones Lebesgue integrables
es mucho mas amplio que el conjunto de las funciones Riemann integrables, al comparar la
integral de Lebesgue con la integral impropia de Riemann, queda en evidencia que ninguna
integral es mas general que la otra.

Para que la propiedad 3. se cumpla, es necesario tener como hipétesis que F” sea Lebesgue
integrable en [a, b]. Por este motivo en 1912 A. Denjoy da una nueva teoria de integracién,

generalizando las definiciones de funciones Lebesgue integrables (ver [3], [5] ¥ [13]).
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Aunque la integral de Denjoy resuelve algunos problemas que la definicién de la integral
de Lebesgue no puede, la definicién de la integral de Denjoy es complicada y también hay
funciones que no pueden ser integrables por medio de esta teoria.

De manera independiente en 1914, O. Perron da otra generalizacion de la integral de
Lebesgue, donde muestra que toda funcién derivable es Perron integrable. La definicién de
esta integral estd sustentada en gran parte sobre la teorfa de derivacion (ver [3], [5], [9] y
[13]).

La integral de Henstock-Kurzweil es equivalente a la integral de Denjoy y Perron, pero a
diferencia de estas, su definicién no es tan complicada, y esta definicién surge de una pequena
pero muy significante variacion en la integral de Riemann, y por este motivo se dice que la
integral de Henstock-Kurzweil es una generalizacion de la integral de Riemann.

En esta teoria de integracion se consideran particiones con un punto distinguible de
un intervalo, la cual es llamada particion etiquetada. Al igual que Riemann, en la integral
de Henstock-Kurzweil se consideran las sumas de Riemann, y por tal motivo, se da una
caracterizacion de esta integral respecto al criterio de Cauchy, la cual es una caracteristica
bastante peculiar de esta integral.

Por 1ultimo, se da un criterio de integrabilidad por comparacién de las funciones Henstock-
Kurzweil integrables, considerando dos funciones f,g : [a,b] — R Henstock-Kurzweil
integrables en [a, ¢], para todo a < ¢ < b. Para f(t) > 0y g(t) > 0 para cualquier ¢ € [a,b],

y suponiendo que el limite

existe para L € [—o0,00] y analizando el valor de L, se deduce que

(1) Si L = 0 y g es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] entonces f es Henstock-
Kurzweil integrable en [a, b].

(2) Si L es finito y positivo, entonces g es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y
solo si f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].

(3) Si L es infinito y f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b], entonces g es Henstock-

Kurzweil integrable en [a, b].

El cual es un ejercicio de alta dificultad propuesto en la referencia principal de este

trabajo de grado (ver [3]), y es el ejercicio a resolver.
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Ademas se prueba la equivalencia entre la integral de Lebesgue y la integral de Henstock-

Kurzweil y otras propiedades en el espacio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables.



CAP{TULO 1

La integral de Lebesgue abstracta

En este capitulo no se construye la integral de Lebesgue comenzando desde la construccién
de una medida, para una referencia de esto se pueden ver los libros [1], [3], [5], [9], [13] ¥ [15].
Para construir la integral de Lebesgue en abstracto, deben verse una serie de definiciones,
lemas y teoremas que son de gran importancia para poder definir esta integral, pasando por
el Teorema de Aproximacién el cual marca de manera significativa la teoria de integracion
de Lebesgue, hasta llegar al Teorema de Beppo-Levy que se usa para demostrar una ventaja

significante que tiene la integral de Lebesgue respecto a la integral de Riemann.

Considérese X un conjunto cualquiera. Se denota por P(X) a la clase de todos los

subconjuntos de X.

DEFINICION 1.1.
Sea C C P(X) una familia de subconjuntos de X. Se dice que C es una o-édlgebra de
subconjuntos de X, si ocurre que
1. pecC.
2. Si A € C, entonces A° € C.
3. S1 A, BeC, entonces AUB € C.
4. Parai € Iy A; € C, se tiene que

UAiEC,

donde Z es un conjunto de indices.

DEFINICION 1.2.
Sea X un conjunto cualquiera y A C P(X) una o-dlgebra de sibconjuntos de X. El par

(X, .A) se define como espacio medible.
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DEFINICION 1.3.
Sea (X, .A) un espacio medible. Una medida es una funcién p : A — [0, o0], tal que
L. p(0) =0.

2. p es positiva si para todo A € A se tiene que

w(A) > 0.

3. p es o-aditiva si dada una sucesion disjunta {A, },en C A v tal que si U A, € A,
n>1
entonces

uOJ&>=§:M&J

n>1 n>1
Se dice que una propiedad se cumple en casi todo punto respecto a la medida pu, si el
conjunto donde no se cumple la propiedad estd contenido en un conjunto de medida nula.

Esta propiedad se denota por c.t.p — pu.

DEFINICION 1.4.
Sea X un conjunto cualquiera, A C P(X) una o-élgebra de stibconjuntos de X y

w: A —[0,00] una medida. La terna (X, A, 1) se define como espacio de medida.

DEFINICION 1.5.
Sean X e Y espacios cualesquieray A C X, B C Y conjuntos cualesquieray f: X — Y

una funcion, se define:

1. La imagen directa de A a través de f como el conjunto
fIA]=A{f(x): € A}.
2. La imagen inversa de B a través de f como el conjunto
fUB = {w e X : f(z) € B).

El siguiente es un resultado clsico de la teoria elemental de conjuntos, su prueba puede

verse en [9].

LEMA 1.6.

Sean X,Y espacios cualesquiera y f : X — Y una funcion. Entonces:
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a. Si { By }nen €s una coleccion numerable de subconjuntos de Y, entonces:

N

n>1

f_l = ﬂf_l[Bn]-

n>1

b. Si {By}nen es una coleccion numerable de subconjuntos de Y, entonces:

U

n>1

f_l = Uf_l[Bn]-

n>1

c. St {An}nen es una coleccion numerable de subconjuntos de X, entonces:

U A.| = 4.

n>1 n>1

f

d. Si {Cp}nen es una coleccion de subconjuntos de X, entonces:

Ne.

n>1

f c () fIC].

n>1

e. Si B CY, entonces

DEFINICION 1.7.
Sean (X, A,), (Y, A,) dos espacios medibles y f : X — Y una funcién.
Se dice que f es A,/ A, — medible si ocurre que f1[A] € A, para todo A € A,.

En particular se tratan los casos:

1. Si (Y,A,) = (R,B(R)), entonces las funciones .A,/B(R)-medibles, se llaman

Borel — medibles.

2.51 (YA, = (R,L(R)), entonces las funciones A,/L(R)-medibles, se llaman

Lebesgue — medibles.

TEOREMA 1.8.

Sean (X, A,), (Y, Ay,) dos espacios medibles. Supongase que A, = o(C) para cierta clase
C de subconjuntos de Y. Sea f : X — Y wuna funcion. Entonces f es A,/ A,-medible si y
solo si f~[C] € A, para toda C € C.
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DEMOSTRACION.
Sean (X, A,), (Y, A,) dos espacios medibles y f: X — Y una funcién.
Supéngase que A, = o(C) para cierta clase C de subconjuntos de Y.

Si f es A,/ A,medible por definicién se tiene para toda C' € C
fC) € A,.

Supéngase ahora que f~[C] € A, para toda C € C.
Sea H={BCY: f'[B] e A,}
Se prueba que H es o-algebra y que C C H.

Por hipoétesis se tiene que C C H. Por otro lado

1. Es claro que f~![] =0 € A,, por lo que § € H.

2. Para Be H

por lo que B¢ € H.

3. Para {B,},en € H

ffl

por tanto U B, e H.

n>1
Asi se prueba que A, C H y para todo A € A, se cumple que
A € A,

por lo que f es A,/ A,-medible.

De esta manera se prueba el teorema. 0

COROLARIO 1.9.
Sean (X, A;) un espacio medible y f : X — R una funcion. Entonces f es Borel-medible

sty solo si:
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1. {f[(—00,c)]: c€R} e A,.

2. {f ' (c,00)] : c€R} € A,.
Este resultado se obtiene de forma inmediata aplicando el teorema previo.

TEOREMA 1.10.
Sean f,g: X — R funciones Borel-medibles y o € R.

Entonces:

a. Bl conjunto {x € X : f(x) > g(z)} es medible.

b. f+ « es Borel-medible.

o

. a.f es Borel-medible.
d. f+ g es Borel-medible.
e. f? es Borel-medible.

f. f.g es Borel-medible.

DEMOSTRACION.

Para una prueba de este teorema, ver [9]. O

DEFINICION 1.11.
Sean (X, A;) un espacio medible y { f, }nen una familia de funciones Borel-medibles, tales
que f, : X — R, para todo n € N.

Para ¢ € R se define:

1. El limite superior de la sucesion {f, }nen, como

limsup f,, = inf igg(fk) =N UlzeX: file) <c}.

nz1 n>1k>n

2. El limite inferior de la sucesién { f, }nen, como

lim inf f,, = sup Inf(fi) = UM{zeX: filz) <}

n>1k>n
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Se dice que la sucesion {f, }nen tiene limite, si ocurre que

limsup f,, = liminf f,,
n>1 n>1

y se denota por
i
TEOREMA 1.12.
Sea (X, A;) un espacio medible. Supdngase que para todo n € N, f, : X — R es una
funcion Borel-medible. Entonces:

1. sup fu(x) e 1I;f1 fn(x) son Borel-medibles.
n>1 nz

2. limsup f,(z) y h'm>ilnf fn(z) son Borel-medibles.
n>1 nz

3. El limite puntual de la sucesion { fn}nen, cuando ezista, es Borel-medible.

DEMOSTRACION.
Sea (X, .A;) un espacio medible. Supéngase que {f,}nen es una sucesiéon de funciones
Borel-medibles tales que para todo n € N se tiene que f, : X — R.
1. Sea h(z) = sgl:f fu(z).

Para toda ¢ € R se cumple que
{reX :hz)<ct={reX: fulzx)<c, ¥YneN}

= ﬂ{xeX:fn(x)<C}€«4z.

neN

Sea g(z) = 1r;f1 fn(x). Para todo ¢ € R se tiene

{reX:g(x)<c}={reX: f.(r) <cparaalginn € N}

— U{xeX:fn(x)<c}€Am-

neN

Asi pues sup f,(z) e 11gf1 fn(z) son Borel-medibles.
n>1 nz

2. Paraxz € X y ¢ € R, se tiene por definiciéon que

lim sup f,(z) = inf sup fi(e) = NUlzex: filz) <c}

= n>1k>n
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y
liminf f,,(z) = sup inf fi(x) = re X : frlx) <c}.
it 1) = st i) = U (o € X 4o <
Usando el resultado anterior, se tiene que limsup f,(x) y h’m>ilnf fn(x) son Borel-
n>1 nz
medibles.

3. Si existe h’g% fn(x) por definicién se tiene que
nz

h'ir% fn(z) =limsup f,(x).

n>1

De esta manera ligll fn(z) es Borel-medible.

De esta manera se demuestra el teorema. |

DEFINICION 1.13.
Sea (X, A, ;) un espacio de medida.

Sean f,, f: X — Ry {fn}nen una sucesién de funciones. Se define como:

1. La sucesion {f,}nen converge a f en ctp-p si existe un conjunto A C X tal que

p(A) =0y para todo z € A€ se tiene que f,(z) — f(z).

2. La sucesion {f, }nen es de Cauchy en ctp — p si existe un conjunto A C X tal que

p(A) =0y para toda x € A° la sucesién { f,, }nen es de Cauchy en R.

3. La sucesién {f, }nen converge uniformemente a f si para todo € > 0 existe N. € N

tal que | f,(z) — f(z)| < € para toda n > N, para toda = € X.

4. La sucesion { f,, }nen converge a f uniformemente en ctp-p si existe A C X tal que

u(A) =0y f, converge uniformemente en A°.

5. La sucesion {f,}nen converge uniformemente a f si para cada ¢ > 0 existe un

A, C A, tal que u(A.) < ey f, converge a f uniformemente en A°.
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6. La sucesion {f, }nen converge a f en medida si para todo 6 > 0 se cumple
lim p{zr € X : |fu.(x) — f(x)| >} =0.

DEFINICION 1.14.
Si A es un subconjunto cualquiera del espacio X, la funcion indicatriz de A es la aplicacion
X4 X —{0,1} tal que
0 sizg A

XA(x): .
1 size A

DEFINICION 1.15.
Sea (X, A, u) un espacio de medida.

Una funcién s : X — [—00, 00| se dice simple si s tiene rango finito.

Sea s : X — [—00,00] una funcién simple y supéngase que aj, ..., q, son los distintos

valores que toma s. Parai € {1,...,n}sea A; = {x € X : s(x) = a;}. Se tiene que

n
S = E OéiXAi.
=1

Notese que s es Borel-medible si y solo si cada A; es un conjunto medible. Ademas se
tiene que

Ai = s {ai}],

por lo que los conjuntos A; son mutuamente disjuntos y compactos, por lo que

Se denota por & al conjunto de las funciones simples con coeficientes no negativos

definidas en X.

LEMA 1.16.
St f,g €S entonces:
1. f+g€S.
2. Para todo ¢ € [0,00) se tiene que cf € S.

DEMOSTRACION.

Para una prueba de este lema, ver [9]. O
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TEOREMA 1.17 (Aproximacion).
Sea f: X — [0, 00| una funcion Borel-medible. Entonces existe una sucesion { f, }neny C S
tal que f, > 0 y para x € X se cumple que f,(x) T f(x). Si f es acotada, entonces la

convergencia es uniforme.

DEMOSTRACION.

Sean X un espacioy f: X — [0, 00| una funcién Borel-medible.

Considérese el intervalo [0, n]| para algin n € N.

Dividiendo el intervalo dado, en subintervalos de longitud 2%, se obtienen n2"
subintervalos en total.

Sea k € [1,2"], y definanse los conjuntos A, y B, como

_ k—1 k
D)

B, = f_l[[n’ OO)]

Como f es Borel-medible, se sigue que los conjuntos A, y B,, son medibles para todos
n, k.

Definiendo las funciones f,, como

de donde se obtiene que 0 < f,(z) < n.

Se prueba que f,, < f,.1 para todo n € N.

Para n € N fijo, se tienen tres casos:

1. Si f(z) < n, existe k € {1,...,n2"} tal que

kK—1 k 2k—2 2k —1 2k—1 2k
f(x)e[ on ’2_n>_|:2n+1 > 9ntl >U{ on+1 ’2n+1>‘

De modo que

fun@) = 520 = ),
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O
faa(a) = 25 2 fula),
Asi pues
ul@) < fuale).
2. Si

n< f(z) <n+1,

entonces existe un k tal que

n2"t > k> (n+1)2" — 1

ko k+1
f(z) € {ﬁa%)

De donde se tiene que
froy1(x) > fu(x).

3. Sin+1< f(z) entonces

@) =n<n+1= f(z).

Asi para todo n € N se tiene que f, < fni1.

Se prueba que para z € X, f,(x) — f(z).
Sea x € X, entonces
(a) Si f(x) = oo entonces

fa(x) =n — oco.

(b) Si f(z) < oo, entonces existe un N € N tal que f(z) < N.

Ahora para n > N se cumple que f(x) < n, luego

por lo que se obtiene la siguiente desigualdad

1
|fulz) — f(2)] < o bara todo z € X.

De esta manera f, converge uniformemente a f.

13
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Asi se demuestra el teorema enunciado. O

Una pregunta natural es si el Teorema de Aproximacion se puede generalizar al caso en

que la funciéon f sea medible y no necesariamente positiva.

DEFINICION 1.18.
Sea f: X — [—00,00] se define:

1. La parte positiva de f como

fH(z) = max{0, f(z)} = w

2. La parte negativa de f como

(@) = max{0, — f(2)} = (—f)*(z) = w

Es claro que para todo z € X se tiene que f*(z) >0y f~(z) > 0.

Notese ademas que a la funcién f se puede expresar como

fl@) = fT(x) = f(2)

[f (@) = f7(x) + f(2).
Supongase que f es una funcién Borel-medible, entonces las parte positiva y negativa de
f también lo son.
Para extender el Teorema de Aproximacion, basta notar que existen sucesiones { f1 ,, fnen,
{fon}nen tales que para todo x € X se tiene que fi,(x) T fT(z) y fon(z) T [ ().
Definiendo
ho(z) = fin(2) = fon(2),
entonces h, € § y ademas h,, converge uniformemente a f.
Se define ahora la integral de Lebesgue para las funciones indicatriz, simple positiva,

medible positiva y medible en general. Se adopta la convencién 0.co0 = 0.

DEFINICION 1.19.
Sean X un espacio y A un subconjunto de X.
Sea x, : X — {0,1} un funcién indicatriz.

Para todo = € X la integral de x, respecto a la medida p, se define como
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/X X (@) () = i(A).
Mas aun
/X Ya@)du(z) = / d(z) = p(A).

DEFINICION 1.20.

Sea f: X — [—o00, 00| una funcién simple y no negativa, es decir

f = Z QXA
=1

con «; > 0.

Para todo = € X se define la integral de f respecto a la medida p como

/f )dp(x Zozzu

Véase que la integral de f esta bien definida.

Supongase que
f - ZaiXAi - ZﬁjXBj
i=1 j=1

Basta notar que si A; N B; # (), entonces

Z%M ZZ&ZNAOB

i=1 j=1

m

=Y > BinlAin By

j=1 i=1
= 5;(By)
j=1
Asi pues la integral de f no depende de los coeficientes a;, ;.

TEOREMA 1.21.

Sean f,g € S yc € [0,00). Entonces para todo © € X se tiene que:

L[ ep@int) ¢ [ st

15
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2. /X (@) + () du(z) = /X F (@) du(x) + /X o(2)du(z).
3. 510< f <y, entonces

/X f@)du@) < [ g@)dn(o)

X

DEMOSTRACION.

Para una prueba ver [1], [3], [5] v [9].

DEFINICION 1.22.
Sea (X, A, 1) un espacio de medida y f : X — [0, 00] una funcién Borel-medible.

Se define la integral de f respecto a la media 1 como

[ s@inta) = sup { [ stwdute): ses 0 < f} |

Se dice que f es integrable, si este valor es finito.

TEOREMA 1.23.

Sean f,g: X — [0,00] funciones Borel-medibles. Entonces:

a. St f es integrable y ¢ > 0 entonces c.f es integrable y se cumple que
[ ct@into) =c [ fa)duta).
b's X
b. Si f,g son integrables, entonces f + g es integrable y se cumple que
/[f(ff)Jrg(iv)]d#(:l?):/ f(ﬂf)du($)+/ g9(@)dp(z).
b's X X
c. St f < g y son intagrables, entonces
| r@duto) < [ gte)duta).
b's X
d. Si f es integrable, entonces f < oo en c.t.p-p.

DEMOSTRACION.

Para una prueba ver [3], [5] v [9].

16
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DEFINICION 1.24.
Sean (X, A, ) un espacio de medida y f: X — [—00, 00| una funcién.

Usando la descomposicion f = f — 7 la integral de f respecto a la medida u se define

/f Jiju(x /f+ e /f 2)du(z

siempre que la expresién tenga sentido.

como

Se dice que f es integrable si su integral es finita.
Se define el conjunto £;(u) como
Ly(p) = {f : X — R : f es Borel medible y / flz)dp(z) < oo} :
b's
Es decir, £1(p) es el conjunto de las funciones medibles respecto a la medida p.

TEOREMA 1.25.

Sean f,q: X — [—00, 0] funciones Borel-medibles. Entonces:

a. Si f € L1(u) yc € R entonces cf € L1(n) y ademdas

[ et@aua) = [ s)inte)

b. Si f,g € L1(u) entonces f+ g € L1(p) y se cumple que

/X (@) + g(2)]du(z) = /X F(@)dplr) + /X o()du(z).

c. Si f,g€ Li(p) y f(z) < g(zx) para toda x € X entonces

/ fladule) < [ gla)dnto)

d. f e Li(pn) siysolosi|f] € Li(p)y ademds

/f )dp(x /If ) dp(z

Para una prueba ver [3], [5] v [9]. O

DEMOSTRACION.

A continuacion se enuncia y demuestra un teorema que se usa para mostrar una de las

ventajas de la Integral de Lebesgue respecto a la Integral de Riemann.
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TEOREMA 1.26 (Beppo-Levy).
Sea f, : X — [0, 00| una funcién medible tal que para todan € N se cumple que f, < fni1-
Entonces existe f(x) = lim f,(x), es medible y ademds

i [ fo /f Jdpu(a

n—oo

DEMOSTRACION.

Sean (X, A, 1) un espacio de medida y f,, : X — [0, co] una funcién medible tal que para
fn < fui1, para toda n € N.

Por definicién se observa que para todo z € X la sucesion { f,,(z)}nen es creciente, por
lo que se tiene que el limite puntual existe, es no negativo y es medible.

Ademas se tiene que
f n S f n+1 S f

Usando la monotonia de la integral

/fn )y /f Jdpu(a

Tomando el limite cuando n tienda a infinito, se obtiene la desigualdad

in [ f(o /f Vi (

n—oo

Por otro lado, sea s € § una funcién simple tal que
0<s<f.
Para 0 < r < 1, considérese el conjunto
B, ={z € X :rs(z) < fu(z)}.

Por hipétesis se tiene que f,, T f. Ahora para cada x € X y para cada n € N se tiene que
X =B,
n>1

es decir B,, T X. Por tanto

lim s(x)du(x)—/xs(x)du(x).

n—oo B
n

Usando la monotonia de la integral

r/Bn /fn Jaju( /fn Jdpu(a
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Luego
[ stwauta) < i [ g (@dnto)
b's
Tomando el supremo en la desigualdad anterior, se obtiene el resultado del teorema. [

Después de ver estas propiedades de la integral de Lebesgue, es inevitable hacer una
comparacion respecto a la integral de Riemann. Al observar la definicién de la integral de
Riemann (se asume conocida por el lector) y al ver como se define la integral de Lebesgue se
nota que ambas integrales estdn definidas para funciones en un intervalo [a, b] para a,b € R.

Es facil probar que todos los teoremas validos para la integral de Riemann también
son validos para la integral de Lebesgue, ademaés se demuestra que la integral de Riemann
coincide con la integral de Lebesgue. Pero si esto es asi, es natural preguntarse ;para qué se
inventd esta nueva teoria de integracién si es igual a la teoria de integracién de Riemann?.

A partir de 1890 las deficiencias que presenta la integral de Riemann se hicieron mucho
mas notorias, por este motivo Lebesgue realizé una nueva teoria de integracién que lleva su
nombre. A continuacién se enumeran algunas de las limitaciones que presenta la integral de

Riemann.

1. La clase de funciones Riemann integrables es pequeiia, solo alcanza al conjunto cuyas
funciones tienen una cantidad finita numerable de puntos de discontinuidades.

2. La integral de Riemann no tiene satisfactorias propiedades del limite, sin hipotesis
adicionales no se puede pasar el limite por la integral.

3. En muchos casos la derivada de una funcién no es Riemann integrable.

Estas deficiencias de la integral de Riemann son resueltas por la integral de Lebesgue.

Pero no basta con solo decirlo, véase lo siguiente.

Definase la funcién x, : [0,1] — R como

1 size@Q

Xelr) = 0 siz¢Q

donde Q es el conjunto de niimeros racionales.

Ahora
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e No importa cudn fina se tome una particién del intervalo [0, 1], todo subintervalo
contendra al menos un nimero racional y otro ntimero irracional, puesto que Q e I
son densos en R.

De modo que toda suma superior es 1 y cualquier suma inferior es 0; en particular
el infimo de toda suma superior es 1 y el supremo de toda suma inferior es 0.
Como el supremo y el infimo mencionado no coinciden, se tiene que no existe la
integral de Riemann para x,.
e Por otro lado, dado que x, es una funcién indicadora, usando la teorfa de integracion

de Lebesgue abstracta, se tiene que

/ Yodi = p(@N[0,1]) =0,
[0,1]

yva que Q es numerable.

Asf pués, x, no es una funcién Riemann integrable pero si es una funcién Lebesgue
integrable.

De esta manera queda en manifiesto que existen funciones que no son Riemann integrables
pero que si son Lebesgue integrables, de modo que el conjunto de funciones Lebesgue

integrable es mucho més grande que el de las funciones Riemann integrables.

Notese ahora otra de las ventajas de la integral de Lebesgue respecto a la integral de

Riemann.
Sean (X, A, ) un espacio de medida y {f,}neny una sucesién de funciones medibles

definidas en X con valores en [0, o0].

Para todo x € X se define

Notese que
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Como {f,}nen es una sucesién de funciones medibles, se tiene que hy es una funcién
medible, para todo & € N. Por lo que se construye una sucesién {hy}ren de funciones
medibles.

Como cada f,, es positiva, puesto que f : X — [0, 00|, entonces hy también es positiva,
puesto que es suma finita de funciones positivas. Cada hj esta definida en el espacio X a
valores de [0, 0o].

Se observa que la familia de funciones {hy}ren es creciente.

Para toda z € X se tiene que

De modo que

Asi
/ F()dp(s / lim hg()dp ().

Por el Teorema de Beppo-Levy, se sigue que

/ F(@)du(s / ltn by (2)dpu(z)

= lim [ hg(x)du(x)

k—oo X

= Jim [ >

n=1
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De esta manera se tiene que si {f,}nen s una sucesién de funciones medibles definidas

en X a valores de [0, 00], y para todo = € X se tiene que

n>1

[ f@aua) = [ 3 @it /f Jdu(z

n>1

entonces

Con esto se nota que la deficiencia de la integral de Rlemann respecto al limite, queda

resuelta con la integral de Lebesgue.

De esta manera se nota que la integral de Lebesgue es mas versétil que la integral de
Riemann presentando grandes ventajas respecto a ésta, ademés queda en evidencia que por

éstas y por otras razones, la integral de Lebesgue es méas general que la integral de Riemann.



CAP{TULO 2

Las integrales de Denjoy, Perron y Henstock-Kurzweil

1. La integral de Denjoy

En 1912, A. Denjoy desarrollé un proceso de integracion que satisface el comentario
hecho sobre la propiedad 3. de la introduccion. Denjoy llamé al valor de su proceso como
“totalizacion integral”, y demostré que todos los criterios de las derivadas coincidian con el
valor de la funcién original. Pero esta totalizacién es un proceso muy complicado puesto que
involucra nimeros transfinitos, por lo que pocos meses después del trabajo de Denjoy, Lusin
uso la nocion de continuidad absoluta para dar un nuevo enfoque de la integral de Denjoy.

Este es el enfoque que se seguird respecto a la integral de Denjoy en este capitulo (Ver [13]).

DEFINICION 2.1.
Sea X C la,b]. Una funcién f : [a,b] — R es absolutamente continua en X, o de clase
AC(X), si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda sucesién finita o infinita de

intervalos disjuntos {[a;, b;] }ien se cumple que si Z |b; — a;| < ¢ entonces

Z |f(bi) — flai)] <e,
para todos a;,b; € X y para todo ¢ € N.

DEFINICION 2.2.
Sea X C [a,b]. Una funcién f : [a,b] — R se dice que es completamente continua en X, o

de clase AC*(X), si para todo € > 0 existe 0 > 0 y para toda sucesién disjunta de intervalos

en X, {[a;, b;]}, tal que si Z |b; — a;| < & entonces
i=1

n

> w(f;fai bi) <e.

i=1

Donde w denota las oscilacione de f en [a,b], es decir
w(f;lai bi]) = sup{[f () = fF(Y)| - =,y € [ai, bi]}-

23
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LEMA 2.3.
Sea X C [a,b] y (a,b)\X, la unién de (cy,dy) para cada k € {1,2,...}. Si f:[a,b] = R

es una funcion continua en [a, b, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [ € AC*(X)
(b) feAC*(X) y
Zw [ck, di]) < o0.

(c¢) feAC(X) paraa; € X 6 b; € X.

DEMOSTRACION.
Sea X C [a,b] y (a,b)\X la unién de intervalos (cg,dy) para k € {1,2,...}.
Sea f una funcién continua de [a,b] en R.

Ahora:

1. Se prueba que (a) = (b).
Supéngase que f € AC*(X), es decir, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para

{lai, b;]}~, € X una sucesién de intervalos disjuntos, se tiene que Z b; —a;] <6
i=1

entonces
n

Zw(fQ [a;, b;]) < ne,

i=1
mas aun

n

> w(fifaibi]) < ne = Zsup{lf( )= fWl: xy € ai, bil}

i=1 =1
< ne.
Luego por definiciéon de supremo, se sigue que
n
S If @) - F)l < Z Jas,bi)
i=1
< ne.

Tomando n — oo, se tiene que f € AC(X) y

E w(f;la;, bi]) < oc.

i>1
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2. Se prueba que (b) = (c).
Para todo € > 0, se elige un N € N tal que
Z w(f; ek, di]) < e.
k>N+1
Puesto que f € AC(X), existe § > 0 tal que para toda sucesién finita o infinita
de intervalos disjuntos {[a;, b;] }ieny C X con a;, b; € X, satisface que Z |b; —a;| <6

i
y entonces

Zlfaz |<§

Como f es continua, ehglendo el mismo § > 0 se tiene que si z es uno de los

puntos de ¢, d para k € {1,2,..., N}, y |z — t| < J se tiene que

[f(2) = f(B)] <e.

Sea {pi, ¢i }ien una sucesion de intervalos disjuntos, tales que |p; — ¢;| < 0 tales
que p; 0 ¢; estén en X para toda i € N.

Caso 1

Sip; € X yq ¢ X entonces para a; € X, se tiene que

|f(pi) — fla)| = 1f(pi) — fl@) + flai) — flai)]
— flai)| + | f(a:) — f(a)]

Caso 2

Si p;, q; € X entonces se obtiene el resultado.

Caso 3

Si pi,q; ¢ X, por la continuidad de la funcién f, se tiene que
Z |f(ps) — flai)| <e.
i>1

De esta manera, se obtiene en general que

D 1) = fla)| <e

i>1
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3. Se prueba que (c¢) = (a).

Puesto que la funcién f es continua, para z;,y; € [a;, b;], se tiene que

w(f; [ai, bs]) = [f(w:) = fyi)l-

Sumando y restando por f(a;) y usando la desigualdad triangular, se sigue que

w(f;lai, b)) > | f(2:) — fla)| + [ f(y:) — fai)l.
De donde se obtiene el resultado.

De esta manera se da por finalizada la demostracién del lema. 0

DEFINICION 2.4.
Sea X C [a,b]. Una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua generalizada en X,

o de clase ACG(X), si X es la unién de una sucesién de conjuntos { X, };en tales que en cada

X; la funcién f € AC*(X,).

DEFINICION 2.5.
Sea f : [a,b] — R es continua y X C [a,b], se dice que f es completa absolutamente
continua generalizada en X, o de clase ACG*(X), si X puede ser expresada como una unién

numerable de conjuntos {X,};cn, tales que en cada X, f es de clase AC*(X;).

TEOREMA 2.6.
Sea X C [a,b] y f : [a,b] — R una funcidn continua en [a,b] y de clase AC*(X), entonces
f es de clase AC*(X), donde X es la clausura de X.

DEMOSTRACION.
Sea X C [a,b]y f :[a,b] — R una funcién continua en [a, b] y de clase AC*(X), es decir,

dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que para toda sucesién de intervalos disjuntos de X, {(a;, b;)}"1,

n
tal que si Z |b; — a;| < ¢ entonces
i=1

n

Z w(f;(a;,b;)) <e.

i=1

Para k;, > 0, considérese la clausura de (a;, b;) definida como

(ai, bi) = ﬂ[ai — ki, bi + ki

Jj=1
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Como Zf[(ai, b;)] < ¢ entonces
i=1

n

i=1

Como f es continua en [a, b], se tiene que

w(f:{an b)) = |f (@) = )| <

para x;, y; € (@, b;).

Luego
n n 6
'U)(f, (ai7 bz)) < -
)
i=1 i=1
=e.
Por lo que f € AC*(X).
Asi se demuestra el teorema enunciado. O

TEOREMA 2.7.
Sea f : ]a,b] — R una funcion continua en |a,b] y de clase ACG*([a,b]), y su derivada

f'(xz) >0 en ctp — m de [a,b], entonces f es mondtona creciente.

DEMOSTRACION.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y de clase ACG* en [a, b], con derivada f'(z) > 0,
para x € [a,b]\S, donde S tiene medida de Lebesgue nula.

Sea x € [a,b]\S.

Para todo & > 0 existe 6(x) > 0 tal que si z € [u,v] C (z — 0(z),x + d(x)), se tiene que

f(u) = f(v) > —e(v —u).

Supdngase ahora que x € S.
Como f es continua y de clase ACG* en |[a, b], por el inciso (¢) del lema anterior, se tiene
que el intervalo [a,b] es la unién de una sucesién de intervalos cerrados {X;}en, tales que

f € AC*(X;) para todo i € N, es decir, para todo £ > 0 existen §; > 0 tales que para toda
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sucesion de intervalos disjuntos {(uy, vx) }ren con al menos un punto perteneciente a X; tales

que Z |ug — ug| < 0;, se tiene que

k>1
Z | for) — fug)] < ;

>1 t
Escribiendo S; = S NY;, donde
Yi=Xy

Y; :Xz_ (X1UX2U"'UXZ'_1),
parai € {2,3,...}.
Eligiendo intervalos abiertos (u;j,v;;), j € {1,2,...}, tales que

Z |Uij — uij| < (5,

Jj=1

S; C U(Ui]‘, Uij)-

Jj=1

Ahora para x € S se hace

(x = 0(x), 2+ d(x)) C (uij,vi),

para algun j > 1.
Por lo que se ha definido una funcién positiva §(z).

Luego se tiene que

—2e—¢e(v—u) Z Z (vij) — fuig))

< f(v) = f(u)
< f(b) = f(a)

Como € es arbitrario, tomando € — 0, se obtiene que

f() > f(a).

Esto mismo ocurre para cualquier subintervalo de [a,b], por lo que f es mondtona
creciente.

Asi queda demostrado el teorema. 0
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DEFINICION 2.8.

Una funcién f : [a,b] — R se dice Denjoy integrable en [a,b], si existe una funcién
F :a,b] — R tal que F es de clase ACG*([a,b]) y su derivada F'(z) = f(x) en ctp — m de
la,b].

La diferencia F'(b) — F(a) es llamada la integral de Denjoy de f en [a, ], se denota como

F(b) - Fla) = / f(x)dz = (D) / f()da.

Sea f :[a,b] — R una funcién Denjoy integrable en |a, b].
Supdngase que F'y G son funciones continuas de clase ACG* en [a, b], tales que en ctp—m

de [a, b], se tiene que
F(z) = G'(z) = f(z).
Luego
F'(z) — G'(z) = 0.
Puesto que la derivada de la resta es la resta de las derivadas, se tiene que
(F(z) — G(x)) =0.
Mas atin
(F—-G)'(z)=0.
Por lo que F' — G = C para C' € R.
Si C <0, por el teorema anterior, se tiene que F' — G es una funcén mondtona creciente
por lo que F(b) — F(a) = G(b) — G(a).
Anélogamente sucede si C' > 0.

De esta manera se observa que la integral de Denjoy de un funcién, esta bien definida.

TEOREMA 2.9.
Sea [ : [a,b] — R una funcion continua en [a,b]. Si f es diferenciable en ctp—m de |a, b]

entonces f' es Denjoy integrable en [a,b] y

/ " f(a)de = f(x) — fla),

para cada x € [a,b].



1. LA INTEGRAL DE DENJOY 30

DEMOSTRACION.
Sea f : [a,b] — R una funcién continua y diferenciable en c.t.p —m de [a,b] y X C [a, b)].
Por el Lema 2.3, se tiene que f es de clase ACG*(X;), para X; C X para todo i € N.
Para que f’ sea Denjoy integrable debe existir una funcién F : [a,b] — R tal que F' sea
de clase ACG*([a,b]) vy F'(z) = f'(x). Tomando F' = f, satisface las condiciones y se tiene
que i
fla) = 1) = [ rioe

Asi se demuestra el teorema. O

TEOREMA 2.10.
Sea f:a,b] = R yc€ (a,b).
(a) Si f es Denjoy integrable en [a,b], entonces f es Denjoy integrable en todo
subintervalo de [a,b].

(b) Si f es Denjoy integrable en [a,c] y [c,b], entonces f es Denjoy integrable en [a,b] y
b c b
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(z)dx.

Sea f : [a,b] — R una funcién Denjoy integrable y ¢ € (a,b).

DEMOSTRACION.

(a) Como f es Denjoy integrable, existe una funcién F' : [a,b] — R de clase ACG*(]a, b])

tal que en ctp — m de [a, b], se tiene que

Como F' es de clase ACG*([a,b]), se tiene que al intrervalo [a,b] puede ser
expresado como una unién numerable de intervalos {[a;, b;]}ien, tales que en cada
[a;, b;] f es de clase AC*. De modo que

[a,0] = | Jla, bil.
i>1

Como F' es de clase ACG* en [a,b] se tiene que F' es continua en cada [a;, b;] y
ademds de clase ACG* en cada [a;, b;], para todo ¢ € N.

Como F'(z) = f(x) en ctp —m de [a,b], entonces F'(z;) = f(z;) en ctp —m de
[a;, b;].

Por lo que f es Denjoy integrable en cada [a;, b;].
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(b) Supdngase que f es Denjoy integrable en [a,c] y [c, b].
Se prueba que f es Denjoy integrable en [a, b].
Obsérvese que [a, b] = [a, c] U [c, b].
Ahora para z € [a, b], se tiene que x € [a,c| 6 x € [c, b].
Si z € [a, c|, por hipdtesis se tiene que existe una funciéon F : [a,c] — R] ACG*

en [a, c| tal que en ctp — m de [a, ¢] se tiene que

Si x € [c, b], por hipdtesis se tiene que existe una funcién G : [¢,b] — R] ACG*

en [c,b] tal que en ctp — m de [c, b], se tiene que

Asi pues, si f es Denjoy integrable en [a, c] y [c, b] entonces f es Denjoy integrable
en [a, b].

Ahora se prueba que

/abf(a:)da: _ /acf(m)dx+/cbf(x)dx

Ya se prob6 que f es Denjoy integrable en [a,b], por lo que existe una funcién

H :[a,b] — R de clase ACG* en [a,b], tal que H'(x) = f(z), en ctp — m de [a,b], ¥

/ f(z)dz = H(b) — H(a).

Como f es Denjoy integrable en [a,c| y [¢,b] y dado que la integral de Denjoy

estd bien definida, se tiene que H = F en [a,c|, y H = G en [c,b], ademds
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Ahora
[ swte = 1) - 0
— G(b) - Fla)
— G(b) — F(a) + F(c) — F(c)
= [F(©) — F(@)] + [G(b) — F(0)
~ [F(©) - ()] + [G(}) - G(0)
_ / @)z + /cb f(x)da
Asf pues

/abf(x)dx = /acf(x)dzr + /cb f(z)dz.

Asi se demuestra el teorema enunciado.

TEOREMA 2.11.

Sean f,qg: |a,b] — R funciones Denjoy integrables en [a,b] y k € R, entonces:

(a) kf es Denjoy integrable en [a,b] y

/ab kf(z)dr = k;/abf(x)dx.

(b) f+ g es Denjoy integrable en |a,b] y

/ab(f+g)(x)dx:/abf(x)dx—l—/abg(x)dx.

(c) Si f <g en ctp |a,b] entonces

/abf(x)dx < /abg(x)dx.

(d) Si f =g en ctp de [a,b] entonces
b b
/ f(z)dx :/ g(x)dx.

Sean f, g : |a,b] — R funciones Denjoy integrables en [a, b], y sea k € R.

DEMOSTRACION.

32
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(a) Se prueba que kf es Denjoy integrable.
Como [ es Denjoy integrable, existe una funcién F' : [a,b] — R ACG* en |a, b]
tal que F'(x) = f(z) en ctp — m de [a, b].
Como F' es continua, entonces kF' es continua.
Como F es de clase ACG* en [a, b], claramente kF' es de clase ACG* en [a, b].
Por hipdtesis se tiene que F'(z) = f(z) en ctp —m de [a, b], entonces en ctp —m

de [a, 0] se tiene que
KF'(z) = kf(2).
Més atin
(kF)(z) = (kf)(x)

en ctp —m de [a, b].
Por tanto kf es Denjoy integrable en [a, b].
Luego

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Entonces

— (EF)®) - (F)(0)
— [ ter) @i
:/ kf(z)dx

(b) Se prueba que f + g es Denjoy integrable.

Como f es Denjoy integrable, existe una funcién F : [a,b] — R de clase ACG*
en [a,b] tal que F'(z) = f(z) en ctp —m de [a, b].

Como ¢ es Denjoy integrable, existe una funcién G : [a,b] — R de clase ACG*
en [a,b] tal que G'(x) = g(x) en ctp — m de [a, b].

En [a,b], se tiene que F'y G son de clase ACG*, entonces F' + G es de clase
ACG™.

En ctp — m de [a, b], se tiene que F'(z) = f(z) y G'(z) = g(x).
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Luego
F'(z) + G'(z) = f(z) + g()
Asi
[F'+ GJ'(x) = [f + gl(2).
Por lo que si f y g son Denjoy integrables en [a,b] entonces f + g es Denjoy
integrable en [a, b].

Luego

/ f + gl(@)dz = [F + G)(b) - [F + Cl(a)
= F(b) + G(b) — F(a) — G(a)
— [F(b) - F(a)] + [G() — G(a)

= /abf(a:)d:c + /abg(:r;)dx

(c) Supdngase que f < g en ctp —m de [a,b].

Ahora g — f > 0, dendtese por h = g — f, entonces h > 0.

Como f y ¢ son Denjoy integrables entonces h es Denjoy integrable, este
resultado se obtiene por lo demostrado en los incisos (a) y (b); y se tiene que existen
funciones F, G : [a,b] — R de clase ACG* en [a, b], tales que en ctp —m de [a, b], se
tiene que F'(z) = f(x) y G'(x) = g(x).

Como f < g entonces

Luego
[G— F]'(x) > 0.

Denoétese por H = G — F.
Claramente H es de clase ACG* en [a, b].

Como H'(xz) > 0 por el Teorema 2.7, H es mondtona creciente, por tanto

Asi
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por tanto

F(b) — F(a) < G(b) — G(a).

/a ' flayde < / ' gla)da.

(d) Supéngase que f = g en ctp —m de [a, b].

De donde

Por el apartado anterior, se tiene que

/abf(x)dx - /abg(x)dx.

De esta manera se demuestra el teorema enunciado. O

TEOREMA 2.12.
Sea [ :[a,b] — R una funcion Denjoy integrable en [a,b] y sea F(z) = /x f(t)dt, para
toda x € [a,b], entonces: ’
(a) F es continua en |a,b.
(b) F es diferenciable en ctp —m de [a,b] y F' = f en ctp — m de [a, b)].
(c) f es medible en [a,b].

DEMOSTRACION.

Sea f : [a,b] — R una funcién Denjoy integrable en [a, b] y sea

Fla) = [ (s
para todo x € [a, b).

(a) Se prueba que F' es continua en [a, b].
Como f es Denjoy integrable en [a, b], existe una funcién G : [a,b] — R de clase
ACG* en |[a,b], tal que G'(x) = f(z) en ctp — m de [a, b].
Como G € ACG*([a, b)), existe una familia de intervalos {[a;, b;]}I, tales que

n

a.8] = lai, b

i=1
donde en cada [a;, b;], G es de clase AC*.

Como G € AC*[a;, b;] se tiene que para todo € > 0 existe § > 0 tal que

zn: |bz — ai| < 5,
=1
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entonces
n
> w(Gilai, b)) <e.
i=1
Luego
a’l7 ’L S Z a”L? f‘:
Entonces

|G Z s aq, bi]) < e.

Se tiene que G es una funcién continua y puesto que G'(x)

de [a,b], G' es Denjoy integrable.

Por el Teorema 2.9, se tiene que

/ " G(w)dr = G(2) — Gla).

Como G'(x) = f(x), entonces

/ fa (x) - Gla).

Por definicién

se tiene que
G(x) = G(y) + Gla) = Gla)| < e
Luego
[G(z) — Gla)] + [G(a) = G(y)]| <e,
entonces
[F(x) = Fy)| <e
Como Zn: |b; — a;| < 0, se obtiene que |z —y| < 0.

1=
Por tanto F' es una funcién continua.

36

f(z) en ctp —m
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(b) Se prueba que F' es diferenciable y F' = f, en ctp —m de [a, b].

Por hipétesis se sabe que G’'(z) = f(x) en ctp —m de [a, b], ademés

Ahora
F'(z) = G'(x) = f(2),
en ctp —m de [a, b].
De este modo F es diferenciable en ctp — m de [a, b].
(c) Se prueba que F' es medible.

Como f es una funcién Denjoy integrable en [a, b], se tiene que existe una funcién

F :a,b] — R tal que F es de clase ACG*([a,b]) y su derivada

en c.t.p —m de [a,b].
Puesto que toda funcién diferenciable es Lebesgue medible y F' es de clase

ACG*([a,b]) y F'(x) = f(z), se tiene que f es medible.

De esta manera se demuestra el teorema enunciado. O

TEOREMA 2.13.
Sea f : [a,b] — R una funcion Denjoy integrable en |a,b].
(a) Si f es acotada en [a,b], entonces f es Lebesque integrable en [a,b].
(b) Si f es no negativa en [a,b], entonces f es Lebesgue integrable en |a, b].
(c) Si f es Denjoy integrable en todo subconjunto medible de [a,b], entonces [ es

Lebesgue integrable en |a, b].

DEMOSTRACION.

Sea f :[a,b] — R una funcién Denjoy integrable en |a, b].

Si f es acotada en [a,b] entonces f es Lebesgue integrable en [a,b], puesto que f es
acotada y medible en [a, b].

Si f es no negativa en [a, b], entonces la funcién

P = [ @),

es mondtona creciente en [a, b].
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Asi F' es no decreciente y su derivada es Lebesgue integrable.

De esta manera se demuestran los incisos (a) y (b).

Si f es Denjoy integrable en el conjunto {z € [a,b]/ f(x) > 0}, entonces f* es Lebesgue
integrable.

Andlogamente, f~ es Lebesgue integrable en [a, b] si f es Denjoy integrable en el conjunto
{z €la,b]/ f(z) <0}

Por tanto, f = fT — f~ es Lebesgue integrable en [a, b] si f es Denjoy integrable en todo
subconjunto de [a, b].

De esta manera se demuestra el teorema. [l

. Es posible dar una diferencia entre una funcién Lebesgue integrable y una funcion Denjoy
integrable?

Se sabe que una funcién medible f es Lebesgue integrable en [a,b] si y solo si |f]| es
Lebesgue integrable en [a, b].

Supéngase que f es Denjoy integrable en [a,b], pero no Lebesgue integrable en [a, b,
entonces | f| no necesariamente es Denjoy integrable en [a, b].

Pero si |f| es Denjoy inetgrable en [a, b], entonces por el Teorema 2.13 inciso (b), | f] es
Lebesgue integrable en [a, b] y se sigue que f es Lebesgue integrable en [a, b]. Por esta razén,
la integral de Denjoy es conocida como la integral no absoluta.

Asi pues, si f es Denjoy integrable en [a,b] no implica que |f| es Denjoy integrable en

la, b].

2. La integral de Perron

En 1914, O. Perron di6 otra extension de la integral de Lebesgue y mostré que su integral
tiene la propiedad de que toda funcién derivable es integrable. Su trabajo fué independiente
de Denjoy y aunque la definicion de su integral es muy diferente, mas tarde se mostraria
que las integrales de Perron y Denjoy son iguales. La teoria de integracion dada por Perron,

estd fundamentada en la teorfa de derivacion (Ver [3], [5] v [9]).

DEFINICION 2.14.

Sea f :[a,b] — R una funcién, y sea ¢ € [a, b]. Entonces:
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(1) La derivada superior de f en ¢ es

Df(c) = limsup M

r—cC r —C

(2) La derivada inferior de f en ¢ es

Df(c) = h’minfM.

T—C Tr —cC

Si ¢ < b, entonces:

(3) La derivada superior por la derecha de f en c es

DY f(c) = limsup M

z—ct r—cC

(4) La derivada inferior por la derecha de f en c es

D, f(c) = liminf fl@) = o)

r—ct Tr —cC

Si a < ¢, entonces:

(5) La derivada superior por la izquierda de f en c es

D~ f(c) = limsup M

T—cT r—=c

(6) La derivada inferior por la izquierda de f en ¢ es

D_f(c) = liminf M

T—Cc xr —C
Ahora se enuncian las propiedades mas importantes de estas derivadas, enunciadas en el

siguiente teorema. La demostracién no es complicada y puede verse en [9)].

TEOREMA 2.15.

Sean f,q: |a,b] — R funciones finitas. Entonces para todo x € [a,b] las desigualdades

(1) D[f(x) + g(x)] < Df(x) + Dg(x)
(2) D[f(x) + g(z)] = Df(z) + Dyg(x)
(3) Dlf(x) + g(z)] = Df(x) + Dg(z)
(4) DIf(x) + g(x)] < Df(x) + Dyg(x)
(5) D[f(x) — g(x)] < Df(x) — Dg(x)
(6) D[f(z) — g(x)] = Df(z) — Dg(z) = D[f(x) — g(z)]
(7) D[f(x) — g(x)] = Df(x) — Dg(x)
(8) D[f(z) — g(=)] = Df(x) — Dg(x) > D[f(x) — g()]
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se satisfacen, siempre que las adiciones y diferencias estén definidas.
Si x < b, se puede sustituir D y D por DT y D, en todas las desigualdades anteriores.

Sia < x, se puede sustituir D y D por D~ y D_ en todas las desigualdades anteriores.

DEFINICION 2.16.

Sea f : [a,b] — R una funcién. Se dice que el conjunto de cuatro funciones

A= {%7 ¢2» ¢3, 7vbél}

es tetra adjunto de f en [a, ] si:

(1) v; es continua en [a,b], y ¥;(a) = 0, para toda j € {1,2,3,4};

(2) excepto para un conjunto numerable de valores de z, las relaciones
—o0o# Dythy = f, —co# D_vp 2 f,

—00# D3 < f,  —oo# DYy <,
son validas en [a, b].

En caso que las funciones 9; también satisfagan la condicién

[¥i(b) — ¥;(b)| <&

para i,j € {1,2,3,4}, el conjunto A es llamado tetra e-adjunto de f.
Las funciones que satisfagan las condiciones anteriores sobre 11, 19, 13, 14 son llamadas
funcién principal derecha, principal izquierda, secundaria izquierda y secundaria derecha,

respectivamente.

En términos de las definiciones anteriores, se da la definicion de integrabilidad segin

Perron.

DEFINICION 2.17.
Sea f : [a,b] — R una funcién. f es Perron integrable en el intervalo [a, b] si para todo

e > 0 existe un conjunto tetra e-adjunto a f en [a, b].

Antes de observar como se define la integral de Perron, se daran las siguientes

proposiciones.
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PROPOSICION 2.18.
Sea f : [a,b] — R una funcion. Si ¥(z) es cualquier funcién principal de f y ¢(x)

cualquier funcion secundaria de f, entonces la diferencia
U(z) — ¢()
es una funcion mondtona creciente.

DEMOSTRACION.

Sea f : [a,b] — R una funcién.

Sean ¥ y ¢ una funcién principal y secundaria por la derecha de f respectivamente.

Para un conjunto numerable de valores de z la diferencia D ¢ — D" ¢ estd definida
por definicién. Excepto para un conjunto numerable de valores de z, esta diferencia es no
negativa, para D ¢ > fy Dt¢o < f.

De las propiedades de las derivadas se sigue que
Do (¢~ ¢) > Dytp— D*¢ > 0.

De modo que ¥ — ¢ es mondtona creciente.
Analogamente se obtiene si 1) y ¢ son funciones principal y secundaria de f por la

izquierda.

De esta manera se demuestra la proposicion.

PROPOSICION 2.19.
Sea f :|a,b] — R una funcidn de valores finitos, excepto para un conjunto E de valores

numerable de x, se satisfacen las siguientes desigualdades
D*f(z) > D_f(z) y D f(z) = Dif(z)

DEMOSTRACION.

Para una prueba, ver [9]. O

PROPOSICION 2.20.
Sea f : [a,b] — R. Si la tetra {1;}j_, es e-adjunta de f en [a,b], entonces ésta es

e-adjunta a f en [a,z]|, para todo a < x <b.
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DEMOSTRACION.

Sean f : [a,b] — R una funcién y ¢ > 0y sea {¢;}]_, el conjunto tetra e-adjunto de f
en [a, bl.

Para la prueba de esta proposicién, sélo basta tomar la funcién principal derecha v y
la funcién secundaria izquierda v, del conjunto tetra e-adjunto de f en [a, b], entonces para

a < x < b se tiene que

0 < i(z) —Ys(x) < i(b) —3(b) < e.

Y esto mismo ocurre para todo v;.

De esta manera se demuestra la proposicion. 0

Un resultado inmediato de la proposicién anterior, se d& en el siguiente corolario, su

prueba es analoga a la anterior.

COROLARIO 2.21.
Sea f:[a,b] — R una funcion. Si f es Perron integrable en [a,b], entonces f es Perron

integrable en |a, x| para todo a < x < b.

TEOREMA 2.22.

Sea [ : [a,b] — R una funcién. Si f es Perron integrable en |a,b] entonces existe una
funcion F la cual es el infimo de todas las funciones principales por la derecha 11, el infimo
de todas las funciones principales por la izquierda 1y, el supremo de todas las funciones
secundarias por la izquierda 3 y el supremo de todas las funciones secundarias por la derecha

Yy. En este caso se define

f=F(b).

[a,b]
DEMOSTRACION.
Sea f :[a,b] — R una funcién Perron integrable en el intervalo [a, b].
Como f es Perron integrable, por definicién se tiene que para todo € > 0 existe un
conjunto tetra e-adjunto a f.
Sea 1)y cualquier funcién secundaria de f.

Para toda funcién principal por la derecha v, se tiene para toda = € [a, b] que

vo(x) < Yi(z).
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Para = € [a,b] se define F(x) como el infimo de todas las funciones principales por la

derecha de f, por lo que
o(z) < F(x).

De este modo se tiene que F'(z) es una cota superior de todas las vy.

Por definicién se tiene que

0 <1(b) —93(b) < ¢

0 < h1(b) — ¥u(b) <e.

Entonces para todo x € [a, b se sigue que
0 < F(x) —a(x) < i) — talz) < 1(b) — a(d) <,

0 < F(x) —s(x) < i) — a(z) < (b)) — ¥3(d) <e.

Por tanto F'(z) es el supremo de todas las funciones secundarias por la derecha v, y de
todas las funciones secundarias por la izquierda 3.
De forma andloga se obtiene que F(z) es el infimo de todas las funciones principales por

la izquierda 5.

De esta manera se demuestra el teorema. [l

La definicion de la integral en el teorema anterior, equivale a la de Perron, una

consecuencia de este teorema es considerar de la definiciéon un conjunto tetra e-adjunto

a una funcion, tal que ¥ = 1y v 103 = 4.

COROLARIO 2.23.
Sea f : [a,b] — R una funcion. Si f es Perron integrable en el intervalo [a,b] y F
esta definida como en el teorema anterior, entonces
[ ]f = F(x)

para todo a < x < b.
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DEMOSTRACION.

Sea f : [a,b] — R una funcién Perron integrable en el intervalo [a, b].

Por definicién se tiene que para todo € > 0 existe un conjunto tetra e-adjunto de f en
[a, b], por definicién este conjunto también es tetra e-adjunto de f en el intervalo [a, 2|, para
todo a < x <b.

Del teorema anterior, se sigue que

i@ —esun s [ rLne
a

Entonces

Yu(r) < F(r) < ihi().

P - [

Como el € es arbitrario, se obtiene que

De donde

< E&.

De esta manera se demuestra el teorema. ]

Ahora se enuncian las propiedades mas importantes de la integral de Perron.

TEOREMA 2.24.
Sea f: [a,b] — R una funcion.

Si f es Perron integrable en [a,b], la funcidn

es continua.

DEMOSTRACION.
Sea f : [a,b] — R una funcién Perron integrable en el intervalo [a, b].
Para todo n € N es posible elegir una funcién principal por la derecha v/, y una funcién

secundaria por la derecha v, tal que para todo z € [a, b] se tiene que

() — . () < %
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Por lo demostrado anteriormente, se sigue que

0 < F(a) — tha, () <, () — o () < W, ) — o, ) <

De manera que la funcién vy, (z) converge uniformemente a F(z) en el intervalo [a, b].
De modo que F(z) es continua.

De esta manera se demuestra el teorema enunciado. O

PROPOSICION 2.25.
Sea f:[a,b] — R una funcion. Si f es Perron integrable en [a,b], entonces f es Perron

integrable en todo subintervalo de [a,b].

DEMOSTRACION.
Sea f :[a,b] — R una funcién Perron integrable en [a, b].
Para € > 0 sea {1;}j_, un conjunto tetra $-adjunto de f en el intervalo [a, b)].

Considerando el intervalo [c,d] C [a, b], definase para x € [c, d] la funcién

¢j(z) = i) — ()

para j € {1,2,3,4}.
Por como se definen las funciones ¢; se tiene que son continuas en el intervalo [c,d] y
ademds ¢;(c) = 0 y satisface las condiciones de las derivadas de la definicién de la integral

de Perron.

Ahora
€

6:(d) = 65(@)] < [i(d) = V(D] + () = 3(e)] < 5+ 5

=E&.

Por lo que se ha construido un conjunto {¢;}}_, tetra e-adjunto de f en [c,d], y por ende
f es Perron integrable en [c, d].

De esta manera se demuestra la proposicién. O

PROPOSICION 2.26.
Sea f : |a,b] — R una funcion y ¢ € (a,b). Si f es Perron integrable en |a,c| y [c,]

entonces f es Perron integrable en [a,b] y se tiene que

/ J - / i+ s
[a,b} [a,c] [C,b]
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DEMOSTRACION.

Sea f : [a,b] — R una funcién Perron integrable en los intervalos [a,c] v [c,b], para
c € (a,b).

Para ¢ > 0 sean {9, ;*:1 v {5; ;*:1 conjuntos tetra $-adjuntos de f en los intevalos [a, c]
y [¢, b] respectivamente.

Definiendo para j € {1,2, 3,4} la funcién

Vi () sia<z<ec

¢j(x) = ‘
V() + Bi(x) sic<a<b

se tiene que ¢;(a) = 0, es continua en [a,b] y por como se define, se cumplen las condiciones
de las derivadas en la definicién de una funcién Perron integrable.

Luego

9i(b) — ¢ (b)] = [1i(b) + Bi(b) — 1b;(b) — B;(b)]
< [¢i(b) — ¥;(b)| + |8:(b) — B;(D)]

9
+ —

<_
2 2

=&

Como ¢ es arbitrario, se tiene que f es Perron integrable sobre el intervalo [a, b].

Como f es Perron integrable en [a,c] y [c, b] se tiene que

Ya(c) < f < hi(e)

[a,c]

Ba(b) < [ < Bi(b).

[c,b]
Sumando las dos desigualdades anteriores y teniendo en cuenta como se define la funcién

( ) / . /;7 ( )

Como f es Perron integrable en [a, b] se tiene que

$a(D) < [ f < (D).

[a,]
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Puesto que [1;(c) — ¥;(c)], |8:(b) — 5|, |¢i(b) — ¢,(b)| son menores que € y como este es

/ J - / [
[a,b} [a,c] [C,b]

De esta menera se demuestra la proposiciéon enunciada. 0

arbitrario se obtiene que

PROPOSICION 2.27.
Sea f : [a,b] — R wuna funcion Perron integrable en |a,b]. Si k € R es una constante

finita, entonces kf es integrable en [a,b] y

/ N
[a,b] [a,b]

DEMOSTRACION.
Sea f :[a,b] — R una funcién Perron integrable en [a,b] y k € R una constante finita.

Véanse los siguientes casos:

(1) Si k=0 el resultado es directo.
(2) Sik <0.

Para ¢ > 0 sea {¢;}j_, un conjunto tetra rr-adjunto de f en el intervalo [a,b].

Para x € [a, b] sean
¢1(x) = kha(x) . du() = kb ()

Ga(x) = ka(x) ,  ¢alx) = kibs(a).
Es claro que las funciones ¢; forman un conjunto tetra e-adjunto de kf en [a, b],

y ¢;(a) =0 para j € {1,2,3,4}.

Luego para z € [a, b] se tiene que

Dy ¢1(x) = Dikia(x)

= kD 4(x).

Como oo # Di)y(x) < f(x), excepto para un conjunto numerable de valores de =,

y como k es negativo se sigue que

—00 # kD py > kf(x),
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salvo para el mismo conjunto numerable de valores de x. Asi pues ¢; es una funcion
principal derecha de kf en [a,b]. De manera andloga se deduce que ¢9, ¢3 y ¢4 son
funciones principal izquierda, secundaria izquierda y secundaria derecha de kf en
[a, b] respectivamente.

Luego

|6i(b) — ¢ (D)] = [kl (D) — 1, (b)]

< |k|.|k’

=E&.

De este modo se demuestra que {¢; }?:1 es un conjunto tetra e-adjunto de kf en
[a, b], por lo que se obtiene que kf es Perron integrable en el intervalo [a, b].

Como f es Perron integrable se tiene que

P4(b) < f < (b).

[a,b]
Entonces
1 (b) = k¢4(b)

>k f
fa.8)

> ki (b)

= ¢a(b).

Como kf es Perron integrable en [a, b] se obtiene que

b1(b) > /[ B2 0u0)

Puesto que |1;(b) —;(b)| y |¢i(b) — ¢;(b)| son menores que €, y este es arbitrario,

se sigue que

/ kf=k | f
(a,b] [a,b]

(3) Para el caso k > 0, se procede de manera andloga al caso anterior, o se considera

(—1)(=kf) y se aplica el caso anterior.

De esta manera se demuestra la proposicion. 0
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PROPOSICION 2.28.
Sean f,qg : la,b] — R funciones Perron integrables en [a,b]. Si para x € [a,b] la suma

f(z) + g(x) estd definida en [a,b] entonces f(x) + g(x) es Perron integrable en [a,b] y se

/@1,17](“9):/@,1,]”/@“9'

Sean f,g : [a,b] — R funciones Perron integrables en [a, b] tales que para = € [a,b] la

cumple que

DEMOSTRACION.

suma f(z) 4+ g(x) estd definida en [a, 0]
Para ¢ > 0 sean {v;}j_; v {¢;}}-, conjuntos tetra 5-adjuntos de f y g en [a,b]
respectivamente.
Definase para x € [a, b] la funcién &;(z) = ¢;(z) + ¢,(x), para j € {1,2,3,4}.
Claramente la funcién &;(z) es continua en el intervalo [a,b] y &;(a) = 0.

Salvo para un conjunto numerable de valores de x, se tiene que

—00 # Dyhi(z) = f(z) 'y —o0# Didi(z) > g(x).

De las propiedades de la derivada, se sigue que

—00 # Dy &i(x) 2 Dythi(2) + Didha(x) = f(z) + g(2),

De manera similar se obtiene que las &;(x), para j € {2, 3,4}, satisfacen la definicién de
las derivadas de un conjunto tetra adjunto a f + g en [a, b].

Ahora

16i(b) = & ()] = [¥i(b) + ¢:(b) — ¥;(b) — (D)
< [40i(0) — P (D)] + |s(b) — b;(b)]

De este modo se construye un conjunto {¢; jle tetra e-adjunto de f + g. Por lo que si f
y g son funciones Perron integrables en [a, b] entonces f + g es Perron integrable en |a, b].
Puesto que f y g son Perron integrables en [a, b], se tienen las siguientes desigualdades

ha(d) < [ f < (b),

[a,]
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bu(b) < /[ 9S00

Sumando las dos expresiones anteriores y observando como esté definida la funcién &; se

tiene que
—{—¢ f—|— +qz5 b
5() ¢4 4 /[ab /[ab]g<¢1 1() 51()

Como la funcién f + g es Perron integrable en [a, b] se tiene que

&) < /[ (ro<ae)

Como las diferencias [104(b) — 11 (b)|, |64(b) — ¢1(b)| y [€4(b) — &1(b)| son menores que € y

(f+9) = / f+ / g
[a,b] [a,b] [a,b]

De esta manera se demuestra la proposicion enunciada. 0]

este es arbitrario, se tiene que

PROPOSICION 2.29.

Sean f,g : [a,b] — R funciones. Si f y g son Perron integrables en [a,b] y f(z) > g(x)

/ f= / g
[a,b] [a,b]

Sean f,g : [a,b] — R funciones Perron integrables en [a,b], tales que f(z) > g(z) para

para todo x € |a,b|, entonces

DEMOSTRACION.

todo z € [a, b].

Supongase que para k € R se tiene que

/ g <k.
[a,b]

Entonces existe una funcién secundaria derecha 1, adjunta a g tal que para x € [a, b] se
tiene que ¥4 (x) > k. Pero 1, también se puede tomar como una funcién secundaria izquierda

de f, por tanto
f > 1/14(()) >k

[a,]

/ / 2/ g
[a,b] [a,b]

De esta manera, se demuestra la proposicién. 0]

De modo que
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Ahora se enunciara el Teorema Fundamental del Céalculo para la integral de Perron.

TEOREMA 2.30.
Sea F : [a,b] — R una funcion continua en [a,b], y excepto para un conjunto numerable
de valores de x € |a,b] la derivada, F’, estd definida y es finita, entonces F'(x) es Perron

integrable y

%]F:F@—F@.

DEMOSTRACION.
Sea F': [a,b] — R una funcién continua en [a, b], y excepto para un conjunto numerable
de valores de x € [a, b] la derivada, F’, estd definida y es finita.

Para = € [a,b] y j € {1,2,3,4}, definase la funcién

Es facil verificar que el conjunto {2/1]-}?:1 es un conjunto tetra e-adjunto de F’ en el
intervalo [a, b], para cualquier € > 0.

Luego

F(x) = F(a) = ¢a(x)

<[ F
[a.a]

< ¢ ()
= F(z) — F(a).
De donde se obtiene que
%]F:F@—F@.

De esta manera queda demostrado el teorema. [l

3. La integral de Henstock-Kurzweil

En las dos secciones anteriores, se observa que las integrales de Denjoy y Perron son
generalizaciones de la integral de Lebesgue, las cuales ofrecen una respuesta mucho mas
satisfactoria en cuanto al Teorema Fundamental del Calculo, y es que permite obtener una

funcion a partir de su derivada.
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La integral presentada en esta seccion, es la integral de Henstock-Kurzweil, la cual resulta
ser equivalente a la integral de Denjoy y Perron, pero a diferencia de estas integrales donde la
definicion es complicada, la integral de Henstock-Kurzweil se obtiene realizando un pequeno
cambio en la definicion de la integral dada por Riemann, el cual se basa especificamente
en cambiar o modificar la § > 0 que acota la longitud de las particiones del intervalo [a, 0]
para que ya no sea un escalar, sino una funcién que parta del intervalo y tome valores reales
positivos, de la cual surge otra perspectiva de tomar las particiones de intervalos y motivando
asi una nueva teoria de integracion. Por este motivo es que a la integral de Henstock-Kurzweil

se le conoce como la generalizacion de la integral de Riemann.

DEFINICION 2.31.
Sea I = [a,b] C R. Una particion etiquetada, es un conjunto finito de pares ordenados de

la forma

D={(t,1): ic{1,2,....n}}

n

tales que I; es un subintervalo cerrado de I; y t; € I;, donde [ = U I; v el interior de los
i=1

intervalos disjuntos es vacio; es decir I7 N[5 = 0 si i # j.

El punto t; es llamado etiqueta de asociada al intervalo I;.

DEFINICION 2.32.
Sea I = [a,b] C R. Si v estd definido sobre I, v es llamado un indicador si existe una

funcién ¢ : [a,b] — (0,00) tal que para t € [a, b] se tiene que

V() = (t = 0(t),t +6(t))

SiD={(t; ;) : 1 €{1,2,...,n}} es una particién etiquetada de I y 7 es un indicador
de I, se dice que D es v-fina, si I; C y(t;) para todo i € {1,2,...,n}.

Sean P = {xg,x1,...,x,} una particién del intervalo [a,b] C R y {y;}!; una sucesién
de puntos tales que y; € [z;_1,x;].

Siy(t) = (t —6,t+0) para d > 0y para t € [a,b], entonces [x;_1,2;] C v(y;) asi que
D = {(yi, [xi_1,25]) : 1 €{1,2,...,n}} es una particién etiquetada ~-fina de [a, b].

De modo que este es el indicador usado para la integral de Riemann. Asi pues, las

construcciones usadas para la integral de Riemann son compatibles con indicadores.
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Recuérdense las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.33.

Sea [a,b] C R. Una particion de [a,b] es un conjunto finito de nimeros
P ={xo,x1,...,Tn}
tales que ©g = a, x, = by x; 1 < x; parai € {1,2,...,n}.
Para cada subintervalo [z;_1,x;] se define su longitud por
f([Ii—h xz]) =T — Tj-1-

La norma de la particion P estd dado por la longitud del subintervalo mas grande

[z;_1, ], el cudl estd denotado por
1P|l = méx{w; — ;1 : i €{1,2,...,n}}.

Sean f : [a,b] — R una funcién, P = {xg,21,...,2,} una particion de [a,b] y

t—1 € [x;i_1, 2] paracadai € {1,2,...,n}. La suma de Riemann esta dada por
S(f, P At = D F(t) (@ — wia).
i=1

DEFINICION 2.34.
Sea f : [a,b] — R una funcién, decimos que f es Riemann integrable en [a,b] si existe
un A € R tal que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si P una particién de [a, ], con

HPH <90 y ti € [fi_1,$i] para todo 7 € {1, 2, C ,n}, entonces
IS(f, P Atiki)) — Al <e.

Donde

A /  Hoy

A continuacién se expresa la definicion de la integral de Riemann en términos de las

particiones etiquetadas.
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DEFINICION 2.35.

Una funcién f : [a,b] — R es Riemann integrable sobre [a, b] si existe A € R tal que para
todoe > 0,0 >0y D ={(t;[ri_1,2:]) : ¢ € {1,2,...,n}} una particién etiquetada de [a, b]
tal que [z;_1,x;] C (t; — 6,t; + 0) entonces

1S(f,D) — A| < e.

Es facil notar que la norma de la particion etiquetada D de la definicién anterior es a lo

sumo 29.

Ahora se da la definicion de la integral de Henstock-Kurzweil.

DEFINICION 2.36.
Sea f: I = [a,b] — R una funcién, se dice que f es Henstock-Kurzweil integrable en I si
existe A € R tal que para todo € > 0 existe un indicador v en I tal que para toda particién

etiquetada y-fina D de I, se tiene que

El nimero A es llamada la integral de Henstock-Kurzweil de f en I y se denota por

A= [r=wm) [ 1

De la definicién anterior se observa que dado un indicador 7, este tiene asociado una
particién etiquetada v-fina, por lo que se tienen sumas de Riemann que definen a la integral
de Henstock-Kurzweil, por lo que dicha integral esta bien definida.

Por esta razon es que la integral de Henstock-Kurzweil es una generalizacion de la integral

de Riemann.

Supéngase que f : [a,b] — R es una funcién Riemann integrable, de la definicién de la
integral de Riemann sea ¢ el € dado en dicha definicién.

Fijando ~(t) = (t — g,t + %), se observa que cualquier particion etiquetada v-fina tiene
engrane menor que §, por lo que queda probado que si f es Riemann integrable entonces f
es Henstock-Kurzweil integrable y ambas integrales coinciden.

Pero no todas las funciones Henstock-Kurzweil integrables son Riemann integrables, un

ejemplo sencillo de verificar es considerando la funcién de Dirichlet.
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TEOREMA 2.37.

La integral de Henstock-Kurzweil de una funcion, cuando existe, es unica.

DEMOSTRACION.
Sea f : [a,b] — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].
Sean A, B € R tales que satisfacen la definicion de la integral de Henstock-Kurzweil.

Sean € > 0y 74, 7p indicadores de A y B respectivamente, y &' = 5.

Sean y(t) = va(t) Nyp(t) y D una particién etiquetada de [a, b], entonces
< |A—S(f,D)|+15(,D) - B]
<e +¢€
=¢

Como ¢ es arbitrario, tomando € — 0 se tiene que A = B.

Por lo que queda demostrada la unicidad de la integral de Henstock-Kurzweil. 0

Véanse ahora algunas propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil, enunciadas en

las siguientes proposiciones.

PROPOSICION 2.38.
Sean f,g: 1 =[a,b] — R funciones Henstock-Kurzweil integrables. Si k,w € R, entonces

kf 4+ wg es Henstock-Kurzweil integrable y
/(k:f+wg):k:/+w/g.
I I I

Sean f,g: I = [a,b] — R funciones Henstock-Kurzweil integrables, k,w € Ry € > 0.

DEMOSTRACION.

Sea v un indicador tal que D es una particién etiquetada «ys-fina de I, entonces

3

’S(fap)—/lf < 20+ k)

¥ 7 un indicador tal que D es una particion etiquetada 7,-fina de I, entonces

‘S(Q,D)—/IQ

o
2(1 + fwl])



3. LA INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL 56

Considerando y(t) = v¢(t)Nv,(t) y supongamos que D es una particién etiquetada v-fina

de I. Entonces

S(k‘f+wg,D)—<k/If+w/Ig)‘: kS(f,D) + wS(g, D ( /f+w )‘
oo )G )
A TR

5(.2) - [ 1]+ 1ol |st@.2) - [ 4

elk| elw
2(L+[k]) — 2(1+ |wl)

<€

IA

= |k]

Puesto que ¢ es arbitrario, se sigue que k f +wg es Henstock-Kurzweil integrable y ademas

Jssuwg) =k [+ [

De esta manera se demuestra la proposicion. 0

que

PROPOSICION 2.39.

Sean f,g : la,b] = I — R funciones Henstock-Kurzweil integrables en [a,b], si f < g

entonces
/fﬁ/g
I I
DEMOSTRACION.
Sean f,g : [a,b] = I — R funciones Henstock-Kurzweil integrables en [a,b] tales que
f<gye>0.

Sea «yy un indicador tal que D es una particién etiquetada ys-fina de I, tal que

‘ﬂﬁD%1[4<a

y 7y un indicador tal que D es una particién etiquetada v,-fina de I, tal que

’S(g,D) —/Ig‘ < e.
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Tomando y(t) = v(t) N ,(t) y D una particién etiquetada y-fina de I, entonces
S(f,D) < S(g,D).
De las dos desigualdades anteriores, se tiene que

/f—essqﬂngswing/ﬁ+a
I I

Luego
/f < g+ 2.
I

Como € es arbitrario, tomando € — 0 se obtiene que

<]

Por lo que queda demostrada la proposicién. 0

COROLARIO 2.40.

Sea f :]a,b] =1 — R una funcion. Si f y |f| son Henstock-Kurzweil integrable en [a,b],

entonces

1= [

Sea f :[a,b] = I — R una funcién tal que f y |f| son Henstock-Kurzweil integrable en

DEMOSTRACION.

la, b].

Se sabe que
=< F <l

Por la proposicién anterior, se tiene que

[n=-[r
< /1
s/l\f\-

[l [1n

Asi queda demostrado el corolario enunciado. 0

De donde
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TEOREMA 2.41.
Si f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,c] y [c,b] entonces f es Henstock-Kurzweil

integrable en [a,b], ademds se cumple que

AT
[a,c] [c,b] ab]

Supéngase que f es Henstock-Kuzweil integrable sobre [a, c] y [c,b] y sea ¢ > 0.

DEMOSTRACION.

Sea 71 un indicador tal que D; es una particién etiquetada v;-fina de [a, ¢| entonces

€
S(f7 Dl) - f < <
[a,c] 2
y 72 un indicador tal que Dy es una particion etiquetada ~yo-fina de [c, b] y
€
S(f7 DQ) - f <z
& 2

Tomando
7(t) sia<t<c

Ya(t) sie<t<b
se tiene que 7y es un indicador y D es una particién etiquetada ~-fina de [a, b].

Es claro que
S(f7D) = S(fapl) +S(f,D2),

por lo que

‘ﬂﬁm—(éﬁf+4ﬂ0w=[UDn+Sng (Acfyﬁﬂ)'
==(Sﬁﬂh%—lwf)+(sﬁﬂ%ﬂ—%¥f)‘

D D
<|s(.py) Mf".fzﬂ Aﬂﬂ

+

DO |
DN ™

=E.

Por lo que f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b] y ademds se tiene que

/ f=/ i+ -
[a,b} [a,c] [C,b]

De esta manera se da por terminada la demostracion del teorema. 0
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LEMA 2.42 (Straddle).
Sea f:[a,b] — R una funcion diferenciable en y, para y € |a,b]. Para cada € > 0 existe

0 > 0, que depende de y, tal que
[f(v) = f(w) = f'(y)(v —u)] < (v —u)
para cualquier u,v € [a,b], u#v y
y—o<u<y<ov<y-+o.

DEMOSTRACION.
Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable en y, para y € [a, b].

Para cualquier & > 0, supéngase que
[f(w) = fu) = f' (v —u)] < e(v—u),
tomando u o v igual a y, se tiene que
[f() = ) = Fy)v—y)l <elv—y),
[f () = f(u) = f' )y —u)| < e(y —u).

De las dos desigualdades anteriores, la condiciéon de suficiencia es evidente.

Para la condicién de necesidad, se sigue que dado € > 0 existe o > 0 tal que

y—o<u<y<v<y+9d

y
[f(v) = f(w) = f'(y)(v —u)| <e(v —u).
Entonces
[f(v) = f(w) = f)(v—u)| <e(v—x)+ely —u).
Asi se demuestra el lema enunciado. O

TEOREMA 2.43.
Sea [ : |a,b] — R una funcion diferenciable en [a,b], entonces f' es Henstock-Kurzweil

integrable en [a,b] y

f'= 1) = fla).

[a,b]
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DEMOSTRACION.

Sean f : [a,b] — R una funcién diferenciable en [a,b], y € > 0.

Para cada t € [a,b], témese §(t) > 0 por el Lema de Straddle y definase el indicador
sobre el intervalo [a, b], dado por (t) = (t — 0(t),t + 6(1)).

Supéngase que D = {(t;, ;) : i =1,2,...,n} es una particién etiquetada v-fina de [a, b],
sin pérdida de generalidad, supongase que los subintervalos I; estan ordenados de manera
usual; es decir, I; = [x;_1, ;] para cada i € {1,2,...,n}.

Entonces la diferencia f(b) — f(a) se puede expresar como la siguiente serie telescépica

n

FO) = fla) = [f(x:) = flai)).

=1

Por el Lema de Straddle, se tiene que

1S, D) = [£(b) = fla)]] = Z{f'(ti)(ﬂ% = zie1) = [f(@:) = flz)]}

< Z | () (i — wi1) — [f () — f(2i)]]

n

< Z e(x; — xi1)

i=1

=e(b—a)

De modo que f es diferenciable en [a,b] entonces se tiene que f’ es Henstock-Kurzweil

integrable, y ademas se prueba que

}f’zf(b) - f(a).

[a7b

De esta manera se da por finalizada la demostracion del teorema. [l

El teorema anterior, es conocido como la Primera versién del Teorema Fundamental.

Sea f : [a,b] — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y continua a la

izquierda de ¢, para a < ¢ < b, y sea
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Para cualquier € > 0 existe una funcion positiva d, tal que para ¢ —§ < t < ¢ se tiene que
fle)—e< f(t) < fe) +e.
Por el Lema de Straddle se tiene para ¢ — 0 < x < ¢, que
|F(z) = F(c) = f(e)(c — z)| <e(c— ).

Esto muestra que F” (¢) existe y es igual a f(c).

Usando un argumento analogo se demuestra que F' (c) = f(c) si f es continua por la
derecha de cy a < ¢ < b.

De esta manera se ha demostrado la Segunda versiéon del Teorema Fundamental,

enunciado en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.44.
Sea f : [a,b] — R una funcion Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y sea F definida por

F(zx) = f, entonces:
[a,z]

(a) Para a < ¢ < by [ continua por la derecha se tiene que F' tiene derivada por la
derecha y ademds F'. = f(c).
(b) Para a < ¢ < by f continua por la izquierda se tiene que F tiene derivada por la

izquierda y ademds F' = f(c).
DEMOSTRACION. O

Véase en el siguiente teorema, una caracterizacion de la integral de Henstock-Kurzweil,

dada por el Criterio de Cauchy.

TEOREMA 2.45.
Una funcion f : [a,b] — R es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y sdlo si para todo
e > 0 existe un indicador v tal que si Dy y Dy son dos particiones etiquetadas vy-finas de

la,b], entonces

|S(f,D1) = S(f,D2)| <e.

DEMOSTRACION.

Sean f : [a,b] — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y € > 0.
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Sea ~ un indicador tal que si D es una particién etiquetada 7-fina de [a, b], entonces

‘(fD f‘<—

(a,b]

Considérese D; y D, dos particiones etiquetadas 7-finas de [a, b]. Entonces

\ﬁﬁDn—ﬂﬁDﬁkwcﬂﬁDn—A¥f>+<mﬂf—ﬂﬁDﬁN

S(/. D)) ﬁ \ /- 5(f,Dy)

[a,b] [a,b]

De modo que si f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] entonces existen dos

particiones D; y Dy tal que
|S(faD1) - S(f7D2)| <é.

Por otro lado, para cada k € N se eligen indicadores 7, tales que para cualesquieras
particiones etiquetadas x-fina Dy y Dy de [a, b] se tiene que
1
‘S(fapl) _S<f7D2>’ < E
k

Se toma ahora ﬂ 7; (en vez de ;) y se supone, sin pérdida de generalidad, que
j=1

Ye+1 T V-

Para cada k, se construye una particion etiquetada ~,-fina Dy. Nétese que para j > k,

se tiene que ; C v, ¥ D; es una particién etiquetada v,-fina de [a,b]. Asi pues

S(,D0) = S(. D)l < 1.

lo que implica que la sucesién {S(f, Dx)}r>1 es una sucesion de Cauchy en R, por lo que
dicha sucesion converge. Sea A el limite de esta sucesién, de la desigualdad anterior, se tiene

que

S(F.Dy) — Al < 1.
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Tomandoe >0y K > g, y considerando D una particion etiquetada y,-fina del intervalo

[a, b], entonces

1S(f, D) = Al = [[S(f, D) = S(f, Dr)] + [S(f, Dx) — A

<1+1
K K
=c

De modo que f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].

De esta manera se demuestra el teorema enunciado.

O

Despues de ver esta caracterizacion de la integral de Henstock-Kurzweil, véase como se
comporta esta integral respecto a las funciones medibles, y asi obtener una relacion entre la

integral de Lebesgue y la integral de Henstock-Kurzweil.

Sea f : I — R una funcién medible, no negativa y acotada.
Supdngase que f es acotada por la constante M e I = [a,b] para a,b € R.

Entonces existe una sucesién de funciones {gx }r>1 tales que g — f en c.t.p-my
lgr(z)| < M

paratoda k e Ny z € [.
Asi pués
W[ a=wr) [ g
[—k,k] [—k,k]
Como el Teorema de Beppo-Levy se satisface para las integrales de Lebesgue y Henstock-

Kurzweil, se tiene que

(L) [ f=(HEK) [ F

[a,b] [a.b]
Supdngase ahora que f no es acotada, es decir, f : [ — R es una funcién medible y no

negativa.

Definase la sucesién de funciones { fx}x>1 definida por

fe(@) = min{f(z), k}x ., (2)-
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Cada f; es una funcién medible, no negativa y acotada, asi pués por el caso expuesto

anteriormente se tiene que

w [ = [

De modo que la sucesién { fi}r>1 crece a f.
Como el Teorema de Convergencia Mondtona se satisface para ambas integrales se obtiene
que

(L) | f=HK) [ [

[a,b] (a,b]

De este modo se concluye que f es Lebesgue integrable si y solo si f es Henstock-Kurzweil

integrable.

Por otro lado se tiene que si f es una funcién Lebesgue entonces f* y f~ también lo son,
consecuentemente f* y f~ son Henstock-Kurzweil integrables, y por linealidad se obtiene

que f es absolutamente Henstock-Kurzweil integrable.

De esta manera se obtiene que si f : I — R es una funciéon medible, entonces f es
Lebesgue integrable si y solo si f es absolutamente Henstock-Kurzweil integrable. Y en este

caso las integrales coinciden.

En conclusion, de la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil se observa en principio
que esta integral es una variacion de la integral de Riemann pero mucho mas general que
esta.

Del ultimo resultado obtenido que dice que una funcién f es Lebesgue integrable si y solo
si f es absolutamente Henstock-Kurzweil integrable, esto no indica que todas las funciones
Henstock-Kurzweil integrables son absolutamente Henstock-Kurzweil integrables, para ello
véase lo siguiente:

Considérese la funcion
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Por la Primera versiéon del Teorema Fundamental, se tiene que f’ es Henstock-Kurzweil
integrable en [0, 1] y el valor de su integral es —1, es decir
fl=-1
[0,1]
Sin embargo, |f’| no es Henstock-Kurzweil integrable.
Una prueba rapida y practica de demostrar que |f’| no es Henstock-Kurzweil integrable,

es suponer que si lo es, y definir

fo = '] en (s 77) = (aws br)

0 en otro caso

/ fk::/ Jr
[0,1] [ak,bk]
- / 7
alwbk]
‘/[;Lk,bk]

= [f(bx) — f(ax)]
11

[
2

>

“k+1

Para todo n € N y para todo = € [0, 1], se tiene que

= Zfz-(:v)

Entonces

De modo que

"9
1>y —.

Puesto que la suma del lado derecho de la desigualdad anterior, diverge cuando n — oo,
se obtiene una contradiccion.
De modo que |f’| no es Henstock-Kurzweil integrable.

Por lo que la Henstock-Kurzweil integrabilidad de f no implica la Henstock-Kurzweil

integrabilidad de | f].



3. LA INTEGRAL DE HENSTOCK-KURZWEIL 66

Aunque todas las funciones Lebesgue integrables son absolutamente Lebesgue integrables
y no ocurra lo mismo con todas las funciones Henstock-Kurzweil integrables, no significa
que la integral de Lebesgue sea mas general que la integral de Henstock-Kurzweil, puesto
que todas las funciones Lebesgue integrables estan incluidas en el conjunto de funciones

Henstock-Kurzweil integrables y por ende es més general que la integral de Lebesgue.



CAPITULO 3

Criterios de integrabilidad de la integral de Hestock-Kurzweil

Sea I C Ry f: I — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en I’ C I. Si se sabe
que la funcién es Henstock-Kurzweil integrable en I’, ;existe una manera de saber si f es
Henstock-Kurzweil integrable en I7.

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y en este capitulo se dan a conocer algunos
teoremas que permiten saber si la funcion es Henstock-Kurzweil integrable en todo su

dominio, dado que es Henstock-Kurzweil integrable en parte del mismo.

Antes de enunciar y demostrar los teoremas, véase el siguiente lema, que serd de gran

utilidad en las demostraciones siguientes.

LEMA 3.1 (Lema de Henstock).
Sean I CR y f: I — R una funcion Henstock-Kurzweil integrable en I. Para € > 0, sea

v un indicador de I, tal que st D es una particion etiquetada y-fina de I, entonces

‘S(f,D)—/If‘ < e.

Supongase que D' = {(x1,1),...,(zr, Jp)} es una subparticion etiquetada y-fina de I,

entonces
k
> (s~ [ | ) ==
Yy
k
S| - / if’ <2,
DEMOSTRACION.

Sean I C Ry f: I — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en I.

67
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Sea ~ un indicador de I, tal que D es una paticion etiquetada ~-fina de I, tal que para

€ > 0 se tiene que
‘S(f, D) - /f‘ <e
I
Supéngase que D' = {(xy, J1), ..., (zx, Jx)} es una subparticién etiquetada ~-fina de I.
k

El conjunto I\ U J; es una unién finita de intervalos disjuntos.
i=1
Sean K1, ..., K,, la clausura de esos intervalos.

Como f es Henstock-Kurzweil integrable en I, también lo serd en cada Kj, para
Jj € {1,...,m}, de modo que existe una particién etiquetada vy-fina D; de K;, tal que

para n > 0 fijo, se tiene que

n
< —.
m

f

5.0~ |

K;

Es posible encontrar particiones, eligiendo indicadores 7; para intervalos K; con un
margen de error de -, con particiones 7 N ;-finas.

Nétese que el conjunto D se puede expresar de la forma D = D'UD; U---UD,,, de modo
que D es una particiéon v-fina de I.

Puesto que
m

S(f,D) :S(f,D/)—I—ZS(f,D]),

se tiene que

k

S(f,D’)—Z/Jif‘: S(f D’)—i[]if+i<5(f,9j)—/jf)
—i(ﬂfﬂﬂ—/}(jf)‘
< ‘s<f,2>>—/[f‘+§j S(f,Dj)—/Kjf‘
<5—|—m%

=&+ n.

Puesto que n > 0 es arbitrario, tomando n — 0, se obtiene que

3 (reoecn) - [ | /)

i=1

<e (1)
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Para probar la otra estimacién, considérense los conjuntos
D = {(%Jz‘) €D : f(a)l / f= 0}

D~ =D\D".
Nétese que los conjuntos Dt y D~ son particiones etiquetadas y-finas de I, que satisfacen

la desigualdad (1), entonces

k

2

i=1

flain) - [

Ji

Asi queda demostrado el Lema de Henstock. O

TEOREMA 3.2.
Sea f : [a,b] — R una funcion Henstock-Kurzweil integrable en [c,b], para todo a < ¢ < b.

Entonces f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y solo si hrrgr/ f existe.
c—a [C,b]

DEMOSTRACION.

Sea f : [a,b] — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en [c, b], para todo a < ¢ < b.
Supéngase que f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].

Sea ¢ > 0, v un indicador del intervalo [a, b] y D una particién etiquetada y-fina de [a, b],

como f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b], se tiene que

‘(fD f’<—

[a,b]
Para cada ¢ € (a,b), existe un indicador +, para un intervalo [c, b], tal que si D, es una

particién v.-fina de [a, b], entonces

'(fD f‘<—

[c,b]

Sin pérdida de generalidad, supéngase que 7. C v y témese ¢ € vy(a) tal que

[f(a)l(c—a) <

w| ™
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Sean k € (a,c) y D. una particién etiquetada ~,-fina de [k, b].
Nétese que D = {(a, [a, s])} UD..

Ahora
Lot Lt=1]

" -S(f, D)‘ + ‘/[k’b] —S(f,Do)| + |f(a)|(c — a)

CELELE
3 3 3

=£

Asi pues

lim / f= f.
c—at Jicp) [a,b]

Supongase ahora que el limite existe.
Sea {cgtr>1 C [a,b] tal que ¢ = b, ¢ > cpy1 ¥ cx — a.
Definase v, un indicador del intervalo [¢q, ¢o], tal que D es una particién etiquetada 7;-fina

de [e1, o], entonces
5
kqin—/ ﬂ<§.
[e1,¢0]

Para k > 1, se definen indicadores =y, sobre los intervalos [cg, ¢_2] tales que D es una

particién etiquetada ~y,-fina de [c, cx_o], entonces

SUJD—AMHﬁ

Denétese por A = lim f.

c=at Jle,p)

Para s € (a, c;), sea K una particién etiquetada ~,-fina de [s, o], tal que

<?.

‘ f— A‘ <e.
[s,c0]
Definase un indicador ~y de [a, b] por
(—o0, k) sit=a
fy(t> = ’Yl(t) N (Cl, OO) sicg <t<c

Ye(t) N (Cr,cp2) sicp <t <cpq;parak >1

Sea D una particién etiquetada y-fina de [a, b], y Dy, C D para (cg, cx_1], de modo que la
dimensién de D es finita si Dy, # 0y D; N D; = () para i # j.
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Sea J, = U Ds.

k>1
Entonces Dy es yi-finaen Jy y J; C (¢1,¢0] v Ji C (¢ Ch_2)-

Usando el Lema de Henstock, para k£ > 1 se tiene que

g
ok

f—S(f,Dx)

Jk

<

N}

Sea (z,[a,d]) € D, por definicién se tiene que a € () si y solo si t = a, de modo que
x = a. Por tanto

S(f.D) = f(a)(d—a)+>_S(f.D)

k>1
y
f= [
[d»b] ; ch
luego
A= s0) < f@la-a+ [ X ([ 1=sto0)|+|a- [
k>1 N Jk [a,b]
€
<e+ Z ok +¢€
k>1
= 8/
De modo que f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b] y ademas
f=A.
[a,b]

De esta manera se demuestra el teorema enunciado. 0

TEOREMA 3.3.

Sea f : I = [a,00] — R una funcion Henstock-Kurzweil integrable en [a,b], para todo
a < b < 0o. Entonces [ es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y solo si blim f

— 00 [a,b}

eriste.

DEMOSTRACION.

Sea f : I = [a,00] — R una funcién Henstock-Kurzweil integrable en [a, b], para todo
b € (a,00).

Sean € > 0 y v un indicador tal que D es una particion etiquetada ~-fina de I. Entonces

‘S(f,D) - [

<€
5




3. CRITERIOS DE INTEGRABILIDAD DE LA INTEGRAL DE HESTOCK-KURZWEIL 72

Supéngase que y(oco) = (T, 00|. Para cada ¢ > max{T a}, existe un indicador . de [a, c|
tal que si D, es una particién etiquetada 7, fina de [a, |, tal que para todo z € [a, ] se tiene

que v.(x) C v(x), entonces

€
strp- [ o <5
a2

Sea ¢ > max{T, a} fijo, y D. una particién etiquetada 7.-fina de [a, c|.

Noétese que D = {(o0, [¢, >0])} U D... Entonces D es una particién etiquetada y-fina de I,

por tanto
— - S(f,D S(f,D.) — (([c,
[r=[ || [r-sum|+|sep0= [ 1|+Iseotioz)
€ €
=c
Asi pues

lim / f= f.
b—00 J14.] [a,b]

Supdngase ahora que el limite existe.
Sea {ci}i>1 C [a,00) tal que ¢ = a, ¢ < cp1 y C — 0.
Sea 7 un indicador de [cg, ¢1] tal que

3

para toda particién etiquetada D ~o-fina de [co, ¢1].
Para k > 1, sea ~y, un indicador de [cx_1, cx41] tal que si D es una particién etiquetada

ve-fina de [cx_1, cxy1], entonces

€
SUD)- [t < g
[ck—1,Crt1]
Denétese por
A= lim f
b—o00 [(l,b]
Eligiendo una particion etiquetada K tal que
0.t 2

para b > cy.

Definase un indicador « de [a, b] por
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(ck, 0] sl x = o0
() =4 Y(t) N (—oc0,c1) sicg <t<c

Ye(t) N (Cp—1,Crr1) sicp <t < cpyr; para k> 1
Sea D una particién etiquetada ~v-fina de I.
Si I; = [a,00] C D, entonces t; = 0y @ > cg.
Para k > 0, sea D, C D con etiquetas en los intervalos de la forma [c, ¢xy1), donde

Dy #0yD;,ND; =0 parai# j.

Sea J, = U D;..

k>0
Entonces Dy, es v-fina en Ji y ademds Jy C [co,¢1) v Jr C (ch—1, Cri1)-

Usando el Lema de Henstock, para k > 0 se tiene que

€
ka—S(f,Dk) S oEre
Puesto que a > ¢, se sigue que
a=sgoi<la= [ 4| r-s0.)

<S+X [ £- X st o0 + s
k>0 7 Jk k>0

«<§—%§:§;3
k>0

=¢

De donde se obtiene que f es Henstock-Kurzweil integrable en I y ademas se tiene que

A:zﬁ

De esta manera se demuestra el teorema enunciado. [l

TEOREMA 3.4.
Sean f,q : [a,b] — R funciones Henstock-Kurzweil integrables en |a,c] para a < c <b, y

f(t) >0 yg(t) >0 para todo t € |a,b]. Asimase que el siguiente limite existe

lim & =L,

t—b- g(t)

entonces:



3. CRITERIOS DE INTEGRABILIDAD DE LA INTEGRAL DE HESTOCK-KURZWEIL 74

1. Si L = 0 y g es Henstock-Kurzweil integrable en |[a,b], entonces f es Henstock-
Kurzweil integrable en [a,b].

2. 5i0 < L < oo, entonces g es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] si y solo si [ es
Henstock-Kurzweil integrable en [a,b].

3. 85i L = o0y f es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b], entonces g es Henstock-

Kurzweil integrable en [a,b].

DEMOSTRACION.
Sean f,g : [a,b] — R funciones Henstock-Kurzweil integrables en [a,c] para a < ¢ < b,
tales que para todo t € [a, ] se tiene que f(t) > 0y g(t) > 0.
Supongase que
(t)

lim —= =L,
t—b- g(t)

para L € R*.
Usando propiedades del limite, se tiene que

lim f(¢t) = L. lim g(t),

t—b— t—b—

integrando en el intervalo [t, b], se obtiene que

/ lim f(¢t) :/ L. lim g(t).
[t,b] t—b— [¢,b] t—b—

Como el limite depende del parametro de las funciones, se puede aplicar el intercambio
del limite con la integral, de modo que

lim f(t) = L. lim gt). (1)

t—b— [t,b] t—b— [t,b]

Sea « un indicador de [a,b] y D una particién etiquetada ~-fina de [a, b].

Se observa que si D es una particién etiquetada 7-fina de [a, b] entonces para indicadores
1,72 de [a, c] y [c, b] respectivamente, se tiene D; una particién etiquetada v;-fina de [a, | y
D, una particién etiquetada ~o-fina de [c, b], tal que para una funcién h : [a,b] — R se tiene

que

S(h,D) = S(h, D) + S(h, Dy).

La observacién anterior es muy importante para la demostracién del teorema y se usa

sin volver a mencionarla.
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. Supéngase que ¢ es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y L = 0. De esta

suposicién se tiene que el producto

L. lim g(t),
t—b— [t,b]

estd bien definido, y de la igualdad dada en (1) se tiene que

im [ f()=0. (2

t—b— [t,b]
Ahora, usando la desigualdad triangular y teniendo en cuenta que f es Henstock-

Kurzweil integrable en [a, ], se tiene que

D :S ,Dl —|—S ,DQ— — ‘
‘(f [abf‘ (f.D1) + S(f.Dy) /W]f /Mf

- (S(f,1>1>— /[ ) f) ¥ (S(f,Dz)— /[ b] f)‘

< |S(f,D1) — f' ‘ (f,Dy) — f‘

[ac

[c,b]

< e+ ‘ (f DQ f‘
[c,b]

Tomando limite cuando ¢ — b, usando la desigualdad triangular, teniendo en

cuenta que por definicion se tiene que 11'1517 S(f,Dy) — 0y usando la igualdad dada

en (2), se tiene que

’ (f.D) - f‘zh'm_ 5(f,D) - f'
[a,b] c—b [a,b]
e—b™ [cm
— 4 1fm |S(f,Ds) — f‘
c—b— [e,b]

lim S(f,Ds) — lim f‘

c—b— c—b— [c,b]
<e mnﬂﬁpg+»mn/ ﬂ
c—b— c—b~ [e,b]
<e+0+0

=&
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De modo que si g es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y L = 0 entonces f es

Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].

. Supéngase que 0 < L < oo.
Si f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b], de la igualdad dada en (1) se tiene

que

lim g(t) = l lim f(t), (3)

t—b— [t,b] L t—b- [t,b]
donde el lado derecho de la igualdad dada en (3) estd bien definido.
Luego, usando la desigualdad triangular y como g es Henstock-Kurzweil

integrable en [a, c|, se tiene que

’ﬂmD%iéﬂﬂzAﬂ%DO+ﬂQDﬁ—A%g—A¥g
= (S(Q,Dl) —/[a’c} g) + (S<97192) —/C’b]g)‘

S@Dﬂ—[}ﬂ+b@@ﬁ—[mﬂ

E
<§+‘5(9,Dg)—/ g’
[e,0]

IN

Tomando limite cuando ¢ — b~, usando la desigualdad triangular, teniendo en
cuenta que por definicién 111?7 S(g,Dy) — 0, usando la igualdad dada en (3) y

teniendo en cuenta la Henstock-Kurzweil integrabilidad de f en [a, b], se tiene que

‘5@7@)—/ g‘z lim 5(9717)—/ g'
[a,b] [a,b]

c—b—
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Usando la igualdad dada en (3), la desigualdad triangular, se tiene que

‘S(g,D)—/ g <§—|—‘—h'm/ g’
[t 2 c=b~ Jlc

€ 1

= — 4+ |—= lim f ‘
2 ‘ c—b~ c,b]
€ 1

=—+ lim — f ’
2 e=b™ Jlep)

lim (S(ﬁ D2) = 8(£,D2) = /[C,b] f) ’

c—b~

L

1

L
e 11, ,
— 4+ —|lim (S(f,Dg)—/ f) — lim S(f,Ds)
2 L |c—b- bl

1

L

c—b—

[c

, 1
(g§<sﬁﬂ%)—A;H>I+Z

lfm S(f,Ds)

c—b—

€ 1
—§+z££5“pﬁ—ﬁﬁﬂ+0
ety S(fD)—/ !
T2 e [T

Dada la Henstock-Kurzweil integrabilidad de f en [a, b], se tiene que

Sw)- [ ol <5+ qlm|suo- [ ]

Asi se obtiene que

‘S(Q,D)—/ g’ <e.
0.6

De modo que si f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b, se tiene que g es
Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].
Con un razonamiento analogo al anterior, se obtiene que si g es Henstock-

Kurzweil integrable en [a, b], entonces f es Henstock-Kurzweil integrable en [a, b].
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3. Supéngase que L = oo y f es Henstock-Kurzweil integrable en |a, b].
De la igualdad dada en (1), se tiene que
lim g(t) = l lim f(t),
t=b= Je ] L == Jppy
el lado derecho de la igualdad anterior esta bien definida, puesto que f es Henstock-
Kurzweil integrable en [a,b] y L = oco. Entonces
B fy 20 =0
Usando el resultado obtenido en el inciso 1., se obtiene que g es Henstock-

Kurzweil integrable en [a, b].

De modo que queda demostrado el teorema, el cual es conocido como el Criterio del

Cociente para la integral de Henstock-Kurzweil. 0

De esta manera se observa que estos criterios de integrabilidad presentados en la integral
de Henstock-Kurzweil son mucho mas poderosos y contundentes que los presentados por la

integral de Riemann.

A lo largo de estos tres capitulos se observa que la integral de Henstock-Kurzweil posee
las propiedades bésicas de las integrales de Riemann y Lebesgue, es decir, la integral de
Henstock-Kurzweil es lineal, mondtona, etc.

También quedo evidenciado que todas las funciones Riemann y Lebesgue integrables son
Henstock-Kurzweil integrables y hay funciones Henstock-Kurzweil integrables que no son ni
Riemann ni Lebesgue integrables.

Por otro lado se observa una ventaja significativa de la integral de Henstock-Kurzweil
sobre la integral de Lebesgue que yace en su construccion. Para definir la integral de Lebesgue
se tuvo que construir nuevos conjuntos, y lo mas importante se tuvo que construir una
medida para poder integrar, en cambio la integral de Henstock-Kurzweil es una extension a la
construccién intuitiva y natural de la integral de Riemann, donde predomina la importancia
de la inclusion de un indicador que se utiliza para restringir las etiquetas que se pueden elegir
en las particiones de los intervalos; ademés los indicadores se pueden utilizar en intervalos
donde la funcion a integrar varie poco y no es necesario exigir que el tamano de dicho intervalo

en la particién tienda a cero. También es importante acotar que sin importar el indicador
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elegido, hay maneras de dividir un intervalo de forma tal que la particién etiquetada sea
~-fina.

Otra ventaja significativa de la integral de Henstock-Kurzweil se ve reflejada en el
Teorema Fundamental del Célculo, donde en las hipdtesis del teorema no se pide que la
funcion sea Henstock-Kurzweil integrable, a diferencia del teorema enunciado para la integral
de Riemann donde es necesario suponer que la funcion sea Riemann integrable.

Los teoremas de Convergencia Monétona y de Convergencia Dominada de funciones
Lebesgue integrables son extendidos de manera natural a funciones Henstock-Kurzweil
integralbles, notandose menos condiciones en la postulacion del mismo y sin la necesidad
de usar teorias complicadas o sofisticadas.

Una desventaja que podria presentar la integral de Henstock-Kurzweil es que debido
a su generalidad los cédlculos pertinentes para resolver una integral de este estilo sean en
algunos casos un poco mas complicados a los cédlculos presentados al resolver una integral
de Riemann. Otra desventaja que presenta la integral de Henstock-Kurzweil es que no es
sencillo presentar funciones que no sean Henstock-Kurzweil integrables, pero esto no significa
que todas las funciones sean Henstock-Kurzweil integrables.

Asi pués, la integral de Henstock-Kurzweil preserva la forma intuitiva de la integral de
Riemann pero tiene la fortaleza de la teoria de Lebesgue de una manera mas solidificada,
donde dicha solidez se basa en que la integral de Henstock-Kurzweil, es equivalente a la

integral de Denjoy y Perron.
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