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El hombre y el agua

Si el hombre es un gesto

el agua es la historia.

Si el hombre es un sueno

el agua es el rumbo.

Si el hombre es un pueblo

el agua es el mundo.

Si el hombre es recuerdo

el agua es memoria.

Si el hombre estd vivo

el agua es la vida.

Si el hombre es un nino

el agua es Paris.

Si el hombre la pisa

el agua salpica.

Cuidala

como cuida ella de ti....

Joan Manuel Serrat
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Resumen

El objetivo principal de esta tesis de grado es el estudio y aplicacién de la ecuacién difer-
encial parcial Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). La ecuacién diferencial parcial HJB es muy
importante en la teoria de control pues sirve para verificar si un control es 6ptimo. Aplicamos
ésta ecuacion al problema de la gestion de un recurso hidrico: Acuiferos. Describimos breve-
mente las distintas formas de gestiéon de un acuifero, basandonos en cémo estan definidos los
derechos de propiedad. Luego se expone un modelo tedérico que integra los elementos hidroldgi-
cos y econdmicos presentes en un acuifero, con el objeto de obtener las trayectorias de equilibrio
tanto de la extraccién de aguas subterrdneas, como del stock del acuifero. Ademaés se desarrolla
una de las aplicaciones pioneras de la programacién dindmica estocéstica, dentro del campo de
la economia de los recursos hidricos, el trabajo de Oscar Burt. También se presenta un modelo
de tiempo continuo que investiga el nivel del acuifero en el cual se detiene la extraccién neta, y
se restringe, el bombeo futuro al ritmo previsto de recarga. Por 1iltimo se analiza una versién
estocéastica del modelo en tiempo continuo y se deriva una nueva regla de parada en el caso de

que el volumen de las aguas subterraneas evolucione como un proceso de Ito.

Palabras Claves: Acuiferos, Gestién de acuiferos, Ecuacién HJB, Principio del Méximo
de Pontryagin, Programaciéon Dindmica, Principio de Optimalidad de Bellman, funcién valor,

Proceso de Wiener, Lema de Ito
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Abstract

The main purpose of this thesis is the study and application of the differential partial
equation Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). This equation is very relevant to the theory of
control because it functions as a measure for verifying the best quality of control. We apply this
equation to the issue of the management of water resource: Aquifers. We describe briefly the
different ways to manage an aquifer based in the delimitation of the property rights. Then we
expose a theory that integrates hydrologic and economic elements that exist in an aquifer, with
the intention of obtain the balance trajectories in the extraction of groundwaters and aquifer
stock. Also, we develop one of the pioneers applications of stochastic dynamic programming,
in the field of water resources economy, as seen in the work of Oscar Burt. As well, we present
a model on continuous time that reviews the level of the aquifer in which the net extraction
stops and restricts the future bombing at the provided rate of recharge. Finally, we analyze a
stochastic version of the model on continuous time and we generate a new rule for stopping in

case the groundwaters volume evolves as an Wiener process.

Key words: Groundwater, aquifers management, HJB Equation, The Pontryagin Max-
imum Principle, Dynamic Programming, Bellman Principle of Optimality, Value function,

Wiener Process, Ito s Lemma.
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INTRODUCCION GENERAL

“un pais sin agua es un pais sin vida”

Presidente Hugo Chévez Frias

El presente trabajo de grado propone resaltar la importancia y aplicacién de las técnicas
mateméticas: Teorfa de Control Optimo, Programacién Dindmica (PD), Optimizacién Dindmica
y Control Optimo Estocastica. Dado el amplio y creciente uso de dichas técnicas en la dindmica
econdémica, como asi la dificultad de acceder a dichos topicos, se desarrollan las ideas de una
manera clara e intuitiva sin pérdida de rigor matematico. Se intenta con ello llenar el vacio
existente en cuanto a bibliografia accesible. La programacién dindmica estocédstica tiene una
gran aplicacién en el campo de la economia de los recursos hidricos. En particular esta tesis

trata sobre la gestion sustentable de los recursos hidricos: acuiferos.

Bajo el suelo se esconde un tesoro, hasta hoy, poco atendido: las aguas sub-
terrdneas)\acuiferos, las aguas subterrdaneas constituyen uno de los eslabones de un complejo
sistema multifasico, a través del cual, la naturaleza ha puesto a nuestra disposicion el recurso
del agua y que el hombre, para su estudio y manejo ha denominado “Ciclo del agua”. El agua
es, junto con el aire que se respira, el patrimonio mas preciado de la humanidad. El agua incide
en todos los aspectos de la vida humana, desde la salud y el saneamiento hasta los alimentos
que comemos, y del entorno natural y los ecosistemas a la industria y la energia que impulsan

el desarrollo. Si bien existe suficiente agua dulce en el planeta para mantener una poblacién



Introduccion General 9

mas numerosa que la actual, y a pesar de que se recicla constantemente debido a la evapo-
transpiraciéon provocada por el sol, el agua escasea en muchos lugares. Aunque en los 1ltimos
anos se ha venido desarrollando programas para el manejo y gestién de este recurso todavia

falta mucho por hacer.

La explotacion de las aguas subterraneas constituye un clasico ejemplo de la problematica
asociada a los bienes comunes, en los que la ausencia de exclusividad en el uso opera como un

estimulo para alcanzar una tasa de explotacion superior a la socialmente 6ptima.

El agua es uno de los recursos potencialmente més vulnerables a los cambios climéticos. A
pesar del enorme volumen de agua que existe en el planeta, 1,41 mil millones de km3, sélo el
5% es agua dulce, la mayor parte de la cual (alrededor del 87 %), se encuentra en capas de hielo,
glaciares y aguas subterrdaneas, y un 13 % (unos 2000 km?) es la cantidad de agua disponible,
que se encuentra en rios, lagos y otros cuerpos de agua dulce. Una de las principales fuentes
de extraccion de agua y fuente de estudio son los acuiferos, que se puede definir, dados unos
parametros hidrolégicos (superficie, nivel piezométrico, escorrentia, recarga, infiltracion, etc.),
como un embalse de agua subterranea susceptible de ser extraida y que, por tanto, podemos
considerarlo como un recurso o factor productivo, pero con diferencias sustanciales. Por otro
lado, los acuiferos se distinguen de los demds recursos porque tienen una tasa de regeneracién
(la recarga) que no depende del stock del recurso, lo que nos permite decir que el recurso agua
subterranea se configura como un recurso diferenciado de los demas, sirviendo de lazo de unién

entre los renovables y los no renovables.

Existen dos tipos de problemas relacionados con el impacto de las actividades humanas
sobre las aguas subterraneas: los que se refieren a la cantidad de agua disponible y los que se

relacionan con su calidad.

Una amenaza importante para la sostenibilidad de los acuiferos es el deterioro de la calidad
del agua. El problema maés extendido es el de los fertilizantes y los agroquimicos aplicados en
areas de cultivo, regados o no, y también donde hay explotaciones ganaderas intensivas y exten-

sivas, o los problemas creados por los herbicidas aplicados a lo largo de vias de comunicacion.
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Las aguas subterraneas suelen ser mas dificiles de contaminar que las superficiales, pero
cuando esta contaminacién se produce, es mas dificil de eliminar. Esto sucede porque las aguas
del subsuelo tienen un ritmo de renovacién muy lento. Se calcula que mientras el tiempo de
permanencia medio del agua en los rios es de dias, en un acuifero puede ser desde decenas hasta

cientos de anos, lo que hace muy dificil su purificacién.

Dado que el agua subterranea conforma la mayor cantidad de agua dulce disponible en el
planeta, se han comenzado a realizar explotaciones de este recurso en las zonas que presentan
carencia de aguas superficiales. Sin embargo, se ha observado una sobreexplotacion de este
recurso, que excede la recarga de los acuiferos, y por tanto se ha producido un descenso de la

cantidad y de la calidad de las aguas extraidas.

La gestion de los recursos naturales es un sector sensiblemente sujeto a diferentes impactos.
El agua es un recurso natural limitado y constituye bien de dominio ptiblico. Como tal, necesita
de instrumentos adecuados de gestién que sean aplicados en la cuenca hidrografica que es la
unidad territorial fundamental. Tales instrumentos aseguran a las actuales y futuras genera-
ciones agua disponible en calidad y cantidad adecuadas, mediante su uso racional y previniendo

situaciones hidroldgicas criticas.

Objetivos Generales

El objetivo general de este trabajo es estudiar problemas de control 6ptimo determinista
cuyo sistema evolutivo o dindmico esta gobernado por ecuaciones diferenciales ordinarias. El
principio de la programacién dindmica (debido a Bellman) es una de las principales herramientas
en el estudio de estos problemas de control éptimo que involucran soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Aqui trataremos el caso especial de problemas dindamicos con horizonte
infinito sin restricciones. Para las diferentes variantes (problemas con horizonte finito, con
restricciones de estado, con tiempo minimo, tiempo optimo, control impulsional, etc.)
se verifican resultados similares a los que obtendremos en nuestro caso modelo. Se trata de

“aplicar” la teoria a problemas de Gestién Sustentable de Acuiferos.
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Objetivos Especificos

e Resolver un problema de optimizacion: minimizar un cierto coste.

e Exponer cémo a partir del argumento de la programacién dindmica se obtiene el llamado

principio de optimalidad.

e Estudiar una ecuacién en derivadas parciales de primer orden denominada ecuacién de

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

e Analizar la gestién optima de un acuifero mostrando donde estan los diferentes puntos
de equilibrio mediante un modelo de control optimo, y comparar esta estrategia con una

donde los agentes se comportan competitivamente utilizando la regla de captura.

Metodologia utilizada

Esta tesis es una investigacion en la que concurren varias ramas del saber de las Matematicas:
Teoria de control, Programacién Dindmica, Ecuaciones en Derivadas Parciales, Economia,
Ecologia, Estadistica y todas ellas conectadas por las matematicas. El objetivo de cualquier
ciencia o trabajo cientifico como la tesis es adquirir y producir (episteme) conocimientos y la
eleccion del método adecuado que nos permita conocer la realidad es por tanto fundamental.

Entre los métodos que se van a usar tenemos:

e Ecuacién Hamilton - Jacobi - Bellman (HJB).

Principio del Méaximo de Pontryagin.

Principio Fundamental de Hotteling.
e Programacién Dindmica Estocéstica.

Lema de Ito.

Control “Bang-Bang”.

Este Trabajo especial de Grado estd estructurada en 5 capitulos:
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e Capitulo 1: Aguas Subterraneas

En la elaboracion de este capitulo se hizo uso importante de la siguiente bibliografia:

— Price, M., Aguas Subterrdaneas. Espana, Editorial Limusa, (2003).

— Robin, N., Cicneros, J. & Castaner, M., ;Qué es el Agua?. Minneapolis, Lerner

Publications Company, (2003).

Se desarrolla toda la dindmica de las aguas subterrdaneas iniciando con el ciclo hidrolégico
ya que el agua subterranea es uno de los eslabones del ciclo hidrolégico, hasta la extraccién

del agua perforando un pozo y extrayendo el agua mediante bombas.

e Capitulo 2: Valoracion econémica del agua

En la elaboracion de este capitulo se hizo uso importante de la siguiente bibliografia:

— Azqueta D. & Ferreiro A., Analisis Econémico y Gestién Recursos Naturales. Es-

pana, Alianza Editorial, (1994).

Se identifican conceptualmente los componentes del valor total del agua (uso, opcién,
herencia e intrinseco). También se examinan los elementos de valoracién y procedimientos
de estimacién en los usos de: abastecimiento municipal, riego, y disfrute estético recreativo
in situ. Los sectores y actividades citados no constituyen una relacién exhaustiva de las

funciones de valor del agua.

e Capitulo 3: Optimizacion Dinamica
En la elaboracién de este capitulo se hizo uso importante de la siguiente bibliografia:
— Cerdé, E., Optimizacion Dindmica. Madrid, Pearson Educacién, (2001).

— Kamien, M., & Schwartz, N., Dynamic Optimization: The Calculus of Variations
and Optimal Control in Economics and Management. New York, North-Holland,
(1991).

— Rodriguez, M., Perez, B. & Alonso, S., Optimizacion Dindmica - Teoria del Control

Optimo. Espaa, servicio de publicaciones Universidad de Oviedo. (1997).

— Uribe, D., Economia Matematica. Colombia, Ediciones Uniandes, (2001.)
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En este capitulo nos enfocaremos en abordar dos técnicas de optimizacion: la Teoria de
Control Optimo y la Programacién Dindamica. Veremos la relacion que hay entre ellas y
la aparicién de la ecuacién diferencial parcial de Hamilton - Jacobi - Bellman. Y dentro
de la Teoria de Control vamos a ver una condicién necesaria de primer orden conocida
como el Principio del Maximo de Pontryagin, un ejemplo de problemas de Control de

tipo Bang - Bang, y una breve introduccién al calculo estocéstico.

e Capitulo 4: Modelo de gestiéon de las aguas subterraneas

En la elaboracion de este capitulo se hizo uso importante de la siguiente bibliografia:

— Azqueta, D., & Ferreiro, A., Andlisis Economico y Gestion Recursos Naturales.

Espana, Alianza Editorial, (1994).

— Romero, C., Economia de los Recursos Ambientales y Naturales. Madrid, Alianza

Editorial S.A., (1997).

Primero se desarrolla una de las aplicaciones pioneras de la programacion dindmica es-
tocastica, dentro del campo de la economia de los recursos hidricos, el trabajo de Oscar
Burt y se deduce la Politica de Control de Retroalimentacién Aproximadamente Optima
(PCRAO). Se presenta un modelo de tiempo continuo que investiga el nivel del acuifero
en el cual se detiene la extraccion neta, y se restringe, por vez primera, el bombeo futuro
al ritmo previsto de recarga. También se analiza una versién estocastica del modelo en
tiempo continuo y se deriva una nueva regla de parada en el caso de que el volumen de
las aguas subterrdneas evolucione como un proceso de It6. Luego describiremos breve-
mente las distintas formas de gestién de un acuifero, basandonos en como estén definidos
los derechos de propiedad. Por tltimo se expone un modelo tedrico que integre los ele-
mentos hidroldégicos y econdémicos presentes en un acuifero, con el objeto de obtener las
trayectorias de equilibrio tanto de la extraccién de aguas subterraneas, como del stock

del acuifero.

e Capitulo 5: Aguas Subterraneas en Venezuela
En este capitulo se encuentra la vision de los recursos hidricos en Venezuela. Se reconoce

que el agua no puede ser “simplemente” un bien econémico en el sentido de los mercados
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“normales”. Primero, porque el acceso al agua debe ser un derecho humano que no puede
condicionarse con cualquier sistema de precios, segundo porque el agua no es sélo un “bien
mercancia”, sino un valor social, cultural y un elemento constitutivo de un ecosistema.
Ademads se muestra el marco juridico en Venezuela, la ley de aguas su estructura y los

principales articulos de esta ley que estan relacionados con el agua subterrdnea.



CAPITULO 1

AGUAS SUBTERRANEAS

“El agua es el elemento y principio de las cosas”

Thales de Mileto (640a.C. - 545a. C.)!

Cada afio caen aproximadamente 110 billones (10'2) de metros ctibicos (m3) de agua en
forma de precipitaciones pluviales sobre los continentes del globo terraqueo. La poblacién del
planeta se estima en mas de 6.000 millones de habitantes, lo que significa que cada uno recibe
en promedio cerca de 53.000 litros, o 53 toneladas, de agua dulce por dia, y esto sin considerar
el agua que cae en forma de lluvia o nieve en los océanos. Ciertamente, el agua deberfa alcanzar

para todos.

Sin embargo, a pesar de esta aparente abundancia de agua, a diario mueren miles de personas
por enfermedades asociadas con esquemas inadecuados de abastecimiento de agua limpia. Por
supuesto, el problema no es la cantidad de agua ni el niimero de personas, sino la distribucién
relativa de ambos, asi como el hecho de que el agua no llega de manera regular a través del

tiempo.

'Fue el iniciador de la indagacién racional sobre el universo. Fue el primero y més famoso de los
Siete Sabios de Grecia (el sabio astrénomo) tuvo como discipulo y protegido a Pitdgoras. También es

considerado uno de los méas grandes astrénomos y matematicos de su época.

15
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Una solucién que el hombre ha aplicado a estos problemas ha sido levantar sus asentamientos
cerca de fuentes confiables de agua, donde existe una caracteristica natural que corrige de algin
modo la distribucién irregular de la lluvia. Quiza un lago que la almacene o un rio que conduzca
el agua desde una regiéon donde hay mas precipitaciones, o donde éstas son mas reguladas.
Resultaria dificil nombrar una ciudad importante de cualquier parte del mundo que no se haya
establecido en la ribera de un rio. Cabe reconocer que existen otras razones para ello. La defensa
y las comunicaciones son las més obvias, pero la disponibilidad de agua siempre a sido un factor

imperativo.

Por supuesto, existen areas del mundo donde, por razones climaticas o geoldgicas, no
existen corrientes permanentes ni rios; sin embargo, muchas de ellas han estado habitadas
durante miles de anos. Los habitantes de los primeros asentados dependian del abastecimiento
del agua que se encuentra en el subsuelo, a menudo a pocos metros de la superficie, la cual

explotaban cavando pozos.

En la actualidad, mucha gente no sélo no estd consciente de que gran parte del
abastecimiento de agua se extrae del subsuelo, sino que tampoco sabe que el agua subterrdanea
es un recurso de uso comun y generalizado. Debido a que la mayoria de la gente da por sentado
el abastecimiento de agua y de energia, dificilmente se detendran a pensar de dénde proviene el
agua hasta el dia en que deje de llegar; “nadie echa de menos el agua hasta que se seca el pozo”
reza un proverbio popular a cuyo sentido literal se agrega el figurado. La falta de conciencia
tal vez sea inevitable, ya que las fuentes de agua subterrdaneas son invisibles y no pueden tener
el mismo impacto sobre los sentidos que la inmensidad de un lago o el rugir de una catarata.
Sin embargo, esto es lamentable, pues las fuentes subterrdneas representan el almacenamiento
de agua dulce méas grande del planeta. Asimismo, con frecuencia ofrecen la mayor solucién en
algunos casos la Unica, para el problema de abastecimiento de agua potable y para riego en los

paises en desarrollo.

., Cémo se presenta el agua subterranea? ;Qué tan amplia es su distribuciéon y qué tan
confiable es como fuente de abastecimiento? ;Como puede protegerse y utilizarse mejor en

beneficio de la poblacion? estas y otras interrogantes se responden en las siguientes secciones
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de este capitulo.

El agua es uno de los recursos fundamentales para la vida en la Tierra, siendo el componente
bésico de los ciclos ecolégicos. El agua dulce es considerada un recurso renovable, su formacién
y renovacién estd regida por el ciclo hidrolégico y las condiciones fisiograficas, que a su vez
distribuye el agua de forma irregular en toda la superficie terrestre. La escasez de agua dulce
es un factor limitante para el desarrollo regional, donde las condiciones fisiograficas limitan la

disponibilidad del recurso.

La cuestion de la disponibilidad de agua para el consumo humano en el mundo, es un tema
que hoy provoca discusion, aunque existe unanimidad en cuanto a la necesidad de su gestién
sostenible y racional. El vertiginoso crecimiento de las actividades humanas, acompanado por
el crecimiento poblacional, por el consumo, por la produccién de bienes y por la contaminacién

generada, ha comprometido la disponibilidad de los recurso hidricos.

El agua subterrdnea es de esencial importancia porque supone la mayor reserva de agua
potable en las regiones habitadas por los seres humanos. Puede aparecer en la superficie en
forma de manantiales, o puede ser extraida mediante pozos. En tiempos de sequia, puede servir
para mantener el flujo de agua superficial, pero incluso cuando no hay escasez, es preferible
utilizar agua subterrdnea porque no tiende a estar contaminada por residuos o microorganismos.
Aunque el agua subterrdnea estd menos contaminada que la superficial, la contaminacion de

este recurso también se ha convertido en una preocupacién en casi todos los paises.

Para comprender la forma en que el agua se presenta en el subsuelo, primero es preciso
considerar el suelo en si. La corteza terrestre estd constituida de rocas de varios tipos; en muchos
lugares estas rocas no estan expuestas, pues estan ocultas por la tierra y el paisaje esta cubierto
por vegetacién. Pero las rocas se pueden ver en los acantilados en la orilla del mar, en las laderas
de las montanas, en las canteras. Dondequiera que vivamos, si perforamos lo suficiente debajo
de la superficie de la Tierra, encontraremos finalmente roca. Una de las caracteristica de las
rocas: es que casi todas las rocas de la parte superior de la corteza terrestre, cualquiera que sea

su tipo, edad u origen, contienen aberturas llamadas poros o espacios. Estos espacios tienen
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formas y tamanos variados. Algunos de ellos son demasiado pequenos para verlos a simple vista.
Sin embargo en casos excepcionales, las aberturas pueden tener decenas de metros, como las

cavernas.

Una roca comun, la arenisca, tiene poros més faciles de visualizar. Si se toma un punado
de arena y se mira de cerca, a través de una lupa, se veran los numerosos espacios entre los
granos de arena. En caso de que no se disponga de arena, puede observarse un punado de
azlcar granulada, que es exactamente esa misma caracteristica. La arenisca es simplemente
arena que se convirtié en roca debido a que los granos de la arena se aglutinaron por medio de
un cementante, y muchas de las aberturas se conservaron en el proceso; es como si el azicar

granulada se hubiera convertido en un terrén de azicar.

A la propiedad de una roca de poseer poros o espacios se le llama porosidad. A las rocas
que contienen grandes proporciones relativas de espacios vacios se les describe como “porosas”,
o se dice que poseen “alta porosidad”. Los suelos también son porosos. En un dia caluroso, la
superficie del suelo puede parecer bastante seca, pero si cavamos un poco la tierra se siente

himeda, y si pudieramos cavar méas hasta llegar a la roca, ésta también estaria himeda.

La razén de esto es que los poros no estan vacios; algunos de ellos estan llenos total o
parcialmente de agua. En general, son los poros pequetios los que estan llenos, y los grandes
los que estan vacios. A profundidades mayores se descubrira que todos los poros estan llenos de
agua, y se describe a este material como “saturado”. En términos cientificos, se ha pasado de

la zona no saturada a la zona saturada. (Figura 1.1)

Si se cava una noria o se perfora un pozo, desde la superficie del suelo hacia abajo, y se
penetra en la zona saturada, el agua fluird del material saturado (que puede ser roca o material
no solido), hasta alcanzar un nivel constante. Este estard cerca del nivel debajo del cual todos
los poros estan llenos de agua, es decir, el nivel superior de la zona saturada, llamado: nivel

freatico.

La distancia que es necesaria perforar o cavar para llegar al nivel freatico varia de lugar a

lugar; puede ser de menos de un metro a mas de cien metros. En general, el nivel fréatico no
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es plano: se eleva y baja con la superficie del terreno, pero en una forma desigual, de modo
que es mas profundo por abajo de las montanas y somero debajo de planicies y valles (figura
1.1). Incluso puede coincidir con la superficie del suelo. Si es asi, se puede establecer facilmente
debido a que el suelo estard himedo y pantanoso, o quizad haya una acumulaciéon de agua, un
manantial o un rio. En los lugares donde el nivel freatico estd debajo de la superficie del suelo,

como es comun, su profundidad podra medirse en un pozo.

pozZo

—— nivel

[ : ‘l‘
- r-freatico “Jeite ity A
s ——— Zona ho saturada J/

nivel
. . - fredtico

Figura 1.1: (a) En Epoca hiimeda el nivel fredtico sube y corta a la superficie del terreno. (b)

En Epoca de sequia el nivel fredtico desciende. Se secan los rios y zonas himedas superficiales.

Toda el agua que se encuentra en forma natural por abajo de la superficie terrestre se llama
agua subsuperficial. Independientemente de que esté en la zona saturada o en la no saturada
(se incluye el adjetivo “natural” para excluir de la definicién el agua en tuberias, por ejemplo).
El agua en la zona saturada, es decir. la que se encuentra debajo del nivel fréatico, se le llama

Agua subterranea.

1.1 El agua en movimiento

Es tan sélo cuestion de observacion percatarse de que practicamente todos los rios descar-
gan sus aguas en los océanos. Como el nivel de los mares permanece méas o menos constante, y
como los rios no manifiestan signos de interrupcién de su flujo, es 16gico pensar en la existencia
de un mecanismo por medio del cual el agua regresa al océano hacia tierra firme aproximada-

mente a la misma velocidad promedio con que fluye por los rios hacia el mar.
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Figura 1.2: Ciclo hidrolégico o Ciclo del agua

Se sabe que la trayectoria de retorno que sigue el agua es a través de la atmosfera. La energia
de los rayos solares ocasiona que el agua se evapore de la superficie de los océanos (figura 1.2).
El vapor de agua que se produce de esta manera es una parte esencial de la atmédsfera de la
Tierra, y permanece en la atmésfera completamente invisible, a menos que se enfrié lo suficiente
como para que se condense y forme gotitas de agua. Cuando se acumula una cantidad suficiente

de gotitas, es posible observarlas en forma de nubes.

Una gran cantidad de lluvia cae directamente sobre los océanos, situacién que restringe
el ciclo del agua. En contraste, la precipitacién en tierra firme puede tomar diversas rutas
para completarlo. Una porcién de la lluvia nunca llega a la superficie del terreno, ya que es
interceptada por la vegetacion, y se mantiene en las hojas de plantas y arboles hasta que se

evapora nuevamente.

La precipitacién sobre el suelo tiene tres opciones:
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1. Evaporarse, ya sea directamente o por transpiracién de la vegetacién después de ser

tomada por las raices de las plantas.

2. Escurrirse, ya sea sobre la superficie del suelo o viajar a poca profundidad por los

diferentes estratos del suelo hasta alcanzar una corriente pequena.
3. Infiltrarse, en estratos méas profundos o formaciones geolégicas subyacentes.

Cuando la lluvia comienza a caer en suelo relativamente seco, se sabe por experiencia que
es rapidamente absorbida. En términos populares se dice que el suelo “chupa”’ el agua; en
términos cientificos se habla de infiltracion, que es el proceso por el cual el agua se incorpora

en la superficie.

Si el suelo esta seco y la lluvia es ligera, toda el agua que llega a su superficie se infiltrara en
el suelo, donde se mantendrd como una pelicula de humedad que rodeard a las particulas
que componen dicho suelo. El agua se mantiene ahi hasta que se evapora directamente del
suelo o es tomada por las raices de las plantas. Una pequefia fraccién del agua que toman
las raices se incorpora a las plantas durante el proceso se crecimiento, pero la mayor parte
se evapora a través de las pequenas aberturas existentes en hojas y tallos, proceso al cual se
denomina transpiracién. Los efectos combinados de la evaporacién y transpiracion devuelven
agua a la atmoésfera, por lo que comunmente se agrupan en un término conocido como

evapotranspiracién.

En la medida que cada estrato del suelo absorbe agua, el proceso de infiltracién la desplaza a
través del suelo y subsuelo hasta que llega a unidades geolégicas méas profundas. Si este material
geoldgico es permeable, el proceso de infiltracién continuard por toda la zona no saturada, hasta
que el agua llegue al nivel fredtico y se incorpore al agua subterrdnea en la zona saturada. La
porcion de la precipitacién que alcanza el nivel fredtico se denomina recarga, debido a que

contribuyen a la renovacion del almacenamiento de agua subterranea.

La velocidad méaxima a la que el agua puede incorporarse al suelo se denomina capacidad
de infiltracién del suelo. Si la precipitacién es muy intensa, se presenta una situacién en donde

el agua llega a la superficie del suelo més rapidamente de lo que es capaz de incorporarse al
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mismo; en este caso, se dice que la capacidad de infiltracién fue rebasada por la intensidad de
la lluvia. En estas circunstancias, el suelo se comporta como una superficie impermeable; las
depresiones (término para designar la zona del relieve situada a un nivel inferior que la superficie
vecina) se llenan, y se presenta flujo superficial (agua que corre por la superficie del suelo,
generalmente como pequenos escurrimientos y riachuelos). El escurrimiento superficial
es la porciéon del escurrimiento total (el flujo de los rios que sale de un area) que resulta

del flujo superficial.

Figura 1.3: Fuente: Datos tomados de Igor A. Shildomanov, State Hydrological Institute y

United Nations Educational, Scientific and Cultural Organization.

No toda el agua que se infiltra en el suelo alcanza el nivel fréatico. Si las rocas debajo del suelo
son impermeables, o si existen en el suelo estratos o capas de permeabilidad variada, el agua
tendera a moverse en forma lateral en la zona no saturada, hasta que finalmente alcance una
corriente superficial. A este tipo de flujo se le denomina interflujo, por ser intermedio entre el

flujo superficial y el flujo subterrdaneo saturado.
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La cantidad de agua que se evapora de mares y océanos (figura 1.3) es de 502.800 km?
y sobre ellos precipita una cantidad menor, 458.000 km3. Esta cantidad de agua se desplaza
por la atmésfera hasta los continentes. En los continentes ocurre lo contrario, la evaporacién,
74.200 km?3, es menor que la precipitacién 119.000, km? (74.200 méis 44.800). Por lo tanto
la evaporacion y la precipitacién global media del planeta son iguales. El agua que precipita
sobre los continentes y que no se evapora 44.800 km?, se desplaza por la escorrentia subterranea
(2.200 km3) y por la escorrentfa superficial (42.600 km?), siendo devuelta de nuevo a los océanos.
Puesto que las cantidades globales de agua no varian se dice que el balance esta en equilibrio y

puede ser, en teoria, un proceso que continia indefinidamente.

El agua que llega al nivel fredtico se convierte en agua subterranea. A partir de ese momento
inicia una lenta percolacién a través de los acuiferos, con una velocidad que en condiciones
naturales varia entre mas de un metro por dia a sélo unos cuantos milimetros en un ano. El
agua subterrdnea fluye hacia una salida natural del acuifero, que generalmente es un punto de
interseccion del nivel fredtico con la superficie del terreno. En estos lugares, el agua descarga o
fluye del acuifero a la superficie terrestre, por lo que determina su condicién de agua subterranea
y se convierte nuevamente en agua superficial, que por lo general llega al cauce de un rio. Para

asi completar el ciclo del agua o también conocido como el Ciclo hidrolégico.

1.2 El agua subterranea en Movimiento:

Antes de tratar de comprender cémo se mueve el agua subterranea, es necesario ra-
zonar acerca del agua en general. En realidad, es necesario pensar acerca de lo que ocasiona el
movimiento de cualquier cosa. Si una persona se mueve y realiza sus actividades rdpidamente,
se dice que tiene mucha energia; en caso contrario, se dice que le falta energia. En términos
simples, la energia es, la capacidad para realizar un trabajo. Una forma muy general de medir
la energia de una persona consiste en contar los peldanos de una escalera que puede subir; en
otras palabras, ver qué tanto puede elevar su cuerpo a partir de un nivel de referencia. Subir

escaleras es una forma de trabajo.

Al igual que las personas, el agua requiere de energia para moverse; una forma de medir
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la energia del agua, de manera semejante que en el caso de las personas, consiste en observar
la altura a la que se eleva por encima de un nivel de referencia arbitrario. A la altura sobre el
nivel de referencia se le denomina carga hidraulica, o carga. El nivel de referencia puede ser
seleccionado en forma arbitraria porque, como se verd posteriormente, sélo interesa comparar
la energia del agua en un punto con respecto a otro. Como las energias se evalian en relacién

con el mismo nivel de referencia, la posicién de éste es irrelevante.

Considérese la distribucién que se presenta en la figura 1.4. El tubo B contiene una mayor
cantidad de agua que el tubo A, pero los expertos indican que al abrir la vilvula C, el agua
fluird de A hacia B, hasta que el nivel del agua sobre la referencia sea idéntica en ambos tubos.
Se sabe que el flujo se establecera de A a B por que inicialmente el nivel del agua en A es mayor
que el de B. En términos comunes se dice que “el agua encuentra su propio nivel”. En términos
cientificos puede sefialarse que existe una diferencia de cargas entre A y B, y que la carga de A

es mayor que la de B.

A
B —
Cargaen T
el tubo A Carga en
c eltubo B
__________ ® L N
Referencia

Figura 1.4: Diferencia de cargas. Existe una diferencia de cargas entre el tubo A y B. La
carga de agua en A es mayor que en B, ain cuando B contiene un mayor volumen de agua. Si

la valvula C se abre, el agua fluird de A hacia B.
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El flujo se presenta para igualar las cargas. De lo anterior surge una pregunta: ;se relaciona la
carga simplemente con la altura sobre la superficie del suelo? En otras palabras, el agua fluye
pendiente abajo? Desafortunadamente no, quizé sea apropiado decir que por suerte no sucede
asi, debido a que si el agua no tuviera la capacidad de fluir cuesta arriba, seria muy dificil
su distribucién para satisfacer las necesidades de tipo doméstico industrial y agropecuario.
Considérese el caso relativamente simple de abastecimiento de agua a una casa habitacién

(figura 1.5).

B 1l T
manémetro Tuberia o i Tanque de
principal -~ Vilvulade X almacenamiento
e flotad: i
c h

ﬂ . Nivel de
Tubo de agua

(tuberia de distribucién) que
contiene agua a presion

Figura 1.5: Abastecimiento de agua a la habitacién de una casa. El agua de la tuberia
de conduccién subterranea fluird hacia arriba por la tuberfa de distribucién hacia la llave y al
tanque de almacenamiento porque tiene energia de presion. La altura h a la cual se elevaria en

un mandémetro colocado en A es una medida de su “carga de presion”

La tuberia de reparto de agua esta enterrada, pero el agua viaja hacia arriba al sistema de
distribucion de la casa y posteriormente a las tomas de agua y al tanque de almacenamiento,
que por lo general se ubica en la azotea de la vivienda. Es claro que esto no ocurriria si la carga
simplemente estuviera en funcién de la altura. El flujo hacia arriba se presenta, por que el agua

en la tuberfa estd sujeta a presién. Si se coloca un manémetro (instrumento que sirva para
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medir la presién de los fluidos) en la tuberia de distribucién justo en el punto A, el agua se
elevaria por el tubo hasta el punto B, con lo que se obtiene una medida de la carga de presién
en A. Como el punto B se encuentra por arriba del nivel de la valvula principal, el agua puede

fluir hacia el tanque de almacenamiento y hacia cualquier otra toma de agua en la vivienda.

almacenamiento
cortina

Im masa m .
turkina

graa

plano de referencia

Figura 1.6: Energia de elevaciéon. Una masa m a una altura h por arriba del nivel de
referencia posee una energia de elevacion mgh unidades con respecto al plano de referencia
adoptado. Este es el trabajo que una grua tiene que realizar para elevar dicha masa desde el
plano de referencia (en este caso, el nivel del terreno natural) hasta la altura senalada: también
es la cantidad de trabajo que tiene que realizar para regresar la masa desde la altura h hasta
el plano de referencia. El agua de un almacenamiento también posee energia. La cantidad de
trabajo que cada unidad de volumen de agua puede realizar cuando pasa a través de una
turbina es proporcional a h. Una unidad de volumen de agua tiene masa J, por lo que la
unidad de volumen en J tiene una energia de elevacién dgh. Su peso es dg, por lo que su carga

(energia/unidad de peso) es simplemente h.

En la figura 1.5 se observa que la diferencia de carga puede ser resultado de la diferencia de
presién, o de una diferencia en la elevacion. Para distinguir entre ellas, cominmente se habla
de carga de elevacion y de carga de prevision. Pero, jen realidad estos tipos de carga son
diferentes? Para contestar esta pregunta es necesario recordar el concepto de que la carga es

una medida de la energia.
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Es posible definir la carga hidraulica del agua como la energia del agua por unidad de peso.
El agua posee energia que se expresa de diferentes maneras; una de estas formas es la energia
de elevacién, que es la energia que tiene con base en su posicién (figura 1.6). Una masa m
que se encuentra a una distancia vertical h sobre el nivel de referencia, tiene una energia de
elevacion igual a mgh unidades en relacion con dicho nivel de referencia, mgh unidades es la
cantidad de trabajo que se requiere para elevar la masa m desde el nivel de referencia hasta su
posicién actual, o la cantidad de trabajo que se puede hacer que la masa realice al permitirle
que se desplace desde su posicién hasta el nivel de referencia (g es la aceleracién debida a la
gravedad). Una unidad de volumen de agua tiene una masa §, en donde ¢ es la densidad del
agua; entonces, una unidad de volumen de agua a una altura h tiene una energia de elevacién
a dgh unidades. Como el peso de una unidad de volumen de agua es dg, entonces se deduce de
la definicién de carga hidraulica (energia por unidad de peso) que el agua a una altura h sobre

el nivel de referencia estd a una carga de elevacién igual %h o sea h.

Consideremos ahora la presién. En la figura 1.5 se observa que cuando se inserta un
mandémetro en la tuberia de distribucién en el punto A, el agua se eleva en el tubo del
mandémetro. Asi, es claro que el agua bajo presidén posee energia y, por lo tanto una carga

hidrdulica. Ahora es necesario expresar este hecho en términos cuantitativos.

En la figura 1.5, cuando se conecta en manémetro y el agua ya no fluye, se da una situacién
en la cual el agua que se desplazé de A hacia B intercambié la energia de presién que tenia
en A por la energia de elevacion que ahora tiene B. Con base en la ley de la conservacién de
energia, se deduce que las cantidades de energia intercambiadas deben ser iguales; como el agua
en B tiene una energia igual a dgh por unidad de volumen, y por lo tanto tiene una carga igual
a h unidades, entonces el agua en A debe tener la misma energia y, en consecuencia, la misma

carga, h. Si esta situacion no fuera asi, habria flujo a lo largo del tubo del manémetro.

En general, la presién a cualquier profundidad z por abajo de la superficie de un liquido
es mayor por una cantidad p que la presién atmosférica que se ejerce sobre la superficie del

liquido, en donde

p=4dgz
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Por facilidad, se adopta la convencién de medir todas las presiones en relaciéon con la presién
atmosférica. Asi, en la figura 1.5 la presion d en el punto A es igual a dgh por que A estd a una
profundidad h por abajo de la superficie del agua. Como la carga en A es igual a la carga en

B, que a su vez es igual a h, entonces se deduce que la carga en A es igual a:

Esta es la formula general para el calculo de la carga de presién. La energia de presion y la
energia de elevacién son formas de energia potencial, que en términos generales es la energia

que un cuerpo posee debido a su posicion o estado.

El agua posee ambos tipos de energia simultdneamente; por ejemplo, el agua en el punto
C en el tubo del mandémetro de la figura 1.5 posee energia de elevaciéon como resultado de su
altura sobre el nivel de referencia, y ademéas posee energia de presién como resultado de su
profundidad por abajo de la superficie del liquido. La energia de elevacién es energia potencial
que se obtiene a partir de la posicién. La energia de presién es energia potencial que se tiene con
base en el principio de estado. En forma anéloga, en la figura 1.5 el agua fluye por la tuberia
de distribucién hacia el tanque de almacenamiento convierte su energia de presién en energia

de elevacion.

En un cuerpo de agua almacenada, la energia de presién se incrementa con la profundidad
bajo la superficie del agua, y la energia de elevacion aumenta con la altura; la suma de las dos
formas de energia es constante, si no fuera asi, el agua estaria en movimiento. Esta relacion se

describe en la figura 1.7, donde se representa un cuerpo de agua estancada.

En cualquier punto K, la suma de la carga de presion h, y la carga de elevacion h, es igual
a la carga estatica hg, que ademads es igual a la altura de la superficie del agua estancada por
arriba del nivel de referencia. Existe una tercera forma en que el agua manifiesta su energia:
el movimiento. Es claro que cuando el agua se mueve posee energia; por ejemplo, un chorro
horizontal de agua puede realizar trabajo al mover una turbina. A ésta energia se le denomina
energia cinética y la contribucion que realiza al total de la carga hidrdulica se le llama carga

de velocidad o carga dinamica.
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Figura 1.7: Carga de presién y carga de elevaciéon en agua estancada como la que
se encuentra en un almacenamiento. (a) Una unidad de volumen de agua en la superficie
(el volumen J) posee carga de elevacién pero no carga de presion; en el nivel horizontal de
referencia (que en este ejemplo se presenta en el fondo del almacenamiento), una unidad de
volumen posee carga de presién pero no carga de elevacion (el volumen L). En cualquier punto
intermedio (el punto K') el agua posee carga de presién h,, y carga de elevacién h.. La suma de
las dos componentes es la carga estatica, hrs, que es igual a la altura de agua sobre el nivel de
referencia. (b) Representacion gréfica de las condiciones de carga en (a). La carga de elevacién
disminuye con la profundidad, mientras que la carga de presién se incrementa; a cualquier
profundidad la suma de las dos cargas es igual a la suma a cualquier otra profundidad y a la
carga estatica, hs. Debido a que la presién se incrementa con la profundidad, la presa es mas

ancha hacia su base.

Una masa m que se mueve a una velocidad v, tiene una energia cinética de (%)mv? En la

definicién de carga hidraulica, la contribucién de la carga de velocidad por unidad de volumen

de agua (de masa J) serd igual a %(%) 0 %. Es posible comprobar que la féormula anterior es

correcta, utilizando la ley de la conservacién de energia.

Supongamos que dirigimos un chorro de agua verticalmente hacia arriba (figura 1.8). El

nivel horizontal de referencia se coloca justo en la boquilla del tubo, sitio en donde el agua
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tiene una velocidad v. Cuando el agua ya se ha alejado de la boquilla se encuentra a presién

atmosférica, por lo que no se producen cambios presion - energia adicionales.

"f"\.\‘}r:'\}. !
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Figura 1.8: Cambios de energia en un chorro vertical de agua Cuando se aleja de la
boquilla, el agua no posee energia de elevacion con respecto al plano de referencia, pero posee
cierta energfa cinética. En la parte elevada del chorro, la velocidad del agua (y por lo tanto su
energia cinética) es momentineamente cero, pero su energia cinética se ha convertido en energia
de elevacién. La energia de presién (el agua se mantiene a la presién atmosférica desde que sale

de la boquilla) se mantiene sin cambio en todo el recorrido analizado

Como el punto por donde el agua sale del tubo coincide con el nivel de referencia de la energia
de elevacién, unicamente posee una energia cinética igual a (%)(51}2 por unidad del volumen. En
la parte mas elevada del chorro, la velocidad del agua es nula, por lo que solamente posee
energia de elevacién que en este caso serd igual a dgh por unidad del volumen. Suponiendo
que no existe energia que se utilice para vencer la friccién, por ejemplo del aire, entonces estas

cantidades deben ser iguales:

1
551;2 = dgh
de donde
Y
= 3

que es justamente lo que se deseaba demostrar.
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1.2.1 Pérdidas de carga

Supongamos ahora que construimos una tuberia larga con diamétro constante, que se coloca en

forma horizontal (figura 1.9).
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Pérdida de carga h
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Figura 1.9: Flujo establecido a través de una tuberia horizontal. La pérdida de

carga entre X y Y representa la energia que se ha convertido en calor

En las inmediaciones de sus extremos se colocan sendos mandémetros, y luego se hace circular
un flujo estable de agua a través de la tuberia (por flujo estable se quiere decir que el volumen
de agua que entra a la tuberia es igual en cualquier instante, y que el volumen que sale de la

tuberfa es igual al que entra).

Si observamos cuidadosamente los niveles de agua en los mandémetros, observaremos que el
nivel de agua en el mandémetro més cercano a la salida del agua estd por abajo del nivel de agua
en el mandémetro cercano a la entrada. En primera instancia, esto puede parecer extrano. La
tuberia es horizontal, por lo que no existe cambio en la energia de elevacién cuando el agua fluye
por ella; el flujo es estable y el didmetro de la tuberia es constante, de tal modo que la velocidad

también es constante, al igual que la energia cinética. Sin embargo, existe una disminucién de
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la carga, que seguramente esta relacionada con la reduccién de la presién. La disminucién de
energia de presion no ha sido balanceada por un incremento en la energia cinética o de elevacién,
entonces jhacia donde se fue esta energia? Por la ley de conservacién de la energia sabemos que

ésta no puede ser destruida.

La respuesta es que la energia se ha transformado en calor, como resultado de la friccién entre
las moléculas de agua y, en una proporcién menor, por la friccién entre el agua y el interior
de la tuberia. Basicamente, el calor es una forma de energia cinética: cuando una sustancia
se calienta, sus moléculas vibran mas rapidamente. Por esta razon, es facil observar como la
friccién, que consiste en la interaccién entre moléculas, incrementa la energia cinética de las

moléculas, ademés de que genera calor.

Exactamente en la misma forma en que una persona incrementa su temperatura cuando se
mantiene en movimiento, o como una biela en un motor se calienta cuando esta funcionando,
asi el agua y la tuberia se calientan, aunque el incremento es tan pequeno que no es posible
medirlo facilmente. Cuando la energia se convierte de esta manera en calor, es imposible re-
cuperarla. Por ejemplo, no es posible recuperar la presién original del agua enfriando el tubo.
Por lo tanto, aunque estrictamente la energia no ha sido destruida, el sistema ha “pérdido” la
energia Util: por esta razoén, en la figura 1.9 el descenso de la carga entre los dos mandémetros

se denomina pérdida de carga.

Entre mas rapido corra una persona, mas calor genera en sus musculos; entre mas rapida-
mente se mueva el agua en la tuberia, més energia se convertiré en calor y mayor sera la pérdida
de carga a lo largo de la tuberia. La carga tiene unidades de longitud, por lo que es posible
dividir la pérdida de carga que hay entre los extremos de la tuberia por la longitud de la misma,
con lo que se obtiene una cantidad denominada gradiente hidraulico o gradiente de carga.
Si las condiciones son las mismas que en el ejemplo analizado, entre més rapido se mueva el
agua en la tuberia, mas pronunciado serd el gradiente hidrdaulico. Desde este punto de vista,
el agua siempre se mueve pendiente abajo, pero la cuesta que baja es el gradiente hidraulico.
Entre mas pronunciado sea el gradiente, mayor serd la velocidad de flujo del agua. Si en la

figura 1.9, se detiene el flujo del agua, el gradiente sera cero. En otras palabras, las cargas en
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los manémetros seran iguales: el agua “habréd encontrado su propio nivel” nuevamente.

Si se cierra la salida de la tuberia en la figura 1.9, el nivel del agua en los mandmetros se
elevaria; si la carga hidraulica en la entrada fuera mayor que la elevacién de los mandémetros,
entonces el agua escaparia por su extremo superior. Vamos a suponer que los manémetros tienen
una altura mayor que la carga en la entrada, por lo que ahora se tiene una condicién de no
flujo, donde la altura del agua en ambos mandémetros es la misma. ;Por qué ahora la altura
del agua en los manémetros es mayor que la que se observé cuando el agua estaba fluyendo
por la tuberia? Para contestar esta pregunta, es necesario analizar las diferentes condiciones de

energia existente.

Cuando el agua fluia por la tuberia, ademas de que parte de la energia se desperdiciaba
como pérdida de carga, el agua tenia energia cinética al fluir. Los mandémetros no registran la
carga total sino la carga estatica, que a su vez es proporcional a la energia potencial. Cuando
el agua comienza a moverse, una parte de la energia potencial se convierte en energia cinética;
la carga total (excepto aquella disipada en forma de calor) permanece constante, pero la carga

estatica disminuye.

Es posible observar claramente esta situacion cuando el agua fluye en forma constante a
través de una tuberia horizontal que tiene una reduccién en el didmetro (figura 1.10). Para que
el agua que corre a través de dicha reduccién mantenga el mismo flujo que en el resto del tubo,
su velocidad tiene que acelerarse, de modo que el volumen que fluye por ese estrechamiento por
unidad de tiempo sea el mismo volumen de agua que fluye en cualquier otra parte del tubo por
unidad de tiempo. El incremento en la velocidad significa un aumento de la energia cinética,
lo que a su vez representa una disminucion en la energia potencial. Esto se registra como una
reduccion de la carga estatica entre el manémetro A y el mandémetro B, pero en este caso sélo
una parte de la pérdida de carga es ocasionada por la friccién; el resto es producido por el

cambio de energia potencial a cinética.

La energia de elevacion del agua es constante, por lo que la reduccién de la energia potencial

se deriva de la disminucién de la presion. Puede parecer extraordinario que la presién disminuya
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en el interior del estrechamiento, pero es un hecho. El cambio de presién en el agua que fluye
por la reduccién del didmetro en la tuberia provee una medida de la velocidad del flujo del

agua, utilizando un instrumento denominado tubo o medidor Venturi.

""\.._\‘
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entrando ————> — saliendo

=

Figura 1.10: Disminucién de la presién en una reduccién. Cuando el agua fluye a través
de una reduccién, su velocidad (y por lo tanto su energia cinética) se incrementa. Si, la tuberfa
es horizontal, la carga de elevaciéon se mantiene sin cambios, por lo que la presién debe disminuir
para compensar el incremento de energia cinética. Esta reduccién de presién se observa en la

diferencia de cargas que presentan los manémetros A y B.

A primera vista, esto puede parecer complejo. La situacion parece ain mas complicada
cuando recordamos que hasta aqui se ha analizado el agua que fluye por una tuberia circular;
entonces se piensa que la situacién serd mucho mas dificil al estudiar el agua que se mueve
a través del intrincado camino que constituye un medio poroso en una arenisca, por ejemplo.
Paradojicamente, las cosas son mejores y peores a la vez. Si tratamos de describir el movimiento
del agua a lo largo de los trayectos individuales que conforman los espacios entre particulas de
arena, el asunto se complica. Afortunadamente, no es necesario analizarlo desde ese punto
de vista; lo que interesa es el flujo total que resulta del movimiento del agua a través de la
combinacion de todas las trayectorias existentes. Esto es més sencillo. Otro hecho que simplifica
la investigacion es que el agua generalmente se mueve muy lentamente, tan lentamente que su

energia cinética (y por lo tanto su carga de velocidad) generalmente es insignificante.
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1.3 Importancia del Agua subterranea

Por qué es importante las aguas subterraneas? Una de las razones, es que en muchas
areas es la unica fuente de agua. Una segunda razon es que el agua subterrdanea representa una
porcion importante de los recursos potenciales de agua que existen en la Tierra. Se estima que
la cantidad total de agua sobre la Tierra es un poco més de 1.400 millones de kilémetros ctibicos
km3. De este volumen, aproximadamente 1.370 millones de km3, es decir cerca del 95 % es agua
de mar. Gran parte del resto, un 2% del total, se encuentra en forma sélida en los glaciares y

casquetes polares.

El agua de la Tierra

Agua superficial
y atmosférica
1%

Figura 1.11: Distribucién del agua en la Tierra

Virtualmente toda el agua restante que no es de mar o esta congelada es agua subterranea. El
agua en rios y lagos, en la atmésfera y en la zona no saturada, comprende en conjunto sélo 1/50
de 1% del agua total susceptible como recurso de abastecimiento. Las estimaciones acerca del
volumen de agua subterrdnea varfan de 7 millones de km? aproximadamente a unos 60 millones
de km3. No toda esta agua puede utilizarse: una parte esté contenida en espacios porosos que
son muy pequenos, o en rocas que se encuentran a grandes profundidades, lo que limita su

uso como recurso. De manera similar, parte de esta agua existe en un suelo permanentemente
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congelado en altas latitudes o es salada. El agua subterrdnea no estd distribuida de manera

uniforme en los continentes.

En términos simples de cantidad, el agua subterranea es consecuentemente de gran impor-
tancia. Pero la cantidad no lo es todo, y desde el punto de vista del abastecimiento, el agua
subterranea tiene otras ventajas sobre el agua superficial. Un depésito superficial generalmente
debe ser embalsado en algin momento, en algin lugar, atin cuando su capacidad total no sea
necesaria por varios anos. El agua subterrdnea puede a menudo extraerse donde y cuando se
necesita por medio de pozos que se perforan y construyen en los lugares deseados. Los depdsitos
de agua superficial que ocupan areas amplias, frecuentemente de gran valor para la agricultura,
la presencia y utilizacién del agua subterrdnea no presenta conflictos por el uso del suelo bajo el
cual se encuentra localizada en las profundidades debajo del suelo, no queda a la vista, estd res-
guardada de los cambios de temperatura y protegida de la evaporacién que un verano caliente
puede causar pérdidas sustanciales de agua en presas y lagos. Debido a la profundidad a la
que se encuentra el agua subterranea, es menos vulnerable a la contaminacion, que es un riesgo
potencial del agua en la superficie. Aunque seria ingenuo imaginar que el agua subterrdnea es
inmune a la contaminacién, la cubierta natural del suelo y roca le proporciona una proteccién

considerable.

Si el agua subterranea tiene tales ventajas, abundancia, disponibilidad en climas aridos, y
relativamente salvo de la contaminacién, uno podria preguntarse por que no se le usa exclusi-
vamente, o por qué sacrificar gran cantidad de terrenos en areas de belleza extraordinaria como

sitios para los embalses de las presas. ;Serd que hay algunas desventajas? Si las hay.

1.4 Desventajas del Agua subterranea

La desventaja del agua subterranea es que no estd distribuida uniformemente en la corteza
terrestre. Existen grandes areas en el mundo en donde el agua subterranea no puede ser obteni-
da en cantidades suficientes para justificar el gasto de perforar, construir norias y pozos. A
primera vista, esto pareceria contradecir lo que se senalo anteriormente: que casi todas las

rocas contienen poros, y que mas alld de cierta profundidad, los poros estan llenos de agua
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subterrdanea. Como las rocas estdn ampliamente distribuida, seria razonable concluir que el
agua subterranea esta disponible en cualquier lugar. Parece razonable, pero es incorrecto. Tres

aspectos importantes complican el problema:

1. El primero es hasta qué punto las rocas son porosas. Si s6lo contienen unos cuantos
espacios pequenos, entonces la cantidad de agua contenida en un volumen dado de roca
serd muy seca. Para poder hacer comparaciones cuantitativas entre diferentes tipos de
roca, se define porosidad como la relacién que se expresa usualmente como un porcentaje
y, por lo tanto, se hace referencia a rocas con 20 o 30 % de porosidad, lo que significa que

los espacios ocupan respectivamente 20 o 30 % del volumen total de la roca. En notacién

algebraica,
Vo
= 1.1
n= g (1)
lo que se puede expresar como:
Vo
= x 100
n 7 %

donde n=porosidad, V}, = volumen de espacios, V} = volumen de roca.

2. La combinacién del tamano de los poros y el grado en que los poros estan intercomunica-
dos, por que esta combinacién controlara la facilidad con que el agua fluira a través de la
roca. A esta propiedad se le llama permeabilidad. A los materiales que permiten pasar
facilmente el agua a través de ellos se les llama permeables; aquellos que permiten pasar
el agua con dificultad o que no permiten el paso del agua se denominan impermeables.
Una roca puede ser porosa pero relativamente impermeable, ya sea por que los poros no
estan comunicados o porque son tan pequenos que el agua apenas puede pasar a través
de ellos con dificultad. Por el contrario, una roca no tiene espacios, excepto una o dos
aberturas, tendra una porosidad baja y almacenara agua en cantidades muy limitadas,
pero como el agua puede pasar facilmente por las fracturas, su permeabilidad serd alta. A
las capas de rocas o material no consolidado, lo suficientemente porosas para almacenar
aguas, y con la permeabilidad necesaria para permitir que el agua fluya a través de ellas

en cantidades econémicas y de calidad deseable, se les denomina acuiferos.

A grandes profundidades, aproximadamente 10 Km. por debajo de la superficie terrestre,

se cree que las rocas estan tan comprimidas y alteradas como resultado de su profundo
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entierro que se han cerrado los espacios. Si se conociera la porosidad de los diversos
tipos de formacién rocosa que conforman la corteza terrestre, y la profundidad hasta las
que son porosas, se podria hacer una estimacion con cierta exactitud del volumen de
agua subterrdanea en el planeta. Como no conocemos los valores de estos parametros, los
célculos son muy imprecisos. Basicamente, lo que se hace es multiplicar el area total de los
continentes (149 millones de km?) por la profundidad a la que se espera que existan rocas
porosas. Esto da como resultado el volumen de la roca que es factible que contenga agua.
Luego se multiplica este volumen por el valor de la porosidad (expresado como fraccion),
lo cual da el valor del agua almacenada. Este valor se puede depurar excluyendo areas
como la Antartica, donde las rocas estan cubiertas por un gran espesor de hielo, y otras
areas donde es posible que el agua subterranea esté congelada y, en consecuencia, no

disponible.

Una de las primeras personas que intentaron realizar este calculo con cierta precisién fue
Raymond Nace, del Servicio Geoldgico de Estados Unidos. Excluyendo la Antartida y las
zonas permanentemente congeladas, estimé un volumen almacenado de agua dulce sub-
terrdnea de 7 millones de km3; esta estimacion se basé en la suposicién de una porosidad
promedio de 5% a una profundidad de 1.000 m. Raymond Nace reconoce que existe la
probabilidad de que al menos exista ese volumen de agua por debajo de los 1000 m.,
y concluye, probablemente en forma correcta, que mucha de esta agua es salada. Sus
cédlculos excluyen el agua retenida en los poros de materiales como las arcillas y lutitas;
estos materiales son porosos pero no permeables, por lo que el agua que contienen no es
un recurso disponible.

Es posible que en algunas dreas existan materiales de baja permeabilidad (como las ar-
cillas y las lutitas) cerca de la superficie del suelo, o que el suelo mismo esté compuesto
por estos materiales. Ninguno de ellos es totalmente impermeable, pero si se encuentra en
la superficie restringiran la cantidad de lluvia que puede humedecer el suelo. De manera
similar, si una de estas capas relativamente impermeables esta presente por abajo de un
acuifero, restringira el movimiento de agua por debajo del acuifero. Si parte del acuifero
estd cubierto por una de estas capas (como en el caso de la figura 1.12), el movimiento

del agua en el acuifero se restringe tanto que el agua subterranea en el acuifero queda
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confinado bajo presién. En la figura 1.12, por ejemplo, el agua de lluvia puede entrar
al acuifero entre X y Y; como resultado de esta entrada de agua, el espacio de alma-
cenamiento del acuifero se llena y produce el nivel fredtico que se conserva en la figura
1.12. El nivel freatico debe estar arriba de la posicién X, puesto que este punto es el
tnico donde el agua puede fluir del acuifero. Hacia la derecha de Z, el agua subterranea

estd confinada entre capas impermeables.

Capaimpermeable
A 7 {confinante)

Flujo del
acuifero T 1) Superficie
F piezométrica =~

Capa impermeable
confinante

Figura 1.12: Acuifero confinado y su presion piezométrica

Las capas de baja permeabilidad se denominan capas confinadas o estrato confinante;
al acuifero se le llama Acuifero Confinado. Sin embargo, es importante senalar que el
agua subterrdanea entre X y Y se encuentra en un Acuifero libre. A la derecha de Z,
donde el acuifero es confinado, no existe nivel freatico ni zona no saturada: todo el espesor
del material permeable se encuentra saturado. Si se construye un pozo o una noria en la
capa confinante superior (por ejemplo, el pozo C en la figura 1.12), no se encontrara agua
subterrdnea (excepto cantidades pequenas provenientes del material “impermeable”). Si el
pozo es lo suficientemente profundo para llegar al acuifero (como en B y D en la figura
1.12), el agua subird en el pozo porque el acuifero estd bajo presién. El nivel al que
llegard el agua en el pozo define una superficie imaginaria cuya altura arriba del acuifero
depende de la presién en éste; a esta superficie se le llama superficie piezométrica.

En algunas ocasiones la superficie piezométrica puede ascender por arriba del nivel del
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suelo, en cuyo caso el pozo (E en la figura 1.12) rebosard. Los casos de acuiferos libres
y confinados se trataran con mas detalle mas adelante; por el momento, sélo se han
senalado algunos aspectos de la influencia de la permeabilidad en la disponibilidad del

agua subterranea.

3. El tercer elemento que determina la cantidad de agua subterranea disponible en los mate-
riales geoldgicos de un sitio es el factor de reposicién: el grado en que el agua extraida del
acuifero es renovada. La reposicion puede provenir de arriba, de la lluvia que humedece
el suelo, o bien de los lados o de abajo de acuiferos adyacentes que transmiten el agua
a otros lugares. El funcionalismo del agua subterranea se torna un reto fundamental. El
factor de reposicion depende no solo de la naturaleza de las rocas o materiales geolégicos
sino también del suelo y la vegetacion que los cubre, asi como del clima de la regién.
Es una parte del balance del agua de un &rea: el equilibrio entre el agua que entra
en el drea que es usada o aquella que sale del area. Conocer con exactitud el balance
de agua en una region es tan vital como conocer la porosidad de las unidades geolégicas
involucradas. Esto se debe a que el agua subterranea no se encuentra aislada de otras

aguas, sino que es parte de la totalidad del agua del planeta.

1.5 Tipos de acuiferos

Una definicién mas formal indica que un acuifero es una formacién geoldgica, grupo de
formaciones o parte de una formaciéon que contiene material saturado y suficientemente per-
meable para proveer de cantidades significativas de agua a pozos y manantiales. En el caso
de un acuifero libre queda implicito que el término incluye también la parte no saturada
del material permeable, es decir tanto la parte por arriba del nivel freatico como por la parte

saturada.

No todos los acuiferos presentan las mismas condiciones ni las mismas caracteristicas. De
acuerdo al movimiento del agua los acuiferos pueden ser: Isétropos si el agua que circula
mantiene las mismas propiedades en todas direcciones, es decir, este material carente de es-

tratificacién presenta una permeabilidad uniforme tanto para el flujo de agua horizontal como



Aguas Subterrdneas 41

vertical; y Anisétropo si sus propiedades para la circulacion del agua varian segin la direccién
del flujo subterraneo, es decir, el flujo vertical y horizontal no suceden con la misma velocidad,
esto sucede cuando el acuifero comprende estratos con permeabilidad diferente.

Acuifero Colgados: En ocasiones se presentan por debajo del nivel fredtico una o mas
capas de material de baja conductividad hidraulica. El agua que se infiltra es detenida por
esta capa para formar una lente de agua, la cual es generalmente de extensién limitada y se
encuentra sobre la zona de saturacién del acuifero principal (figura 1.13). A este tipo de cuerpo
se le llama acuifero colgado (y a su limite superior, nivel fredtico colgado) debido a que
el agua subterrdnea en el lente estd colgada por arriba de la zona saturada. Los acuiferos
colgados son més comunes de lo que en ocasiones se piensa; aunque a veces miden unos cuantos
centimetros de espesor, o sélo se presentan después de una gran infiltraciéon, en otros casos
puede tener varios metros de grosor y extenderse por distancias considerables. Los acuiferos
colgados no constituyen fuentes de abastecimiento confiable para largos periodos; a menudo
sucede que la perforacion de estos acuiferos, o la profundidad de los pozos, traspasa la capa de

baja permeabilidad subyacente y ocasiona que el agua se escape al drenar por esa via.

Nivel Freatico
colgado

Acuifero Colgado

Figura 1.13: Los acuiferos colgados son resultado de la presencia de material de baja per-

meabilidad

Acuiferos Confinados: En una acuifero no confinado o libre, la parte superior de la zona

no saturada, (nivel fredtico) estd a la presién atmosférica. A cualquier profundidad por debajo
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del nivel freatico, la presién es mas grande que la atmoésférica, y en cualquier punto arriba de

este nivel la presién es menor que la atmosférica (figura 1.14).

Figura 1.14: Acuifero Confinado

En un acuifero confinado, el espesor efectivo del acuifero se encuentra entre dos capas de
baja permeabilidad, y en cualquier lugar la presion es mayor que la atmosférica. Si se perfora un
pozo a través de la capa confinante superior, el agua ascendera por el pozo hasta que la columna
de agua sea lo suficientemente grande para contrarrestar la presién del acuifero. Si imaginamos
muchos pozos perforados en ese acuifero, con sus niveles unidos por una superficie imaginaria,
esa superficie mostrard la dimension de la carga en esos puntos del acuifero. El nivel fredtico
es una superficie potenciométrica, puesto que la carga puede variar con la profundidad de
un acuifero como resultado de flujo vertical ascendente o descendente, cada nivel del acuifero

podré tener su propia superficie potenciométrica.

En ocasiones a los acuiferos confinados se les llama acuiferos artesianos. El término

artesiano se aplicé originalmente a los pozos que penetraban acuiferos en los que la superficie
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potenciométrica se encontraba por arriba del nivel del terreno, de manera que al construirse el

pozo éste rebosa o producia agua sin necesidad de bombear.

areade recarza
A

manantiales o

D filtraci
manantizleso s superficie POtanciomet ey

filtraciones

Figura 1.15: Explicacién clasica de un pozo artesiano

La explicacién clasica de un pozo artesiano es la que se muestra en la figura 1.15, este
tipo de corte transversal es comun para explicar el efecto en términos simples que “el agua
encuentra su propio nivel”. Al precipitarse el agua de lluvia sobre el afloramiento del acuifero
en A (drea de recarga) percola a través del acuifero hacia el pozo en el sitio B. Debido a la
diferencia de elevacién entre A y B, la superficie potenciométrica en B se encuentra por arriba
del nivel del terreno. La lluvia mantiene al acuifero “lleno”, y el exceso de agua se descarga
por los manantiales de los puntos C y D. Si se construyeran muchos pozos en el area del punto
B, la descarga podra exceder la cantidad de flujo de reposicién hacia esta drea. Entonces, la
superficie potenciométrica bajarfa (linea punteada), los manantiales en D dejarfan de fluir y
los pozos ya no producirian agua en forma natural. Si los pozos se bombardean, la superficie
potenciométrica se abatiria més por debajo del techo del acuifero, por lo que éste dejaria de ser

confinado.

La explicacién clasica de los acuiferos confinados y pozos brotantes (figura 1.15) es ra-

zonablemente exacta, pero estd incompleta. Trata al acuifero como un conducto de flujo, que
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transmite el agua del 4drea de racarga a los pozos que la extraen. Este concepto ignora el alma-
cenamiento en el acuifero, asi como que el acuifero tiene areas de recarga y descarga que estan
topogréaficamente controladas. El flujo de los acuiferos artesianos es, de muchas maneras, un

¢

ejemplo extremo de los efectos de “zona de descarga” que se observan en los acuiferos libres.

Intrusion Salina

La intrusién salina es el proceso por el cual los acuiferos costeros estan conectados con el
agua del mar. Esto supone que el agua salada (procedente del mar) fluye hacia el subsuelo
continental mezclandose con las reservas de agua dulce. En las zonas costeras la intrusion de
agua de mar puede ocurrir en forma natural o bien inducida por la explotacién inadecuada de
los acuiferos. Si las extracciones de agua superan la recarga, o los pozos se construyen muy cerca
de la playa, el equilibro agua dulce - agua salada se rompe, la interfase se desplaza, y el agua
salada penetra en zonas en las que s6lo habia agua dulce hasta entonces. Cuando pasa esto no
sélo se ve amenazado el suministro de agua para la poblacién, sino que también se producen

danos en los ecosistemas que dependian de la descarga de agua de estos acuiferos.

1.6 Ley de Darcy

Cuando se estudia el flujo del agua o de cualquier otro liquido a través de una unidad
acuifera, se utiliza una ley denominada Ley de Darcy, fue ideada hace méds de cien afnos
por un francés. Henry Darcy (1803 - 1858) nacié en la ciudad de Dijon y estudié ingenierfa.
En esos tiempos, la ciudad de Dijon tenia problemas por la falta de una fuente de agua
para abastecimiento de la poblaciéon. Por lo que inmediatamente después de graduarse Darcy
comenzo a trabajar en un proyecto para resolver dicho problema. Diseno un sistema para captar
agua de una gran fuente que se encontraba a mas de 10 Km. de distancia de Dijon, entubar el
agua hacia la ciudad y distribuirla hacia algunas tomas publicas. Esta fue la primera vez que

la ciudad de Dijon tuvo un abastecimiento de agua seguro.

Esta accion practica por si sola es un logro muy importante, pero Darcy fue mas lejos. En

Paris llevé a cabo un gran trabajo cientifico relacionado con problemas de distribucion de agua,
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que incluyé estudios de flujo en tuberias y la medicién del flujo de agua. En 1856 se publicé un
informe de su trabajo en Dijon, y muchos de sus descubrimiento experimentales, con el titulo
de Les fontaines publiques de la ville de Dijon (El abastecimiento publico de agua de la
ciudad de Dijon). En uno de los capitulos, Darcy relata las acciones utilizadas para clarificar
agua por medio de filtros de arena. Fue precisamente durante el desarrollo de este trabajo que

Darcy propuso la relacién que lleva su nombre.

Si quisiéramos probar dicha relacién, seria necesario utilizar un dispositivo como el que se
muestra en la figura 1.16 donde se presenta un cilindro con un area de la seccion transversal A,
lleno de arena que se mantiene entre dos cedazos colocados en los extremos del tubo. El agua
fluye por el cilindro a un caudal constante Q, registrado, por ejemplo, en litros por dia. También
se utilizan mandémetros en los puntos X y Y, separados por una distancia [, para medir la carga
del agua con respecto a un nivel horizontal de referencia; la diferencia entre las dos cargas es

la pérdida de carga hy.

Si el caudal Q se duplica, entonces se observara en el dispositivo que Ay, también se duplica,
es decir, es necesario utilizar el doble de energia para lograr que el agua fluya por la tuberia
con el doble de velocidad. Si el caudal Q disminuye a la mitad, entonces hy, decrece a la mitad,
de donde se deduce que el volumen de flujo por unidad de tiempo es directamente proporcional

a la pérdida de carga, es decir:

Q o hy,

Supoéngase que variamos la longitud de la columna de arena, pero mantenemos la misma
pérdida de carga entre los extremos. Se encontrara que, en la medida que [ se incrementa, Q
disminuye y viceversa, en estricta proporcion. Sil es el doble, entonces Q es la mitad, de acuerdo

con la siguiente relacion:
1
Q x 7

Al combinar las dos relaciones anteriores se tiene que:

QOCT

El término hTL se definié cuando se comenté acerca de la figura 1.9, y se le llamé gradiente
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hidraulico. Por lo tanto, la velocidad del flujo a través de la arena es proporcional al gradiente

hidraulico.

Componente hy
de carga de presion l
de T N bohos e e s sz g o

_______ Componente

Y agua de carga de presicon
entrando de h
h con un ¥

flujo -
constante Q1

area de la seccion

Componente de transversal A

carga de elevacion

de h, Componente de

agua carga de elevacidn
saliendo | d& h,

i Mivel de referencia arbitrano i l

Figura 1.16: Verificacién experimental de la ley de Darcy. El volumen de flujo por
unidad de tiempo @ es proporcional a la seccién transversal A y a la pérdida de carga hr, e
inversamente proporcional a la longitud [, es decir, es proporcional a A y al gradiente hidrdulico
hTL. La pérdida de carga hj, es la diferencia de carga entre los manémetros X y Y, que estan
separados a una distancia [ (I se mide a lo largo de la direccién de flujo). La carga h, en el punto
X consta de un componente de carga de elevacion y otra componente de carga de presion; lo
mismo sucede con h, en Y. Obsérvese que en este ejemplo el agua fluye de la regién de menor

presién a la de mayor presion.

Si se pone un cilindro adicional a un lado del primero, lleno con el mismo tipo de arena y

con el flujo escurriendo en la misma forma, entonces circulard en total el doble del flujo a través
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del doble de la seccién transversal. Entonces, al igual que Darcy lo pensd, es razonable suponer

sin la necesidad de realizar fisicamente el experimento que:
Qo A

En resumen, considerando las relaciones anteriores se llega a:

Q x KAhl—L
que es lo mismo que
h
Q = KA-E (1.2)

l

donde K es una constante de proporcionalidad.

Cuando se realiza el experimento, es posible medir @, A, hy, y [, por lo que es posible calcular
el valor de K. Si hacemos esta operacién y posteriormente vaciamos la arena del cilindro, la
remplazamos con una arena mas fina, repetimos el experimento y calculamos nuevamente el
valor de K, entonces detectaremos (como Darcy lo hizo) que el nuevo valor de K es menor que
el primero. Si utilizamos una arena mas gruesa, entonces K serd mayor. K es la permeabilidad,
0, en forma m4s estricta, la conductividad hidraulica de la arena; una arena gruesa es mas
permeable que una arena fina, porque los espacios entre las particulas de la arena gruesa son
también mayores, lo que permite que el agua se desplace facilmente.

La ecuacién 1.2 representa la ley de Darcy, que expresada en términos simples establece que
un fluido pasa a través de un medio poroso a una velocidad proporcional al producto del drea
de la seccién transversal por la cual el flujo circula, el gradiente hidraulco y la conductividad

hidraulica.

Si el experimento se repite con un cilindro lleno de arena, pero utilizando miel en lugar
de agua, es légico esperar que manteniendo iguales condiciones, el flujo sea mucho menor que
cuando se utiliza agua. Esto significa que, puesto que los pardmetros no se modificaron, el
valor de K calculado con la ecuaciéon de Darcy serd menor. De este modo, se deduce que la
conductividad hidraulica depende no sélo del material poroso, sino también del fluido que llena
los espacios porosos y que pasa a través de ellos, un hecho que Darcy probablemente comprendié,

puesto que describié K como “dependiente de la permeabilidad de la arena”
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La viscosidad cinemaética es la propiedad del fluido que afecta la conductividad hidraulica;
en la mayoria de las ocasiones se representa por la letra griega nu v. A medida que la viscosidad
cinematica del fluido en un medio poroso se incrementa, la conductividad hidrdulica disminuye.

La velocidad cinemética del agua disminuye conforme se incrementa la temperatura.

Es posible demostrar la ley de Darcy en un laboratorio, pero una derivacion matematica
a partir de las ecuaciones fundamentales de la mecanica de fluidos es otra cosa. Marion King
Hubbert (1903 — 1989), un gedlogo estadounidense realizé investigaciones relacionadas con el
movimiento del agua subterranea y la migracion del petroleo, fue tal vez la primera persona que
traté de realizar dicha derivacién con cierto éxito (en 1956, para conmemorar el centenario de
la publicacién de Darcy). A pesar de los intentos de Hubbert y otros, la ley de Darcy permanece

como una ley empirica, cuya validez descansa en evidencia experimental.

1.6.1 Conductividad hidraulica y permeabilidad intrinseca

Debido a que la viscosidad del agua subterrdnea (que depende principalmente de la tem-
peratura y de la materia disuelta) no varfa en gran medida entre un acuifero y otro, es muy
util el concepto de conductividad hidraulica. Cuando se analiza el agua que se encuentra a
grandes profundidades, donde normalmente es caliente y salina, o en rocas que contienen flui-
dos diferentes del agua, es necesario separar las propiedades de la roca de las propiedades del
fluido. Por esta razon se creé el concepto de permeabilidad intrinseca (k). La relacién entre
la conductividad hidraulica y la permeabilidad intrinseca es:

_Kv  Kpu

k
g dg

donde v es la viscosidad cinemaética del fluido, u la viscosidad dindmica, § la densidad y g la

aceleracién gravitacional. De este modo, k tiene unidades de 4rea. Diferentes unidades como cm?

o mm? son factibles, también se utiliza la unidad denominada darcy (en plural darcys), que se

define como la permeabilidad que permite el flujo de 1 ml por segundo de fluido de 1 centipoise?
que satura completamente el medio poroso, a través de un area de seccién transversal de lem?

bajo un gradiente de 1 atm/cm.?

2Unidad de medida de la viscosidad
3Unidad de presién denominada atmésfera (atm)
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Cuando se utiliza el término “permeabilidad”, estrictamente se refiere a k, no a K. Pero en la
practica hidrogeoldgica, generalmente la variacién de viscosidad es muy pequena, por lo que la
distincién tiene importancia minima, excepto en casos de agua con contraste de temperatura.
Cuando se dice que una unidad acuifera es mas permeable que otra, se supone que ambas
contienen agua subterranea con caracteristicas similares, y no que una estd saturada con agua

v la otra con miel, por ejemplo.

1.7 Aplicaciones de la Ley de Darcy

;,Coémo se utiliza la ley de Darcy? De muchas maneras: una de las méas frecuentes es el
célculo del flujo natural a través de un acuifero. Imaginando una franja de acuifero (figura 1.17)
donde la direccién de flujo es del pozo X hacia el pozo Y. La conductividad hidraulica es K

m/dfa. ;Cudl es la cantidad de agua que fluye en un dia?

Superficie

piezométrica , arcilla

Acuifero arenoso

S arcilla

Direccion
del flujo

= -

Figura 1.17: Flujo a través de acuiferos. En un acuifero confinado el espesor saturado b es

constante. El flujo Q a través del acuifero es (con base en la ley de Darcy) igual a KbwH/I.

El area de la seccién transversal A es simplemente bw. Si el flujo es tan lento que la energia

cinética del agua es insignificante, el gradiente hidraulico puede calcularse a partir de las
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diferencias de los niveles de agua en los pozos, que en este caso son equivalentes a manémetros.

H

La diferencia es H, por lo que el gradiente hidraulico es 7, que en este caso es la pendiente de

la superficie piezométrica.
A partir de la ley de Darcy, el flujo Q esta regido por

KbwH

Q=KAH = —

Obviamente, la efectividad de una unidad geolégica como acuifero depende no sélo de la con-
ductividad hidraulica sino de su area de seccién transversal perpendicular a la direccién de
flujo es decir, de su espesor b y ancho w. En particular, para hacer llegar el agua a un pozo, lo
importante es el producto de la conductividad hidraulica K por el espesor productor b. A este
producto Kb se le llama transmisividad y suele representarse con la letra T'. Para el caso que

se presenta en la figura 1.17, la ley de Darcy puede ser escrita de la siguiente manera:

TwH
Q=17

La transmisividad tiene las unidades de la conductividad hidrdulica multiplicadas por el espesor,
por lo que comiinmente se expresa en (m3/d)/m, que se reduce a m?/d. Algunas veces el
gradiente hidraulico % puede escribirse como I, por lo que la ley de Darcy también se expresa
como

Q=KAI o Q=TIlw

En el caso de un acuifero libre (figura 1.18a), la pendiente del nivel fredtico es una medida del
gradiente hidraulico. La ley de Darcy es vélida, pero el flujo estrictamente horizontal inicamente
tiene lugar a través de la porcion saturada del acuifero. En este caso, la transmisividad es el
producto de la conductividad hidraulica K y b, donde b es el espesor saturado del acuifero. Una
complicacién es que b no es constante debido a que el gradiente hidraulico tiene cierta pendiente;
en casos como este, antes de aplicar la ley de Darcy es necesario utilizar un procedimiento para
el calculo del espesor saturado promedio, o bien aplicar la ley de Darcy a “rebanadas” sucesivas
de acuifero, que seran perpendiculares a la direccién del flujo.

Por otra parte, como el nivel fredtico tiene cierta pendiente, el flujo no es estrictamente
horizontal. Como se observa en la figura 1.18b, debe existir una componente vertical del flujo
subterraneo en la porcién superior de la zona saturada del acuifero, lo que significa que existe

un gradiente vertical ademas del horizontal.
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Figura 1.18: a) En un acuifero libre el nivel fredtico tiene cierta pendiente, lo que origina un
cambio en el espesor saturado y, por lo tanto, en el drea por donde el flujo pasa. b) Cuando
existe flujo en un acuifero libre, el nivel freatico debe presentar cierto declive. Debido a esta
inclinacién existe una componente vertical de flujo en la porcién superior de la zona saturada,
lo que significa que existe un gradiente hidraulico vertical ademas del gradiente hidraulico
horizontal. El gradiente hidraulico vertical puede medirse comparando los niveles de agua en
los piezéometros M y N, que estan abiertos a sélo una pequena porcion de acuifero; la diferencia
de cargas en los piezémetros es h,, por lo que en este caso el gradiente hidraulico vertical es h,/z
en donde z es la separacion vertical entre las puntas de los piezémetros. El gradiente hidrdulico

horizontal puede averiguarse comparando los niveles de agua en By C, y es igual a H/x.
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Si se observa el nivel del agua (que es una medida de la carga hidraulica) en los pozos B y C,
se encontrara una diferencia de H, que permite calcular el gradiente hidraulico horizontal entre
B y C. Si los pozos M y N se construyen en la misma posicién horizontal D, pero abriéndose
cada uno hacia al acuifero a una profundidad especifica y distinta, se determinara que existe una
diferencia en el nivel del agua de dicho pozo. A los pozos M y N, que estdn sellados casi en toda
su longitud de tal modo que registran la carga a una profundidad en particular, se les denomina
pozos piezométricos. La diferencia de carga hv dividida por la distancia vertical (en este
caso z) que hay entre los puntos en donde se registran las cargas hidraulicas, representan el

gradiente hidraulico vertical en el punto D.

Debido a la presencia de gradientes hidraulicos verticales, el nivel del agua en pozos pro-
fundos puede no coincidir con el nivel freatico. Si el flujo es hacia abajo, la carga decrecera con
la profundidad, por lo que el nivel del agua en un pozo profundo se ubicara por abajo del nivel
fredtico. Si el flujo es hacia arriba, la carga hidraulica se incrementard con la profundidad, y el
nivel del agua estara por arriba del nivel fredtico. La presencia de estratos de baja conductivi-
dad hidraulica tiende a exagerar estos gradientes verticales; muchos de los denominados pozos
artesianos son un ejemplo extremo de la condicién de flujo vertical ascendente, donde el nivel

del agua en el pozo se ubica por arriba de la superficie del terreno natural.

La relaciéon T' = Kb es perfectamente valida y clara para un acuifero homogéneo e isétropo.
Sin embargo, la mayoria de los acuiferos del mundo real consisten en una combinacién de
estratos de diferentes conductividades hidrdulica y espesor; en este caso, desde un punto de
vista estricto, la transmisividad debe ser estimada calculando la contribucién de cada es-
trato individual (su conductividad hidraulica individual por su espesor) y sumando todas las
contribuciones individuales. La conductividad hidraulica “promedio” puede determinarse di-
vidiendo la transmisividad total entre el espesor total. El problema se torna particularmente
complicado en acuiferos cuyo flujo subterraneo pasa a través de fracturas, en donde la masa
rocosa por si misma tiene una conductividad hidraulica insignificante y casi todo el flujo tiene
lugar por unas cuantas fisuras. En este caso, la idea de la conductividad hidraulica “promedio”

tiene escaso valor, ya que fluctuara mucho de acuerdo con el espesor de la roca considerado.
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1.7.1 Flujo a un pozo

Una de las aplicaciones mas importantes de la ley de Darcy consiste en el analisis del flujo
hacia un pozo. Considérese un pozo que atraviesa totalmente un acuifero confinado, homogéneo
e is6tropo de conductividad hidrdulica K (figura 1.19a); a este tipo de pozo se le denomina pozo
totalmente penetrante. Supéngase que la superficie piezométrica es originalmente horizontal,
de tal modo que el agua subterrdnea se encuentra estatica (una suposicién poco probable, pero
que facilita el andlisis). Entonces, por medio de una bomba que se introduce en el pozo, se

comienza a extraer agua a un caudal constante de Q m?/d.

La accién de la bomba al extraer agua del pozo ocasiona una reduccién de la presion
alrededor de su zona de admisién, lo que crea una diferencia de carga entre el agua del pozo
y la del agua subterrdnea (figura 1.19b). El agua fluye del acuifero hacia el pozo para reponer
la que ha sido extraida, por lo que una vez que entra es a su vez expulsada a la superficie de
la bomba. Esta situacién ocasiona que el agua fluya de una porcion de acuifero cada vez mas
alejada del pozo, por lo que el bombeo produce una disminucién de la superficie piezométrica
que se extiende en forma concéntrica a partir del pozo. Finalmente, se puede llegar a una
situacién donde la superficie piezométrica se abate de manera estable y forma una pendiente

suave hacia el pozo en toda la region analizada.

Cuando esta situacién se presenta, pareceria razonable esperar que el gradiente hidraulico
(la pendiente de la superficie piezométrica) sea constante. Pero no es asi. En realidad, la forma
que toma la superficie piezométrica es como la de la figura 1.19¢, donde el gradiente hidraulico se
hace cada vez mas pronunciado a medida que se aproxima al pozo. Para explicar esta situacién
considérese la figura 1.20. En este diagrama se dibujaron dos cilindros imaginarios coaxiales con
el pozo. Debido a que el agua se extrae del pozo a una velocidad Q m?3/d, ya que se ha logrado
una condicién de equilibrio, el gasto de Q m?/d debe fluir a través de las superficies de ambos
cilindros. El cilindro exterior tiene un radio r9, por lo que su circunferencia es de 2wry y el area
de la superficie curva del cilindro (el drea a través de la cual tiene lugar el flujo subterrdaneo)
es 27rob, en donde b es el espesor del acuifero. En forma similar, el cilindro interior de radio 71

tiene una superficie curva de area 27r{b.
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Figura 1.19: El desarrollo de un cono de abatimiento a) Si no existe flujo, la superficie
potenciométrica inicial es horizontal. b) Si la bomba inicia la extraccién de agua, la carga en el
pozo disminuye. c¢) Esto hace que el agua fluya desde el acuifero hacia el pozo, lo cual produce

el abatimiento de la superficie potenciométrica.
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Con base en la ley de Darcy es posible proponer la siguiente relacién:
Q = K27TT16[1 = KQT(”I"QbIQ (13)

donde I es el gradiente hidraulico en el radio r1 e I5 el gradiente hidraulico en el radio 9. La
expresion k27b es una constante, por lo que como ro es mayor que 71, I; debe ser mayor que
I5 en una cantidad proporcional, para mantener la ecuaciéon balanceada y que Q se mantenga
invariable. De este modo, a medida que el agua se aproxima al pozo, el gradiente hidraulico
se hace cada vez més pronunciado y ocasiona el caracteristico abatimiento del nivel freatico o

superficie piezométrica denominado cono de abatimiento.
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Figura 1.20: Flujo a un pozo. Cuando el agua fluye hacia un pozo, el mismo volumen de
agua debe salir a través de areas secesivas cada vez mas pequenas. Para que esto ocurra, el
gradiente hidraulico debe hacerse mas pronunciado, lo que origina la forma caracteristica de

cono de abatimiento.
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Puede haber también otras razones. Para que el mismo flujo pase en el mismo tiempo por
una seccién transversal menor, no sélo el gradiente hidraulico debe hacerse mas pronunciado
sino que la velocidad real de flujo debe incrementarse en forma paralela. En algunos casos, la
velocidad puede aumentar a tal punto que la energia cinética, y por lo tanto la carga dinamica,
se vuelve importante. Como se observé en la figura 1.10, el incremento en la energia cinética
debe ser compensado por una disminucion de la energia potencial y, por lo tanto, de la carga
estatica; por esta razén la superficie piezométrica, que es una medida de la carga estatica, se

abate.

En acuiferos libres se presenta otra complicacion. Como el nivel freatico desciende en el
cono de abatimiento, el espesor saturado del acuifero, b, se reduce. El andlisis de la ecuacién
1.3 muestra que si se reduce b, debe incrementarse I para compensarlo. Pero si el gradiente
hidrdulico se hace mas pronunciado, el nivel fredtico en el centro del cono de depresién se abate
aun mas, y b sigue disminuyendo, por lo que I debe incrementarse nuevamente. En este punto
entran en juego componentes verticales de flujo y gradientes hidraulicos verticales. Estos efectos
se refuerzan unos a otros, por lo que el analisis del comportamiento de los acuiferos libres es

mas complicado que el de los acuiferos confinados, donde el espesor saturado es constante.

Bajo la influencia de gradientes hidraulicos artificialmente creados alrededor del pozo, el
agua subterrdnea percola a través del acuifero hasta que alcanza la vecindad del pozo. Aqui tiene
un ultimo obstaculo que salvar: tiene que cruzar la pared del pozo y, antes de viajar hacia arriba
o abajo a la zona de admisién de la bomba, es necesario que se incorpore al espacio abierto del
pozo propiamente dicho. Cuando alcanza la pared del pozo, el agua puede viajar a tal velocidad
que tiene una considerable energfa cinética. Cuando entra al pozo, gran parte de dicha energia
cinética se disipard como turbulencia, ya que las moléculas de agua cambian de direccién cuando
se dirigen hacia la bomba; este movimiento requiere que una parte de la energia potencial se
convierta en energia cinética. Por otra parte, al entrar el agua al pozo, ésta tiene que atravesar
la tuberia ranurada, o una porcién de acuifero cuya conductividad hidraulica inicial ha sido
reducida por efectos de la perforacion, por lo que la pérdida de carga en esta ultima porcién

del recorrido puede ser una fraccién importante de la pérdida total.
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Esta naturaleza bipartita de la pérdida de carga ocasiona el incremento de la pendiente del
cono de abatimiento en la vecindad del pozo. El nivel del agua en el pozo durante el bombeo
generalmente estd mas profundo que la superficie piezométrica abatida, justo fuera de la pared
del pozo. La pérdida de carga total (la diferencia entre el nivel dindmico y el nivel estético o
inicial previo al bombeo) se denomina abatimiento; a la parte del abatimiento que resulta del
flujo del agua del agua a través del acuifero hacia el pozo se le denomina pérdida de acuifero,

y la que se produce por el flujo hacia el pozo a través de la pared se le llama pérdida de pozo.

Estas pérdidas de carga son importantes porque, para elevar el agua hacia la superficie
del terreno, la bomba debe dar cierta cantidad de energia al agua. A mayor abatimiento, més
energia es necesaria. La energia no es gratuita; tiene que ser suministrada a la bomba en forma
de electricidad o de combustible para el motor de la bomba. Por lo tanto, para ahorrar dinero
es de primordial importancia que el pozo sea tan eficiente como sea posible; en otras palabras,

que el abatimiento se mantenga al minimo posible.

Una manera ttil de evaluar el comportamiento de un pozo consiste en bombearlo a diferentes
volimenes de extraccién y registrar el abatimiento en cada una de las etapas de bombeo. Los
valores resultantes se colocan en una grafica donde el caudal del pozo (I/s) se coloca en el eje de
las abscisas y el abatimiento (m) en las ordanadas, con lo que se obtiene la denominada curva

de caudal - abatimiento.

En un acuifero confinada, donde el nivel del agua durante el bombeo se mantiene por arriba
del techo del acuifero (de tal modo que el espesor saturado y productor se mantiene constante),
de acuerdo con la ley de Darcy que seniala que el flujo es proporcional al gradiente hidraulico,
la curva caudal-abatimiento debe ser en teoria una linea recta. En la préctica, la relacion es un
poco més curva (figura 1.21a). La complicacién en este caso se deriva de que el agua puede fluir
de dos maneras diferentes. En el flujo laminar, (tipo de movimiento de un fluido cuando éste
es perfectamente ordenado, estratificado, suave, de manera que el fluido se mueve en laminas
paralelas sin entremezclarse si la corriente tiene lugar entre dos planos paralelos, o en capas
cilindricas coaxiales) las particulas del flujo se mueven suavemente en la misma direccién que

la del volumen total del liquido.
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Figura 1.21: Curva caudal - abatimiento. a) Curva caudal - abatimiento tedrica para un
pozo en un acuifero confinado. Si el flujo a través del acuifero y hacia el pozo cumplen la ley
de Darcy, se obtendria una linea real. Sin embargo, debido a que cierta energia adicional se
disipa cuando el agua entra al pozo y se desplaza hacia arriba o hacia abajo hasta la bomba, el
abatimiento es mayor que el predicho por la ley de Darcy, y la relaciéon caudal - abatimiento se
convierte en una curva. b) La pronunciada curva es el resultado de la disminucién del espesor
saturado (y por lo tanto de la productividad) del acuifero a medida que el abatimiento se

incrementa

En este caso, las particulas de fluido estan constituidas por pequefios “paquete”, de tamaifio
mayor que las moléculas, pero mas pequenos que las aberturas a través de las cuales el flujo tiene
lugar. En el otro tipo de flujo, denominado turbulento, el movimiento de las particulas cambia
rapidamente en cualquier punto, tanto en direccién como en velocidad. En el flujo laminar las
fuerzas viscosas son dominantes; en otras palabras, el flujo tiende a resistirse al movimiento que

se produce entre sus particulas. En el flujo turbulento las fuerzas viscosas son rebasadas, por



Aguas Subterrdneas 59

lo que las particulas se mueven en todas direcciones sin ningin orden preestablecido. El flujo
laminar por lo general se presenta cuando el flujo se desplaza lentamente a través de pequenas
aberturas o en laminas de pequeno espesor. Para expresar la importancia relativa de las fuerzas
viscosas en cualquier condicién de flujo, se utiliza el denominado niimero de Reynolds (simbolo

Np).

Se calcula con esta formula:

donde v es la velocidad del flujo, L es una distancia caracteristica (generalmente el ancho del
lugar por donde el flujo pasa o el de algin obstaculo en la trayectoria del flujo) y v es la viscosidad
cinemética del fluido (todos estos pardmetros deben presentarse en unidades consistentes, por
lo que Np es un nimero adimensional (es decir, es un nimero que no tiene unidades fisicas que

lo definan)).

La ley de Darcy es vélida para flujo laminar inicamente, y puede ser errénea para veloci-
dades de flujo que llegan al limite superior véalido para el flujo laminar. Cuando se presentan
velocidades elevadas, el flujo puede ser proporcional a la raiz cuadrada de la diferencia de cargas,

es decir:
Q < \/hr

Aunque la ley de Darcy es aplicable a la mayoria de las condiciones de flujo subterraneo que se
encuentran en la naturaleza, las elevadas velocidades de flujo que se presentan en la vecindad
de los pozos durante el bombeo generalmente ocasionan pérdidas de carga que se incrementan
de acuerdo con la relacién senalada previamente. Esto significa que si la descarga del pozo Q se
duplica, las pérdidas de carga en esta porcion del trayecto del flujo subterraneo se incrementaran
cuatro veces. Esto explica por qué la curva caudal - abatimiento de la figura 1.21a presenta un
mayor incremento en el abatimiento que en el caudal de extraccién del pozo. Ademads explica
por que al disenar un pozo debe hacerse todo lo que sea necesario para mantener la velocidad

de entrada de agua al pozo tan baja como sea posible.

La figura 1.21b muestra un ejemplo real de una curva caudal - abatimiento de un pozo; el

incremento de la pendiente es basicamente resultado de la disminucién de la productividad a
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medida que el nivel freatico se abate en este acuifero libre, aunque se considera que la turbulencia

y la presencia de flujos verticales también participan de manera importante.

1.7.2 Velocidad del agua subterranea en movimiento

Si conocemos la conductividad hidraulica, el espesor saturado del acuifero y el gradiente
hidrdulico, es posible utilizar la ley de Darcy para calcular la cantidad de agua que fluye a
través del acuifero. Sin embargo, supongamos que no estamos interesados en conocer la veloci-
dad de flujo, es decir, la cantidad de agua que fluye, si no en la velocidad de una molécula
de agua o de una sustancia disuelta. Esta pregunta puede surgir, por ejemplo, cuando una
sustancia potencialmente peligrosa a ingresado al agua subterrdanea y viaja hacia un pozo de

abastecimiento (figura 1.22). ;Cudnto tiempo le tomara al contaminante llegar al pozo?

area
industrial

derrame de contaminantes
de la fabrica

pozo usado para el

manto freatico
AR abastecimiento_de agua

Figura 1.22: Flujo de un contaminante a un pozo

Cuando se analizo la diferencia entre los flujos laminar y turbulento en un acuifero se
realizé el concepto de velocidad aparente, %. A esta velocidad aparente por lo general se le
conoce con el simbolo ¢ y se le denomina descarga especifica. A partir de la ley de Darcy, es

posible escribir la siguiente relacion:

q=KI
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donde I es el gradiente hidraulico. Debido a que el gradiente hidraulico es adimensional, la
descarga especifica tiene las mismas unidades que la conductividad hidraulica K, (m?2/d)m, que
se reducen a m/d. Aunque son las mismas unidades que la velocidad, q no corresponde a la
velocidad real del agua subterranea. Esto es debido, a que A, el drea de la seccion transversal
que se usa en el calculo de g, es el area de la seccién transversal de todo el acuifero analizado,

en realidad, el agua se mueve sélo en una porcién del acuifero: el espacio poroso.

Es posible observar en la figura 1.23a que para que el mismo volumen de flujo circule a
través de un area de seccion transversal menor, la velocidad del flujo debe incrementarse. Si la
velocidad del flujo a través del drea A; es q cuando la totalidad del drea A; estd disponible,

entonces la velocidad del flujo a través de la seccién reducida A, serd v, en donde:

qAs = vA; =Q

En el ejemplo de la figura 1.23a, la relacion 2‘—? es igual a la relacién de volumen de los
poros con respecto al volumen total, en otras palabras, es la misma que la porosidad. Por lo
tanto

y— Z _ nQAl -1 (1.4)
Desgraciadamente, en acuiferos del mundo real los poros no son tubos cilindricos perfectos, sino
que son de formas variables figura 1.23b). Por otra parte, no todos los poros permiten el paso del
flujo de agua subterranea; algunos estan taponados en alguno de sus extremos. Finalmente, el
agua no utilizard el ancho total de los poros, y siempre existird una capa inmévil (la capa limite)
alrededor de las particulas de material. La consecuencia del tamano variable de las aberturas
significa que es necesario considerar una velocidad promedio: la velocidad que ocurriria en los
poros, manteniendo la misma porosidad y conductividad hidraulica, si todos fueran del mismo
tamano. El efecto de los poros que no contribuyen al flujo de agua, asi como el de la capa limite,
es que la porosidad que es necesario utilizar en los calculos de velocidad de flujo serd menor que

la obtenida cuando se utliliza la ecuacién 4.22. El resultado de lo anterior es que la ecuacién

para el calculo de la velocidad del agua subterranea se convierte en:

. ¢ KI
G = — = —
ng ng

(1.5)
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Figura 1.23: Flujo a través de los poros a) El agua que fluye a un volumen ¢ por unidad
de tiempo por la seccidon transversal unitaria a través de una tuberia, tiene una velocidad de
q unidades por unidad de tiempo, y viajard a una distancia ¢t en el tiempo t. Para que el
mismo caudal especifico, ¢, se presente a través de un medio poroso, la velocidad de flujo debe
incrementarse a v, debido a que sélo una parte (el area de los poros) de la seccién transversal
estd disponible para el flujo. b) En un medio poroso natural, tinicamente una porcién del espacio

poroso contribuye al movimiento del agua.

en donde v; es la velocidad promedio del movimiento del agua subterranea y ng es la llama-
da porosidad cinematica o porosidad dinamica, aquella parte de la porosidad que tiene
relacién directa con el movimiento del agua subterranea. Aunque la determinacién de ng en

campo o laboratorio no es facil, el valor generalmente es muy cercano al del caudal especifico,
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por lo que éste puede utilizarse como una buena aproximacién para ng en la ecuacion 1.5.

En el ejemplo de la figura 1.22 se observa que el nivel freatico se abate 15m. en una distancia
de 5000m. por lo que el gradiente hidraulico promedio, I, es % 0 0,003. Si se supone que el
acuifero consiste en un drea homogénea con una conductividad hidrdulica de 57 y una porosidad

dindmica de 0,15 o 15 %, a partir de la ecuacién 1.5 se calcula v; de la siguiente manera:

~ 5x0,003

e =0.1 ] 1.
v; 015 0,1m/dia (1.6)

Esto significa que son necesarios mas de 50000 dias, o mas de 135 afios, para que una mélecula

de agua, y por lo tanto presuntamente un contaminante viaje desde el subsuelo de la zona

industrial hasta el pozo de abastecimiento. Sin embargo, deben remarcarse algunos puntos.

1. Los céalculos no consideran el hecho de que el bombeo del pozo incrementaré el gradiente

hidréulico.

2. La suposicién de que el contaminante se desplaza a la misma velocidad que el agua
subterrdnea puede ser incorrecta. Los efectos de la difusién y adsorcién en realidad pueden

hacer que el contaminante se traslade a una velocidad menor que la del agua subterranea.

3. Si la porosidad dindmica es mayor, la velocidad del movimiento del agua serd menor y

viceversa.

Este ultimo punto tiene mucha importancia cuando se analizan acuiferos con fracturas.
Supongase que el acuifero de la figura 1.22 es una caliza donde las fisuras contribuyen a la
conductividad hidraulica y a la porosidad dinamica. La conductividad hidraulica promedio es
de 5m/d, pero la porosidad dindmica es de sélo 0,001 o 0,1 %. Si se utilizan estos valores en la

ecuacién 1.5, se tiene lo siguiente:

_ 5x0,003

i = =1 ' 1.
v 0.001 Sm/dia (1.7)

por lo que en este caso el agua se movera desde la zona industrial hasta el pozo en menos de 1
ano.
La diferencia en los tiempos de recorrido puede no ser importante. Si el contaminante

finalmente llega al pozo y se produce una degradacién de la calidad del agua extraida para el
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abastecimiento, ;qué importancia tiene entonces que el contaminante llegue en forma expedita
o después de un largo tiempo? La respuesta depende hasta cierto punto de la naturaleza del
contaminante. Algunos contaminantes pueden degradarse o descomponerse en subproductos
menos peligrosos si permanecen en el acuifero durante mucho tiempo. En forma similar sélo
algunos microorganismos peligrosos pueden vivir en el acuifero por mas de un afo. En el otro
extremo, se tiene que un tiempo de viaje largo puede ocasionar que un contaminante permanezca
encubierto en el acuifero por muchos anos, y que quizé aparezca stubitamente en el pozo mucho

tiempo después de que las condiciones que originaron la contaminacién hayan cesado.

Calculos de este tipo pueden utilizarse para definir zonas de proteccion alrededor de
los pozos que se utilizan para abastecer poblaciones. Para proteger el abasto dentro de estas
zonas, las actividades que pueden originar la contaminacién del agua subterrdanea deben estar

restringidas.

1.8 Calidad del Agua Subterranea

Debido a que el agua subterranea se mueve a través de las rocas y la tierra del subsuelo, puede
facilmente disolver sustancias durante este movimiento. Por dicha razén, el agua subterranea
muy frecuentemente puede contener mas sustancias que las halladas en el agua superficial.
La contaminaciéon del agua puede definirse como la modificacion de las propiedades fisicas,
quimicas o bioldgicas que restringen su uso. Las sustancias que modifican la calidad del agua

de los acuiferos se dividen en:

1. Las presentes en la naturaleza y en aquellas producidas por las actividades del hombre
(antropogénicas). Dentro de las primeras se encuentran: arsénico, flior y elementos radi-
activos, entre otros; mientras que en las segundas se incluyen bacterias, virus, nitratos,

orgénicos sintéticos e hidrocarburos (solventes, pesticidas, etc.)

2. Materiales pesados. Las fuentes de contaminacién se pueden originar en la superficie
del terreno, por ejemplo, la agricultura; en el subsuelo por arriba del nivel fredtico, por
ejemplo, basureros a cielo abierto; y en el subsuelo por debajo del nivel freatico, como es

el caso de pozos abandonados. Los acuiferos costeros pueden contaminarse por intrusién



Aguas Subterrdneas 65

salina y las fosas sépticas son, tal vez, las fuentes de aguas residuales que més contribuyen

a la contaminacion del agua subterrdnea.

1.9 Descarga de los acuiferos

Ahora es tiempo de analizar como es que el agua sale de un acuifero. Una forma es mediante
la extraccién de un pozo. Sin embargo, el agua ya entraba y salia de los acuiferos mucho tiempo
antes que las personas comenzaran a perforar pozos, por lo que es necesario comprender cémo

realiza la naturaleza esta parte del ciclo del agua.

El agua que abandona un acuifero en forma natural generalmente escurre en sistemas flu-
viales (aunque el agua de un acuifero costero puede descargar directamente al mar). El area
de terreno natural que avena hacia un rio se denomina cuenca del rio o simplemente cuenca;
la porcién topograficamente elevada que separa dos cuencas se denomina parteaguas. Cuan-
do el terreno natural es impermeable, la cuenca contribuye con escurrimiento superficial y
escurrimiento subsuperficial; sin embargo, en cuencas donde existen materiales geoldgicos per-
meables, una porcién del escurrimiento del rio estd compuesta por agua subterranea. En este
caso, se considera que el rio tiene una cuenca superficial y una cuenca subterranea; si el
nivel fredtico es una réplica exacta de la topografia, los parteaguas de las cuencas coinciden,

como en la figura 1.24a.

Esto sucede cuando los materiales geoldgicos son homogéneos e isétropos, aunque también
puede ocurrir cuando no lo son. Las trayectorias de flujo subterraneo en una cuenca homogénea
e is6tropa seran similares a las que se presentan en la figura 1.24b. El flujo proviene de las zonas
de recarga, que se presentan en las porciones topograficamente elevadas, y llega hasta la zona
de descarga, que estdn en partes bajas y planas. Obsérvese que el flujo subterrdaneo tiene
lugar a lo largo de todo el acuifero: no existen puntos donde el agua subterranea se estanque a
profundidad. Las componentes de flujo vertical revelan que deben existir componentes verticales

en los gradientes hidraulicos.
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Figura 1.24: &rea de recarga y descarga a)parteaguas superficiales (S) y parteaguas de
aguas subterrdnea (G) entre valles en una regién compuesta por materiales geoldgicos imper-
meables, homogéneos e is6tropos. b) Patrones de flujo de agua subterrdnea implican gradientes
hidraulicos verticales que pueden medirse por medio de piezémetros. Obsérvese que la carga
disminuye con la profundidad en las zonas de recarga (R) y se incrementa con la profundidad en
las zonas de descarga (D). Estos efectos se manifiestan en los niveles de agua en los piezémetros
en R y D. En el piezémetro més profundo ubicado en D, la carga esta por arriba de la superficie

del terreno natural
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Las diferencias de carga entre los puntos ubicados a diferentes niveles dentro del acuifero
pueden registrarse por medio de piezémetros. Existe una composiciéon de flujo hacia abajo (y
por lo tanto un gradiente hidraulico) bajo las zonas de descarga (figura 1.24c). Estas diferencias
de carga se presentan aunque el acuifero sea perfectamente homogéneo e isétropo: sin embargo,
es comun que en muchos acuiferos las diferencias de carga se incrementen por variaciones de
la conductividad hidraulica en el sentido vertical. La cldsica situacion “artesiana” es una caso
extremo de esta condicién, cuando se considera un piezometro profundo como en D (figura

1.24c).

El agua subterranea descarga de un acuifero libre cuando el nivel freatico intersecta la
superficie del terreno natural. Al flujo de descarga que es difuso se le denomina lloradera; si

la descarga es localizada, por ejemplo a lo largo de una falla o fisura, se la llama manantial.

1.10 Pozos para agua

No se conoce cudndo, como y dénde fue hecho el primer pozo. Es posible que la fuente
de abastecimiento de agua de los primeros miembros de la raza humana haya sido un rio
o un manantial, y que al presentarse algin periodo de sequia, el manantial paulatinamente
haya dejado de fluir o el rio haya comenzado a secarse. Seguramente nadie pudo explicar el
fenémeno en funcién del abatimiento del nivel freatico. Sin embargo, a alguien pudo habérsele
ocurrido cavar un agujero cerca de un manantial, o al notar que varias partes del lecho del rio
permanecian himedas, pudo haberle llegado la inspiracién de cavar un agujero hasta llegar al

agua que debidé haber estado justamente debajo de la superficie del terreno.

Cuando el rio fluye de nuevo, el agujero sin duda se perdio; posteriormente, al secarse el
rfo una vez més, se tuvo que empezar desde el principio. Unos anos més tarde se descubriria
que no era necesario hacer la excavacién en el lecho del rio, sino que se podia realizar a cierta
distancia del cauce principal, donde seguiria aportando agua sin ser dafiado por una avenida

del rio.
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A partir de aqui y por razones de conveniencia se denominaran norias a las obras de
excavacion para obtener agua y pozos a las obras de perforacion. Es posible hacer otras dis-

tinciones con base en el didmetro, o el propdsito; sin embargo, se adoptaran otras definiciones.

1.10.1 Bombas

Después de construir un pozo, el agua debe ser llevada a la superficie por medios artificiales,
a menudo que el agua fluya en forma natural. Una cubeta y una cuerda eran suficientes para
abastecer una casa de campo; sin embargo, ahora los pozos obtienen agua por medio de una
bomba. Hace unos cien afios las bombas de pozos operaban bajo el principio de pistén reciproco.
Un impulso ascendente de un pistén en un cilindro vertical inyectaba agua al cilindro, donde un
arreglo simple de valvulas evita que sea desalojada cuando el piston regresa en su movimiento
descendente; el siguiente impulso ascendente desplaza esta agua del cilindro hacia la tuberia
de acceso a la superficie. Versiones pequenas de estas bombas pueden manejarse manualmente,
tales bombas satisfacen las necesidades béasicas de agua de paises en desarrollo como por ejemplo
Bangladesh. A fines del siglo XIX y principios del siglo XX, las bombas de pistén de mayor

tamano eran movidas por maquinas de vapor.

Con la presencia de unidades rotatorias de alta velocidad, como los motores eléctricos, las
bombas que operan bajo ese principio tomaron un lugar preponderante. La categoria mas im-
portante de las bombas es la centrifuga. En una bomba centrifuga, una rueda con impulsores
gira y hace que el agua en la bomba se mueva alrededor y hacia fuera (figura 1.25a). Esto causa
un aumento de la presién en la pared exterior de la bomba, y un decremento cerca del centro
del impulsor. El agua es conducida a través de la bomba, del centro hacia la salida, donde se
desplaza por la tuberia hacia el exterior. Desde otro punto de vista la bomba transfiere energia

del motor al agua.

Las bombas centrifugas pueden montarse en la superficie cerca del pozo con la tuberia de
succién o toma colocada dentro del pozo por debajo del nivel estatico. La operacién de la bomba
reduce la presién en la tuberia de succién (figura 1.25b) por debajo de la presién atmosférica.

Debido a que la atmésfera ejerce su presién completa sobre la superficie del agua en el pozo, el
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agua es forzada por la tuberia de succién. Si la bomba puede reducir la presion en el punto se
succién a cero, (en otras palabras crear un espacio perfecto), la presién atmosférica hara subir
el agua a una altura de casi 10 m. por arriba del nivel estatico en el pozo. En la préatica, debido
a limitaciones mecanicas y a la posibilidad de que se formen bolsas de vapor de agua en el agua
misma, estas bombas no pueden operar cuando el nivel estatico se encuentra a mas de 7 m. por

debajo de la posicion de la bomba.

« Tuberia de distribucién

a)
——® impulsor
: '\"\xlmﬂ de succion
b) bomba
Tuberia de -
suecién T
\_ —m(md
{10 —tpichancha

Figura 1.25: Bombas centrifugas a) El principio de la bomba centrifuga. b) Una bomba
centrifuga que se utiliza para extraer agua de una noria. Cuando se bombea agua de un pozo, la
tuberfa de succién a menudo se fija en la parte superior del ademe (tubo de acero al carbono que
se introduce dentro del pozo de agua para evitar que el suelo se separe y taponee nuevamente

la perforacién) del pozo.
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Cuando se requiere elevar el agua a alturas mayores, el problema se resuelve poniendo la
bomba centrifuga debajo del agua con el eje de los impulsores colocado en forma vertical. La
bomba puede ser instalada en el fondo del pozo, unos metros por arriba del nivel estatico,
por medio de una guia vertical, y puesta a funcionar por medio de un motor colocado en la
superficie. Lo usual en la actualidad es instalar un motor eléctrico a prueba de agua por debajo
de la bomba (el cual se enfria por el paso del agua que fluye) y extraer directamente el agua.
Este tipo de bomba se denomina eléctrica sumergible. Si el agua debe elevarse a mas de 10m.
por encima del nivel estatico, se hace necesario el uso de varios impulsores, uno arriba de otro,
y que cada uno aporte energia al agua. Cada grupo de impulsores se denomina tazon; el uso de
cinco a 10 tazones es lo comtn, pero pueden ser usados 20 tazones o mas para llevar el agua a
alturas grandes. Debido a que el disefio de los impulsores de estas bombas es por lo general del
tipo denominado turbina, estas bombas de pozo profundo son cominmente llamadas bombas

de turbina.

Otra forma de bombeo de agua que debe mencionarse es el bombeo por aire. En este
método (figura 1.26) el aire de un compresor se inyecta a un sistema de conduccién que lo lleva
por debajo del nivel estatico en el pozo, donde escapa como burbuja. La mezcla resultante de
aire y agua es menos densa que el agua en el pozo, por lo que esta columna espumosa de agua en
la tuberia de descarga debe incrementarse en longitud si se quiere que la presién en la base de la
tuberia sea la misma que la presién en el agua del pozo. Si la columna de la mezcla de agua - aire
puede ser lo suficientemente larga, la presion sera igual. Si el sistema se disefia correctamente, la
mezcla agua - aire descargard a la superficie antes de que este equilibrio ocurra; la presion (y la
carga estatica) al fondo de la tuberia de descarga serd siempre menor que la del pozo, y el agua
fluird del pozo hacia la tuberia de la descarga. El agua que llega a la tuberia se convertird en
una “espuma” y el proceso continuara. Esta descarga causa un abatimiento en el nivel estatico

del pozo que ocasiona que el agua fluya del acuifero hacia el pozo.

El bombeo por aire es poco eficiente y, consecuentemente, poco econémico para ser usado

por periodos largos. Este sistema es ideal para bombear un pozo por un periodo corto, tal vez



Aguas Subterrdneas 71

en forma inmediata después de terminar su construccién, ademés de que permite bombear sin
preocuparse del tamafio de la bomba. A menudo se usa como un método de extraccién a largo
plazo cuando se extrae agua corrosiva, o cuando ésta contiene arena que danaria las partes

moviles de una bomba convencional.

entrada de aire ——; ; : s 3
| tuberia de inyeccion de aire

tuberia de
descarga

descarga

nivel estatico

mezcla agua - aire
en la tuberia de
descarga

Figura 1.26: El principio de bombeo con aire. La menor densidad de la mezcla agua - aire
produce que la presién en A sea menor dentro de la tuberia de descarga que fuera de ésta; por

lo tanto, el agua fluye del pozo hacia la tuberia de descarga.

En las secciones anteriores se indicé lo necesario para comprender que las aguas subterraneas
son parte del ciclo del agua, como el agua llega a los acuiferos, como se almacena, los factores
que gobiernan su movimiento a través del acuifero y por iltimo se senalé céomo es que el
agua sale del acuifero. Ahora en el siguiente capitulo se examinan los elementos de valoracién y
procedimientos de estimacion en los usos de: abastecimiento municipal, riego, y disfrute estético
recreativo in situ. Los sectores y actividades citados no constituyen una relacion exhaustiva de

las funciones de valor del agua.



CAPITULO 2

VALORACION ECONOMICA DEL AGUA

“El agua es el vehiculo de la naturaleza”

Leonardo Da Vinci (1452 - 1519)

Antes de entrar en materia de la valoracién econémica del agua, vamos a proporcionar

ciertas definiciones que seran de utilidad para la comprensién de este capitulo y el siguiente.

Definicion 2.1. Bien
Es todo objeto, elemento material o cosa que sirva para satisfacer alguna necesidad humana,

tienen alguna demanda por parte de personas u organizaciones que consideran que reciben un

beneficio al obtenerlos.

Definicion 2.2. Bien econémico
Los bienes economicos son aquellos que se adquieren en el mercado pagando por ellos un precio.
Los productos sujetos a precio o condiciones restringidas de acceso, son ejemplos de bienes

economicos.

Definicion 2.3. Bien final
Aquel bien que para ser utilizado no requiere de ninguna transformacion adicional. Se clasifican

en bienes de consumo y bienes de capital.

72
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Definicion 2.4. Bien intermedio
Aquel que es utilizado o estd destinado a ser utilizado como materia prima o auziliar de un
proceso de produccion y es a su vez, un bien producido. La madera se consideran un bien

intermedio, pues se utiliza para fabricar otros bienes, por ejemplo, muebles.

Definicion 2.5. Bien libre

Son aquéllos de los que se puede disponer en cantidades ilimitadas y que se pueden consumir,
sin necesidad de tener que pagar por ellos un precio. Son bienes que carecen de valor de mercado
Yy no precisan ser racionados, por encontrarse en abundancia en la naturaleza, de forma que
todo el mundo tiene acceso a ellos. Un ejemplo de bien libre seria el aire que se respira, que de
hecho es necesario pero muy abundante, y por tanto no es susceptible de asignacion mediante

procedimientos econémicos.

Definiciéon 2.6. Bien publico

Son de acceso universal, propiedad que puede tomar dos formas. Primero, no suscitan rivali-
dades, es decir, el hecho de que una persona o empresa utilice un bien publico no impide su
uso, en parte o total, al mismo tiempo por otros. Sequndo, son de uso no competitivo, es decir,
es imposible, impedir su uso por parte de los individuos. Un ejemplo claro de bien piblico son

las ondas de radio.

Definicion 2.7. Coste alternativo

Designa el coste de la inversion de los recursos disponibles, en una oportunidad econdmica, a
costa de las inversiones alternativas disponibles. El coste alternativo mide el coste de reparar el
danio ambiental de un proyecto. Por ejemplo, el coste alternativo del ruido del trdfico podria ser

el coste de instalar ventanas dobles, pero no mide el valor estrictamente el valor medioambiental.

Definicion 2.8. Coste social

Es la suma de los costos privados mds los costos externos, que tiene que ver con el impacto de
esta produccion en la sociedad. El costo externo es el costo que la produccion le genera a otros
que no son el productor. Por ejemplo, una empresa que contamina el agua, genera un costo

para las demds personas que usan esa agua.

Definicion 2.9. Coste variable

Un costo variable o coste varible es aquel que se modifica de acuerdo a variaciones del volumen
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de produccidon (o nivel de actividad), se trata tanto de bienes como de servicios. Es decir, si el
nivel de actividad decrece, estos costos decrecen, mientras que si el nivel de produccion aumenta,

también lo hace esta clase de costos.

Definicion 2.10. Elasticidad

El concepto de elasticidad mide la amplitud de la variacion de una variable cuando varia otra
variable de la que depende. Este concepto se aplica a las curvas de demanda y de oferta para
medir la variacion de la cantidad demandada u ofertada a raiz de variaciones de las variables

que las determinan.

Definicion 2.11. Elasticidad - precio de la demanda
Esta elasticidad mide la variacion de la cantidad demandada ante una variacion del precio. Se
calcula dividiendo la variacion porcentual de la cantidad demandada por la variacion porcentual
del precio.

La demanda de un bien es eldstica si la cantidad demandada responde significativamente a
una variacion del precio, e ineldstica si la cantidad demandada responde muy levemente a una

variacion del precio. Segun el valor de la elasticidad se puede hablar de:
1. Demanda perfectamente eldstica (elasticidad = infinito)
2. Demanda eldstica (elasticidad > 1)
3. Demanda con elasticidad unitaria (elasticidad = 1)
4. Demanda ineldstica (elasticidad < 1)
5. Demanda perfectamente ineldstica (elasticidad < 0)

Definicion 2.12. Externalidades Negativas

Se produce cuando las acciones de un agente reducen el bienestar de otros agentes de la
economia. Supongamos, por ejemplo, que existe un criadero de truchas en un lugar determina-
do. Para que las truchas crezcan y se desarrollen correctamente, deben mantenerse en aguas
limpias libres de contaminacion. Sin embargo, en un lugar cercano, existe un cultivo de flores
que utiliza sustancias quimicas para controlar las plagas de las flores. Por el viento y las condi-

ciones climdticas, estos compuestos quimicos contaminan las fuentes de agua cercanas, por lo
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tanto, el criador de truchas se ve seriamente afectado por las acciones del cultivo de flores

cercano; es decir, estd sufriendo un efecto negativo externo a él (una externalidad negativa).

Definicion 2.13. Externalidades positivas

Se produce cuando las acciones de un agente aumentan el bienestar de otros agentes de la
economia. Por ejemplo, supongamos que existe un cultivo de drboles frutales en un lugar de-
terminado. Vecino a éste se encuentra una empresa que extrae miel de abejas. Las abejas, para
producir miel, necesitan del néctar de las flores; a su vez, para que los drboles den frutas, es
necesario que exista una polinizacion, la cual se facilita por el movimiento de insectos de flor
en flor. Por lo tanto, sin haber pagado por ello, el duenio de los drboles estd beneficidndo de
una externalidad positiva por el hecho de que el vecino produzca miel de abejas y tenga abejas
cercanas a su cultivo. De la misma forma, el vecino estd recibiendo una externalidad positiva,

producida por el cultivo de drboles, por el hecho de tener cerca las flores de estos.

Definicion 2.14. Libre mercado

Término que se wutiliza para designar una economia cuando en €ésta existen escasas o nulas
restricciones o controles gubernamentales a los intercambios entre individuos y empresas. Indi-
viduos toman las principales decisiones respecto a la produccion y el consumo. Un sistema de

precios y mercados requla el que, como y el para quien producir.

Definicion 2.15. Precio Sombra de un producto

Es el precio de referencia que se estableceria para cualquier bien en condiciones de competencia
perfecta, incluyendo los costos sociales ademds de los privados. También cuando un bien o
servicio no tiene precio en el mercado se suele asignarsele un precio sombra con lo cual se
pueden realizar andlisis de costo o beneficios, los cuales representan el costo de oportunidad de
producir o consumir una mercancia aun cuando esta mo sea intercambiada en el mercado o no

tenga precio en el mismo.

Definicion 2.16. Productividad marginal

Limate de la relacion incremental entre productividad total y cantidad de input o, dicho de otra
manera, primera derivada de la productividad total. En sentido aproximado, productividad de la
dltima unidad de input utilizada. St la productividad marginal fisica se multiplica por el precio

del output o producto obtenido, se obtiene el valor de la productividad marginal.
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Definicion 2.17. Recurso Comiun
Son de libre acceso (no se puede restringir su uso) pero son limitados puede ser disminuido o
afectado (su uso por una persona st limita el uso por otros interesados). Por ejemplo: La pesca,

la caza.

Definicién 2.18. Valor Actual Neto (VAN)

Es un procedimiento que permite calcular el valor presente de un determinado nimero de flujos
de caja futuros. El método, ademds, descuenta una determinada tasa o tipo de interés igual para
todo el periodo considerado. La obtencidon del VAN constituye una herramienta fundamental para

la evaluacion y gerencia de proyectos, asi como para la administracion financiera.

Con estos conceptos podemos continuar con el estudio de la valoracién econémica del agua.

La naturaleza de bien econémico, en oposicién a la de bien libre, que aparece cada vez mas
reforzada en el caso del agua, constituye el motivo béasico del interés por su valoracién. Este
interés se acrecienta conforme aumenta la escasez relativa del recurso, por cuanto la estimacién
del valor es un requisito esencial para poder disefiar estrategias de incentivacién para su uso

eficiente.

Hasta épocas muy recientes, las politicas de abastecimiento de agua se disenaban casi exclu-
sivamente en el lado de la demanda. Por otro lado, el agua se consideraba demasiado importante
como para dejar su provision al juego del libre mercado. Con todo, ain en el caso de que tales
mercados hubieran existido, las dificultades para una asignacién eficiente no habrian desapare-
cido, dado que el agua presenta en gran parte las caracteristicas de los recursos comunes y
de los bienes publicos, campos donde la eficiencia del mercado resulta mas cuestionada. Todas
estas circunstancias determinaron en gran medida en el pasado una manifiesta parquedad de

estimaciones fundadas sobre la valoracién del agua.

La superaciéon de la carencia senalada apunta a la necesidad de derivar estimaciones del
valor acudiendo a metodologias apropiadas que tengan en cuenta la disponibilidad de informa-
cién y el balance coste-beneficio, incluidas las externalidades que comportan el suministro y

demanda de agua en sus diferentes utilizaciones. Entre estas metodologias cabe destacar como
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mas relevantes: la de la disposicién a pagar derivada de la curva de demanda, la de la valoracién
a partir de la productividad fisica marginal, la del componente residual en las cuentas de valor
anadido en que el agua aparece como input productivo, la del coste alternativo de lograr el

servicio que el agua presta, la de la valoracién contingente y la del coste de viaje.

Entre las dimensiones importantes a considerar en la valoracién deben senalarse: la cantidad,
la calidad, la pauta temporal y la distribucién espacial. La asignacién espacial es importante
ya que las reservas del recurso y los usos del mismo pueden tener, y con frecuencia tienen,
distinta ubicacién inicial, lo que conlleva la necesidad de captacion, transporte y distribucién
para satisfacer las necesidades en el punto de demanda. Otro aspecto de primordial importancia
es la distribucion del recurso en el tiempo, dado que en la mayoria de los usos las variaciones
temporales (estacionales) de la demanda resultan dificiles de ajustar a la evolucién rigida o
incluso contraciclica de la oferta. En esta misma dimension, el horizonte temporal considerado,
y en concreto la distincién entre el corto y el medio plazo, implica diferencias muy significativas
en las correspondientes valoraciones del agua. Respecto a la calidad, es importante considerar
tanto las exigencias que se plantean en los diversos usos como las consecuencias que sobre la
composicién del agua efluente aquéllos implican. La valoracion respecto a la cantidad debe
distinguir en principio entre captacién y consumo (agua efectivamente utilizada), y que, dado
que el agua es fugitiva y reutilizable, aparecen los ya citados aspectos de su caracter de recurso
comun y bien publico, apreciandose significativamente externalidades, positivas y negativas,

entre usos y agentes.

En términos econémicos, el proceso de valoracién debe tener en cuenta las siguientes especi-

ficaciones:

1. El caracter de bien publico o de bien intermedio que distingue unos usos de otros; el
bien final, por ejemplo, en el agua de bebida y en el agua para actividades de recreo;
y final intermedio, por ejemplo, en los usos industriales y en la generaciéon de energia
hidroeléctrica. La distincién anterior tiene implicaciones directas sobre los métodos de

valoracion.

2. La diferencia entre el valor marginal y el valor medio: el primero relevante en la deter-
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minacién de las condiciones de optimalidad; el segundo, méas ampliamente utilizado en la

presupuestacioén financiera.

3. La vinculacion de la valoraciéon a corto y largo plazo con la imputacién de los costes
variables o totales, respectivamente, de la oferta del agua. La distincién implica que, en
términos de valoracién neta, se deberd tomar el excedente sobre los costes variables o
sobre los costes totales segiin que el horizonte de la valoracién sea corto el corto o largo

plazo.

2.1 La cobertura de la medida

Al identificar las funciones que confieren valor al agua, debe considerarse, por un lado,
el componente de uso, que corresponde a la medida de bienestar que le reporta al individuo
(sociedad) la utilizacién del recurso en una u otra forma y, por otro lado, el componente de
no-uso, que recoge correspondientemente todas aquellas fuentes del valor que no implican una

utilizacién propiamente dicha del agua.

La valoracion de uso del agua puede a su vez desdoblarse en los bloques de uso directo y
uso indirecto, cuya suma configura el valor de uso actual. Otro elemento distinto lo constituye
el valor de opcién, que surge como una reserva de uso para un momento en el futuro, al no
poder contar con seguridad con la existencia futura del recurso considerado. La suma del valor
de uso uso directo mas el indirecto y el de opcién de uso constituyen el agregado de valor de

uso total.

El segundo componente que puede denominarse también valor intrinseco, o valor de exis-
tencia, vendria ligado a los valores mas inmanentes de los objetos, con independencia, parcial o
total, de la proyeccién que sobre ellos tenga el ser humano. Es obvio que tal componente dista
mucho de tener aceptacién generalizada pero, en una u otra medida, su sombra planea sobre el

campo de la valoracion.

Buscando la mayor cobertura conceptual, puede plantearse que el valor total es la suma

del valor de uso total y del valor de existencia. En condiciones de riesgo ante la disponibilidad
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futura de un bien o servicio ambiental, se formula el concepto de precio de opciéon como la
suma de la esperanza del excedente del consumidor y del valor de opcién. En el cuadro (2.1) se

esquematizan las relaciones entre los distintos componentes del valor.

Cuadro 2.1 FElementos componentes del valor total

Valor de uso actual = Valor de uso directo + Valor de uso indirecto
Valor total de uso = Valor de uso actual + Valor de Opcién
Valor economico total = Valor de uso total + Valor intrinseco

Precio de Opcién = Esperanza del Excedente del consumidor + Valor de Opcién

Una vez presentados, de forma general, los componentes del valor, se van a exponer en las
secciones siguientes los métodos de valoracion del agua de determinadas categorias de uso

especialmente representativas.

2.2 Abastecimiento Municipal

El abastecimiento municipal cubre habitualmente una diversidad de usos del agua. Estos
pueden agruparse en las siguientes categorias: residencial, comercial - industrial y servicios
publicos. Dentro del bloque residencial, a su vez, puede distinguirse el uso interior (principal-
mente bebida, cocina, bano, lavado) y el exterior (piscina, jardines, etc.). En la categoria de
servicios publicos se encuentran, entre otros, los de limpieza y riego de calles y parques, las
fuentes y el servicios de bomberos. En el grupo comercial - industrial se incluyen un buen
numero de centros de servicios (hoteles, restaurantes, lavado de automéviles), establecimientos
comerciales y una considerable proporcién de la pequena y mediana industria localizada dentro

o en la proximidad de los nicleos urbanos.

A nivel agregado, la demanda municipal viene influida en gran medida por factores propios

de cada localidad, tales como: el clima, la densidad de poblacién, y el precio repercutido por su
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consumo. Asimismo, y como elemento clave, debe considerarse la pauta temporal del consumo
(especialmente segin época del ano). En términos generales, niveles mas altos de consumo
corresponden a climas mas calidos, al periodo de verano, a mayores niveles de beneficios y a
menores densidades de poblacion. En lo que sigue de esta seccién se trata de evaluar el beneficio
social que comporta acompasar la oferta de agua a los incrementos de la demanda de la misma
(por crecimiento vegetativo de la poblacién o por otras razones) teniendo también en cuenta

los costes sociales que implica normalmente el aumento de la oferta.

El valor de un incremento en la oferta de abastecimiento debe estimarse por medio de la
correspondiente variacién neta de utilidad que le reporta a la poblacién en cuestiéon. En las
condiciones habituales de una baja elasticidad - renta de la demanda de agua, y representando
la factura del agua sélo una parte pequena de la renta de la familia tipo, la medida ordinaria del
excedente marshalliano del consumidor constituye una buena aproximacion a la medida exacta

de Hicks del cambio inducido del nivel de utilidad.

Si la curva de demanda de agua se desplaza desde la posicién inicial D hasta Do, la
valoracién total que los consumidores realizan del incremento potencial de su consumo desde
el punto de equilibrio @1 al ) podra calcularse por el area CBQ; Q) situada bajo la curva de

demanda Dy, el eje horizontal y las dos vertices que pasan por @ y @) (Figura 2.1).

Si a la poblacién se le ofrece la posibilidad de poder seguir pagando el consumo adicional
al precio P inicial, el valor neto o excedente que obtiene de tal incremento vendra dado por el
area ABC, resultante de restar al drea de valor total el pago efectuado por el consumo adicional,

pago que viene dado por el drea ABQ1Q)].

El precio P cargado por el consumo suele establecerse sobre la base del coste medio que le
resulta a la entidad gestora por la captacion, transporte, potabilizacion y distribucién del agua.
En este precio suele recogerse un cargo fijo por el derecho al servicio, un cargo variable por
el consumo y, en ciertos casos, un cargo también variable por la depuracién del agua residual
resultante. Al fijar el precio al nivel del coste medio, la entidad gestora del abastecimiento cubre

sus costes de infraestructura, operacién - mantenimiento y administracién. Estos son los costes
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que para la sociedad implica la provisién de la oferta de agua. Por lo tanto, el excedente ABC de
los consumidores representa, en el caso de mantenerse el precio P; como valoracién del coste del
aumento de la oferta de agua, la valoracién social neta del incremento de la oferta de Q1 a Q]
Esta cantidad neta corresponde al valor en origen del agua, antes de ser captada, transportada,

potabilizada y distribuida.

L

Cantidad

Figura 2.1: Valoracién de los cambios en la oferta - demanda de agua de abastecimiento

Para proceder a la valoracién anterior se necesita conocer la evolucion y perfil de las sucesi-
vas curvas de demanda, al menos en los tramos precio - cantidad relevantes. Pero dado que en
el abastecimiento de agua no existe habitualmente una gran variedad de pares precio-cantidad
observables, pues el precio fijado por la entidad gestora, que debe ser aceptado por los consumi-
dores (son precios aceptables), no cambia con frecuencia (y si lo hace es en respuesta a cambios
en las restantes variables determinantes de la oferta-demanda), no existe mucha disponibilidad
de datos para estimar econométricamente la curva de demanda. Es por ello que interesa poder

aproximar dicha curva utilizando la limitada informacién disponible.
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Entre la informacién minima se dispone siempre de un punto de la curva, el del par ini-
cial precio - cantidad, que se representara por (P;, Q). En cuanto a la parametrizacién de la
trayectoria de la curva D; en el entorno de ese punto, el enfoque paramétricamente més sencillo
y con sentido econémico es el de suponer una elasticidad - precio constante para la demanda.

Una curva de este tipo vendria representada por una Funcion Cobb-Douglas de la forma:

Q= kP° (2.1)

siendo k& el factor de escala y ¢ el valor (constante) de la elasticidad. Con el conocimiento del
par (@1, P1) y del valor de la elasticidad e, se puede calcular el valor del parametro de escala

k1 del periodo 1:

k1= Q1 Pf (2.2)

El valor de € puede, a su vez, obtenerse de una estimacién anterior, cuando se cuenta con
cierta diversidad de datos sobre pares precio - consumo, o bien por adopcién del pardametro

estimado para otra poblacién con caracteristicas semejantes a las del municipio en cuestion.

Una vez que se ha identificado D1, pueden obtenerse las curvas de demanda de los periodos
siguientes Do, D3, ..., si se postula un desplazamiento de dichas curvas conforme a una tasa de

crecimiento g (en funcién del crecimiento de la poblacién y/o de la renta), tal que:

ki = ki(14 g)t 1 t=2,...,T (2.3)

siendo t el indice representativo de los periodos futuros.

En el caso de situarse la curva de demanda ya en Dy (segundo periodo), la valoracién total,
VT, del incremento de oferta de agua desde Q1 a Q) (valor que es igual a la integral de la
funcién inversa de demanda, P(Q), a lo largo de Dy, entre los citados puntos de variacién de

la oferta, ) puede calcularse de la forma siguiente:
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Q4 (o] : 1 Hlyr
VT = / PlaniQ = | (Q) Q=L @ (2.4)

y, haciendo =z = —%, resulta:

1—x'Q7’1x_Q7‘f 1—x Qillx_a‘/f 1—=x Qi/lx_Qigf (2'5)

En el caso de que el aumento de la oferta venga acompanada de un incremento del pre-

K [Qa Ql]_<1+g>%%[@a Ql}_(lw)“Pngf{Q’l Ql]

cio desde P, a P,, por que el coste medio del abastecimiento adicional sea superior al del
abastecimiento inicial, la integral anterior debe calcularse entre el punto Q)1 y el ()2, donde

Q2 = max[Q1, min[Q], k2 P5]], siendo Q2 el nivel de consumo efectivo al nuevo precio P,

Por su parte, el valor neto, VN, del excedente social atribuible al incremento de consumo
vendria dado por la diferencia entre el valor VT y el producto P»(Q2 — (1), que representa el

coste social del abastecimiento adicional. Asi pues:

_(1+9)"PQT [Q; Q2

Para establecer comparaciones sobre la valoracién del incremento de la oferta de agua de
abastecimiento en diferentes contextos poblacionales interesa expresar tanto VT como VN en
términos unitarios (por unidad de incremento de la oferta de agua). Los valores unitarios co-
rrespondientes, simbolizados respectivamente por VTu y VNu, resultan de dividir VT y VN

entre (Q2 — 1), es decir:

(1+9)" P QT [Qi Q1}

1—=x W Q7
VTu= 2.7
Q2 — 1 27)
(14+9)* PLQT {QIQ _ @}
171. /x x
VNu = 2 9 _p, (2.8)

Q2 — Q1



Valoracion Economica del Agua 84

Para variaciones pequenias de la oferta de abastecimiento, los valores unitarios anteriores
se pueden considerar se pueden considerar como valores marginales, totales y netos respecti-
vamente, del consumo de agua. La magnitud de estas variables depende del nivel de precio
aplicado en el margen y del valor correspondiente da la elasticidad. Respecto a la variable pre-
cio la repercusion en el valor es directa y lineal, mientras que la elasticidad (en valor absoluto)

incide de forma exponencial e inversa.

Para una posicion dada de la curva de demanda, el valor marginal del agua se reduce al
aumentar la oferta y se eleva al disminuir ésta. Para niveles bajos de la oferta el valor se puede
hacer extraordinariamente elevado. En el limite, cuando las restricciones afectaran a los usos
de méxima prioridad doméstica (bebida, cocina) se alcanzarian valores marginales extremos.
No obstante, estos usos de médxima prioridad, no suelen representar mds alld de un 5% del
consumo del hogar, por lo cual, salvo en el caso de restricciones extremas en el suministro, no

se alcanzaran normalmente las valoraciones marginales méaximas.

Por otro lado, en las restantes categorias de uso municipal del agua existe un amplio margen
para la sustitucion del consumo de agua. Las posibilidades de sustitucion pueden depender de
las inversiones que se realicen, por ejemplo, en bienes de consumo duradero (como lavadoras,
lavavajillas, equipos de depuracién en piscinas), mas sofisticados y eficientes por su bajo con-
sumo de agua, y fundamentalmente de los cambios en ciertos hébitos (sustitucién del bano por
la ducha, riego més eficiente del jardin, del lavado del automoévil, etc.). En general las posibili-
dades de ahorro y conservacién del agua por estas vias son elevadas, sobre todo cuando se parte

de niveles de consumo relativamente altos.

Otro elemento clave en la valoracién del agua es la consideracion de la pauta estacional de
su demanda. En términos generales, el consumo de un dia de verano puede mas que doblar el
de un dia de invierno. Ello apunta a la necesidad de desdoblar la estimacién agregada anual y
considerar curvas de demanda diferenciadas segin la época del ano (distinguiendo al menos las
de invierno de las de verano). La implicacién de esta separacién es la de tratar normalmente con
demandas marginales mds eldsticas (curvas mds horizontales) y de menor valor (marginal) en

verano que en invierno, y por lo tanto de poder contar, en general, con margenes se sustitucién
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y conservaciéon mayores en la primera estacién que en la segunda.

Las diferencias en el consumo y en el valor marginal del agua entre verano e invierno tienen
importantes repercusiones sobre la planificaciéon 6ptima de los abastecimientos. En concreto, si
la capacidad de suministro actual sélo presentara restricciones para el periodo punta del ano
(de corta duracién), interesaria investigar las alternativas de resolver esa escasez puntual sin
recurso a grandes inversiones para aumentar la capacidad permanente del abastecimiento, pues

esa capacidad adicional quedaria ociosa la mayor parte del afio.

El disponer para dicho andlisis de estimaciones adecuadas del valor marginal del agua en el
periodo punta es un requisito informativo para valorar correctamente, en términos de coste -
beneficio, la rentabilidad social de los proyectos de ampliacién de la capacidad de abastecimien-
to. Por otra parte, en la valoracién coste - beneficio de aquella rentabilidad social interesa
distinguir el horizonte temporal, pues, segtin se comtemple el corto o largo plazo, el cdlculo del
excedente social neto se debe efectuar restando al valor total del aumento de la oferta de agua
la suma de los costes variables (operacién, mantenimiento y administracién) de dicho aumento,
o de éstos mas los costes fijos que resultan de la amortizaciéon de las grandes obras de captacién

y almacenamiento que requiere habitualmente la ampliacién a largo plazo.

2.3 Regadio

El manejo y la utilizacion sostenible de los recursos hidricos es parte de la ecuacién para
asegurar el abastecimiento de alimentos y mitigar los efectos del cambio climético, y tiene

especial importancia en nuestra Region.

El gran reto en la agricultura es producir mas alimentos con menos agua. Con el apoyo de la
Organizacién de las Naciones Unidas para la Agricultura y la Alimentacién (FAO), los paises de
la Regién trabajan por ese objetivo, buscando aumentar la eficiencia del uso del agua a través
de iniciativas como la mejora de los esquemas de riego y la reglamentacién del tratamiento de

aguas servidas y contaminadas para su reutilizacién en la produccion agricola.
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La demanda de agua para la agricultura depende en gran medida de factores como: el tipo
de cultivo y las caracteristicas del suelo, la localizacién de la zona de regadio respecto a la de

la reserva de agua, el clima, la época del ano y la propia calidad del agua.

La demanda de agua para riego es, a diferencia de la de uso personal doméstico, una demanda
derivada, su valor resulta de la contribucién que, como input del proceso agrario, supone el
agua de riego para la obtencion del valor de la produccién agricola. Adoptado el objetivo de
maximizacion del beneficio, el agricultor utilizara el agua hasta el punto en que su coste marginal
iguale al ingreso marginal. En términos de equilibrio parcial y optimizacién estatica, el proceso

se puede ilustrar con ayuda de los tres bloques de la figura (2.2)

La parte c) Representa la demanda D (perfectamente eldstica) del producto agricola y la
funcién de oferta S, de pendiente positiva, con el precio del producto P como argumento

y parametrizada por el coste C del agua utilizada como input.
La parte b) Representa la curva de productividad marginal del agua utilizada en el regadio.

La parte a) Muestra la curva inversa de demanda del agua de regadio: A = h(C, P*).

La cantidad de agua demandada A depende de su coste (precio) C, para un precio dado
P* del producto agricola en cuyo riego se usa. Al descender el coste del agua desde Cj a Co,
disminuye el coste marginal de uso de la misma y, por lo tanto, de cara a la optimizacién, debe
elevarse su consumo hasta el punto en que se restaure la igualdad entre su coste y el valor de
su producto marginal. Este equilibrio se logra en el nuevo punto (Ag, Q)2) de la curva Q = g(A)
de la parte b) en el que el valor de la tangente ay (productividad fisica marginal del agua)
multiplicada por el precio P del producto iguala a Cs. El descenso del coste del agua induce el
desplazamiento de la curva de oferta desde S; a Ss en la parte c), lo que conlleva un aumento
de la produccién agricola de Q1 a @2, y un aumento del excedente del productor dado por
el area sombreada entre ambas curvas de oferta. Este excedente del productor reflejado en la
parte c) es igual al representado por el drea sombreada de la parte a) expresado en términos de

excedente del “ consumidor” de agua para riego agricola.
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Figura 2.2: Demanda derivada de agua en la agricultura

Sin embargo, en un contexto mas general de equilibrio multiple en los mercados de factores
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y productos agrarios, y frente a variaciones en el coste del agua, el agricultor optimizara su

beneficio con una estratégia combinada en la que se incluyen, entre otros elementos:
1. Cambios en la mezcla de especies y variedades cultivadas en regadio.
2. Cambios en la proporcion de regadio y secano.
3. Cambios en la superficie total cultivada.

La composicién de la mezcla éptima de cultivos vendra determinada por: el precio de venta
de los productos, los costes de los inputs en los procesos correspondientes, los riesgos de la

produccién y de la venta y las restricciones agrobiolégicas y de entorno de cada tipo de cultivo.

A nivel agregado para el conjunto del sector agrario de una determinada zona, la elasticidad
de la demanda de agua para el regadio dependera de la sensibilidad de la respuesta de los
agricultores individuales ante las variaciones en el precio del agua. En general, a corto plazo y
dentro del periodo de crecimiento, la demanda serd bastante ineldstica. En el mas largo plazo,
de un ano para otro, se presentaran alternativas razonables de sustitucién en los cultivos y en

los procesos agricolas, lo que dara lugar a una demanda de agua mas elastica.

El hecho de que en el pasado la demanda de agua apareciera como muy inelastica a las
variaciones del precio podria venir explicado por el coste artificialmente bajo que dicho recurso
comportaba para su aplicacién en regadio (subvenciones directas, inputs energéticos baratos),
infravaloracién que generaba una renta econémica en su utilizacién. En la actualidad, sin em-
bargo, con problemas de escasez y calidad, la elevacién de sus costes influird presumiblemente

de forma significativa en la optimizacién del recurso escaso.

El valor de la elasticidad vendra determinado también por el margen de incertidumbre sobre
las variables (algunas exdgenas) que condicionan la economia del sector agrario. En general, el
agente adverso al riesgo serd menos sensible a la limitacién de su demanda (por ejemplo, puede
tratar de prevenir con mayor volumen de riego inicial eventuales problemas metereolégicos
posteriores) y también menos propicio a avanzar en técnicas alternativas (nuevas tecnologias)

economizadoras del recurso tradicionalmente barato. En la medida en que esta actitud adversa
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al riesgo sea predominante en el sector, puede reducir significativamente el valor de la elasticidad

de la demanda de agua.

Finalmente, aunque quiza de la maxima importancia, debe senalarse que la elasticidad precio
de este input viene condicionada por las modificaciones en la oferta - demanda de los mercados
de los productos agrarios de regadio. En efecto, si como consecuencia del encarecimiento del
agua se reduce la oferta del producto, la presumible elevacién en el precio de este ultimo
puede paliar o incluso revertir la caida de la demanda de agua de regadio, que en consecuencia
aparecera como menos elastica a la variaciéon de su precio. En esta misma linea debe apuntarse
que la elevacién inducida en el precio del producto anteriormente comentada puede motivar la
dedicacién de nuevas tierras a ese tipo de cultivo, lo que a su vez puede aumentar la demanda

del agua.

2.3.1 Meétodos de valoracién del agua de regadio

La especificacién precisa del significado de la valoracién del agua de regadio requiere la concre-

cién de al menos los siguientes elementos:
1. El cultivo o mezcla de cultivos a que el agua se dedica
2. El horizonte temporal, corto o largo plazo, de la valoracién
3. La referencia a la variable de medida seleccionada, valor medio o valor marginal.
4. La locacién, en el punto de aplicacion o en el punto origen, del flujo de agua utilizado.

La valoracién propiamente dicha, integrando los elementos anteriores, se realiza habitualmente
siguiendo alguna de las siguientes metodoldgicas: la de la funcién de productividad del agua,
la del desglose del presupuesto de las explotaciones agrarias representativas o las de la progra-

macion matematica, y entre éstas la lineal como mas difundida.
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2.4 Actividades recreativas, disfrute estético, habi-

tat natural

En las secciones anteriores se examiné la valoracion del agua en dos usos que requerian la
captacién previa del recurso. En esta seccion, por el contrario, se analiza la valoracién del agua
in situ, rios y lagos especialmente, donde sirve de soporte a actividades de recreo, disfrute y
al normal desarrollo de la vida natural de numerosas especies. En este sentido, la valoracién
aparece justificada tanto por usos efectivos como por las opciones de uso, y también por el valor

intrinseco del propio recurso y de los ecosistemas a que da soporte.

Esta drea de valoracion ha ido adquiriendo cada vez més importancia para la poblacion
de los paises por cuanto la oferta de espacios acudticos no degradados se ha ido reduciendo
progresivamente, al tiempo que por otro lado aumentaba la poblacién y la renta, y, con ella, la

presién de la demanda sobre estos recursos considerados como bienes superiores.

Ante la ausencia generalizada de mercados efectivos y eficientes para los servicios que so-
portan estos espacios acudticos naturales, la disponibilidad de informacién observada sobre
precios para fundamentar la valoracién es extremadamente limitada. Este hecho ha motivado
el desarrollo de metodologias especificas de valoracion, metodologias que no se circunscriben
Unicamente al agua, sino en general a los beneficios que se derivan de la disponibilidad de
espacios naturales. Entre estas metodologias ocupan un papel importante preeminente las del
coste de viaje, basadas en la funcion de produccién de utilidad doméstica, y la de la valoracién

contingente.

2.4.1 Metodologia de valoracion

El método del coste de viaje

La metodologia de coste de viaje se basa en la relacién de complementariedad entre la satis-
facciéon o disfrute que puede proporcionar un bien ambiental, la reserva/flujo de agua existente
en un area natural, y la demanda de bienes y servicios de mercado para hacer efectivo aquel

disfrute, segtn la teoria de la funcion de utilidad.
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El método de la valoraciéon contingente

En este método se solicita a una muestra representativa de la poblacién considerada que haga
explicita, en términos de su disponibilidad a pagar, la intensidad de su deseo por contar con la
disponibilidad del bien ambiental, frente a la alternativa de no poder disfrutarlo o incluso de
que el bien como tal dejara de existir. Es éste un método de valoracién directa que, a pesar de
su interés, presenta notables complicaciones metodolégicas. No obstante, su gran atractivo con
relacion a otros métodos, entre ellos el anteriormente mencionado del coste de viaje, radica en
que permite incorporar dentro de la valoracién no sélo los beneficios de los usuarios efectivos,
sino también las opciones potenciales de uso, asi como los valores de herencia hacia generaciones

futuras e, incluso, el propio componente del valor intrinseco del bien.



CAPITULO 3

OPTIMIZACION DINAMICA

“...Toda subestrategia de una estrategia optima es también optima’

Richard Bellman (1920 - 1984)

En muchas situaciones de la vida cotidiana se busca una forma adecuada (segin nuestras
necesidades, restricciones y objetivos), de abordar un problema de forma que se alcance el
objetivo deseado, de la mejor manera posible. Un ejemplo de esto es buscar el camino éptimo
para desplazarse de un punto A a un punto B dentro de una ciudad. Aqui hay muchas formas de
interpretar la frase “camino éptimo”; para algunos, el camino 6ptimo sera en el que se recorra

el menor tiempo; para otras personas serd el de consumo de menos gasolina, etc.

Gottfried Leibnitz (1646 - 1716) utiliz6 la palabra éptimo basandose en la palabra latina “op-
timus” que significa “lo mejor”. La palabra latina deriva del nombre de la diosa romana Ops,

diosa de la abundancia agricola.

En este capitulo se va a exponer una idea muy general de la Optimizacién Dinamica. La Opti-
mizacién Dinamica, estudia la optimizacion de sistemas dindmicos, es decir la optimizacién
de sistemas que evolucionan en el tiempo. Dado un sistema que evoluciona en el tiempo, se
trata de guiar o controlar el sistema de manera optima a lo largo de un horizonte temporal

dado, de acuerdo a un objetivo previamente fijado.

92
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La optimizacién es el acto de obtener el mejor resultado bajo condiciones dadas (fijas). El
acto de optimizar presenta frecuentemente un problema matematico de tal forma que se intenta
maximizar o minimizar una cierta funcion de varias variables con algunas restricciones impuestas
en las variables mismas; dicha funcién que representa el criterio de ejecucion del sistema es

llamada funcién objetivo.

El optimizador tiene bajo control algunas variables a las que llamaremos variables de de-
cisién. Su problema es el de encontrar valores para las variables de decisiéon considerando las
restricciones del problema en cuestion, y de esa forma poder maximizar o minimizar la funcién

objetivo. La secuencia de decisiones que tome el optimizador la llamaremos politica 6ptima.

Dentro del amplio abanico de teorias, técnicas y problemas que podemos enmarcar en el contexto

de la optimizaciéon cabe mencionar:
e La Teoria de juegos
e Método directo de célculo.
e Método del calculo diferencial clasico.
e Programacion lineal y no lineal.
e Kl Célculo de las variaciones.
e Teoria de Control 6ptimo.
e Programacién Dindmica.

En este trabajo de grado nos enfocaremos en abordar las tltimas dos técnicas: la Teoria de
Control Optimo y la Programacién Dindmica. Veremos la relacién que hay entre ellas y la

aparicion de la ecuacion diferencial parcial de Hamilton- Jacobi- Bellman.

La idea de control puede ser expresada como el proceso mediante el cual se ejerce una influencia
sobre el comportamiento de un sistema dindmico para alcanzar un propdsito previamente
fijado. Si el objetivo es optimizar una funcién costo que depende del control, estamos hablando

de la Teoria de Control C)ptimo.
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Richard Bellman definié la Teoria de Control Optimo como “una cierta disposiciéon de la mente,
mas que como un conjunto de teorias y modelos matematicos”. El objetivo, en sentido amplio,
es conseguir que un sistema funcione del modo “maés conveniente” se trata de intentar optimizar

el comportamiento de un sistema, cuando ello sea posible.

Esta teoria ha sido desarrollada desde principios de los afios 50 por un grupo de matematicos
rusos dirigidos por Lev Semenovich Pontryagin (1908 - 1988) y constituye una herramienta

fundamental para resolver problemas de optimizacion dindmica.

A través de la teoria de control &ptimo se estudian los sistemas reales, construyendo mod-
elos matematicos abstractos que, por una parte, los explique y, por otra, permitan regular la
evolucién del mismo mediante la adopcién de decisiones adecuadas: decisiones 6ptimas. A con-
tinuacién un ejemplo de la vida real donde queda ejemplificada las variables que interviene en

un Problema de Control 6ptimo. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. [7]
Consideremos el cuerpo humano de una determinada persona Alejandro. El cuerpo humano es

un sistema que evoluciona en el tiempo es por tanto un Sistema dinamico. Un dia determinado

Alejandro decide ir al médico, pues no se encuentra bien. El médico, tras escuchar al paciente,

lo examina para conocer su estado de salud: le toma la temperatura, la presion, y le hace

un electrocardiograma. FEs decir, el médico mide el estado del sistema en dicho momento y

toma nota de €l (son las variables de estado en dicho momento). Como el estado del paciente

no es el adecuado, hay que tomar medidas para modificar dicho estado: el médico le dice al
paciente que debe poner en prdctica las siguientes medidas: dormir ocho horas diarias, hacer
ejercicio fisico tres veces por semana, y dejar de fumar. Cuando el paciente ponga en prdctica
las recomendaciones hechas por el médico su estado de salud variard, de manera que cuando
vuelva al médico un mes mds tarde a pasar la revision, el valor que tomardn las variables de
estado serd diferente. Los nuevos valores de las variables de estado dependerdn de los valores

que tenian el mes anterior y de las medidas que se han puesto en prdactica (variables de control).

Las medidas que propone el médico se entiende que son las dptimas en la situacion de Alejandro:

llevar una vida normal para un hombre de su edad. Hubieran sido diferentes si el paciente fuera
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un deportista que se estd preparando para las prorimas olimpiadas por ejemplo, es decir, en

cada caso la funcion objetivo seria distinta y, en consecuencia, las medidas a tomar (variables

de control) también serian diferentes.

El ejemplo anterior probablemente no se pueda resolver utilizando técnicas de optimizacién
dindmica, al menos en los términos que estan expresados, ya que para ello hace falta que el
sistema dindmico en cuestién se pueda representar matematicamente mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales (en caso de tiempo continuo) o de ecuaciones en diferencias (caso de
tiempo discreto), conteniendo las variables de estado y las variables de control. Asimismo las
condiciones iniciales, las restricciones a las variables y la funcién objetivo del problema se tienen

que poder expresar matemdaticamente.

Formalizacién matematica[28]
Tras la presentacién del ejemplo anterior estamos en condiciones de analizar los elementos que

intervienen en la descripcién formal de un problema genérico de optimizacién dinamica.

e Fl tiempo, se puede medir en unidades continuas o discretas. Se suele definir en un inter-
valo que abarca desde un tiempo inicial 0 hasta un tiempo final T no siempre conocido.
El intervalo se representa como

0<tLT

e Las Variables de estado. Son n niimeros reales que caracterizan el estado del sistema en
el intervalo temporal. Denotaremos por x(t) al vector fila o columna (segun el contexto)

con componentes.
x(t) = (z1(t), z2(t), ..., xn(t))

Cada variable de estado se supone funcién continua del tiempo, de modo que la trayectoria
de estado es una funcién continua de valores vectoriales del tiempo, cuyo valor en cualquier

tiempo ¢ perteneciente al intervalo [0,T], es el vector de estado x(t).

e Las variables de control. Son m numeros reales que caracterizan las elecciones que
deben hacerse, son las decisiones que permiten llevar el sistema, de un modo éptimo, de

un estado a otro si ello fuese posible. Se representan por el vector fila o columnas (segin
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el contexto):
u(t) = (u1(t),ua(t), ..., um(t))

Cada variable de control ha de ser una funcién del tiempo continua a trozos, de modo
que resulte una trayectoria de estado que sea también continua a trozos, cuyo valor, en
cualquier momento del intervalo correspondiente, es el vector de control u(t) € Q . Donde

Q) es el conjunto de controles admisibles

e [Las ecuaciones de estado. Son un conjunto de n ecuaciones diferenciales que
caracterizan la evolucién en el tiempo (trayectoria) de las variables de estado. Su repre-

sentacion es

Las n funciones se suponen dadas y continuamente diferenciables. Si estas ecuaciones
diferenciales no dependen explicitamente del tiempo, se hablard de ecuaciones de estado

autonomas.

e Kl funcional Objetivo, es una aplicacion de las trayectorias de control en puntos de la

recta real, cuyo valor debe ser optimizado. Frecuentemente se escribe de la forma

T
7= [ Platt)u(t).0) + S@.a(1)
0

donde F(z(t),u(t),t) se denomina funcion intermedia, S(T,z(T')) funcién final. Las dos
funciones se suponen dadas y diferenciables. Un funcional del tipo anterior se dice que
esta en la forma de Bolza.

En el caso en que la funcién intermedia sea nula, es decir,

T
J:/O S(T, z(T))

hablaremos de un funcional de la forma de Mayer;

Si la funcién final es nula, estaremos ante un problema de Lagrange, es decir;

T
J:/O Fla(t), u(t), 1)
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e La funciéon Valor, proporciona el maximo valor del funcional objetivo del problema de

control, para un funcional objetivo de forma Bolza la funcién valor es;

T
V = mx /O Fa(t), u(t),t) + S(T, (T))

En resumen, el problema general de control es determinar:

T
max J = méx/ F(z(t),u(t),t) + S(T,z(T))
0

sujeto a:
o(t) = f(z(t),u(t),?)
x(0) = xg
u €

3.1 Principio de Maximo de Pontryagin

La clave de la Teoria de Control Optimo es una condicién necesaria de primer orden conocida
como el Principio del Mdxzimo. El enunciado del principio del méximo implica un enfoque que
es afin a la funcién lagrangiana y a la variable multiplicadora de Lagrange. Para los problemas
de control 6ptimo, éstas se conocen como la funcion Hamiltoniana y la variable de coestado,
conceptos que vamos a desarollar. El término principio del Maximo se atribuye a Lev Pon-
tryagin, en 1959, present6é condiciones necesarias de optimalidad, las cuales han sido llamadas
el Principio del Mdazrimo de Pontryagin, para problemas de optimizacion determinados de la
siguiente forma:

Considerese el siguiente problema general de optimizacion:
T
max J = méx/ F(z(t),u(t),t)dt (3.1)
0

sujeto a:
= f(z(t),u(t),t) (3.2)

z(0) = xg (3.3)
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u(t) € Q

donde tenemos tres variables, t la variable del tiempo, u(t) la variable de control donde € es el
conjunto de controles admisibles del problema y x(t) la variable de estado. Ahora introducimos
una nueva variable, conocida como la variable de coestado y la denotamos por A(t). Al igual
que el multiplicador de Lagrange, la variable de coestado mide el precio sombra de la variable

de estado, y con esta variable podemos ahora definir una nueva funcién.

Definicién 3.2. Funcién Hamilton o Hamiltoniano:/30]

H(x(t),u(t), t, M(t)) = F(2(t), u(t),t) + A(t).f(x(t), u(t), t)

El primer componente del Hamiltoniano designa el efecto del vector control sobre el valor
instantaneo del objetivo. El segundo componente expresa el aumento futuro del objetivo seguido
de la variacién del vector estado . Un Hamiltoniano es entonces la suma del valor instantaneo
del objetivo y de los valores futuros de este objetivo teniendo en cuenta la variacién del vector

de estado, ponderada por el precio asociado a esta variacion.

Ahora, el principio del maximo debe su nombre a que una condicién necesaria de primer orden
requiere que escojamos a u de modo que maximice el Hamiltoniano H para todos los instantes
de tiempo. Ademaés de la variable de control u, como H implica a la variable de estado z y la
variable de coestado A, el enunciado del Principio del Maximo también estipula como la forma
en que x y A deben cambiar respecto al tiempo, por medio de una ecuacién de movimiento
para la variable de estado x (ecuacién de estado) asi como una ecuacién de movimiento para la

variable de coestado (ecuacién de coestado).

La ecuaciéon de estado siempre viene como parte del enunciado del problema, como la ecuacién
(3.2). En el principio del maximo esta ecuacién viene dada de la siguiente forma:

dH .
N = f(.%'(t), u(t),t) =2z (3'4)

con la condicién inicial z(0) = . Mientras que la ecuacién de coestado viene dada por:

dA dH dF d
[

dt — dx  |dr

3.5
dzx dx (3.5)
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sujeto a una condicién de transversalidad que veremos mas adelante.

La ecuacién (3.4) y (3.5) constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales. Asi necesitamos
dos condiciones de frontera para determinar las dos constantes arbitrarias que van a surgir en el
proceso de solucién. Para esto podemos utilizar la condicién de estado inicial 2(0) = zy. Como
el estado terminal no esta fijo incluimos lo que llamaremos Condiciones de Transversalidad
como parte del Principio del Méximo para cubrir la brecha dejada por la condicién de frontera

faltante. Esta condicién viene dada de la siguiente manera:
ANT)=0

Ahora, si existe un control 6ptimo u* que maximice (3.1) sujeto a las ecuaciones (3.2) y (3.3),
y que ademds sea continuo a intervalos en [0,7] y si x*(t) es la correspondiente trayectoria
6ptima entonces se cumplen las ecuaciones (3.4) y (3.5) de estado y coestado para z*(t) y A, y

ademas:
u*(t) maximiza a H sobre (2 para todo ¢ € [0, 7]

Se ha de tomar en cuenta que en las condiciones necesarias para un Optimo aparecen las tres
variables x, A, y u en un par de ecuaciones diferenciales en x y A. La tercera ecuacion necesaria
para resolver el sistema se obtiene del requerimiento de que w*(¢) maximiza a H. Si u*(t) es
un méaximo interior (no en la frontera de u) entonces la tltima condicién de transversalidad se
reduce a:

dH

o |u:u*: 0

du

que es una ecuacién algebraica en A\, z*(t) y u*(t)

Procedamos ahora, a enunciar el Teorema del Maximo de Pontryagin.

Teorema 3.3. Principio del Maximo de Pontryagin /30/

Supdongamos que en el problema inicial 3.1 u(t) la variable de control varia en el conjunto
Q € R continua por partes en (0,T) y continua en t=0 y t=T. Sean ademds F y f funciones
C*, entonces si u*(t) es un control éptimo y x*(t) la trayectoria dptima inducida, eviste una

funcién A(t) tal que:
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(1) w*(t) mazimiza a H(t,z*(t), u*(t), A)

.s . L ; _dH
(ii) Excepto en los puntos de discontinuidad \(t) = —<-

(iii) Euwiste alguna condicion para t = T
En caso de que u(t) varie en el interior de §2, la condicion (i) puede escribirse como (ZTZI = 0.

Ademds las derivadas de H, y H, se evaluan en (t,z*(t),u*(t), A(t))
Demostracién. Definamos ¢(u) como:
T
p(u) = /0 {F(t,x(t),ut)) + A@)[f(t, (1), u(t) — ] }dt (3.6)
T
= /0 G((t,z(t), z(t)), \(t))dt (3.7)
donde

G((t,2(t),&(t)), u(t), A(¥)) = F(t, x(t), u(t)) + MO (8, 2(t), u(t)) — @(2)]
Nétese que p(u) = J de la ecuacién (3.1) debido a que: f(t, z(t),u(t)) — & = 0 por la condicién
(3.2) entonces,

A@) [f(E2(t), u(t) — 2] =

que es la segunda expresion de G.

Desarrollando G alrededor del punto (z*, #*, u*, A) mediante el Teorema de Taylor y eliminando
los términos no lineales, se tiene que:

Gt,z,z,u,\) = G(t,z*, 2%, u*\) + Gu(t,z*, 2%, u*,\N)Ax + Gi(t,z*, ", u*, \)A:s +
Gu(t,x*, 2% u*, \)Au + Gy(t, 2%, 2%, u*, \)AX

Como no se supuso ningun tipo de restriccién terminal, vamos a suponer que tanto T como xr
son libres. Si « y u representan cualquier escogencia valida para el problema de control éptimo

general mencionado anteriormente y x* y u* los 6ptimos, entonces se puede afirmar que:

T+AT T
Ap(u) = /0 G(t, x(t), #(t), u(t), A(¢)) dt — /0 Gt a*(t), & (1), u* (1), (1)) dt <0 (3.8)
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A su vez:

T T+AT
Ap(u) = /0 (GzAz, G: A%, Gy Au, GAAN) dt—i—/T G(t,z(t), z(t), u(t), \(t)) dt
T T+AT
= / {[Fe + MalAzx + [Fy 4+ A fu]Au — NAd }dt + / G(t,z(t), z(t),u(t), \(t)) dt
0 T

T T+AT
- / (H,Az + H,Au— Az} dt + / G(t, x(t), (), u(t), A(¢)) dt
0 T

Estamos suponiendo que z,&,u y A varfan en un intervalo 0 < ¢t < T 4+ AT y que todas las
derivadas parciales se evalian en (t,z*,&,u*,\). Ahora bien el ultimo término de la primera

integral puede desarrollarse integrando por partes del la siguiente forma:

T T
—/ Mt)Az(t) dt = —\(t)Az(t) [T +/ MAz(t) dt (3.9)
0 0

Por otro lado la dltima ecuacién de Ap(u) puede ser aproximada de nuevo por el Teorema de
Taylor
T+AT
| Gl 0.0, A0) dt = G, (), 5(D), uT)ANTDAT (3.0
0

y por consiguiente:
T .
Ap(u) = / {[Hz+ A Az+H Au} dt—\T)Az(T)+A(0)Az(0)+G (T, z(T), #(T),u(T), \(T))AT
0
Nétese que estamos extendiendo la trayectoria de z* linealmente a [0, + AT]. Se deduce que:
Ax(T) = Axp — 2(T)AT

Como Az y Aw son arbitrarias y « puede terminar en x(7") = z7, la integral debe ser cero. A

también es arbitraria y podemos, por lo tanto, escogerla de tal forma que

A=—H,=—F,— \f, (3.11)

Fy+Afu=0

Donde las derivadas se evalian en el éptimo. Es decir, tenemos las condiciones (i) y (ii). Final-

mente recordemos que Ap(u) < 0y por lo tanto utilizando la ecuacién 3.11 se deduce que:
—\NT) [Axy — 2(T)AT) + G(T,2(T),&(T),uw(T), \(T))AT =

“MT)Azr + [G(T), (T), & (T), u(T), \(T)) + MT)i(T)|AT =
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~“MT)Azr + [F(T, 2(T), w(T)) + NT) £ (T, =(T), u(T))]AT — \(T)Awr + H_rAT < 0

si tomamos en cuenta que G+ A& = F + \f = H.

En la siguiente figura representamos las relaciones entre las diferentes variables.

Figura 3.1: Principio del Maximo de Pontryagin

|
La ultima desigualdad en la demostracién anterior es fundamental para determinar segin la
restriccién en ¢t = T diferentes tipos de condiciones, llamadas Condiciones de transversali-
dad, segtin la condicién terminal que se imponga. En la demostracién se tomé a Ty x(T) = zp

libres. Si este no fuera el caso podemos inferir los casos mas usuales para las condiciones de

transversalidad:

Condicién Terminal Condicién de Transversalidad
(i) «=(T) = xp, T fijo,  a libre NT)=0

(i) «(T) = zp, T libre, z7 fijo H |4=1=0

(iii) 2(T) =xp, T libre, a7 libre MT)=0 y Hl=r=0
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(iv) z(T) =z, T fijo, a7 fijo no hay restriccién.
(v) z(T)=zr >z, T fijo ANT)>0 (=0sizr>2)
(vi) z(T) =z, T<T, wrfijo H|i=r>0(=0siT<T)

Esquemédticamente representamos los diferentes casos enunciados en la figura (3.2)

(1) (#) x(t) (ii)
' 2(T)
|
2(0) | 2(0)
| » +
] T } t
z(t) ¢ + .
(iii) () (iv)
#(T')
x(0)
i 1

(v) .'J.'l[!}“ l (vi)

-

~ 4

Figura 3.2: Principio del Maximo de Pontryagin



Breve Introduccion a la Optimizacion Dindmica 104

Ahora veremos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.4. [1] Supongamos que se trata de determinar la curva x(t), 0 <t <1 con z(0) =0,

cuya pendiente no sea nunca superior a 1 y que encierre un drea mdxima sobre la misma.

-

Figura 3.3: Determinacién de la curva, de pendiente acotada, que encierra un area

maxima bajo ella.

Solucion:
La respuesta al problema se resuelve de manera inmediata, con un razonamiento sencillo. Sea

z(t), 0 <t <1 una curva continua con x(0) =0, y sea:

1
J = /0 w(t)dt (3.12)

Se trata de encontrar una funcion x(t) que mazximice J sujeto a:

%‘f — u(t) (3.13)
z(0) =0
u(t) <1 (3.14)

Donde la pendiente u(t) es la variable de control.

Definiendo el Hamiltoniano H por:

H=2x+\u (3.15)
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la ecuacion adjunta necesaria para A es:

d\  dH

T 3.16
dt dx ( )
Con la condicion de transversalidad
A1)=0 (3.17)
De las dos ltimas ecuaciones se deduce que:
At)y=1—1 (3.18)
y de ahi.
H=z+(1-tu (3.19)

El Hamiltoniano H se maximiza (para w < 1) haciendo u = 1. Asi, en la trayectoria dptima se
tiene que ‘fl—”t” =1 y por lo tanto x* = t. La curva que mazimiza el drea bajo x(t) es pues la recta

que une (0,0) y (1,1).

Figura 3.4: Solucién 6ptima.

3.1.1 Extensiones

Para los problemas que implican descuento temporal, resulta a menudo mas conveniente

expresar el principio del maximo en términos del Hamiltoniano de valor corriente mediante
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la utilizacién de variables adjuntas de valor corriente. Para el problema general de maximizacién

de:

/O ! exp v (t, (t), u(t))dt + exp™® R(T, z(T)) (3.20)
sujeto a:
i = f(t,x(t),u(t)) (3.21)
u(t) € Q

se define el Hamiltoniano de valor corriente, H, como:

H=H(t,z(t),ut)ut)) =rt,z,u) + pft,z,u) (3.22)

La ecuacién para la variable adjunta de valor corriente p(t) es:

H = H(t,z(t),ut)u(t)) = rt,x,u) + pf(t, z,u) (3.23)

con la condicién de transversalidad:

dR

u(T) =" e (3.2

El principio del méximo (condicién necesaria para optimizacion) exige que la variable de control,
u, maximice H para todo valor de ¢ en el intervalo 0 < ¢ < T. Puede probarse este resultado a

partir de la definicién del Hamiltoniano, haciendo p(t) = exp® A(t).

La variable adjunta de valor corriente p(t) tiene una interpretacién econémica sencilla como
el precio sombra del recurso, es decir, representa el incremento en el valor presente (6ptimo)
del recurso, en ese momento ¢, consecuencia de un aumento unitario de la existencia, x en ese

momento.

3.1.2 Interpretacion Econémica del Principio del Maximo

La interpretacién econémica que se presenta en esta seccidén, se basa en un interesante
articulo de Robert Dorfman (1916 - 2002), que constituye una referencia habitual en los libros

de control éptimo en economia.
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Aspectos Previos

Para el problema basico de control 6ptimo que se estudias:

’ s T
%gj_mwéﬂﬂmmmwﬁ+ﬂﬂdﬂ)

sujeto a:
&= f(a(t),u(t), ) (3.25)
(to) = wo
y
u(t) € Q

se define la funcién valor, de la siguiente forma:

V:R"x[0,T] — R
(z, t)— V(z,t)

siendo
T
V(z,t) = méx/ F(z(t),u(t), )dr + S(z(T))
urJt
sujeto a:
&= f(z,u,7) para t <7 <T (3.26)

z(t) ==z
y

u(r) € Q

Dados z € R™,t € [0, T, por lo tanto V(x,t) proporcina el méximo valor del funcional objetivo
del problema de control, que comienza en el tiempo ¢, con estado z. En particular, V(xg,0) da
el valor objetivo éptimo del problema original.

Para cadai=1,2,...,n, sea:
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luego A;(t) es el ritmo de variacién de la funcién valor, frente a variaciones infinitesimales de la
variable de estado x;, en el instante ¢.

Interpretacion Econémica

Se considera el problema de decisiéon de una empresa, cuyo objetivo es maximizar el flujo de
beneficios obtenidos a lo largo de un horizonte temporal dado, que comienza en el tiempo ¢t =0

y termina en el tiempo 7.

En cada instante tenemos t tenemos que:

e z(t) representa el stock de capital de la empresa. Se supone conocido el stock de capital

inicial, z(0) = zo;

e u(t) representa las decisiones que toma la empresa, como puede ser por ejemplo, la tasa
de produccion, precio del producto, disenio del producto, etc. Estas son las variables de

control. Dichas decisiones estaran sujetas a ciertas restricciones u(t) € €2;

o F(z(t),u(t),t) es la tasa de beneficio instantdneo, medida en Bolivares por unidad de

tiempo.

e S[z(T)], es el valor en Bolivares de la empresa, en el tiempo final 7', cuando el stock de

capital final es z(7T).

Sea, ademds, para cada t, A(t), el cambio marginal en la funcién valor V' (z,t) frente a cambios
infinitesimales en el stock de capital x. Es decir, es la variacién marginal en los beneficios
Optimos que se generan, desde t hasta el final, producidos por un cambio en el stock de capital

en t. Por lo tanto, es el precio sombra de una unidad de capital.

La empresa puede elegir, dentro de los limites determinados, por el conjunto de restricciones,
la trayectoria que quiera para el vector de variables de control u(t), pero no puede decidir
independientemente, el stock de capital en cada instante. Se supone que el ritmo de variacién
del stock de capital en ¢t depende del stock de capital en ¢, de las decisiones que se toman en ¢

y del tiempo t. Expresado matematicamente, se supone que:

&= f(z(t),u(t),t) (3.27)
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El problema, por lo tanto, es:

T
%%J:m@/‘m@mwﬁ+ﬂﬂn] (3.28)
u(t 0
sujeto a:
x(0) =z
con
u(t) € Q

en donde en este caso x es escalar y u es vectorial.

Para este problema, el Hamiltoniano es:
H(z(t),u(t), t,A\(t)) = F(z(t),u(t),t) + X(t).f(x(t), u(t),t) (3.29)

En forma resumida, sin especificar las variables dependientes, se tiene:

H=F+\f

A partir de un instante cualquiera t € [0,77], en el que el stock de capital es (), y el vector de
variables de control es u(t), se considera un incremento de tiempo dt, suficientemente pequeno,
de manera que la empresa no cambie u(t) entre t y ¢ + dt.

Multiplicando el Hamiltoniano por dt, queda:

Hdt = Fdt + \fdt = Fdt + \xdt = Fdt + \dt

(1) (2)
en donde se ha ulilizado que
&= f(x(t), u(?),?) (3.30)
y que
dr = xdt
y ademas,

(1) F(x,u,t)dt, es el beneficio obtenido entre los tiempos ¢ y t + dt, si se parte del stock de
capital x y se aplica el control u. Representa la contribucién directa, en Bolivares, al

objetivo desde t a t + dt, si se esta en el estado x, y se aplica el control .
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(2) dz = f(z,u,t), es el cambio en el stock de capital desde t a ¢t + dt, cuando se estd en el
estado x y se aplica el control u, por lo que: Adx, representa el valor en Bolivares del
incremento del stock de capital. Es decir, el cambio de stock de capital de = a x4 dz, hace
que haya un incremento en los beneficios generados hasta el final del horizonte temporal,
utilizando las decisiones 6ptimas, de Adx Bolivares. Por lo tanto, puede ser considerado

como la contribucion indirecta a J, en Bolivares.

Por lo tanto, Hdt puede ser interpretado como la contribucion total a J, desde t a t 4 dt, cuando
z(t) = x y u(t) = u. Se ve claramente, a partir de la interpretacién del Hamiltoniano, que lo

que hay que méaximizar en cada ¢, es el H y no la funcién F. En efecto:

x(t) x(t+ di)
||

| |
t| t+4 dt

u(t)

—T
SC .

Figura 3.5: Decisiones que se toman en t.

Las decisiones que se toman en t, representadas por u(t), afectan al beneficio que se obtiene en
[t,t + dt] (contribucién directa), pero también a x(t + dt), y con ello al punto de partida de la
empresa en t + dt, y por lo tanto a su capacidad de generar beneficios desde t + dt hasta el final
del horizonte temporal (contribucién indirecta). Es claro que hay que elegir u de manera que
se maximize el Hamiltoniano y, con ello, la suma de la contribucién directa e indirecta.
Veamos ahora la interpretacién de la condicién 1:

dS[z(T)]

n \7T) = .

se puede expresar:

—d\ = Hydt = Fydt + A(fodt),
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en donde,
H F
d P d

dH _df
- dx’ T dx

H =
x dw’

Ja

Por lo que, a lo largo del camino 6ptimo, el decrecimiento en el precio sombra del capital desde
t a t + dt, es decir la depreciacion del precio sombra del capital desde ¢ a ¢t + dt, que puede ser
considerado como el coste marginal de mantener dicho capital, se iguala al ingreso marginal
de invertir dicho capital, que consiste en la suma de las contribuciones marginales directa e

indirecta. Por dltimo, la condicion final

dS|x(T
) = 48027
resulta evidente a la vista de la interpretaciéon dada a A(t), para cada ¢t € [0,T]. En efecto, en
T, final del horizonte temporal, ya no hay que tomar ninguna decisién, el valor de la empresa
es S[z(T)] y, por lo tanto, el precio sombra de una unidad de capital es
_ dS[x(T)]

AT) dx

(3.31)

3.2 Control Bang- Bang

Se dice que un control 6ptimo es Bang - Bang, si cada una de las variables de control
sélo toma valores en los puntos extremos de un intervalo. Veamos una familia de problemas de
control en la que el control éptimo es bang-bang.

Consideremos el siguiente problema de control:

u

T
maXJ:/O [F(x,t) + G(x,t)dt

sujeto a:
&= f(z,t) + g(z,t)u
con:
x(to) = xo
a<u<b

La funcién integrando del funcional objetivo, asi como la funcién que define la ecuacién de

estado, son lineales en w.



Breve Introduccion a la Optimizacion Dindmica 112

El Hamiltoniano es:

H(z,u,\t) = F(z,t) + G(z,)u + A[f(z,t) + g(z, t)u]

ix H(z*,u, \*, t 3.32
Joéx, (2%, u, N, 1) (3.32)

teniendo en cuenta la expresiéon de H, la ecuacién 3.32 es equivalente a:

afgggb[G(x 1)+ Ng(a",t)]u

cuya solucion 6ptima es:

b si G(z*,t) + Ng(z*,t) >0
u*(t) = { cualquier valor en [a,b] si G(x*,t) 4+ \*g(z*,t) =0
a si G(z*,t) + ANg(z*,t) <0

St G(x*,t) + Ag(z,t) # 0, salvo quizé para instantes de tiempo aislados, el control éptimo del
problema, suponiendo que existe, toma, o bien el mayor de los valores posibles, o bien el menor
de los valores posibles (pudiendo tomar cualquier valor [a,b] en los posibles instantes aislados).
Por lo tanto, el control éptimo es bang-bang.

Si el problema fuera de minimizacion, el control 6ptimo, en caso de existir, también seria bang
- bang.

A continuacién vamos a ilustrar con un ejemplo, una clase de problemas de control bang-
bang, llamados de tiempo minimo, utilizando un analisis grafico, caracteristico de este tipo de

problemas.

Ejemplo 3.5 ([7]). Hay que conducir un vehiculo desde una posicion de reposo inicial, a otra
posicion de repos final, recorriendo una distancia a, en linea recta. Los controles disponibles
para el conductor son el acelerador y el freno. La ecuacion de movimiento del vehiculo es:

d’x
2 =,
dt?

en donde u = u(t) representa la aceleracion o desaceleracion (frenado), y x = x(t), la distancia
recorrida en el instante t. El control u puede tomar cualquier valor comprendido entre —«

(frenando mdzximo) y [ (aceleracion mdxima), siendo o, 3 > 0. Se trata de trasladar el vehiculo

en el minimo tiempo posible.
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Solucion.
Con objeto de transformar la ecuacion de movimiento, que es una ecuacion diferencial de sequn-

do orden, en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, se definen las variables.

El problema a resolver es:

T
minT = / dt (minimizar el tiempo utilizado)
0

T
sujeto a:
&1 = g (relacién entre x1 y x2)
#2 = wu (ecuacién de movimiento del vehiculo)
con:
z1(0) = 0 (la distancia recorrida al principio, es cero),
z2(0) = 0 (la velocidad inicial es cero)
z1(T) = a (la distancia total recorrida, debe ser a)
22(T) = 0 (en el instante final, la velocidad es cero),

—a < u < [ (valores que puede tomar el control)

El Hamiltoniano asociado al problema es:
H(.%'l, o, U, )\1, )\2, t) =1 + /\1%’2 + )\gu

Vamos a resolver el problema utilizando simultaneamente el principio del mdximo y un método

grdfico en el plano de fases. Por el principio del mdximo:

Go= 22 (porTo que A1) = A)
8901

N = _9H = —\; (por lo que \5(t) = —At+ B)
8952

min  H(z], x5, u, AT, A5, t) = 1+ AJxs + Asu
—asu<fp
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cuya solucion optima es:

-« 51 A5 >0
u*(t) = q cualquier valor en [—a, 8] si A =
I6; 51 A5 <0

St u*(t) = B, las ecuaciones de estado serdn:
i’l = X9
o = f3
La solucion de dicho sistema es:

ra(t) = pBt+C

() = Zt2+Ct+D

Se puede expresar:

2
21(t) = a0 + (D - g‘ﬁ) ,

es decir:
1

stendo K1 una constante que depende de las condiciones iniciales.

z1

Representemos, en este caso, las posibles trayectorias de x1 y x2, en el plano de fases en la
figura 3.6
Cada pardbola corresponde a un valor de Kq. Las flechas indican el sentido de la evolucion a

través del tiempo, que se obtiene teniendo en cuenta lo siguiente:

e Como 220 =3 >0, xo es creciente en el tiempo.
e Como 21 = x9

1. serd, 1 > 0, y por lo tanto x1 creciente en el tiempo, st xg >0

2. serda, 1 > 0, y por lo tanto x1 decreciente en el tiempo, si xo < 0
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o Siu*(t) = —a, las ecuacion de estado serdn:
il = X2
To = —a«

=
e

Figura 3.6: Posibles trayectorias de x1 y z2, si u*(t) =

o

La solucion del sistema es:

zo(t) = —at+ E,

zi(t) = %tQ +Et+F
Se puede expresar

2
nt) = =5l OF + (F+ 5 )

es decir,

2
T1 = T5oE) + K>

siendo Ko una constante que depende de las condiciones iniciales. Representemos, en este caso,
las posibles trayectorias de 1 y w2, en el plano de fases, en la figura 3.7
Cada pardbola corresponde a un valor de Ko. Las flechas indican el sentido de la evolucion a

través del tiempo, que se obtiene teniendo en cuenta que:
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y

_—

N

Figura 3.7: Decisiones que se toman en t.

e Como &9 = —a < 0, resulta que xo es decreciente en el tiempo.
e Como 11 = x9 serd,

1. @1 > 0, y por lo tanto x1 creciente en el tiempo, si xo > 0

2. &1 <0, y por lo tanto x1 decreciente en el tiempo, st xg <0

Aunque, hasta ahora, hemos analizado por separado dos posibles valores para la variable de
control, puede ocurrir que dicha variable tome un valor para ciertos valores de t, y el otro valor
para los restantes valores de t, por lo que ahora se consideran simultdneamente los dos tipos
de trayectorias, es decir, se utilizan conjuntamente los dos grdificos anteriores para definir un

Unico grafico, que aparece en la figura 3.8.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales y finales del problema, la trayectoria optima
serd OBA, por lo que habrd que aplicar el control u*(t) = [ (mdzima aceleracion) al prin-
cipio, hasta que cierto instante t. en el que se cambiard u*(t) = —a (mdzimo frenado), que ya
se mantiene hasta el instante final.

A continuacion se calcula analiticamente el instante t. en el que cambia el control, y el instante

final T™.
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Figura 3.8: Solucién 6ptima en el plano de fases.

La ecuacion de la pardbola que contiene al tramo OB se calcula teniendo en cuenta que corre-

sponde al control u*(t) = 3, y que pasa por el punto (0,0), por lo que se verifica que:

0:21BOQ+K1:>K1:0
Por lo tanto, su ecuacion es:
= Qlﬂx%
La ecuacion de la pardbola que contiene al tramo BA se calcula teniendo en cuenta que pasa
por el punto (a,0), y que corresponde al control u*(t) = —a. Se obtiene:
-1,
T = %% +a
Las coordenadas del punto B se obtienen resolviendo el sistema:
Ty = %x%
T = %x% +a
de donde
oy = 2aa3 o = aa

a+ 3’ a+f

Como para u*(t) = [ se habia obtenido que:

.'L'Q(t) = ﬂt -+ C,
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y es x2(0), resulta que:

x5(t) = ft, para0<t<t.

Particularizando en t.:

. B _ [2aap 1 2aaf3 2aa
332(750)_/6756— o ﬂa:> tc_ﬁ\/a+ﬁ_\/ﬂ(a+ﬁ)

Calculemos ahora el instante final, es decir, el instante T* en el que se alcanza el punto A =

(a,0). En el tramo final se aplica el control u*(t) = —a. Ya conocemos que, en tal caso, es:

xo(t) = —at+ FE

como
xo(T*) =0
serd
—aT*+E=0
por lo que
E =aoT*
Yy

x5(t) = a(T* — t), para t. <t <T"
ya que x5 tiene que ser una funcion continua, serd,
x5(te) = a(T* —t.) = fBte

por lo que,

Por lo tanto:

R 50 <1</ 5t
—a iy <t <2
con
gt s10<t< 200,
2 (1) = (1) = 2 =15 VBt
_oy2 2a(atp)y  aa 20 _ 4 < [20(atB)
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si0<t<1/72“°‘
. " a+p
$(t) — .'172(1:) =, 2a(a+ﬂ) 5 ( 2aza+ﬂ)
—at + « A/ a‘f £/

Calculemos los valores que toman Xi(t) y A5(t). Al aplicar la condicion del principio del mdzimo

se habia obtenido:

Ni(t) = A

A3(t)

—At+ B

De acuerdo con la solucion optima calculada al aplicar la otra condicion del principio del mdxi-

mo, y con deducciones posteriores, deberd ser:

)‘; (tC) =0,
es decir:
2ac
0=-A/——— + B,
Bla+ B)
Por lo que:

win 2000
AZ(t)_A< Bla+B) t)’

Por otra parte, por ser T libre, se tendrd que cumplir la condicion de transversalidad:
[H]i=r+ =0

que en este caso queda como:

1+ \5(T*)u* (T*) = 0

es decir:

2aq 2a(a + ) B
1+A< Bath |~ aB >(ﬂ”‘0

1 2aac |2a(a+B)
A‘a< Bla+ D) aB )

y, por lo tanto, A es negativo.

Por lo que
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entonces, para

2a(a + )
aff

ala+ f)
oz—l—ﬂ af
o1 20 [2a(a+5))
AQ(t)_a<\/6(a+ﬂ) a8 ) (\/ﬂaJrﬁ >

Vemos que, efectivamente, para

2
O<t<1/ﬁ, es A5(t) <0

por lo que hay que aplicar u*(t) = 3, mientras que para

Oé+ﬁ es Nj(t
ﬁ(a+ﬁ af

por lo que hay que aplicar u*(t) = —a.

o
IN
~
IA

se tiene que,

El control optimo es de tipo bang-bang. Se ha encontrado un control admisible que lleva el sistema
desde el estado inicial al estado final en un tiempo finito. Ello quiere decir que existe solucion
al problema formulado. Por otra parte, la solucion optima, que sabemos existe, debe cumplir
las condiciones del principio del mazximo. Asi pues, al aplicar las condiciones del principio del
mdzximo, hemos obtenido que hay un unico conjunto de funciones para los que se cumple, por
lo que se puede asequrar que constituyen la solucion optima del problema, sin que haya que

estudiar condiciones suficientes.

3.3 Control Estocastico

En esta seccién se hace una introduccién al control estocdstico, para lo cual necesitamos
algunos conceptos de la teoria de probabilidad. El modelo matematico basico de la teoria de la
probabilidad es el espacio de probabilidad, que consta de una terna ordenada (€2, §, P) en donde

) es un conjunto arbitrario que convenientemente puede ser interpretado como el conjunto de



Breve Introduccion a la Optimizacion Dindmica 121

todos los posibles resultados de un experimento aleatorio. Al conjunto €2 se le llama espacio
muestral, y a un elemento tipico de €2 se le denota por w. El segundo elemento es una coleccién no
vacia § de subconjuntos de €2, llamada o-algebra, que es cerrado bajo las operaciones de tomar
complementos y uniones numerables. A los elementos de §, subconjuntos de 2, se les llama
eventos o conjuntos medibles. Finalmente el tercer elemento es una funcién P : § — [0, 1],
llamada medida de probabilidad positiva, que cumple los siguientes axiomas:

P(2) =1y es o - aditiva, es decir, si A1, A2,... es una sucesién de eventos, disjuntos dos a

dos, entonces:

P(J 4n) =) P(Ay).
n=1

n=1

Las leyes del azar estan representadas por las distintas medidas de probabilidad existentes.
El nimero P(A) es una medida de la frecuencia con la que se observa el evento A cuando se
realiza el experimento aleatorio. A la pareja (£2,F) se le llama espacio medible. En particular,
si B(R) denota la o-dlgebra mas pequenia que contiene a todos los intervalos abiertos de R,
entonces se tiene el espacio medible (R, B(R)). A los elementos de la o - dlgebra B(R) se le
llama Borelianos o conjunto de Borel medibles. Una variable aleatoria real, es una funcién
X : Q2 — R que transforma a los elementos de 2 en nimeros reales y es tal que para cualquier
B € B(R), el conjunto
X 1'B)={weQ:X(w) <€ B}

es un elemento de §. En este caso también se dice que X es una funcién medible entre los
espacios medibles (2, F) y (R, B(R)), o simplemente que es §-medible. Mediante una de es-
tas funciones uno puede pensar que el azar no escoge elementos de ) como resultados del

experimento aleatorio, sino nimeros reales.

El espacio medible (R, B(R)) puede convertirse en un espacio de probabilidad, entre otras
formas, con la ayuda de una variable aleatoria (va) X, de la siguiente manera. Para cada B €
B(R) se define Px(B) = P(X~!(B)). La funcién Py resulta ser una medida de probabilidad
sobre B(R). Se le llama la distribucién de X, si encierra en ella toda la informacién probabilistica
de X. Equivalentemente se estudia la funcién F(z) : R — [0, 1] dada por F(z) = P(X <x)y

llamada funcién de distribucién asociada a la variable aleatoria X.
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Si g es una funcién real de variable real tal que la composicién g(X) es una variable aleatoria
(va), entonces se define la esperanza de g(X) como sigue E[g(X)] = [*_g(z)dF(z), en donde
F(x) es la funcién de distribucién de X y la integral involucrada es una integral Riemann-
Stieltjes sobre la cual se asume su existencia. En particular, cuando g(z) = x se obtiene la
esperanza de X denotada por F[X]y cuando g(x) = (z— E[X])? entonces se obtiene la varianza

de X denotada por Var[X].

Mais generalmente, la esperanza condicional de una variable aleatoria integrable X, dada una
sub-c-algebra g C F, es una variable aleatoria, denotada usualmente por E[X | g], que es

integrable, g-medible y satisface la igualdad.

/E[x | gldP = /XdP,

para cualquier g € G. Estas tres propiedades caracterizan de manera tnica (en el sentido casi
seguro) a la esperanza condicional. Particularmente haremos uso de las siguientes propiedades:
Si X es g-medible, entonces X misma cumple con la definicién de esperanza condicional y por
lo tanto E[z | g] = X. Por otro lado también usaremos el hecho de que si X es independiente

de g entonces la esperanza condicional E[z | g] es la constante E[X].

Definicién 3.6. Un vector X = (Xi,...,X,) donde Xi,..., X, son wvariables aleatorias

definidas en un espacio de probabilidad (Q, F, P) es llamado vector aleatorio

Definicién 3.7. (Funcion de distribucion conjunta) La funcién de distribucion F =

Fxy,...,x, de un vector aleatorio (Xi,...,X,) esta definida por

Fx(x) = FXp""(x)
= PHwe: Xj(w) <z1,...,Xpn(w) <zp, })

= P(Xlg.%'l,...,Xn....%'n).

donde z = (z1,...,2,) € R™. Si la distribucién de un vector aleatorio X tiene densidad f,, uno

puede representar la funcién de distribucién Fx de X como

1 Tn
FX(xl,...,:L’n):/ ,/ X1, yn)dyr, ... dyn,
—0Q —00
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(x1,...,2y) € R",

donde la densidad es una funciéon que satisface

fx(z) =0,
para todo z € R", y
/ / X1,y yn)dys, ..., dy, = 1.

Si un vector X tiene densidad f,, todas sus componentes X;, los vectores de pares (X;, X (7)),
triples (Xj, X, Xy), etc., tienen una funcién de densidad. Estas son llamadas densidades

marginales.

Definicion 3.8. La esperanza o media de un vector aleatorio X esta dada por
pxr = E[X] = (Elz1],..., Elx,]) = (px1, ..., pxy)

La matriz de covarianza de X esta definida como

> = (cov(Xi, X;) 1i,j=1,...,n)
X

donde
(cov(X;, X;) = = E[(X; — px)(X; — pxy)]
= = E[(XiX;) — papz;)

es la covarianza de X; y X;. Nétese que la cov(X;, X;) = Var(X;) := o2ay.

Definicién 3.9. Vector Gaussiano. Un vector normal (Xi,...,Xy) es una coleccion de

variables aleatorias normales cuya funcion de densidad estd dada por

_ 1 1 -1 t n
donde, 1 es la media del vector y ¥ es la matriz de covarianza, el vector (z — p) = (X1 —

t

WXy -y X — 1x,) y (x — )b es su transpuesto.

Definicion 3.10. Independencia. Las variables aleatorias X1, ..., X, son independientes si,
para toda coleccion de indices 1 < i1 < ... < i < n y enteros 1 < k < n y todo subconjunto

Bl,...,Bn d@R,
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P(X“ c B’h;---aX’ik S Blk) :P(X“ c B“)P(X,Lk S sz)

Esto signfica que los eventos {X;, € B;, }{X;, € B;,} son independientes. Las va X1,...,X,

son independientes si y solo si su funcién de distribucion conjunta puede escribirse como sigue:
FXl,. . .,Xn(xl,...,a:n) = FXl(xl) . ..Fxn(l’n),

(1...2,) € R
Si el vector aleatorio X = Xj,..., X, tiene densidad fx, entonces Xji,...,X,, son independi-

entes si y solo si:

Ixyseo s Xn(z1, .o oyxn) = fxy(x1) ... Fx, (x4),

para (z1...x,) € R".

3.3.1 Procesos estocasticos

Un proceso estocastico describe la evolucién temporal de una variable aleatoria.

Definicién 3.11. Un proceso estocdstico a tiempo continuo es una familia {X;,t € I} =
{Xi(w),t € I,w € Q,I C R} de variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad

Q. Donde I es un intervalo, un conjunto finito o infinito numerable.
Un proceso estocéastico es una funcién de dos variables:
e Para un instante de tiempo t fijo, w € Q, X;(w) es una variable aleatoria.

e Para un w fijo es una funcién del tiempo X;(w), t € I. Esta funciéon es llamada

trayectoria del proceso.

Un proceso estocastico X = (X;,t € I) puede ser considerado como la coleccién vectores
aleatorios (Xy,,...,Xy,) para ti,...,t, y n > 1. Para cada uno de ellos podemos determinar

la esperanza y la matriz de covarianza.

Definicién 3.12. La funcion esperanza de un proceso X = {X,t € I} esta dada por

px(t) = px, = E[Xi],t € 1.
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Definicién 3.13. La funcion covarianza de un proceso X = {X;,t € I} esta dada por

Z(t, s) = cov(Xy, Xs) = E[(Xy — px())(Xs — pa(s))], t,s € L.
X

Definicién 3.14. La funcidén varianza de un proceso X = {X,t € I} esta dada por

O'gf(t) = Z(t,t) =var(Xy), t € 1.
X

Definicion 3.15. Las distribuciones finito-dimensionales de un proceso estocdstico X =
{Xt,t € I} son las distribuciones de los vectores finito-dimensionales (X,, ..., X, ), para todo

ti,...,tn €l yn>1.

Si dos procesos definidos en el mismo espacio de probabilidad satisfacen que sus distribuciones

finito dimensionales son iguales, entonces ellos son iguales en ley.

Definicién 3.16. Un proceso X = {X;,t € I} es estacionario si {X;} y {Xiyn} son iguales
en ley para todo t y todo h € I Esto quiere decir que X es un proceso estacionario $i sus
caracteristicas son invariantes respecto a traslaciones en el tiempo. Sea X = {X;,t € I} un

proceso estocastico y I C R un intervalo.

Si el estado en que se encuentra el proceso estocédstico depende sélo del estado anterior, pero
no de los anteriores a éste, estaremos ante un proceso de Markov. Cuando ¢ toma valores
discretos, diremos que el proceso estocastco es de pardmetro discreto y cuando toma valores

continuos, diremos que el proceso estocastco es de parametro continuo.

Un proceso de Markov es un tipo particular de proceso estocastico en el que inicamente el
estado actual del proceso es relevante a la hora de predecir el estado futuro. Es decir, la historia
pasada del proceso y la forma en que el presente ha emergido del pasado son irrelevantes. Un

proceso de Wiener es un tipo especial de proceso estocdstico de Markov.

3.3.2 Proceso de Wiener o Movimiento Browniano

Definicién 3.17. Un proceso estocdstico (Wi, t > 0) definido sobre un espacio de probabilidad
(2,5, P) es un proceso de Wiener o movimiento Browniano si satisface las siguientes

condiciones:
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(1) Wy =W(0,w) =0 para casi todo w.

(ii) El proceso {W(t,w) : t > 0} es Gaussiano sobre (Q, F,P) y para cualquier t y h con
t+h>0W(t+hw)—W(tw) tiene media 0 y varianza | h |.

(iii) W tiene trayectorias continuas, como se puede apreciar en la figura 3.12

10

Figura 3.9: Trayectoria de un Proceso de Wiener o Movimiento Browniano

Propiedades del Movimiento Browniano o Proceso de Wiener
(i) EWi] =0

(ii) E[(W)?] =t sit > 0.

(iii) EW W] = (s At).

(iv) E[(Wy — W)?] = (t —s) sit > s.
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3.3.3 Integral estocastica

En esta seccién se hace una breve introducciéon a la nocién de la integral estocédstica de Ito.
Sabemos que las trayectorias del movimiento Browniano no son diferenciables y tienen variacién
no acotada. Esto tiene su mayor consecuencia en la definicion de una integral estocastica con
respecto a las trayectorias Brownianas. La integral estocastica de It6 se definird como el limite
en media cuadratica de sumas de Riemann-Stieltjes. También aprenderemos una importante
herramienta conocida como el lema de Ito que no es méas que el analogo estocastico de la regla
de diferenciacion de la cadena.

Antes de introducir la definicion de integral estocastica daremos algunos conceptos importantes:

Definicién 3.18. La familia (F;,t > 0) de o-algebra sobre Q es llamada una filtracion si
F;, C Fy C F para todo 0 < s <.

Intuitivamente, una filtracion representa la evolucion de una historia.

Definicién 3.19. Sea X = {X;:t € R} un proceso estocdstico.

(i) Se dice que X es un proceso medible si X : Q@ x Ry — R es una funcion medible con

respecto a la o-algebra producto F ® B(Ry). Esto es X~ '(B(R)) C F ® B(R,).

(ii) X es adaptado a la filtracion {F; : t € Ry} si X; es Fy-medible (esdecir, X;'(B(R)) C F;),
parat € R.

(iii) La filtracion definida por Fy = o{Xs : s < t} es la o-dlgebra mds pequena que contiene a
la familia {X;*(B) : s € [0,t], B € B(R)}. Esta filtracién es llamada la filtracién natural

del proceso estocastico X.

Si el proceso estocdstico Y es adaptado a la filtracién Browniana natural F; = o{Ws,s < t}
para todo ¢, diremos que Y es adaptada al movimiento Browniano. Esto significa que Y; es una

funcion de Wy, s <t

Integral estocastica de It6

Los movimientos Brownianos se basan en la definicién del proceso de Wiener. Las trayecto-

rias del proceso de Wiener son continuas pero no derivables. Por tanto el paso de un proceso
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estocastico de tiempo discreto a otro de tiempo continuo no es inmediato. Requiere de la con-
struccién de una nueva herramienta matematica: la integral estocastica.

Por ejemplo las integrales del tipo

/ (s, w)dWa(w)

El hecho de que las trayectorias de los movimientos Brownianos no sean diferenciables ni de
variacion acotada impide integrar respecto a éste movimiento en el sentido de Riemann - Stielt-
jes. Surge por tanto la necesidad de crear una nueva integral, que en casos de regularidad del

integrando si coincidird con la integral de Riemann-Stieltjes.

Definicién 3.20. El proceso estocdstico C = (Cy,t € [0,1]) es simple si satisface las siguientes

propiedades: Existe una particion
T:0=th<ti <...<tph1 <t,=T,

y una sucesion (Z;,i =1,...,n) de variables aleatorias tales que

Cy = Z Zkf[ttk_htk] + Zk5T(t),
k=1

donde la sucesion (Z;)j—, estd adaptada a Fy, = o{Wy, : t; < t;}; esto es Z; es una funcion de
un movimiento Browniano para tiempo t;_1 y satisface E[ZZQ] < o0 para todo i y ép =1, sitp

Yy cero en otro caso.

Un proceso simple es entonces un proceso “constante” a trozos, adaptado a F; y tiene trayec-
torias cuadrado integrables. Denotaremos por £y al espacio vectorial de todos los procesos es-

tocdsticos simples.

Integral estocastica de It6 para procesos simples.

Primero consideremos la clase de procesos cuyas trayectorias toman sélo un nimero finito
de valores. Sea W = {W},t > 0} un movimiento Browniano y F; = o{Ws, s < t} la filtracién

natural correspondiente.
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Definicién 3.21. La integral estocdstica de Ito para un proceso simple C sobre [0,T] estd dada
por

T n n
/ CodWy = Cr_ (W, = We_)) = > ZiliW.
0 i=1 i=1

La integral estocdstica de un proceso simple C sobre [0,t], tx_1 <t < t, estd dada por

t T k—1
L(C) = / CsdW, = / Co1[0,t](s)dWs = > Zi\iW + Zp(We — Wy, ).
0 0 i=1

donde Zf;ll Z;i AW =0
Propiedades de la Integral estocastica de It6 para procesos simples.
e La integral estocdsica de It6 tiene esperanza cero, esto es E[I;(C)] =0
e La integral estocastica de It6 es cuadrado integrable y satisface la propiedad de isometria.

e La integral de Ito es lineal: Para constantes ci,ca y procesos simples C1) y C2) sobre
[0, T7].
t t ¢
/ (10 + ,CPNdW, = ¢ / CHdW, + ¢ / cPaw,
0 0 0

La integral estocastica de Ito es lineal sobre intervalos adyacentes: Para 0 <t < T,
T t T
/ CsdWys = / CsdWs + / CsdW
0 0 t

e El proceso I(C) tiene trayectorias continuas.

Integral estocéastica de Itd6 (Extensién por aproximacién)

Ahora extendemos la integral estocdstica a procesos un poco méas generales. Sea £2[0, T el

espacio de todos los procesos medible,
® = {pt,w);te Rt ,weQ}
= {pew)}i=o

adaptados a F; = w{Wy; s < t} tales que,

T
lol2g=E [ / soz<w>ds] < oo.
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la métrica asociada a este espacio es

e |I” 22 U@ llzn AD)-

Este espacio es completo respecto a esta norma, es decir, es un espacio de Banach. Por lo tanto
toda sucesién de Cauchy en este espacio tiene limite en él.

Queremos darle sentido a la definicién de fOT oi(w)dW; para toda ¢ € £9[0,7], para esto
recordemos que todo proceso simple es un elemento de £, entonces tenemos que £y C Lo,
ademds £y es denso en £9 respecto a la norma asociada. Esto significa que para cualquier

proceso ¢ € £5[0,T] existe una sucesién de procesos simples

ng
t) = Z Cilpy, ,4,(t)
=1

donde Cj son procesos simples Fy-medibles y cuadrado integrables, tales que ¢, T ¢,
4 2
lim (on(t)) — (@(t))"dt = 0,

n—=aoo 0

asi definimos

T T
/ o(t)dW; = lim on (t)dWy,
0

n—auoo 0

que existe por que h, = fo ©n(t)dW,, es una sucesién de Cauchy, puesto que

T T T
_ _ 20,
B [ utta = [ ou®awil = [ Bleu) = on0)fat — o

Notemos que esta integral es una variable aleatoria integrable, tal que E(I(y)) = 0, ademds
es cuadrado integrable y se puede ver facilmente, que la definicion no depende de la sucesién,
de esta manera usando la propiedad de isométria para funciones simples y el Teorema de
convergencia dominada tenemos que:

T 2
lim E [/ (cpn(t))} dWt = lim E (n(t)?dt = / E(p

o[ o] [ 5

luego,
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Definicién 3.22. Sea ¢ € £2[0,t], entonces la Integral de Ité de ¢ de 0 a T estd definida

por
T

T
/0 PBAWiw) = lim [ gu(t)dWi(w)

n—-—moo 0

donde {pntn>1 €s una sucesion de funciones simples tales que

T
B /0 [o(t) — on(®)2dt] — 0

cuando n — 0o.

La integral asi definida satisface la propiedad de isometria,

o[ o] - [

Asi como también todas las demds propiedades que cumple la integral para procesos simples.

3.3.4 Lema de Ito

El matematico japonés Kiyoshi Ito (1951- 2008) en 1942 desarrollé y probé lo que actual-
mente se conoce como Lema de It6. Este teorema describe un comportamiento aleatorio por
medio de una ecuacion.

Conocemos la regla de la cadena para diferenciar y sabemos que

/O f'(g(s))dg(s) = f(g(t)) — f(g(0)) (3.33)

donde g es diferenciable en s y f derivable en g(s).
Ahora. {Qué pasa si sustituimos g(¢) por un movimiento Browniano?.
A continuacién daremos una caracterizacién sencilla de la férmula de Ito.

Lema 3.23. Lema de Ité Sea f una funcion dos veces continuamente diferenciable.

Entonces
fwy) — /f ) AWy + — /f” 2)dx, s <t.

Esta expresion es conocida como la formula de Ito

Demostracién. Sea f € C?, consideremos sin pérdida de generalidad s =0y 0 =ty < t; <

. <ty = t una particién de [0, ] luego

,_.

m—

FWe) = Wiia) = (W)l
1:0
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Como f : [Wp, W] — R es una funcién tal que f', f” estdn definidas en [Wy, W], sean a y
x distintos puntos del [Wy, W;], entonces haciendo un desarrollo de Taylor de orden 2 de f en

torno a el punto a tenemos

2 4w "y
1) =S L =0 = fa) + P, — o)+ S, — a2

— k! 2
2 f(k)(a) "
W) = e =0 = S+ 1@ W, )+ D, —ap
luego
f(Wti+1) - f(th) = f/(a’)(WtiJrl - Wti) + f 2(a) [(th - CL)2 - (Wt¢+1 - a)Q]
= f/(a)(WtHl - Wti) + ! 2(a) [(Wti+1 - Wti)(Wti+1 + Wti - 2a)]
tomando a = W}, obtenemos
f’(Wti)(Wti+1 - Wti) + f (?/tZ) [(Wti+1 - Wti)(Wti+1 + Wti - 2Wti)]
= fl(Wti)(Wti+1 - Wti) + f(;/Vti)(Wti-;-l - Wti)2

Por otro lado, sea G la o-algebra generada por (Wiyq — Wy), luego

dW)? = (Wirar — Wi)* = E[(Wiyar — Wi)?)|G)
= EWZ.4|Gl — 2E(WiaiWi|G] + E[W7|G]
= EWA4l — 2EWiraWs) + B[W7
= t4dt—2(t+dt) At +t

= t+dt—-2t+t=dt

Es decir,

(th)2 — (Wt+dt - Wt)2 — dt

luego
f" W)

2
2 W)

i+l i

f(Wti+1) - f(Wtz) = f,(Wti)(Wti+1 - Wti) +

(Wi
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k3

haciendo (W;,,, — W) — 0 y sumando tenemos que

FW) = f(We) = / FWAW, + = / P (W) (AW)?

:/f dW+/f”

Lema 3.24. Extension I del lema de Ito
Sea f(t,x) una funcion cuyas derivadas parciales de sequndo orden son continuas.

Entonces

t 1 t
f&, W) — f(s,Ws) = / [fl(x,Wg;) + 2f22(x,Wx)} dx +/ fo(x, W,)dWs, s < t.

Lema 3.25. Extension II del lema de Ito
Consideramos procesos de la forma f(t, X¢) , X se define como un Proceso de Ito y estd dado

por

t t
X =Xo+ / Agl)ds + / AgQ)dWs,
0 0

Ay A? son adaptados al movimiento Browniano y f(t,z) es una funcién cuyas derivadas

parciales de sequndo orden son continuas. Entonces
t
f(t, Xp) = f(s, Xs) = / [fa(y, Xy) + Ayfa(y, X,) + [AQ} F(y, Xy) | dy

t
—i—/ A?(f)fz(y,Xy)dWy, s <t.

3.3.5 Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

La definicién de Ecuacion diferencial estocastica es analoga a la de ecuaciones diferenciales
ordinarias, salvo que la funcién solucién es un proceso estocastico. La motivacién para estudiar
a ésta clase de Ecuaciones diferenciales consiste en resolver un problema real con determinada
presicién. Por ejemplo, sea la ecuacion diferencial ordinaria lineal de un sistema de primer orden

sin excitacién externa,

2 )X (3.34)

con

X (0) = Xy constante
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Si a(t) es una funcién determinista escalar variante en el tiempo, X también lo serd. Pero, si
a(t) se describe mediante:

a(t) = r + ruido

entonces X sera un proceso estocéstico, y la ecuacién (3.34) serd una Ecuacién Diferencial
Estocastica.

Para hallar una solucién de la ecuacion 3.34, se debe modelar a la senal “ruido”, es decir
proponer caracteristicas que permitan delimitar el alcance del planteo. Suponiendo que “ruido”

sea un proceso estocastico W ruido blanco con las siguientes propiedades:
(i) Para todo t1 # ¢2 entonces Wy y Wi son independientes.

(ii) {W.} es estacionario, es decir que la distribucién conjunta de {Wii4¢,..., Wit} no de-

pende de t.
(iii) E[W;] = 0 para todo t

Con ésta definicién de W, se puede escribir a la ecuacién (3.34) como

dX
E = 7’1X + O'tWtX (335)

donde oy es un escalar funcién del tiempo. Con mayor generalidad, las funciones temporales r;

y o pueden ser funcién de t y de X. Asi, la ecuacién 3.35 se convierte en:

dX
' = T(tk,Xk)X-l-O'(tk,Xk)WtX (336)
Resolviendo, se define el intervalo de integracién [0,¢] y en el mismo una particién 0 = tg <
t) <...<t,; =t. Se tiene que la ecuacién 3.36 puede escribirse como

KXit1 — Xk

A, = r(ty, Xi) Xi + o (tr, Xp) Wi Xy,

k
despejando Ay,
Xk—i—l — X = T(tk, Xk)XkAtk + U(tk, Xk)XkaAtk

donde X; = X(tj), Wi = Wi(tg), Aty = tgr1 — tg.
Reemplazando el producto

Wi Aty
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por

AV = V(tgt1) — V(tk)

donde {V;,t > 0} sugiere que sea un movimiento Browniano. Se demuestra porque es el inico
)
problema estocastico con trayectorias continuas y tales caracteristicas en sus incrementos. En-

tonces, poniendo al problema estocastico V; = By, se tiene que

B
—_
o
—

X =Xo+ T(tj,Xj)XjAtj + U(tj,Xj)XjABj (3.37)

<
Il
o

<
Il
o

Haciendo en la ecuacién 3.37 Aty — 0, si es que existe limite en algiin sentido, se puede

escribir la solucién X como
t t
X = Xo +/ (s, Xs)Xsds +/ o(s,Xs)XsdBs,
0 0

donde dB; es un movimiento browniano que inicia en el origen. Ahora la ecuacién puede es-

cribirse incluso en la forma compacta diferencial
dXt = T'(t, Xt)Xtdt + O'(t, Xt)XtdBt,

con

X (0) = Oconstante

que es la ecuacién estocastica general de la ecuacién 3.34

Solucién de la ecuacién diferencial estocastica

Para hallar la solucién de la ecuacion diferencial estocdstica, una de las herramientas mas
poderosas es la formula de [t6. En ésta seccidn sélo se desarrollard la aplicacion, como motivacién
del estudio de las ecuaciones diferenciales estocasticas y su utilidad para representar procesos
reales.

Suponiendo que, r,0 € R, en la ecuacién se tiene que
dX; = rdtX; + o X dBy (338)

donde se pueden agrupar las variables de la forma

dx
—t —rdt + odBt (3.39)
Xi
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integrando ambos miembros, se tiene

tdX,
0 Xs

t t
ds = / rds + / odBs = rt + o B, (3.40)
0 0

Para hallar la solucién del lado izquierdo, se evaluard mediante la férmula de It6 la funcién

In(Xy). Por lo tanto, se tiene que

dXi 1

1 1 1
dInX;) = —dX; + = (——)(dX;)? = —% — — (dX;)? 3.41
(In X3) X 5l th)( t) X, Qth( t) (3.41)
Reemplazando el dX; de la ecuacién 3.38
dXy 1 9
dn X3) = — — — (rdtX X:dB 42
(In X3) X, 2Xt2(7" ¢ + 0 X1dBy) (3.42)

de donde finalmente, usando las reglas de derivacién de It0, se obtiene

dX 2
d(In X;) = 7: - %dt (3.43)

integrando ambos miembros respecto al tiempo, se tiene

t ths to_2
In X,)ds = [ Z
/0 d(In X;)ds X, ds /0 5 ds

donde el segundo término del lado derecho es la igualdad de la ecuacion 3.40

X 1
lnft:rt—l-aB—iaQt

o

despejando X; se tiene la expresion del proceso estocdstico solucion de la ecuacién diferencial

estocastica de la ecuacién 3.38
1 4
Xt = Xoexp | (7 — 5 t+oB (3.44)

La esperanza es

E[X:] = E[Xo]exp(rt)

Nétese que la ecuaciéon tiene la misma estructura que las soluciones de ecuaciones diferenciales

ordinarias lineales deterministicas.
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3.4 El Método de Programaciéon Dinamica

El Método de Programacién Dindmica (PD), fue introducida el afio 1957 por el matematico
estadounidense Richard Bellman (1920 - 1984). Este método fue introducido para resolver
problemas de control 6ptimo y basicamente consiste en reemplazar un problema de éptimizacién,
el cual contiene una minimizaciéon o maximizacién en el espacio de dimensién infinita, por
una ecuacién diferencial en derivadas parciales no lineal, llamada ecuacion de programacion
dindmica o también ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman (HIB).

Es un método importante que permite determinar de manera eficiente las decisiones que opti-
mizan el comportamiento de un sistema que evoluciona a lo largo de una serie de etapas. En
otras palabras trata de encontrar la secuencia de decisiones que optimiza el comportamiento de

un proceso de multiples etapas.

Las situaciones susceptibles de ser representadas mediante programacion dinamica pueden de-
scribirse como procesos multi-etdpicos de decision. Estos son procesos que pueden dividirse en
etapas, en cada una de esas etapas debe tomarse una decisién. Tendremos la solucién del pro-
blema cuando conozcamos la decisién éptima para cualquier situacién que pueda presentarse

en la evolucion del sistema.

El objetivo de la programacién dindmica es encontrar cudl es la politica 6ptima para cada una
de las etapas de la evolucion del sistema. La politica para una determinada etapa es la decisién

optima en cada uno de los posibles estados del sistema en dicha etapa.

La Programacién dindmica va asociada a situaciones de cambio de un sistema que va evolucio-
nando a lo largo de varias etapas (de ahi su caracter dindmico). En la mayoria de las ocasiones
se tratard de representar el comportamiento de un sistema que evoluciona a lo largo del tiempo.
En otros casos, se trata de situaciones en la que las decisiones se toman de manera simultanea

en el tiempo, pero en las que se evaliian las decisiones de manera secuencial.

Para cada etapa debe definirse un conjunto de estados. El estado debe sintetizar toda la infor-
macién que debemos conocer de la evolucion del sistema en las etapas anteriores. Los estados

posibles para una etapa no tienen por qué ser los mismos para la etapa siguiente (aunque si
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deben definirse de la misma manera, los estados aseguran la continuidad entre una y otra etapa)

y el nimero de estados puede ser finito o infinito.

Una vez tomada la decisién en el estado correspondiente, el sistema evolucionard hacia alguno
de los posibles estados para la etapa siguiente. Por lo tanto, el comportamiento del sistema
puede percibirse como una secuencia de decisiones y evoluciones. Dicha evoluciéon puede ser
conocida con certeza, una vez tomada la decision (Programacién dindmica determinista) o bien
el sistema puede evolucionar hacia diferentes estados segin una ley de probabilidad conocida

(Programacién dindmica estocastica)

3.4.1 Principio de Optimalidad de Bellman

Como se dijo anteriormente, la PD es una técnica simple pero poderosa, que se ha demostra-
do muy 1util para la resolucién de problemas de decisién multietdpicos. La idea fundamental
que subyace en el método de la PD es el principio del invariante encajado, segin el cual un
problema dificil de resolver, esta encajado en una clase de problemas mas simples de resolver,

lo que permite encontrar una solucién al problema original.

Supéngamos un problema clasico de maximizar cierto funcional, definimos

T
méxJ = max/o Fla(t), u(t), dt
z(0) = xo

.%'(t) - f(t,x(t),u(t))

y definimos

Vtg,xo) = méx/ttF[x(t),u(t),t]dt

u

z(0) = x
.Cll‘(t) = f(t,x(t),u(t))
es decir, V (o, zp) representa el maximo valor del funcional comenzando en ¢y y estado xg. Esta

funcién se define para todo el intervalo tg < ¢t < T y para cualquier estado factible xg. En

particular tenemos que V (T, z(T)) = 0
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Partiendo la integral en dos partes, tenemos:

u

to+Ay T
/t Fla(t), u(t), dt +/ F[:U(t),u(t),t]dt}

V(to, $0) = max {
0 to+A¢

Supongamos que la funcién de control u(t) (control) en el intervalo ty + Ay <t < T es éptima

para el problema que inicia en ty + Ay en el estado z(tg + Ay).

Sin embargo el estado xp + A, depende del estado anterior y de u(t) para tg <t <ty + A,

Por ello tenemos que

to+A T
V(to,x0) = méx/t ’ Flz(t),u(t), t]dt + [méx/t Flz(t), u(t), t]dt (3.45)

0

to+Ay
= méx/ Fla(t),u(t), tldt + V(to + A, zo + Az) (3.46)
¢

0

u u

0+A¢

u

Trayectoria

F 1

x(T)

x(t)

x(tg)

Tiempo

La ecuacién 3.45 nos dice que V, en todo el intervalo [tg, T, se puede interpretar como la suma
de lo que se aporta en el interval [tg,to + A;] més lo que se aporta en forma éptima desde la
posicién zg + A, a partir del instante to + 4.

Se aproxima la primera expresiéon de la iltima ecuacién 3.45, la integral ftiOJrAt F(x(t),u(t),t)dt
que representa el drea bajo la curva F(x(t),u(t),t) comprendida entre las rectas to y to + Ay.
Con lo cual obtenemos:

to+A¢
/t F(z(t),u(t), t)dt = F(x(to), u(to), to) A¢

0
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Estamos suponiendo tédcitamente que A; es tan pequeno que u(t) el control no cambia en el
intervalo [tg, o + A¢]. Ahora, supongamos que V es C? de tal manera que podemos desarrollar

V en serie de Taylor, alrededor de (tg, o) y eliminando términos no lineales, se tiene:

V(to + At, g + Al‘) = V(to, IL‘()) + ViA + VA,

se obtiene entonces que
V(to, zo) = méx{F(tg, xo, u)At + V(to, zo) + VaAr + Vi A,
restando V' (tp, z¢) ambos lados de la igualdad
0 = max{ F(to, vo, u)A¢ + Vz(to, x0) Az + Vi(to, o) A¢}

dividiendo por A; y tomando el limite Ay — 0

0 = méx{ F(to, zo,u) + Vi (to, xo)i: + Vi(to, zo)}
sustituyendo
0 = max{F(to, zo, u) + Va(to, z0)L(t) + Vi(to, zo0)}
de donde
0 = max{F(to, zo,u) + Vi(to, zo) f(t,z,u) + Vi(to,z0)} &
—Vi(to, z9) = max{F (to, zo,u) + Vi (to, zo) f(t, z,u)}
que es la Ecuacion de Bellman. |

ésta ecuacién se basa en el siguiente principio:

Principio de la Programacién dinamica o Principio Fundamental de Optimali-
dad:

“ Una politica optima tiene la propiedad que si, en un periodo dado, cualquiera sea el estado y
las decisiones precedentes, las decisiones que quedan por tomar constituyen una politica optima

con respecto al resultado de las decisiones precedentes. ”
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Para éste caso, el Principio de Programacién Dindmica quiere decir que la funcién de control
u(t) en el intervalo tg + Ay < t < T es 6ptima para el problema que arranca en tg + Ay en el
estado z(tp + At) = Xo + Az. Sin embargo el estado z¢g + Az depende de zy y de u(t) para
to <t <tyg+ At.

Ejemplo 3.26. Stock - beneficio [7]

Una mina contiene 80 unidades de mineral. La autoridad responsable de la gestion de la mina
debe decidir la cantidad de mineral a extraer en cada uno de los cuatro periodos de que dispone
para su explotacion, transcurridos los cuales el valor del mineral que queda en la mina es cero.
La cantidad de mineral a extraer en cada uno de los periodos puede ser 0, 10, o 20 unidades,
debiendo ser obviamente menor o igual que la cantidad de mineral que quede en la mina en
el momento de la extraccion. El beneficio que se obtiene en un periodo depende del stock de
mineral (x) que hay en la mina y de la cantidad que se extraiga en dicho periodo (u), segin se

recoge en la tabla:

x/ul| 0| 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80

O |-5]-5|-51]-5]-10]-10]-10|-15|-15
10 || - |-30 |-25|-20| O 5 | 15 | 20 | 25
20 | - | - |-35|-25]-15|-10| 10 | 30 | 40

Cuadro 3.1: Beneficio en funcién del Stock de mineral y de la cantidad que se extrae

Calcular la  cantidad de mineral a extraer en cada uno de los cuatro periodos y el

correspondiente stock de mineral que va quedando en la mina en cada periodo.

Solucion:
Comencemos haciendo un esquema, indicando los periodos, y los momentos en que se concretan

a los valores de las distintas variables.
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(0] u(l1) ul2) ul(3)
| l | J [ | |
| I I | |
() x(1) x(2) ©(3) x(4)
Periode 1 Periodo 2 Periodo 3 Periodo 4
k=0 k=1 k=2 k=3

Figura 3.10: Horizonte Temporal

La variable de estado es el stock de mineral, en la mina. La variable de control es la cantidad
de mineral a extraer. En concreto, para cada k =0,1,2,3
x(k); es el stock de mineral que hay en la mina, al comienzo del periodo k + 1;
u(k); es la cantidad de mineral a extraer durante el periodo k + 1,
[z (k),u(k)]; beneficio que se obtiene en un periodo en el que el stock inicial x(k) y la cantidad
de mineral que se extrae es u(k), cuyo valor se recoge en el cuadro 3.1
El problema a resolver es el siguiente:
3
{u(%agzo J = kzo [z (k), u(k)]
Sujeto a:
z(k+1) =x(k) —u(k)

con:

z(0) = 80,

u(k) € {0,10,20}, para k=0,1,2,3.

u(k) < z(k), para k=0,1,2,3.
Resolvemos el problema por programacion dindmica.
Es conveniente empezar calculando los valores que puede tomar la variable de estado en cada
uno de los periodos. Teniendo en cuenta la condicion inicial, los controles admisibles y las

ecuacion de estado. (cuadro 3.2)

Final (del periodo 4): Sea x(4) dado.
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Valores que puede tomar x(k)
x(0) =

x(1) = 80, 70, 60

x(2) = 80, 70, 60, 50, 40

x(3) = 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20

x(4) = 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10, 0

Cuadro 3.2: Valores posibles de la variables de estado

Al final del periodo 4 habrd x(4) unidades de mineral en la mina, cantidad que no aporta nada

al funcional objetivo (beneficio), por lo que:

JH{z(4)} =0 (3.47)

Periodo 4: Sea x(3) dado. Tal como aparece en el cuadro 3.2, serd:

2(3) € {20,30, 40, 50, 60, 70, 80}

La ecuacion de Bellman correspondiente a este periodo serd:

J3{z(3)} = ax {H[z(3),u(3)] + Ji{z(3) —u(3)}}

u(S)E[O 10 ,20]

que, teniendo en cuenta la expresion 3.47 es:

J3{e@)} = mdx - {Iz(3), u(3)]}

u(3)€[0,10,20]
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En el cuadro 3.3 se resuelve dicha expresion para cada posible valor de z(3).

z(3) | u(3) | Mz (3), u(3)]
0 -15
80 10 25

20 | 40 Maximo
0 -15
70 10 20

20 | 30 Maximo
0 -10

60 10 | 15 Méaximo
20 10
0 -10

20 10 5 Maximo
20 -10
0 -10

40 10 0 Maximo
20 -15

0 -5 Maximo
30 10 -20
20 -25

0 -5 Maximo
20 10 -25
20 -35

Cuadro 3.3: Informacién relevante para el periodo 4
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Por lo tanto, las funciones u*(3) y J*(3) estan definida en el cuadro 3.4, en funcion de x(3)

z(3) | w(3) | Ji{xB3)}
80 | 20 40
70 | 20 30
60 | 10 15
50 | 10 5
40 | 10 0
30 | 0 -5
20 | 0 5

Cuadro 3.4: Funciones, u*(3) y J5{z(3)}

Periodo 3. Sea x(2) dado.

Tal como aparece en el cuadro 3.2, serd:

2(2) € {40, 50, 60, 70, 80}

La ecuacion de Bellman correspondiente a este periodo serd:

Jo{z(2)} = i
2{z(2)} w(2)€0.10,20]

En el cuadro 3.5 se resuelve dicha ecuacion para cada posible valor de x(2).

{M[z(2), u(2)] + J3{2(2) — u(2)}}
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2(2) | u(2) | M (2), u(2)] + J5{2(2) — u(2)}
0 -154+40=25
80 10 254+30=55 Maximo
20 40+15=55 Maximo
0 -154+30=15
70 10 20+15=35 Méaximo
20 30+5435 Méximo
0 -104+15=5
60 10 154+5=20 Maximo
20 104+0=10
0 -104+-5=-5
20 10 5+0=5 Maximo
20 -10+(-5)=-15
0 -10+0=-10
40 | 10 0+(-5)=-5 Maximo
20 -154(-5)=-20

Cuadro 3.5: Informacién relevante para el periodo 3

Por lo tanto, la funcidn u*(2) y J3 estdn definidas en el cuadro 3.6, en funcidn de z(2)

80
70
60
20
40

2(2) | w(®@) | J5{z(2)}
10020 | 55
10020 | 35

10 20
10 5
10 5

Cuadro 3.6: Funciones u*(2) y J*(2)
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Pertodo 2. Sea x(1) dado.

Tal como aparece en el cuadro de los posibles valores de la variable de estado, serd:

J3{z(2)} € {60,70,80}

La ecuacion de Bellman correspondiente a este periodo es:

Ji{z(1)} =

En el cuadro 3.7 se resuelve dicha ecuacion para cada posible valor de z(1).

max
u(1)€[0,10,20]

{Mz(1), w(D)] + Jo{z(1) —u(1)}}

2(1) | u(®) | Oz(), u()] + J3{z(1) - u(1)}
0 -15+55=40
80 | 10 25435=60 Maximo
20 40+20=60 Méximo
0 -15+35=20
70 | 10 204-20=40 Maximo
20 30+5=35
0 -10+20=10
60 | 10 15-+5=20 Méximo
20 10+(-5)=5

Cuadro 3.7: Informacién relevante para el periodo 2

Por lo tanto, la funcion u*(1) y J; estdn definidas en el cuadro 3.8, en funcidn de (1)

Cuadro 3.8: Funciones u*(1) y Jy{z(1)}

x(1) | wr(1) | Ji{x(1)}

80 |10 0 20 60
70 10 40
60 10 20
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Pertodo 1. Sea x(0) dado.
z(1) = 80

La ecuacion de Bellman correspondiente al periodo 1 es:

* — ’ H * _
Jo(s0) = i {II[80,u(0)] + J; {80 — u(0)})

En el cuadro 3.9 se resuelve dicha ecuacion para cada posible valor de z(0).

z(0) | w(0) | II[80,u(0)] + Ji{x(0) — u(0)}

0 -15+60=45
80 10 254-40=65 Méaximo
20 40+20=60

Cuadro 3.9: Informacién relevante para el periodo 1

Por lo tanto, se ha obtenido que:
u*(0) =0y J;{80} =65

Haciendo ahora un recorrido de principio a final, se obtiene finalmente que:

Para el periodo 1
xz*(0) = 80, w*(0) =10, por lo que x*(1) =70

Del cuadro (3.8), y del resultado anterior se obtiene:

Para el periodo 2
x*(1) = 70,u*(1) = 10, por lo que z*(2) = 60

Del cuadro (3.6) y del resultado anterior se observa que:

Para el periodo 8
x*(2) = 60,u*(2) = 10, por lo que z*(3) = 50

Del cuadro (3.4), y del resultado anterior se obtiene:

Para el periodo 4
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x*(3) = 50,u*(3) = 10, por lo que x*(4) = 40
El valor objetivo dptimo del problema es:
= Jy{80} =65

En conclusion, la decision optima es extraer 10 unidades de mineral en cada uno de los cuatro
periodos, quedando en la mina 40 unidades de mineral (stock), y obteniéndose por todo ello un

beneficio de 65.

Ejemplo 3.27. Recursos [7]
Supongamos que se tiene una cantidad C de un recurso que se debe repartir en su totalidad

entre N actividades. Si a la actividad k se le asigna una cantidad u, se obtiene un beneficio

b (u). Se pide:
1. Plantear el problema como un problema de control éptimo en tiempo discreto.

2. Resolverlo, utilizando la programacion dindmica, cuando bi(u) = \/u
Solucion

1. Se consideran las actividades y las asignaciones siguientes:

Actividades 0 1 2 ... k . N -1

Asignacion  u(0) w(l) w(2) ... w(k) ... w(N-1)

x(k); es el stock del recurso C, al comienzo del periodo k + 1;
u(k); controla la cantidad de recurso que se le asigna a cada actividad, para cada k =
0,1,...,N — 1.

)

bi(u); beneficio que se obtiene para la actividad k.

El problema es:

max Zb

{u(k) }k 0 k=0

sujeto a:
z(k+1) =x(k) —u(k), parak=0,1,...,.N—1

con:
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2. El problema es ahora:

wix 3" /alh)

{u( k)}k 0 k=0
Sujeto a:
x(k+1) =x(k) —u(k), para k=0,1,...,N —1
con:
z(0) =C,
z(N) =0,

u(k) <wu(k) <z(k) parak=0,1,...,N—1

Comenzamos haciendo un esquema sobre el horizonte temporal del problema, indicando las
etapas asi como la sucesion de estados y controles en el tiempo. Para resolver el problema por
programacion dindmica, empezamos por el final y sequimos analizando sucesivamente las N

etapas, empezando por la ultima y continuando hacia atrds, hasta llegar a la primera etapa.

u(o) ul1) (2| ufj) ulj+1) u(Mj
| J | l | { | { | { | { |
I | | | | I I
x(0) (1) 2y . x() xj+1) o oxN-1) x(N)
“ P - e -+ >
Periodo 1 Periodo 2 Periodo j+1 Periodo M
k=0 k=1 k= kE=N-1

Figura 3.11: Horizonte Temporal
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Final. Sea x(N) dado.
Tendrd que ser ©(N) = 0. De todas formas, como el aporte a la funcion objetivo de X (N) es

cero, ya que no aparece en el funcional objetivo del problema, serd:
Jx{x(N)} =0 (3.48)

Periodo N: Sea (N — 1) dado.

La ecuacion de Bellman correspondiente al periodo N es:

Iv—ifz (N -1)} = uglvéﬁ){\/ w(N = 1) + Jy{z(N = 1) —u(N - 1)}}

pero siendo:

z(N)=0=a(N—-1)—u(N—-1)

con:

0<u(N-1)<a(N-1) (3.49)
Como x(N) tiene que ser cero, resulta que:
u(N—-1)=xz(N—-1) (3.50)

ya que es la unica solucion factible del problema a resolver en la ecuacion de Bellman. Susti-

tuyendo (3.48) y (3.50) en (3.49) se obtiene que
Jy_1{z(N - 1)} =+/z(N —-1) (3.51)

Periodo N —1: Sea x(N — 2) dado.

La ecuacion de Bellman correspondiente al periodo N — 1 es:

Tn-2{2(V =2)} = méx {Vu(N =2)+Jy 1 {z(V - 2) —u(N =2)}}
con: 0<u(N—-2)<z(N-2)

teniendo en cuenta 3.51, la ecuacion de Bellman se puede expresar como:

In—o{x(N = 2)} = uglvé_g){\/U(N —2)+ Va(N - 2) —u(N - 2)}

con: 0 <u(N—-2)<z(N-2)
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Para obtener la solucion doptima del problema de optimizacion a resolver en este periodo, ig-

noramos por el momento las restricciones de desigualdad a que estd sometida la variable de

decision, considerando el siguiente problema:

mlztixF(u) =Vu+vVz—u

(3.52)

Imponiendo las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad a (3.52) se tiene que:

F"(u) <0, que corresponde a un mdzimo

Si x>0, entonces u* € [0, z]

Como x(N — 2) tiene que ser no negativo, resulta que
. 1
u (N —2)= 593(]\[72),

Ademas,

Tie_o{a(N = 2)} = /22 (N — 2)

Periodo N —2: Sea (N — 3) dado.

La ecuacion de Bellman correspondiente al periodo N — 2 es:
Ti-a (N = 3} = mi (/a(N = 3) + T3 {a(N = 3) —u(N = 3)}}
con:0<u(N-3)<z(N-23)

teniendo en cuenta 3.53, la ecuacion de Bellman se puede expresar como:

i 3{z(N —3)} = uaé_)é){\/u(]\f —3) +v2y/z(N —3) —u(N - 3)}

con:0 <u(N—-3)<z(N-3)

(3.53)

Para obtener la solucion optima del problema de optimizacion a resolver en este periodo, ig-

noramos por el momento las restricciones de desigualdad a que estd sometida la variable de

decision, considerando el siguiente problema:

méx G(u) = Vi + V2T — .

(3.54)
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imponiendo las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad a 3.54 se tiene que:

G'(u)=0= lu*% + \f(x - u)’%(—l) =u" =z

2

G"(u) <0, que corresponde a un mdzrimo

Six >0, entonces u* € [0, x].

Como x(N — 3) tiene que ser no negativo, resulta que
. 1
u (N—3):§x(N—3)

Ademas,

In—s{z(N =3)} = /3z(N - 3)

En general, procediendo de esta manera se obtiene que:

u*(N —m) = %x(N —m)

JN_plz(N —m)} = /max(N —m), para m=1,2,...,N.
Como

2(0)=C, y w'(0)=§ se tiene que z*(1) = C — G = Y70,

(1) =0y wr (1) = ?\}k(_ll) =<, entonces z*(2) = Y20

En general, se obtiene que:

para k =0,1,...,N—1

—k
u (k) = ——C, para k=0,1,....N—-1N

N
con: J* = VNC

=2zl

Como todas las actividades generan la misma funcion de beneficios, es logico que la asignacion

optima sea repartir la cantidad total a partes iguales entre las actividades.
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3.4.2 Ecuacién Hamilton - Jacobi - Bellman (HJB)

La idea fundamental del método de programacion dindmica es que la funcién valor V' satisface

una ecuacién funcional llamada el Principio de Programacién Dindmica.

to+A¢
V(to, o) = meag}zc {/ F(z(t),u(t),t)dt + V(to + Ay, zo + Ax)}
u tO

Cuando la funcién de valor V es suficientemente diferenciable, la versién infinitesimal del prin-
cipio de programacién dindmica es la ecuacién no lineal en derivadas parciales de primer orden

llamada Ecuacién Hamilton - Jacobi - Bellman (HJB)

0=V + mazyeo{F(z,u,t) + V,V(z,t)f(z,u,t)}
con: V(x,tr) = S(x)

V;: Es la derivada parcial de la funcion valor respecto a t

V. V: Vector de derivadas parciales de la funcién V respecto a las variables de estado x.

El método de la programacion dindmica reduce entonces el problema de control 6ptimo que es
un problema de maximizacion en el espacio de dimensién infinita u, a resolver una ecuacién no

lineal en derivadas parciales de primer orden.

Teorema 3.4. ([7], [19])
La funcién valor V' es solucién de la ecuacién no lineal en derivadas parciales de primer orden

HJB y satisface V(z,T) = S(z,T)

Demostracién: Sean (z,t) fijos. Consideremos ¢t + Ay, siendo A; > 0, “pequeno” (casi cero).
Suponemos que la definicién valor es conocida en t + Ay, y vamos un paso hacia atras en el
tiempo como si fuera tiempo discreto.

La funcién valor se puede aproximar de la siguiente forma:

V(z,t) = mzié({F(a:,u,t) Ay + Vie+ Az t 4+ Ay} (3.55)
ue
V(z,t) = meagi{F(w, U, )AL+ V(x + f(z,u, t) A, t + A¢)} (3.56)

Utilizando la féormula de Taylor:

V(e + f(zyu, t) Ayt + Ay) = V(x, t) + Vo Vi(x, t) f(z,u, ) Ay + Vi(x, t) Ay (3.57)
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sustituyendo (1.9) en (1.10) se obtiene:

V(z,t) ~ méé({F(:U, u, A + V(x,t) + Vo V(z, t) f(z,u, t) Ay + Vi(z, 1) A}
ue
V(x,t) =V(x,t)+ Vi(z, t) Ay + méé({F(ac, u, )A + Vi Vi(x, t) f(x,u, t) A}
ue

simplificando y dividiendo los dos miembros por A;, queda:

0= Vi + max{F(z,u,t) + VoV (2, 8) f (,u, 1)}
ue

que es la ecuaciéon Hamilton-Jacobi-Bellman. De la definicién de la funcién valor, se obtiene

inmediatamente que:
T
Vi T) = mi / Fla,u, t)dt + S[a(T)] = S[e(T)]
u(t T

entonces

V(z,T) = Slz(T)]

|
Teorema 3.5 Sea W (x,t) solucién de la ecuacién HIB , entonces W (z,t) es igual a la
funcién valor, es decir V(x,t)=W(x,t) para todo x y t
Demostracién: Sean W (z,t) solucién de la ecuacion HJB entonces
0=W;+ méé({F(x, u,t) + ViV(z,t)f(z,u,t)} (3.58)
ue
Wz, T) = S[x(T)] (3.59)

Sean u(t), para tg < t < T, una trayectoria arbitraria de control admisible, y #(t), para
to <t < T la trayectoria de estado correspondiente. En virtud de la ecuaciéon 3.58 y teniendo

en cuenta que:
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Integrando ambos lados

T T 7
o</0 g(fc(t),a(t))dt—l—/ dw(g’t(t))dt

0

evaluando

T
0< /0 g(z(t),a(t))dt + W(T,z(T)) — W(0,z(0))
despejando, teniendo en cuenta que Z(tg) = xg
T
W (0, 20) < /0 g(#(t), a(t))dt + W (T, (T))

sustituyendo 3.49 ,
W(0.a0) < [ a(a(0).a(0)de+ S[E(T)

utilizando u*(t) y 2*(t) en lugar de u(t) y &(t), respectivamente, las desigualdades anteriores

son igualdades, obteniendose que:
T
W(0.0) = [ g(a"(0) ' (0) )it + S[o"(D)
0
Por lo que se deduce que
T T
| ot @ @) 0d+ Sl @) = [ g(a(0), a®)de -+ S[a(T)
0 0
Siendo por tanto u*(t), para to <t < T, la trayectoria 6ptima del vector de estado. Entonces
V(O, iL'o) = W*(O, .%'0)

La deduccién anterior se puede repetir, y es valida para cualquier instante inicial t € [t,,T] y

cualquier estado inicial z, obteniendose que:

V(z,t) = W*(x,t)

Una aplicacion clédsica de esta ecuacion es el problema del Regulador Lineal Cuadratico.

Ejemplo 3.28. Reaccion Quimica. Regulador Lineal Cuadrdtico [14]
Se desea controlar el nivel del pH de una reaccion quimica variando la cantidad u de uno de los

ingredientes. Designemos por x(t) al valor del pH en el instante t. Ademas, supongamos que la
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velocidad de cambio del PH Se supone que en cada instante la velocidad de cambio del pH es
proporcional a la suma del valor del pH en dicho instante mas la cantidad u del ingrediente de

control, es decir
z(s) = ax(s) + Pu(s) (3.60)
donde v y 3 son constantes positivas, ©(0) = zg es el valor del pH en el instante inicial de pH.

y t varia en un intervalo [0, T

Se sabe que el funcional objetivo razonable para este problema es:
T
JUO (0, 1) = / (K22 (s) + u?(s))ds
t

donde K es una constante conocida.

Solucion En éste caso, la funcion valor estd definida por

T
V(z,t) = uI(n)lélu/t (Kz2(s)) 4+ u(s)ds

Si la funcion V es C1, sabemos que satisface la siguiente ecuacion no lineal de primer orden

en derivadas parciales HJB

0 = Vi(t,z)+ mig{[a:p + BulVi(t, z) + Ka? + v} (3.61)
ue
= Vi(t,z) + (ax)Vp(t,x) + Ka* + u® + mi(rjl{ﬁqu(t, z) +u?} (3.62)
ue

minimizando la funcion cuadrdtica
2 2
u— u” + PuVy(t,x) +u

cuyo minimo es alcanzado en:

3.63
T (3.63)
Reemplazando el valor de u* dado por 3.63 en la ecuacion 3.61, obtenemos
2 2
0 = Vi(t,z) + Ka? + axV,(t,x) + Zvj(t, z) — 7Vx2(t, ) (3.64)

2
= Vi(t,z) + K2 + azVy(t,z) — ZVf(t,x) (3.65)
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Ahora, asumimos que la solucion de (3.55) es de la forma
V(t,z) = C(t)x?
y tratamos de determinar C(t). Las derivadas parciales son

Valt,z) = 20(t)z (3.66)

Vilt,z) = C'(t)2? (3.67)

Reemplazando (3.56) y (3.57) en la ecuacion (3.55) se obtiene

0=C'(t)z? + Ka? + 2a0(t)z? — 52C(t)2a2,
De aqui se obtiene la ecuacion de Ricatti
C'(t) = =K —2aC(t) + f*C(t)?, (3.68)

con condicién final C(T) = 0 que se deduce de C(T)x? = V(T,z) = 0 Combinando (3.53) y
(3.56), el control dptimo estd dado en términos de la solucion de esta ecuacion de Ricatti (3.58)

por la forma




CAPITULO 4

GESTION DE RECURSOS HIDRICOS

“Gota a gota el agua se agota”

(Anénimo)

El agua es un recurso vital para la supervivencia humana y el desarrollo econémico; a medida
que la poblacién y la economia van creciendo aumenta la demanda de agua, en tanto que la
disponibilidad de ese recurso se mantiene constante. La escasez da lugar a conflictos referentes al
uso del agua, que abarcan aspectos cuantitativos y cualitativos. Hay suficiente agua dulce para
satisfacer las necesidades de todos, sin embargo los recursos hidricos no estan equitativamente

distribuidos y, a menudo, no son gestionados de manera adecuada.

El problema a resolver por la economia de los recursos naturales es la asignacién intertemporal
de los recursos, la sociedad debe decidir en el tiempo, sobre cuanto del stock disponible se
consume ahora y cuanto se deja para el futuro. Es por ello que en las secciones siguientes vamos
a ver uno de los modelos pioneros de la programaciéon dinamica estocastica, dentro del campo
de la economia de los recursos hidricos, el trabajo de Oscar Burt ([3],[4],[5]) sobre la asignacién
intertemporal 6ptima del agua subterranea. Burt no solamente resolvié el problema de la op-
timizacién del bombeo, dada una distribuciéon de probabilidad de recarga del acuifero, sino
que, ademads, sugirié una Politica de Control de Retroalimentaciéon Aproximadamente Optima

(PCRAO, AOFCEP siglas en ingles) para establecer el ritmo corriente de bombeo como fun-

159
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cién de la existencia de corrientes de agua subterranea. de la se desarrolla uno de los modelos
pioneros de la programacién dindmica estocéastica, dentro del campo de la economia de los
recursos hidricos. También se explica por que los acuiferos son considerados un recurso renov-
able no bioldgico. Y por ultimo se define la gestién de un acuiferos respecto a los derechos de

propiedad.

4.1 Asignacién intertemporal del agua en un acuifero

La PCRAO tiene aplicacion potencial en la gestion de otros recursos renovables, siempre
que no haya irreversibilidades en la capacidad del recurso para recuperarse de la explotacion.
El enfoque tiene la ventaja de ser relativamente facil de manejar, al tiempo que permite la

actualizacion de las estimaciones de los pardametros hidroeconémicos mas importantes.

En esta seccién se reconstruye el modelo de Burt [4] y se deduce la Politica de Control de

Retroalimentacién Aproximadamente Optima (PCRAO). Sea:
X; el volumen (existencia) de agua en un acuifero,
Y; el volumen que se extrae del mismo en el afio ¢ y

N(X:,Y:) el beneficio neto en el afio ¢ cuando se bombea la cantidad Y; del volumen

disponible X;.

El volumen disponible fluird sobre los costes de bombeo, ya que si baja X;, caerd la altura del
nivel del agua subterrdanea, aumentando con ello el desnivel con la superficie y consiguientemente
los costes de bombeo. En lo que sigue se supondra que las derivadas parciales de N(-) cumplen

las siguientes propiedades: Ny (-) > 0, Nx(-) > 0, Nyy(-) <0, Nxx(-) <0, Nyx = Nxy > 0.

Sea R; la variable que representa el flujo de recarga del acuifero por precipitacién (recarga
natural). R; podria aumentarse en una proporcién de Y; llamada flujo de retorno. Cuando se
miden Xy,Y;, R; en las mismas unidades, se puede escribir la ecuacién de movimiento del
sistema como:

Xt+1 = Xt - (1 - OZ)Y; + Rt (41)
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donde 0 < a < 1 es la proporcién de Y; que retorna al acuifero antes del principio del periodo
t + 1. La recarga por precipitacién serd una variable aleatoria (va)que implicard incertidumbre
en los valores futuros de X;, y por tanto en el beneficio neto. El problema de la éptimizacién

estocéstica se puede formular asi:

Maximizar:
(o]
Ey» o'N(X.,Y1) (4.2)
t=0
sujeto a:
XtJrl == Xt - (1 - OZ)YVt + Rt (43)
con:
Xo dado

Siendo ¢ = 1—_}_5 el factor de descuento, y § la tasa de descuento en este caso anualizada.

Identificando una distribucién de probabilidad para R, es posible deducir las correspondientes
distribuciones condicionadas y resolver el problema con la programacién dinamica estocéstica.
Un planteamiento alternativo consistiria en formular y resolver el problema de equivalencia de

certidumbre (EC), que resulta de la sustitucién de la variable aleatoria por su valor esperado.

Sea FE(R;) = R. La formulacién de EC del problema de optimizacién estocdstica planteado

anteriormente consiste en:

o0
méx Y o' N (X, Y1) (4.4)
t=0
sujeto a:
XtJrl = Xt - (1 - a)Y} + R (45)
con
Xo dado

El planteamiento de EC es un problema de optimizacion determinista y puede resolverse con
enfoques diversos. Tal vez el més facil sea formular el Hamiltoniano de valor corri-
ente e imponer las condiciones necesarias de primer orden sobre sus derivadas parciales. El

Hamiltoniano de valor corriente para el problema de EC puede expresarse como:

Hc = N(Xt, Y;j) + Q)\t+1[—(1 — CM)Y% + R] (46)
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donde, A¢+1 es el multiplicador de lagrange o precio sombra de una unidad adicional de

Xi41. La soluciéon éptima, Y;* > 0, X; > 0, y Af > 0, debe satisfacer las ecuaciones siguientes:

0H,
aY; = Ny() — (1 — oz)Q/\H_l =0 (4.7)
O0H,
Q)\t+1 — )\t = _8Xt = —NX() (48)
0H,
Xin1—Xe=——=—(1-a)Y;+ R, 4.9
t+1 t BloNi] ( @)Yy (4.9)

y las condiciones frontera de: Xy dado y lim o'\;X; — 0 cuando ¢t — co. Esta tltima ecuacién

se conoce como condicion de transversalidad.

Este problema admite la posibilidad de un equilibrio de estado estacionario. Aunque
es improbable que tal equilibrio persiste (después de todo, R; es una variable aleatoria), las
condiciones de primer orden, evaluadas en el estado estacionario, proporcionardn una guia
potencialmente 1til cuando el sistema no esté en equilibrio, sino cercano al mismo. En el estado

estacionario,

Yij1 =Y =Y
X=X =X
A1 =M= A

Las condiciones de primer orden se convierten entonces en:

o = (le’:('of) (4.10)
M1 = (1+0)] = —-Nx() (4.11)
Y=g 1_“3&) (4.12)

Sustituyendo la ecuacién (4.10) en (4.11) y despejando 6 en el lado derecho, se obtiene:

Nx()(L—a)

N o b (4.13)

El lado izquierdo de esta ecuacion se puede interpretar como una tasa de beneficio de la disponi-

bilidad del agua subterranea. Este beneficio surge de la reducciéon en los costes de bombeo
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respecto a los que exigiria una mayor elevacién del agua asociada a un menor nivel (o volumen)

del stock disponible. En equilibrio, esa tasa debe igualarse al tipo de descuento.

Ya que es probable que tanto Ny (-) como Nx(-) sean funciones de X e Y, la tltima ecuacién
puede también plantearse como la definicién de la relacién 6ptima en estado estacionario entre
X e Y. Supéngase ahora que se pudiera despejar Y como funcién explicita de X, por ejemplo
Y = ¢(X), y, teniendo en cuenta por otro lado que en el estado estacionario Y = %7 es decir,

que el ritmo de bombeo, en estado estacionario, se iguala a la recarga ajustada por el flujo del

retorno, se obtiene por interaccién de estas dos curvas el punto de equilibrio de EC a largo
R

-«

plazo. La curva Y = ¢(X), y larecta Y = se muestran un ejemplo en la figura (4.1) para

un modelo estilizado de una cuenca real.

En la modelizacién del beneficio neto de la cuenca se supone que el beneficio bruto viene dado
por el area situada debajo de la funcién lineal inversa de demanda, P, = a — bY;, donde
a = 200B; es el precio de corte u ordenada en el origen que indica que la demanda se retrae
hasta cero al precio de 200 Bs. (Supongamos en Bolivares) por acre-pie y b = 500 es la pendiente
tal que con un precio cero la demanda es igual a § = 0,4 x 108 acres-pie . El beneficio bruto

asociado al bombeo de Y; es pues By = aY; — gY}?.

Supoéngase que el coste de bombear Y; de un acuifero con un volumen disponible de X; venga
dado por C; = c%, donde ¢ es un pardmetro que depende del acuifero concreto de que se trate
y de las unidades de medida que se utilicen para X; e Y;. Para el ejemplo, cuando se miden X;
v Y; en 10° acres-pie, se ha tomado ¢ = 1000BgF. La expresion del beneficio neto se convierte

entonces en:

b Y
N, = aY; — <2> Y2 - S (4.14)
cuyas derivadas parciales son
c
Ny()=a—-0bY; — — 4.15
() =a-bi- o (4.15)

1'Un acre-pie es el volumen de agua que se necesita para cubrir una superficie de un acre, aproxi-

madamente 0,4 hectareas, y una profundidad de 1 pie aproximadamente 30 cm.
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y
Y,
Nx(:) =c— 4.16
Sustituyendo estas derivadas en la expresién de equilibrio resulta:
X(aX —c)é
Y = o(x) = —2@X =) (4.17)

[c(1 — @) + bdX?]
La figura 4.1 muestra esta curva con a = 200, b = 500, ¢ = 1000 y 6 = 0,05. Para la cuenca
que se esta estudiando, se ha tomado R = 0,175 x 10%acres — pie y a = 0,27, lo cual implica

que el ritmo de bombeo en estado estacionario es Y = 0 = 0,2397 x 10%acres — pie.

_R_
1-a)
Numéricamente se puede calcular que el equilibrio para la variable de estado se logra en X* =

15,328 x 10%acres — pie.

En un mundo en el cual la recarga es realmente estocastica puede que el concepto de equilibrio
no sea realmente muy 1til. La curva de equilibrio Y = ¢(X) puede, no obstante, emplearse como
una PCRAO cuando X; varia en funcién de Y; y R;. Esta aproximaciéon también se muestra
en la figura 4.1, donde los valores de (no-equilibrio) X; y X5 se proyectan verticalmente sobre
Y = ¢(X), y las correspondientes intersecciones horizontalmente sobre el eje Y, para determinar
los ritmos respectivos de bombeo aproximadamente éptimos Y] e Ys. Debe subrayarse que esta
manera de operar con Y = ¢(X) proporciona valores que sélo se aproximan a los ritmos
de bombeo éptimos que se obtienen a partir de la solucién de una sucesién de problemas

estocésticos de programaciéon dindamica.

En un estudio empirico de la gestion del agua subterranea. Burt hallé que, cuando las reservas
X; estaban en torno al 40 % del valor de equilibrio X*, el ritmo de bombeo calculado segin la
PCRAO diferia menos de un 2 % del ritmo de bombeo éptimo. Aunque el grado de suboptimal-
idad es una cuestién empirica, la facilidad en el uso de una PCRAO tal como indica la relacién
Y = ¢(X), en comparacién con las exigencias de resolver una serie de problemas estocasticos

de programacién dindmica, puede dotar a estas reglas aproximadas de un gran valor practico.

No obstante, debe recalcarse que, en caso de existir potenciales irreversibilidades, una PCRAO
que presuponga una capacidad de volver a X* desde una X; situada por encima o por debajo

de X* puede llevar a resultados desastrosos.
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Figura 4.1: La politica de control de retroalimentacién aproximadamente 6ptima

(PCRAO) con a = 200,b=500,c= 1,000, y 6 =0,05

En efecto, considérese el caso de un acuifero que se encuentre en una zona litoral. En tal
situacién, el descenso del nivel de las aguas subterrdneas por debajo del nivel del mar podria
conllevar la intrusion de agua salada que imposibilitaria el uso del agua para el riego. El coste y el
riesgo de intrusién marina se pueden incorporar en la formulacion del problema de optimizacién
dindmica, pudiendo desarrollarse reglas de parada para limitar (establecer una cota superior)

la probabilidad de intrusién marina en algin horizonte futuro, dada la condicién inicial Xj.
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4.2 Las reglas de parada y la gestion del acuifero

En esta seccién se analizan dos modelos en tiempo continuo de gestién de aguas subterraneas.
El primero es realmente una versién adaptada al modelo en tiempo discreto de la seccién anteri-
or. El segundo es una especificacion probabilistica que emplea el Lema de [t6 y la programacién
dindmica estocéstica para identificar el volumen éptimo del acuifero en el que se detiene por
pimera vez la mineria (extraccion neta del recurso) y se establece el ritmo posterior de bombeo

de conformidad con la evolucién del sistema.

Modelo en tiempo Continuo

En ambos problemas se supondra que el valor de una unidad de agua en la superficie viene
dado por p > 0. Este seria el caso si hubiera unas importantes fuentes alternativas de agua con
un coste marginal para los usuarios equivalentes a p. Se mantiene aqui la funcién de coste del
problema en tiempo discreto y se supone que C' = c%, donde ¢ > 0 es un parametro de coste,
y X e Y representan las existencias de agua y el ritmo de bombeo en el momento t. Se supone

que el ritmo de bombeo estd sujeta a restricciones de la forma:

Yipax > Y >0,

donde Y4« es una cota superior del ritmo de extraccién.

El problema de EC se puede formular ahora como:

méx/ (p— £)Y exp O dt. (4.18)
0 X
sujeto a:
X=—-(1-aY+R (4.19)
Yimax =Y >0 (4.20)

X(0) = Xy dado

donde R = E[R(t)] es el retorno esperado en el momento ¢ y « es la proporcién de Y que
retorna al acuifero.

Definiendo V' (X) como la funcién de valor corriente, se puede escribir la ecuacién de
Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B), como:

SV (X) = max[(p — %)Y FV/(X)[~(1 - Q)Y + R]] (4.21)
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La expresién entre corchetes es lineal en Y, por lo que, en vez de tomar una derivada parcial,
se define la funcién de conmutacién:

w=p— % (1 - a)V'(X) (4.22)

La linealidad en Y de la expresién entre corchetes da como resultado lo que se ha llamado
un problema de control bang-bang, o bien un problema de camino de aproximacion mds
rapido (CAMR, MRAP en ingles), tal que cuando w = 0, el stock de agua alcanza su equilibrio
hidro - econémico Xy~ eY = %. Si X(0) > Xj, tendrd lugar, al comienzo de la gestién, un
periodo de extraccion neta con Y = Y4, hasta que X = X7,. Seguidamente se va a intentar

. .7 *
determinar una expresion para Xp..

Esta es una tarea relativamente facil, ya que en X7, Y = %. La sustitucién de esta expresion
en la ecuacién H-J-B implica que 6V (X) = (p — )12, o bien:

1-a?

Vix) = 5(1])1) ~a iRa)X (4.23)

A su vez, esto implica que V/(X) = ﬁ. Sustituyendo esta expresion 4.22 en con w = 0,

y despejando X, resulta:

c c1? ¢R

Xpo = o [219} 5 (4.24)

Se puede pensar en X7,~ como una regla de parada. Cuando las reservas del acuifero se reducen

a Xpo, lo 6ptimo es detener la extraccién y bombear (al menos temporalmente) al ritmo
R

sostenible esperado, Y = 7. Si la recarga futura es aleatoria y X se desvia de X7, entonces

perfodos cortos con Y = Y4 0 alternativamente con Y = 0 restaurardn, teéricamente X7, .

Version estocastica
A continuacidn se pasa a considerar una version estocdastica de este problema intentando deducir

la contrapartida correspondiente de la regla de parada X7,. El problema se plantea como:
o0 c
max Eg/ (p— })Y exp° dt. (4.25)
0

sujeto a:

dX =[-(1-a)Y + Rldt + 0Xdz (4.26)
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Vi =Y >0 (4.27)

donde z es un proceso de Wiener normalizado y ¢ el parametro de dispersién. Simbolizando
por V(X) la funcién de valor corriente, la ecuacién H-J-B de este problema se puede escribir

Ccomo:
C

X

1

SV (X) = max|(p o

)Y + (=) EdV] (4.28)

Al desarrollar dV en serie de Taylor hasta el segundo orden, y utilizando el lema de Ito, la
ecuacién H-J-B se convierte, después de tomar la esperanza y multiplicar por é, en:

SV (X) = méx[(p — %)Y +[-(1—-a)Y + RIV/(X) + ($)02X2V”(X)] (4.29)

donde la expresién entre corchetes es, una vez mas, lineal en Y, dando, lugar a la funcion de
conmutacion

w=p— % (1 - a)V'(X) (4.30)

Esta es la misma funcion que se obtenia en el problema de EC e implica la misma dindmica de

bang-bang (o CAMR) hasta que se alcanza el equilibrio, donde Y = L El nivel de equilibrio

l—a-

o valor de parada para X se puede determinar sustituyendo la expresion anterior de Y en la

ecuacién H-J-B y buscando la forma de V(X) que satisface:

SV(X) = (p— 2) o+ () X2V (X)] (431)

Para obtener V(X), vamos a probar con la misma forma funcional que fue utilizada en la

solucién al problema de EC, es decir, V(X) = % + B, que tiene como derivadas

A
VI(X) = 53 (4.32)
y
2A
V"(X) = e (4.33)
De hecho, esta formula funcional, satisface la ecuacién H-J-B cuando
A=— ch (4.34)

[(6 = 0*)(1 - a)]
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y
pR
(4.35)
[0(1 —a)]
Asi, la funcién de valor corriente vendré dada por:
R R
Vix)= L2 ¢ (4.36)

d(1—a) (0—0?)(1—-a)X
Si se compara esta funcién de valor con la funcién obtenida en el problema de EC [véase en
la ecuacién 4.23], se advierte que la tnica diferencia aparece en el denominador del segundo
término del lado derecho. En dicho término, (§ — 02) sustituye en la ecuacién 4.36 a § en la
ecuacion 4.23. La extraccion neta del agua debe detenerse cuando X alcance por primera vez

el valor:

C
Xg=—+ [

2
c cR
— 4.
2 ] + (4.37)

2p| " Ap
donde A = (§ — 02). Si se comparan las ecuaciones 4.24 y 4.37 se observa, cuando § > o2 > 0,

que Xg > Xz, o sea, que el volumen 6ptimo que hay que mantener en el problema de control

estocdstico es mayor que en el problema de equivalencia de certidumbre.

4.3 Literatura economica de los recursos naturales

La literatura de los recursos naturales, particularmente la de los recursos renovables
(biolégicos y no biolégicos), pone énfasis en los derechos de propiedad, pues segin estén éstos
definidos, la regla de decisién de los agentes cambiard desde la situacién de una gestién no
controlada a otra con control. Asi se reconoce una gestién ineficiente cuando los derechos de
propiedad no existen o, si existen, no estan suficientemente definidos, o se da la fugitividad del
recurso. Por otra parte, se darfa una gestiéon controlada cuando los derechos de propiedad son

privados.

Estas preocupaciones estdn presentes en las distintas aportaciones tedricas sobre el recurso
agua subterrdnea, aunque se reconozca que en el mismo se dan ciertos derechos de exclusién
que lo diferencian de los recursos renovables biolégicos, acercandolo a los recursos mineros y

forestales. Esa exclusividad queda recogida por el hecho de que solamente los agricultores que
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son propietarios de tierras de labor por encima del acuifero extraen agua del mismo, quedando

excluidos los agricultores de otras zonas.

Por otro lado, los acuiferos se distinguen de los demas recursos porque tienen una tasa de
regeneracion (la recarga) que no depende del stock del recurso, lo que nos permite decir que el
recurso agua subterranea se configura como un recurso diferenciado de los demas, sirviendo de

lazo de unién entre los renovables y los no renovables.

Bajo esta visiéon del recurso natural agua subterrdnea analizaremos, mediante un modelo de
control éptimo, la situacién de equilibrio estacionario de un acuifero cuando los derechos de
propiedad estén reflejados en una propiedad comin con institucién. Asimismo pondremos énfa-
sis en explicar situaciones de sobreexplotacién o agotamiento, atendiendo particularmente a los

parametros econémicos.

4.3.1 Derechos de propiedad del recurso agua subterranea

Un acuifero como ya se dijo en el capitulo 1 se puede definir, como un embalse de agua
subterranea susceptible de ser extraida y que, por tanto, podemos considerarlo como un recurso
o factor productivo, pero con diferencias sustanciales, sin embargo, con respecto a otros activos
econdémicos, ya que presenta dificultades en el funcionamiento eficiente del sistema de precios.
Ello es debido a que la explotacién y posterior consumo del recurso agua subterranea produce
una serie de externalidades negativas, en términos semejantes a los recursos mineros, de gas o
petroleo. Pero ademas en la gestion de los acuiferos se debe tener en cuenta la particularidad
de la recarga. Esto provoca que los acuiferos se puedan considerar como recursos renovables y
susceptibles de explotacion indefinida, e incluso que, partiendo de una situacién de agotamiento,

en algin momento posterior del tiempo se puedan explotar nuevamente.

Bajo esta perpectiva del analisis de los recursos naturales, los acuiferos deberian clasificarse
separadamente de los recursos renovables y de los no renovables, a pesar de las caracteristicas
semejantes que tienen con ambos. Se puede decir que los acuiferos proveen una transicién natural
de la categoria de recursos renovables a los no renovables. En consecuencia, se pueden considerar

los modelos de aguas subterrdneas analiticamente similares a los de recursos biolégicos, como
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son los de pesqueria y forestales, pero, a diferencia de éstos, la tasa de recarga del agua no es
biolégica. La recarga se produce de forma general, independientemente del stock existente en
el acuifero. En este sentido, los modelos de aguas subterraneas se asemejan a los de minerales,
gas o petréleo, pero estos ultimos se diferencian de los hidricos en que su tasa de crecimiento

es igual a cero.

Teniendo en cuenta, las consideraciones anteriores, la modelizacién de los acuiferos, que se
desarrolla en el apartado siguiente, se hara desde el niicleo comin de los modelos naturales, pero
tomando algunas de las caracteristicas de los renovables y otras de los no renovables, quedando

las aguas subterraneas conceptualizadas como recursos renovables no biolégicos.

En corcondancia con lo anterior, si la tasa de extraccién de agua subterranea de un acuifero es
igual a la tasa de recarga, la gestién 6ptima del mismo llevara a una explotacién indefinida dada
por el estado estacionario del recurso, tal como ocurrirfa con un recurso renovable. Sin embargo,
si la tasa de extraccion es mayor que la recarga, el recurso se agotaré fisica o econémicamente (el
acuifero, en su caso, se salinard por intrusién marina, o su stock se hard cero), segin mostraria
el estado estacionario de un recurso no renovable. Esta posibilidad refleja una interpretacién
especifica del coste de uso del recurso agua subterranea: la aplicacién de la regla de Hotelling
a los recursos que son agotables, puesto que el consumo del recurso hoy implicard pérdidas de

bienestar en el manana.

Por otra parte, la consideracion de la gestion de los acuiferos como un recurso natural estd me-
diatizada por la definicién de los derechos de propiedad. La interpretacion de los mismos permi-
tird no sélo aportar alguna luz sobre cudl es la forma de gestionar el recurso, sino que también
facilitard una visiéon de las trayectorias para alcanzar el estado estacionario, tal que cuando
lleguemos al mismo, o bien se alcanza una tasa de extraccién igual a la recarga, o bien se al-
canza un stock cero, o, en su caso, hay intrusién marina. No obstante aqui eludimos cualquier
andlisis de estructura de mercado distinta a la de competencia perfecta, en la que cualquier
imperfeccién en la estructura ocasionard un retraso en el agotamiento del recurso, o un retraso

en alcanzar el estado estacionario de un recurso renovable.
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Conceptos Econémicos asociados a los acuiferos

La literatura econdémica centra su andlisis en tres conceptos de derechos de propiedad:

1. La Propiedad privada individual indica que el recurso pertenece a un solo propietario
y el uso queda excluido a otros usuarios. La gestién de los mismos llevaria a explotar el
recurso mediante la aplicacién del Principio Fundamental de Hotelling, por el que el
precio del recurso recogeria el coste marginal de extraccién mas el coste de uso. Esto es,
el propietario maximizara la corriente de beneficios futuros, actualizada adecuadamente
por el tipo de descuento, y atrasara o acelerara su explotacién teniendo en cuenta que sus
decisiones de hoy afectan al manana. Desde la perspectiva del recurso agua subterrdnea,
esta gestion se llevaria a cabo siempre que el acuifero fuese de propiedad privada: por

ejemplo, pequenos pozos que son propiedad de un solo individuo.

2. La Propiedad comun con institucién, se caracteriza por el hecho de que una agru-
pacion de individuos es poseedora de un recurso. (disfrutando, por tanto, cada individuo
de esa propiedad, aunque no la utilice), de cuyo uso excluye a todos aquellos que no
tienen derechos de él: por ejemplo, los agricultores propietarios de las parcelas situadas
encima del acuifero, y del que extraen el agua para regar sus tierras, quedando excluidos
otros agricultores que no tienen tierras por encima del acuifero. La gestién del recurso
bajo esta definicién de los derechos de propiedad dependera de si existen acuerdos
entre los usuarios o si se actia de manera competitiva entre ellos. La primera podria con-
ducir a unas reglas de comportamiento de la institucién en términos semejantes a cuando
los derechos de propiedad son individuales, obteniéndose unos resultados eficientes. La
segunda nos llevaria a que cada propietario extrayese el recurso sin pensar que sus deci-
siones afectan al resto de propietarios, por lo que si cada uno de los propietarios actia

de la misma forma, el recurso se agotard y la gestién sera ineficiente.

3. Propiedad Piblica La gestion la realiza un organismo superior al usuario y en la que

no se asigna el uso del recurso exclusivamente por el mercado.

La gestién del acuifero, variard en funcién de que los derechos de propiedad sobre el mismo

sean individuales o comunes con competencia entre usuarios. Asi, si el recurso es de propiedad
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privada, los acuiferos se gestionaran teniendo en cuenta la maximizacién del flujo de rentas
futuras desconectadas por el parametro de descuento. Por otro lado, la gestién de los acuiferos
se realizard aplicando la regla por la que el valor del producto marginal del agua es igual al
coste marginal, si estamos frente a un recurso de propiedad comun donde existe competencia
entre los propietarios. Estas dos propuestas nos llevaran a un estado estacionario donde la tasa
de extraccién es igual a la recarga, y el stock éptimo es mayor que cero, o a una situacién en la
que si la tasa de extraccion es siempre mayor que la recarga, terminaremos con un stock igual

a Ccero.

La conclusién general que puede extraerse de la literatura es que la estrategia que iguala el
valor de la productividad marginal al coste marginal ocasiona una pérdida de bienestar para la
colectividad presente y futura con respecto a la estrategia maximizadora de la corriente de flujos
de beneficios futuros. Por ello se proponen algunas medidas de politica econémica para evitar las
posibles ineficiencias que acarrea la competencia entre usuarios de las aguas subterraneas. Sin ser
exhaustivos se puede mencionar, entre otras, la redefinicién de los derechos de propiedad hacia
una situacién de propiedad individual o propiedad comin con institucién, la instrumentacién de
impuestos por unidad extraida y la imposicién de cuotas de extraccién. Estas medidas suponen
que de alguna forma se tenga en cuenta, en la gestion éptima de los acuiferos, el coste de uso

o la renta de escasez que tienen las aguas subterraneas como cualquier otro recurso natural.

4.4 Principio fundamental de Hotelling

Para el matemético estadistico Harol Hotelling (1895 - 1973) los recursos naturales son algo
mas que un regalo de la naturaleza sujeto a unos usos para cumplir con algin objetivo. Es por
ello que publicé en el ano 1931 un articulo titulado The Economics of Exhaustible Resources
en la revista Journal of Political Economy Vol. 39. Donde establece un principio basico para la

explotacién de recursos naturales no renovables a través de una éptima extraccion.

El objetivo de Hotelling era encontrar el ritmo adecuado de explotacién del recurso, es decir, la
tasa éptima de agotamiento o la regla de extraccién que permita obtener el maximo bienestar.

Para ello consideraba el recurso no renovable como un activo de capital especial, de cuyo disfrute
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se derivaban rentas. Como en cualquier otro tipo de inversién, pues, la idea era maximizar el
valor actualizado de los rendimientos derivados de la misma. Asi, bajo el supuesto mas sencillo
de costes de extraccion nulos, el recurso deberia explotarse de forma que la tasa de crecimiento
del precio del recurso extraido fuera igual a la tasa de interés de mercado. Es decir, el propietario
es indiferente a extraer o dejar el recurso en el suelo cuando la ganancia de capital es igual al

tipo de interés de activos alternativos.

Aunque Hotelling supone que las circunstancias bajo las que definimos la senda 6ptima de
extraccion son estables en el tiempo (esto es, la tasa de interés, la tecnologia disponible, el nivel
de las existencias del recurso, el nivel de demanda o los costes de extraccién), lo cierto es que ante
cualquier cambio en las condiciones iniciales la senda de precios éptimos es extremadamente

sensible.

Determinamos el momento para el que el valor actual neto (VAN) de la inversién subyacente
es maximo. Para un tipo de descuento § y una acumulaciéon continua de los intereses, el VAN

es igual a:
e P(t) funcién de crecimiento conocida que representa el precio respecto al tiempo

e ¢ representa el tipo de interés que mide la tasa de descuento o tasa de preferencias por

el dinero presente con respecto al dinero futuro
e () cantidad existente del recurso

Dentro de este escenario, se plantea determinar el momento de tiempo en el que interesa la
extraccién del recurso. Por ello, se busca determinar el valor actuel neto (VAN) de la inversién

subyacente es maximo.

VAN = QP(t)exp (4.38)

operando (4.38) para encontrar el maximo

dVAN

7 = QP'(t)exp % —iQP(t)exp® =0 (4.39)
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ot

dividiendo la ecuacién (4.39) entre g exp™°" se obtiene:

P'(t) —6P(t) =0 (4.40)

se calcula la segunda derivada para verificar la existencia del maximo

dQZQ‘jN = P'(t)-6P'(t) <0 (4.41)
las condiciones suficientes para que se cumpla (4.41) son: que el precio del recurso crezca con
el paso del tiempo (es decir, P'(t) > 0), pero de una manera menos proporcional (es decir,
P"(t) < 0). Estas condiciones no estén fuera de la realidad ya que en la mayor parte de los

casos se cumple.

Ahora la condicién de equilibrio (4.40) se puede escribir como:

P'(t)
P(t)

=5 (4.42)

Esta condicién se conoce como Regla de Hotelling o Principio bdsico de explotacion de recursos
naturales. He indica cuando conviene extraer el recurso, ya que el propietario del yacimiento

tiene la potestad para elegir si quiere extraer el recurso o no. Por lo que se plantean 3 escenarios.

1. Si % > 6 = Conviene extraer el recurso ya que la tasa de cambio es inferior al tipo

de interes.

2. Si % < 0 = El crecimiento relativo de la biomasa es inferior al tipo de interés, le

interesa mantener su riqueza es decir no conviene extraer el recurso.

3. s{ 2

2O 0 = Si el crecimiento relativo iguala al tipo de interés al propietario le resulta

indiferente extraer o no extraer el recurso.

De otro modo, si Py es el margen de beneficios actual, en cualquier momento posterior (t) dicho

margen deberd ser igual a:
P, = Pyexp® (4.43)

Si en el sector de la minerfa opera la libre concurrencia, este margen de beneficio (By), sera el

equivalente al precio de mercado (B;) menos el coste de extracién (Cy).

P, =By —C, (4.44)
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Si, como es frecuente, el sector es mas o menos monopolista tal margen de beneficios serd igual
a la ganancia marginal del sector (el ingreso marginal menos el coste marginal), y serd éste
el precio que tendra que crecer al mismo ritmo que la tasa de intéres. Es evidente, que todo
lo anterior implica que el margen de beneficios del sector minero debe ser superior al de las
actividades industriales normales y que dicha diferencia debe crecer permanentemente con el

paso del tiempo (por ese motivo P; se define como la renta de escasez temporal)

La Regla de Hotelling puede explicar que en todos los periodos de tiempo haya una produccién
de signo positivo y, al mismo tiempo, que dicha produccién no lleve a la extincion de los recursos
no renovables en un tiempo igual al que se requiere para extraerlos del suelo. Para que esto
ocurra, es indispensable que exista un nivel de explotacién inferior al tamafio de las reservas
de modo que, considerando el precio de mercado y su evolucién futura, los empresarios sean
indiferentes entre extraer una unidad adicional o dejarla en su estado natural. Si con cualquier
nivel posible de explotacién la renta de escasez creciera a un ritmo menor que el tipo de interés,
nadie desearia conservar un activo que puede generar un rendimiento mayorconvertido en dinero
y el recurso natural se agotaria rapidamente. Si dicha renta creciera a un ritmo mayor que el
tipo de intérés, los yacimientos de mineral serian un buen medio para almacenar riqueza y sus
propietarios los conservarfan intactos, al menos mientras pudieran obtener de ellos una ganancia

extraordinaria.

Por su parte, el valor econémico actual de un dépdsito de mineral (V4), al menos para su
propietario, es igual al valor descontado de todas ventas del mismo después de deducir el coste
de extraccién y de comercializaciéon (es decir, al margen de beneficio (P;) multiplicado por
la cantidad extraida (Q;)). Tal valor, o precio de mercado de un depédsito de mineral, puede

extraerse como:

Vo = / P,Qudt (4.45)
0

Los empresarios de la mineria trataran de encontrar un ritmo de extraccion de tal modo que se
haga méaximo dicho valor con el nivel actual de reservas de mineral que posean (Sp).

Formalmente, esto se reduce al siguente problema de maximizacién:
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max /000 PQ.dt
sujeto a:
So = /OO Qqdt
0
' P'(t
"0 _,
con
P, Q>0

Cualquiera que sea la decision de los empresarios, el precio de mercado y el ritmo de extraccién
estan conectados por la funcién de demanda del recurso. Si dicha demanda es estable en el
tiempo, la cantidad extraida deberd reducirse a medida que el precio aumente. Como los min-
erales son un insumo productivo, esto quiere decir que a medida que se reducen las reservas, la
productividad marginal de los minerales debe aumentar de un modo sostenido. Sin embargo,
en la mayoria de los casos (tal vez en todos ellos), el precio no puede crecer indefinidamente. Es
probable que exista un precio maximo a partir del cual la demanda se haga igual a cero; esto
ocurre cuando el precio de los minerales alcanza niveles prohibitivos o cuando el recurso natu-
ral es sustituible por otros materiales a un coste determinado. Supongamos que existe alguna
tecnologia en la sombra capaz de sustituir el uso de un material o de una fuente de energia, a

un coste relativamente alto, utilizando una fuente mas abundante.

4.4.1 Analisis grafico de la regla de Hotelling

Si por comodidad suponemos un coste de extraccion nulo C' = 0, todo esto puede exponerse

con la ayuda de la figura 4.2

El cuadrante I de dicha figua muestra la velocidad del precio a lo largo del tiempo (en este
caso el precio de oferta es igual a la renta de escasez, es decir, P = R, desde un precio

inicial hasta el precio Pg), que hace rentable la utilizacién de la tecnologia de reemplazo.

El cuadrante IV se presenta la funcién de demanda indicando que los compradores estan

dispuestos a adquirir una cantidad cada vez menor del recurso a medida que se incrementa
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el precio de mercado; es decir, con el paso del tiempo el recurso natural se hace cada vez
mas escaso, su precio aumenta y la productividad marginal del recurso no renovable

aumenta.

IV I
Pr Precio del recurso natural

Funcian de demanda

Py

Q
8 = &g - ,( 0t
S0

III

Qo Q| 0 1|

Senda de explotacion t 11

Figura 4.2: Senda eficiente de explotacién de un recurso no renovable

El cuadrante IT permite trasladar una variable (el tiempo) al tercer cuadrante, en el que se
muestra la cantidad de minaral que se extrae en cada momento desde el instante inicial

hasta su fecha de extincién (T) (es decir, la senda de explotaciéon QpA).

El cuadrante III también muestra la cantidad total que la sociedad habra utilizado del re-
curso desde el momento inicial hasta cualquier momento t, tal cantidad es igual al area
formada por el eje Q y la senda de explotacién Qg A entre 0 y t. En consecuencia, el stock
de mineral que se conserva en cada momento (S;), es igual al stock inicial (Sp) menos la

cantidad extraida desde el instante inicial, es decir:
t
Sy =50 — / Qqdt (4.46)
0

Aunque discutible como forma de representar el funcionamiento de los mercados de recursos

naturales en el mundo real, la regla de Hotelling es una poderosa herramienta de analisis para
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definir la forma en que deben explotarse estos recursos siguiendo criterios de eficiencia intertem-

poral.

Todo lo anterior nos sirve para proponer, como se senalé anteriormente, un modelo de gestién de
un acuifero que ponga de manifiesto muchas de las afirmaciones realizadas hasta este momento.
Este modelo sera una simplificacion de la realidad, pero se ha creido necesario buscar la maxima
simplicidad en aras a obtener resultados sencillos y demostrativos de estos modelos y de esta

problematica, particularmente de la sobreexplotaciéon de los acuiferos.

4.5 Modelo de gestion de un acuifero

Dentro de un marco de analisis dinamico, el tratamiento formalizado de los acuiferos se
puede hacer desde la situacién del empresario que explota el recurso y la vende como cualquier
bien o servicio o desde la perspectiva del propio agricultor que extrae agua para regar sus tierras.
Nosotros hemos decidido modelizar un acuifero bajo esta segunda opcién. Asi suponemos que
el recurso agua subterrdnea es extraido de un acuifero por un ntimero finito pero grande de
agricultores que son propietarios de parcelas situadas encima del acuifero y, por lo tanto, existe

una integracién de las actividades agricola y extraccién del agua.

En aras de simplificar nuestra exposicién, nos centraremos en la modelizacién de una empresa
que gestiona la extraccion del recurso agua subterranea. No obstante, si la funcién de demanda
de agua subterrdnea utilizada es una demanda derivada de los agricultores, la modelizacién
anterior coincidirfa con la maximizacién de beneficios consolidados en una actividad integrada.
Para ello la empresa extractiva serfa una sociedad que actia de acuerdo con los intereses de los
agricultores propietarios de las tierras por encima del acuifero y trataria de gestionar el recurso
de la forma que genere un precio del agua minimo y tome en consideracion el coste del uso
del recurso. Esto es, la regla de decisién pasaria por maximizar el beneficio ocasionado por la

actividad integrada.

El modelo planteado estd basado en la teoria de control éptimo, lo que nos permite obtener

las trayectorias temporales de la tasa de extraccién y del stock. Para no hacer el tratamiento
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excesivamente complejo, se ha considerado un modelo determinista; es decir, se supone un
perfecto conocimiento tanto de la demanda como de la oferta, por un lado, y del los elementos

hidrogeolégicos que afectan al acuifero, por otro.

Suponemos que la funcién de demanda derivada de agua de los agricultores es linealmente
decreciente:

G =a+bP, (4.47)

donde G y P son, respectivamente, el agua utilizada por los agricultores y el precio de cada
unidad de agua subterranea. Siendo los pardmetros a > 0y b < 0.

Dados los elementos hidrolégicos que afectan a un acuifero podremos escribir la funcién de
costes y la dinamica del stock de un acuifero de la siguiente manera.

La funcién de costes dependera positivamente del volumen de agua extraido y negativamente
del stock del agua del acuifero, de tal manera que suponemos que la funciéon de costes tiene la
siguiente forma lineal;

C=(Cyo+ C19)G, (4.48)

donde, Cy, C} son pardametros positivo y negativo, respectivamente, y S es el stock de agua.
El significado de Cy + C1.S es el habitual en la literatura. Es decir, es el coste marginal de
extraer una unidad que depende tanto del coste de la energia y esfuerzo realizado como de las
variaciones del stock, por supuesto este coste marginal es al menos positivo.

La dindmica del stock vendra dada por los flujos de entrada y salida del acuifero, siendo el
flujo de entrada la recarga R que vendréd determinado por las condiciones climdticas (grado de
humedad, pluviométria, etc.) y geoldgicas de la zona, y el de salida el volumen de agua extraido

del acuifero (G), Asi pues la variacién instanténea S del stock serd igual a:
S=R-G (4.49)

La regla de gestién éptima permite afirmar que los agricultores maximizaran la corriente de los
beneficios netos futuros, descontados adecuadamente por el tipo de interés de mercado vigente,
sujetos a la restriccién de la dindmica del stock y a las condiciones iniciales y de no negatividad.

El problema de control éptimo planteado seria:

o
méx/ mexp ot dt (4.50)
0
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sujeto a:

S=R—-G, S0)=S, S(t)>0, (4.51)

donde ¢ > 0 es el tipo de interés, t el tiempo y 7 el beneficio de los agricultores.

Los ingresos (netos del pago del factor variable) vendrdan dados por la diferencia entre los
ingresos totales de la actividad y los costes del agua utilizada para el riego (input variable)
por los agricultores. Los ingresos seran la integral la integral desde cero hasta G de la funcién
inversa de demanda de agua subterranea, por lo que:

1
=G - %G — (Cy+ C18)G. (4.52)

El problema planteado en (4.50) y (4.51), sustituyendo (4.52) en (4.50), se resuelve por el
principio de maximo de Pontryagin, mediante el Hamiltoniano correspondiente:

1
H =exp™® [%GQ - %G —(Co+ Cls)G] + AR -G) (4.53)

siendo G la variable de control, S la de estado y A la de coestado. Las condiciones necesarias del
Hamiltoniano y la de transversalidad resolverdn el problema de control indicado arriba. Estas

se satisfacen cuando:

8H . . _5t G g
. oOH
A=—05 = exp % 1S (4.55)
OH .
—4q_p_ 4.56
B S=R-G ( )
th’m At)S(t) =0 y th’m A(t) =0 si th’m S(t) >0 (4.57)

De la condicién (4.54) se obtiene la conocida regla que establece que el beneficio neto marginal es
igual al coste de uso. La (4.55) expresa la dindmica de la variable de coestado. La ecuacion (4.56)
muestra la restriccién dindmica del modelo, esto es, que la tasa de extraccién en cada momento
de tiempo debe ser igual a la recarga. y por dltimo, (4.57) es la condicién de transversalidad
que senala que el coste de uso cuando el tiempo tiende a infinito debe ser cero si el stock cumple

con la restriccion normal de la negatividad.



Gestion de Recursos Hidricos 182

La obtencién de las trayectorias temporales de G(t) y S(t) pasa por solucionar un sistema de
ecuaciones diferenciales en G y S que resultan de resolver las condiciones expresadas mas arriba.
De (4.54) podemos deducir una expresién para A:

,hw@4t%—%—%—0ﬁ (4.58)

Diferenciando (4.58) con respecto a t, reemplazando Ay S por las condiciones (4.55) y (4.56),

respectivamente, y reordenando términos, obtenemos la ecuacion diferencial de G como:

G = 6G — 6bC1S + (bCy R — Sa — 5bC) (4.59)

que junto a la condicién (4.56) componen el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo
mencionado mas arriba. Para poder trabajar con él de forma compacta utilizaremos la siguiente

anotacién:
o = 51)01
,8 = bC’lR—cSa—ébCo
po= -1

por lo que podemos reescribirde la siguiente forma simplificada:

G=0G—-aS+p (4.60)
S=R+uG
cuyo sistema homogéneo es:
G =G —aS (4.61)
S = uG

Para resolver el sistema homogéneo (4.61) se puede reducir el par de ecuaciones lineales a una

sola ecuacion de segundo orden (en G, por ejemplo), cuya solucién es:
G(t) = Aexp™' +Bexp™, (4.62)

que a su vez, sustituida en la segunda ecuacién del sistema homogéneo, e integrando, permite

obtener:
A B
S(t) = B2 exptt 427 exprat (4.63)
I T2
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donde x1 y 5 son las raices del polinomio 2 — §z 4 au = 0, de tal manera que x; > § y 2 < 0.
Teniendo en cuenta la informacién adicional que nos da el sistema de ecuaciones diferenciales

no homogéneo 4.60, podemos expresar las trayectorias temporales haciendo G = 0, y S = 0

como:
R
G(t) = Aexp™! 4+ B exp™ . (4.64)
A B B—o(,
S(t) = £ exp®t +B2 exp®2! +J (4.65)
L1 T2 o
Por otra parte, si hacemos ¢t = 0 en (4.65) tendremos que:
A B-oE

B:xz<50_u_ G) (466)

w x1 a

Ahora bien, si nos centramos en la condicién de transversalidad (4.57), sustituyendo las trayec-
torias obtenidas en las expresiones (4.64) y (4.65) en la ecuacién (4.58), vemos que para que A
tienda a cero cuando t tiende a infinito se tiene que cumplir necesariamente que la constante
arbitraria A sea cero, por lo que finalmente las trayectorias de equilibrio del agua extraida y

del stock (4.64) y (4.65) se pueden reescribir como:
aot I

)

==

B B-6

S(t) = it exp®?! + ( (4.68)
i) [0

donde la raiz x serd igual a — bC', y en la expresion de B 4.66 habra que eliminar la constante

A (es decir, hacer A = 0) para que se cumpla la condicién de transversalidad (4.57).

Todo lo anterior se puede ilustrar mediante el diagrama de fases correspondiente al problema
planteado y particularmente por las ecuaciones del sistema (4.60). Estas se pueden escribir de
forma implicita como:

G = f(G,S)

S =yg(G,S)

Si hacemos en estas ecuaciones G = 0 y S = 0, tendremos dos ecuaciones de movimiento que
nos llevardn a un par de equilibrio (G*, S*) a largo plazo. La dindmica de S es ficil de analizar,

ya que si S = 0 es por que G = R; si S < 0 es por que G > R; y S > 0 es porque G < R.
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La dindamica de G vendra dada por los signos de las derivadas %, g—g Y g—g tomadas en la

ecuacién primera del sistema 4.60. Asi se puede escribir:

dG «
oG
S =00 (4.70)
oG

La expresién (4.69) muestra la pendiente de la ecuacién de movimiento G = 0. Las derivadas

(4.70) y (4.71) indican cémo se moveria la dindmica de G con respecto a Gy S.

Sobreexplotacién

G (Tasa de
extraccion)
-

v

6*-

—
<

S* S, S (Stock acuifero)

Figura 4.3: Diagrama de fases 1

Todo esto nos permite representar el diagrama de fases del estado estacionario que se alcanzaria
en un acuifero. En la figura 4.2 (en la que G* representa el volumen extraido de equilibrio
estacionario; S* el stock de equilibrio estacionario; y Sp el stock inicial), nos encontramos,

en efecto, con cuatro regiones, de las que dos son convergentes y otras dos divergentes al
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equilibrio dado que es un punto de silla. Es decir, si partimos de un Sy > S¥, entonces la
tasa de extraccién serd mayor que la recarga, por lo que irfa disminuyendo el stock de agua
hasta alcanzar la situacién de equilibrio de estado estacionario (G*, S*): regién II. En términos
similares se podria estudiar una situacion donde Sy fuese menor que S*, caso en que para
alcanzar el equilibrio la trayectoria del volumen de agua extraido deberia ser menor que la
recarga: region IV. Por otro lado, Si la tasa de extracciéon es siempre mayor que la recarga,
alcanzaremos una situacién donde S = 0, y se dard la sobreexplotacién del acuifero: regién I.

El caso contrario nos llevaria a una explotacién nula del acuifero: region II.

Otra explicacion de la sobreexplotacion, en unas circunstancias de los elementos hidrogeoldgicos
compatibles con el modelo integrado, podria venir del andlisis de la variaciéon de la tasa de
extraccion o del stock del acuifero ante cambios en los pardmetros econémicos de nuestro modelo.
Asi, es facil demostrar que si el tipo de interés aumenta, o si la coordenada en el origen de la
funcién de la demanda de agua aumenta, y/o si el coste marginal de una unidad extraida
disminuye (dedido, por ejemplo, a la incorporacién de nueva tecnologia), la tasa de aceleracién
se acelerara y el stock de equilibrio estacionario disminuira: véase la figura 4.4, en la que, al
igual que en el caso anterior, G* es el volumen estraido de equilibrio estacionario; Sy el stock
inicial; S** es ahora el stock de equilibrio estacionario con los parametros finales; y S¢ el stock

critico.

Es decir, bajo estas circunstancias se alcanzard un nuevo stock de equilibrio estacionario menor
que el correspondiente a los pardmetros iniciales (S** < S*). Por lo tanto, serd mas fécil alcanzar

el estado critico del acuifero y més pronto se daria el agotamiento del recurso.

Sintetizando, hemos demostrado que la sobreexplotacién de los acuiferos puede venir en funcién
de elegir trayectorias de desequilibrio (regién I), o aun en el caso de elegir trayectorias de
equilibrio 6ptimas (regién IT) pueda darse que los pardmetros econémicos nos lleven a un stock
de equilibrio de estado estacionario por debajo o muy préximo al stock critico del médelo, por lo
que se ha ampliado el concepto de sobreexplotacién o agotamiento que la literatura al respecto

senala.
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Figura 4.4: Diagrama de fases 2

Asi las aportaciones econémicas senalan que se produciria una sobreexplotacion del acuifero si
los derechos de propiedad no estan definidos. Es sencillo comprobar en este modelo que si la
gestién del acuifero se realiza de forma no controlada, igualando el valor de la productividad
marginal al coste marginal, el volumen de agua extraido se acelerard y la trayectoria del stock
en el tiempo serd mas inclinada. Esto indicard que habrd una pérdida de bienestar por parte
de los agricultores si su estrategia pasa por ser competitiva entre ellos, y al no tener en cuenta

la restricciéon dindmica el agotamiento del recurso se acelerara atin mas.

La situacion de sobreexplotacion o agotamiento anteriormente senaladas se pueden retrasar si

2 es elevado hubiése recarga artificial en el acuifero. Estudiar esta situacién

el flujo de retorno
en nuestro modelo no seria complicado, y a lo tnico que afectaria serfa a la restriccién dindmica

del stock

Una vez realizado el anélisis de la gestion 6ptima de un acuifero desde el momento inicial de su
explotacién hasta la situacién de equilibrio dinamico, de las posibilidades de sobreexplotacién y
agotamiento del mismo, asi como de la comparacion de la explotacion competitiva. Se muestra

en el siguiente capitulo como estan definidas las aguas subterraneas en Venezuela.

2Se entiende por flujo de retorno aquella cantidad de agua que vuelve al acuifero una vez utilizada

en la superficie para regar.



CAPITULO b

AGUAS SUBTERRANEAS EN VENEZUELA

“El agua es un derecho humano que no puede ser privado; eso es propiedad
soctal, de todos”

Hugo Chévez Frias - Al6 Presidente N°325

Segun cifras de la ONU, dos de cada 10 personas en el mundo carecen de una fuente de agua
potable segura. El agua es, junto con el aire que se respira, el patrimonio més preciado de la
humanidad. Esta pequenia molécula se ha infiltrado en todos los terrenos de nuestro universo.
Por esto, si bien existe suficiente agua dulce en el planeta para mantener una poblacién mas

numerosa que la actual, el agua escasea en muchos lugares del pais.

5.1 Los recursos hidricos de América Latina en el

Contexto Mundial.

América del Sur, conjuntamente con Asia, son las regiones que poseen los mayores recursos
hidricos en el contexto mundial. América del Sur con el 28 % de los recursos hidricos del mundo

y una poblacién regional del 6 % de la poblacién mundial, ha sido bien dotada por la naturaleza.

Sin embargo, hay razones que merecen una reflexiéon:

187
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e La extendida contaminacién y degradaciéon de los recursos hidricos por una inadecuada
legislacion o una mala aplicacién de la misma, asi como una falta de inversiones en el
tratamiento del efluentes. Se considera que la degradacion del ambiente y de la calidad de
las agua es uno de los mayores desafios que debe enfrentar América del Sur. Sin embargo,
en paises como Brasil, Argentina y Venezuela, se percibe una tendencia favorable para

revertir esta situacién.

e La contaminacién hidrica representa también un alto riesgo para la salud de la poblacion
que vive sin acceso al agua potable, siendo las enfermedades de origen hidrico uno de
los problemas més serios de la regién. América del Sur tiene un gran potencial para la
generacion de energia hidroeléctrica. Si bien en nueve paises la hidroenergia representa
maés del 50% del total de su produccién energética, sigue existiendo un gran potencial

sin aprovechar.

e Un 60 % de la poblacién habita en cuencas de rios cuyas aguas son compartidas por dos
o mas paises. Ello claramente establece la necesidad de una gestién de recursos hidricos

para lograr un uso armoénico y equitativo de los mismos.

5.2 Vision de los recursos hidricos en Venezuela

“En Venezuela el agua jamds serd privatizada”
El agua en Venezuela jamas podra ser privatizada ya que constitucionalmente es un bien ptublico

y el Estado garantiza su uso y disfrute a todos los habitantes del pais.

Todos los habitantes tienen derecho al acceso al agua en cantidades necesarias para sus necesi-
dades y la eliminacién sanitaria de sus excretas. El agua es un instrumento de desarrollo regional

y nacional por tanto su uso y aprovechamiento debe ser sustentable.

En Venezuela se reconoce que el agua no puede ser “simplemente” un bien econdmico en el
sentido de los mercados “normales”. Primero, porque el acceso al agua debe ser un derecho
humano que no puede condicionarse con cualquier sistema de precios, segundo porque el agua

no es solo un “bien mercancia”, sino un valor social, cultural y un elemento constitutivo de un
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ecosistema con todo lo que ello implica, y tercero por que el propio proceso de competencia
lleva inexorablemente al monopolio en condiciones de ofertas limitadas y, atin mas, en los casos
de bienes fundamentales. Todos los ciudadanos tenemos el deber de contribuir a la conservacién

de las cuencas, lo que garantizaré la permanencia del recurso.

El agua potable serd un recurso cada vez mas escaso en los proximos anos y, a diferencia
del petréleo no cuenta con sustitutos. Durante el ultimo siglo la poblacién se ha triplicado
mientras que el consumo de agua se ha sextuplicado. Sin embargo, el agua sigue siendo un
recurso limitado, no renovable, y mal distribuido. La cantidad de agua disponible permanece
practicamente constante. Su escasez podria representar un serio obstaculo para el desarrollo a

lo largo del presente milenio.

Segun calculos de las naciones unidas 1.100 millones de personas, aproximadamente una sexta
parte de la poblacién mundial, carece de acceso al agua potable, 2.500 millones de la poblacién
mundial no dispone de instalaciones sanitarias adecuadas, 5 millones de personas fallecen an-
ualmente a causa de enfermedades relacionadas con el agua, diez veces més de quienes mueren
por conflictos armados cada ano, 80 % de las enfermedades en el mundo en desarrollo se deben

al consumo de agua no potable y malas condiciones sanitarias.

La reserva de agua dulce y potable apto para el consumo humano es de 3% del total existente
en el planeta Tierra, la mayor parte de ese 5 % esta ubicada en los glaciares y casquetes polares,

por lo que se pronostica un consumo de 100 % y la escasez se asoma como una nueva amenaza.

Es por ello que se han establecido alianzas estratégicas con paises de America Latina y el Caribe,
la alianza es pieza fundamental en la medida que la sociedad industrial acelera su desarrollo,

puesto que cada incremento tecnolégico abre una valvula mas al consumo.

La conciencia mundial acerca de la importancia vital que tienen los recursos hidricos para la
supervivencia de la vida en nuestro planeta queda manifiesta en los numerosos eventos interna-
cionales realizados a lo largo de las ultimas tres décadas. Entre los principales eventos pueden

citarse:
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e La Conferencia de las Naciones Unidas, celebrada en Mar del Plata en el ano 1977.
e La Conferencia Internacional sobre Agua y Ambiente (CIAMA) en Dublin, 1992.

e Conferencia de Naciones Unidas sobre el Medio Ambiente y Desarrollo (CNUMAD), en
Rio de Janeiro, 1992. La Agenda 21, 1992, Rio de Janeiro.

e La Conferencia sobre Evaluacion y Estrategias de la Gestion de los Recursos Hidricos en

América Latina y el Caribe, 1996.

e “II Didlogo Interamericano sobre Administracién de Aguas” , celebrado en Buenos Aires,
Argentina, en Septiembre de 1996 , y posteriormente incluidos en la Agenda de la “Cum-
bre Hemisférica sobre Desarrollo Sostenible” , en Santa Cruz, Bolivia, en diciembre de

1996.

e Taller sobre gestién Integrada de Recursos Hidricos en América del Sur, en Gramado

Brasil 1998.
e II foro Mundial del Agua, La Haya 2000.
e La Declaracion Ministerial ; La Asamblea del Milenio de las Naciones Unidas 2000.
e La Conferencia de Agua Dulce en Bonn 2001.
e Cumbre Mundial sobre Desarrollo Sostenible(CMDS) Sudafrica 2002.
e Foro de Agua para las Américas en el siglo XXI México 2002.
e IIT Foro Mundial del Agua Japén 2003 y su Conferencia.

e IV Foro Mundial del Agua, México 2006.

V Foro Mundial del Agua, Turquia 2009.

Es necesario generar un nuevo enfoque a nivel mundial de las estrategias y las politicas a aplicar
en el sector de los recursos hidricos de los paises, especialmente aquellos en vias de desarrollo
que aun cuentan con abundantes recursos hidricos, a fin de preservar la sustentabilidad en un

nuevo esquema desarrollo.
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Dia mundial de agua

El Dia Mundial del Agua se origina en la Conferencia de las Naciones Unidas para el Medio
Ambiente y el Desarrollo en Mar del Plata, Argentina en 1992, después de la cual, La Asamblea
General de las Naciones Unidas declard el 22 de marzo de cada ano, como Dia Mundial del

Agua.

Esta jornada sirve, afio a ano, para evaluar y hacer especial hincapié en el tratamiento que
los seres humanos le dan al preciado liquido. En la actualidad, segin cifras de la Organizacion
de las Naciones Unidas (ONU), existe una crisis generada por la escasez de agua, su terrible
administraciéon y la gran cantidad de inconvenientes con respecto a su saneamiento a nivel
mundial, lo que genera una gran preocupacion. Se estima que mas de mil millones de personas
no cuentan con cantidades necesarias de agua potable para cubrir tareas diarias, mientras que
otras 2 mil 600 millones carecen de saneamiento, asi lo reflejan estudios de la Organizacién

Mundial de la Salud (OMS) y el Fondo de las Naciones Unidas para la Infancia (UNICEF).

El Dia Mundial del Agua brinda una oportunidad excepcional para llamar la atencién y crear
un impulso que anime a intervenir a los gobiernos, la comunidad internacional, la sociedad civil
v los ciudadanos. La celebracion de este dia tiene por objeto fomentar la comprensién de la
medida en que el desarrollo de los recursos hidricos contribuyen a la productividad econémica
y al bienestar social. Todos los anos el Dia mundial del Agua tiene una temética distinta,
veamos cuales han sido

2009: Los recursos hidricos transfronterizos

2008: Saneamiento

2007: Afrontando la escasez del agua.

2006: Agua y cultura.

2005: El Agua, fuente de vida.

2004: El Agua y los desastres.

2003: Agua para el futuro.

2002: Agua para el desarrollo.

2001: Agua y Salud.

2000: Agua para el siglo XXI.
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1999: Todos vivimos aguas abajo. 1998: Agua subterranea - el recurso invisible.
1997: El agua en el mundo: ;resulta suficiente?.

1996: Agua para ciudades sedientas.

1995: Mujer y agua.

1994: Cuidar de nuestros recursos hidricos es cosa de todos.

Considerando que el agua es uno de los recursos mas criticos para el futuro de la humanidad,
la Asamblea General de la Organizacién de Naciones Unidas decidié instituir como Decenio
Internacional del Agua al periodo comprendido entre el 01 de enero del 2005 y el 31 de diciembre
del 2015. En razén de ello, todos los paises miembros de la ONU deberan desplegar politicas y

acciones especiales para asegurar la disponibilidad y el uso racional de dicho recurso vital.

5.3 Marco Juridico del Agua en Venezuela

La Constitucién de la Republica Bolivariana de Venezuela en el Articulo 304 reza: “Todas las
aguas son bienes de dominio publico de la Nacion, insustituibles para la vida y el desarrollo.
La ley establecera las disposiciones necesarias a fin de garantizar su proteccién, aprovechamien-
to y recuperacién, respetando las fases del ciclo hidrolégico y los criterios de ordenacion del

territorio.”

La Ley de Aguas quedé sancionada por la Asamblea Nacional en diciembre de 2006 y es publi-
cada en la Gaceta Oficial N° 38.595 de 02-01-2007. El objeto de esta ley queda definido en su
Articulo 1 :

“Esta Ley tiene por objeto establecer las disposiciones que rigen la gestién integral
de las aguas, como elemento indispensable para la vida, el bienestar humano y el

desarrollo sustentable del pais, y es de caracter estratégico e interés de Estado.”

Puede decirse, que es en la Ley de Aguas que aparece por primera vez en la legislacién venezolana
el concepto: Gestién Integral de las Aguas . Un concepto mucho més amplio y holistico, que
aquel del ”desarrollo de los recursos hidraulicos”, como aparecia en anteriores planes. Este nuevo

concepto, que se ha extendido a nivel internacional pretende ir sobre el conjunto de todas las
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partes como elementos de un sistema hidrico, en donde la cuenca hidrografica es la unidad de

gestion.

La Ley de Aguas establece las disposiciones generales que deberan ser reguladas mediante la
formulacién de nuevos reglamentos, los cuales a su vez deberdn estar en concordancia con
el postulado del articulo 304, consagrado en la Constitucion de la Republica Bolivariana de

Venezuela.

5.3.1 Estructura de la Ley de Aguas

e Titulo I. Disposiciones generales: Articulos del 1° al 9°
e Titulo II. De la conservacién y aprovechamiento sustentable de las aguas

— Capfitulo I. Disposicién general: Articulo 10
— Capitulo II. De la proteccién, uso y recuperacién de las aguas: Articulo 11

— Capfitulo III. Del control y manejo de los cuerpos de agua: Articulos 12 y 13

e Titulo ITI. De la prevencién y control de los posibles efectos negativos de las aguas sobre

la poblacién y sus bienes: Articulos 14 y 15
e Titulo I'V. De las regiones y cuencas hidrograficas e hidrogeolégicas

— Capitulo I. Disposiciones generales: Articulo 16
— Capitulo II. De las regiones hidrogréficas: Articulo 17
— Capfitulo III. De las cuencas hidrograficas: Articulo 18

— Capitulo IV. De las providencias y cuencas hidrograficas: Articulo 19
e Titulo V. De la organizacion institucional para la gestién de las aguas

— Capitulo I. Disposiciones generales: Articulos 20 al 22

— Capitulo II. De las autoridades de las aguas: Articulos 23 al 39

e Titulo VI. De los instrumentos de gestién
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— Capitulo I. Disposiciones generales: Articulos 40 y 41

— Capitulo II. De los planes de gestion integral de las aguas: Articulos 42 al 83

— Capitulo III. Del registro nacional de usuarios y usuarias de las fuentes de las aguas:
Articulos 84 al 87

e Titulo VII. Del sistema econdmico financiero

— Capitulo I. Disposiciones generales: Articulos del 88 al 90

— Capitulo II. Del financiamiento del sistema econémico financiero: Articulos del 91

al 95

— Capitulo III. Del fondo nacional para la gestion integral de las aguas: Articulos del

96 al 105

Titulo VIII. De las infracciones y sanciones administrativas

— Capitulo I. Disposiciones generales: Articulos 106 al 118

— Capitulo II. De las infracciones y sanciones administrativas: Articulos 119 al 127
e Disposiciones transitorias
e Disposicion derogatoria
e Disposicién final

De acuerdo con el articulo 17 de la Ley de Aguas, el pais queda organizado en 16 regiones

hidrograficas atendiendo a criterios geograficas y socio culturales:

1. Lago de Maracaibo y Golfo de Venezuela: cuencas hidrograficas de los rios Limén,
Palmar, Santa Ana, Catatumbo, Zulia, Machango, Pueblo Viejo, Escalante, Chama, Co-

joro, Carraipia-Paraguachén y Motatan.

2. Falconiana: cuencas hidrograficas de los rios Maticora, Hueque, Ricoa, Mitare y Cap-

atarida.

3. Centro Occidental (Tocuyo-Aroa-Yaracuy): cuencas hidrogrificas de los rios

Tocuyo, Aroa y Yaracuy.
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Lago de Valencia: cuencas hidrograficas de los rios Aragua, Limén, Turmero, Maracay,

Carabobo, Cabriales y Las Minas.

Central (Tuy-Litoral Central): cuencas hidrogréficas de los rios Tuy, Guapo, Cuipira,

Capaya y las que drenan al Litoral Central.
Centro Oriental: cuencas hidrograficas de los rios Unare, Zuata, Pao y Aragua.

Oriental: cuencas hidrograficas de los rios Neveri, Carinicuao, Manzanares, Amana,

Guarapiche, San Juan y de la Isla de Margarita.

. Llanos Centrales: cuencas hidrogréficas de los rios Guarico y Guariquito.

. Llanos Centro Occidentales: cuencas hidrograficas de los rios Cojedes, Portuguesa,

Guanare, Tiznados y Bocond.

Alto Apure: cuencas hidrograficas de los rios Uribante, Masparro, Sarare, Santo Domin-

go, Pagiiey, Suripa y Apure.

Apure: cuencas hidrograficas de los rios Apure, Arauca, Capanaparo, Cinaruco, Cu-

naviche y Meta.

Amazonas (Alto Orinoco): cuencas hidrogréficas de los rios Orinoco, Brazo

Casiquiare, Ventuari, Ocamo, Sipapo y Cunucunuma.

Caura: cuencas hidrograficas de los rios Caura, Suapure y Cuchivero.
Caroni: cuenca hidrografica del rio Caroni.

Cuyuni: cuencas hidrogréficas de los rios Cuyuni, Yuruari y Yuruani.

Delta: cuenca hidrogréfica del bajo Orinoco y cuencas hidrograficas de los rios Morichal

Largo, Uracoa, Manamo y Macareo

De acuerdo con datos suministrados por el Ministerio del Poder Popular para el Ambiente

(Minamb) se tiene:

e Aproximadamente 50 % del abastecimiento de agua potable, industrial y de riego en el

pais proviene de agua subterrinea.
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e De acuerdo a estudios de orden de magnitud, las reservas explotables de aguas sub-

terrdaneas se ubican en 22.312 millones de m3 y las reservas totales en 7,7 billones de

m3

Figura 5.1: Regiones hidrograficas

e Cerca del 43 % de la superficie del pafs estd cubierta por sedimentos poco o no consol-
idados con buenas posibilidades para la acumulaciéon y aprovechamiento de las aguas

subterraneas.

e Las zonas con mejores potencialidades de acumulacién de aguas subterraneas y de acuifer-
os de importancia regional estan en la regién central, en el sur del lago de Maracaibo, en
el piedemonte de la regién Andina de los llanos centrales y occidentales y en la mesa de

Guanipa.



Aguas Subterrdneas en Venezuela 197

e Aunque en el territorio nacional existen mas de 50.000 pozos de agua. La base de datos
del grupo de Aguas Subterrdneas tiene registrado mas de 17.000 pozos de agua con
informacién de ubicacién, profundidad, niveles, caudales, pardametros hidrdulicos, litologia

y calidad del agua.

5.3.2 Provincias Hidrogeoldégicos

Se definen como una region de caracteristicas generales similares en cuanto a las condiciones
de ocurrencia de las aguas subterraneas, condicionados por la conformacién geolégica y las
caracteristicas fisiograficas. Este criterio de regionalizacién fue establecido por el Proyecto de
Desarrollo para las Naciones Unidas (PNUD) en la elaboracién del mapa hidrogeolégico de
América del Sur, actualmente en vigencia y en el que participaron y adoptaron los hidrogedélogos
en Venezuela, para su divisién en regiones hidrogeolégicas. En Venezuela se distinguen cuatro

Provincias Hidrogeoldgicas:
Andina Vertiente Atlantica y del Caribe (a)

Esta provincia comprende

integramente la Provin-

cia Fisiografica de las

Cordilleras  Venezolanas,

incluyendo ademéas la

Provincia de Fisiografia

de las Precordilleras y el

Piedemonte. Figura 5.2: Andina Vertiente Atlantica y del Caribe

Los acuiferos mas conocidos e importantes en esta provincia son:
e Acuifero del Valle de Caracas y Litoral Central
e Acuifero del Lago de Valencia

e Acuifero Tuy Alto y Valle de Santa Teresa
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e Acuifero Guatire Guarenas

Acuifero Tocuyo Alto, Medio e inferior

Acuifero de Barquisimeto, Quibor, Carora y Siquiere

e Acuifero El Isidro, Maticora, Mitare y Depresién Pedregal

Acuifero Cumanacoa, San Antonio y Clavellinos

Planicies Costeras (b)

4 Planicies Costeras

N\

Incluye las Planicies de

/_,..—’
la cuenca del Lago de 7] r

Maracaibo, las Planicies

Costeras y la Provincia del

Sistema Deltdico Oriental.

A su vez, se subdivide en

dos subprovincias: Figura 5.3: Planicies Costeras

Planicie del Mar Caribe, Planicie del Océano Atlantico, compuesta por la cuenca Delta del
Orinoco, la cuenca del PilarGuiria y la cuenca del rio San Juan. Los acuiferos mas conocidos e

importantes en esta provincia son:
e Acuiferos La Guajira, Costa Oriental y Costa Occidental del Lago de Maracaibo

e Acuifero de Coro.

Acuiferos de Bajo Tocuyo y Aroa.

Acuiferos Bajo Tuy y Depresion de Unare.

e Acuiferos rio Neveri y rio Manzanares.

Acuiferos Cariaco, Casanay, El Pilar, Guiria.

Acuifero Delta del Orinoco
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Orinoco o Llanos (c)

La integra la Provincia Fi-
siografica de los Llanos,
incluido el Macizo de El
Baul. Esta es una de las

Provincias menos comple-

jas en cuanto a sus carac-

teristicas fisiograficas y su

constitucién geolégica. Figura 5.4: Orinico o Llanos

Los acuiferos méas conocidos e importantes en esta provincia son:

e Acuiferos de los Llanos Centrales y de Apure, Acuiferos de los Llanos Centrales y Orien-

tales. (acuiferos de Mesa de Guanipa Maturin y Cerro Negro.)

Escudo Septentrional o de Guayana (d)

Comprende la Provin-
cia fisiografica de Guayana.
Por encontrarse sobre
un basamento tectonicamente
estable, sus caracteristicas

fisiograficas no  presentan

grandes complicaciones. Los

acuiferos mas conocidos e im-

portantes en esta provincia

son: Son los acuiferos de las sa-

banas del Orinoco y del Ro-

raima. Figura 5.5: Escudo Septentrional o de Guayana
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5.4 Acuiferos transfronterizos

El agua subterrdnea no conoce limites de territorio. Algunos acuiferos se desarrollan
totalmente dentro de un pais, pero otros estdn por debajo de dos o més paises. Estos acuiferos

se denominan acuiferos transfronterizos.

Muchos de los acuiferos mas importantes del mundo son transfronterizos hasta el momento se
calcula 273 al igual que sucede con respecto a cualquier recurso transfronterizo, el manejo de
estos acuiferos podria convertirse en un duro desafio ya que requiere la colaboracién entre varios
niveles de las instituciones de manejo de tierra y agua en el pais y entre los diferentes paises

involucrados.

iarac Transboundary Aquifers of the World %
,_:‘i“"gm S - Update 2009 - ﬁ @

Lagarsd

Trarbaumdary Auitars
nim -

Figura 5.6: Mapa mundial de acuiferos transfronterizos

En 2002 la UNESCO y la OEA en forma conjunta lanzaron el Programa UNESCO/OEA

ISARM Américas (Acuiferos Transfronterizos de las Américas), una iniciativa regional para el
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hemisferio occidental, durante el Congreso de la Asociacién Internacional de Hidrogedlogos y la
Asociacién Latinoamericana de Hidrogeologia Subterranea para el Desarrollo (IAH/ALHSUD),

en Mar del Plata, Argentina.

El Mapa Mundial de Acuiferos Transfronterizos — actualizacién 2009 (figura 5.6), compilado por
el Centro Internacional de Evaluacién de los Recursos de Aguas Subterrédneas (IGRAC) presenta
el actual estado y magnitud del problema concerniente a los Acuiferos Transfronterizos a escala

global.

El propésito de este mapa es el de proveer una vision global de estos importantes recursos
hidricos compartidos al igual que estimular su adecuada evaluacién. Este mapa muestra que

Venezuela comparte 4 acuiferos, a continuacién una breve descripcién de cada uno.

e Nombre: Tachira-Pamplonita
Ubicacién: Entre Venezuela y Colombia.
Extensién: 80 Km? Aproximadamente
La precipitacién pluvial media anual: 740 mm

Caracteristicas:
— Regién dindmica entre los dos paises.
— Explotacién sin sostenibilidad estrategica.
e Nombre: La Guajira
Ubicacién: Entre Venezuela y Colombia.

La precipitacion pluvial media anual: 500 mm

Caracteristicas:
— Planicie costera, elevaciones de 0 a 20 msnm, clima &arido, la temperatura media por
encima de 28 ° C.
— Acuifero no confinado y de uso intenso.

— Problemas de salinacion
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1 aculterc Gualira = e - - = = - = = = 3 Acuifero Amazonas

Sistemas de Acuiferos
Transfronterizos

2 Acuifera Tachira

Pamplonita

Figura 5.7: Acuiferos transfronterizos

e Nombre: Grupo Roraima
Ubicacién: Entre Brasil - Guyana y Venezuela
Extensién: 70 K'm? Aproximadamente
La precipitacién pluvial media anual: 1.200-2.400 mm

Caracteristicas:
— Altitud superior a 1.000 m.
— El clima es tropical lluvioso.
— La parte mas grande del sistema acuifero estd en Brasil.

e Nombre: Amazonas
Ubicacién: Entre Bolivia - Brasil - Colombia - Ecuador - Peri y Venezuela.
Extensién: 3.950.000 Km? Aproximadamente
Clima: Himedo, hasta 3 meses secos, la temperatura media por encima de 18 © C.

Caracteristicas:
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— Buen rendimiento y buena calidad del agua.

— Falta de estudios porque el acuifero se encuentra en zonas con pocos habitantes y

donde el acceso es dificil.

— Es de gran Importancia para las comunidades que viven junto a los rios, porque el

acuifero es la unica alternativa a la contaminacién de las aguas superficiales.



ALGUNOS MATEMATICOS IMPORTANTES

Hay muchos matematicos que merecen ser mencionados por sus grandes contribuciones a las
matematicas y otras ciencias. Pero serfa muy dificil tratar de escribir sobre todos ellos. Por lo
tanto, esta seccion presenta una breve biografia de algunos de los matematicos méas importantes

involucrados en este Trabajo Especial de Grado.

Lev Pontryagin

Lev Semionovich Pontryagin (3 septiembre 1908 - 3 de mayo 1988) fue un matematico ruso so-

viético. Naci6é en Moscu y perdié la vista en una explosion de hornillo de queroseno cuando tenia
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14 anos. Aunque perdio la vista, Pontryagin llegd a hacer mentalmente calculos matematicos. Su
madre Tatyana Andreevna, de profesién costurera una mujer extraordinaria, aprendié idiomas

para poderle leer articulos cientifico y explicar las ecuaciones formuladas por él.

Autor de famosos trabajos de topologia, hizo importantes descubrimientos en diversos campos
de las matematicas. Trabajé en la teoria de la dualidad de homologia, mientras todavia era
un estudiante. Llegd a sentar las bases de la teoria abstracta de la transformada de Fourier,
llamada ahora la dualidad de Pontryagin. Mas adelante en su carrera trabajé en la Teoria
de Control ()ptimo. Su principio maximo es fundamental para la Teoria moderna de la opti-

mizacién. Presenté también existe la idea de un control bang-bang.

Existe un monumento a Lev Pontryagin ubicado en la pared del edificio en Leninsky Prospekt
en Mosci, donde vivié desde 1938 hasta 1988. Pontryagin recibié numerosas distinciones por
su trabajo. Fue elegido miembro de la Academia de Ciencias en 1939, convirtiéndose en un
miembro de pleno derecho en 1959. Fue honrado en 1970 por haber sido elegido Vice-Presidente

de la Union Matematica Internacional.

William Hamilton

Sir William Rowan Hamilton (4 de agosto de 1805 — 2 de septiembre de 1865) fue un matemaético,

fisico, y astréonomo irlandés, que hizo importantes contribuciones al desarrollo de la éptica, la
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dindmica, y el dlgebra. Su descubrimiento del cuaternion es quizé su investigacién mas conocida.
El trabajo de Hamilton en dindmica fue después decisivo en el desarrollo de la mecanica cuantica,
donde un concepto fundamental llamado hamiltoniano lleva su nombre. Demostrd su inmenso
talento a una edad muy temprana, cosa que hizo decir al Dr. John Brinkley, astrénomo y obispo,
en 1823, cuando Hamilton tenia 18 anos: “Este joven, no digo que serd, sino que es, el primer

matematico de su tiempo”.

Quizé el momento méas recordado de su vida fue cuando, segin cuenta él mismo, acudié a
su cabeza como un relampago la estructura de los nimeros cuaternionicos. Evidentemente,
Hamilton llevaba mucho tiempo pensando en aquel problema, pero sea como fuere, un dia de
1843 paseaba por el puente de Brongham, que cruza el canal Real de Dublin, cuando de repente
comprendié la estructura de los cuaterniones. Acto seguido grabd con la punta de su navaja,

sobre una piedra del puente, (esta inscripcién no se conserva hoy dia).

Richard Bellman

Richard Bellman (1920 — 19 de marzo de 1984) Bellman estudié matemadticas en la universidad
de Brooklyn, donde obtuvo una diplomatura, y luego en la universidad de Wisconsin, donde

obtuvo su licenciatura. Ejercio la docencia en la universidad del sur de California.
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Richard Bellman es una figura destacada entre los contribuyentes a la teoria de control moderno
y analisis de sistemas. La invencion de la programacion dinamica marco el comienzo de una
nueva era en la andlisis y optimizacién de sistemas de gran escala y abrié un camino para
la aplicaciéon de computadora sofisticados técnicas de orientacién en una amplia variedad de
areas-problema que van desde el diseno de orientacién para los vehiculos espaciales para las

plagas de control y optimizacion de la red.

Su invencién de la programacién dindmica en 1953 fue un gran avance en la teoria de los procesos
de decisién en varias etapas, un avance que sentd las bases para la aplicaciéon de la ecuacién
funcional técnicas en un amplio espectro de campos que se extiende mucho mas alla del problema
de areas, que proporcioné la motivacion inicial de sus ideas. Ademds de su fundamental trabajo
en programaciéon dindmica, Bellman hizo una serie de importantes contribuciones tanto para
las matematicas puras como las aplicadas. En 1979 el IEEE le otorgé la medalla de honor por
su contribucion a la teoria de los sistemas de control y de los procesos de decisién, en especial

por su contribucién con la programaciéon dindmica y por la ecuacién de Bellman.

Carl Jacobi

Carl Gustav Jakob Jacobi (10 de diciembre de 1804 - 18 de febrero de 1851). Filésofo y
matematico aleman nacido en Postdam y fallecido en Berlin. Autor muy prolifico, contribuyo en
varios campos de la matemadtica, principalmente en el area de las funciones elipticas, el dlgebra,

la teoria de numeros y las ecuaciones diferenciales.
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Jacobi establecié junto a Niels Henrik Abel la Teoria de las funciones Elipticas. Demostré la
solucién de integrales elipticas mediante la aplicacién de las funciones, series exponenciales in-
troducidas por él mismo. Desarrollé los determinantes funcionales, llamados después jacobianos,

y las ecuaciones diferenciales.

En 1834 probé que si una funcion uni valuada de una variable es doblemente periédica entonces
la razén de los periodos es imaginaria. Este resultado impulsé enormemente el trabajo en esta

area, en particular por Liouville y Cauchy.

También destacé en su labor pedagdgica, por la que se le ha considerado el profesor maés
estimulante de su tiempo. Jacobi tenia la reputacién de ser un excelente maestro, atraia a
muchos estudiantes. Introdujo un método de seminario para ensenar a los estudiantes los ultimos

avances matematicos.

Kishosy Ito

Kishosy It6 (7 de septiembre de 1915 - 10 de Noviembre 2008). Naci6 en Hokusei-cho (Japén) y
estudié matematicas en la Universidad Imperial de Tokyo. Los antecedentes del trabajo de 1t6
se remontan a las observaciones del botanico Robert Brown en 1827 sobre el movimiento de los

granos de polen en el agua, el movimiento browniano. Este movimiento erratico fue estudiado
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por Einstein, quien establecié sus reglas (no hay forma de predecir futuro basdndose en las

trayectorias pasadas.)

1t6 con ésta frase refleja claramente cémo veia las matematicas: “FEs construyendo estructuras
matemdticas como los matemdticos encuentran el mismo tipo de belleza que otros encuentran
en la musica o en la arquitectura. Pero hay una gran diferencia: la musica de Mozart puede
ser disfrutada incluso sin conocer la teoria musical. Sin embargo, la belleza de las estructuras
matemdticas no se puede apreciar sin entender las formulas: sélo los matemdticos pueden leer las
partituras matemdticas y tocar esa musica en sus corazones. Yo creia que sin las formulas nunca
podria transmitir la dulce melodia que tocaba mi corazon. Las ecuaciones diferenciales estocdsti-
cas, llamadas la férmula de It6, se usan para describir las fluctuaciones aleatorias. Al principio,
mi articulo no atrajo mucha atencion, y fue 10 anos después cuando otros matemdticos comen-

zaron a leer mis partituras y a tocar mi misica” .

En 1942, Kiyoshi It6 desarroll6 una teoria de “ecuaciones diferenciales estocasticas” cre-
ando una herramienta esencial para el estudio de los fenémenos aleatorios en general, y de
los fenémenos brownianos en particular. Aunque su motivacion fue puramente matematica, su
teoria se ha aplicado a campos como la biologia y la economia. Pasaron sin embargo muchos
anos hasta que sus resultados fueron apreciados. Una semana antes de su muerte Ito recibi6 la

Medalla de la Cultura de Japén, el més alto honor concedido por el emperador.
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“De todas las crisis sociales y naturales que debemos afrontar los seres hu-
manos, la de los recursos hidricos es la que mds afecta a nuestra propia super-
vivencia y a la del planeta”

Koichiro Matsuura - Director General de la UNESCO

Ya sea que vivamos cerca de un bosque o en el corazén de una ciudad, nuestros medios de sub-
sistencia y, de hecho, nuestras vidas dependen de los servicios proporcionados por los sistemas
naturales de la Tierra. El Informe Planeta Vivo 2008 nos advierte que estamos consumiendo
los recursos que sustentan estos servicios demasiado rapido, a mayor velocidad que el tiempo
que se requiere para renovarlos. De la misma manera en que el gasto desmedido esta generando
una recesion, el consumo irresponsable estd agotando el capital natural del Planeta, hasta el
punto de poner en peligro nuestra futuro. El Indice Planeta Vivo muestra que, solamente en
los ultimos 35 anos, hemos perdido casi un tercio de la vida silvestre de la Tierra. Segun el
Informe Brundland , el “desarrollo sostenible es el tipo de desarrollo que permite satisfacer las
necesidades actuales sin comprometer la capacidad de las futuras generaciones para satisfacer
las suyas”. Fundamentalmente, esta definiciéon nos propone un objetivo social que, como pocos
otros, todos estamos dispuestos a compartir aunque desconozcamos las consecuencias que la
bisqueda de tal tipo de desarrollo puede tener sobre nuestro actual nivel de vida. Pero, aunque
la declaracién de tal propdsito compartido tenga sentido en si misma, no parece suficiente.

También es necesario descubrir el modo de conseguir el desarrollo sostenible, lo que plantea no
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pocos y dificiles problemas, ya que no sabemos nada acerca de lo que serd importante para las

generaciones futuras.

Todos los sistemas naturales de vida en el planeta dependen de la disponibilidad de agua.
La civilizacién y el bienestar comunal actual necesitan del agua para consumo humano, para
diversos usos domésticos, para sus sistemas productivos agricolas e industriales y para producir
la energia que mueve las ciudades e industrias. El agua interviene en un nuimero infinito de
fenémenos naturales y antropogénicos relacionados con casi todos los procesos ambientales.
Por esta razoén, todas las politicas sociales y ambientales deben incluir el agua como elemento
integrador y clave. Las politicas y el manejo racional del agua son componentes criticos en la

sostenibilidad de estrategias ambientales.

La escasez y contaminaciéon del agua y la pobreza estan relacionadas. La poca disponibilidad
del agua limita el potencial de desarrollo social, al constituirse en un costo de labor adicional
y afectar las condiciones sanitarias que, junto a fuentes de agua no apropiadas, dan lugar a
muchas enfermedades como el célera, amebiasis, diarreas, fiebre tifoidea y hepatitis. La orga-
nizaciéon mundial de la salud (OMS) asegura en un informe reciente que un 80 % de los casos
de enfermedad y una tercera parte de las muertes en los paises en vias de desarrollo, tienen su

origen en el consumo de agua contaminada.

En los paises latinoamericanos y del Caribe, las aguas subterraneas son una parte importante
del ciclo hidrolégico para todo el ambiente. E1 95 % de toda el agua dulce que existe en el Planeta
Tierra se encuentra en el subsuelo, y forma las aguas subterrdneas. Menos del 5 % restante es el
agua superficial que se encuentra en rios y lagos. Algunas ventajas del agua subterrdanea sobre

la superficie son:

e Por lo general, las inversiones para el desarrollo de agua subterranea potable pueden
hacerse escalonadas segun el incremento de la demanda y las captaciones pueden estar
cerca de donde se necesitan, por tanto se reducen los costos de conduccién; al igual que

los costos de tratamiento y almacenamiento;

e la calidad fisico - quimica natural del agua subterrdnea es mucho més constante que
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la del agua superficial, y normalmente es de calidad potable con muy poco o nada de

tratamiento;

e por la existencia de suelos y/o roca arriba del reservorio de aguas subterrdneas, estan

mas protegidas de la contaminacién (natural y antrépica) que las aguas superficiales;

e sus variaciones en cantidad y disponibilidad en épocas de sequia y de precipitacién son
muy pequenas comparadas con la del agua superficial, en la que los rios se secan o pueden

producir inundaciones como las causadas por desastres naturales;

e las aguas subterraneas, bien manejadas, son también una reserva estratégica importante

en caso de epidemias, desastres naturales, guerras o accidentes nucleares.

Con todo y las anteriores ventajas, las aguas subterraneas pueden ser deterioradas o contami-
nadas por sobreexplotacion y otras actividades humanas, una vez contaminado el reservorio
de aguas subterraneas, su recuperacién, algunas veces, es dificil y en muchos casos practica-
mente imposible por el costo y tiempo que toma su limpieza, lo cual podria alcanzar décadas o

siglos.

Mejorar la gestion del recurso hidrico es de primera importancia para nuestros paises. Si bien se
constata que en varios paises de la region se llevan a cabo planes de gestién de los recursos hidri-
cos superficiales, no ocurre lo mismo con relacion a las aguas subterrdneas. Existiendo algunos
procesos incipientes de gestién, se considera adecuada y oportuna la difusion a efectos de profun-
dizar y extender su aplicacién. Asimismo, se considera de importancia tomar conocimiento de la
gestion que se realiza en otros paises por medio de la participacion de expertos internacionales.

Entre las razones por la que hay una escasa o nula gestion tenemos:
e Desconocimiento de la importancia y ventajas de los recursos hidricos subterraneos

e La falta de voluntad politica relacionada con la gestion de los recursos hidricos en poner

atencion a los conceptos de “Valor estratégico y econémico” de las aguas subterraneas.

e La no-participacion de los actores claves en la gestion integral de las aguas subterraneas,

especificamente del usuario comun.
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e La poca capacidad de los técnicos en ciertos casos de disenar, formular e implementar

planes de gestién de acuiferos.
e La excusa de la falta de recursos e informacion para iniciar procesos de gestién de acuifero.

El objeto de la Tesis de Grado ha sido el de exponer el uso o empleo de la Teoria de Control y
la Programacién Dinamica a la gestién sustentable de los recursos hidricos. Como herramienta
para el estudio cuantitativo y la modelizaciéon de fendmenos naturales, las matematicas estan
presentes en todas las disciplinas: ecologia, economia, fisica, biologia, etc. Cuestiones fundamen-
tales como explotacion y gestion de los recursos naturales tanto renovables como no renovables,
hacen uso de técnicas matematicas entre las que estdn las de Optimizacion. Es por ello, que el
desarrollo de las matematicas ha seguido, en numerosas ocasiones, el reflejo de las situaciones
y de los problemas que se presentan en las actividades humanas. El comercio, la industria, la
construccion, la navegacion, han hecho que se crearan y se perfeccionaran métodos matematicos
que pudieran dar respuesta a los retos que, en cada momento, se han presentado ante el en-
tendimiento del ser humano. Para poder comprender la realidad que le rodea, modificarla, e
incluso predecir sus manifestaciones, el hombre crea una serie de objetos abstractos que dentro
de un sistema de reglas matematicas precisas, pueden relacionarse entre si, asimilando aque-
llo que sucede a ciertas acciones sobre los objetos que ha creado. Ha nacido asi el modelo

matematico.

En este trabajo se estudié uno de los modelos pioneros de la programaciéon dindmica estocdasti-
ca, dentro del campo de la economia de los recursos hidricos: el trabajo de Oscar Burt sobre

la asignacién intertemporal 6ptima del agua subterrdnea. Burt no solamente resolvié el pro-

blema de la optimizacién del bombeo, dada una distribucién de probabilidad de recarga del
acuifero, sino que, ademaés, sugirié una Politica de Control de Retroalimentacién Aproximada-
mente ()ptima (PCRAO, AOFCP siglas en ingles) para establecer el ritmo corriente de bombeo
como funcién de las existencias corrientes de agua subterranea. El enfoque tiene la ventaja de
ser relativamente ficil de manejar, al tiempo que permite la actualizacién de las estimaciones

de los pardmetros hidroecondmicos més importantes.

Por otra parte, los acuiferos deberian clasificarse separadamente de los recursos renovables y
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de los no renovables, a pesar de las caracteristicas semejantes que tienen con ambos. Se puede
decir que los acuiferos proveen una transiciéon natural de la categoria de recursos renovables
a los no renovables. En consecuencia, se pueden considerar los modelos de aguas subterraneas
analiticamente similares a los de recursos biolégicos, como son los de pesqueria y forestales,
pero, a diferencia de éstos, la tasa de recarga del agua no es biolégica. La recarga se produce
de forma general, independientemente del stock existente en el acuifero. En este sentido, los
modelos de aguas subterraneas se asemejan a los de minerales, gas o petréleo, pero estos tltimos

se diferencian de los hidricos en que su tasa de crecimiento es igual a cero.

Teniendo en cuenta, las consideraciones anteriores, la modelizaciéon de los acuiferos, que se
desarrolla en esta tesis, se hard desde el nicleo comun de los modelos naturales, pero tomando
algunas de las caracteristicas de los renovables y otras de los no renovables, quedando las aguas

subterraneas conceptualizadas como recursos renovables no biolégicos.

También la consideracion de la gestién de los acuiferos como un recurso natural estd mediati-
zada por la definicion de los derechos de propiedad. La interpretacion de los mismos permitira no
sélo aportar alguna luz sobre cudl es la forma de gestionar el recurso, sino que también facili-
tard una vision de las trayectorias para alcanzar el estado estacionario, tal que cuando lleguemos
al mismo, o bien se alcanza una tasa de extraccién igual a la recarga, o bien se alcanza un stock
cero, 0, en su caso, hay intrusién marina. No obstante aqui eludimos cualquier anélisis de es-
tructura de mercado distinta a la de competencia perfecta, en la que cualquier imperfeccion en
la estructura ocasionard un retraso en el agotamiento del recurso, o un retraso en alcanzar el

estado estacionario de un recurso renovable.

Todos los seres humanos demandan agua como bien final, en algunos procesos productivos
se demanda agua como bien intermedio, es decir, como insumo para producir otros bienes.
La naturaleza produce el agua sin costo para el ser humano, las sociedades humanas crean
instituciones para el aprovechamiento de este recurso, instituciones adecuadas aseguran su uso
eficiente y equitativo, instituciones inadecuadas pueden producir, en el peor de los casos, la
destruccién del bien. Pero este recurso esencial estd en peligro. El volumen de agua que se

encuentra a nuestra disposicion ha permanecido invariable durante miles de anos, mientras que
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el nimero de usuarios y las modalidades de utilizacién han aumentado muy considerablemente.
Algunos fenémenos de a&mbito mundial tales como el crecimiento demografico, la urbanizacion,
los cambios en el uso del suelo y el calentamiento de la Tierra estdn generando presiones
encontradas sobre este recurso limitado. A consecuencia de todo esto, el volumen de agua
disponible por persona es cada vez méas desigual y estd menguando de manera dréstica. A lo
largo de todo el siglo pasado ha aumentado la utilizacion de las aguas subterraneas en todo el
mundo, tanto para abastecimiento urbano como para el riego, en particular en la segunda mitad
del siglo. Algunas de las ciudades mas pobladas del mundo se abastecen mayoritariamente con
aguas subterrdneas. Entre ellas estan México, Calcuta, Shangai, Buenos Aires, Pekin, Paris y

Londres.

En los paises desarrollados la utilizacién del agua subterranea para usos urbanos es muy im-
portante, siendo superior al 70 % en muchos paises de Europa. Es casi el 100 % en Dinamarca
y supera al 50% en los Estados Unidos. Venezuela cuenta con abundantes recursos de aguas
superficiales y subterraneas. Las aguas subterraneas representan una superficie total de 829.000
Km3, los cuales, a través de estudios preliminares, se han estimado en cinco mil millones de

metros cubicos por ano.

Un problema bésico en la administracién del agua surge en el momento de definir la pertenencia
del recurso, y por lo tanto quien y como puede hacerse uso de él. Los derechos de propiedad
del agua constituyen un elemento esencial de la gestién del recurso, definirlos adecuadamente
posibilitard la aplicacién de formas eficientes del manejo del agua. Una vez establecidos los
derechos de propiedad se deben fijar distintas reglas para la gestion de los recursos hidricos. En
Venezuela por ejemplo, segtin el Articulo 304 de La Constitucién de la Reptblica Bolivariana
de Venezuela “Todas las aguas son bienes de dominio publico de la Nacién, insustituibles para
la vida y el desarrollo...” Las aguas subterraneas constituyen una importante fuente de riqueza
en Muchas regiones que dependen de este recurso natural para el desarrollo del regadio y para
el abastecimiento de sus poblaciones e industria. El riego con aguas subterrdaneas en Venezuela

supera el 50 %.

En la actualidad, la mejor practica disponible y los conocimientos cientificos rara vez son de-
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bidamente tomados en cuenta en la toma de decisiones o bien representado la hora de establecer
la politica de recursos hidricos o la aplicacién de practicas de gestién. La necesidad de desar-
rollar practicas més sostenibles para la gestién y uso eficiente de los recursos hidricos, asi como
la necesidad de proteger los ecosistemas del medio ambiente, donde esos recursos son ubicados,
ha dado lugar a cambios fundamentales en la conciencia y la preocupacién del publico en la
dltima década. Sin embargo, a pesar de una mayor conciencia de las cuestiones en juego, los
criterios econémicos y politicamente cargado de razonamiento siguen siendo las decisiones de
conduccion de los recursos hidricos para el desarrollo en la mayoria de los locales, regionales,
nacionales e internacionales, los niveles. Por este motivo, al menos como estd planteado en
nuestra definicion inicial, el concepto de desarrollo sostenible no resulta demasiado util para
deducir conclusiones sobre la forma en que han de gestionarse los recursos hidricos. Sin duda, el
problema del desarrollo sostenible es una de las preocupaciones sociales de la actual generacién

v quizas deberia haber sido motivo de preocupacién para quienes nos precedieron.
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