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INTRODUCCIÓN

En 1829, el matemático alemán J.P.G.L. Dirichlet, demostró el hoy conocido Criterio

de Dirichlet, el cual establece que toda función u : [a, b] → R definida por medio de

un número finito de trozos monótonos, tiene serie de Fourier puntualmente convergente

(Ver [7]). En 1881, el matemático francés Marie Ennemond Camille Jordan (Ver [11]),

haciendo un estudio sobre el Criterio de Dirichlet, introduce la noción de función de

variación acotada en un intervalo [a, b] ⊂ R , como aquellas funciones u : [a, b] → R, tales

que:

V (u; [a, b]) := sup
π

n∑
j=1

|u(tj)− u(tj−1)| < ∞,

donde el supremo se considera sobre las particiones π : a = t0 < · · · < tn = b del intervalo

[a, b]. Esta clase de funciones se denota por BV [a, b] y tiene una estructura de álgebra de

Banach (Ver [1]) con la norma:

||u||BV [a,b] = |u(a)|+ V (u; [a, b]), u ∈ [a, b].

La noción de variación acotada ha sido generalizada en varios sentidos. En 1910,

el matemático húngaro Frigyes Riesz (Ver [20]), introduce una generalización que es

conocida en la actualidad como función de p-variación acotada en el sentido de Riesz

7



Introducción 8

(1 < p < ∞). Riesz define la p-variación de una función u : [a, b] → R como:

V R
p (u; [a, b]) = sup

π

n∑
i=1

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)p

|ti − ti−1|,

donde (1 < p < ∞). Se puede ver un estudio detallado de las propiedades y caracteriza-

ciones de este tipo de funciones en [1]. Posteriormente, en 1953, el matemático ruso Yu.

Medvedev (Ver [17]) extiende el concepto dado por Riesz, introduciendo, de la siguiente

manera, la noción de función de ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz

V R
ϕ (u; [a, b]) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|,

donde ϕ : [0,∞) → R es lo que se conoce hoy como una ϕ-función. Además, Medvedev

demuestra una generalización del lema de Riesz (Ver [17]). Esta clase de funciones ha sido

estudiada por varios autores tales como Z. Cybertowicz, L. Maligranda, W. Matuszewska

y W. Orlicz (Ver [5], [15] y [16]).

En 1975, B. Korenblum (Ver [13]) introduce una nueva clase de funciones denominada

κ-variación acotada, la diferencia de ésta con las anteriores es que la distorsión es en el

dominio de la función y no en el rango. Korenblum define la κ-variación acotada de una

función u : [a, b] → R como:

κV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

,

donde κ : [0, 1] → [0, 1] es continua, cóncava, creciente, κ(0) = 0, κ(1) = 1 y además

ĺım
x→0+

κ(x)

x
= ∞. Este tipo de funciones se denominan κ-funciones.

Recientemente, M. Castillo, S. Rivas, M. Sanoja y I. Zea (Ver [3]) introducen una nue-

va clase de funciones denominada κ-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum,

que es una combinación de las nociones de κp-variación acotada en el sentido de Riesz
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(1 < p < ∞) y κ-variación acotada, la cual definen de la siguiente manera:

κVp[a, b] = sup
π

n∑
i=1

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)p

|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ

(
ti − ti−1

b− a

) ,

donde κ es una κ-función y u : [a, b] → R es una función. Además demuestran que el

espacio generado por esta clase de funciones es un espacio vectorial, normado y de Banach

con una norma dada. Cabe destacar, que este resultado es una nueva contribución al tema

de los espacios de las funciones de p-variación acotada en el sentido de Riesz y κ-variación

acotada, el cual fue enviado a publicación.

Este Trabajo Especial de Grado lo hemos dividido en tres caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1

estudiamos el concepto clásico de función de variación acotada en un intervalo [a, b] dado

por Jordan (Ver [11]) y varias propiedades que caracterizan estas funciones, tales como,

el Teorema de Representación de Jordan, un Teorema de Banach de 1925 (Ver [2]) sobre

la indicatriz de Banach y el Teorema de descomposición de Federer de 1969 (Ver [8]) que

representa a una función u : [a, b] → R como la composición de una función Lipschitz con

una función creciente. Con el resultado de Federer comentamos la actuación en el caso

autónomo del operador de composición en el espacio BV [a, b] y enunciamos el teorema

de Josephy (Ver [12]) que establece condiciones necesarias y suficientes en f : [a, b] → R

de tal manera que el operador de composición F, asociado a f, actúa en BV [a, b].

El segundo caṕıtulo lo comenzamos presentando el concepto de ϕ-función, mostramos

varios ejemplos de ϕ-funciones y la noción de función de ϕ-variación acotada en el sentido

de Riesz. También, estudiamos algunas propiedades de esta clase de funciones, aśı como

del espacio generado por dicha clase y demostramos que el espacio vectorial BVϕ[a, b],

generado por la clase de funciones que tienen ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz,

es un espacio normado completo, es decir, es un espacio de Banach. Además, en este

caṕıtulo, exponemos la definición de κ-función, el concepto de κ-variación acotada dado

por Boris Korenblum en 1975 (Ver [13]) y estudiamos algunas propiedades que safisfacen

las funciones de κ-variación acotada, entre ellas que esta clase es un espacio vectorial y se
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puede dotar de una estructura de espacio de Banach. A la familia de todas las funciones

de κ-variación acotada la denotaremos por κBV [0, 1].

Para concluir este trabajo, en el tercer y último caṕıtulo, introducimos un nuevo

concepto denominado: Las funciones de κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-

Korenblum, el cual definimos de la siguiente manera:

κV R
ϕ (u; [0, 1]) := sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

,

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones

π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 de [0, 1], ϕ es una ϕ-función, κ una κ-función y u : [0, 1] → R

es una función.

Si κV R
ϕ (u; [0, 1]) < ∞ entonces decimos que u tiene κϕ-variación acotada en el sen-

tido de Riesz-Korenblum. Consideramos varios ejemplos de funciones que satisfacen la

definición de κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum y exponemos de-

mostraciones de propiedades que satisfacen este tipo de funciones entre ellas que esta clase

de funciones es convexo, simétrico, cumple que κV R
ϕ [0, 1] = κBV [0, 1] y el espacio vecto-

rial, κRVϕ[0, 1], generado por κV R
ϕ [0, 1] es un espacio normado y de Banach con la norma

||u||κRVϕ = |u(0)|+ µΛ(u) donde u ∈ κRVϕ[0, 1] y µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : κV R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

De acuerdo a nuestro conocimiento del tema creemos que esta nueva noción es un

aporte al tema y vamos a escribir un art́ıculo para someterlo al arbitraje internacional.



CAṔITULO 1

FUNCIONES DE VARIACIÓN ACOTADA

En este caṕıtulo comenzamos presentando el concepto de función de variación acotada

en un intervalo [a, b], introducida en el año 1881 por Camille Jordan (Ver [11]) y se

describen algunas de las propiedades de éstas funciones. Además exponemos tres maneras

conocidas de caracterizar las funciones de variación acotada:

1. A través de la diferencia de dos funciones monótonas (Caracterización de Jordan)

(Ver [11]),

2. Mediante la indicatriz de Banach (Caracterización de Banach)(Ver [2]),

3. A través de la composición de una función monótona con una función Lipschitz

(Caracterización de Federer) (Ver [8]).

1.1 Funciones de Variación Acotada.

En el año 1881, Camile Jordan (Ver [11]) introduce el concepto de variación acotada

en un intervalo [a, b] como sigue:

11
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Definición 1.1.1 (Variación Jordan). Dadas una función u : [a, b] → R y una partición

π : a = t0 < · · · < tn = b del intervalo [a, b], definimos:

σ(u) = σ(u; π) :=
n∑

i=1

|u(ti)− u(ti−1)|

y

V (u) = V (u; [a, b]) := sup
π

σ(u; π),

donde el supremo se toma sobre las particiones π del intervalo [a, b]. El número V (u; [a, b])

se denomina variación en el sentido de Jordan (o simplemente variación) de la función u

en el intervalo [a, b]. Si V (u; [a, b]) < ∞, se dice que la función u tiene variación acotada

en el intervalo [a, b].

A continuación se presentarán algunos ejemplos que ilustran la Definición 1.1.1

Ejemplo 1.1.1. Consideremos c ∈ R y la función constante u definida por u(t) = c,

para todo t ∈ [a, b]. Entonces, si π : a = t0 < · · · < tn = b es una partición del intervalo

[a, b], tenemos que

σ(u; π) =
n∑

i=1

|u(ti)− u(ti−1)| =
n∑

i=1

|c− c| = 0.

De esta manera, V (u; [a, b]) = 0.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos u : [a, b] → R, la función identidad, es decir, u(t) = t

con t ∈ [a, b]. Entonces, para una partición π : a = t0 < · · · < tn = b tenemos que

σ(u; π) =
n∑

i=1

|u(ti)− u(ti−1)|

=
n∑

i=1

|ti − ti−1|

=
n∑

i=1

(ti − ti−1)

= b− a.

Luego, V (u; [a, b]) = b− a.
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Notación: Esta clase de funciones se denota por BV ([a, b],R) o de una manera más

abreviada BV [a, b].

Proposición 1.1.1. Sea u ∈ BV [a, b] entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Es un espacio vectorial.

2. Posee una estructura de álgebra.

3. Es espacio normado con la norma.

‖u‖BV [a,b] = |u(a)|+ V (u), u ∈ BV ([a, b],R).

4. Además el espacio BV [a, b] es completo con esta norma y un álgebra de Banach.

La demostración detallada de esta proposición se puede ver en [1].

1.2 Propiedades de las Funciones de Variación Aco-

tada

A continuación se enuncian y demuestran algunas propiedades de las funciones de

variación acotada. Además expondremos varias formas de caracterizar las funciones de

variación acotada:

• Camille Jordan en 1881 (Ver [11]) por medio de funciones monótonas.

• Stefan Banach en 1925 (Ver [2]) por medio de la indicatriz de Banach.

• Herbert Federer en 1969 (Ver [8]) por composición de una función monótona con

una función Lipschitziana.

En primer lugar, enunciaremos y probaremos algunas propiedades conocidas e impor-

tantes de la clase de funciones de variación acotada en el intervalo [a, b] (Ver [1]).
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Proposición 1.2.1. Sea u : [a, b] → R una función de variación acotada en el intervalo

[a, b], entonces la función u es acotada en el intervalo [a, b].

Demostración:

Sean t ∈ [a, b] y u ∈ BV [a, b]. Entonces,

|u(t)− u(a)|+ |u(b)− u(t)| ≤ V (u), t ∈ [a, b].

Por lo que |u(t)− u(a)| ≤ V (u), t ∈ [a, b]. Entonces

|u(t)| ≤ |u(a)|+ V (u), t ∈ [a, b].

Aśı, la función u es acotada en el intervalo [a, b].

¤
En lo que sigue en este trabajo, si una función u : [a, b] → R es acotada entonces

||u||∞ = sup
t∈[a,b]

|u(t)| ≤ |u(a)|+ V (u).

Proposición 1.2.2. Sea u : [a, b] → R una función de variación acotada en el intervalo

[a, b], entonces:

|u(b)− u(a)| ≤ V (u).

Demostración:

Es consecuencia directa de la Definición 1.1.1

Proposición 1.2.3. Si u : [a, b] → R es una función monótona en el intervalo [a, b]

entonces u ∈ BV [a, b] y V (u; [a, b]) = |u(b)− u(a)|.

Para una partición π : a = t0 < · · · < tn = b del intervalo [a, b] tenemos que:

• Caso 1. Supongamos que u es creciente en el intervalo [a, b]. Por la Definición 1.1.1

se sigue que:

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)| =
n∑

i=1

u(ti)− u(ti−1) = u(b)− u(a).
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Tomando supremo se tiene que:

V (u; [a, b]) = u(b)− u(a).

• Caso 2. Supongamos que u es decreciente en el intervalo [a, b]. De la misma manera,

por la Definición 1.1.1 tenemos que:

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)| =
n∑

i=1

u(ti−1)− u(ti) = u(a)− u(b).

Tomando supremo resulta que:

V (u; [a, b]) = u(a)− u(b).

Por ambos casos, si la función u es monótona creciente (o decreciente) en el intervalo

[a, b], entonces u tiene variación acotada en el intervalo [a, b] y V (u; [a, b]) = |u(b)−u(a)|.

Definición 1.2.1 (Función Lipschitz). Una función u : [a, b] → R se dice que es Lipschitz

o Lipschitziana en el intervalo [a, b] si y sólo si existe una constante L > 0, llamada

constante Lipschitz, tal que:

|u(x)− u(y)| ≤ L|x− y|, x, y ∈ [a, b].

Proposición 1.2.4 (Ver [1]). Lip[a, b] ⊂ BV [a, b].

Demostración:

Sean π : a = t0 < · · · < tn = b una partición del intervalo [a, b] y u ∈ Lip[a, b]

entonces:
n∑

i=1

|u(ti)− u(ti−1)| ≤ L

n∑
i=1

|ti − ti−1| = c(b− a).

Tomando supremo del lado izquierdo de la desigualdad anterior se tiene que V (u) ≤
L(b− a). Por lo tanto, la función u ∈ BV [a, b]. Aśı, Lip[a, b] ⊂ BV [a, b].

Proposición 1.2.5. Sea u : [a, b] → R una función, entonces:

1. Si u ∈ BV [a, b] entonces u ∈ BV [c, d] para todo intervalo [c, d] ⊂ [a, b].
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2. Si existe x ∈ (a, b) tal que u ∈ BV [a, x] y u ∈ BV [x, b] entonces u ∈ BV [a, b] y

además:

V (u; [a, b]) = V (u; [a, x]) + V (u; [x, b]).

Proposición 1.2.6. Sean u ∈ BV [a, b] y Vu : [a, b] → R la función definida por:

Vu(t) = V (u; [a, t]) para todo t ∈ [a, b].

Entonces:

1. Vu es una función creciente en el intervalo [a, b].

2. Vu − u es una función creciente en el intervalo [a, b].

La demostración de las Proposiciones 1.2.5 y 1.2.6 se puede ver en [1].

1.2.1 Caracterización de Jordan

El resultado más importante dado por Camile Jordan cuando introduce el concepto

de variación acotada en [11], garantiza que una función u ∈ BV [a, b] si y sólo si, se puede

escribir como diferencia de funciones monótonas, en particular de funciones crecientes.

A continuación presentamos una demostración del resultado presentado por Jordan.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Representación de Jordan). Una función u ∈ BV [a, b] si y

sólo si existen funciones u1, u2 en [a, b] monótonas tales que u = u1 − u2.

Demostración:

Si u1 y u2 son monótonas entonces por la Proposición 1.2.3 se tiene que

u = u1 − u2 ∈ BV [a, b].

Ahora supongamos que u ∈ BV [a, b] y definamos dos funciones pu, nu : [a, b] → R,

como:

pu(t) :=
1

2
(Vu(t) + u(t)− u(a)), t ∈ [a, b]
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nu(t) :=
1

2
(Vu(t)− u(t) + u(a)), t ∈ [a, b]

para todo t ∈ [a, b].

Sean x, y ∈ [a, b], x ≤ y, entonces, por las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.5, tenemos que:

pu(y)− pu(x) =
1

2
(Vu(y)− Vu(x) + u(y)− u(x))

=
1

2
(V (u; [x, y]) + u(y)− u(x)) ≥ 0.

Luego pu, es una función creciente y como pu(a) = 0, resulta que pu(t) ≥ 0, t ∈ [a, b].

De manera similar, por las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.5,

nu(y)− nu(x) =
1

2
(Vu(y)− Vu(x) + u(x)− u(y))

=
1

2
(V (u; [x, y]) + u(x)− u(y)) ≥ 0.

En consecuencia, se tiene que nu es creciente y como nu(a) = 0, tenemos que nu es

no negativa.

Aśı pues, de las definiciones de pu y nu resulta que

u = pu − (nu − u(a))

y además

Vu(t) = pu(t) + nu(t).

¤
Este resultado es de gran importancia, porque nos permite transferir propiedades de

las funciones monótonas (Ver [1]) a las funciones de variación acotada, como se muestra

a continuación.

Proposición 1.2.7. Sea u ∈ BV [a, b], entonces:

1. u tiene limites laterales.

2. El conjunto de discontinuidades de u es numerable.
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3. u posee derivada casi siempre en [a, b].

4. u es Riemann integrable.

5. u tiene serie de Fourier convergente.

1.2.2 Caracterización de Banach

Hemos comprobado que las funciones de variación acotada se pueden caracterizar

por medio de la diferencia de funciones monótonas. Para el caso en que u además es

continua, S. Banach [2] obtuvo otra caracterización al introducir en 1925 la indicatŕız de

una función continua u : [a, b] → R, la cual se denota por Iu, y se define como sigue:

Iu : [mı́n u, máx u] → [0,∞)

donde Iu(y) es igual al número de ráıces de la ecuación u(x) = y, es decir Iu(y) es el

número de valores x ∈ [a, b] que verifican la relación u(x) = y.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Beppo-Levi). Sean (X, A, µ) un espacio de medida y

{un}n∈N

un : X→ [0,∞]

una sucesión de funciones medibles Borel no negativas, es decir

un(x) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Entonces ∫

X

( ∞∑
n=1

un

)
dµ =

∞∑
n=1

∫

X
un dµ.

Para ver detalles de la demostración del Teorema enunciado anteriormente el lector

puede remitirse a [10].
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Proposición 1.2.8. Sean u : [a, b] → R una función continua y Iu : R → N0 ∪ {∞} la

indicatŕız de Banach. Entonces

V (u; [a, b]) =

∫ ∞

−∞
Iu(x) dx.

En particular, u ∈ BV [a, b] si y sólo si Iu ∈ L1(R).

Demostración:

Para n = 1, 2, 3, . . . y k = 1, 2, . . . , 2n−1, definamos δk,n := k
(b− a)

2n
, y

∆1,n := [a, a + δ1,n),

∆2,n := [a + δ1,n, a + δ2,n),

...

∆2n−1,n := [a + δ2n−1−1,n, a + δ2n−1,n),

∆2n,n := [a, a + δ2n−1,n].

Más aún, para k = 1, 2, . . . , 2n denotamos

mk,n := {́ınf u(x) : x ∈ ∆k,n}, Mk,n := {sup u(x) : x ∈ ∆k,n}

y definimos las funciones:

vk,n(x) := χu−1(y)∩∆k,n
: R→ {0, 1} y gn : R→ N0

por

gk,n(x) := χu−1(y)∩∆k,n
=





1, si u(x) = y para algún x ∈ ∆k,n,

0, en otro caso.

y

gn :=
2n∑

k=1

gk,n(y).

La monotońıa resulta de 2n+1 > 2n, es decir, gn+1(y) ≥ gn(y).
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Afirmamos que la sucesión {gn}n∈N converge puntualmente en R a la indicatriz de

Banach Iu(x) de u.

En efecto, supongamos que Iu(y) = m, y sea u−1(y) = {x1, x2, . . . , xm} denotado

como el conjunto de todas las soluciones de la ecuación u(x) = y.

Escogemos N ∈ N tan grande que 2−N < mı́n (xi − xj) tal que 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j;

entonces para n > N todos los elementos en u−1(x) pertenecen a diferentes intervalos

∆k,n y aśı, gn(x) = m.

Similarmente, en el caso Iu(y) = ∞ un razonamiento análogo demuestra que

gn(x) −→ ∞ cuando n →∞.

Además, ∫ ∞

−∞
gn(y) dy =

2n∑

k=1

(Mk,n −mk,n),

el lado derecho de la igualdad tiende a la integral de Iu por el Teorema 1.2.2, y el lado

derecho tiende a la V (u; [a, b]).

¤

1.2.3 Caracterización de Federer

A continuación, presentamos la caracterización de funciones de variación acotada

debida a H. Federer en 1969 (Ver [8]), como la composición de una función monótona

con una función Lipschitz.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Descomposición de Federer). Una función u ∈ BV [a, b] si

y sólo si se puede representar como la composición u = g ◦ τ , donde τ : [a, b] → [c, d] es

creciente y g ∈ Lip[c, d] con constante de lipschitzidad L ≤ 1.

Demostración:
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Supongamos que f = g ◦ τ , donde g ∈ Lip[c, d] con constante de lipschitzidad L ≤ 1

y τ : [a, b] → [c, d] es creciente. Dada una partición π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b del

intervalo [a, b] obtenemos

V (u, π) =
n∑

i=1

|g(τ(ti))− g(τ(ti−1))| ≤
n∑

i=1

|τ(ti)− τ(ti−1)| = |τ(b)− τ(a)|,

por lo tanto, u ∈ BV [a, b]. Por el contrario, sean u ∈ BV [a, b] y τ(t) := Vu(u; [a, t])

la función de variación (creciente) de u (Ver Proposición 1.2.6). Sabemos que τ es una

aplicación de [a, b] en [c, d], donde c = 0 y d = V (u; [a, b]) y τ no es necesariamente

sobreyectiva.

Si definimos la función g sobre el rango τ([a, b]) ⊆ [c, d] considerando g(τ(x)) := u(x),

entonces la descomposición u = g ◦ τ está bien definida. Dado que

|g(τ(s))− g(τ(t))| = |u(s)− u(t)| ≤ V (u; [s, t]) = |τ(s)− τ(t)|

para a ≤ s < t ≤ b, la función g es Lipschitz con constante Lipschitz igual a 1 sobre

τ([a, b]) ⊆ [c, d].

Sin embargo, podemos extender g de τ([a, b]) a una aplicación Lipschitz g sobre [c, d]

(incluso en toda la recta real R) en una manera más expĺıcita. De hecho, la “convexifi-

cación” g de g definida (con 0 ≤ λ ≤ 1) por

g(y) :=





(1− λ)g(x−) + λg(x) si y = (1− λ)τ(x−) + λτ(x),

(1− λ)g(x) + λg(x+) si y = (1− λ)τ(x) + λτ(x+).

tiene la misma constante Lipschitz que g, y aśı la demostración está hecha.

¤

A continuación se presenta un resultado dado por Michael Josephy [12], en el año

1981 referentes a la actuación del operador de composición en el espacio BV [a, b]. Éste
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resultado nos permite obtener condiciones necesarias y suficientes en f : R → R de tal

manera que el operador de composición F , asociado a f , actúe en el espacio BV [a, b].

Definición 1.2.2. Consideremos F el espacio vectorial de las funciones u : [a, b] → R y

f : [a, b]× R → R una función cualquiera. El operador de composición F , asociado a la

función f , es definido del espacio F al espacio F por la expresión

Fu(t) := f(t, u(t)), t ∈ [a, b], u ∈ F .

En el caso particular, cuando la función f no dependa de una sola variable; es decir,

f : R→ R, el operador F asociado a f viene definido por:

Fu(t) := f(u(t)), t ∈ [a, b], u ∈ F .

Esto último se conoce como caso autónomo mientras que el caso general, cuando

f : [a, b]× R −→ R se denomina caso no-autónomo.

Teorema 1.2.4 (Josephy [12]). Consideremos f : R → R y sea F el operador de com-

posición asociado a la función f . El operador F transforma el espacio BV [a, b] en si

mismo si y sólo si f es localmente Lipschitz en R. Además, el operador F es siempre

acotado sobre conjuntos acotados de BV [a, b].

Para ver más detalles sobre el operador de composición remitimos al lector a [18].



CAṔITULO 2

EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE ϕ-VARIACIÓN

ACOTADA EN EL SENTIDO DE RIESZ Y EL ESPACIO DE

LAS FUNCIONES DE κ-VARIACIÓN ACOTADA

En este caṕıtulo expondremos los conceptos de ϕ-función, función de ϕ-variación

acotada en el sentido de Riesz, κ-función y función de κ-variación acotada.

El concepto de funciones de ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz, fue introducido

en el año 1953 por Yu. Medvedev (Ver [17]), generalizando aśı el concepto de p-variación

acotada introducido en el año 1910 por F. Riesz (Ver [20]). Además, Medvedev demuestra

una generalización del lema de Riesz para el espacio de las funciones de ϕ-variación

acotada en el sentido de Riesz.

También se describe el concepto de κ-variación acotada introducida en 1975 por B.

Korenblum en [13], la diferencia de esta noción de variación con las anteriores es que la

distorsión es en el dominio de la función y no en el rango. En este caṕıtulo, se demuestra

que la clase de funciones que tienen κ-variación acotada tiene estructura de espacio vecto-

rial, normado y de Banach, aśı como también se muestran algunos resultados importantes

referentes a este espacio de funciones.

23
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2.1 El Espacio de las Funciones de ϕ-Variación Aco-

tada en el sentido de Riesz

2.1.1 ϕ-funciones.

Damos inicio a esta sección presentando el concepto de ϕ-función también conocida

como N-función o función de Young. La denominación de función de Young se debe a

que L.C. Young fue el primero en tratar este tipo de funciones en el año 1937 (Ver [24]).

Definición 2.1.1 (ϕ-función). Una función ϕ : [0,∞) → [0,∞) se dice que es una

ϕ-función si cumple las siguientes condiciones:

• ϕ es continua en [0,∞).

• ϕ(t) = 0 sólo para t = 0.

• ĺım
t→∞

ϕ(t) = ∞

• ϕ es no decreciente (t1 < t2 entonces ϕ(t1) ≤ ϕ(t2)).

Algunos ejemplos de ϕ-funciones usados frecuentemente son:

Ejemplo 2.1.1. ϕ(t) = atp, p > 1, a > 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8
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t2

t
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4t4

6t6
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ϕ(t) = atp, p > 1, a > 0

Ejemplo 2.1.2. ϕ(t) = a(ebt − 1), a, b > 0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 

 

et−1

2(e2t−1)

3(e4t−1)

4(e6t−1)

5(e7t−1)

ϕ(t) = a(ebt − 1), a, b > 0

Al tratar con muchos espacios donde intervienen las ϕ-funciones se le exige la condi-

ción adicional que sean convexas. Otras condiciones de uso frecuente la expondremos en

la siguiente Definición.

Definición 2.1.2 (Condiciones ∞1 y ∆2). Sea ϕ una ϕ-función convexa, entonces:

1. ϕ cumple la condición ∞1 si ĺım
t→∞

ϕ(t)

t
= ∞.

2. ϕ cumple la condición ∆2(0) si existen números C > 0, x0 > 0 tales que

ϕ(2t) ≤ Cϕ(t), t ≤ x0.

3. ϕ cumple la condición ∆2(∞) si existen números C > 0, x0 > 0 tales que

ϕ(2t) ≤ Cϕ(t), t ≥ x0.

En la siguiente proposición exponemos algunas relaciones equivalentes con los con-

ceptos de la Definición 2.1.2 y que son consecuencia de la definición de ĺımite superior.
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Proposición 2.1.1 (Ver [21]). Sea ϕ una ϕ-función convexa, entonces:

1. ϕ cumple la condición ∞1 si y sólo si para todo C > 0 existe x0, tal que ϕ(t) ≥
Ct, t ≥ x0.

2. ϕ cumple la condición ∆2(0) si y sólo si ĺım
t→0

sup
ϕ(2t)

ϕ(t)
< ∞.

3. ϕ cumple la condición ∆2(∞) si y sólo si ĺım
t→∞

sup
ϕ(2t)

ϕ(t)
< ∞.

En la siguiente proposición demostramos dos propiedades de gran utilidad de las

funciones convexas (Ver [21]).

Proposición 2.1.2. Sea ϕ : [0,∞) → [0,∞) una función convexa entonces:

1. Si ϕ(0) = 0, entonces:





ϕ(αt) ≤ αϕ(t), 0 ≤ α ≤ 1;

ϕ(αt) ≥ αϕ(t), 1 ≤ α.

2. Si ϕ(0) = 0, la función t ∈ (0,∞) → ϕ(t)

t
es creciente.

3. Si ϕ es una ϕ-función que cumple la condición ∞1, entonces

ĺım
t→0

ϕ−1

(
k

t

)
t = 0, k > 0.

Demostración:

1. Sea 0 ≤ α < 1, entonces de la convexidad de ϕ, resulta que

ϕ(αt) ≤ αϕ(t) + (1− α)ϕ(0) = αϕ(t), t ≥ 0.

Ahora, sea α > 1 entonces de la convexidad de ϕ, tenemos que

ϕ(t) = ϕ

(
1

α
αt

)
≤ 1

α
ϕ(αt).

Por lo que αϕ(t) ≤ ϕ(αt), t ≥ 0, α > 1.
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2. Sean 0 < s < t, entonces como ϕ es convexa y 0 <
s

t
< 1, tenemos que:

ϕ(s) = ϕ
(s

t
t
)
≤ s

t
ϕ(t).

De donde se tiene que:
ϕ(s)

s
≤ ϕ(t)

t
, 0 < s < t.

Aśı,
ϕ(t)

t
es creciente.

3. Haciendo el cambio de variable s = ϕ−1

(
k

t

)
, tenemos que:

ĺım
t→0

ϕ−1

(
k

t

)
t = ĺım

s→0

sk

ϕ(s)
= 0.

En 1910 el matemático húngaro F. Riesz (Ver [20]) generaliza el concepto clásico de

variación acotada de Jordan, introduciendo lo que se conoce hoy en d́ıa como p-variación

acotada en el sentido de Riesz (Ver [1]) con 1 < p < ∞ y demuestra que éstas se

corresponden con aquellas funciones absolutamente continuas, introducidas por Vitali en

1905 (Ver [23]), con derivada en el espacio Lp.

Definición 2.1.3 (p-variación en el sentido de Riesz). Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R

una función. Definimos

V R
p (u; [a, b]) = sup

π

n∑
i=1

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)p

|ti − ti−1|,

donde el supremo se considera sobre las particiones π : a = t0 < · · · < tn = b del

intervalo [a, b]. El número V R
p (u; [a, b]) se denomina p-variación en el sentido de Riesz

de la función u en el intervalo [a, b]. Si Vp(u; [a, b]) < ∞ se dice que u tiene p-variación

acotada en el sentido de Riesz en el intervalo [a, b].

Denotaremos a la familia de todas las funciones de p-variación acotada en el sentido

de Riesz por RVp[a, b]. La misma es un espacio vectorial, posee una estructura de álgebra

y es un espacio normado con la norma

||u||p := |u(a)|+ (Vp(u; [a, b]))1/p.
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Además el espacio RVp[a, b] es completo con esta norma y un álgebra de Banach (Ver

[1]).

A continuación enunciaremos un lema muy importante en el cual F. Riesz en el año

1910 (Ver [20]), caracteriza la clase de funciones de p-variación acotada como aquellas

funciones que son absolutamente continuas en [a, b] y cuya derivada está en Lp[a, b].

Lema 2.1.1 (Lema de Riesz). Sean 1 < p < ∞ y u : [a, b] → R una función, entonces

u ∈ RVp[a, b] si y sólo si u es absolutamente continua en [a, b] y u′ ∈ Lp[a, b]. Además se

tiene que:

Vp(u; [a, b]) = ||u′||pLp[a,b] =

∫ b

a

|u′(t)|pdt.

El concepto de p-variación en el sentido de Riesz fue generalizado en 1953 por Yu. T.

Medvedev (Ver [17]) de la siguiente manera:

Definición 2.1.4 (ϕ-variación en el sentido de Riesz). Sean ϕ una ϕ-función y u :

[a, b] → R una función. Definimos

σR
ϕ (u, π) :=

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

y

V R
ϕ (u) = V R

ϕ (u; [a, b]) := sup
π

σR
ϕ (u, π),

donde el supremo se considera sobre las particiones π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b del

intervalo [a, b]. El número V R
ϕ (u; [a, b]) se denomina ϕ-variación en el sentido de Riesz

de la función u en el intervalo [a, b]. Si V R
ϕ (u; [a, b]) < ∞, se dice que la función u tiene

ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz en el intervalo [a, b].

Notación: Denotaremos por V R
ϕ [a, b] a la clase de funciones u : [a, b] → R que tienen

ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz, es decir:

V R
ϕ [a, b] := {u : [a, b] → R : V R

ϕ (u; [a, b]) < ∞}.

Obsérvese que podemos considerar la función V R
ϕ (·; [a, b]) : V R

ϕ [a, b] → R que asocia

a cada función u ∈ V R
ϕ [a, b] su ϕ-variación en el sentido de Riesz.
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Notación: Escribiremos V R
ϕ (u) y V R

ϕ en vez de V R
ϕ (u; [a, b]) y V R

ϕ [a, b] respectiva-

mente.

Algunos ejemplos de funciones que pertenecen a la clase V R
ϕ son los siguientes:

1. Cualquier función constante u(t) = c, c ∈ R.

σR
ϕ (u, π) =

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

=
n∑

i=1

ϕ

( |c− c|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

=
n∑

i=1

ϕ(0)|ti − ti−1|

= ϕ(0)|b− a| = 0.

2. Sea u : [a, b] → R la función identidad definida por

u(t) = t para todo t ∈ [a, b].

V R
ϕ (u) = V R

ϕ (u; [a, b]) = sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |ti − ti−1|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ(1)|ti − ti−1| = ϕ(1)(b− a).

donde π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b es el conjunto de todas las particiones del

intervalo [a, b].

2.1.2 Propiedades de las Funciones de ϕ-Variación Acotada en

el Sentido de Riesz

Algunas propiedades que tienen relación con esta clase de funciones las exponemos a

continuación: (Ver [19]).
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Proposición 2.1.3. Sea ϕ una ϕ-función entonces Lip[a, b] ⊂ V R
ϕ [a, b].

Demostración:

Sean u ∈ Lip[a, b] y π : a = t0 < · · · < tn = b la partición del intervalo [a, b] entonces

para cada i = 1, · · · , n :

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1| ≤ ϕ

(
L|ti − ti−1|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1| = ϕ(L)|ti − ti−1|.

Luego,

σR
ϕ (u, π) =

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤
n∑

i=1

ϕ(L)|ti − ti−1| = ϕ(L)|b− a| < ∞.

Por lo tanto, V R
ϕ (u; [a, b]) < ∞. Luego, Lip[a, b] ⊂ V R

ϕ (u; [a, b]).

Observación: Como consecuencia de la proposición anterior tenemos que Cn[a, b] ⊂
V R

ϕ [a, b], n ≥ 1.

Proposición 2.1.4. Sean ϕ una ϕ-función y u : [a, b] → R entonces:

1. La función V R
ϕ (·, [a, b]) : V R

ϕ [a, b] → R es par; es decir, V R
ϕ (u) = V R

ϕ (−u).

2. V R
ϕ (u) = 0 si y sólo si u es constante.

3. Si V R
ϕ (u) < ∞ entonces u es acotada en [a, b].

4. ϕ es convexa si y sólo si V R
ϕ (·; [a, b]) es convexa.

Demostración:

1. Este resultado se deduce de la Definición 2.1.4:

V R
ϕ (u; [a, b]) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti−1)− u(ti)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|
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= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( | − u(ti)− (−u(ti−1))|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= V R
ϕ (−u; [a, b]).

2. Si u es constante entonces se tiene que el conjunto V R
ϕ (u) = 0. Supongamos que

V R
ϕ (u) = 0. Entonces,

0 = V R
ϕ (u) ≥ ϕ

( |u(t)− u(a)|
|t− a|

)
|t− a|,

para cualquier t ∈ (a, b]. Luego, por la Definición 2.1.1 tenemos que

0 ≥ ϕ

( |u(t)− u(a)|
|t− a|

)
|t− a| ≥ 0

por lo que

ϕ

( |u(t)− u(a)|
|t− a|

)
|t− a| = 0, t ∈ (a, b].

Como ϕ se anula solamente en cero, resulta que
|u(t)− u(a)|
|t− a| = 0, t ∈ (a, b]. Por lo

tanto, u(t) = u(a), t ∈ [a, b]. Aśı, u es constante. En particular, si u(a) = 0 tenemos

que V R
ϕ (u) = 0 si y sólo si u = 0.

3. Supongamos que u ∈ V R
ϕ [a, b] y que u no es acotada en [a, b], entonces existe

una sucesión {tn}n≥1, tn ∈ [a, b], para todo n ≥ 1, tal que ĺım
n→∞

|u(tn)| = ∞. Sea

{tnj
}j≥1 una subsucesión de {tn}n≥1 tal que {tnj

}j≥1 converge a un punto x ∈ (a, b]

entonces {u(tnj
)}j≥1 es una subsucesión de {u(tn)}n≥1. Luego, ĺım

j→∞
|u(tnj

)| = ∞.

Consideremos dos casos:

Caso 1. Supongamos x 6= a. Entonces como

ϕ

( |u(tnj
)− u(a)|

|tnj
− a|

)
|tnj

− a| ≤ V R
ϕ (u) < ∞,

para todo j ≥ 1 y como ϕ es continua, tenemos que

ϕ




ĺım
j→∞

|u(tnj
)− u(a)|

|x− a|


 |x− a| = ĺım

j→∞
ϕ

( |u(tnj
)− u(a)|

|tnj
− a|

)
|tnj

− a| ≤ V R
ϕ (u),
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para todo j ≥ 1.

Por otro lado, |u(tnj
) − u(a)| tiende a infinito cuando j → ∞. Luego, como

ϕ(t) →∞ cuando t →∞ resulta que

ĺım
j→∞

ϕ

( |u(tnj
)− u(a)|

|x− a|
)
|x− a| = ∞

y aśı V R
ϕ (u) = ∞ lo cual es una contradicción.

Caso 2. Supongamos que x = a. Entonces como

ϕ

( |u(b)− u(tnj
)|

|b− tnj
|

)
|b− tnj

| ≤ V R
ϕ (u) < ∞,

para todo j ≥ 1 y como ϕ es continua, se tiene que

ϕ




ĺım
j→∞

|u(b)− u(tnj
)|

|b− x|


 |b− x| = ĺım

j→∞
ϕ

( |u(b)− u(tnj
)|

|b− tnj
|

)
|b− tnj

| ≤ V R
ϕ (u),

para todo j ≥ 1. Por otra parte, ĺım
j→∞

|u(b) − u(tnj
)| = ∞, luego como ϕ(t) → ∞

cuando t →∞ se tiene que

ĺım
j→∞

ϕ

( |u(b)− u(tnj
)|

|b− x|
)
|b− x| = ∞

y aśı, V R
ϕ (u) = ∞ lo cual es una contradicción. Por lo tanto, por ambos casos, se

obtuvo una contradicción de suponer que u no es acotada. Aśı, u es acotada.

4. Supongamos que ϕ es convexa y sean u, v : [a, b] → R y α, β ∈ [0, 1] tales que

α+β = 1. Dadas π : a = t0 < · · · < tn = b una partición de [a, b] y ϕ una ϕ-función

convexa y no decreciente tenemos que:

αV R
ϕ (u) + βV R

ϕ (v) = α sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|+
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β sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≥ sup
π

n∑
i=1

[
αϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
+ βϕ

( |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)]
|ti − ti−1|

≥ sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |α(u(ti)− u(ti−1)) + β(v(ti)− v(ti−1))|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |(αu + βv)(ti)− (αu + βv)(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= V R
ϕ (αu + βv).

Por lo tanto, V R
ϕ (αu + βv) ≤ αV R

ϕ (u) + βV R
ϕ (v) para todo α, β ∈ [0, 1] tales que

α + β = 1 y aśı V R
ϕ (·) es convexa.

Ahora supongamos que V R
ϕ (·) es convexa y sean x, y ∈ [0,∞) y u, v : [a, b] → R

las funciones definidas por: u(t) := xt y v(t) := yt, t ∈ [a, b].

Sean α, β ∈ [0, 1] tales que α + β = 1 se tiene que por definición

V R
ϕ (u) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |(xti)− (xti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |x(ti − ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ(x)|ti − ti−1|

= ϕ(x)(b− a).

De manera similar V R
ϕ (v) = ϕ(y)(b− a) y V R

ϕ (αu + βv) = ϕ(αx + βy)(b− a).
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Luego, como V R
ϕ (·) es convexa, se tiene que

ϕ(αx + βy)(b− a) = V R
ϕ (αu + βv)

≤ αV R
ϕ (u) + βV R

ϕ (v)

= αϕ(x)(b− a) + βϕ(y)(b− a).

Es decir,

ϕ(αx + βy) ≤ αϕ(x) + βϕ(y).

Por lo tanto, ϕ es convexa.

A continuación demostraremos que cualquier combinación convexa de dos funciones

pertenecientes a la clase V R
ϕ [a, b], pertenece a dicha clase.

Proposición 2.1.5 (Ver [19]). Sean ϕ una ϕ-función y u, v : [a, b] → R funciones

entonces V R
ϕ (αu + βv) ≤ V R

ϕ (u) + V R
ϕ (v); α, β ∈ [0, 1], α + β = 1.

Demostración:

Sean α, β ∈ [0, 1], α + β = 1 y x, y ∈ [0,∞). Como ϕ es no decreciente, no negativa y

αx + βy es un punto del segmento que une a x con y tenemos que:

ϕ(αx + βy) ≤ máx{ϕ(x), ϕ(y)} ≤ ϕ(x) + ϕ(y).

De la desigualdad anterior, se deduce que:

V R
ϕ (u) + V R

ϕ (v) = sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

+ sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≥ sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
α
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| + β

|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|
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≥ sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |α(u(ti)− u(ti−1)) + β(v(ti)− v(ti−1))|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |(αu + βv)(ti)− (αu + βv)(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1| = V R

ϕ (αu + βv).

Por lo tanto, V R
ϕ (αu + βv) ≤ V R

ϕ (u) + V R
ϕ (v) para todo α, β ∈ [0, 1] y α + β = 1.

Observación 2.1.1. Por las Proposiciones 2.1.3 y 2.1.4 tenemos que V R
ϕ [a, b] es convexo

y simétrico.

En la siguiente proposición presentaremos otro resultado que reviste un carácter im-

portante el cual enunciaremos a continuación:

Proposición 2.1.6 (Ver [16]). Sea ϕ una ϕ-función convexa.

1. V R
ϕ [a, b] ⊂ BV [a, b].

2. Si ĺım
t→∞

ϕ(t)

t
= γ < ∞ entonces V R

ϕ [a, b] = BV [a, b].

Demostración:

1. V R
ϕ [a, b] ⊂ BV [a, b].

Sean u ∈ V R
ϕ [a, b], π : a = t0 < · · · < tn = b una partición del intervalo [a, b] y

σ :=

{
i = 0, 1, · · · , n :

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| ≤ 1

}
.

Dado que ϕ es convexa tenemos que

ϕ(1) = ϕ

(
t

t

)
= ϕ

((
1

t

)
t

)
≤ 1

t
ϕ(t), t > 1.

Aśı,

1 < t ≤ ϕ(t)

ϕ(1)
.

Haciendo t =
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| para t > 1 tenemos que
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|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| ≤

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)

ϕ(1)
.

Multiplicando por |ti − ti−1| y luego aplicando sumatoria a ambos lados se tiene

que

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1| ≤ 1

ϕ(1)

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|(2.1)

entonces:

σ(u; π) =
n∑

i=1

|u(ti)− u(ti−1)|

=
n∑

i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1|

=
∑
i∈σ

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1|+

∑

i6∈σ

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1|

≤
∑
i∈σ

|ti − ti−1|+ 1

ϕ(1)
.
∑

i6∈σ

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤ (b− a) +
1

ϕ(1)
V R

ϕ (u; [a, b]).

Luego, V (u) ≤ b− a +
1

ϕ(1)
V R

ϕ (u; [a, b]). Por lo tanto,

V R
ϕ [a, b] ⊂ BV [a, b]. (2.2)

2. Por hipótesis,

0 < ĺım
t→∞

sup
ϕ(t)

t
= γ < ∞.

Es decir,

ĺım
s→∞

sup
t>s

ϕ(t)

t
= γ < ∞.
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Entonces, para cada ε > 0 existe un x0 tal que:

sup
t>s

ϕ(t)

t
− γ < ε, s > x0.

En consecuencia:

sup
t>s

ϕ(t)

t
< ε + γ, s > x0.

Es decir,

ϕ(t) < (ε + γ)t, s > x0.

En conclusión, existen x0 > 0 y c > 0, tales que:

ϕ(t) ≤ ct, t ≥ x0. (2.3)

Ahora, sean u ∈ BV [a, b], π : a = t0 < · · · < tn = b una partición del intervalo

[a, b] y

αx0 :=

{
i = 0, 1, · · · , n :

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| > x0

}
.

Entonces:

σR
ϕ (u; π) =

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

=
∑

i∈αx0

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|+

∑

i6∈αx0

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤
∑

i∈αx0

c|u(ti)− u(ti−1)|+
∑

i 6∈αx0

ϕ(x0)(ti − ti−1)

≤ c.V (u) + ϕ(x0)(b− a).

Por lo tanto, V R
ϕ [a, b] ≤ c.V (u) + ϕ(x0)(b− a). Es decir,
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BV [a, b] ⊂ V R
ϕ [a, b]. (2.4)

Luego, por (2.2) y (2.4) se tiene que V R
ϕ [a, b] = BV [a, b].

¤
En el siguiente lema se presentan las posibilidades del valor del ĺımite ĺım

t→∞
sup

ϕ1(t)

ϕ2(t)
,

para dos ϕ-funciones ϕ1 y ϕ2; y su demostración es consecuencia directa de la definición

de limite superior.

Lema 2.1.2 (Ver [21]). Sean ϕ1 y ϕ2 dos ϕ-funciones, entonces se verifica una de las

dos siguientes condiciones:

1. ĺım sup
t→∞

ϕ1(t)

ϕ2(t)
< ∞ si y sólo si existen C > 0, x0 > 0, tal que

ϕ1(t) ≤ Cϕ2(t), t ≥ x0.

2. ĺım sup
t→∞

ϕ1(t)

ϕ2(t)
= ∞ si y sólo si existen C > 0, x0 > 0, tal que

ϕ2(t) ≤ Cϕ1(t), t ≥ x0.

En el siguiente teorema, presentamos una adaptación del Teorema 8.1 de (Ver [14]) o

del Lema 2 de (Ver [4]), para dar condiciones necesarias y suficientes sobre las ϕ-funciones

ϕ1 y ϕ2 para que V R
ϕ1

[a, b] ⊂ V R
ϕ2

[a, b] (Ver [21]).

Teorema 2.1.1. Sean ϕ1 y ϕ2 dos ϕ-funciones convexas, entonces V R
ϕ1

[a, b] ⊂ V R
ϕ2

[a, b]

si y sólo si ĺım sup
t→∞

ϕ2(t)

ϕ1(t)
< ∞.

Demostración:

Supongamos que ĺım sup
t→∞

ϕ2(t)

ϕ1(t)
< ∞ entonces por el Lema 2.1.2 existen C > 0, x0 > 0,

tal que ϕ2(t) ≤ Cϕ1(t), t ≥ x0.
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Sean u ∈ V R
ϕ1

[a, b] y π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b una partición del intervalo [a, b].

Consideremos

Γ =

{
i = 1, · · · , n :

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| < x0

}
.

Entonces:

σR
ϕ2

(u, π) :=
n∑

i=1

ϕ2

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

=
∑
i∈Γ

ϕ2

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|+

∑

i6∈Γ

ϕ2

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤
∑
i∈Γ

ϕ2(x0)|ti − ti−1|+
∑

i6∈Γ

Cϕ1

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤ ϕ2(x0)(b− a) + CV R
ϕ1

(u).

Aplicando supremo, tenemos que V R
ϕ1

[a, b] ⊂ V R
ϕ2

[a, b].

Rećıprocamente, procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que

V R
ϕ1

[a, b] ⊂ V R
ϕ2

[a, b] y ĺım sup
t→∞

ϕ2(t)

ϕ1(t)
= ∞.

Entonces existen N1 > 0 y p1 > N1, tal que ϕ2(p1) > 2ϕ1(p1). Por el mismo argu-

mento, existen N2 > N1 + 1 y p2 > máx{p1, N2}, tal que ϕ2(p2) > 22ϕ1(p2).

De esta forma, inductivamente, podemos construir una sucesión creciente de números

positivos {pn}n≥1, tales que:

ĺım
n→∞

pn = ∞ y ϕ2(pn) > 2nϕ1(pn), n ≥ 1. (2.5)

Como 0 < p1 < pn, n ≥ 1, aplicando ϕ1 tenemos que 0 < ϕ1(p1) < ϕ1(pn) por lo que

0 < ϕ1(p1)
ϕ1(pn)

< 1, n ≥ 1, y de esta manera, la sucesión {tn}n≥1, definida recursivamente por

la fórmula:

tn = tn−1 +
(b− a)

2n

ϕ1(p1)

ϕ1(pn)
, n ≥ 1, (2.6)
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es creciente y esta contenida en [a, b].

Denotemos por t∞ el elemento del intervalo [a, b] definido por t∞ := ĺım
n→0

tn y además

consideremos la función w : [a, b] → R, definida por:

w(t) :=





pn, tn−1 ≤ t < tn;

0, t∞ ≤ t

y definamos u(t) :=
∫ t

a
w(s)ds, t ∈ [a, b]. Entonces en cada intervalo [tn−1, tn], n ≥ 0, la

función u es un segmento de recta con pendiente pn, n ≥ 1. Aśı, por (2.6) tenemos que:

V R
ϕ1

(u; [tn−1, tn]) = ϕ1(pn)(tn − tn−1) =
b− a

2n
ϕ1(p1), n ≥ 1.

De esta manera, por propiedades de la serie geométrica, resulta que:

V R
ϕ1

(u; [a, b]) =
∞∑

n=1

V R
ϕ1

(u; [tn−1, tn]) =
∞∑

n=1

b− a

2n
ϕ1(p1)

=
∞∑

n=0

b− a

2n+1
ϕ1(p1) = (b− a)ϕ1(p1) < ∞.

Además, por (2.5) se tiene que:

V R
ϕ2

(u; [tn−1, tn]) = ϕ2(pn)

(
b− a

2n

ϕ1(p1)

ϕ1(pn)

)
> (b− a)ϕ1(p1), n ≥ 1.

De donde se concluye que u ∈ V R
ϕ1

[a, b] y u 6∈ V R
ϕ2

[a, b]. Por lo tanto, ĺım sup
t→∞

ϕ2(t)

ϕ1(t)
< ∞.

¤
Siguiendo las ideas desarrolladas en la demostración del teorema 8.2 de (Ver [14])

obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1 (Ver [21]). Sea ϕ una ϕ-función convexa. Entonces V R
ϕ [a, b] es un es-

pacio vectorial si y sólo si ϕ cumple la condición ∆2(∞).

Demostración:

Supongamos que V R
ϕ [a, b] es un espacio vectorial, entonces si u está en V R

ϕ [a, b],

también está 2u. De esta manera, si consideramos ϕ1(t) := ϕ(2t), t ≥ 0, tenemos que
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V R
ϕ [a, b] ⊂ V R

ϕ1
[a, b]. En consecuencia, el Teorema 2.1.1 nos permite asegurar que ϕ cumple

la condición ∆2(∞).

Rećıprocamente, supongamos que ϕ cumple la condición ∆2(∞), entonces existen

números C > 0, x0 > 0 tales que ϕ(2t) ≤ Cϕ(t), t ≥ x0.

Sea α > 0. Escogiendo n como el menor número entero positivo tal que α
2n ≤ 1,

obtenemos:

ϕ(αt) = ϕ
(
2n α

2n
t
)
≤ α

2n
ϕ(2nt) ≤ α

2n
Cnϕ(t), t ≥ x0.

De este resultado y del Teorema 2.1.1 se obtiene que si consideramos la ϕ-función

ϕ1(t) := ϕ(αt), t ∈ [0,∞), entonces V R
ϕ [a, b] ⊂ V R

ϕ1
[a, b]; y por lo tanto, si u está en

V R
ϕ [a, b], también esta au, a > 0. Luego, de la definición de ϕ-variación se concluye que

au ∈ V R
ϕ [a, b], a ∈ R.

La otra parte de la demostración se deduce de la siguiente desigualdad

ϕ(s + t) = ϕ

(
2(s + t)

2

)
≤ ϕ(2s) + ϕ(2t)

2
, s, t ∈ [0,∞).

¤
De acuerdo a esta proposición que acabamos de demostrar, la clase V R

ϕ [a, b] no siempre

es un espacio vectorial.

Notación: El espacio vectorial generado por la clase V R
ϕ [a, b] de las funciones de

ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz lo denotaremos por RVϕ[a, b] o simplemente

por RVϕ. En el caso ϕ(t) = tp, t ∈ [a, b], (1 < p < ∞) escribiremos RVp[a, b].

El siguiente lema nos permite dar una caracterización del espacio RVϕ[a, b].

Lema 2.1.3 (Ver [21]). Sea A 6= 0 un subconjunto convexo y simétrico de un espacio

vectorial X entonces:

1. 0 ∈ A.

2. El espacio vectorial generado por A es igual a:

< A >= {x ∈ X : ∃λ > 0, λx ∈ A} =
⋃

λ>0

λA.
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Demostración:

1. Si x ∈ A, entonces dado que A es convexo y simétrico se tiene que −x ∈ A por lo

que 0 = 1
2
x + 1

2
(−x) ∈ A.

2. Por definición A ⊂
⋃

λ>0

λA. Para demostrar que < A >⊂
⋃

λ>0

λA, basta ver que

⋃

λ>0

λA es un espacio vectorial ya que < A > es un espacio vectorial. En efecto, sean

x ∈
⋃

λ>0

λA y α ∈ R entonces existe λ > 0 tal que λx ∈ A. Por lo tanto:

Si α = 0 entonces α(λx) = 0 ∈
⋃

λ>0

λA por la parte 1.

Si α > 0 entonces α(λx) = (αλ)x ∈
⋃

λ>0

λA ya que

(
λ

α

)
(αx) = λx ∈ A.

Si α < 0 entonces α(λx) = (−αλ)(−x) ∈
⋃

λ>0

λA debido a que −α > 0 y A es

simétrico.

Ahora, sean x, y ∈
⋃

λ>0

λA entonces existen λ, γ > 0 tal que λx, γy ∈ A.

Demostremos que x + y ∈
⋃

λ>0

λA, es decir, demostremos que existe β > 0 tal que

β(x + y) ∈ A. Dado que A es convexo, resulta que:

λx + γy = (λ + γ)
(λx + γy)

(λ + γ)
= (λ + γ)

(
λ

λ + γ
x +

γ

λ + γ
y

)
∈ (λ + γ)A.

Por lo tanto,
⋃

λ>0

λA es un espacio vectorial.

Ahora, demostremos que
⋃

λ>0

λA ⊂< A > .

Sea x ∈
⋃

λ>0

λA entonces existe λ > 0 tal que λx ∈ A. Como λx ∈< A > y < A >

es un espacio vectorial se tiene que x ∈< A > y aśı,
⋃

λ>0

λA ⊂< A > .

¤
Como consecuencia del Lema 2.1.3 y dado que V R

ϕ [a, b] es un conjunto convexo y

simétrico tenemos la siguiente proposición:



Cap. 2El Espacio de las Funciones de ϕ-Variación Acotada en el sentido de Riesz y · · ·43

Proposición 2.1.7. Sea ϕ una ϕ-función entonces el espacio vectorial generado por la

clase V R
ϕ [a, b] viene dado por:

RVϕ[a, b] = {u : [a, b] → R : ∃λ > 0, V R
ϕ (λu) < ∞}.

A continuación demostraremos que el espacio RVϕ[a, b] es un álgebra, es decir, si u, v ∈
RVϕ[a, b] entonces uv ∈ RVϕ[a, b], donde la definición de producto es dado puntualmente,

de la siguiente manera:

(u · v)(x) = (uv)(x) := u(x) · v(x) = u(x)v(x).

Proposición 2.1.8 (Ver [19]). Sea ϕ una ϕ-función convexa, entonces RVϕ[a, b] es un

álgebra, con el producto usual de funciones.

Demostración:

Sean u, v ∈ RVϕ[a, b] entonces existen α, β > 0 tales que αu, βv ∈ V R
ϕ [a, b]. Si u = 0

o v = 0 entonces uv = 0 ∈ RVϕ[a, b]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

u, v 6= 0. Consideremos λ =
αβ

α‖u‖∞ + β‖v‖∞ .

Si π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b es una partición de [a, b] entonces

V R
ϕ (λuv) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |λuv(ti)− λuv(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |λu(ti)v(ti)− λu(ti−1)v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|.

Sumando y restando λu(ti−1)v(ti) y sacando factor común v(ti) y u(ti−1) se tiene:

V R
ϕ (λuv) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |λ[u(ti)− u(ti−1)]v(ti) + λ[v(ti)− v(ti−1)]u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤ sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
λ‖v‖∞ |u(ti)− u(ti−1)|

|ti − ti−1| + λ‖u‖∞ |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|
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= sup
π

n∑
i=1

ϕ(
αβ

α‖u‖∞ + β‖v‖∞‖v‖∞
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

+
αβ

α‖u‖∞ + β‖v‖∞‖u‖∞
|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1| )|ti − ti−1|.

Denotando λ1 =
β‖v‖∞

α‖u‖∞ + β‖v‖∞ y λ2 =
α‖u‖∞

α‖u‖∞ + β‖v‖∞ con λ1, λ2 ∈ (0, 1) donde

λ1 + λ2 = 1. Además, de la convexidad de ϕ tenemos que:

V R
ϕ (λuv) ≤ sup

π

n∑
i=1

ϕ

(
αλ1

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| + βλ2

|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤ λ1 sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
α
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

+ λ2 sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
β
|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

≤ λ1V
R
ϕ (αu) + λ2V

R
ϕ (βv) < ∞.

Por lo que V R
ϕ (λ(uv)) ≤ V R

ϕ (λ1u) + V R
ϕ (λ2v) y aśı uv ∈ RVϕ[a, b]. En conclusión, el

espacio RVϕ[a, b] es un álgebra.

2.1.3 Norma sobre RVϕ[a, b].

En esta sección, usamos el funcional de Minkowski para dotar al espacio RVϕ[a, b] de una

norma ‖ · ‖R
ϕ que le dará una estructura de espacio de Banach.

Definición 2.1.5. Sean V un espacio vectorial y A ⊂ V . Se dice que A es absorbente si

para cada x ∈ V , existe un α > 0 tal que αx ∈ A.

Teorema 2.1.2 (Ver [9]). Dada una ϕ-función convexa ϕ, el conjunto:

Λ = {u ∈ RVϕ[a, b] : V R
ϕ (u) ≤ 1}
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es un subconjunto convexo, simétrico y absorbente de RVϕ[a, b].

Demostración:

Comencemos verificando la convexidad, para ello consideramos α, β ∈ [0, 1] de manera

que α + β = 1 y u, v ∈ Λ. Entonces por la Proposición 2.1.4 se tiene que

V R
ϕ (αu + βv) ≤ αV R

ϕ (u) + β V R
ϕ (v) ≤ α · 1 + β · 1 ≤ 1.

Por lo que αu + βv ∈ Λ, quedando aśı demostrada la convexidad de dicho conjunto.

Consideremos ahora u ∈ Λ y 0 < |λ| ≤ 1. Si 0 < λ ≤ 1 entonces hacemos uso

nuevamente de la Proposición 2.1.4 y se tiene que

V R
ϕ (λu) ≤ λV R

ϕ (u) ≤ λ · 1 ≤ λ.

En el caso en que −1 ≤ λ < 0 hacemos uso de la simetŕıa y convexidad del funcional

V R
ϕ (·) dado en la Proposición 2.1.4,

V R
ϕ (λu) = V R

ϕ (−λ(−u)) ≤ −λV R
ϕ (−u) = |λ|V R

ϕ (u).

Quedando aśı demostrado que Λ es simétrico.

Para verificar que Λ es absorbente consideremos u ∈ RVϕ[a, b] entonces existe α > 0

de manera que V R
ϕ (αu) < ∞. Si V R

ϕ (αu) ≤ 1. entonces αu ∈ Λ. En caso contrario, en

que V R
ϕ (αu) > 1 se tiene que

V R
ϕ

(
αu

V R
ϕ (αu)

)
≤ 1

V R
ϕ (αu)

V R
ϕ (αu) = 1,

en cuyo caso
α

V R
ϕ (αu)

u ∈ Λ. Se verifica entonces que Λ es absorbente.

¤

Definición 2.1.6 (Funcional de Minkowski). Sea u ∈ RVϕ[a, b]. El funcional de

Minkowski asociado al conjunto Λ define una seminorma sobre RVϕ[a, b] el cual viene

definido por:

µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : V R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.
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Definición 2.1.7. (Norma sobre RVϕ[a, b])

El funcional || · ||RVϕ : RVϕ[a, b] → R, viene dada por:

||u||RVϕ = |u(a)|+ µΛ(u), u ∈ RVϕ[a, b].

Teorema 2.1.3 (Ver [19]). Sea ϕ una ϕ-función convexa, entonces
(
RVϕ[a, b], || · ||RVϕ

)

es un espacio normado.

Demostración:

Sea u, v ∈ RVϕ[a, b], α ∈ R y sea µΛ(u) el funcional de Minkowski, el cual define una

seminorma, entonces demostremos lo siguiente:

1. ||u||RVϕ ≥ 0.

Dado que |u(a)| ≥ 0 y µΛ(u) ≥ 0 se tiene que ||u||RVϕ ≥ 0.

2. ||αu||RVϕ = |α|||u||RVϕ .

En efecto,

||αu||RVϕ = |αu(a)|+ µΛ(αu) = |α||u(a)|+ |α|µΛ(u)

= |α|(|u(a)|+ µΛ(u)) = |α|||u||RVϕ .

3. ||u + v||RVϕ ≤ ||u||RVϕ + ||v||RVϕ .

||u + v||RVϕ = |(u + v)(a)|+ µΛ(u + v) = |u(a) + v(a)|+ µΛ(u + v)

≤ |u(a)|+ |v(a)|+ µΛ(u) + µΛ(v) = ||u||RVϕ + ||v||RVϕ .

4. ||u||RVϕ = 0 si y sólo si u = 0.

En efecto, supongamos que ||u||RVϕ = 0, es decir, |u(a)| + µΛ(u) = 0 entonces

|u(a)| = 0 y

0 = µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : V R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

Esto implica que para cada entero positivo n, existe λn > 0, tal que 1
n

> λn > 0

y V R
ϕ

(
u
λn

)
≤ 1. Como V R

ϕ (·) es convexa se tiene que V R
ϕ (u) ≤ λn. Tomando ĺımite
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cuando t → ∞, se obtiene que V R
ϕ (u) = 0, por lo que, por la parte 2. de la

Proposición 2.1.4 se tiene que u es constante, es decir, u(t) = u(a), t ∈ [a, b] y por

lo tanto u = 0.

Supongamos que u = 0 entonces |u(a)| = 0 y µΛ(u) = 0. Aśı, ||u||RVϕ = 0.

De esta manera concluimos que
(
RVϕ[a, b], || · ||RVϕ

)
es un espacio normado.

¤

2.1.4 El Espacio de Banach RVϕ[a, b].

Lema 2.1.4 (Ver [9]). Si λ > 0 entonces µΛ(u) ≤ λ si y sólo si V R
ϕ

(u

λ
; [a, b]

)
≤ 1.

Demostración:

Sean u ∈ BV R
ϕ [a, b] y k ≥ µΛ(u) entonces por propiedad de ı́nfimos existe k′ > 0 de

manera que k ≥ k′ y

k′ ∈
{

λ > 0 : V R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

En consecuencia,

V R
ϕ

(u

k

)
= V R

ϕ

(
u

k′
k′

k

)
≤ k′

k
V R

ϕ

( u

k′

)
≤ k′

k
≤ 1.

Ahora supongamos que V R
ϕ

(u

k

)
≤ 1, es decir, k ∈

{
λ > 0 : V R

ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
entonces,

µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : V R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
≤ k.

¤
Ahora demostremos que

(
RVϕ[a, b], || · ||RVϕ

)
es un espacio de Banach

Teorema 2.1.4 (Ver [9]). Sea ϕ una función convexa que cumple la condición ∞1,

entonces el espacio
(
RVϕ[a, b], || · ||RVϕ

)
es un espacio de Banach.

Demostración:

Para demostrar que
(
RVϕ[a, b], || · ||RVϕ

)
es un espacio de Banach, debemos ver que

RVϕ[a, b] es completo con la norma || · ||RVϕ .
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Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en
(
RVϕ[a, b], || · ||RVϕ

)
, entonces dado 1 > ε > 0,

existe N ∈ N, tal que si n,m ≥ N , se tiene que:

||un − um||RVϕ < ε, n, m ≥ N.

Es decir,

|(un − um)(a)|+ µΛ(un − um) < ε, n, m ≥ N.

Luego, |un(a)− um(a)| < ε y

µΛ(un − um) < ε, n,m ≥ N.

De esta última desigualdad y por el Lema 2.1.4 tenemos que V R
ϕ

(
un − um

ε
; [a, b]

)
≤ 1

entonces, para todo x, y ∈ [a, b] se tiene que:

ϕ

( |(un − um)(y)− (un − um)(x)|
ε|y − x|

)
|y − x| ≤ V R

ϕ

(
un − um

ε
; [a, b]

)
< 1.

Por lo tanto,

ϕ

( |(un − um)(y)− (un − um)(x)|
ε|y − x|

)
|y − x| < 1

ϕ

( |(un − um)(y)− (un − um)(x)|
ε|y − x|

)
<

1

|y − x|

|(un − um)(y)− (un − um)(x)|
ε|y − x| < ϕ−1

(
1

|y − x|
)

.

De lo cual obtenemos que

|(un − um)(y)− (un − um)(x)| < ϕ−1

(
1

|y − x|
)
|y − x|ε.

Como ϕ cumple la condición ∞1 y ϕ−1 es continua, entonces

ϕ−1

(
1

|y − x|
)
|y − x|, x, y ∈ [a, b], x 6= y

es acotado superiormente. Sea M > 0 una cota superior, luego:

|(un − um)(y)− (un − um)(x)| < Mε.
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En consecuencia, la sucesión {un}n∈N es una sucesión uniformemente de Cauchy en el

intervalo [a, b] ⊂ R, y dada la completitud de R, para cada t ∈ [a, b] el ĺımite ĺım
n→∞

un(t)

existe.

Definimos, sobre [a, b] la función u(t) := ĺım
n→∞

un(t). Luego, dado que el funcional de

Minkowski es una seminorma se tiene que

µΛ(un − u) ≤ µΛ(un − um) + µΛ(um − u)

< ε + µΛ(um − ĺım
m→∞

um)

≤ ε + ε

= 2ε.

Por lo tanto u ∈ RVϕ[a, b]. Además, para n,m ≥ N se tiene que

||un − um||RVϕ = |(un − um)(a)|+ µΛ(un − um)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

De lo anterior se tiene que RVϕ[a, b] es completo, y por lo tanto, es un espacio de Banach.

¤

2.1.5 Generalización del Lema de Riesz para la clase V R
ϕ [a, b]

Para finalizar esta sección, presentaremos otro resultado que reviste un carácter im-

portante, se refiere a la generalización del Lema de Riesz dada por Medvedev (Ver [17]),

el cual enunciaremos a continuación:

Teorema 2.1.5 (Ver [19]). (Generalización del Lema de Riesz para la clase V R
ϕ [a, b])

Sea ϕ una ϕ-función convexa que cumple la condición ∞1 y u : [a, b] → R una función.

Entonces, V R
ϕ (u; [a, b]) < ∞ si y sólo si u es absolutamente continua en [a, b] y

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt < ∞.
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Además, se tiene que:

V R
ϕ (u; [a, b]) =

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt.

Demostración:

Como u es absolutamente continua en [a, b], existe u′ en casi todas partes en [a, b].

Sean t1, t2 ∈ [a, b] con t1 < t2, entonces

ϕ

( |u(t2)− u(t1)|
t2 − t1

)
(t2 − t1) = ϕ

(
| ∫ t2

t1
u′(t)dt|

∫ t2
t1

dt

)
(t2 − t1)

≤ ϕ

(∫ t2
t1
|u′(t)|dt
∫ t2

t1
dt

)
(t2 − t1).

Como ϕ es convexa, usando la desigualdad de Jensen para integrales (Ver [10]), ob-

tenemos que:

ϕ

(∫ t2
t1

1 · |u′(t)|dt
∫ t2

t1
dt

)
(t2 − t1) ≤

∫ t2

t1

ϕ(|u′(t)|)dt.

Por lo tanto:

ϕ

( |u(t2)− u(t1)|
t2 − t1

)
(t2 − t1) ≤

∫ t2

t1

ϕ(|u′(t)|)dt.

Por otro lado, sea π : a = t0 < · · · < tn = b una partición del intervalo [a, b], entonces

de la desigualdad anterior se tiene que:

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
ti − ti−1

)
(ti − ti−1) ≤

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

ϕ(|u′(t)|)dt

≤
∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt.

Ahora como

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt < ∞ y por propiedad de supremo, tenemos que:

V R
ϕ (u; [a, b]) ≤

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt < ∞. (2.7)
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Reciprocamente, demostremos que u es absolutamente continua en [a, b].

Sean ε > 0 e intervalos (ai, bi) con i = 1, 2, · · · , n disjuntos dos a dos, contenidos en

el intervalo [a, b]. Consideremos r > 0 tal que

V R
ϕ (u; [a, b]) <

εr

2
.

Como ϕ cumple la condición ∞1, se tiene que ĺım
t→∞

ϕ(t)

t
= ∞. Entonces, existe x0 tal

que

ϕ(t) ≥ rt, t ≥ x0.

Sea Cx0 =

{
i :
|u(bi)− u(ai)|

bi − ai

≥ x0

}
= {i : |u(bi)− u(ai)| ≥ x0(bi − ai)}.

Ahora bien,

n∑
i=1

|u(bi)− u(ai)| =
∑

i∈Cx0

|u(bi)− u(ai)|+
∑

i 6∈Cx0

|u(bi)− u(ai)|

<
∑

i∈Cx0

|u(bi)− u(ai)|
bi − ai

(bi − ai) +
∑

i 6∈Cx0

x0(bi − ai)

≤ 1

r

∑
i∈Cx0

ϕ

( |u(bi)− u(ai)|
bi − ai

)
(bi − ai) + x0

∑

i6∈Cx0

(bi − ai)

≤ 1

r
V R

ϕ (u; [a, b]) + x0

n∑
i=1

(bi − ai)

<
ε

2
+ x0

n∑
i=1

(bi − ai).

Si consideramos 0 < δ <
ε

2x0

, entonces:

n∑
i=1

(bi − ai) < δ

y por lo anterior, tenemos que:

n∑
i=1

|u(bi)− u(ai)| < ε

2
+

ε

2
= ε,
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para cualquier familia de intervalos {(ai, bi) : i = 1, 2, · · · , n} disjuntos dos a dos con-

tenidos en [a, b] tales que:
n∑

i=1

(bi − ai) < δ.

Aśı, u es absolutamente continua en [a, b].

Ahora demostremos que: ∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt < ∞.

Y además,

V R
ϕ (u; [a, b]) ≥

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt.

Dado que u es absolutamente continua en [a, b] se sigue que u es derivable en casi

todas partes en [a, b], es decir, existe u′ en casi todas partes en [a, b].

Para cada entero positivo n, consideramos la partición πn : a = t0,n < t1,n < · · · <

tn,n = b, del intervalo [a, b], definida por:

ti,n = a +
i(b− a)

n
, i = 0, 1, · · · , n.

Ahora, consideremos la sucesión de funciones un : [a, b] → R definidas por:

un(t) :=
u(ti+1,n)− u(ti,n)

ti+1,n − ti,n
, ti,n ≤ t < ti+1,n, i = 0, 1, · · · , n.

En t = b se puede definir un como cualquier valor razonable.

Demostremos que la sucesión {un}n≥1, converge a u′ en casi todas partes en [a, b].

Para esto basta comprobar que la sucesión {un}n≥1, converge a u′, en aquellos puntos x

donde u es derivable, distintos de ti,n, n ∈ N, i = 0, 1, · · · , n, es decir, en:

A := {x ∈ [a, b] : ∃u′(x)} − {ti,n : n ∈ N, i = 0, 1, · · · , n}.

En efecto, sea x ∈ A, entonces para cada n existe i = 0, 1, · · · , n tal que ti,n ≤ x <

ti+1,n; aśı:

un(x) =
u(ti+1,n)− u(x) + u(x)− u(ti,n)

ti+1,n − ti,n

=
ti+1,n − x

ti+1,n − ti,n

u(ti+1,n)− u(x)

ti+1,n − x
+

x− ti,n
ti+1,n − ti,n

u(x)− u(ti,n)

x− ti,n
.
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Ahora cuando n → ∞ tenemos que ti,n → x, ti+1,n → x y como u es derivable en x,

entonces
u(ti+1,n)− u(x)

ti+1,n − x
y

u(x)− u(ti,n)

x− ti,n
tienden a la derivada de u en x, es decir, u′(x).

Por lo tanto, el lado derecho de la última igualdad corresponde a puntos que son

combinaciones convexas de puntos que tienden a u′(x) y por lo tanto:

ĺım
n→∞

un(x) = u′(x), x ∈ A.

Puesto que ϕ es continua, tenemos:

ĺım
n→∞

ϕ(un(x)) = ϕ(u′(x)), x ∈ A.

Usando el Lema de Fatou, (Ver [10]), resulta que:

∫ b

a

ϕ(|u′(x)|)dt ≤ ĺım
n→∞

∫ b

a

ϕ(|un(x)|)dt

= ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

∫ ti−1,n

ti,n

ϕ(|un(x)|)dt

= ĺım
n→∞

n−1∑
i=0

ϕ

( |u(ti+1,n)− u(ti,n)|
ti+1,n − ti,n

)
(ti+1,n − ti,n)

≤ V R
ϕ (u; [a, b]).

Por lo tanto, de la desigualdad anterior y usando el hecho de que V R
ϕ (u; [a, b]) < ∞,

se tiene que:

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt ≤ V R
ϕ (u; [a, b]) < ∞ (2.8)

Por último, de (2.7) y (2.8) resulta que

V R
ϕ (u; [a, b]) =

∫ b

a

ϕ(|u′(t)|)dt.
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2.2 El Espacio de las Funciones de κ-Variación Aco-

tada

2.2.1 Funciones de κ-variación acotada

En el año 1975, B. Korenblum (ver [13]), considera como generalización de la noción

de variación acotada, una nueva clase de variación para las funciones acotadas, llamada

κ-variación, la cual se diferencia de las anteriores en que una función de distorción κ es

introducida para medir intervalos en el dominio de la función y no en el rango.

Por consiguiente, comenzaremos presentando la noción de la κ-función, la cual puede

ser vista como un cambio de escala en la longitud de los subintervalos de [a, b], tal que

la longitud de [a, b] es 1, si κ(1) = 1.

Definición 2.2.1. Una función κ : [0, 1] → [0, 1] se dice que es una κ-función si satisface

las siguientes condiciones:

• κ es continua, con κ(0) = 0 y κ(1) = 1.

• κ es concava (hacia abajo) y creciente.

• ĺım
t→0+

κ(t)

t
= ∞.

A continuación, se presentan algunos ejemplos de κ-funciones que ilustran la Defini-

ción 2.2.1.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la función κα : [0, 1] → [0, 1] definida de la siguiente

manera:

κα(t) = tα para 0 < α < 1,

la cual es conocida como el caso de Gevrey y satisface las propiedades de una κ-función,

ya que:

(i) κα(t) es continua en [0, 1] y

κα(0) = 0α = 0 con 0 < α < 1,
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κα(1) = 1α = 1 con 0 < α < 1.

(ii) Para 0 < α < 1 tenemos

κ′α(t) = αtα−1 ≥ 0 para todo t ∈ [0, 1],

por lo tanto, κα(t) es creciente y además

κ′′α(t) =
α(α− 1)

t2−α
≤ 0 para todo t ∈ [0, 1],

de donde se obtiene que κα(t) es concava.

(iii) Para 0 < α < 1, tenemos

ĺım
t→0+

κα(t)

t
= ĺım

t→0+

tα

t
= ĺım

t→0+

1

t1−α
=

1

01−α
= ∞.

Por lo tanto, podemos afirmar que κα(t) es una κ-función.

Para el caso en que α = 1
2

tenemos que

κ 1
2
(t) = t

1
2 .

Figura 2.1: Función κα(t) = tα para α = 1
2
.

Es una κ-función.
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Para α = 1
3

tenemos que

κ 1
3
(t) = t

1
3 .

Figura 2.2: Función κα(t) = tα para α = 1
3
.

Es una κ-función.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la función κ0 : [0, 1] → [0, 1] definida mediante la sigu-

iente expresión:

κ0(t) =





t(1− log(t)), si t 6= 0;

0, si t = 0.

Figura 2.3: Función κ0(t).
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la cual es usada por B. Korenblum en [13] y satisface las propiedades de una κ-función

dado que:

(i) κ0(t) es continua en [0, 1], en particular, como

ĺım
t→0+

κ0(t) = ĺım
t→0+

t(1− log(t)) = 0 = κ0(0),

la función es continua en t = 0.

Además,

κ0(0) = 0,

κ0(1) = 1(1− log(1)) = 1.

(ii) Para todo t ∈ [0, 1],

κ′0(t) = 1− ln(t)

ln(10)
− 1

ln(10)
> 0,

por lo tanto, κ0(t) es creciente y, además,

κ′′0(t) = − 1

t ln(10)
≤ 0,

de donde se tiene que κ0(t) es concava.

(iii) Cumple que,

ĺım
t→0+

κ0(t)

t
= ĺım

t→0+

t(1− log(t))

t
= ĺım

t→0+
1− log(t) = 1− log(0) = ∞.

Por lo tanto, podemos afirmar que κ0(x) es una κ-función.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la función κ1 : [0, 1] → [0, 1] definida mediante la

siguiente expresión:

κ1(t) =





1

1− ln(t)
2

, si t 6= 0;

0 si t = 0.
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Figura 2.4: Función κ1(t).

la cual satisface las propiedades de una κ-función ya que:

(i) κ1(t) es continua en [0, 1], debido a que

ĺım
t→0

κ1(t) = ĺım
t→0

1

1− 1
2
ln(t)

= 0 = κ1(0).

En consecuencia, la función es continua en t = 0.

Además,

κ1(0) = 0,

κ1(1) =
1

1− 1
2
ln(1)

= 1.

(ii) Para todo t ∈ [0, 1],

κ′1(t) =
1

2t(1− 1
2
ln(t))2

≥ 0,

por lo tanto, κ1(t) es creciente y además,

κ′′1(t) =
2 ln(t)− 1

2
ln(t)2 − 1

t
ln(t)

4x2(1− 1
2
ln(t))4

≤ 0,

de donde κ1(t) es concava.
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(iii) Cumple que,

ĺım
t→0+

κ1(t)

t
= ∞.

En efecto,

ĺım
t→0+

κ1(t)

t
= ĺım

t→0+

(1− 1
2
ln(t))−1

t
= ĺım

t→0+

1

t
· 1

1− 1
2
ln(t)

= ∞ · 0,

y aplicando la regla de L’ Hopital tenemos

ĺım
t→0+

1

t
· 1

1− 1
2
ln(t)

= ĺım
t→0+

1

t
1− 1

2
ln(t)

= ĺım
t→0+

−1

t2
−1

2x

= ĺım
t→0+

2

t
= ∞.

Por lo tanto, podemos afirmar que κ1(t) es una κ-función.

Proposición 2.2.1 (Ver [22]). Sea κ : [0, 1] → [0, 1] una κ-función entonces κ es suba-

ditiva, es decir, κ(x + y) ≤ κ(x) + κ(y).

Demostración:

Para toda función f concava y continua se cumple la siguiente propiedad de las

pendientes:

f(a)− f(y)

a− y
≤ f(x)− f(0)

x− 0
, 0 < x, y < a.

Considerando f = κ y a = x + y, tenemos que

κ(x + y)− κ(y)

(x + y)− y
≤ κ(x)− κ(0)

x− 0

κ(x + y)− κ(y)

x
≤ κ(x)

x

de donde

κ(x + y) ≤ κ(x) + κ(y).
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¤
La noción de κ-función nos permite introducir la definición de κ-variación acotada

dada por B. Korenblum en 1975 (Ver [13]).

Definición 2.2.2. Sea κ una κ-función. Una función u : [0, 1] → R se dice que es de

κ-variación acotada si existe un C > 0 tal que para cada partición π : 0 = t0 < t1 <

· · · < tn = 1 de [0, 1],

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)| ≤ C

n∑
i=1

κ(ti − ti−1).

C0 = mı́n C es llamado la κ-variación total de u : C0 = κV (u), es decir,

κV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

,

donde el supremo se considera sobre todas las particiones de [0, 1].

Notación: A la familia de todas las funciones de κ-variación acotada la denotaremos

por κBV[0,1].

Observación:

En este trabajo sólo consideraremos funciones reales definidas en [0, 1]. Los resultados

aplicados a una función u sobre un intervalo arbitrario [a, b], se pueden transformar a

funciones definidas en [0, 1]. Consideramos u ◦ α definida sobre [0, 1], donde α(x) =

(b− a)x + a, el cual demostraremos con el siguiente lema.

Lema 2.2.1 (Ver [6]). [Lema de invarianza] Sean κ una κ-función y u una función

definida sobre un intervalo arbitrario [a, b], entonces u es de κ-variación acotada sobre

[a, b] si la función u((b− a)x + a) es de κ-variación acotada en [0, 1].

Demostración:
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Sean u : [a, b] → R y α : [0, 1] → [a, b] definida por α(x) = (b − a)x + a tal que

α(0) = a y α(1) = b.

Entonces, dada una partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1], el conjunto

α(π) = {α(x0), α(x1), · · · , α(xn)} es una partición de [a, b].

Sea g(x) = u((b − a)x + a) = u ◦ α una función de κ-variación acotada en [0, 1],

entonces existe un C > 0 tal que para cada partición π de [0, 1] tenemos que:

n∑
i=1

|g(xi)− g(xi−1)| ≤ C

n∑
i=1

κ(xi − xi−1),

n∑
i=1

|u ◦ α(xi)− u ◦ α(xi−1)| ≤ C

n∑
i=1

κ(xi − xi−1),

luego, para la partición α(π) del intervalo [a, b] se tiene

n∑
i=1

|u(α(xi))− u(α(xi−1))| ≤ C

n∑
i=1

κ(xi − xi−1),

denotando por yi = α(xi), obtenemos

n∑
i=1

|u(yi)− u(yi−1)| ≤ C

n∑
i=1

κ(yi − yi−1).

Por lo tanto, u es de κ-variación acotada en [a, b].

¤
A continuación se presentan algunos ejemplos de funciones de κ-variación acotada

usados frecuentemente.

Ejemplo 1:

Consideremos c ∈ R y la función constante u en [0, 1] definida por

u(x) = c para todo x ∈ [0, 1].

Entonces, la κ-variación acotada de la función u en el intervalo [0, 1] viene dada por
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κV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|c− c|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= 0,

donde π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 es el conjunto de todas las particiones del intervalo

[0, 1].

Ejemplo 2:

Sea u : [0, 1] → R la función identidad u(t) = t con t ∈ [0, 1]. Entonces, la κ-variación

de la función u en el intervalo [0, 1] es dada por

κV (u; [0, 1]) = sup
π

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

1
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

Como κ es subaditiva, al tomar supremo sobre las particiones π de [0, 1] el mayor

valor de
1

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

se toma cuando 0 = t0 < t1 = 1 y en este caso

sup
π

1
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

=
1

κ(1)
= 1.

De esta manera, κV R
ϕ (u; [0, 1]) = 1.

Ejemplo 3:



Cap. 2El Espacio de las Funciones de ϕ-Variación Acotada en el sentido de Riesz y · · ·63

Sea u la función definida por

u(t) =





1
4
, si 0 ≤ t < 1

4
,

1
2
, si 1

4
≤ t < 1

2
,

3
4
, si 1

2
≤ t < 3

4
,

1, si 3
4
≤ t ≤ 1.

Entonces, la κ-variación acotada de la función u en el intervalo [0, 1] viene dada por

κV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

(
1

4
+

1

4
+

1

4

)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

3

4
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

=
3

4

donde el supremo se considera sobre la partición π : 0 = t0 < t1 = 1 del intervalo [0, 1].

Proposición 2.2.2. Sea κ una κ-función entonces Lip[0, 1] ⊂ κBV [0, 1].

Demostración:

Sean π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 una partición del intervalo [0, 1] y u ∈ Lip[0, 1]



Cap. 2El Espacio de las Funciones de ϕ-Variación Acotada en el sentido de Riesz y · · ·64

entonces:

sup
π

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

≤ sup
π

L

n∑
i=1

|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

L
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= L.

Por lo tanto, la función u ∈ κBV [0, 1]. Aśı, Lip[0, 1] ⊂ κBV [0, 1].

2.2.2 Propiedades del espacio de funciones con κ-Variación Aco-

tada

A continuación enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las funciones

de κ-variación acotada, que permitirán conocer algunas caracteŕısticas de las mismas.

Comenzaremos demostrando que la clase de funciones con κ-variación acotada κBV [0, 1],

está dotado de una estructura de espacio vectorial, para ello demostraremos la siguiente

proposición.

Proposición 2.2.3. Sea κ una κ-función. La clase de funciones con κ-variación acotada

κBV [0, 1], está dotado de una estructura de espacio vectorial, es decir, κBV [0, 1] satisface

las siguientes propiedades:

1. Para todo u, v ∈ κBV [0, 1], se tiene que u + v ∈ κBV [0, 1].

2. Para todo u, v, w ∈ κBV [0, 1], se tiene que κV ((u + v) + w) = κV (u + (v + w)).

3. Existe una función nula, l(x) ∈ κBV [0, 1], definida como l(x) = 0 para todo x ∈
[0, 1] tal que κV (u + l) = κV (u), para todo u ∈ κBV [0, 1].

4. Para todo u ∈ κBV [0, 1], existe −u ∈ κBV [0, 1] definido como −u : [0, 1] → R, tal

que (−u)(x) = −u(x), entonces κV (−u + u) = κV (l).

5. Para todo u, v ∈ κBV [0, 1], se tiene que κV (u + v) = κV (v + u).
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6. Para todo α ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], se tiene que αu ∈ κBV [0, 1].

7. Para todo α, β ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], se tiene que κV (α(βu)) = κV ((αβ)u).

8. Para todo α, β ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], se tiene que κV ((α + β)u) = κV (αu + βu).

9. Para todo α ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], se tiene que κV (α(u + v)) = κV (αu + αv).

10. Para cualquier u ∈ κBV [0, 1] y el escalar 1, se tiene que κV (1u) = κV (u).

Demostración:

1. Sean u, v ∈ κBV [0, 1], entonces demostraremos que la suma de dos funciones con

κ-variación acotada, pertenece a la clase de funciones con κ-variación acotada. En

efecto, utilizando la definición de κ-variación acotada y las propiedades del supremo,

tenemos:

κV (u + v) = sup
π

n∑
i=1

|(u + v)(xi)− (u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1) + v(xi)− v(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(u(xi)− u(xi−1)) + (v(xi)− v(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)
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≤ sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

+ sup
π

n∑
i=1

|v(xi)− v(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (u) + κV (v) < ∞.

Con lo cual tenemos que u + v ∈ κBV [0, 1].

2. Sean u, v, w ∈ κBV [0, 1], entonces de la definición de κ-variación acotada, y de la

propiedad del supremo, se tienen las siguientes igualdades:

κV ((u + v) + w) = sup
π

n∑
i=1

|((u + v) + w)(xi)− ((u + v) + w)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(u + v)(xi) + w(xi)− ((u + v)(xi−1) + w(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi) + w(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)− w(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + (v + w)(xi)− (u(xi−1) + (v + w)(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(u + (v + w))(xi)− ((u + (v + w))(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (u + (v + w)).
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3. Sea l(x) ∈ κBV [0, 1] la función nula, definida como l(x) = 0 para todo x ∈ [0, 1].

Demostremos que para cualquier función u ∈ κBV [0, 1], la κ-variación acotada de

la suma de u con la función nula es igual a la κ-variación acotada de la función u.

En efecto, se tiene que:

κV (u + l) = sup
π

n∑
i=1

|(u + l)(xi)− (u + l)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + l(xi)− u(xi−1)− l(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

,

como l(x) = 0 para todo x ∈ [0, 1] entonces l(xi) = 0 y l(xi−1) = 0 para todo

i ∈ [1, · · · , n], de donde se deduce que:

κV (u + l) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (u).

4. Sea u ∈ κBV [0, 1] y el inverso aditivo definido como −u : [0, 1] → R, entonces

según la noción de κ-variación acotada tenemos:

κV (−u + u) = sup
π

n∑
i=1

|(−u + u)(xi)− (−u + u)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

| − u(xi) + u(xi)− (−u(xi−1) + u(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|0− 0|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|l(xi)− l(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (l).

5. Sean u, v ∈ κBV [0, 1], entonces:

κV (u + v) = sup
π

n∑
i=1

|(u + v)(xi)− (u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|v(xi) + u(xi)− v(xi−1)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(v + u)(xi)− (v + u)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (v + u).

6. Sean α ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], entonces:

κV (αu) = sup
π

n∑
i=1

|αu(xi)− αu(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|α(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|α||(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= |α| sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= |α|κV (u).

Con lo cual αu ∈ κBV [0, 1].

7. Sean α, β ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], entonces de la Definición 2.2.2 tenemos:

κV (α(βu)) = sup
π

n∑
i=1

|α(βu(xi))− α(βu(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|α(β(u(xi)− u(xi−1)))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|αβ(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV ((αβ)u) = |αβ|κV (u).

8. Considerando α, β ∈ R y u ∈ κBV [0, 1], entonces:

κV ((α + β)u) = sup
π

n∑
i=1

|(α + β)u(xi)− (α + β)u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)
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= sup
π

n∑
i=1

|αu(xi) + βu(xi)− αu(xi−1)− βu(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(αu + βu)(xi)− (αu + βu)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (αu + βu).

9. Sean α ∈ R y u, v ∈ κBV [0, 1], entonces:

κV (α(u + v)) = sup
π

n∑
i=1

|α(u + v)(xi)− α(u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|α(u(xi) + v(xi))− α(u(xi−1) + v(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|αu(xi) + αv(xi)− αu(xi−1)− αv(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|(αu + αv)(xi)− (αu + αv)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (αu + αv).
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10. Sea u ∈ κBV [0, 1] y el escalar 1, entonces:

κV (1u) = sup
π

n∑
i=1

|(1u)(xi)− (1u)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (u).

¤

Como se cumplen todas estas propiedades se tiene que κBV [0, 1] es un espacio vec-

torial.

Ahora, demostraremos que el espacio κBV [0, 1] se puede dotar de una estructura

de espacio normado, para lo cual definiremos el siguiente funcional || · ||κBV del espacio

κBV [0, 1] a valores en R por:

||u||κBV = |u(0)|+ κV (u), para todo u ∈ κBV [0, 1].

A continuación, demostraremos que este funcional es una norma y que, por tanto,

(κBV [0, 1], || · ||κBV ) es un espacio normado.

Teorema 2.2.1 (Ver [22]). Sea κ una κ-función. El funcional || · ||κBV : κBV [0, 1] → R

es una norma, es decir, || · ||κBV satisface las siguientes propiedades:

(i) ||u||κBV ≥ 0 para todo u ∈ κBV [0, 1],

(ii) ||u||κBV = 0 si y sólo si u = 0,

(iii) ||λu||κBV = |λ|.||u||κBV para todo u ∈ κBV [0, 1] y para todo escalar λ ∈ R,
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(iv) ||u + v||κBV ≤ ||u||κBV + ||v||κBV para todo u, v ∈ κBV [0, 1].

Demostración:

(i) Sea u ∈ κBV [0, 1], entonces

||u||κBV = |u(0)|+ κV (u).

Por la Definición 2.2.2 tenemos que

||u||κBV = |u(0)|+ κV (u) ≥ 0.

(ii) Si ||u||κBV = 0 se tiene que

|u(0)|+ κV (u) = 0 si y sólo si |u(0)| = 0 y κV (u) = 0,

entonces,

|u(0)| = 0 y κV (u) = sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= 0,

lo que implica que necesariamente

u(0) = 0 y
n∑

i=1

|u(xi)− u(xi−1)| = 0 para todo xi, xi−1 ∈ [0, 1].

Considerando la partición π : 0 = x1 < x2 = t < x3 = 1, tendremos que

|u(t)− u(0)|+ |u(1)− u(t)| = 0,

de donde se tiene que

|u(t)− u(0)| = 0 y |u(1)− u(t)| = 0,

por lo tanto, 0 = u(0) = u(t) = u(1) para todo t ∈ [0, 1], con lo cual u = 0.

Ahora, si u = 0 entonces u(t) = 0 para todo t ∈ [0, 1], por lo tanto ||u||κBV = 0.
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(iii) Como u ∈ κBV [0, 1] y λ ∈ R, entonces

||λu||κBV = |λu(0)|+ κV (λu),

observemos que para cada partición π : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 de [0, 1]

tenemos

κV (λu) = sup
π

n∑
i=1

|λu(xi)− λu(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup
π

n∑
i=1

|λ(u(xi)− u(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= |λ| sup
π

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= |λ|.κV (u).

Entonces,

||λu||κBV = |λu(0)|+ κV (λu)

= |λ|.|u(0)|+ |λ|.κV (u)

= |λ|(|u(0)|+ κV (u))

= |λ|||u||κBV .

(iv) Sean u, v ∈ κBV [0, 1], entonces por la Definición 2.2.2 y las propiedades del supre-

mo obtenemos:

κV (u + v) = sup

n∑
i=1

|(u + v)(xi)− (u + v)(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)
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= sup

n∑
i=1

|u(xi) + v(xi)− u(xi−1)− v(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= sup

n∑
i=1

|(u(xi)− u(xi−1)) + (v(xi)− v(xi−1))|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

≤ sup

n∑
i=1

|u(xi)− u(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

+ sup

n∑
i=1

|v(xi)− v(xi−1)|
n∑

i=1

κ(xi − xi−1)

= κV (u) + κV (v).

De esta desigualdad y de la definición de la norma || · ||κBV , resulta que:

||u + v||κBV = |u(0) + v(0)|+ κV (u + v)

≤ |u(0)|+ |v(0)|+ κV (u) + κV (v)

= (|u(0)|+ κV (u)) + (|v(0)|+ κV (v))

= ||u||κBV + ||v||κBV .

Por lo tanto,

||u + v||κBV ≤ ||u||κBV + ||v||κBV .

Con lo cual || · ||κBV es una norma. ¤

Observación:

Si dotamos al espacio κBV [0, 1] con la norma ||·||κBV , se tiene que (κBV [0, 1], ||·||κBV )

es un espacio normado.
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A continuación demostraremos que el espacio κBV [0, 1] con la norma || · ||κBV es un

espacio normado completo.

Teorema 2.2.2 (Ver [22]). Sea κ una κ-función. El espacio (κBV [0, 1], || · ||κBV ) es un

Espacio de Banach.

Demostración:

Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en (κBV [0, 1], || · ||κBV ), entonces dado ε > 0,

existe N , tal que si n,m ≥ N , se tiene que:

||un − um||κBV < ε.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que un(0) = 0 con n ≥ 1. De donde

tenemos que:

κV (un − um) < ε para todo n,m ≥ N. (2.9)

Considerando la partición π : 0 = x0 < x1 = x < x2 = 1 del intervalo [0, 1], se tiene

de la Definición 2.2.2 y de (2.9), lo siguiente:

|(un − um)(x)− (un − um)(0)|+ |(un − um)(1)− (un − um)(x)|
κ(x) + κ(1− x)

< ε,

de donde,
|(un − um)(x)− (un − um)(0)|

κ(x) + κ(1− x)
< ε.

Luego, como un(0) = 0 para todo n ≥ 1 entonces,

|(un − um)(x)|
κ(x) + κ(1− x)

< ε,

es decir,

|un(x)− um(x)| < ε(κ(x) + κ(1− x)).
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Por otro lado, para la partición π : 0 < x < 1 tenemos que:

κ(x) < κ(1) = 1 y

κ(1− x) < κ(1) = 1,

entonces κ(x) + κ(1− x) < 2, de donde

|un(x)− um(x)| < 2ε.

Lo que significa que la sucesión {un}n∈N es una sucesión de Cauchy en R. Como R es

completo, se tiene que toda sucesión de Cauchy converge, es decir, que existe el ĺımite de

la sucesión, y lo denotaremos de la siguiente forma:

ĺım
n→∞

un(x) = u(x) para todo t ∈ [0, 1]

y un(x)− um(x) tiende a un(x)− u(x) en [0, 1] cuando m →∞.

A continuación, demostraremos que la sucesión {un}n∈N converge bajo la norma

|| · ||κBV , por lo tanto se tiene lo siguiente:

||un(x)− u(x)||κBV = ||un(x)− ĺım
m→∞

um(x)||κBV = ĺım
m→∞

||un(x)− um(x)||κBV ,

ahora considerando el ĺımite cuando n →∞.

ĺım
n→∞

||un(x)− u(x)||κBV = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

||un(x)− um(x)||κBV = 0.

De donde,

ĺım
n→∞

||un(x)− u(x)||κBV = 0,

lo que implica que {un}n∈N converge a u en la norma || · ||κBV , luego (κBV [0, 1], || · ||κBV )

es un espacio de Banach.

¤



CAṔITULO 3

EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE κϕ-VARIACIÓN

ACOTADA EN EL SENTIDO DE RIESZ-KORENBLUM

En el presente caṕıtulo se introduce una nueva clase de funciones denominada κϕ-

variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum. Consideramos varios ejemplos de

funciones que satisfacen la definición de κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-

Korenblum y exponemos demostraciones de propiedades que satisfacen este tipo de fun-

ciones entre ellas que esta clase de funciones es convexo, simétrico y el espacio vectorial

generado por dicha clase es un espacio normado y de Banach.

3.1 Funciones de κϕ-Variación Acotada en el sentido

de Riesz-Korenblum

En el presente año, M. Castillo, M. Sanoja y I. Zea (Ver [3]) introducen una nueva

clase de funciones denominada κp-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum,

que es una combinación de las nociones de p-variación acotada en el sentido de Riesz

77
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(1 < p < ∞) y κ-variación acotada, la cual definen de la siguiente manera:

Definición 3.1.1 (κp-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum). Sean

1 < p < ∞, κ una κ-función y u : [a, b] → R una función. Definimos

κσp(u; π) :=

n∑
i=1

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)p

|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ

(
ti − ti−1

b− a

) ,

y

κVp(u) = κVp(u; [a, b]) := sup
π

κσp(u; π),

donde el supremo se considera sobre todas las particiones π : a = t0 < · · · < tn = b

del intervalo [a, b]. Si κVp(u; [a, b]) < ∞, decimos que u tiene κp-variación acotada en el

sentido de Riesz-Korenblum.

Denotamos a la familia de todas las funciones de κp-variación acotada en el sentido

de Riesz-Korenblum por κRVp[a, b].

Además, en [3] demuestran que esta clase de funciones:

1. Es un espacio vectorial.

2. Es un álgebra.

3. Es un espacio normado con la norma.

‖u‖κRVp = |u(a)|+ κV (u), para todo u ∈ κRVp[a, b].

4. Además (κRVp[a, b], || · ||κRVp) es un espacio de Banach.

Teorema 3.1.1 (Ver [3]). Sean 1 < p < ∞ y κ una κ-función entonces

RVp[a, b] ⊂ κRVp[a, b] ⊂ κBV [a, b].
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Este resultado nos orientó para introducir la nueva noción de κϕ-variación acotada en

el sentido de Riesz-Korenblum usando la técnica de Medvedev en [17] al generalizar la no-

ción dada por Riesz en [20]. Podemos comentar que esta nueva noción es una combinación

de la noción de F. Riesz con la de B. Korenblum.

Definición 3.1.2. Sean ϕ una ϕ-función, κ una κ-función y u : [0, 1] → R una función.

Definimos

κσR
ϕ (u; π) :=

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

y

κV R
ϕ (u) = κV R

ϕ (u; [0, 1]) := sup
π

κσR
ϕ (u; π),

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones

π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 de [0, 1]. Si κV R
ϕ (u; [0, 1]) < ∞ entonces decimos que la función

u tiene κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, en el intervalo [0, 1].

Notación: Denotaremos por κV R
ϕ [0, 1] a la clase de funciones u : [0, 1] → R que

tienen ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz, es decir:

κV R
ϕ [0, 1] := {u : [0, 1] → R : V R

ϕ (u; [0, 1]) < ∞}.

Obsérvese que podemos considerar la función κV R
ϕ (·; [0, 1]) : κV R

ϕ [0, 1] → R que

asocia a cada función u ∈ κV R
ϕ [0, 1] su κϕ-variación en el sentido de Riesz-Korenblum.

Notación: Escribiremos κV R
ϕ (u) y κV R

ϕ en vez de κV R
ϕ (u; [0, 1]) y κV R

ϕ [0, 1] respec-

tivamente.

En lo que sigue, se muestran un conjunto de ejemplos que orientan a la comprensión

de la Definición 3.1.2.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos c ∈ R y la función constante u en [0, 1] definida por

u(t) = c para todo t ∈ [0, 1]. Sea π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 una partición del intervalo

[0, 1], entonces:
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κσR
ϕ (u; π) =

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=

n∑
i=1

ϕ

( |c− c|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=
ϕ(0)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= 0.

De esta manera tenemos que κV R
ϕ (u; [0, 1]) = 0.

Ejemplo 3.1.2. Sea u : [0, 1] → R, la cual definimos de la siguiente manera:

u(t) = mt + d con t ∈ [0, 1] y m, d ∈ R. Dada una partición π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 del

intervalo [0, 1], entonces:

κσR
ϕ (u; π) =

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=

n∑
i=1

ϕ

( |m||ti − ti−1|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=

n∑
i=1

ϕ(|m|)|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)
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=
ϕ(|m|)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

.

Como κ es subaditiva, al tomar supremo sobre las particiones π de [0, 1] el mayor

valor de
ϕ(|m|)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

se toma cuando 0 = t0 < t1 = 1 y en este caso

sup
π

ϕ(|m|)
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

=
ϕ(|m|)
κ(1)

= ϕ(|m|).

De esta manera, κV R
ϕ (u; [0, 1]) = ϕ(|m|).

Proposición 3.1.1. Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función entonces

Lip[0, 1] ⊂ κV R
ϕ (u; [0, 1]).

Demostración:

Sea u ∈ Lip[0, 1] entonces existe un L > 0 tal que para cualesquiera x, y ∈ [0, 1] se

tiene que |u(x)− u(y)| ≤ L|x− y|. Ahora, sea π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 una partición del

intervalo [0, 1] entonces para cada i = 1, · · · , n tenemos que:

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

κ(ti − ti−1)
≤

ϕ

(
L|ti − ti−1|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

κ(ti − ti−1)

=
ϕ(L)|ti − ti−1|
κ(ti − ti−1)

.

Luego,

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≤

n∑
i=1

ϕ(L)|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)
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=
ϕ(L)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

.

Tomando supremo tenemos que

sup
π

ϕ(L)
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= ϕ(L) < ∞.

Por lo tanto, κV R
ϕ (u; [0, 1]) < ∞. Luego, Lip[0, 1] ⊂ κV R

ϕ (u; [0, 1]).

Observación: Como consecuencia del resultado anterior tenemos que:

Cn[0, 1] ⊂ κV R
ϕ [0, 1], n ≥ 1.

3.1.1 Propiedades del Espacio de las Funciones de κϕ-Variación

Acotada en el Sentido de Riesz-Korenblum

A continuación enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las funciones

de κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, que permitirán conocer algu-

nas caracteŕısticas del mismo. Comenzaremos demostrando que dicha clase de funciones,

κV R
ϕ [0, 1], es convexo y simétrico.

Proposición 3.1.2. Sean κ una κ-función, ϕ una ϕ-función y u, v : [0, 1] → R entonces:

1. La función κV R
ϕ (·) : κV R

ϕ [0, 1] → R es par; es decir, κV R
ϕ (u) = κV R

ϕ (−u).

2. κV R
ϕ (u) = 0 si y sólo si u es constante.

3. Si κV R
ϕ (u) < ∞ entonces u es acotada en [0, 1].

4. ϕ es convexa si y sólo si κV R
ϕ (·; [0, 1]) es convexa.

Demostración:
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1. Este resultado se deduce de la Definición 3.1.2:

κV R
ϕ (u; [0, 1]) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti−1)− u(ti)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( | − u(ti)− (−u(ti−1))|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= κV R
ϕ (−u; [0, 1]).

2. Si u es constante entonces por el Ejemplo 3.1.1 se tiene que el conjunto κV R
ϕ (u) = 0.

Supongamos que κV R
ϕ (u) = 0. Entonces,

0 = κV R
ϕ (u) ≥

ϕ

( |u(t)− u(0)|
|t− 0|

)
|t− 0|

κ(t− 0)
,

para cualquier t ∈ (0, 1]. Luego, por definición de ϕ-función y dado que κ : [0, 1] →
[0, 1] tenemos que

0 ≥
ϕ

( |u(t)− u(0)|
|t|

)
|t|

κ(t)
≥ 0

por lo que

ϕ

( |u(t)− u(0)|
|t|

)
|t| = 0, t ∈ (0, 1].

Como ϕ se anula solamente en cero, resulta que
|u(t)− u(0)|

|t| = 0, t ∈ (0, 1]. Por

lo tanto, u(t) = u(0), t ∈ (0, 1]. Aśı, u es constante. En particular, si u(0) = 0

tenemos que κV R
ϕ (u) = 0 si y sólo si u = 0.
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3. Supongamos que u ∈ κV R
ϕ [0, 1] y que u no es acotada en [0, 1] entonces existe una

sucesión {tn}n≥1, tn ∈ [0, 1], para todo n ≥ 1, tal que ĺım
n→∞

|u(tn)| = ∞.

Sea {tnj
}j≥1 una subsucesión de {tn}n≥1 tal que {tnj

}j≥1 converge a un punto x ∈
(0, 1] entonces {u(tnj

)}j≥1 es una subsucesión de {u(tn)}n≥1. Luego, ĺım
j→∞

|u(tnj
)| =

∞.

Caso 1. Supongamos x 6= 0. Entonces como

ϕ

( |u(tnj
)− u(0)|

|tnj
− 0|

)
|tnj

− 0|
κ(tnj

− 0)
≤ κV R

ϕ (u) < ∞,

para todo j ≥ 1 y como ϕ es continua, tenemos que

ϕ




ĺım
j→∞

|u(tnj
)− u(0)|

|x− 0|


 |x− 0|

κ(x− 0)
= ĺım

j→∞

ϕ

( |u(tnj
)− u(0)|
|tnj

|
)
|tnj

|
κ(tnj

)

≤ κV R
ϕ (u)

para todo j ≥ 1.

Por otro lado, |u(tnj
) − u(0)| tiende a infinito cuando j → ∞. Luego, como

ϕ(t) →∞ cuando t →∞ resulta que

ĺım
j→∞

ϕ

( |u(tnj
)− u(0)|
|x|

)
|x|

κ(x)
= ∞

y aśı κV R
ϕ (u) = ∞ lo cual es una contradicción.

Caso 2. Supongamos que x = 0. Entonces como

ϕ

( |u(1)− u(tnj
)|

|1− tnj
|

)
|1− tnj

|
κ(1− tnj

)
≤ κV R

ϕ (u) < ∞,
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para todo j ≥ 1 y como ϕ es continua, se tiene que

ϕ




ĺım
j→∞

|u(1)− u(tnj
)|

|1− x|


 |1− x|

κ(1− x)
= ĺım

j→∞

ϕ

( |u(1)− u(tnj
)|

|1− tnj
|

)
|1− tnj

|
κ(1− tnj

)

≤ κV R
ϕ (u)

para todo j ≥ 1.

Por otra parte, ĺım
j→∞

|u(1)− u(tnj
)| = ∞. Luego como ϕ(t) →∞ cuando t →∞

se tiene que:

ĺım
j→∞

ϕ

( |u(1)− u(tnj
)|

|1− x|
)
|1− x|

κ(1− x)
= ĺım

j→∞
ϕ(|u(1)− u(tnj

)|) = ∞

y aśı, κV R
ϕ (u) = ∞ lo cual es una contradicción. Por lo tanto, en ambos casos, se

obtuvo una contradicción al suponer que u no es acotada. Aśı, u es acotada.

4. Supongamos que ϕ es convexa y sean u, v : [0, 1] → R y α, β ∈ [0, 1] tales que

α + β = 1. Dadas π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 una partición de [0, 1] y ϕ una

ϕ-función convexa y no decreciente tenemos que:

ακV R
ϕ (u) + βκV R

ϕ (v) = α sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+

β sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)
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≥ sup
π

n∑
i=1

[
αϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|+ βϕ

( |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

]

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≥ sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |α(u(ti)− u(ti−1)) + β(v(ti)− v(ti−1))|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |(αu + βv)(ti)− (αu + βv)(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= κV R
ϕ (αu + βv).

Por lo tanto, κV R
ϕ (αu + βv) ≤ ακV R

ϕ (u) + βκV R
ϕ (v) para todo α, β ∈ [0, 1] tales

que α + β = 1 y aśı κV R
ϕ (·) es convexa.

Ahora supongamos que κV R
ϕ (·) es convexa y sean x, y ∈ [0,∞) y u, v : [0, 1] → R

las funciones definidas por: u(t) := xt y v(t) := yt, t ∈ [0, 1].

Sean α, β ∈ [0, 1] tales que α + β = 1. Por la Definición 3.1.2 se tiene que

κV R
ϕ (u) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |x(ti − ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ(x)|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)
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= sup
π

ϕ(x)
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

= ϕ(x).

De manera similar κV R
ϕ (v) = ϕ(y) y κV R

ϕ (αu + βv) = ϕ(αx + βy). Luego, como

κV R
ϕ (·) es convexa, se tiene que

ϕ(αx + βy) = κV R
ϕ (αu + βv) ≤ ακV R

ϕ (u) + βκV R
ϕ (v) = αϕ(x) + βϕ(y).

Es decir,

ϕ(αx + βy) ≤ αϕ(x) + βϕ(y).

Por lo tanto, ϕ es convexa.

Siguiendo las ideas desarrolladas en [19] enunciamos y demostramos la siguiente

proposición:

Proposición 3.1.3. Sean κ una κ-función, ϕ una ϕ-función y u, v : [0, 1] → R entonces

κV R
ϕ (αu + βv) ≤ κV R

ϕ (u) + κV R
ϕ (v); α, β ∈ [0, 1], α + β = 1.

Demostración:

Sean α, β ∈ [0, 1], α+β = 1 y x, y ∈ [0,∞). Como ϕ es no decreciente, no negativa

y αx + βy es un punto del segmento que une a x con y tenemos que:

ϕ(αx + βy) ≤ máx{ϕ(x), ϕ(y)} ≤ ϕ(x) + ϕ(y).

De la desigualdad anterior, se deduce que:

κV R
ϕ (u) + κV R

ϕ (v) = sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+ sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)
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≥ sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
α
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| + β

|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≥ sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |α(u(ti)− u(ti−1)) + β(v(ti)− v(ti−1))|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |(αu + βv)(ti)− (αu + βv)(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= κV R
ϕ (αu + βv).

Por lo tanto, κV R
ϕ (αu+βv) ≤ κV R

ϕ (u)+κV R
ϕ (v) para todo α, β ∈ [0, 1] y α+β = 1.

Observación 3.1.1. Por las Proposiciones 3.1.2 y 3.1.3 tenemos que κV R
ϕ [0, 1] es con-

vexo y simétrico.

En la siguiente proposición presentaremos un resultado siguiendo las ideas de [16]

el cual enunciaremos a continuación:

Proposición 3.1.4. Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función convexa, entonces:

1. κV R
ϕ [0, 1] ⊂ κBV [0, 1].

2. Si ĺım
t→∞

ϕ(t)

t
= γ < ∞ entonces κV R

ϕ [0, 1] = κBV [0, 1].

Demostración:

1. κV R
ϕ [0, 1] ⊂ κBV [0, 1].

Sean u ∈ κV R
ϕ [0, 1], π : 0 = t0 < · · · < tn = 1 una partición del intervalo [0, 1] y

σ :=

{
i = 0, 1, · · · , n :

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| ≤ 1

}
.

Usando el resultado (2.1) del Caṕıtulo 2, tenemos que:
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n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

=

n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=

∑
i∈σ

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+

∑

i6∈σ

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| |ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≤

∑
i∈σ

|ti − ti−1|
n∑

i=1

κ(ti − ti−1)

+
1

ϕ(1)
.

∑

i 6∈σ

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=
1

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+
1

ϕ(1)
κσR

ϕ (u; [0, 1]).

Aplicando supremo se tiene que

κV (u) ≤ 1 +
1

ϕ(1)
κV R

ϕ (u; [0, 1]).

Por lo tanto,

κV R
ϕ [0, 1] ⊂ κBV [0, 1]. (3.1)

2. Por hipótesis,

0 < ĺım
t→∞

sup
ϕ(t)

t
= γ < ∞,

entonces, por (2.3) del Caṕıtulo 2, existen x0 > 0 y c > 0, tales que:

ϕ(t) ≤ ct, t ≥ x0.
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Ahora, sea u ∈ κBV [0, 1] y consideremos una partición π : 0 = t0 < · · · < tn = 1

del intervalo [0, 1].

Sea

αx0 :=

{
i = 0, 1, · · · , n :

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| > x0

}
.

Entonces:

n∑
i=1

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=

∑
i∈αx0

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+

∑

i6∈αx0

ϕ

( |u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≤

∑
i∈αx0

c|u(ti)− u(ti−1)|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+

∑

i6∈αx0

ϕ(x0)(ti − ti−1)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

=

c
∑

i∈αx0

|u(ti)− u(ti−1)|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+
ϕ(x0)

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

.

Aplicando supremo tenemos que

κV R
ϕ (u; [0, 1]) ≤ cκV (u) + ϕ(x0),

es decir

κBV [0, 1] ⊂ κV R
ϕ [0, 1]. (3.2)

Luego, por (3.1) y (3.2) se tiene que κV R
ϕ [0, 1] = κBV [0, 1].
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¤
En el caso de las funciones de ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz (Coro-

lario 2.1.1 del Caṕıtulo 2), la clase V R
ϕ no es un espacio vectorial, salvo que verifique la

condición ∆2.

Notación: El espacio vectorial generado por la clase κV R
ϕ [0, 1] lo denotaremos por

κRVϕ[0, 1] o simplemente por κRVϕ. Si consideramos ϕ(t) = tp, t ∈ [0, 1] (1 < p < ∞)

escribiremos κRVp[0, 1].

Proposición 3.1.5. Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función entonces el espacio vecto-

rial generado por la clase κV R
ϕ [0, 1] es igual a:

κRVϕ[0, 1] = {u : [0, 1] → R : ∃λ > 0, κV R
ϕ (λu) < ∞}.

A continuación demostraremos que el espacio κRVϕ[0, 1] es un álgebra siguiendo las

ideas desarrolladas en [19].

Proposición 3.1.6. Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función convexa, entonces

κRVϕ[0, 1] es un álgebra, con el producto usual de funciones.

Demostración:

Sean u, v ∈ κRVϕ[0, 1] entonces existen α, β > 0 tales que αu, βv ∈ κV R
ϕ [0, 1]. Si u = 0

o v = 0 entonces uv = 0 ∈ κRVϕ[0, 1]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

u, v 6= 0. Consideremos λ =
αβ

α‖u‖∞ + β‖v‖∞ .

Si π : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 es una partición de [0, 1] entonces

κV R
ϕ (λuv) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |λuv(ti)− λuv(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

= sup
π

n∑
i=1

ϕ

( |λu(ti)v(ti)− λu(ti−1)v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

.
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Sumando y restando λu(ti−1)v(ti) y sacando factor común v(ti) y u(ti−1) se tiene:

κV R
ϕ (λuv) = sup

π

n∑
i=1

ϕ

( |λ[u(ti)− u(ti−1)]v(ti) + λ[v(ti)− v(ti−1)]u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≤ sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
λ‖v‖∞ |u(ti)− u(ti−1)|

|ti − ti−1| + λ‖u‖∞ |v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

.

Sustituyendo λ y denotando λ1 =
β‖v‖∞

α‖u‖∞ + β‖v‖∞ y λ2 =
α‖u‖∞

α‖u‖∞ + β‖v‖∞ con λ1, λ2 ∈
(0, 1) donde λ1 + λ2 = 1. Además, de la convexidad de ϕ tenemos que:

κV R
ϕ (λuv) ≤ sup

π

n∑
i=1

ϕ

(
αλ1

|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1| + βλ2

|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≤ λ1 sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
α
|u(ti)− u(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

+ λ2 sup
π

n∑
i=1

ϕ

(
β
|v(ti)− v(ti−1)|
|ti − ti−1|

)
|ti − ti−1|

n∑
i=1

κ(ti − ti−1)

≤ λ1κV R
ϕ (αu) + λ2κV R

ϕ (βv) < ∞.

Por lo que κV R
ϕ (λ(uv)) ≤ κV R

ϕ (λ1u) + κV R
ϕ (λ2v) y aśı uv ∈ κRVϕ[0, 1]. En conclusión, el

espacio κRVϕ[0, 1] es un álgebra.
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3.1.2 Norma sobre κRVϕ[0, 1].

En esta sección, usamos el funcional de Minkowski para dotar al espacio κRVϕ[0, 1] de

una norma κ‖ · ‖R
ϕ que le dará una estructura de espacio de Banach.

Teorema 3.1.2. Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función convexa, el conjunto:

Λ = {u ∈ κRVϕ[0, 1] : κV R
ϕ (u) ≤ 1}

es un subconjunto convexo, simétrico y absorbente de κRVϕ[0, 1].

Demostración:

Comencemos verificando la convexidad, para ello consideramos α, β ∈ [0, 1] de

manera que α + β = 1 y u, v ∈ Λ. Entonces por la Proposición 3.1.2 se tiene que

κV R
ϕ (αu + βv) ≤ ακV R

ϕ (u) + βκV R
ϕ (v) ≤ α · 1 + β · 1 ≤ 1.

Por lo que αu+βv ∈ Λ, quedando aśı demostrada la convexidad de dicho conjunto.

Consideremos ahora u ∈ Λ y 0 < |λ| ≤ 1. Si 0 < λ ≤ 1 hacemos uso nuevamente

de la Proposición 3.1.2 y se tiene que

κV R
ϕ (λu) ≤ λκV R

ϕ (u) ≤ λ · 1 ≤ λ.

En el caso en que−1 ≤ λ < 0 hacemos uso de la simetŕıa y convexidad del funcional

κV R
ϕ (·) dado en la Proposición 3.1.2,

κV R
ϕ (λu) = κV R

ϕ (−λ(−u)) ≤ −λκV R
ϕ (−u) = |λ|κV R

ϕ (u).

Quedando aśı demostrado que Λ es simétrico.

Para verificar que Λ es absorbente consideremos u ∈ κRVϕ[0, 1] entonces existe

α > 0 de manera que κV R
ϕ (αu) < ∞. Si κV R

ϕ (αu) ≤ 1. entonces αu ∈ Λ. En caso

contrario, en que κV R
ϕ (αu) > 1 se tiene que

κV R
ϕ

(
αu

κV R
ϕ (αu)

)
≤ 1

κV R
ϕ (αu)

κV R
ϕ (αu) = 1,

en cuyo caso
α

κV R
ϕ (αu)

u ∈ Λ. Se verifica entonces que Λ es absorbente.

¤
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Definición 3.1.3. (Funcional de Minkowski para κV R
ϕ [0, 1].) Sea u ∈ κRVϕ[0, 1]. El

funcional de Minkowski asociado al conjunto Λ define una seminorma sobre κRVϕ[0, 1]

y viene definido por:

µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : κV R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

Definición 3.1.4. (Norma en κRVϕ[0, 1])

Se define el funcional || · ||κRVϕ : κRVϕ[0, 1] → R, por:

||u||κRVϕ = |u(0)|+ µΛ(u), u ∈ κRVϕ[0, 1].

Teorema 3.1.3. Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función convexa, entonces
(
κRVϕ[0, 1], || · ||κRVϕ

)
es un espacio normado.

Demostración:

Sea u, v ∈ κRVϕ[0, 1], α ∈ R y sea µΛ(u) el funcional de Minkowski, el cual define una

seminorma, entonces demostremos lo siguiente:

1. ||u||κRVϕ ≥ 0.

Dado que |u(0)| ≥ 0 y µΛ(u) ≥ 0 se tiene que ||u||κRVϕ ≥ 0.

2. ||αu||κRVϕ = |α|||u||κRVϕ .

En efecto,

||αu||κRVϕ = |αu(0)|+ µΛ(αu) = |α||u(0)|+ |α|µΛ(u)

= |α|(|u(0)|+ µΛ(u)) = |α|||u||κRVϕ .

3. ||u + v||κRVϕ ≤ ||u||κRVϕ + ||v||κRVϕ .

||u + v||κRVϕ = |(u + v)(0)|+ µΛ(u + v) = |u(0) + v(0)|+ µΛ(u + v)

≤ |u(0)|+ |v(0)|+ µΛ(u) + µΛ(v) = ||u||κRVϕ + ||v||κRVϕ
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4. ||u||κRVϕ = 0 si y sólo si u = 0.

En efecto, supongamos que ||u||κRVϕ = 0, es decir,

|u(0)|+ µΛ(u) = 0,

entonces |u(0)| = 0 y

0 = µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : κV R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

Esto implica que para cada entero positivo n, existe λn > 0, tal que 1
n

> λn > 0

y κV R
ϕ

(
u
λn

)
≤ 1. Como κV R

ϕ (·) es convexa se tiene que κV R
ϕ (u) ≤ λn. Tomando

ĺımite cuando t →∞, se obtiene que κV R
ϕ (u) = 0, por lo que, por la parte 2. de la

Proposición 3.1.2 se tiene que u es constante, es decir, u(t) = u(0), t ∈ [0, 1] y por

lo tanto u = 0.

Supongamos que u = 0 entonces |u(0)| = 0 y µΛ(u) = 0. Aśı, ||u||κRVϕ = 0.

De esta manera concluimos que
(
κRVϕ[0, 1], || · ||κRVϕ

)
es un espacio normado.

¤

3.1.3 El Espacio de Banach κRVϕ[0, 1].

Lema 3.1.1. Sea κ una κ-función. Si λ > 0 entonces µΛ(u) ≤ λ si y sólo si

κV R
ϕ

(u

λ
; [0, 1]

)
≤ 1.

Demostración:

Sean u ∈ κBVϕ[0, 1] y k ≥ µΛ(u) entonces por propiedad de ı́nfimos existe k′ > 0 de

manera que k ≥ k′ y

k′ ∈
{

λ > 0 : κV R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

En consecuencia,

κV R
ϕ

(u

k

)
= κV R

ϕ

(
u

k′
k′

k

)
≤ k′

k
κV R

ϕ

( u

k′

)
≤ k′

k
≤ 1.
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Queda demostrada aśı la primera parte del lema.

Ahora supongamos que κV R
ϕ

(u

k

)
≤ 1, esto es, k ∈

{
λ > 0 : κV R

ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
.

Por lo tanto,

µΛ(u) = ı́nf
{

λ > 0 : κV R
ϕ

(u

λ

)
≤ 1

}
≤ k.

Ahora demostremos que
(
κRVϕ[0, 1], || · ||κRVϕ

)
es un espacio de Banach

Teorema 3.1.4. Sean κ una κ-función y ϕ una función convexa que cumple la condición

∞1, entonces el espacio
(
κRVϕ[0, 1], || · ||κRVϕ

)
es un espacio de Banach.

Demostración:

Para demostrar esto, debemos ver que κRVϕ[0, 1] es completo en la norma || · ||κRVϕ .

Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en
(
κRVϕ[0, 1], || · ||κRVϕ

)
, entonces dado 1 >

ε > 0, existe N ∈ N, tal que si n,m ≥ N , se tiene que:

||un − um||κRVϕ < ε, n, m ≥ N.

Es decir,

|(un − um)(0)|+ µΛ(un − um) < ε, n,m ≥ N.

Luego, |un(0)− um(0)| < ε y

µΛ(un − um) < ε n, m ≥ N (3.3)

Por (3.3) y el Lema 3.1.1 tenemos que

κV R
ϕ

(
un − um

ε
; [0, 1]

)
< 1.

Entonces, considerando una partición π : 0 < x < y < 1 se tiene que:

ϕ

( |(un − um)(y)− (un − um)(x)|
ε|y − x|

)
|y − x|

κ(x− 0) + κ(y − x) + κ(1− y)
≤ κV R

ϕ

(
un − um

ε
; [0, 1]

)
< 1.

De donde resulta que:
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ϕ

( |(un − um)(y)− (un − um)(x)|
ε|y − x|

)
|y − x| < κ(x) + κ(y − x) + κ(1− y) ≤ 3κ(1) = 3.

Por lo tanto:

|(un − um)(y)− (un − um)(x)| < ϕ−1

(
3

|y − x|
)
|y − x|ε.

Como ϕ cumple la condición ∞1 y ϕ−1 es continua, entonces

ϕ−1

(
3

|y − x|
)
|y − x|, x, y ∈ [0, 1], x 6= y

es acotado superiormente. Sea M > 0 una cota superior, luego

|(un − um)(y)− (un − um)(x)| < Mε.

En consecuencia, la sucesión {un}n∈N es una sucesión uniformemente de Cauchy en

el intervalo [0, 1] ⊂ R, y dada la completitud de R, para cada t ∈ [0, 1] el ĺımite ĺım
n→∞

un(t)

existe. Definimos, sobre [0, 1] la función u(t) := ĺım
n→∞

un(t). Luego, dado que el funcional

de Minkowski es una seminorma se tiene que

µΛ(un − u) ≤ µΛ(un − um) + µΛ(um − u)

< ε + µΛ(um − ĺım
m→∞

um)

≤ ε + ε

= 2ε.

Por lo tanto u ∈ κRVϕ[0, 1]. Además, para n,m ≥ N se tiene que

||un − um||κRVϕ = |(un − um)(0)|+ µΛ(un − um)

<
ε

2
+

ε

2

= ε.

De lo anterior se tiene que κRVϕ[0, 1] es completo, y por lo tanto, es un espacio de Banach.

¤
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Teorema 3.1.5 (Ver [3]). Sean κ una κ-función y ϕ una ϕ-función entonces

RVϕ[a, b] ⊂ κRVϕ[a, b] ⊂ κBV [a, b].



CONCLUSIONES

En este trabajo especial de grado se realizó un estudio sobre la noción de variación

acotada dada por Camille Jordan y algunos resultados de importancia de este espacio de

funciones con variación acotada, tales como, las caracterizaciones dadas por C. Jordan,

S. Banach y H. Federer.

En segundo lugar, se presenta una generalización de la noción de p-variación acotada

en el sentido de Riesz, estudiada por Yu. Medvedev, la cual es conocida como ϕ-variación

acotada en el sentido de Riesz. Demostramos que el espacio vectorial generado por esta

clase de funciones se puede dotar de una estructura de álgebra y espacio de Banach.

Adicionalmente se estudió una generalización del Lema de Riesz dada por Medvedev

(Ver [17]).

Otro de los resultados relevantes expuestos en este trabajo es una generalización del

concepto de variacion acotada conocida como κ-variación acotada estudiado por Ko-

renblum en 1975, en donde se introduce una función de distorción κ. Además hemos

demostrado que la clase de funciones con κ-variación acotada se puede dotar de una

estructura de espacio vectorial, aśı como de una norma y de un espacio de Banach.
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Finalmente introducimos un nuevo concepto de variación que denominamos el espa-

cio de las funciones de κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, el cual

combina las nociones de ϕ-variación acotada en el sentido de Riesz de 1953 y κ-variación

acotada de 1975. Se consideran algunos ejemplos para facilitar la comprensión de esta

clase de funciones. Además se demuestra, bajo ciertas condiciones, que este espacio es

equivalente al espacio de las funciones de κ-variación acotada dado por B. Korenblum.

Por último, hemos demostrado que el espacio vectorial generado por la clase de funciones

de κϕ-variación acotada en el sentido de Riesz-Korenblum posee una estructura de álge-

bra, espacio normado y espacio de Banach, donde κ es una κ-función y ϕ es una ϕ-función

convexa que verifica la condición ∞1.

Con este trabajo de grado podemos comenzar a transitar en una futura ĺınea de

investigación ya que creemos que esta nueva noción es un aporte al tema y vamos a

escribir un art́ıculo para someterlo al arbitraje internacional para su posible publicación.

Además podemos en el futuro tratar de generalizar esta noción para las siguientes clases

de funciones:

• Funciones de κ-segunda variación acotada en el sentido de De la Vallée Poussin-

Korenblum.

• Funciones de κΛ-variación acotada en el sentido de Waterman-Riesz-Korenblum.

• Funciones de κφ-variación acotada en el sentido de Schramm-Riesz-Korenblum.

• Estudiar la actuación del Operador de Composición, en el caso autónomo, para

estos espacios.

• Definir estas nociones en el plano y, más generalmente, en Rn.
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