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INTRODUCCION

En 1829, el matematico aleman J.P.G.L. Dirichlet, demostré el hoy conocido Criterio
de Dirichlet, el cual establece que toda funcién u : [a,b] — R definida por medio de
un numero finito de trozos mondtonos, tiene serie de Fourier puntualmente convergente
(Ver [7]). En 1881, el matematico francés Marie Ennemond Camille Jordan (Ver [11]),
haciendo un estudio sobre el Criterio de Dirichlet, introduce la nociéon de funcién de
variacién acotada en un intervalo [a,b] C R, como aquellas funciones u : [a, b] — R, tales

que:

V(u; [a, b)) == Sgpz lu(t;) —u(tj—1)] < oo,

donde el supremo se considera sobre las particiones 7 : a = tg < - -- < t,, = b del intervalo
[a, b]. Esta clase de funciones se denota por BV[a, b] y tiene una estructura de algebra de

Banach (Ver [1]) con la norma:
lullBvias) = lu(a)| + V(u; [a,b]), € [a,b].

La nocién de variacion acotada ha sido generalizada en varios sentidos. En 1910,
el matemadtico hungaro Frigyes Riesz (Ver [20]), introduce una generalizacién que es

conocida en la actualidad como funcién de p-variacién acotada en el sentido de Riesz
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(1 < p < 00). Riesz define la p-variacién de una funcién « : [a,b] — R como:

V. (u; [a, b)) = su utt: =l pt-—tt
- pz t—t 1| "l Z*l’a

donde (1 < p < 00). Se puede ver un estudio detallado de las propiedades y caracteriza-

ciones de este tipo de funciones en [1]. Posteriormente, en 1953, el matematico ruso Yu.
Medvedev (Ver [17]) extiende el concepto dado por Riesz, introduciendo, de la siguiente
manera, la nocién de funcién de p-variacion acotada en el sentido de Riesz

VGt = s (M

s |tl_tl 1|

donde ¢ : [0,00) — R es lo que se conoce hoy como una @-funcién. Ademds, Medvedev
demuestra una generalizacién del lema de Riesz (Ver [17]). Esta clase de funciones ha sido
estudiada por varios autores tales como Z. Cybertowicz, L. Maligranda, W. Matuszewska
y W. Orlicz (Ver [5], [15] y [16]).

En 1975, B. Korenblum (Ver [13]) introduce una nueva clase de funciones denominada
k-variacion acotada, la diferencia de ésta con las anteriores es que la distorsién es en el
dominio de la funcién y no en el rango. Korenblum define la x-variacién acotada de una
funcién u : [a,b] — R como:

n

Z |u(ti) — ulti-1)]

KV (u) = sup = :

TS Tkt i)
=1

donde x : [0,1] — [0, 1] es continua, céncava, creciente, £(0) = 0,x(1) = 1 y ademas

. k(x . . . .
lim Q = 00. Este tipo de funciones se denominan s-funciones.
z—0t T

Recientemente, M. Castillo, S. Rivas, M. Sanoja y I. Zea (Ver [3]) introducen una nue-

va clase de funciones denominada k-variacién acotada en el sentido de Riesz-Korenblum,

que es una combinacién de las nociones de kp-variacién acotada en el sentido de Riesz
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(1 < p < )y k-variacién acotada, la cual definen de la siguiente manera:

]

i=1

kV,la, b] = sup

. - ti— t;
C=ry

i=1

Y

donde £ es una k-funcién y u : [a,b] — R es una funcién. Ademds demuestran que el
espacio generado por esta clase de funciones es un espacio vectorial, normado y de Banach
con una norma dada. Cabe destacar, que este resultado es una nueva contribucién al tema
de los espacios de las funciones de p-variacion acotada en el sentido de Riesz y k-variacién
acotada, el cual fue enviado a publicacion.

Este Trabajo Especial de Grado lo hemos dividido en tres capitulos. En el Capitulo 1
estudiamos el concepto clasico de funcién de variacién acotada en un intervalo [a, b] dado
por Jordan (Ver [11]) y varias propiedades que caracterizan estas funciones, tales como,
el Teorema de Representacion de Jordan, un Teorema de Banach de 1925 (Ver [2]) sobre
la indicatriz de Banach y el Teorema de descomposicién de Federer de 1969 (Ver [8]) que
representa a una funcién u : [a, b] — R como la composicién de una funcién Lipschitz con
una funcién creciente. Con el resultado de Federer comentamos la actuacion en el caso
auténomo del operador de composicién en el espacio BV |[a,b] y enunciamos el teorema
de Josephy (Ver [12]) que establece condiciones necesarias y suficientes en f : [a,b] — R
de tal manera que el operador de composicién F, asociado a f, acttiia en BV|[a, b].

El segundo capitulo lo comenzamos presentando el concepto de p-funcién, mostramos
varios ejemplos de ¢-funciones y la nocion de funcion de p-variacion acotada en el sentido
de Riesz. También, estudiamos algunas propiedades de esta clase de funciones, asi como
del espacio generado por dicha clase y demostramos que el espacio vectorial BV,[a,b],
generado por la clase de funciones que tienen p-variacién acotada en el sentido de Riesz,
es un espacio normado completo, es decir, es un espacio de Banach. Ademas, en este
capitulo, exponemos la definicién de s-funcion, el concepto de k-variacién acotada dado
por Boris Korenblum en 1975 (Ver [13]) y estudiamos algunas propiedades que safisfacen

las funciones de k-variacion acotada, entre ellas que esta clase es un espacio vectorial y se
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puede dotar de una estructura de espacio de Banach. A la familia de todas las funciones
de k-variacion acotada la denotaremos por kBV[0, 1].

Para concluir este trabajo, en el tercer y tltimo capitulo, introducimos un nuevo
concepto denominado: Las funciones de k¢-variacion acotada en el sentido de Riesz-

Korenblum, el cual definimos de la siguiente manera:

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones
T:0=ty<---<t,=1de[0,1], ¢ es una @-funcién, x una k-funcién y « : [0,1] — R
es una funcion.

Si /d/(pR(u; [0,1]) < oo entonces decimos que u tiene kp-variacion acotada en el sen-
tido de Riesz-Korenblum. Consideramos varios ejemplos de funciones que satisfacen la
definicién de ry-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum y exponemos de-
mostraciones de propiedades que satisfacen este tipo de funciones entre ellas que esta clase
de funciones es convexo, simétrico, cumple que £V[0,1] = kBV[0,1] y el espacio vecto-
rial, kRV,,0, 1], generado por HVSDR[O, 1] es un espacio normado y de Banach con la norma
[u|lryv, = |u(0)] + pa(u) donde v € KRV,[0,1] y pua(u) = inf {)\ >0:kV] (%) < 1} .

De acuerdo a nuestro conocimiento del tema creemos que esta nueva nocién es un

aporte al tema y vamos a escribir un articulo para someterlo al arbitraje internacional.



CAPITULO 1

FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA

En este capitulo comenzamos presentando el concepto de funcion de variacion acotada
en un intervalo [a,b], introducida en el ano 1881 por Camille Jordan (Ver [11]) y se
describen algunas de las propiedades de éstas funciones. Ademéas exponemos tres maneras

conocidas de caracterizar las funciones de variacién acotada:

1. A través de la diferencia de dos funciones monétonas (Caracterizacién de Jordan)

(Ver [11]),
2. Mediante la indicatriz de Banach (Caracterizacién de Banach)(Ver [2]),

3. A través de la composicién de una funcién mondétona con una funciéon Lipschitz

(Caracterizaciéon de Federer) (Ver [8]).

1.1 Funciones de Variacion Acotada.

En el ano 1881, Camile Jordan (Ver [11]) introduce el concepto de variacién acotada

en un intervalo [a, b] como sigue:

11
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Definicién 1.1.1 (Variacién Jordan). Dadas una funcion u : [a,b] — R y una particion

Tia=1ty<--- <t,=> del intervalo [a,b], definimos:

o(u) = o(u; ) : E]u )

V(w) = V(u; [0,8]) = sup o (u; ),

™

donde el supremo se toma sobre las particiones w del intervalo |a, b]. El nimero V (u; [a, b))
se denomina variacion en el sentido de Jordan (o simplemente variacion) de la funcion u
en el intervalo [a,b]. Si V(u;[a,b]) < oo, se dice que la funcion u tiene variacion acotada

en el intervalo [a, b].
A continuacién se presentardn algunos ejemplos que ilustran la Definicién 1.1.1

Ejemplo 1.1.1. Consideremos ¢ € R y la funcién constante u definida por u(t) = c,
para todo t € [a,b]. Entonces, sim:a =ty <---<t,=>b es una particion del intervalo
la,b], tenemos que

n

}:m ) —ultia)| =) le—c =0.

=1

De esta manera, V (u;[a,b]) = 0.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos u : [a,b] — R, la funcion identidad, es decir, u(t) = t

con t € [a,b]. Entonces, para una particion w:a =tg < --- < t, = b tenemos que

o(u;m) = §:|u@0-—uﬁr4ﬂ
= Z |t; — ti1|

n

= Z(tz —ti1)

i=1
= b—a.

Luego, V(u;a,b]) = b— a.
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Notacidn: Esta clase de funciones se denota por BV ([a,b],R) o de una manera mas

abreviada BV[a, b].
Proposicién 1.1.1. Sea u € BVa,b] entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Es un espacio vectorial.
2. Posee una estructura de dlgebra.
3. FEs espacto normado con la norma.

|ullgvias = |u(a)| + V(u), ue€ BV([a,b],R).

4. Ademds el espacio BV [a,b] es completo con esta norma y un dlgebra de Banach.

La demostracién detallada de esta proposicién se puede ver en [1].

1.2 Propiedades de las Funciones de Variacion Aco-

tada

A continuacién se enuncian y demuestran algunas propiedades de las funciones de
variacién acotada. Ademadas expondremos varias formas de caracterizar las funciones de

variacién acotada:
e Camille Jordan en 1881 (Ver [11]) por medio de funciones monétonas.
e Stefan Banach en 1925 (Ver [2]) por medio de la indicatriz de Banach.

e Herbert Federer en 1969 (Ver [8]) por composicién de una funcién mondtona con

una funcién Lipschitziana.

En primer lugar, enunciaremos y probaremos algunas propiedades conocidas e impor-

tantes de la clase de funciones de variacién acotada en el intervalo [a, b] (Ver [1]).
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Proposicién 1.2.1. Sea u : [a,b] — R una funcidn de variacion acotada en el intervalo

la,b], entonces la funcion u es acotada en el intervalo [a,b].

Demostracién:
Sean t € [a,b] y u € BV]a, b]. Entonces,
u(t) = u(@)] + |u() —u(t)| < V(u), t € a,b].

Por lo que |u(t) — u(a)| < V(u), t € [a,b]. Entonces

lu(t)] < |u(a)] + V(uw), t € [a,bl.
Asi, la funcién u es acotada en el intervalo [a, b].
U

En lo que sigue en este trabajo, si una funcién u : [a,b] — R es acotada entonces

lulloo = sup fu(t)] < |u(a)] + V(w).

tela,b
Proposicién 1.2.2. Sea u : [a,b] — R una funcion de variacion acotada en el intervalo

[a,b], entonces:

[u(b) — ula)] < V(u).
Demostracién:
Es consecuencia directa de la Definicién 1.1.1

Proposicién 1.2.3. Si u : [a,b] — R es una funcion mondtona en el intervalo [a,b]

entonces u € BV[a,b] y V (u;[a,b]) = |u(b) — u(a)|.
Para una particién 7 : a = tg < --- < t,, = b del intervalo [a, b] tenemos que:

e Caso 1. Supongamos que u es creciente en el intervalo [a, b]. Por la Definicién 1.1.1

se sigue que:
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Tomando supremo se tiene que:
V(u; [a, b]) = u(b) — u(a).

e Caso 2. Supongamos que u es decreciente en el intervalo [a, b]. De la misma manera,

por la Definicién 1.1.1 tenemos que:

§jw }: ti1) — u(t) = u(a) — u(b).

Tomando supremo resulta que:
V(u;[a, b)) = u(a) — u(b).

Por ambos casos, si la funcién v es mondtona creciente (o decreciente) en el intervalo

[a, b], entonces u tiene variacién acotada en el intervalo [a,b] y V (u;[a,b]) = |u(b) —u(a)|.

Definicién 1.2.1 (Funcién Lipschitz). Una funcion u : [a,b] — R se dice que es Lipschitz
o Lipschitziana en el intervalo [a,b] si y sdlo si existe una constante L > 0, llamada

constante Lipschitz, tal que:
u(z) —u(y)] < Llz —yl, 2,y € [a,b].

Proposicién 1.2.4 (Ver [1]). Lipa,b] C BV |[a,b].

Demostracion:
Sean 7 : a = tg < --- < t, = b una particién del intervalo [a,b] y u € Lip[a, D]
entonces:

}:m —u11|<L§:H—¢Zﬂ_db—@

=1

Tomando supremo del lado izquierdo de la desigualdad anterior se tiene que V(u) <

L(b— a). Por lo tanto, la funcién u € BV|[a,b]. Asi, Lipla,b] C BV|a,b].
Proposicién 1.2.5. Sea u : [a,b] — R una funcion, entonces:

1. Siu € BV]a,b] entonces u € BV|c,d| para todo intervalo [c,d] C [a, b].
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2. Si existe x € (a,b) tal que u € BV|a,z] y u € BV[z,b] entonces w € BV]a,b] y
ademds:

Vi(u; la,0]) = V(u; [a, z]) + V(u; [, b]).
Proposicién 1.2.6. Sean v € BV|[a,b] y Vy : [a,b] — R la funcién definida por:
Vu(t) = V(u; [a,t]) para todo t € [a,b.
Entonces:
1. V., es una funcion creciente en el intervalo [a,b].
2. Vi, —u es una funcion creciente en el intervalo [a, b].

La demostracién de las Proposiciones 1.2.5 y 1.2.6 se puede ver en [1].

1.2.1 Caracterizacion de Jordan

El resultado mas importante dado por Camile Jordan cuando introduce el concepto
de variacién acotada en [11], garantiza que una funcién u € BV[a, b] si y sélo si, se puede

escribir como diferencia de funciones mondétonas, en particular de funciones crecientes.
A continuacién presentamos una demostracion del resultado presentado por Jordan.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Representacién de Jordan). Una funcion u € BV[a,b] si y

sélo si ezisten funciones uy, us en |a,b] mondtonas tales que u = uy — us.

Demostracién:

Si u; y wus son mondtonas entonces por la Proposicion 1.2.3 se tiene que

u=u; —uy € BV|a,b.

Ahora supongamos que u € BV|[a,b] y definamos dos funciones p,,n, : [a,b] — R,

COINoO:

pu(t) := = (Vo (t) + u(t) — u(a)), t€ [a,b]
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ny(t) == = (Vu(t) —u(t) +u(a)), tela,b]

1
2
para todo t € [a, b].

Sean x,y € [a,b], = <y, entonces, por las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.5, tenemos que:

puls) ~pule) = S(Valy) — Vale) + u(y) — u(z)

1
= S (V(ufz,y)) + uly) —ulz)) 2 0.
Luego p,, es una funcién creciente y como p,(a) = 0, resulta que p,(t) > 0, t € [a, b].

De manera similar, por las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.5,

m(w) ~mu(r) = 3 (Valy) — Vale) + u(z) — u(y)

= SV ) + ule) — u(y)) > 0.

En consecuencia, se tiene que n, es creciente y como n,(a) = 0, tenemos que n,, es

no negativa.
Asi pues, de las definiciones de p, y n, resulta que
u=p, — (N, —u(a))

y ademas
Viu(t) = pu(t) + nu(t).

O
Este resultado es de gran importancia, porque nos permite transferir propiedades de
las funciones mondtonas (Ver [1]) a las funciones de variacién acotada, como se muestra

a continuacion.
Proposicién 1.2.7. Sea u € BV [a,b], entonces:
1. u tiene limites laterales.

2. El conjunto de discontinuidades de u es numerable.
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3. u posee derivada casi siempre en |a, b|.
4. u es Riemann integrable.

5. u tiene serie de Fourier convergente.
1.2.2 Caracterizacion de Banach

Hemos comprobado que las funciones de variacion acotada se pueden caracterizar
por medio de la diferencia de funciones mondétonas. Para el caso en que u ademas es
continua, S. Banach [2] obtuvo otra caracterizacién al introducir en 1925 la indicatriz de

una funcién continua u : [a,b] — R, la cual se denota por I, y se define como sigue:
I, : [minu, maxu] — [0, 00)

donde I,(y) es igual al nimero de raices de la ecuacién u(x) = y, es decir I,(y) es el

nimero de valores = € [a,b] que verifican la relacién u(x) = y.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Beppo-Levi). Sean (X, A,pu) un espacio de medida y

{un}neN

Uy : X — [0, 0]

una sucesion de funciones medibles Borel no negativas, es decir

up(x) >0 Vo e X.

/X@;un) d“:géundﬂ-

Para ver detalles de la demostracién del Teorema enunciado anteriormente el lector

Entonces

puede remitirse a [10].
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Proposicién 1.2.8. Sean u : [a,b] — R una funcién continua y I, : R — Ny U {o0} la
indicatriz de Banach. Entonces
V(u;[a, b]) :/ I,(z)dx.

En particular, w € BV[a,b] si y sdlo si I, € Li(R).

Demostracion:

. (b—a)
Paran=1,2,3,...yk=1,2,...,2"", definamos 0y, =k T y
A1,n = [a, a—+ 51,71)’

AQ,n = [CL + 61,77,7 a—+ 52,71)7
Agn—l,n = [a + 5211—1_17”, a+ 52n_1,n)7
Agn = [a,a+ dgn-1,).
Maés ain, para k= 1,2,...,2" denotamos

My = {Infu(z) : v € A, }, My, = {supu(x) : x € Ay}
y definimos las funciones:
V() = Xut(pra,, - R—=1{0,1} v g.: R =Ny
por
1, si u(r) =y paraalgin z € Ag,,

gk:,n(x) = Xufl(y)ﬁAk’n =
0, en otro caso.

2"1/
gn = ng,n(y)'
k=1

La monotonfa resulta de 2" > 2" es decir, ¢,11(y) > gn(y).
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Afirmamos que la sucesién {g, fnen converge puntualmente en R a la indicatriz de

Banach I,(z) de u.

En efecto, supongamos que I,(y) = m, y sea u (y) = {x1,2s,...,2,} denotado

como el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién u(z) = y.

Escogemos N € N tan grande que 27V < min (z; — ;) tal que 1<4,5 <m,i# j;
entonces para n > N todos los elementos en u~!(x) pertenecen a diferentes intervalos

Apn y asi, go(z) = m.

Similarmente, en el caso [,(y) = oo un razonamiento andlogo demuestra que

gn(r) — 00 cuando n — oo.

Ademas,
27L

| oty = S = ),

k=1
el lado derecho de la igualdad tiende a la integral de I, por el Teorema 1.2.2, y el lado

derecho tiende a la V' (u;[a, b]).

1.2.3 Caracterizacion de Federer

A continuacion, presentamos la caracterizacién de funciones de variacién acotada
debida a H. Federer en 1969 (Ver [8]), como la composiciéon de una funciéon monétona

con una funcién Lipschitz.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Descomposicién de Federer). Una funcion u € BV [a,b] si
y solo si se puede representar como la composicion uw = g o T, donde 7 : [a,b] — [c,d] es

creciente y g € Lip[e,d] con constante de lipschitzidad L < 1.

Demostracién:
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Supongamos que f = go 7, donde g € Lip|c, d] con constante de lipschitzidad L < 1
y 7 : [a,b] — [c,d] es creciente. Dada una particiéon 7 : a =ty < t; < --- < t,, = b del

intervalo [a, b] obtenemos

Vi(u,m) = Z l9(7(t:)) = g(r(t:i))| < Z 7(t:) = 7(tia)| = |7(b) = 7(a)l,

por lo tanto, u € BV]a,b]. Por el contrario, sean u € BV{a,b] y 7(t) = Vi, (u;]a,t])
la funcién de variacién (creciente) de u (Ver Proposicién 1.2.6). Sabemos que 7 es una
aplicacién de [a,b] en [c,d], donde ¢ = 0y d = V(u;[a,b]) y T no es necesariamente

sobreyectiva.

Si definimos la funcién g sobre el rango 7([a, b]) C [c, d]| considerando g(7(z)) = u(x),

entonces la descomposicion u = g o 7 esta bien definida. Dado que

19(7(5)) = g(7 ()| = u(s) — u(®)] <V (u;[s,t]) = [7(s) — 7(t)]

para a < s < t < b, la funcién g es Lipschitz con constante Lipschitz igual a 1 sobre
~([a,8)) € [c, d].

Sin embargo, podemos extender g de 7([a, b]) a una aplicacién Lipschitz g sobre [c, d]
(incluso en toda la recta real R) en una manera més explicita. De hecho, la “convexifi-

cacién” g de g definida (con 0 < A < 1) por

(1—=XNg(z™)+Ag(x) si y=(1—-N7(xz—)+ A\ (x),
(I =XNg(z)+ Ag(z™) si y=(1—=XN7(x)+ A(zT).

tiene la misma constante Lipschitz que g, y asi la demostracién esta hecha.

A continuacion se presenta un resultado dado por Michael Josephy [12], en el ano

1981 referentes a la actuacién del operador de composicién en el espacio BV |[a, b]. Este
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resultado nos permite obtener condiciones necesarias y suficientes en f : R — R de tal

manera que el operador de composicién F', asociado a f, actiie en el espacio BV |[a, b].

Definicién 1.2.2. Consideremos F el espacio vectorial de las funciones u : [a,b] — R y
f:[a,b] x R — R una funcién cualquiera. El operador de composicion F, asociado a la

funcion f, es definido del espacio F al espacio F por la expresion
F.(t) == f(t,u(t)), t€lab), uelF.

En el caso particular, cuando la funcion f no dependa de una sola variable; es decir,

f:R—= R, el operador F' asociado a f viene definido por:
Fut) = f(u®), te€lad], ueF.

Esto ultimo se conoce como caso auténomo mientras que el caso general, cuando

f: [a,b] x R — R se denomina caso no-auténomo.

Teorema 1.2.4 (Josephy [12]). Consideremos f : R — R y sea F el operador de com-
posicion asociado a la funcion f. El operador F transforma el espacio BV]a,b] en si
mismo si y solo si f es localmente Lipschitz en R. Ademds, el operador F es siempre

acotado sobre conjuntos acotados de BV [a,].

Para ver mds detalles sobre el operador de composicién remitimos al lector a [18].



CAPITULO 2

EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE @—VARIACION
ACOTADA EN EL SENTIDO DE RIESZ Y EL ESPACIO DE
LAS FUNCIONES DE «-VARIACION ACOTADA

En este capitulo expondremos los conceptos de ¢-funcién, funcién de @-variacion
acotada en el sentido de Riesz, k-funcién y funcién de k-variacién acotada.

El concepto de funciones de p-variacién acotada en el sentido de Riesz, fue introducido
en el ano 1953 por Yu. Medvedev (Ver [17]), generalizando asi el concepto de p-variacion
acotada introducido en el ano 1910 por F. Riesz (Ver [20]). Ademé&s, Medvedev demuestra
una generalizacion del lema de Riesz para el espacio de las funciones de (-variacion
acotada en el sentido de Riesz.

También se describe el concepto de k-variacion acotada introducida en 1975 por B.
Korenblum en [13], la diferencia de esta nocién de variacién con las anteriores es que la
distorsion es en el dominio de la funcion y no en el rango. En este capitulo, se demuestra
que la clase de funciones que tienen k-variacién acotada tiene estructura de espacio vecto-
rial, normado y de Banach, asi como también se muestran algunos resultados importantes

referentes a este espacio de funciones.

23
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2.1 El Espacio de las Funciones de ¢-Variacién Aco-

tada en el sentido de Riesz

2.1.1 p-funciones.

Damos inicio a esta seccion presentando el concepto de ¢-funciéon también conocida
como N-funcion o funcién de Young. La denominacion de funcién de Young se debe a

que L.C. Young fue el primero en tratar este tipo de funciones en el ano 1937 (Ver [24]).

Definicién 2.1.1 (¢-funcién). Una funcion ¢ : [0,00) — [0,00) se dice que es una

p-funcion st cumple las siguientes condiciones:
e © es continua en [0,00).
e o(t) =0 sélo parat =0.
- i pl) =
e © es no decreciente (t1 <ty entonces p(t1) < p(t2)).

Algunos ejemplos de p-funciones usados frecuentemente son:

Ejemplo 2.1.1. ¢(t) =at?, p>1, a>0.

1.2 ‘

1t / ]
0.8+ ”/ 4
0.6 7 2 ]

t

0.4} el
o2 at

: 6t°
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ot)=at?, p>1,a>0

Ejemplo 2.1.2. ¢(t) = a(e® — 1), a,b> 0.

5
| t
451 “ e-1
* 2(e%-1)
ar | 3e*-1)| T
| 6
35l 4e%-1)| |
‘ 5(e”-1)
3 -
251
‘j
151 [/
|
1+
0.5H/
/
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o) =a(e —1), a,b>0

Al tratar con muchos espacios donde intervienen las ¢-funciones se le exige la condi-
cién adicional que sean convexas. Otras condiciones de uso frecuente la expondremos en

la siguiente Definicion.
Definicién 2.1.2 (Condiciones ooy y Ay). Sea ¢ una p-funcion convexa, entonces:
(1)

1. ¢ cumple la condicion ooy st lim =

t—o0

2. ¢ cumple la condicion Ay(0) si existen nimeros C' > 0,x9 > 0 tales que

e(2t) < Co(t), t<x.

3. ¢ cumple la condicion Ay(0c0) si existen nimeros C > 0,x9 > 0 tales que

e(2t) < Co(t), t> .

En la siguiente proposicién exponemos algunas relaciones equivalentes con los con-

ceptos de la Definicién 2.1.2 y que son consecuencia de la definicion de limite superior.
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Proposicién 2.1.1 (Ver [21]). Sea ¢ una p-funcion convezra, entonces:

1. ¢ cumple la condicion ooy si y solo si para todo C > 0 existe xg, tal que p(t) >

Ct, t> 0.
- L p(2t)
2. ¢ cumple la condicion Ay(0) siy solo si 11I% sup 0 < 00.
- 2
.y o p(2t)
3. ¢ cumple la condicion Ay(00) si y sélo si thm sup 0 < 00.
— 00 SO

En la siguiente proposiciéon demostramos dos propiedades de gran utilidad de las

funciones convexas (Ver [21]).

Proposicién 2.1.2. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una funcidn convera entonces:

1. Si ¢(0) =0, entonces:

o(t)

2. Sip(0) =0, la funcion t € (0,00) — e creciente.

3. Si ¢ es una p-funcion que cumple la condicion ooy, entonces
. [k
lim ¢ —1t=0, k>0.
t—0 t
Demostracion:
1. Sea 0 < a < 1, entonces de la convexidad de ¢, resulta que
plat) < ap(t) + (1 — a)p(0) = ap(t), t=0.
Ahora, sea o > 1 entonces de la convexidad de ¢, tenemos que
(1) = (~at) < ~pla)
= —« —p(at).
¥ Y15 =¥

Por lo que ap(t) < p(at), t >0, a> 1.
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S
2. Sean 0 < s < t, entonces como ¢ es convexa y 0 < z < 1, tenemos que:
S S
p(s) = (—t) < —p(t).
t t
De donde se tiene que:

w(s) < o(t)

—, O0<s<t.
S t

Asi, ()

T es creciente.

k
3. Haciendo el cambio de variable s = ¢! <¥) , tenemos que:

k k
lfm o~ (—) t=1lim —— = 0.
t—0 t

En 1910 el matematico hungaro F. Riesz (Ver [20]) generaliza el concepto clasico de
variacién acotada de Jordan, introduciendo lo que se conoce hoy en dia como p-variacion
acotada en el sentido de Riesz (Ver [1]) con 1 < p < oo y demuestra que éstas se
corresponden con aquellas funciones absolutamente continuas, introducidas por Vitali en

1905 (Ver [23]), con derivada en el espacio L,.

Definicién 2.1.3 (p-variacién en el sentido de Riesz). Sean 1 < p < oo y u : [a,b] — R

una funcion. Definimos

V(s [a, b]) = sgp; <|u(7t) - u(ti_l)’> t; — tial,

tia|
donde el supremo se considera sobre las particiones ™ : a = to < -+ < t, = b del
intervalo [a,b]. El nimero VF(u;[a,b]) se denomina p-variacion en el sentido de Riesz
de la funcion u en el intervalo [a,b]. Si V,(u;[a,b]) < oo se dice que u tiene p-variacion

acotada en el sentido de Riesz en el intervalo [a,b].

Denotaremos a la familia de todas las funciones de p-variacién acotada en el sentido
de Riesz por RV,[a,b]. La misma es un espacio vectorial, posee una estructura de algebra

y es un espacio normado con la norma

lullp = lu(a)] + (Vp(u; [a, 0])) /7.
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Ademés el espacio RV)[a,b] es completo con esta norma y un dlgebra de Banach (Ver
[1])-

A continuacién enunciaremos un lema muy importante en el cual F. Riesz en el ano
1910 (Ver [20]), caracteriza la clase de funciones de p-variacion acotada como aquellas

funciones que son absolutamente continuas en [a,b] y cuya derivada estd en Lya, b].

Lema 2.1.1 (Lema de Riesz). Sean 1 < p < 0o y u : [a,b] — R una funcidn, entonces
u € RV,la,b] siy solo siu es absolutamente continua en [a,b] y u' € Ly[a,b]. Ademds se

tiene que:
b
Vilus a8) = W17 = [ I

El concepto de p-variacién en el sentido de Riesz fue generalizado en 1953 por Yu. T.

Medvedev (Ver [17]) de la siguiente manera:

Definicién 2.1.4 (p-variacién en el sentido de Riesz). Sean ¢ una @-funcion y u :

la,b] — R una funcién. Definimos

R “ Utl —Uti_l
g (u, ) 3:Z¢<| (|tz—ti(_1| >’)|tz‘—tz‘—1|

i=1
Y
Vf(u) = Vf(u; [a,b]) := sup Ug(u,ﬁ),
donde el supremo se considera sobre las particiones ™ :a =ty < t; < --- < t, = b del

intervalo [a,b]. El nimero V. (u; [a,b]) se denomina @-variacion en el sentido de Riesz
de la funcion u en el intervalo [a,b]. Si VF(u; [a,b]) < oo, se dice que la funcidn u tiene

p-variacion acotada en el sentido de Riesz en el intervalo [a,b].

Notacién: Denotaremos por V[, b] a la clase de funciones u : [a,b] — R que tienen

p-variacién acotada en el sentido de Riesz, es decir:
VLPR[CL, b :=A{u:[a,b] = R: V@R(u; la,b]) < oo}

Obsérvese que podemos considerar la funcién VJ7(+; [, 0]) : V', b] — R que asocia

a cada funcion u € V(pR [a, b] su p-variacién en el sentido de Riesz.
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i6n: i R R R(,,- R :
Notacién: Escribiremos V'(u) y V' en vez de V'(u;[a,b]) y V'[a,b] respectiva-

mente.

. . R . . .
Algunos ejemplos de funciones que pertenecen a la clase V,;* son los siguientes:

1. Cualquier funcién constante u(t) = ¢, ¢ € R.

) = S (MO

=1

— t—t;
Z‘p(u—m)’ !
= > 0(0)[t; =t

=1

— ()b~ a| =0,
2. Sea u : [a,b] — R la funcién identidad definida por

u(t)=t  paratodo t € [a,b].

V) = Ve slot) = sy (M) ey

z—1|

- sungp(t —tz 1|) |ti — ti]

i— 1|
= SgPZ@(l)ﬁi —tim1| = o(1)(b - a).

donde 7w :a =ty < t; < --- < t, = b es el conjunto de todas las particiones del

intervalo [a, b].

2.1.2 Propiedades de las Funciones de ¢-Variacién Acotada en

el Sentido de Riesz

Algunas propiedades que tienen relaciéon con esta clase de funciones las exponemos a

continuacién: (Ver [19]).
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Proposicién 2.1.3. Sea ¢ una p-funcion entonces Lip[a,b] C Vf[a, b].

Demostracion:
Sean u € Lipla,b] y m:a =1ty < --- < t, = b la particién del intervalo [a,b] entonces
paracadat=1,---,n:
|u(ti) — u(ti—1)| Llt; —t; 1]
ti — 1,1 < ——— ) |t; — ti_1| = o(L)|t; — ti—1].
o (PRI <o (B bl = ol - 0
Luego,

Zn u(ti) — ulti—)]
O'g(u,ﬂ') = Qp( ‘t—t 1’ |tz—tl_1|
i=1 v

< Y@Lt — tia] = o(L)|b— al < oc.

i=1
Por lo tanto, V(u; [a,b]) < co. Luego, Lipla,b] C VF(u; [a, b]).
Observacion: Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos que C"[a,b] C

R
V ia,b], n>1.
Proposicién 2.1.4. Sean ¢ una o-funcion y u : [a,b] — R entonces:

1. La funcion V(- [a,b]) : VE[a,b] — R es par; es decir, VI(u) = VE(—u).

R o . ’ .
2. V' (u) =0 siy sélo siu es constante.
3. 8i V(u) < oo entonces u es acotada en [a,b].

4. @ es conveza si y sdlo si V(- [a,b]) es conveza.

Demostracién:

1. Este resultado se deduce de la Definicion 2.1.4:

VE(u;[a,0]) = supzw(’“<ti?_7(tf‘l)|)|ti—ti1\
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_ Supz":(p(\ —U(ti)—(—U(tm))l) it — o]

[ti — tiza|

2. Si u es constante entonces se tiene que el conjunto VwR(u) = 0. Supongamos que

VI (u) = 0. Entonces,

0= vHw) > o (MO ZUON)

? |t —al

para cualquier t € (a, b]. Luego, por la Definicién 2.1.1 tenemos que

OZw(M) |t —al =0

[t = al

por lo que

p (IU(t) — u(a)]

t—a|= t bl.
=t je—a =0, te(al

|u(t) — u(a)]
|t = al

tanto, u(t) = u(a), t € [a,b]. Asi, u es constante. En particular, si u(a) = 0 tenemos

Como ¢ se anula solamente en cero, resulta que =0,t € (a,b]. Porlo

que V. (u) = 0 siy sélo si u = 0.

3. Supongamos que u € Vf[a, bl vy que u no es acotada en [a,b], entonces existe
una sucesion {t,},>1, t, € [a,b], para todo n > 1, tal que nh_)rgo |u(t,)] = oo. Sea
{tn,};>1 una subsucesion de {t, },>1 tal que {t,,};>1 converge a un punto x € (a, b]
entonces {u(t,;)};>1 es una subsucesién de {u(t,)}n>1. Luego, jlirgo [u(tn;)| = oo.

Consideremos dos casos:

Caso 1. Supongamos = # a. Entonces como

; (IU(%) — u(a)]

‘tnj - CL|

) s, —al < VE(w) < o

para todo 7 > 1 y como ¢ es continua, tenemos que

Tim fu(t,;) = u(a)l ) u(t,,) —u(a)]
[z~ al = lim oy —al
|z —a e o —al

4
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para todo 7 > 1.

Por otro lado, |u(t,;) — u(a)| tiende a infinito cuando j — oo. Luego, como

©(t) — oo cuando t — oo resulta que

i (D)

j—o0 |z — al
y asi V(u) = oo lo cual es una contradiccién.
Caso 2. Supongamos que x = a. Entonces como

(\U(b) — u(ty,)|

b=t ) b —tn,| gi(u) < 00,

para todo 7 > 1 y como ¢ es continua, se tiene que

lim |u(b) — u(t,,)| |
jcs : , u(d) — u(tn,)] R
b—x|=lim o | ————2 ) [h—t,.| < VE(u),
b— z| b=zl ;J( b — ] | 1< Vo)

¥
para todo j > 1. Por otra parte, lim |u(b) — u(t,;)| = oo, luego como ¢(t) — oo
j—o0

cuando t — oo se tiene que

i p (MO )

j—o0 |b— x|
y asi, VY,R(U) = 00 lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, por ambos casos, se

obtuvo una contradiccién de suponer que u no es acotada. Asi, u es acotada.

4. Supongamos que @ es convexa y sean u,v : |a,b] — Ry o, € [0,1] tales que
a+p=1.Dadasm:a =1ty < --- <t, =buna particién de [a, b] y ¢ una p-funcién

convexa y no decreciente tenemos que:

R R())\ — - |u(ti) — u(ti-1)|
aV (u) + BV, (v) —Oésgrp;w( Pa—— |t — tia] +
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ﬁsupr('” |t)_tf1| >|)|t -
>SHPZ{W(M,B_Q(1, >r)+ﬁ (\ <jt)j2<t;,1>')}\ti—ti_l|

> '3 (1l =) - 5008) oY

[t — tia]

_ sungp (|(au + Bv)(t;) — (ou + ﬁv)(ti_1)|) it — i

|ti —ti]

Por lo tanto, V. (au + fv) < aVf(u) + BV} (v) para todo a, 3 € [0,1] tales que

a+ 3 =1y asi VF(-) es convexa.

Ahora supongamos que V*(-) es convexa y sean x,y € [0,00) y u,v : [a,b] — R

las funciones definidas por: u(t) := xt y v(t) := yt, t € [a,b].

Sean «, # € [0, 1] tales que a + 3 = 1 se tiene que por definicién

NI e L]

|(wt;) — (wti-1))|
= SupZ(p( t _—y 1| |ti—ti_1|
- |z (t; — tie1)]
— SUPZ © ( P——— |t — ti1]

= »(@)(b—a)

De manera similar V*(v) = ¢(y)(b — a) y VI (au + Bv) = p(az + By) (b — a).
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Luego, como VSDR(-) es convexa, se tiene que

plaz+ By)(b—a) = V(au+ Ov)
< aV[(u) + gV(v)

= ap(x)(b—a)+ Be(y)(b—a).
Es decir,
plazx + By) < ap(x) + Be(y).
Por lo tanto, ¢ es convexa.

A continuaciéon demostraremos que cualquier combinacién convexa de dos funciones

pertenecientes a la clase V¢R la, b], pertenece a dicha clase.

Proposicién 2.1.5 (Ver [19]). Sean ¢ una p-funcion y u,v : [a,b] — R funciones

entonces V} (au + Bv) < VE(u) + VE@w);a, 8 € [0,1],a+ = 1.

Demostracion:
Sean o, 5 € [0,1],a+ =1y z,y € [0,00). Como ¢ es no decreciente, no negativa y

ax + [y es un punto del segmento que une a x con y tenemos que:

p(ax + PBy) < max{p(z), o(y)} < @(x) + o (y).
De la desigualdad anterior, se deduce que:

Vi (u) + Vji(v) = S?FPZSO (|u(t1) — U(tzl)l) |ti — til

[t — tica|

- [v(ti) — v(tio1)|
e (M=)
i=1 ! L

. S&PZ@ (a|u(ti) —u(ti_y)| N ﬁlv(ti) — v(til)\) et |

[t; — tizi] t; — tia|




Cap. 2El Espacio de las Funciones de (p-Variacion Acotada en el sentido de Riesz y -35

>sup > g (\a(u(tz’) — ulti1)) + Bv(t:) — U(til))’) it — |

|ti — tiza|

- au + Ov)(t;) — (au 4+ pv)(t;—
:supZQO(K ’ )<|t)—i 1| u )( 1)|) |ti_ti—1|:V<pR(OéU+ﬁU).
i=1 ! E

Por lo tanto, VSDR(au + pv) < Vf(u) - V(pR(U) para todo o, 5 € [0,1] y a4+ 5 = 1.

Observaciéon 2.1.1. Por las Proposiciones 2.1.3 y 2.1.4 tenemos que VwR[a, b] es convero

y stmétrico.

En la siguiente proposicién presentaremos otro resultado que reviste un caracter im-

portante el cual enunciaremos a continuacion:
Proposicién 2.1.6 (Ver [16]). Sea ¢ una p-funcion conveza.
R
1. V}*a,b] € BV]a,b].
(1) _ R _
2. Si thm =< entonces V*[a,b] = BV|a,b].
Demostracion:
R
L. V}a,b] € BV]a,b].

Sean u € V['[a,b], 7 :a =1y < --- <t, = b una particién del intervalo [a,b] y

o= {7, 0,1, g ) )] 1}.

[t — tiza|

Dado que ¢ es convexa tenemos que

p(1) =9 (%) = ((%) t) < %(p(t), t> 1.

Asi,
t
o< 0
p(1)
t;) — u(t;—
Haciendo t = [ults) — ulti) para t > 1 tenemos que

|t — tiza]
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lu(ts) — ulti-1)|
Ju(t:) = ulti )| _ “0( ti =t )
ti—tia] T e(1) '

Multiplicando por [t; — t;_1| y luego aplicando sumatoria a ambos lados se tiene

que
Z ulto) — vl 1)||ti — 1] < —Zs@ (’ (t) — ul 1)‘) |t; — ti—1(2.1)
= it e(1) = |ti — tia]
entonces:
olwm) = Y fults) — ultiy)]
i=1
" |u t; u(t;_
_ Z| (t:) — u( 1>’|tz—ti_1|
=1 |tl - 2(:’L‘—1|

AN
~
S
~
S
|
—
+
—~
2| -
S~—
<.
i
AN
VR
I
—~
_:Q.
N\_/
|
SHI =2
—~
- |
AN
S—
N———
T~
S
|
5#
AN

(VAN
=
|
G
_l’_
<

Iy
—~
£
B
=

1
EN V. (u; [a, b]). Por lo tanto,

v(1)

Luego, V(u) <b—a+

R
v, la,b] C BV]a,b. (2.2)
2. Por hipotesis,
t
0<th'm sup@ =75 < 0.
Es decir,
t
lim Supm =5 < 0.

SO0 >
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Entonces, para cada € > 0 existe un x( tal que:

t
supm—’y<e, s > xp.
t>s t
En consecuencia:
t
supﬁ <€+, S>Xp.
t>s t

Es decir,

o(t) < (e+7y)t, s> xo.

En conclusion, existen xg > 0y ¢ > 0, tales que:

o(t) <ct, t>x. (2.3)
Ahora, sean u € BV|a,b], 7 : a =ty < -+ < t, = b una particién del intervalo
[a, 0] y
£5) — ult;
Qo = {iZO,l,--- SN [ults) — ultia) >SEO}.
|t; — i
Entonces:
R - u(ti) — ulti-1)]
o, (u;m) ZZISO< it — o] | 1
Utz —Uti, Utl —Uti,
S (LRI RPN S (TSN PR
= |t; — tia| i [t: — tia]
z0 o

IN

Z clu(t;) — u(ti—1)| + Z p(xo)(ti — ti1)

i€ag i€ag
< e V(u) + @(xo)(b— a).

Por lo tanto, V[a,b] < c.V(u) 4+ ¢(x0)(b — a). Es decir,
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BVla,b] C V. a,b]. (2.4)
Luego, por (2.2) y (2.4) se tiene que V[a,b] = BV[a,b].

O

t
En el siguiente lema se presentan las posibilidades del valor del limite th'm sup splgtg,
—00 802
para dos p-funciones ;1 y ¢9; y su demostracion es consecuencia directa de la definicion

de limite superior.

Lema 2.1.2 (Ver [21]). Sean @1 y @2 dos -funciones, entonces se verifica una de las

dos siguientes condiciones:

t
1. limsup %—() < 00 sty solo si existen C'> 0, ¢ > 0, tal que
t—o00 ()02(t>
(,Dl(t) S C(,Dg(t), t Z Zg.-
, ei(t) o
2. lim sup 0 =00 s1 ¥y solo si existen C' > 0, xqg > 0, tal que
t—oo P2

0a(t) < Cpr(t), t> .

En el siguiente teorema, presentamos una adaptacién del Teorema 8.1 de (Ver [14]) o
del Lema 2 de (Ver [4]), para dar condiciones necesarias y suficientes sobre las ¢-funciones

©1 Y Qo para que V@Pf la,b] C Vf; [a,b] (Ver [21]).

Teorema 2.1.1. Sean @1 y @a dos p-funciones convexas, entonces Vi [a,b] C V[[a,b]

t
st y s6lo si lim sup 210 < 00
t—oo  P1 (t)
Demostracién:
©a(t)

Supongamos que lim sup
t—oo  P1 (t)
tal que po(t) < Cpu(t), t > xp.

< oo entonces por el Lema 2.1.2 existen C' > 0, x¢ > 0,
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Sean u € Va,b] y m:a =ty <ty <--- <t, = b una particién del intervalo [a, b].

r={imt s MOl L

|ti —ti

Consideremos

Entonces:

) Z S |t_tf1\ et S (MR - e

il

IN

ZQOQ l‘() |t—tz 1|+ZC < |t_t(1|1)|>|ti_ti—1|

el gl

< paxo)(b—a)+ CVg(u).

Aplicando supremo, tenemos que V¥[a,b] C Va, 0.
Reciprocamente, procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
; p2(t)
VEla, b c VEa,b lim su =
Sab Vit v tmsip 220
Entonces existen Ny > 0y p; > Ny, tal que wo(p1) > 2p1(p1). Por el mismo argu-

mento, existen Ny > Ny + 1y pa > méx{ps, No}, tal que va(pa) > 220 (p2).

De esta forma, inductivamente, podemos construir una sucesion creciente de ntimeros

positivos {p, },>1, tales que:

lim p, =00 y  ¢a(pn) >2"01(pn), n>1. (2.5)

n—oo

Como 0 < p; < pp,n > 1, aplicando ¢ tenemos que 0 < @1(p1) < ¢1(ps) por lo que

v1(p1)
0 < Y1 (pn)

la formulas

< 1,n > 1,y de esta manera, la sucesion {t,},>1, definida recursivamente por

n>1, (2.6)
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es creciente y esta contenida en [a, b].
Denotemos por t, el elemento del intervalo [a, b] definido por t., := h’r% t, y ademads
n—

consideremos la funcién w : [a,b] — R, definida por:

Pn, tn—l S < tn;
0, to <t

w(t) ==

y definamos u(t) := fj w(s)ds, t € [a,b]. Entonces en cada intervalo [t,_1,t,], n > 0, la

funcién u es un segmento de recta con pendiente p,, n > 1. Asi, por (2.6) tenemos que:

fo (s [tn—1,tn]) = 01(pn)(tn — ta1) =

De esta manera, por propiedades de la serie geométrica, resulta que:

Vi lat) = Vi)=Y )

=2 1)2;?‘91(1?1) = (b—a)pi(p1) < oo

n=0

Ademas, por (2.5) se tiene que:

chjz(u; (tn1,tn]) = p2(pn) (b — 901(1)1)) > (b—a)pi(p1), n=>1

2" ¥1 (pn)
t
De donde se concluye que u € V! [a,b] y u & V}[a, b]. Por lo tanto, lim sup 2 Et;
t—oo P1

< o0
O
Siguiendo las ideas desarrolladas en la demostracion del teorema 8.2 de (Ver [14])

obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1 (Ver [21]). Sea ¢ una @-funcidn conveza. Entonces VF[a,b] es un es-

pacio vectorial si y solo si ¢ cumple la condicion Ay(00).

Demostracion:
Supongamos que V['a,b] es un espacio vectorial, entonces si u estd en V[a,b],

también estd 2u. De esta manera, si consideramos ¢1(t) := ¢(2t),t > 0, tenemos que
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Vf‘ la,b] C Vsﬁ [a, b]. En consecuencia, el Teorema 2.1.1 nos permite asegurar que ¢ cumple
la condicién Ag(00).
Reciprocamente, supongamos que ¢ cumple la condicién Ay(c0), entonces existen

nimeros C' > 0,z > 0 tales que ¢(2t) < Co(t), t > xo.

Sea o > 0. Escogiendo n como el menor nimero entero positivo tal que 5 < 1,
obtenemos:
o « o
plat) = ¢ (2'55t) < Sop(2'1) < SCMp(t),  t 2.

De este resultado y del Teorema 2.1.1 se obtiene que si consideramos la p-funcion
e1(t) = @(at),t € [0,00), entonces Vf”[a, b C Vﬁ[a,b]; y por lo tanto, si u estd en
Vf[a, b], también esta au, a > 0. Luego, de la definicién de gp-variacién se concluye que
au € V[a,b], a € R.

La otra parte de la demostracion se deduce de la siguiente desigualdad

ols+1) =@ (2<82+ t)) L #£(2) : o(2t)

s,t € 0,00).

O
De acuerdo a esta proposicion que acabamos de demostrar, la clase VSOR la, b] no siempre

es un espacio vectorial.

Notacién: El espacio vectorial generado por la clase VwR[a,b] de las funciones de
p-variacién acotada en el sentido de Riesz lo denotaremos por RV,[a,b] o simplemente

por RV,,. En el caso ¢(t) =17, t € [a,b], (1 < p < 00) escribiremos RV, |a, b].

El siguiente lema nos permite dar una caracterizacién del espacio RV, [a, b].

Lema 2.1.3 (Ver [21]). Sea A # 0 un subconjunto convexo y simétrico de un espacio

vectorial X entonces:

1. 0 € A

2. El espacio vectorial generado por A es igual a:

<A>={reX:IM>0 ecA}l=|]I
A>0
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Demostracién:

1. Si x € A, entonces dado que A es convexo y simétrico se tiene que —z € A por lo

que 0 =1z + 1(—z) € A

2. Por definicion A C U AA. Para demostrar que < A >C U AA, basta ver que
A>0 A>0
U AA es un espacio vectorial ya que < A > es un espacio vectorial. En efecto, sean
A>0
T € U AA y a € R entonces existe A > 0 tal que Az € A. Por lo tanto:
A>0

Si @ = 0 entonces a(Ax) =0 € U AA por la parte 1.
A>0

A
Si a > 0 entonces a(A\x) = (al)zx € U AA ya que <—> (az) = \x € A.
a
A>0

Si o < 0 entonces a(Ax) = (—al)(—x) € U AA debido a que —a > 0y A es

A>0
simétrico.

Ahora, sean x,y € U AA entonces existen A\, v > 0 tal que \z,~vy € A.
A>0

Demostremos que =z +y € U AA, es decir, demostremos que existe 3 > 0 tal que

A>0
B(x 4+ y) € A. Dado que A es convexo, resulta que:
Az + ~y) ( A v )
M+yy=AN+7)——F =N+ + e (A +7)A.
z+yy=A+7) 0 (A+7) it Y (A+7)

Por lo tanto, U AA es un espacio vectorial.
A>0

Ahora, demostremos que U MC< A>.
A>0

Sea x € U AA entonces existe A > 0 tal que A\x € A. Como \z e< A >y < A>
A>0
es un espacio vectorial se tiene que r €< A > y asi, U M C< A>.
A>0

O
Como consecuencia del Lema 2.1.3 y dado que Vf[a, b] es un conjunto convexo y

simétrico tenemos la siguiente proposicion:
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Proposicién 2.1.7. Sea ¢ una p-funcion entonces el espacio vectorial generado por la

clase V.*[a,b] viene dado por:
RV,[a,b] = {u:[a,b] = R: 3\ >0, V@R()\u) < o0}

A continuacién demostraremos que el espacio RV,,[a, b] es un dlgebra, es decir, si u, v €
RV, [a,b] entonces uv € RV,|a,b], donde la definicién de producto es dado puntualmente,

de la siguiente manera:

(u-v)(z) = (wv)(z) = u(x) - v(r) = ulx)v(x).

Proposicién 2.1.8 (Ver [19]). Sea ¢ una ¢-funcion conveza, entonces RV,[a,b] es un

algebra, con el producto usual de funciones.

Demostracion:
Sean u,v € RV, [a,b] entonces existen «, 3 > 0 tales que au, v € Vf[a, bl. Siu=0

o v = 0 entonces uv = 0 € RV,[a,b]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
af

0. Consid A= :
u, v # onsideremos ol + Al

Sim:a=ty<t; <---<t,="besuna particién de [a, b entonces

R B = | Auv(t;) — duv(t;—1)]
Vo (Auv) = sgp; ") < F—— |ti — ti_1|

|t — tiza]

_ Sipz . <|Au(t,~)v(t,~) — Au(ti_l)v(ti_l)l> .

Sumando y restando Au(t;—1)v(t;) y sacando factor comin v(t;) y u(t;—1) se tiene:

VA Our) = aup Z . <|)\[u(ti) — u(ti—)]v(t:) + A[v(t;) — u(t“)]u(t“)\) it — |

v |ti — ti]

- |u(ti) — u(tiz1)| lv(t:) — U(ti—1)|>
< sup MY oo + Al|u|so ti — tie
W Zw( e B e
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n af lu(t;) — u(ti—1)]
su V|loo
DL ey e L S ey

=1

af [o(t;) — v(ti-1)|
2] 00 — Nt — tizal.
a[ullso + B|v]ls ti — ti1|
Bv]loo B o ul] s

con A1, Ay € (0,1) donde

Denotando A\ = y A2

allufle + Bllvlloo  aflullee + Bllvlis

A1+ Ao = 1. Ademas, de la convexidad de ¢ tenemos que:

u(t;) —u(ti1)|
|t — ti1]

LB lu(t;) — v(ti_1)|> 1ty — i 1]

R
v, (Auv) < sgp; © (a)\l P

+ Aysup» @ (5‘U(ti) — v(til)‘) |ti — tii
T =1

[t — tiza]

< MVE(au) + MV (Bv) < co.

Por lo que VE(A(uv)) < VE(Mu) + VE(Aw) v asi uv € RV,[a,b]. En conclusién, el

espacio RV,[a, b] es un élgebra.

2.1.3 Norma sobre RV,]a,b].

En esta seccién, usamos el funcional de Minkowski para dotar al espacio RV,,[a, b] de una

que le dard una estructura de espacio de Banach.

norma || - Hfj

Definicién 2.1.5. Sean V' un espacio vectorial y A C V. Se dice que A es absorbente si

para cada x € V', existe un a > 0 tal que ax € A.

Teorema 2.1.2 (Ver [9]). Dada una p-funcidn conveza ¢, el conjunto:

A= {u € RVj[a,b] : VE(u) < 1}
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es un subconjunto convezo, simétrico y absorbente de RV, [a,b].

Demostracion:
Comencemos verificando la convexidad, para ello consideramos «, § € [0, 1] de manera

que o+ =1y u,v € A. Entonces por la Proposicién 2.1.4 se tiene que
R R R
Vo(au+ Bu) <aVi(u) + BV, (v) <a-1+3-1< 1.

Por lo que au + v € A, quedando asi demostrada la convexidad de dicho conjunto.
Consideremos ahora u € Ay 0 < |A] < 1. Si 0 < A < 1 entonces hacemos uso

nuevamente de la Proposicion 2.1.4 y se tiene que
R R
V() S AV (u) <A1 <A

En el caso en que —1 < X\ < 0 hacemos uso de la simetria y convexidad del funcional

V() dado en la Proposicién 2.1.4,

VEAu) = VE(=A(—u)) < =AVE(—u) = [NV (u).

® = @

Quedando asi demostrado que A es simétrico.
Para verificar que A es absorbente consideremos u € RV,,[a,b] entonces existe o > 0
de manera que V*(au) < oco. Si V{(au) < 1. entonces au € A. En caso contrario, en

que V(au) > 1 se tiene que

1
VR ( ay ) < VR(OéU) — ]_7
¥ VwR(au) Vf(au) ®

u € A. Se verifica entonces que A es absorbente.

€I Cuyo caso

o
VE(ou)
O
Definicién 2.1.6 (Funcional de Minkowski). Sea u € RV,[a,b]. El funcional de
Minkowski asociado al conjunto A define una seminorma sobre RV,[a,b] el cual viene
definido por:

jia () = inf{A >0: VR (%) < 1}.



Cap. 2El Espacio de las Funciones de (-Variacion Acotada en el sentido de Riesz y 46

Definicién 2.1.7. (Norma sobre RV,[a,b])
El funcional || - ||ry, : RV,[a,b] — R, viene dada por:

lullrv, = [u(a)] + pa(w),  we RV,a,b].

Teorema 2.1.3 (Ver [19]). Sea ¢ una ¢-funcién conveza, entonces (RVy[a,bl, || ||rv,)

es un espacio normado.

Demostracién:
Sea u,v € RV, [a,b], € R y sea pip(u) el funcional de Minkowski, el cual define una
seminorma, entonces demostremos lo siguiente:

1. ||u||RV¢ Z O

Dado que |u(a)| > 0y pa(u) > 0 se tiene que ||u||gy, > 0.

2. |laul|ry, = |all|ul| gy,

En efecto,

laullry, = lau(a)] + palau) = |affu(a)] + [alpa(u)

= lal(ju(a)] + pa(w)) = |all[ullzy,-

3. |lu+vllry, <|lullrv, + [v]|ry,.

lu+vllrv, = [(u+v)(@)]+pa(u+wv) = lula) +v(a)] + palu+v)

< Jul@)] + |v(a)] + palu) + pav) = [[ul[ry, + [[v]| 7, -

4. |ul|gy, = 0 siy sélo si u = 0.
En efecto, supongamos que ||u||ry, = 0, es decir, |u(a)| + pua(u) = 0 entonces

u(a)] =0y

OzuA(u):inf{)\>O:V¢R<§) 31}.

Esto implica que para cada entero positivo n, existe A, > 0, tal que % >N\, >0

y VJ <%> < 1. Como VJ(-) es convexa se tiene que V,(u) < A,. Tomando limite
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cuando t — o0, se obtiene que V@R(u) = 0, por lo que, por la parte 2. de la
Proposicién 2.1.4 se tiene que u es constante, es decir, u(t) = u(a), t € [a,b] y por

lo tanto v = 0.

Supongamos que u = 0 entonces |u(a)| = 0y pa(u) = 0. Asi, ||u||ry, = 0.

De esta manera concluimos que (RV,[a, b, || - ||rv,) es un espacio normado.

2.1.4 El Espacio de Banach RV,]a,b|.

u

Lema 2.1.4 (Ver [9]). Si A > 0 entonces pn(u) < X si y sélo si VJF <X’ [

a,b]) <1.

Demostracién:
Sean u € BV['[a,b] y k > pua(u) entonces por propiedad de infimos existe &' > 0 de

manera que k > k' y

Ke{r>0:vF(5) <1}

En consecuencia,

()= (55) <7 () < =2

Ahora supongamos que VWR (%) <1, es decir, k € {)\ >0: VwR (%) < 1} entonces,

pa(u) = inf{/\ >0: Vf (%) < 1} < k.

Ahora demostremos que (RV,[a,b], || - ||rv,) es un espacio de Banach

Teorema 2.1.4 (Ver [9]). Sea ¢ una funcion convexa que cumple la condicion ooy,

entonces el espacio (RV,[a,b],|| - ||rv,) es un espacio de Banach.
Demostracion:
Para demostrar que (RV,[a,b],||- ||rv,) es un espacio de Banach, debemos ver que

RV, a,b] es completo con la norma || - ||gv,.
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Sea {u, }nen una sucesion de Cauchy en (RV,[a, b], || - |rv, ), entonces dado 1 > € > 0,

existe NV € N, tal que si n,m > N, se tiene que:

Es decir,

Luego, |uy(a) — um(a)| <ey
pa(ty — Uy) <€, n,m > N.

De esta tltima desigualdad y por el Lema 2.1.4 tenemos que Vf <M; la, b]) <1
€

entonces, para todo z,y € [a, ] se tiene que:

o () = (o ),y (e )

ely — x|

Por lo tanto,

. (I(un — um)(y) = (Un — um)(af)!)

ly —z| <1
ely — 7|

S0(!(un—um)(y)—(un—um)(%‘ﬂ) 1

<
ely — | ly — x|

|(Un — Um)(y) — (Un — Um) ()] -1 1
ly —a =7 <w—ﬂ)'
De lo cual obtenemos que
0 = w)) = (10 = wn)@)] < o () o = ale

Como ¢ cumple la condicién co; y ¢! es continua, entonces

B 1
¢1< )w—xhayehﬁhx#y
ly — |

es acotado superiormente. Sea M > (0 una cota superior, luego:

|(un = ) (y) = (un = um) ()| < Me.
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En consecuencia, la sucesion {u, },en s una sucesion uniformemente de Cauchy en el
intervalo [a,b] C R, y dada la completitud de R, para cada t € [a,b] el limite nll_)Holo un(t)
existe.

Definimos, sobre [a, b] la funcién u(t) := nh_{{.lo un(t). Luego, dado que el funcional de

Minkowski es una seminorma se tiene que

pa(tn —u) < pa(Un = ) + pa(Um — )
< e+ pia(ty — lm w,y,)
m—o0
< €e+e¢
= 2e.

Por lo tanto u € RV,[a,b]. Ademas, para n,m > N se tiene que

||un - um||RV<p = |(un - um)<a)| + /‘A(Un - um)

+

N

€
2

= €.

De lo anterior se tiene que RV, [a, b] es completo, y por lo tanto, es un espacio de Banach.

OJ

2.1.5 Generalizacién del Lema de Riesz para la clase V/'[a, 0]

Para finalizar esta seccion, presentaremos otro resultado que reviste un caracter im-
portante, se refiere a la generalizacién del Lema de Riesz dada por Medvedev (Ver [17]),

el cual enunciaremos a continuacion:

Teorema 2.1.5 (Ver [19]). (Generalizacion del Lema de Riesz para la clase V[a,b])
Sea ¢ una @-funcién convera que cumple la condicion ooy y u : [a,b] — R una funcién.

Entonces, V[ (u;[a,b]) < oo si y sélo siu es absolutamente continua en [a,b] y

/ o[ ()t < oo.
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Ademads, se tiene que:

VR (us [a,8]) = / Sl (D))t

Demostracion:
Como u es absolutamente continua en [a, b], existe u' en casi todas partes en [a, b].

Sean t1,ts € [a,b] con t; < tg, entonces

o (M) g,y o (M0 g,y

2 qt

t1

¢
* Ju'(t)|dt

< S T Y (e — ).

= @( ttfdt (2 1)

Como ¢ es convexa, usando la desigualdad de Jensen para integrales (Ver [10]), ob-

tenemos que:

Jo2 v (n))de b
90( fttf 7 > (ta —t1) < /t1 e([u'(t)])dt.

Por lo tanto:
u(ts) — ul(t f2
o (M=) vy < [Tt oar
ta — 11 t
Por otro lado, sea 7 : a =ty < - -+ < t,, = b una particién del intervalo [a, b], entonces
de la desigualdad anterior se tiene que:

i=1

b
< / o (1)),

b
Ahora como / @(Ju'(t)])dt < ooy por propiedad de supremo, tenemos que:
a

e [a,b])g/ S| (D))t < oo. 2.7)



Cap. 2El Espacio de las Funciones de (p-Variacion Acotada en el sentido de Riesz y -51

Reciprocamente, demostremos que u es absolutamente continua en [a, b].
Sean € > 0 e intervalos (a;,b;) con i = 1,2,--- ,n disjuntos dos a dos, contenidos en

el intervalo [a, b]. Consideremos r > 0 tal que

er
V(s [a,b]) <
t
Como ¢ cumple la condicién ooy, se tiene que tlim # = 00. Entonces, existe x( tal

que

>
Sea Oy, = {z : M > xg} = {0+ Ju(b;) — u(a;)] > wo(b; — a;)}.
Ahora bien,

Zlu —ufa)] = Z [ubs) = ula)| + Y u(bs) = ula;)]

ZECIO igcxo
u(b; u(a;
. Z ‘ (bz_af )’(bi_a’z)_l—'z xo(b; — a;)
ZECmO chzo
1 |u(bi) — u(ay)|
< 2o (Mm) e tn S
’LGCZO lgcaco
< PV Lo+ w03 0~ a)
6 n
< 5 + xo (bz (lz>

. . €
Si consideramos 0 < § < Y entonces:
Lo

n

Z(bz — CLZ‘) <0

=1

y por lo anterior, tenemos que:

- 7 < =€
Z|u u(a;)| 2+2
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para cualquier familia de intervalos {(a;, b;) : i = 1,2,--- ;n} disjuntos dos a dos con-

tenidos en [a, b] tales que:
n

i=1
Asi, u es absolutamente continua en [a, b].

Ahora demostremos que:

/ (1l (B)])dt < .

Y ademas,

b

R(, .
Vil b) = [ (o)t

a

Dado que u es absolutamente continua en [a,b] se sigue que u es derivable en casi
todas partes en [a, b], es decir, existe u' en casi todas partes en [a, b].

Para cada entero positivo n, consideramos la particién m, : @ = to, < t1, < --- <

tnn = b, del intervalo [a, b], definida por:

(h—
tm:a—l—u, 1=0,1,--- ,n.
n

Ahora, consideremos la sucesién de funciones u, : [a,b] — R definidas por:

u(tizrn) — u(tin)
up (t) = rR—

En t = b se puede definir u,, como cualquier valor razonable.

ti,n§t<ti+1,na 1=0,1,---,n.

)

Demostremos que la sucesion {u,},>1, converge a u’ en casi todas partes en [a,b].
Para esto basta comprobar que la sucesion {u,},>1, converge a «’, en aquellos puntos x

donde u es derivable, distintos de ¢;,,,n € N,2 =0,1,--- ,n, es decir, en:

A={z€a,b): W (2)} —{tin:neN,i=0,1,--- ,n}.

En efecto, sea © € A, entonces para cada n existe ¢ = 0,1,--- ,n tal que ¢,;,, < z <
Liy1n; ast:
un([)’j) _ U(ti+17n) — U(CE) + 'LL(ZU) — u(tz,n)
tivin —tin
g — 2 u(tipin) — u(x) T —tin w(x)—u(ti,)

ivin —tin tigin— X tivin —tin T —1iy

)
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Ahora cuando n — oo tenemos que t;,, — ,ti+1, — & y como u es derivable en z,
i) = (@) (o) = ultis)
tivin—2 T —lin
Por lo tanto, el lado derecho de la ultima igualdad corresponde a puntos que son

entonces tienden a la derivada de u en z, es decir, u/(z).

combinaciones convexas de puntos que tienden a u'(z) y por lo tanto:

lim u,(z) =u'(z), z€A.

n—oo

Puesto que ¢ es continua, tenemos:

lim p(u,(z)) = (' (x)), x€ A

n—oo

Usando el Lema de Fatou, (Ver [10]), resulta que:

n—oo
a

/qmw@mﬁ < 1tm [ plun(e))de

ti— 1I,n
_ h’mZ/ ([ ()] )t

uz n_Utin
:7£&§Zw(' — _ig’”>@ﬂm—%0

H—l n

< VI(u;[a,b]).

Por lo tanto, de la desigualdad anterior y usando el hecho de que VSDR(u; [a,b]) < oo,

se tiene que:

b
/ o(|u'(t)|)dt < Vf(u; [a,b]) < o0 (2.8)

Por ultimo, de (2.7) y (2.8) resulta que

b
Vi) = [ el (0
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2.2 El Espacio de las Funciones de k-Variaciéon Aco-

tada

2.2.1 Funciones de k-variacion acotada

En el ano 1975, B. Korenblum (ver [13]), considera como generalizacién de la nocién
de variacion acotada, una nueva clase de variacion para las funciones acotadas, llamada
k-variacion, la cual se diferencia de las anteriores en que una funcion de distorcién k es
introducida para medir intervalos en el dominio de la funcién y no en el rango.

Por consiguiente, comenzaremos presentando la nocién de la x-funcién, la cual puede
ser vista como un cambio de escala en la longitud de los subintervalos de [a, b, tal que

la longitud de [a,b] es 1, si k(1) = 1.

Definicién 2.2.1. Una funcion k : [0,1] — [0,1] se dice que es una k-funcion si satisface

las siguientes condiciones:
o Kk es continua, con k(0) =0 y k(1) = 1.

e k es concava (hacia abajo) y creciente.

e lim @ =00
t—0t t

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de x-funciones que ilustran la Defini-

cién 2.2.1.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la funcion k. : [0,1] — [0,1] definida de la siguiente
manera:

Ro(t) =t para 0 < a <1,

la cual es conocida como el caso de Gevrey y satisface las propiedades de una k-funcion,

ya que:
(i) Ka(t) es continua en [0,1] y

ka(0) =0"=0 con 0<a<l,
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Ra(l)=1%=1 con 0<a<l.
(i1) Para 0 < o <1 tenemos

KL (t) =at* 1 >0 para todo t € [0,1],

«

por lo tanto, Kk (t) es creciente y ademdas

ala—1)

K (t) _ o

[e%

<0 para todo t € [0,1],
de donde se obtiene que K, (t) es concava.

(11i) Para 0 < o < 1, tenemos

. Ka(t) R i 1 1
lim = lim — = lim — = = 0.
t—0+ t t—0t T t—0t tl_a Ol—a

Por lo tanto, podemos afirmar que k. (t) es una k-funcion.

Para el caso en que o = % tenemos que

1
ki(t) =t2
2
1_
0.8
0.6
0.4
0,2
0-| T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Funcién k4 (t) = t* para oo = 5.

Es una k-funcion.
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Para o = % tenemos que

1
K1 (t) =13
3
'1_
0,81
0,6
0,4
0,21
04 T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1

Figura 2.2: Funcién r,(t) = t* para a = 3.

Es una k-funcion.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la funcion kg : [0,1] — [0,1] definida mediante la sigu-

iente expresion:
t(1 —log(t)), sit#0;
0, sit=0.

) (t) =

Figura 2.3: Funcién ko (t).



Cap. 2El Espacio de las Funciones de (p-Variacion Acotada en el sentido de Riesz y -57

la cual es usada por B. Korenblum en [13] y satisface las propiedades de una k-funcion

dado que:

(i) ko(t) es continua en [0,1], en particular, como

lim ko(t) = lim ¢(1 —log(t)) = 0 = ke(0),

t—0+ t—0t+
la funcion es continua en t = 0.

Ademas,

ko(1) = 1(1 —log(1)) = 1.

(i1) Para todo t € [0, 1],
Vo In(t) 1
folt) =1 = 100) ~ 10y

> 0,

por lo tanto, ko(t) es creciente y, ademds,

1
" t —_ < 0
fio(t) tIn(10) =

de donde se tiene que Ko(t) es concava.

(i) Cumple que,

t t(1 — log(t
tim 00 g HEZ1080) ey sy = 1 — log(0) = oo

t—0t ¢ t—0t t t—0t

Por lo tanto, podemos afirmar que ko(zx) es una k-funcion.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la funcion ky : [0,1] — [0,1] definida mediante la

siguiente expresion.:

1
In(?) ’
===

sit#0;
K1(t) =
0 sttt =0.
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0,81

0,67

0,49

0,24

o

0,2 04 0,6 0,8 1

Figura 2.4: Funcién k4 (t).

la cual satisface las propiedades de una k-funcion ya que:

(i) k1(t) es continua en [0,1], debido a que

timm (D) =l gy = 0= M@
En consecuencia, la funcion es continua en t = 0.
Ademds,
KJI(O> = O,
1
1) = =1
ml) =TT
(i1) Para todo t € [0,1],
1
R(t) = >0,

por lo tanto, k1(t) es creciente y ademds,

K1) = 2In(t) — 2 In(t

422(1 — 5
de donde k1 (t) es concava.
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(i1i) Cumple que,

lim =
t—0t+ ¢
En efecto,
¢ 1—1n(t)™! 1 1
tim A0 _ gy L3O =000,
t—0t t t—0+ t—0+ t -5 ln(t)
y aplicando la regla de L’ Hopital tenemos
1 -1
1 1 n 42 2
im - ——— = lim — ! = lim £ = 1fm - =
t—ot t 1—1In(t) oot 1—1n(t) —or =1 ot t
2x

Por lo tanto, podemos afirmar que k1(t) es una k-funcion.

Proposicién 2.2.1 (Ver [22]). Sea k : [0,1] — [0, 1] una k-funcion entonces K es suba-

ditiva, es decir, k(z +1vy) < k(z) + k(y).

Demostracién:
Para toda funcién f concava y continua se cumple la siguiente propiedad de las

pendientes:

fa) = 1) _ ) =50
a—y —  x—-0 7 ’ '
Considerando f = k y a = = 4 y, tenemos que
w(e +9) — wly) _ slx) — K(0)
(x+y)—y — x—0

de donde
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O
La nocién de k-funcién nos permite introducir la definicién de k-variacion acotada

dada por B. Korenblum en 1975 (Ver [13]).

Definicién 2.2.2. Sea k una r-funcion. Una funcion u : [0,1] — R se dice que es de

k-variacion acotada si existe un C' > 0 tal que para cada particion m : 0 =ty < t; <

<t,=1de|0,1],

Z|u —u11|<CZ

Co =minC es llamado la k-variacion total de u : Cy = KV (u), es decir,

Z!u 1)l

KV (u) = sup — ;

" Z :‘i(tl — tifl)
=1

donde el supremo se considera sobre todas las particiones de [0, 1].

Notacion: A la familia de todas las funciones de k-variacién acotada la denotaremos

por kBV[0,1].
Observacion:

En este trabajo sélo consideraremos funciones reales definidas en [0, 1]. Los resultados
aplicados a una funcién u sobre un intervalo arbitrario [a,b], se pueden transformar a
funciones definidas en [0, 1]. Consideramos u o v definida sobre [0, 1], donde «a(z) =

(b —a)x + a, el cual demostraremos con el siguiente lema.

Lema 2.2.1 (Ver [6]). [Lema de invarianza] Sean k una k-funcion y u una funcion
definida sobre un intervalo arbitrario [a,b], entonces u es de k-variacion acotada sobre

[a,b] sila funcion u((b— a)x + a) es de k-variacion acotada en [0, 1].

Demostracion:
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Sean u : [a,b] — Ry a :[0,1] — [a,b] definida por a(z) = (b — a)z + a tal que
a(0)=ay a(l) =0

Entonces, dada una particién 7 : 0 = 2y < 11 < -+ < x, = 1 de [0, 1], el conjunto
a(m) = {a(zg),a(x), -+ ,a(z,)} es una particién de [a, b].

Sea g(z) = u((b — a)r + a) = w o a una funcién de k-variacién acotada en [0, 1],

entonces existe un C' > 0 tal que para cada particién 7 de [0, 1] tenemos que:

Z l9(zi) — g(wi1)| < CZ k(T — 1),
=1 i=1

D luca(z) —uoalria)l < CY rlw— i),

i=1 i=1

luego, para la particién a(m) del intervalo [a, b] se tiene

Z|u(oz(x,- u(a(z;—1)) |<C’Z i — Til1),
i=1

denotando por y; = a(x;), obtenemos

Z|uyz _uyzl|<cz yzl

Por lo tanto, u es de k-variacién acotada en [a, b].
OJ
A continuacién se presentan algunos ejemplos de funciones de k-variacion acotada

usados frecuentemente.
Ejemplo 1:
Consideremos ¢ € R y la funcién constante u en [0, 1] definida por
u(x) =c¢  paratodo z € ]0,1].

Entonces, la k-variacién acotada de la funcién u en el intervalo [0, 1] viene dada por
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> Ju(a) — ulzio)| > le—c|
KV (u) = sup iiln = sup — =1 =0,
" Zl-@(xz — T 1) " Z/{(xl Ti 1)
i=1 i=1

dondem:0=29 <2 <--- <z, =1es el conjunto de todas las particiones del intervalo
[0, 1].
Ejemplo 2:

Sea u : [0,1] — R la funcién identidad u(t) = t con t € [0, 1]. Entonces, la k-variacién

de la funcién u en el intervalo [0, 1] es dada por

Z lu(t:) — u(ti-1)] Z |t — tia|

KV (u;[0,1]) = sup= — sup ——

/i(tl — tifl) " Z :‘i(tl — tifl)
i=1
1

n

i=1

= sup —;

" Z H(tl — tifl)
i=1

Como k es subaditiva, al tomar supremo sobre las particiones 7 de [0, 1] el mayor

valor de —; se toma cuando 0 =ty < t; = 1 y en este caso

>kt — tioy)

i=1

De esta manera, £V (u;[0,1]) = 1.

Ejemplo 3:
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Sea u la funcién definida por

4 si 0<t< 1,
1 : 1 1
5% S1 Z§t<§,
u(t) =
3 : 1 3
yE) S1 §§t<z,
|1 s d<i<a

Entonces, la k-variacién acotada de la funcién u en el intervalo [0, 1] viene dada por

S lufts) - ulti)

KV (u) = sup

" ZH(tl — tifl)
=1

1+1+1
4 4 4

= Ssup —;
" Zﬁ(ti_ti—l)
i=1
3
4 3
= Sup Py 4 = Z
" Z’i(ti_tifl)
i=1

donde el supremo se considera sobre la particién 7 : 0 =ty < t; = 1 del intervalo [0, 1].

Proposicién 2.2.2. Sea k una k-funcion entonces Lip|0,1] C kBV0, 1].

Demostracién:

Sean m : 0 = tp < -+ < t, = 1 una particién del intervalo [0,1] y u € Lip|0, 1]
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entonces:
> lu(t) = ultioy)] LY |t —ti] .
sup =1 < sup nizl = sup — = L.

™ Zﬁ(ti —ti1) " Zli(ti —ti1) " Z,{(ti —tii1)

=1

Por lo tanto, la funcién u € kBV[0,1]. Asi, Lip[0,1] C kBV]0, 1].

2.2.2 Propiedades del espacio de funciones con x-Variacion Aco-

tada
A continuaciéon enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las funciones
de k-variacion acotada, que permitirdn conocer algunas caracteristicas de las mismas.
Comenzaremos demostrando que la clase de funciones con k-variacién acotada kBV[0, 1],

estd dotado de una estructura de espacio vectorial, para ello demostraremos la siguiente

proposicion.

Proposiciéon 2.2.3. Sea k una k-funcion. La clase de funciones con k-variacion acotada
kBV[0,1], estd dotado de una estructura de espacio vectorial, es decir, kBV[0, 1] satisface

las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v € kBV|0,1], se tiene que u+ v € kBV|0, 1].
2. Para todo u,v,w € kBV[0,1], se tiene que kV ((u+v) + w) = kV (u+ (v + w)).

3. Existe una funcion nula, I(z) € kBV0,1], definida como l(x) = 0 para todo x €
0,1] tal que KV (u+1) = KV (u), para todo uw € kBV0, 1].

4. Para todo u € kBV[0,1], existe —u € kBV[0, 1] definido como —u : [0,1] — R, tal
que (—u)(x) = —u(x), entonces KV (—u+u) = kV(I).

5. Para todo u,v € kBV[0,1], se tiene que KV (u+v) = KV (v + u).
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6. Para todo a € R yu € kBV|0,1], se tiene que au € kBV[0, 1].

7. Para todo o, 5 € R yu € kBV|0, 1], se tiene que KV (a(fu)) = kV ((af)u).

8. Para todo o, € R y u € kBV[0,1], se tiene que KV ((a + B)u) = KV (au + fu).
9. Para todo a € R yu € kBV|0,1], se tiene que KV (a(u + v)) = kV (au + av).

10. Para cualquier u € kBV[0,1] y el escalar 1, se tiene que KV (1u) = kV (u).
Demostracion:

1. Sean u,v € kBV[0, 1], entonces demostraremos que la suma de dos funciones con
k-variacion acotada, pertenece a la clase de funciones con k-variacion acotada. En
efecto, utilizando la definicién de k-variacion acotada y las propiedades del supremo,
tenemos:

Z| u+v)(2;) — (u+v)(v5-1))|

i=1

kV(u+wv) = sup

T
E/‘i —Qfll

ZW(%’) + () — w(@io1) — v(zi-1)]

=1

= sup

T
§’i _le

ZW(%) — u(wi-1) + v(@;) — v(@i)]

=1

= sup

T
E/ﬁ) .’L'Zl

Z| —u(wi—1)) + (v(z:) — v(@i1))|

= sup-

T
§’€ _le
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ZW i) — u(i-1)] Z|U(93i) — v(i-1)]

< sup- + sup =

n n

7r s
EKZ —51311 EH _le

= KV (u)+rkV(v) < occ.
Con lo cual tenemos que u + v € kBV|[0, 1].

2. Sean u,v,w € kBV[0,1], entonces de la definicién de k-variacién acotada, y de la

propiedad del supremo, se tienen las siguientes igualdades:

}:yu+v+w ;) — ((u+v) +w) (2, 1)]

kV((u+v)+w) = sup-
" ZKZ — X 1

n

ZKU + ) (@) +w(@;) — ((u+v)(@i-1) + w(@i—1))|

=1

= sup
™
§ KJ ‘_le

n

E:m@0+v@0+w@0—u@Fﬂ—v@FQ—w@Fm

= sup

™
E/i —.’12'11

Z|U (@) + (v +w)(@;) — (u(@i—1) + (v + w)(2i-1))]|

= sup-
™
§ I{, ‘_le

n

D Mt (v +w)) () = ((w+ (04 w)) (2i-1))]

i=1

= sup

™
Elﬁl —$11

= kKV(u+ (v+w)).
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3. Sea l(z) € kBV[0,1] la funcién nula, definida como [(x) = 0 para todo x € [0, 1].
Demostremos que para cualquier funcién u € kBV[0, 1], la k-variacién acotada de
la suma de u con la funcién nula es igual a la x-variacién acotada de la funciéon wu.

En efecto, se tiene que:

n

DI+ D) = (u+ 1))

KV(u+1) = sup-= —

" Zli(sz — Ii—l)

=1

Z|u x;) + U xy) —u(xi—y) — Uzi—1)]

= sup-

n
ks
Z/‘i(l’i — iL‘i,l)
i=1

como [(z) = 0 para todo z € [0, 1] entonces I(z;) = 0y I(z;—1) = 0 para todo

i €[l,---,n], de donde se deduce que:

Z|U(l’z‘) — u(Ti-1)]

KV (u+1) = sup = = kV (u).

n

§ I{ ‘_l’zl

4. Sea u € kBV[0,1] y el inverso aditivo definido como —u : [0,1] — R, entonces

seguin la nocion de k-variacién acotada tenemos:

Z\ —u+u)(z;) — (—u+u)(zi1)]

kKV(—u+u) = sup-
T ke

n

Z| —u(@;) +u(z;) — (—u(i-1) + u(@i-1))]

=1

= sup

T
EI{ _le
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n n

> l0—0] D M) = i)

= sup = sup = sV (1).

KV (u4v) = sup-=

Z|u z;) +v(x;) —u(ei_y) — v(zi1)]

= sup-

™
E/i 'Tzl

Z\U(lﬂ + u(@;) — v(zi-1) — (@)
= sup =

™
Eli _Izl

n

D v+ u) () = (04 u)(zi)]

i=1

= sup

T
E/ﬁl le

= kV(v+u).

6. Sean o € Ry u € kBV[0, 1], entonces:

n n

ZWU(%) — au(w;1)| Z|04(U(93z‘) —u(wi-1))|

KV (ow) = sup- = = sup =

™ s
Z/f — Ti_1) Zn(ml — T 1)
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n

> lall(ulz;) = ulzi))| D luls) = ulzim)|

=1 =1
= sup = |O./’ sup n

i iy
Z/‘é(ﬂfi — 1) Zli — T 1)

= |ofsV (u).
Con lo cual au € kBV0, 1].

7. Sean o, f € Ry u € kBV|0, 1], entonces de la Definicién 2.2.2 tenemos:

> la(Bula:)) — a(Bulwiy)]
RV (a(fu)) = sup =

T
E/ﬁ] -Tzl

— WV((aB)u) = [aBlkV (u).
8. Considerando a, f € R y u € kBV[0, 1], entonces:

D (a+ Bules) — (o + B)ulw 1)
KV ((a+ B)u) = sup-=

T
E/i 1'11
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n

Z|O&U([Bi) + Bu(x;) — au(x;—1) — Bu(zi_1)|

=1

= sup
s

n

EH —.2311

> Mo+ Bu)(x:) — (o + Bu)(x-1)]

1=

= kV(au + fBu).

= sup
s

§’€ _le

9. Sean o € Ry u,v € kBV0, 1], entonces:

&V (a(u + v))

D la(u+v) (@) — alu+v)(zi)]

i=1

sup

™
EKJ LEll

Z|04(U(93z‘) +v(z;)) — a(u(zi-1) + v(@i-1))|

1=
sup

s
E K(z; —xi-1)

Z\au l‘z + av ) — au(fciq) - OéU(l’ifl)’

sup -

™
EKJ le

Z| au + av)(x;) — (au + av)(z;_1)|

s
EK, —2321

KV (au + av).
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10. Sea u € kBV[0,1] y el escalar 1, entonces:

KV (lu) =

Z!(M)(wi) = (L) (@)

sup —

" ZKZ(QZZ — 1'1;1)

O

Como se cumplen todas estas propiedades se tiene que kBV[0, 1] es un espacio vec-

torial.

Ahora, demostraremos que el espacio kBV[0,1] se puede dotar de una estructura

de espacio normado, para lo cual definiremos el siguiente funcional || - ||,py del espacio

kBV0,1] a valores en R por:

lullssy = [u(0)] + £V (u),

para todo wu € kBV]0,1].

A continuacién, demostraremos que este funcional es una norma y que, por tanto,

(kBV[0,1], | - |lxpv) €s un espacio normado.

Teorema 2.2.1 (Ver [22]). Sea k una k-funcion. El funcional || - ||xpv : kBV[0,1] - R

es una norma, es decir, || - ||«py satisface las siguientes propiedades:

(1) ||ullspv > 0 para todo u € kBV0, 1],

(1) ||ullspy =0 siy sdlo siu=0,

(111) || Au||xpv = |A|-||ul|lspv para todo w € kBV[0,1] y para todo escalar A € R,
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(1) ||u+v||epv < ||ullssv + ||v||xv para todo u,v € kBV]0,1].

Demostracion:
(i) Sea u € kBV0, 1], entonces
ullssy = [u(0)] + £V (w).

Por la Definicién 2.2.2 tenemos que

lullspy = [u(0)] + £V (u) = 0.
(ii) Si ||ullspy = 0 se tiene que
[w(0)| + KV (u) =0 siysdlosi |u(0)]=0 y kV(u)=0,

entonces,

w(©0)[=0 y  &V(u)=sup= =0,

lo que implica que necesariamente

u(0)=0 y > |u(z;) —ulxi1)| =0  paratodo i,z €[0,1].
=1

Considerando la particién 7 : 0 = 27 < 9 =t < x3 = 1, tendremos que
u(t) = w(0)] + [u(1) —u(t)] =0,
de donde se tiene que
u(t) —w(0)[ =0y [u@)—u(t)] =0,
por lo tanto, 0 = u(0) = u(t) = u(1) para todo ¢ € [0, 1], con lo cual u = 0.

Ahora, si u = 0 entonces u(t) = 0 para todo t € [0, 1], por lo tanto ||u||.py = 0.
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(iii) Como u € kBV[0,1] y A € R, entonces

[ Au||ev = |Au(0)] + &V (Au),

observemos que para cada particiéon 7 : 0 = g < 1 < -+ < x, = 1 de [0,1]
tenemos
> () = M) D M u(e) — ulwi)|
KV (M) = sup Tt— = sup = —

Entonces,

[Aullspv = [Au(0)] + &V (Au)
= |ALuw(0)| 4+ [A].&V (u)
= [Al(lu(0)] + £V (u))

= [Mllullxsv-

(iv) Sean u,v € kBV]0, 1], entonces por la Definicién 2.2.2 y las propiedades del supre-

mo obtenemos:
D Hu+ o) (@) = (u+v)(@i)]

KV (u4v) = sup =

n

Z:‘i(ﬂ?i — xi,l)

i=1
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Z|U(fﬁz’) +o(z;) = w(zio1) — v(zi)|

1=
= sup
E /‘i i — Li— 1

Z|U($z’) — u(zi-1)| Z\U(ﬂfi) — v(@i-1)]

i=1

< sup- +sup —
ZK/ — Ti— 1 ZK/ — Ti— 1
= kV(u)+ KV (v).
De esta desigualdad y de la definicién de la norma || - ||.pv, resulta que:
llu+v|lepy = |u(0)+v(0)] + &V (u+v)
< Ju(0)| + [v(0)] + KV (u) + KV (v)
= ([u(0)| + £V () + (Jv(0)] + £V (v))
= Nlullssv + [[v]l<pv-
Por lo tanto,
lu+vllesv < [lullcsy +[|v]]cpv-
Con lo cual || - ||xpy es una norma. O
Observacion:
Si dotamos al espacio kBV[0, 1] con la norma ||-||xpv, se tiene que (kBV[0, 1], ||||x5v)

es un espacio normado.
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A continuacién demostraremos que el espacio kBV[0, 1] con la norma || - ||.py es un

espacio normado completo.

Teorema 2.2.2 (Ver [22]). Sea k una k-funcion. El espacio (kBV[0,1],]| - ||«pv) es un
Espacio de Banach.

Demostracién:

Sea {uy }neny una sucesiéon de Cauchy en (kBV[0,1],]| - ||«5v), entonces dado £ > 0,

existe N, tal que si n,m > N, se tiene que:

Hun — um||,{BV < €.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que u,(0) = 0 con n > 1. De donde
tenemos que:

KV (up —up) <€ para todo n,m > N. (2.9)

Considerando la particion 7 : 0 = 29 < 17 = & < x5 = 1 del intervalo [0, 1], se tiene

de la Definicién 2.2.2 y de (2.9), lo siguiente:

[(Un, = um) () = (un = Um) (0)] + [(Un — upm) (1) = (Un — U ) ()]
k(x) + k(1 —2)

<e,

de donde,
|(un - um)(x) - (un - Um)(0)|
k(x) + k(1 —2)

< €.

Luego, como u,(0) = 0 para todo n > 1 entonces,

|(tn = um) ()]
k(x) + k(1 —x)

<e,

es decir,

[un () — um ()| < e(k(z) + (1 — x)).
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Por otro lado, para la particiéon 7 : 0 < x < 1 tenemos que:
klx)<k(l)=1 vy
k(l—z) < k(1) =1,
entonces k(z) + k(1 — x) < 2, de donde
[un () — um(x)] < 2e.

Lo que significa que la sucesion {u,, },en es una sucesion de Cauchy en R. Como R es
completo, se tiene que toda sucesiéon de Cauchy converge, es decir, que existe el limite de
la sucesion, y lo denotaremos de la siguiente forma:

lim u,(z) =u(z)  paratodo t € [0,1]
n—oo

Y Up(z) — U (x) tiende a u,(x) — u(z) en [0, 1] cuando m — oo.

A continuacién, demostraremos que la sucesién {u,},en converge bajo la norma

|| - |lxBv, por lo tanto se tiene lo siguiente:
[un(@) = w(@)|[spv = [Jun(z) = T wp(2)|]spy = i |jun(2) = (2)]]xpv,
m—0o0 m—0o0

ahora considerando el limite cuando n — oo.

lim [Jun(2) — u(z)|lxpy = 1m lim [fun(z) — t0(2)] sy = 0.

De donde,
Jim [fun(2) = (@)l sy =0,
lo que implica que {u, }nen converge a u en la norma || - ||xpv, luego (kBV[0,1], || - ||x5v)

es un espacio de Banach.



CAPITULO 3

EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE mgp—VARIACION
ACOTADA EN EL SENTIDO DE RIESZ-KORENBLUM

En el presente capitulo se introduce una nueva clase de funciones denominada re-
variacién acotada en el sentido de Riesz-Korenblum. Consideramos varios ejemplos de
funciones que satisfacen la definicion de kp-variaciéon acotada en el sentido de Riesz-
Korenblum y exponemos demostraciones de propiedades que satisfacen este tipo de fun-
ciones entre ellas que esta clase de funciones es convexo, simétrico y el espacio vectorial

generado por dicha clase es un espacio normado y de Banach.

3.1 Funciones de kp-Variacién Acotada en el sentido

de Riesz-Korenblum

En el presente ano, M. Castillo, M. Sanoja y I. Zea (Ver [3]) introducen una nueva
clase de funciones denominada kp-variacién acotada en el sentido de Riesz-Korenblum,

que es una combinacion de las nociones de p-variaciéon acotada en el sentido de Riesz

7
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(1 < p < )y k-variacién acotada, la cual definen de la siguiente manera:

Definicién 3.1.1 (kp-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum). Sean

1 <p< o0, k una k-funcion y u : [a,b] — R una funcidn. Definimos
- t:) —u(ti1)|\"
— |t —ti 1]
Zn: . ti —ti1 ’
b—a

kop(u; ) ==

i=1
Y
kVy(u) = KV, (u; [a, b]) == sup ko, (u; ),
donde el supremo se considera sobre todas las particiones m : a =ty < --- < t, = b

del intervalo [a,b]. Si kV,(u;|a,b]) < 0o, decimos que u tiene kp-variacion acotada en el

sentido de Riesz-Korenblum.

Denotamos a la familia de todas las funciones de kp-variacién acotada en el sentido
de Riesz-Korenblum por xRV, |a, b].

Ademas, en [3] demuestran que esta clase de funciones:

1. Es un espacio vectorial.
2. Es un algebra.

3. Es un espacio normado con la norma.

llullwry, = |u(a)| + £V (u), paratodo wu e xRV,[a,b].

4. Ademas (kRVpla,bl, || - ||xrv,) es un espacio de Banach.

Teorema 3.1.1 (Ver [3]). Sean 1 < p < 0o y k una k-funcion entonces

RV,[a,b] C kRV,|a,b] C kBV]a,b.
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Este resultado nos orient6 para introducir la nueva nocion de kp-variacién acotada en
el sentido de Riesz-Korenblum usando la técnica de Medvedev en [17] al generalizar la no-
cién dada por Riesz en [20]. Podemos comentar que esta nueva nocién es una combinacién

de la nocion de F. Riesz con la de B. Korenblum.

Definicién 3.1.2. Sean ¢ una p-funcion, k una k-funcién y u : [0,1] — R una funcion.

Definimos
- u tz — U ti,
3o (L)
R — |t —ti i
Ko, (u;m) 1= —
Z /i(tz — tifl)
i=1
Y

KV¢R<U) = KVWR(U; [0,1]) := sup maf(u; ),

T

donde el supremo se considera sobre el conjunto de todas las particiones
0=ty <--- <t,=1del0,1]. Si kV(u;[0,1]) < oo entonces decimos que la funcion

u tiene kp-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, en el intervalo [0, 1].

Notacién: Denotaremos por £V/'[0,1] a la clase de funciones u : [0,1] — R que

tienen p-variaciéon acotada en el sentido de Riesz, es decir:
KVwR[O, 1] :={u:[0,1] = R: Vf(u; [0,1]) < oo}.

Obsérvese que podemos considerar la funcién sV (-;[0,1]) : kVFE[0,1] — R que
asocia a cada funcion u € HVWR [0, 1] su kg-variacion en el sentido de Riesz-Korenblum.
s4n: ‘hi R R R(,,. R
Notacién: Escribiremos xV'(u) y £V en vez de xV*(u;[0,1]) y V[0, 1] respec-
tivamente.
En lo que sigue, se muestran un conjunto de ejemplos que orientan a la comprension

de la Definicién 3.1.2.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos ¢ € R y la funcion constante u en [0,1] definida por
u(t) = ¢ para todo t € [0,1]. Sea 7w : 0 =ty < --- < t, = 1 una particion del intervalo

0,1], entonces:
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u Utl —Uti_
Z‘P<| (%) ( 1)|)|ti_ti—1|
p It —tial

naf(u;w) =
Z I{(tz — ti—l)
i=1
i@( |C_C| ) |t —t;l‘
_ = |ti — ti]
Z :‘i(tl ti,1>
i=1
0
_ ©(0) _o
Z /i(tl tifl)
i=1
De esta manera tenemos que V. (u;[0,1]) = 0.
Ejemplo 3.1.2. Sea uw : [0,1] — R, la cual definimos de la siguiente manera:

u(t) =mt+d cont € [0,1] ym,d € R. Dada una particion 7 :0 =1ty < --- <t, =1 del

intervalo [0, 1], entonces:

- ’U/tl —'U,ti_l
> (M) -

Z H(tl — tifl)

=1

. Im||t; — ti—1]
P ) e — ¢
Zso( e LR

/mf(u; ) =

_ i=1
Z l{(tl — ti—l)
=1
> e(imt; =t
=1
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p(Iml)

n

Z :‘i(tz — ti—l)

Como k es subaditiva, al tomar supremo sobre las particiones 7 de [0,1] el mayor

p(ml)
Z /{(tl — ti—l)

=1

valor de

p(lml)

se toma cuando 0 =ty < t; =1 y en este caso

p(ml) _

sup —;

=1

De esta manera, KV@R(U; [0, 1])

3.1.1. Sean =k
;[0,1]).

Proposicion una

Lip[0,1] € KV} (u

Demostracién:

" Z K(tz — ti—l)

= ¢(|ml).

k-funcion y @

= 2 = elim).

una @-funcion  entonces

Sea u € Lip[0, 1] entonces existe un L > 0 tal que para cualesquiera x,y € [0, 1] se

tiene que |u(z)

intervalo [0, 1] entonces para cada ¢ =1, - - -

lu(ts) — u(ti-1)
t; —ti_
v < |t —ti 1 | !

—u(y)| < Ljx —yl|. Ahora, seam: 0 =1y < ---

/ﬁ?(tl — tifl)

Luego,

Ezwcuu-%fn

)\) it

< t, = 1 una particién del

, tenemos que:

Lit; —t;_
? (hlf_—tlo [t = i1l
< 7 i—1

- /ﬁ)(tz — tifl)
e(L)[ti — tial
Ii(tz — t,;_l)

Zsﬁ

i1l Mt — tioq]

n

Z K(tl — ti—l)

i=1

<

n

Z /{(tl — ti—l)

=1
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o(L)

K(tz — ti—l)

n

=1

Tomando supremo tenemos que

sup — (L) = (L) < 0.

" Z K,(tz — ti—l)

i=1

Por lo tanto, £V (u; [0,1]) < oo. Luego, Lip[0,1] C kV [ (u;[0,1]).

Observacion: Como consecuencia del resultado anterior tenemos que:

c"0,1] € kVE0,1], n=>1.

3.1.1 Propiedades del Espacio de las Funciones de xy-Variacién

Acotada en el Sentido de Riesz-Korenblum

A continuacién enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las funciones
de rp-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, que permitiran conocer algu-
nas caracteristicas del mismo. Comenzaremos demostrando que dicha clase de funciones,

/-aVSDR [0, 1], es convexo y simétrico.

Proposicién 3.1.2. Sean k una k-funcion, ¢ una @-funcion y u,v : [0,1] — R entonces:

1. La funcion kVE(:) : kVE0,1] = R es par; es decir, KV} (u) = KV (—u).
2. KV (u) =0 siy sdlo siu es constante.

3. 8i KV (u) < oo entonces u es acotada en [0, 1].

4. @ es conveza si y sdlo si kVI(5[0,1]) es convera.

Demostracién:
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1. Este resultado se deduce de la Definicion 3.1.2:

- Utz —Uti,1
I ) L

i=1

anR(u; [0,1]) = sup —

" Z /i(tz — tifl)

=1

u uti_l —U,ti
ZSO<| (|ti_)ti—1T >|>|ti_ti_1|

= /in(—u; [0, 1]).

2. Siu es constante entonces por el Ejemplo 3.1.1 se tiene que el conjunto meR(u) =0.
Supongamos que £V, (u) = 0. Entonces,

u(t) — u(0)
0] ) £=0]

k(t —0) ’

0= /QVSOR(u) > (
para cualquier ¢ € (0, 1]. Luego, por definicién de p-funcién y dado que « : [0,1] —

u(t) = u(0)|
o L)
0>( 7 >">O

[0, 1] tenemos que

por lo que

. (IU(t) — u(0)]

it| =0, te(0,1].
i >

|u(t) = u(0)]
i
lo tanto, u(t) = u(0), t € (0,1]. Asi, u es constante. En particular, si u(0) = 0

Como ¢ se anula solamente en cero, resulta que =0,t € (0,1]. Por

tenemos que £V (u) = 0 si y sélo si u = 0.
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3. Supongamos que u € /-iV@R [0,1] ¥ que u no es acotada en [0, 1] entonces existe una

sucesion {t,}n>1, tn, € [0,1], para todo n > 1, tal que lim |u(¢,)| = oo.

Sea {ty, } j>1 una subsucesién de {t, },>1 tal que {t,, }>1 converge a un punto x €
(0, 1] entonces {u(t,;)};>1 es una subsucesiéon de {u(t,)}n>1. Luego, lim |u(t,,)| =
j—o0

Q.

Caso 1. Supongamos = # 0. Entonces como

; (IU(%) - U(O)I) it — 0

para todo 7 > 1 y como ¢ es continua, tenemos que

lim |u(t,.) —u
) 0N u(ts,) — u(0)
14 | | 90( - | >|tnj|

|«T — 0| _ |tn]
K(z — 0) s (tn,)
< HV¢R(U)

para todo 7 > 1.

Por otro lado, |u(t,;) — u(0)| tiende a infinito cuando j — oo. Luego, como
©(t) — oo cuando t — oo resulta que

p (L) Oy

I =
fe k() >

y asi KV(u) = oo lo cual es una contradiccién.

Caso 2. Supongamos que z = (. Entonces como

(M)
J < kVE(u) < oo,

k(1 —t,) = Ve




Cap. 3 El Espacio de las Funciones de ky-Variacién Acotada en el sentido de R-K 85

para todo 7 > 1 y como ¢ es continua, se tiene que

lm |u(1) — u(ty,)|

j—o0
1—x u(1) — u(tn,)]
7 11— 7] 1=l ” 11—t
— i |1 - tn]‘l
k(1 —x) ~ oo k(1 —tn;)
< fiV@R(u)

para todo 7 > 1.

Por otra parte, lim [u(1) — u(t,,)| = oo. Luego como ¢(t) — oo cuando ¢t — oo
o0

se tiene que:

u(1) — u(tn,)]
@ — )1 -4
lim ( 1= ] ) = lim p(ju(l) — u(ty,)]) = oo

Jj—00 /{(1 — l’) j—00
ast, KV (u) = oo lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, en ambos casos, se
) sp b b

obtuvo una contradiccién al suponer que u no es acotada. Asi, u es acotada.

4. Supongamos que ¢ es convexa y sean u,v : [0,1] — Ry «,5 € [0,1] tales que
a+ =1 Dadas 7 :0 =1ty < --- < t, = 1 una particién de [0,1] y ¢ una

p-funcién convexa y no decreciente tenemos que:

21|

Zs&('“ )Yy
.

arV} (u) + BrVE(v) = asup

" Z/ﬁ;(tz_tzfl)
Z(p<‘v |t _tz(1| )‘) |ti_ti—1|

G sup

" Z r(t; —tio1)

i=1



Cap. 3 El Espacio de las Funciones de ry-Variacion Acotada en el sentido de R-K 86

> g (ML= g (1Dl

2 Sup =1 _
ﬂ Z K(ti — ti1)
i=1
n |Oz(u(tz) - u(tz—l)) —+ ﬁ('l)(tl) _ U(ti—l))l
> 7“21 i ( ti — tiza| ) |t — tii]
> sup n
' Z K(ti —ti-1)
=1
n |(au + pv)(t;) — (au + Bv)(t;—1)]
; 2 ( [t; — ti 1] ) |t — ti1]
= sup .
i Z K(ti —tio1)
i=1
= rV[ (au + Bo).

Por lo tanto, KV (au + fv) < axV(u) + V] (v) para todo a, 5 € [0,1] tales

que o+ 3 =1y asi /{Vf(-) es convexa.

Ahora supongamos que £V () es convexa y sean x,y € [0,00) y u,v : [0,1] = R

las funciones definidas por: u(t) := xt y v(t) := yt,t € [0, 1].

Sean «, # € [0, 1] tales que a4 3 = 1. Por la Definicién 3.1.2 se tiene que
- |u(ti) — u(tiz)|

t; —t;_
Z¢< t; — i | !l

/’QVWR(U) = sup =L

n

" Z H(tl — tifl)
=1
- |z (t; — tio1)]
2 U g — ¢
Z¢( |ti — tii] | !

" Z Ii(tZ — ti—l)

=1

n

Y (@)t =t

1=

= sup
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Sup — p(x)
" Zﬁ(tz_tz—l)

=1

= ().

o R(p) — R _
De manera similar kV,*(v) = p(y) y £V (au + pv) = ¢(ax + By). Luego, como

KV (-) es convexa, se tiene que
plaz + By) = KV, (au + Bv) < axVi(u) + BrV (v) = ap(z) + Boy).

Es decir,

plax + By) < ap(z) + Be(y).
Por lo tanto, ¢ es convexa.

Siguiendo las ideas desarrolladas en [19] enunciamos y demostramos la siguiente

proposicién:

Proposicién 3.1.3. Sean k una k-funcion, ¢ una o-funcion y u,v : [0,1] — R entonces

kVIE(ou + Bu) < kVE(u) + kVE(v);o, 6 € [0,1),a+ 3 =1.

Demostracion:
Sean «, f € [0,1],a+ =1y z,y € [0,00). Como ¢ es no decreciente, no negativa

y ax + [y es un punto del segmento que une a x con y tenemos que:

plaz + By) < méx{p(z), p(y)} < o(x) + oY)

De la desigualdad anterior, se deduce que:

ng (|u(tl) u(tz1)|) it — 14|
" " p It —ti
KV Hu) + KV Hv) = sup —
Z K,(ti — ti—l)
i=1
- v(ts) — v(ti-1)|
ZSO ( |tz — ti—1| ) ‘tl t2—1|

" Zli(tz — ti—l)

=1
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Z ” (a]u(ti)' —u(ti—1)| n 5|v(ti) _ U(til)‘) |ti — i

> i=1 |t = tia [ti — tiza
sup n
T Z /i(tz — ti—l)
i=1
5=, <|a<u<tz~> - u(ti];?[t QETW - ““i—l))') i — tia)
> sup =2 nz -
T Z Ii(ti - ti—l)
i=1
> (l(au + ﬁv)(lﬁ)' = iéﬂfﬁ 5”)@“)') It — tia|
— sup i=1 nl " = meR(au + fv).
Z li(ti — tifl)
i=1

Por lo tanto, KV (au+Bv) < KV (u)+rkV(v) paratodo o, 3 € [0,1] y a+3 = 1.

Observacion 3.1.1. Por las Proposiciones 3.1.2 y 3.1.3 tenemos que RV@R[O, 1] es con-

vexo y simétrico.

En la siguiente proposicién presentaremos un resultado siguiendo las ideas de [16]

el cual enunciaremos a continuacion:

Proposicién 3.1.4. Sean k una k-funcion y ¢ una @-funcion convera, entonces:
1. kVE0,1] € kBVI0,1].
t
2. Si th'm # = < o0 entonces KV(0,1] = k BV[0, 1].
Demostracién:
L. kVE[0,1] C kBV[0,1].

Sean u € HVZPR[O, 1], 7: 0=ty < --- <t, =1 una particién del intervalo [0,1] y

o= {z 0,1, ) Ul 1}.

[t — tiza]

Usando el resultado (2.1) del Capitulo 2, tenemos que:



Cap. 3 El Espacio de las Funciones de r¢-Variacion Acotada en el sentido de R-K 89

> lutt) — ultis) Z R

zll

n

Z Kt —ti1) Z (ti —tiz1)

=1 =1

|uti) = u(tiy)| Jult; )|
Z |t —ti 1| |t — ti- 1| Z |t _tz 1| |t ti- 1|

_ e e
Z k(i —tio1) Z rk(t; — tio1)
U u(t;
;Iti—ti_ﬂ 1 ;soo (,t)_tz(” >|> [
= o) Z
Z“(tz tiz1) Zli(tz ti1)
= — (tl t )+90(11) (u; [0, 1])

Aplicando supremo se tiene que

KV (u) <14 L/4;‘/‘;,]“2(1@ [0, 1]).

(1)
Por lo tanto,
kVJ0,1] C kBV[0,1]. (3.1)
2. Por hipdtesis,
(1)

0<th’m supT =7 < o0,
entonces, por (2.3) del Capitulo 2, existen zo > 0y ¢ > 0, tales que:

p(t) <ct, t> a0
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Ahora, sea u € kBV[0,1] y consideremos una particion 7 : 0 =tg < --- <t, =1
del intervalo [0, 1].

Sea
t;) — u(t;—
Qpy 1= {izO,l,--- SN [ults) = ulti1)| >-’Eo}-
|t; — ti1|
Entonces:

= ) — u(t;_ lu(t;) —u(ti—1)|

ZQO |u( ) U( 1)| |tz‘_ti—1| Z © < Py ’ti—tifﬂ

— It — tial i€azy [t =t

P g

n

> Rt — tioa) > h(ti = tioy)

=1 =1

ul(t;) — u(t;—1
> o (M= ey

igazO

n

> a(ti = tioy)

i=1
Z clu(t;) — u(ti-1)]| Z p(xo)(t; — ti-1)
i€ag, i€am,
Z K,(ti — ti—l) Z H(ti — ti—l)
i=1 i=1
c Z u(ti) — u(ti-1)|
_ ’iEOczs + _ QO(,ZU())
Z H(tl ti—l) Ii(tz ti—l)
=1 =1
Aplicando supremo tenemos que
/{VSDR(U; 0,1]) < eV (u) + p(x0),
es decir
kBV[0,1] € kV}'[0,1]. (3.2)

Luego, por (3.1) y (3.2) se tiene que V[0,1] = kBV[0,1].
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O

En el caso de las funciones de p-variacién acotada en el sentido de Riesz (Coro-

lario 2.1.1 del Capitulo 2), la clase V@R no es un espacio vectorial, salvo que verifique la
condicion As,.

Notacion: El espacio vectorial generado por la clase HV@R[O, 1] lo denotaremos por

kRV,[0,1] o simplemente por kRV,,. Si consideramos ¢(t) = t*,¢t € [0,1] (1 < p < o0)

escribiremos xkRV,[0, 1].

Proposicién 3.1.5. Sean k una k-funcion y ¢ una p-funcion entonces el espacio vecto-

rial generado por la clase /{VSOR[O, 1] es igual a:
KRV,[0,1] = {u:[0,1] = R : 3Ix > 0, kV(Au) < oo}

A continuacién demostraremos que el espacio KRV, [0,1] es un élgebra siguiendo las

ideas desarrolladas en [19].

Proposiciéon 3.1.6. Sean k una k-funcion y @ una @-funcion convexa, entonces

kRV,[0,1] es un dlgebra, con el producto usual de funciones.

Demostracion:
Sean u,v € KRV, [0, 1] entonces existen «, 3 > 0 tales que au, fv € /in[O, 1].Siu=0

o v = 0 entonces uv = 0 € kRV,[0, 1]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
of
allulleo + Bllvfloe

u,v # 0. Consideremos \ =

Sim:0=1ty <ty <---<t,=1es una particién de [0, 1] entonces

u Auv(t;) — duv(t;—
Z¢<| (t) = A 1>|)‘ti_ti_1|
[t — tia]

i=1

KV (Auw) = sup —

" Z /i(tl — tifl)

=1

Z ; <|)\u(ti)v(tz‘) - /\u(ti—l)v(ti_l)|> t; — i

B P |t — ti
= sup —

" Z Ii(t, — tz’—l)

=1
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Sumando y restando Au(t;_1)v(t;) y sacando factor comun wv(t;) y u(t;—1) se tiene:

= )\utl —Uti_l ’Utz' Av tz —Uti_l ut,»_l
3 () o) Nt — it
KV (Auww) = sup =1 —

" Z /i(tl — tifl)

=1

|ti —ti1] |ti — tii]

i=1

Z(’D (>\||U”oo |U(tz) - U(ti—1)| + )\Hu”w ’U(ti) — U(ti—1)|) ‘ti _ tifl‘

< sup

" Z /i(tz — tifl)
i=1

Bllvlloo __ aflulls

y A2 =
allulloo + B[00 allulleo + Flvlloo
(0,1) donde Ay + Ay = 1. Ademas, de la convexidad de ¢ tenemos que:

Sustituyendo A y denotando Ay = con A\j, Ay €

ng (a)\l u(ti) — ulti-1)] + B |U(tz’)' : U(ti—1)|> it — ti |

" — ti —ti i
sV, (Auv) < sup

=1
& t;) — u(t;_
> (altt Y
i |ti_tz—1|
< Apsup — -
" Zﬁ(tl ti—l)
i=1

3o (R -

" Z /Q(tz — tifl)

i=1

< /\1/<;V¢R(Ozu) + )\QKJVQDR(/B'U) < 0.

Por lo que KV (A(uv)) < kVI(Mu) + £V (Av) y asi uv € kRV,[0, 1]. En conclusién, el

espacio kRV,,[0, 1] es un algebra.
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3.1.2 Norma sobre xRV,|0, 1].

En esta seccién, usamos el funcional de Minkowski para dotar al espacio kRV,,[0, 1] de

una norma «|| - || que le dard una estructura de espacio de Banach.

Teorema 3.1.2. Sean k una k-funcion y ¢ una @-funcion conveza, el conjunto:
A ={u € KRV,[0,1] : KV (u) < 1}
es un subconjunto convezo, simétrico y absorbente de kRV,[0, 1].

Demostracion:
Comencemos verificando la convexidad, para ello consideramos «, 5 € [0,1] de

manera que o+ 0 =1y u,v € A. Entonces por la Proposicién 3.1.2 se tiene que
KV (ou+ Bu) < arV]i(u) + BrVi(w) <a-1+3-1< 1

Por lo que au+ Gv € A, quedando asi demostrada la convexidad de dicho conjunto.
Consideremos ahora u € Ay 0 < |[A] < 1. Si 0 < A < 1 hacemos uso nuevamente

de la Proposicién 3.1.2 y se tiene que
RV (Au) < AV u) <A1 <A

En el caso en que —1 < A < 0 hacemos uso de la simetria y convexidad del funcional

xVJ(-) dado en la Proposicién 3.1.2,
R R R R
KV, (Au) = KV, (=A(—u)) < — A&V, (—u) = \)\|/£V<p (u).

Quedando asi demostrado que A es simétrico.
Para verificar que A es absorbente consideremos u € xRV,[0,1] entonces existe
a > 0 de manera que kKV(au) < oo. Si KV} (au) < 1. entonces au € A. En caso

contrario, en que /waR(au) > 1 se tiene que

R ou 1 R
< =1
Ve (/{V@R(au)) ~ kVE(au) V(o) =1,

%)

en cuyo caso u € A. Se verifica entonces que A es absorbente.

KV E(au)
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Definicién 3.1.3. (Funcional de Minkowski para kV}[0,1].) Sea u € kRV,[0,1]. El
funcional de Minkowski asociado al conjunto A define una seminorma sobre kRV,[0, 1]

y viene definido por:
_ R (Y
pa(u) = mf{)\ > 0: KV, <X> < 1}‘

Definicién 3.1.4. (Norma en kRV,[0,1])
Se define el funcional || - ||xry, : KRV,[0,1] — R, por:

lullsry, = [u(0)] + pa(uw),  we wRV,0,1].

Teorema 3.1.3. Sean k wuna k-funcion y ¢ una @-funcion convexa, entonces

(kRV,[0,1],]| - ||xrv,) es un espacio normado.

Demostracién:
Sea u,v € KRV,[0,1],a € Ry sea 15 (u) el funcional de Minkowski, el cual define una

seminorma, entonces demostremos lo siguiente:

1. HUHK;RVLP Z O

Dado que [u(0)] > 0y pa(u) > 0 se tiene que ||u||.ry, > 0.

2. leullsry, = lellfullsry,-

En efecto,

laullery, = |ou(0)] + palau) = [al[u(0)] + ol pa(u)

= lal(ju(0)] + pa(w)) = lall[ull<rv, -

3. |lu+vllsrv, <|lullsrv, + [v]lsry,-

lu+vllerv, = [(u+0)(0)] + palu+v) = [u(0) +0(0)| + pa(u +v)

IN

[w(O) + [0(0)] + pa(w) + pa(v) = [[ullxrv, + [[v]]srv,
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4. |ul|xry, = 0 siy sélo si u = 0.

En efecto, supongamos que ||u||.rv, = 0, es decir,

|u(0)] + pa(w) =0,
entonces |u(0)| =0y

0= pa(u) :inf{)\>O:/£V<PR (%) < 1}.

Esto implica que para cada entero positivo n, existe A, > 0, tal que % >N, >0
y V] (ﬁ) < 1. Como kVJi(-) es convexa se tiene que kV [ (u) < X,. Tomando
limite cuando ¢ — oo, se obtiene que HV¢R(U) = 0, por lo que, por la parte 2. de la
Proposicién 3.1.2 se tiene que u es constante, es decir, u(t) = u(0),t € [0,1] y por

lo tanto v = 0.

Supongamos que u = 0 entonces |u(0)] = 0y pua(u) = 0. Asi, [|u||«ry, = 0.

De esta manera concluimos que (nRVSD 0,1, ] - ||mRv¢) es un espacio normado.

3.1.3 El Espacio de Banach xRV,[0, 1].

Lema 3.1.1. Sea k una k-funcion. St A > 0 entonces pp(u) < X si y sélo si

KV (; 0, 1]) <1

Demostracién:
Sean u € kBV,[0,1] y k > pa(u) entonces por propiedad de infimos existe &' > 0 de

manera que k > k' y

Ke{r>0:nvf(3) <1},

En consecuencia,
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Queda demostrada asi la primera parte del lema.
u

Ahora supongamos que £V} (—) <1, estoes, k€ {)\ >0:rV]E (E> < 1} .

k A

Por lo tanto,

pa(u) = inf{)\ >0: /d/%,R <§> < 1} < k.

Ahora demostremos que (KRV,[0,1],]| - ||.rv,) es un espacio de Banach

Teorema 3.1.4. Sean k una k-funcion y ¢ una funcion convera que cumple la condicion

oo, entonces el espacio (KRV,[0,1],]| - ||xrv,) es un espacio de Banach.
Demostracién:
Para demostrar esto, debemos ver que xRV,[0, 1] es completo en la norma || - ||«gy,.
Sea {un}nen una sucesién de Cauchy en (kRV,[0,1],]| - ||xrv, ), entonces dado 1 >

€ > 0, existe N € N, tal que si n,m > N, se tiene que:
l|tun — tm|lwrv, <€ n,m>N.

Es decir,

|(tr, — ) (0)| 4+ pop(r, — w) <€, n,m > N.

Luego, |u,(0) — u,(0)] < ey
pp(ty — ) <€ n,m>N
Por (3.3) y el Lema 3.1.1 tenemos que
KV E (@ [0, 1]) <1

Entonces, considerando una particion 7 : 0 < x < y < 1 se tiene que:

’(un - um)(y) — (un — um)(xﬂ
g”( ey — ] )
k(z —0) +k(y — o) + k(L —y)

ly —

€

De donde resulta que:

< wVE <M; [0,1]) <1.
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ly — 2| < k(z) + Kk(y —2) + x(1 —y) < 3k(1) = 3.

o (|(un — tm)(y) = (Un — um)(af)|>

ely — |

Por lo tanto:

tt — ) (4) — (1 — ) ()] < " (ﬁ) ly — ale.

Como ¢ cumple la condicién co; y ¢! es continua, entonces

_ 3
(101( )|y—x|,x,y€[0,1],:ﬁ7§y
ly —

es acotado superiormente. Sea M > 0 una cota superior, luego

|(un = ) (y) = (un = um) ()| < Me.

En consecuencia, la sucesién {u, },en €s una sucesién uniformemente de Cauchy en
el intervalo [0, 1] C R, y dada la completitud de R, para cada t € [0, 1] el limite 1im wu,,(¢)
existe. Definimos, sobre [0, 1] la funcién u(t) := lim u,(t). Luego, dado que el funcional

de Minkowski es una seminorma se tiene que

pa(tn —u) < pa(Un = tm) + pa(Um — )
< €+ pp (U — T}LILI(I)O U
< €+4e¢€
= 2e.

Por lo tanto u € KRV, [0,1]. Ademas, para n,m > N se tiene que

Hun - umHHRW = |(un - um)<0)| + :uA<un - um)

_|_

DN

€
2

= €.

De lo anterior se tiene que £RV,,[0, 1] es completo, y por lo tanto, es un espacio de Banach.

O
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Teorema 3.1.5 (Ver [3]). Sean k una k-funcion y ¢ una p-funcion entonces

RV,[a,b] C kRV,[a,b] C kBV]a,b.



CONCLUSIONES

En este trabajo especial de grado se realizé un estudio sobre la nocién de variacion
acotada dada por Camille Jordan y algunos resultados de importancia de este espacio de
funciones con variacién acotada, tales como, las caracterizaciones dadas por C. Jordan,

S. Banach y H. Federer.

En segundo lugar, se presenta una generalizacién de la nocién de p-variacion acotada
en el sentido de Riesz, estudiada por Yu. Medvedev, la cual es conocida como ¢-variacion
acotada en el sentido de Riesz. Demostramos que el espacio vectorial generado por esta
clase de funciones se puede dotar de una estructura de algebra y espacio de Banach.
Adicionalmente se estudié una generalizacién del Lema de Riesz dada por Medvedev

(Ver [17]).

Otro de los resultados relevantes expuestos en este trabajo es una generalizacion del
concepto de variacion acotada conocida como k-variacién acotada estudiado por Ko-
renblum en 1975, en donde se introduce una funcién de distorciéon x. Ademas hemos
demostrado que la clase de funciones con k-variacion acotada se puede dotar de una

estructura de espacio vectorial, asi como de una norma y de un espacio de Banach.

99
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Finalmente introducimos un nuevo concepto de variacién que denominamos el espa-
cio de las funciones de ry-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum, el cual
combina las nociones de p-variacién acotada en el sentido de Riesz de 1953 y k-variacion
acotada de 1975. Se consideran algunos ejemplos para facilitar la comprensién de esta
clase de funciones. Ademas se demuestra, bajo ciertas condiciones, que este espacio es
equivalente al espacio de las funciones de k-variacién acotada dado por B. Korenblum.
Por 1ltimo, hemos demostrado que el espacio vectorial generado por la clase de funciones
de re-variacion acotada en el sentido de Riesz-Korenblum posee una estructura de alge-
bra, espacio normado y espacio de Banach, donde « es una s-funcién y ¢ es una ¢-funcion

convexa que verifica la condicion ooj.

Con este trabajo de grado podemos comenzar a transitar en una futura linea de
investigacion ya que creemos que esta nueva nocion es un aporte al tema y vamos a
escribir un articulo para someterlo al arbitraje internacional para su posible publicacion.
Ademas podemos en el futuro tratar de generalizar esta nocién para las siguientes clases

de funciones:

e Funciones de k-segunda variaciéon acotada en el sentido de De la Vallée Poussin-

Korenblum.
e [Funciones de kA-variacion acotada en el sentido de Waterman-Riesz-Korenblum.
e Funciones de k¢-variacion acotada en el sentido de Schramm-Riesz-Korenblum.

e Estudiar la actuacion del Operador de Composicion, en el caso auténomo, para

estos espacios.

e Definir estas nociones en el plano y, mas generalmente, en R".
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