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Introduccion

El primer articulo cientifico relativo a grafos fue escrito por el matemaético suizo Leonhard
Euler en 1736, se titula Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis (La solucién de
un problema relativo a la geometria de la posicién). El problema planteaba lo siguiente: jes
posible, partiendo de un lugar arbitrario, regresar al lugar de partida cruzando cada puente
(los puentes de Konigsberg) una sola vez? Euler consigue demostrar que el grafo asociado
al esquema de puentes de Konigsberg no tiene solucion, es decir, no es posible regresar al
vértice de partida sin pasar por alguna arista dos veces.

Gracias a la teoria de grafos se pueden resolver diversos problemas, como por ejemplo, la
sintesis de circuitos secuenciales, contadores o sistemas de apertura. Se utiliza para diferentes
areas entre las que se destacan dibujo computacional, modelar trayectos como el de una linea
de autobts a través de las calles de una ciudad, entre otros. Los grafos pueden ser usados para
explicar y aclarar construcciones bésicas en teoria de matrices, asi como férmulas, calculos,
ideas y resultados acerca de éstas.

En estos términos, la teoria combinatoria de matrices hace referencia al uso de
elementos de la teoria de grafos para obtener demostraciones combinatorias de resultados
acerca de matrices.

Percy A. MacMahon, matematico inglés, estudié funciones simétricas, particiones y re-
cubrimientos del plano. Fue un apasionado de la combinatoria. Su libro més importante es
Combinatory Analysis (1915-1916) (Anédlisis combinatorio).

En el libro Combinatory Analysis (1915-1916) MacMahon expuso uno de los resultados
mas importantes en la teorfa combinatoria algebraica conocido como Teorema Master
de MacMahon el cual indica que dadas las matrices X = diag(xy,...,x,) y A = [a;] el
coeficiente x}' ...z en el desarrollo de la serie de potencia del det(l,, — AX)™! es idéntico
al coeficiente de zi'...z* en el desarrollo del producto de H?:l(aﬂxl + o+ A,

MacMahon utiliza esto para demostrar inmediatamente varios resultados importantes en
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combinatoria algebraica, especialmente en la teoria de los desplazamientos, asi como otros
tipos de permutaciones.

En este trabajo realizaremos una demostracion del Teorema Master de MacMahon hacien-
do uso de la teoria combinatoria de matrices. Para esto iniciaremos el capitulo 1 presentado
las definiciones elementales de la teoria de grafos y digrafos, dos tipos distintos de digrafos y
algunos resultados importantes relacionados a esto. Daremos inicio al capitulo 2 con algunos
de los teoremas fundamentales de determinante de una matriz, introduciremos la definicién
del permanente, mostrando su analogia con el determinante. El capitulo 3 representa un
capitulo de suma importancia pues en este se realiza la demostracién del teorema de Cayley-
Hamilton y del Teorema Master de MacMahon, haciendo uso de la teoria antes desarrollada
en los anteriores capitulos. Para finalizar, el capitulo 4 introduce algunas aplicaciones con el

fin de ilustrar el Teorema Master de MacMahon.



CAPIiTULO 1

Grafos y Potencias de Matrices

Este capitulo tiene como fin adentrarnos en la teoria de grafos, iniciando con las defini-
ciones basicas y fundamentales de grafos y digrafos. En el mismo presentaremos dos tipos
diferentes de digrafos asociados a una matriz y algunos de los resultados sencillos e impor-

tantes de estos.

1. Grafos

Esta seccién nos da una introduccion a la teoria de grafos a través de definiciones basicas
y fundamentales, tales como grafos, bucle, subgrafo, subgrafo generador, grafo ponderado,

camino, trayectoria, ciclo, longitud, grado de un vértice, grafo completo y grafo bipartito.

DEFINICION 1.1. Un grafo es un par (V, A), donde V es un conjunto finito de elementos
llamados wvértices y A un conjunto formado por pares no ordenados de elementos de V/,

llamados aristas. El orden de un grafo viene dado por el cardinal del conjunto V.
EJEMPLO 1.2. Sea G = (V, A) un grafo, donde V = {z,y, 2, t,w} y

A= {,y}h Ay, 23w, 2} {w, o, o, 1), {y, 1), {w, ), {2, 43}

Entonces el grafo G viene dado por la siguiente figura.

T Yy

Ficura 1.1. Grafo G
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DEFINICION 1.3. Sea G = (V, A) un grafo, « € A es un bucle si o« = {x, x}.

T

F1GURA 1.2. Representacién de un bucle
DEFINICION 1.4. Un subgrafo de G = (V, A) es un grafo H = (W, F) donde W C V' y
F CA.

DEFINICION 1.5. Un subgrafo generador de un grafo G = (V, A), es un subgrafo de G de
la forma (V, E) donde E C A.

EJEMPLO 1.6. Sea G = (V, A) el grafo de la figura 1.1. Entonces H = (V, E) con E =
{Hz,t} {y,t}, {z,w},{w, z},{y, 2}}, es un subgrafo generador de G.

FicurA 1.3. Un subgrafo generador de la figura 1.1

DEFINICION 1.7. Un grafo ponderado es un grafo en el cual a cada arista se le asigna un

peso o ponderacion.

EjemMpPLO 1.8. Sea G = (V, A) un grafo, tal que V = {z,y,2} y A = {«, 5,7} donde
a={x,z}, B={z,y} yv={y,z}, G es un grafo ponderado.
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FiGUurA 1.4. Grafo ponderado

DEFINICION 1.9. Sea G = (V, A) un grafo. Un camino que une dos vértices u y v en G
es una sucesion vy de vértices u = g, x1, X2, . . ., Tx_1, T, = U, tal que, {z;, x;11} es una arista

para cadat=0,1,2,...,k— 1.

T2 T3

FIGURA 1.5. u,z1,v y u, xo, x3, v SON caminos que unen u y v.

DEFINICION 1.10. Sea G un grafo y v un camino en G. Si todos los vértices de v son

distintos, decimos que = es una trayectoria.

T v

T2 I3

FIGURA 1.6. u,x1,v es una trayectoria pero u, xs, s, v no lo es.
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DEFINICION 1.11. Sea G un grafo, v un camino en G que une vértices u y v. Si u = v
decimos que 7 es un camino cerrado y si todos los vértices entre v y u en el camino ~ son

distintos entonces v es un ciclo. Se asume que un bucle es un ciclo.

T v

T2 T3

FI1GURA 1.7. x1,v, 29,2, es un ciclo.
DEFINICION 1.12. Sea G un grafo, v un camino en G que une los vértices u y v. Llamamos
longitud de ~ al nimero de aristas de .

DEFINICION 1.13. Sea G un grafo. Llamamos grado de un vértice v de G al ntimero de

aristas que contienen a .

DEFINICION 1.14. El grafo completo de orden n, denotado K,,, es un grafo para el que

cada par de vértices distintos forman una arista.

K,y

Ficura 1.8. Grafo Completo de orden 4

DEFINICION 1.15. Un grafo G = (V, A) es bipartito siempre que V pueda ser particionado
en dos conjuntos U y W tal que cada arista une un vértice en U con un vértice en W. Un
grafo bipartito es usualmente dibujado con un conjunto de la biparticién a la izquierda y

otro a la derecha, de esta manera las aristas van de izquierda a derecha.
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Ficura 1.9. Grafo bipartito

2. Digrafos

A continuacién avanzaremos con la teoria de grafos, presentando la definicién de digrafo

y definiciones andlogas a las dadas en la seccién anterior.

DEFINICION 1.16. Un grafo dirigido (también llamado digrafo) D es un par (V, A), donde,
V' es un conjunto finito de elementos llamados vértices y A un conjunto formado por pares
ordenados de elementos de V', llamados aristas. Si a = (x,y) es una arista, entonces x es el

vértice inicial de vy y es el vértice final de a.
EjeEmMpPLO 1.17. Sea D = (V, A) un digrafo, donde V = {z,y,z,w} y

A=A{(z,9),(2,9), (zw), (z,w)}.

El digrafo D se puede visualizar a continuacién.

T Yy

FiGUuraA 1.10. Digrafo

OBSERVACION 1.18. De manera andloga al estudio de grafos, en la teorfa de digrafos se
pueden dar las siguientes definiciones: orden, bucle, digrafo ponderado, subdigrafo, subdigrafo

generador, camino, trayectoria, ciclo, entre otros.
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DEFINICION 1.19. En un digrafo D un vértice tiene dos grados. El grado de salida d*(v)
de un vértice v, el cual es el nimero de aristas de las cuales v es vértice inicial, y el grado

de entrada d~(v) de v el numero de aristas de las cuales v es vértice final.
EJjeEMpPLO 1.20. Consideremos el digrafo D = (V, A), donde V = {z,y, 2} v

A= {(Z, LL’), (Zv y>7 (yv I)}

Observando los grados de salida y los grados de entrada de cada uno de los vértices del
digrafo D, tenemos:
dt(z) =0y d (z)
d*(y) =1y d (y)
dt(z) =2y d (2)

2
L,
0

3. Digrafos de Konig

En esta seccién daremos la representacién de una matriz A = [a;;] y de algunas opera-
ciones béasicas de matrices a través de digrafos (digrafos de Konig). También veremos algunos

resultados importantes de estos digrafos.

DEFINICION 1.21. Sea A = [a;;] una matriz m x n. A esta matriz le podemos asociar un
digrafo G(A) de m + n vértices coloreados con dos colores (negro o blanco). Hay m vértices
negros, correspondientes uno a uno con las filas de A, denotados por los niimeros 1,2, ..., m.
Hay n vértices blancos correspondientes uno a uno con las columnas de A, denotados por
1,2,...,n. Dibujamos los vértices negros en una columna y los vértices blancos en otra

columna a la derecha, todas las aristas van de izquierda a derecha. Cada aristas sale de un
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vértice negro ¢ y entra a un vértice blanco j y corresponde a la entrada a;; de la matriz
A donde a;; es el peso de la arista (en caso de que la entrada de la matriz sea cero no se
coloca arista). El digrafo G(A) es llamado Digrafo de Kénig de una matriz A. Las aristas
del digrafo de Konig estan en correspondencia uno a uno con las posiciones de la matriz A,
con cada peso de las aristas por la entrada de A en la posicién correspondiente. El tipo de
un digrafo de Konig es m x n si la matriz es de orden m x n. Observemos que el digrafo de

Konig es un digrafo bipartito ponderado.

EJEMPLO 1.22. Sea
1 2 3

4 5 6

A=

el digrafo de Konig asociado a A se muestra a continuacion.

DEFINICION 1.23. Sean G y G, digrafos de Konig. Las operaciones bdsicas de matrices

también se pueden ver a través de operaciones con estos:

e Suma de digrafos: Asumimos que G; y G5 son del mismo tipo. Entonces la suma
G1+ G5 es un digrafo de Konig del mismo tipo que G; y Go, donde el peso de la arista
de vértice negro i al vértice blanco j es la suma de los pesos de las correspondientes
aristas de G; a Gs.

e Composiciion de digrafos: Sea G de tipo m x n y Gy de tipo n X p. Entonces el
numero de vértices blancos de GG es igual al ntiimero de vértices negros de Gs. La
composiciéon Gy *x G5 es el digrafo de vértices m X p obtenida por identificar cada

vértice blanco de GGy con el consecuente etiquetado vértice negro de Gy. El digrafo
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G1 * G tiene vértices de tres colores: negro (los vértices negros de GG1), blancos (los
vértices blancos de Gq) y grises (los vértices obtenidos por identificar los vértices
blancos de 7 con los vértices negros de G3). Gy * G tiene vértices de tres colores
por lo que no es un digrafo de Konig.

Producto de digrafos: Sea G de tipo m x n y Gy de tipo n X p y considere la
composicién de digrafo G * G5. El digrafo G - G5 es el digrafo de Konig m x p
cuyos vértices negros y blancos son los vértices negros y blancos respectivamente de
G1 * Go. Los pesos de las aristas del i-ésimo vértice negro al j-ésimo vértice blanco
de GGy - G5 es igual a la suma de los productos entre los pesos asignados a todas las
trayectorias de longitud 2 entre el i-ésimo vértice negro y el j-ésimo vértice blanco
de G; * Gs.

Multiplicacion de un escalar por un digrafo: Sea A un escalar. Entonces AG; (o en
algunos casos \ - G1) es el digrafo obtenido de G; multiplicando cada peso de cada

arista por A.

EJEMPLO 1.24. Consideremos las matrices

aijx Qi a3 bii bz bis
A= ,B=

A1 Q22 (23 ba1  baa  bos

La suma del digrafo de Konig se muestra a continuacion.

Ficgura 1.11. Suma de Digrafos de Konig

De manera analoga si consideramos

1 3 4 10 4 1
A= y B =
2 5 3 3 31

Se muestra en la Figura 1.12.
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FiGurA 1.12. Suma de Digrafos de Konig

EJEMPLO 1.25. Sea

bll 612 b13

aij; Q12 a3
>B: ba1 by bos

A=
a1 Q22 (A23
bs1 bsz  bss

La composicion y el producto se muestran a continuacién.
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a1 bus
b
a13 b3
A B

AxB

FiGuraA 1.13. Composicion y producto de digrafos de Konig

TEOREMA 1.26. Sea A = [a;;| una matriz de orden m x n y sea B = [b;;| una matriz de

orden n x p. Entonces G(A- B) = G(A) - G(B).

DEMOSTRACION. En la composicién G(A) * G(B) hay una trayectoria de peso a;,by; del

1-ésimo vértice negro al j-ésimo vértice blanco que pasa a través del k-ésimo vértice gris para
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cada k =1,2,...,n. Por lo tanto la suma de los pesos de todas las trayectorias de longitud

2 del 7-ésimo vértice negro al j-ésimo vértice blanco es g a;;bjr y esto es igual, conforme

j=1
con la definicién del producto de matrices, a la entrada (i, j) de AB. O
EJEMPLO 1.27. Consideremos las matrices
a1 a12 b b b
11 bz 013
A= ao1  A22 y B=
bo1  baz  Do3
az1  asz

y C=A- B (es decir, ¢;; = Z a;rby;). A continuacion hallemos los digrafos G(A) - G(B) y

r=1

G(A-B).

C1

Ficura 1.14. G(A) - G(B)
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G(A-B)

Ficura 1.15. G(A- B)

A través de los digrafos claramente se puede observar que G(A) - G(B) = G(A - B)

TEOREMA 1.28. Las siguientes propiedades se verifican:

(1) La composicion del digrafo de Kéonig es una operacion asociativa:
G1 * (Gy % G3) = (G1 % Gy) x G3.

(2) El producto del digrafo de Koénig es una operacion asociativa:
G1 - (Ge-G3) = (G1-Gs) - Gs.

Equivalentemente, para matrices tenemos:
Aq(AA3) = (A1 Ay) As.

(3) La multiplicacion de grafos es distributiva respecto a la suma:
G- (Ga+G3)=G1-Go+ G -Gs y
(G1+Gy)-G3 =Gy -G+ Gy - Gs.

Equivalentemente, para matrices tenemos:
Ay(Ag+ A3) = A1 A + A1 Az y
(A; + Ag) Ay = A1 As + ArAs.

DEMOSTRACION. (1) Sean Gy de tipo m x n, Gy de tipo n X p 'y G3 de tipo p X k.
La composicién G5 * G es el digrafo de vértices n x k obtenido por identificar cada
vértice blanco de G5 con el consecuente etiquetado vértice negro de G3. Luego la
composiciéon de G *(GoxG3) da como resultado el digrafo de vértices m x k obtenido
por identificar cada vértice blanco de Gy con el consecuente etiquetado vértice negro

de (G2#G3). Esto es el digrafo de vértices m xn obtenido por identificar cada vértice
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blanco de (G con su consecuente etiquetado vértice negro de GGy, a su vez identificado
con su consecuente negro de Gs, es decir (G * Ga) * Gf.
(2) Sean Ay, Ay, Aj tres matrices y Gy, Gy, G3 los digrafos correspondientes respecti-

vamente, es decir, G; = G(A;) para cada i = 1,2, 3. Entonces

G1- (G- G3) = G(A1) - (G(Az) - G(A3)) Aplicando el Teorema 1.30

Ay) - G(As - As) Aplicando nuevamente el Teorema 1.30

G
G
G((A; - As) - (A3)) Aplicando el Teorema 1.30
G

(
(
(A1 - (A2 - A3))
(
(A

Ay) - G(A3z) Aplicando el Teorema 1.30
= (G(A1) - G(42)) - G(As).

(3) Sean Ay, As, Az tres matrices y G, Go, G5 los digrafos correspondientes respecti-

vamente, es decir, G; = G(A;) para cada i = 1,2, 3. Entonces
G- (Go + G3) = G(Ay) - (G(A2) + G(A3))
(A1) - (G(As + Aj3)) Aplicando el Teorema 1.30

Ay - (Ay+ Ajp))

Ay - Ag) + G(A; - A3) Aplicando nuevamente el Teorema 1.30

Ay) - G(A2) + G(A1) - G(A3)

EJEMPLO 1.29. Sean

@11 Aaiz2 i3 bii bz big C11 C12 Ci13
A= Q21 Q22 A23 , B= ba1 by bos yC = Co1 C22 C23
a31 dazz2 ass bsi  bsa  bss C31 C32 C33

y Ga, Gg, G¢, los digrafos correspondientes respectivamente. Hallemos (G4 x Gg) x Go 'y

GA* (GB *Gc)
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GA * (GB * Gc)

Gax (Gp*xGg)

GB % GC)

xGo=Gax(

)

FIGURA 1.16. (G4 xGp
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Hallemos a continuacién los digrafos G4 - (G- Ge) y (Ga-Gp) - Go. De la composicién

de digrafos anterior, se obtienen facilmente los productos.

a1 = a11b11 4 ar2byy + aizbs;
>

Q33

3
Ga - Gp, donde oy = Zawbrj.
r=1

Luego realizamos el producto del digrafo resultante anteriormente con G¢.

1+ Qi3c3y

Y1 = al]ﬁll + aq

Y33 5
(GA . GB) . Gc, donde Yij = Zaikckj.
k=1

Ahora realizamos el producto de digrafos Gg - G¢.

Haciendo G4 - (G - G¢).
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p11 = a11511 + a12821 + @133

>
P13
12
p32 p2
== \/
P33
3
Ga - (Gp-G¢) donde p;; = Zaikﬁkj.

k=1

Notemos que v;; = p;;. Lo que implica que (G4 -Gp)-Ge =G4 - (G- Ge).
A continuacién veamos como son los digrafos Gy - (G2 + G3) y G(A1) - (G(Az) + G(A3)).

dy1 = b1 + c1n
=

GB + Gc, con dz’j = bij + Cij

a1y = ajdyy + aiadar + ai13ds;

Ga-(Gp+ Ge), donde oy = Zawdrj

r=1
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Por otra parte, aplicando la definicién de suma de digrafo. Claramente podemos ver que

o1 = aq1diy + ajedyy + ajzds;

Gy - (GB + Gc) = GG + GaGe.
OBSERVACION 1.30. El digrafo de Konig seréa de especial interes en el capitulo siguiente.

4. Digrafos y Potencia de matrices

A continuacion estudiaremos potencias de matrices cuadradas haciendo uso de un digrafo

distinto al digrafo de Konig.

DEFINICION 1.31. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. Asociamos a A un digrafo D(A)
con n vértices. Los vértices de D(A) son denotados por 1,2,...,n (a diferencia del digrafo
de Konig los vértices corresponden simultdneamente a las n filas y n columnas de la matriz
A). Hay una arista de vértice i a vértice j de peso a;; para cada i,j =1,2,...,n. Asi D(A)

tiene un bucle en cada vértice i de peso a;;. Como en el digrafo de Konig, una arista de peso
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cero, corresponde a la entrada cero de A y se puede remover de D(A) sin ningtn efecto en

los calculos.

EJEMPLO 1.32. Sea
a1 G122 a13 Q14
Q21 G2 Q23 Q14
az1 Az G33 0a34
a41 Q42 (A43 Q44

el digrafo de la matriz A viene dado en la Figura 1.17

1
121
a 112
Q42
O, Ly
\32:1
a3 23
43 a33

a32

Ficura 1.17. Digrafo D(A)

OBSERVACION 1.33. Para los digrafos que presentaremos a continuacién omitiremos el
numero asignado a cada vértice, ya que este se puede visualizar en los pesos de las aristas
que entran y salen del vértice. El siguiente es un resultado importante y béasico desde el

punto de vista combinatorio.

TEOREMA 1.34. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. Para cada entero positivo k, la
entrada agf) de A* en la i-ésima fila y la j-ésima columna es igual a la suma de los pesos de

todos los caminos en D(A) de longitud k del vértice i al vértice j.
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DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre k. Si k = 1, el teorema es una con-
secuencia directa de la definicién de digrafo D(A). Esto es porque para cada ¢ y j, hay
exactamente un camino de longitud 1 de 7 a j y este tiene peso a;;. Asumamos que el teore-
ma se mantiene para todo entero k. Por la definicién de potencia de matrices, AT = A. AF,

y por la multiplicacién de matrices obtenemos:

D) ®

n
— (k) (k) _ k
ij = 1017 + A0y + o F Qiply, ) = Qir Q.-
r=1

Por la hipdtesis inductiva asumimos, que para cada r = 1,2,...,n, afj es la suma de los
pesos de todos los caminos de longitud & en D(A) de vértice r a vértice j. Consideremos un
camino 7 de longitud k + 1 del vértice ¢ al vértice 5. El camino ~ consiste de una arista de ¢
a r para algin r entre 1 y n, seguido por un camino v de longitud & de r a j. El peso de ~
es igual a a;, veces el peso de 7. Notemos que un camino v de longitud k& de r a j precedido

por la arista de ¢ a r da un camino 7' de longitud k + 1 de 7 a j cuyas aristas satisfacen la
(k)

misma regla. Se sigue que a;,a,; es igual al peso de todos los caminos de longitud k de i a

n
4 . . . . (k)
J cuya primera arista es una arista de ¢ a r. Por lo tanto aira,; es la suma de los pesos
r=1

de todos los caminos de longitud k£ + 1 de ¢ a j, completando la inducciéon y probando el

teorema. ]

EJEMPLO 1.35. Consideremos el siguiente digrafo.
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FIiGUura 1.18

Observemos que el digrafo representado anteriormente tiene 4 vértices y que para cada
par de vértices distintos hay a lo sumo una arista que entra y una arista que sale, lo que
implica que este puede ser asociado a una matriz de orden 4. Hagamos corresponder los
vértices a, b, ¢, d con los indices 1,2, 3, 4 respectivamente.

Entonces el peso de cada arista que va del vértice ¢ al vértice j (1 < 4,5 < 4) en el
digrafo lo podemos asociar a la entrada a;; de una matriz (por ejemplo la entrada a;; =0y
la entrada aszs = 1 porque no hay arista dirigida de b a ¢). Sea A la matriz asociada de esta

manera al digrafo de la figura 1.18, entonces

0100

1000
A:

1 111

0010

Ya que todas las entradas de la matriz A son 0's y 1’s, si queremos determinar cuantos
caminos de longitud 2 hay del vértice ¢ al vértice b, lo que tenemos que ver (segin el teorema

1.34) es la entrada a:(fz) de la matriz A%. Tenemos

A? =

— N =
=N O O
=N O O
= =)
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Notemos que la entrada ai(é) = 2, esto implica que del vértice ¢ al vértice b hay dos caminos

de longitud 2, de igual forma la entrada a%) = 0 implica que no hay caminos de longitud 2

que vayan del vértice b a si mismo y la entrada ag) = 1 implica que hay un solo camino de

longitud 2 del vértice d al vértice c.

OBSERVACION 1.36. A través del Teorema 1.34 podemos ver que las entradas de una
matriz A = [aij]k de orden n, con k un entero positivo, representan los caminos de longitud
k del vértice i al vértice j en el digrafo D(A), de igual forma, el teorema establece que en
un digrafo D(A) los caminos de longitud k entre un vértice i y un vértice j representa la

entrada afj de la matriz A*

DEFINICION 1.37. Una matriz cuadrada es nilpotente siempre que exista un entero pos-
itivo k tal que A* = [0];;, donde [O];; es la matriz nula. Note que esto se desprende de la
definicién de induccién de potencia de matrices, si A¥ = O, entonces A" = O para todo

r> k.

EJEMPLO 1.38. Sea

5 =3 2
A=115 -9 6
10 —6 4
Consideremos k = 2 y hallemos A*.
:.j 5
10
9 15 Y -3
—6
4 C [ ———\
\_/ ,
6

Hallamos las entradas de la matriz A2.
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AN

al) =25-454+20=0

Entrada aﬁ) .

Entrada a%) .

)
-3
2
-3
—6
-9
—15 27

al) = —154+27-12=0

24
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2
Entrada a§3) .

5
-3
2 2
4
10 8 6

—18

al) =10 +8-18=0

e

—135

Entrada ag) .

60
)

al) = 135475460 = 0



Entrada a%) .

®.

81

2
agz) =

Entrada a§2) .

4. DIGRAFOS Y POTENCIA DE MATRICES

A

-3
—45

66

—36

81 —-45—-36=0

40\‘/.
\_/b " 6 5 15
) -9
—54
30

2
a§3) =

—54+424+30=0

26
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5
1
1 15
4 —6
-90
20

Entrada aézl) .

40

al) =40 450 — 90 = 0

Entrada agy.®

S

—2 -3

—30
aly) = 2445430 =0

27
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Entrada aé? .

4C — 10

16
6
-36
20
al) =16 —36+20=0
Entonces la matriz
0 00
A=1000
0 00

TEOREMA 1.39. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces A es nilpotente si
el digrafo correspondiente D(A) no tiene ningin ciclo; en este caso A™ = 0. Una matriz
cuadrada no negativa A (sin entradas negativas), es una matriz nilpotente si y solo si el

correspondiente digrafo D(A) no tiene ningun ciclo.

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema 1.34, vemos que A es una matriz nilpotente si
y solo si existe un entero positivo k tal que el digrafo D(A) no contiene caminos de pesos
distintos de 0, de longitud r, para todo r > k. Si D(A) no tiene ciclos, entonces no puede
haber un camino de longitud n o mayor, ya que tal camino puede repetir un vértice y asi crear
un ciclo. Por lo tanto A es nilpotente y A™ = 0 si D(A) no tiene ciclos. Ahora supongamos
que A es una matriz no negativa y que A es nilpotente. Si D(A) contiene ciclos, entonces
D(A) tiene caminos de longitud arbitraria de pesos positivos, contradiciendo la suposicién

de que A es nilpotente. O

OBSERVACION 1.40. Siuna matriz A de orden n es nilpotente, A" = 0 para todor > n+1.
Esto es porque en el digrafo D(A) de n vértices, si hay un camino cerrado, entonces hay un

ciclo de longitud a lo sumo n.
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5. Permutaciones con restriccion

Sea X = {x1,%s,...,z,} un conjunto de n elementos. Una k-permutacidn con repeticion
de X es un arreglo ordenado de k elementos de X que permite elementos repetidos, es decir,
una k-tupla ;,, z,,...,2;,, donde 1 <i; <nparaj=12,...,n.

Cuando formamos permutaciones, podemos imponer ciertas restricciones. Consideraremos
las restricciones de un tipo muy especial. Asumimos que para cada i = 1,2, ..., n, el conjunto

X es particionado en dos conjuntos, X} y X?2. Asf
X =X} JX?, donde X! (X7 =0, (i=12,....n).

Ahora requerimos que el elemento x;, donde este ocurra en la permutacién, sea seguido, si
este no es el iltimo elemento en la permutacién, por un solo elemento de X} (i = 1,2,...,n).
Asf un par z;,z; de elementos adyacentes en una permutacién es un par permitido siempre
que z; € X}. Definimos una matriz A = [a;;] de orden n, donde a;; = 1 si z;,z; es un par

permitido y a;; = 0 en otro caso.

EJEMPLO 1.41. Sea X = {x1, 29, x3}.
X = Xl UXQ, donde Xl ﬂXg = @, Xl = {1'1,1’2} y X2 = {1'3}

Luego sea A la matriz de orden 3 obtenida por los pares permitidos z;z; de X, entonces

1 10
A=|110
0 01

Determinamos el ntimero p,, ;(A) de k-permutaciones con repeticién de X si una matriz
A de pares permitidos es dada. Ya que A es una matriz de 0's y 1’s, todas las aristas, y por
lo tanto todos los caminos, del digrafo D(A) tienen peso 1. Asi la suma de los pesos de los
caminos de longitud k de vértice i a vértice j en D(A) es igual al nimero de tales caminos.

Por teorema 1.34, el numero de caminos de una longitud k£ de vértice 7 a vértice j es igual
(k)

al elemento a;;” en la i-ésima fila y la j-ésima columna en la matriz AF,
Denotamos la suma de todos los elementos de una matriz ¥ por Z(Y) Asi tenemos la

formula

Pus(4) = S(4Y), (k> 1),
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EJEMPLO 1.42. Consideremos

1 10
A=1110
0 01

entonces el nimero de dos permutaciones-con-repeticién de X es el siguiente

paa(A) =Y (A"
=5.

30



CAPIiTULO 2

Determinante y Permanente

En el presente capitulo definiremos el digrafo de Coates de una matriz, el cual sera usado
para dar una definicion del determinante de matriz cuadrada. Basandonos en la definicion
dada derivaremos las propiedades basicas del determinante. También derivaremos la formula
para el determinante que se utiliza en su definicion clésica, estableceremos la equivalencia en-
tre las dos definiciones, definiremos el permanente de una matriz y mostraremos un resultado

importante asociado.

1. Propiedades del Determinante

En la presente seccién trabajaremos con una definicién del determinante no clasica, ha-
ciendo uso de la teoria de digrafos. Para esto introduciremos la definicién de subdigrafo
lineal y digrafo de Coates y presentaremos los resultados mas importantes relacionados al

determinante haciendo el uso de la teoria de grafos.

DEFINICION 2.1. Sea D = (V, E) un digrafo. Un subdigrafo lineal L de D es un subdigrafo
generador de D en el cual cada vértice tiene un grado de entrada igual a 1 y un grado de
salida igual a 1. (Es decir exactamente una arista entra a cada vértice y exactamente una
(posiblemente la misma) sale de cada vértice). Asi un subdigrafo lineal consiste en una

coleccion expandida de pares ordenados de vértices de ciclos disjuntos.

EJEMPLO 2.2. Sea A = [a;;] una matriz de orden 3, y D(A) el digrafo asociado a A.

31
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Los subdigrafos lineales de D(A) son los siguientes:
Sk

Ly

22

32
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Ls
a
Q12
@23

9 b

Ly

a
a23
a
13
Ls

®.
22
Lo a12
§d

DEFINICION 2.3. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. A esta le podemos asociar el sigui-

ente digrafo ponderado D*(A) el cual no es mas que D(AT) asociado a la matriz traspuesta
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AT de A. Asi D*(A) tiene n vértices 1,2, ...,n y para cada i, j existe una arista de vértice j
a vértice i de peso a;;. Los elementos de la diagonal principal de A corresponden en D*(A)
a los bucles en D*(A) y son los mismos que D(A). El digrafo D*(A) es llamado digrafo de

Coates de la matriz A.

EJEMPLO 2.4. Sea A = [a;;] una matriz de orden 3. El digrafo de Coates de A es el

siguiente

(-5 ai
13
a

AN

[ <tz \
\_/

a23

22

Ficura 2.1. Digrafo de Coates D*(A)

DEFINICION 2.5. Sea L un subdigrafo lineal del digrafo D*(A). El producto de los pesos
de las aristas de L se denota por w(L). El nimero de ciclos contenido en L es denotado por

¢(L). Por £(A) conocemos el conjunto de todos los subdigrafos lineales del digrafo de Coates

D*(A).

DEFINICION 2.6. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. El determinante de A (det A)
viene dado por
(2.1) det A= (=1)" Y (=) Pw(L).
Le£(A)
Donde la suma se extiende sobre todos los subdigrafos lineales L del digrafo D*(A). Ya que
(—1)r*ell) = (—1)"=e) otra forma de escribir (2.1) es

(2.2) det(A) = > (1) Pw(L).

Le£(A)
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La férmula dada en (2.1) es conocida como la férmula de Coates

EjEmpLO 2.7. Consideremos
ail G2 aig
A= a1 Q22 Q23
aszy Gz2 Aasg
Hallemos el determinante de la matriz A.
Los subdigrafos lineales del digrafo de Coates de A, junto con el producto de sus pesos y

el nimero de ciclos son los siguientes

(-)Dan

w(Ll) = a11a22a33 Y C(Ll) =3
Ly

e
-
22
w(L2) = (21013G32 Y C(Lz) =1
a13 a1

a
Lo

L
“ a2
w(L3) = argaszaz y c(Lz) =1

23
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O™

Ly
w(Ly) = aryag3asy y c(Ly) = 2
/ﬁﬁk
23
a
a
o w(L5) = 13022031 Y C(Ls) =2
Ly (Q
Q22
Lg
a921 a2

a;{) w(Lg) = arjpasiass y ¢(Lg) = 2

Luego, aplicando la definicién 2.33:
det A = aj1a90a33 + a21a13a32 + A12023031 — 11023032 — Q13022031 — Q12021033

EJEMPLO 2.8. Calculemos el determinante de una matriz cuyos tinicos elementos distintos

de 0 se encuentran en la diagonal. Sea

0 0 - a,
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Es claro que D*(A) tiene un solo subdigrafo lineal y es él mismo.

a1 [¢5) Ap—1 Qp,
Por lo tanto obtenemos:
det A= (=1)"(=1)"araz---ay,

= a10a9 * " Ap.

Ahora, calculemos el determinante de la matriz cuyos tinicos elementos distintos de cero son

Ain, A2 p—1, - - -, Gp1. S€Q

0 0 0 Q1n
A 0 0 Aon—1 0
an1 0O 0 0

D*(A) tiene un solo subdigrafo lineal, el cual es el mismo digrafo D*(A).

A1n

Qn1

n+1

=] ciclos (cuando n es impar uno es un bucle y los otros

Este subdigrafo lineal tiene |

son ciclos de longitud dos). Asi obtenemos

det A = (—1)n_LnT+1JCL1nCL2n_1 cccQpt-
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TEOREMA 2.9. det(AT) = det(A)

DEMOSTRACION. El digrafo D*(AT) es obtenido del digrafo D*(A) por el cambio de
orientaciéon de todas las aristas pero no cambian sus pesos. Por lo tanto, hay una correspon-
dencia uno a uno entre los subdigrafos lineales £(A) y £(AT). Bajo esta correspondencia
los pesos y los ntmeros de ciclos se preservan. Por lo tanto se sigue de la definicién de

determinante dada anteriormente que det A = det AT O

EJEMPLO 2.10. Sea A = [a;;] una matriz de orden 3. Su traspuesta, AT = [a;;], viene

dada por el siguiente digrafo

cH
13
a

o) é@

a22
23

Notemos entonces que su digrafo de Coates viene dado por

C} 11
13
a

8 \./;u

22
23

Luego hallando los subdigrafos lineales tenemos
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a
(—5 11
Ly
a6 &
22
Ls
1 a12
\/
23
ag1
13
Ls
&
Q22
De donde:

w(L1) = a110220G33, C

g

Ly) = agai3as2, ¢

S

Ly) = anagsass, ¢

S

Ls) = azia13a92, ¢

(L)
(L3) = aiaa3aszy, c
(Ls)
w(Ls)

—~ N N~~~
w
~—_— — ~— ~— ~— —

w(LG) = 12021022, C

Lo que implica que

T
det(A ) = (11022033 + Q21031032 + Q12023031 — (11023032 — G31A13022 — A12021022.

a
a13 21
L,
a
™
Ly

as\ A12

Observemos que este es el determinante de la matriz A. Es decir, det AT = det A.

39

TEOREMA 2.11. Si cada elemento de la misma fila de una matriz es multiplicada por c,

entonces el determinante es también multiplicado por c.
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DEMOSTRACION. Sea A una matriz de orden n, B la matriz obtenida multiplicando la
fila ¢ de A por c. Entonces D*(A) y D*(B) difieren solo en que el peso de cada arista que
entra en ¢ es multiplicada por ¢ en B. Cada subdigrafo lineal contiene exactamente una
arista entrando al vértice 7. Por lo tanto el peso en cada uno de los subdigrafos lineales en
£(B) es c el peso del subdigrafo lineal correspondiente en £(A). Usando la definicién de

determinante vemos que det B = cdet A O

EJEMPLO 2.12. Consideremos la matriz

bii bz bis cbi bz cbys
B = bai  baa  bos y D= bar by bos )
bs1 bsa bss bsi b3y b33

D es la matriz obtenida al multiplicar por un escalar ¢ la primera fila de B. Tenemos que el

digrafo de B es el siguiente:

6 cbin
by
b

b
b

~~

bgg b22

Del ejemplo 2.7 obtuvimos que:
det A = ar1aa33 + a21013a32 + A12a23a31 — A11023032 — (13022031 — Q12021033
Luego sustituyendo los valores de la matriz B.
det D = cby1b22b33 + ba1¢b13bag + chi2basbsy — cbi1bagbza — cbizbazbsr — cbi2baibss

=cC (bllb22b33 + b21b13b32 + bl2b23b31 - b11b23b32 - bl3b22b31 - b12b2lb33)

= cdet B.
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TEOREMA 2.13. Si dos filas en una matriz A son intercambiadas, el determinante es

multiplicado por —1.

DEMOSTRACION. Sea A una matriz de orden n, B la matriz obtenida de A intercam-

biando las filas i y j. Entonces D*(B) es obtenida de D*(A) por intercambiar el peso de la

arista que va del vértice ¢ al vértice k con el peso de la arista que va del vértice ¢ al vértice

k. Esto establece una correspondencia uno a uno entre los subdigrafos lineales L en £(A) y

los subdigrafos lineales L' en £(B) en la que el nimero de ciclos es incrementado por 1 si el

vértice ¢ v j pertenecen al mismo ciclo en L, y decrece por 1 si ellos pertenecen a un ciclo

diferente. Asi (—1)°) = —1(—1)°®),

EJEMPLO 2.14. Sea
b21 b22 b23

C= bii bz bis

b31 b32 b33

la matriz generada al intercambiar las filas 1 y 2 de la matriz B.

(-5 ba1

O T8

by bi2

U

Calculemos el determinante de la matriz C. Notemos que el digrafo de Coates de C' viene

dado por
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Luego hallando los subdigrafos lineales tenemos

g b21

L
b;é) b

bl2
L
Cob by
b3a
b
b23
Ls

b22
Ly
=3
Ly
<
b32
L
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De donde:
w(L1) = ba1b12bss, ¢

w(Lg) = baabasbis,

(L2)

w(L3) = bi1bzibsy, C

w(Ly) = by1bizbsa, ¢
(Ls)

w(Ls) = bz1bagbra, c

e N e T
S5

— — — ~— ~— ~—
I

w(LG) = bssbagbyy, c

Lo que implica que
det(C') = bo1b12bsz + baobasbiz + bi1b31b32 — bo1bi3bsy — b1bozbiz — bszbasbiy
= —(b21b13bsy + b31b23b12 + b33bogbii — ba1biobss — baobasbis — b11b31032)

= —det B.

TEOREMA 2.15. Sea A una matriz de orden n. Si los elementos de una fila de una matriz

A son iguales a los elementos correspondientes de una fila diferente, entonces det A = 0.

DEMOSTRACION. Sea A una matriz de orden n, cuyos elemento de una fila son iguales
a los elementos correspondientes de una fila diferente. Si intercambiamos dos filas entonces
por el teorema 2.13 el determinante obtenido es multiplicado por —1. Por otra parte, inter-
cambiando estas dos fila no cambia la matriz y asi el determinante permanece igual. Por lo

tanto det A = —det A, lo que implica que det A =0 U

EJEMPLO 2.16. Sea
aipx G2 413
A= a1 Gz2 Q23 |
ai; Qi2 @13
tal que los elementos de la fila 1 de A son iguales a los elementos de la fila 3. Calculemos el

determinante de la matriz A. Notemos que el digrafo de A es el siguiente
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ai

ay
a12

U ’o

Por lo que el digrafo do Coates de A sera

ay

Luego hallando los subdigrafos lineales tenemos

44
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=

Ly
“E”) &
22
Ls
a 21
12
a
ay
Ls
Q22
De donde:

w(Ll) = ay1a22a13, c(Lq

Ly) = ajpaqiass, (Lo

w(Ly)
w(L3) = aizasiaz, ¢
w(Ly) = araszars, ¢
w(Ls) = arjaizag, c(Ls

(
(
(
(
(
(

w(Lﬁ) = a13021012, c(Lg

Lo que implica que

a12
L,
9 ai
Ly
o
a2
Lg

21

det(A) = —aj1a22a13 — a12a11G93 — A13G21G12 + G11023012 + Q11013092 + A13G1202]
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Por lo tanto det(A) = 0.

COROLARIO 2.17. S los elementos de una fila de una matriz A son proporcionales a los

elementos de una fila diferente, entonces det A = 0.

DEMOSTRACION. Este corolario es un resultado inmediato consecuencia de los teoremas

2.11 y 2.15. O

EJEMPLO 2.18. Sean

az1 aszz G33 Aazi Aasy  Aass
B = G21 Q22 Q23 y A= Q91 Qg2 Q23
az1 daszz G33 a31 32 ass

donde X es un escalar.

Por el Teorema 2.11 tenemos

det A = M\det B.

Luego por Teorema 2.15 tenemos que det B = 0, lo que implica que det A = 0.

TEOREMA 2.19. El determinante de una matriz no cambia si los elementos de alguna

fila son multiplicados por un escalar y sumados a una fila diferente.

DEMOSTRACION. Ilustraremos esta demostracion para matrices de orden 3 (el proce-

dimiento es similar para matrices de cualquier orden). Sea

ain G2 a13
A= Q21 Q22 (23
azy asz2 0asg
una matriz de orden tres. Consideremos A’ la matriz formada al multiplicar los elementos de

alguna fila de A por un escalar A y sumarlos a una fila diferente. Calculemos el determinante

de A’

a1 + )\&31 192 + )\&32 ai13 + )\&33

[
A= 21 22 a23
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Cl11 + Aasz;

a3 + Aaﬂuam + Aaso

=0

El digrafo de Coates para esta matriz es el siguiente

a11 + )\&31
a3 + )\agﬂuam + Aass
CL33 CL23

Por lo que tiene los siguientes subdigrafos lineales

ayy + Aas;
a1 + )\@31 O
O
Ly
Lo
a
Q - —_——i

a33o

23
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aiz + Aass Ls a1o + Aaszs
p)

Q 22 O
33

Lg ay + Aasy
a3 + Aags Ls as1
21
~

23

Entonces:
w(Ly) = (a1 + Aas1)agass, ¢

w(Ly) = as (ai3 + Aasz)ass, ¢

S

S

Ly) = (a1 + Aasy)agzass, ¢

w(Ls) = asi (a1 + Aagz)age, ¢

(L1)
(L) (L2)
(L3) = (a12 + Aasz)agzas:, ¢(Ls) =
(Ls) (L4)
(Ls) (Ls)

(L)

w(Lg) = (a2 + Aasz)ag ag, ¢
Lo que implica que

det(A/) :(CLH + )\agl)a22a33 + a9 (a13 + >\CL33)CL32+

(@12 + Aagz)assasr — (ar1 + Aasi)asgzazs—

az1(a13 + Aasg)azy — (a1z + Aasz)agiags.
Desarrollando el producto tenemos

/
det(A") =a11a22a33 + 21013032 + A12023031 — A11023032 — A31A13 + A2z — Q12021022+
Aa31a22a33 + Aa33032021 + Al32023031 — AA31023032 — AA33A22031 — AA32021 022
=a11Q22033 + (21013032 + A12G23G31 — Q11023032 — A31413 + A22 — G12G21 022

=det(A).

Asi el det(A’) = det(A). O
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TEOREMA 2.20. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. Asumimos que alguna fila de A es

una combinacion lineal de sus otras filas. Entonces det A = 0.

DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracion de este teorema para matrices de orden
3, para matrices de orden distinto la demostracién es similar.

Consideremos

Aagy + Bagi  Aage + Bazs  Aags + Bass
A= 21 @29 23

a3y a3z a33

Por el Teorema 2.19

)\agl + 6&31 )\&22 + 6&32 )\&23 + /6&33 0 0 0
det ao1 Q22 ao3 =det | ag as ass
a3 a3z a33 a31 dazz2 G33
Entonces det A = 0. O

TEOREMA 2.21. Sea
A 0
B A,

A=

donde Ay y As son submatrices cuadradas de A. Entonces: det A = det Ay det Ay. En par-

ticular el determinante de A no depende de B.

DEMOSTRACION. Sean A, A;, A, matrices de orden n, n;, ny respectivamente, donde n =
ny + ny. El digrafo D = D*(A) esta formado por los digrafos D; = D*(A;) y Dy = D*(As)
por inclusion algunas aristas que van de los vértices de Dy a los vértices de D,. Estas aristas
corresponden a las entradas no nulas de B. Ya que las aristas no van de Dy a Dy, no hay
ciclos de D que contengan las aristas correspondientes a las entradas distintas de cero de B.
Por lo tanto, cada subdigrafo lineal L de D consiste en la unién de un subdigrafo lineal L,
de D; con un subdigrafo lineal de Ly de D,. Mas atin toda unién da un subdigrafo lineal de

D. Asi tenemos

(L) =c(Ly) + (L) y w(L) =w(Ly) +w(Lg)
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det A =(-1)" > (-1)Mw(L)

Le£(A)

S(p 3 (U (L (L)

Li€£(A1) Loe£(A2)

=(=0™ Y (D)L (=) Y (1) w(Ly)

L1€£(A1) L2€£(A2)
= det(Al) det(Ag)
O
EJEMPLO 2.22. Sea
A 0
A= ,
B B
donde
a a
A = ! . 7Blz<b11)yB:<C d)
Q21  A22
Entonces
ayn a0
A=\ ay axn O

C d bll

Lo que implica que
det A =ayja22b11 + a120c + a216110 — cazs0 — a116110 — ay2a21b1
=a11022b11 — a12a21b11
= (a11a22 - a12a21) b1

=det Al det Bl

TEOREMA 2.23. Si A y B son matrices de igual orden n, entonces

det AB = det Adet B.

DEMOSTRACION. Del teorema 2.21 obtenemos

A 0
(2.3) det = det Adet B.

-1, B
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Multiplicamos la columna 1 de la matrix de orden 2n en (2.3) por by1, la columna 2 por
b1, ..., v la columna n por b,;, y anadimos cada una de estas columnas a la columna n + 1.
Mas atn, multiplicamos la columna 1 por by, la columna 2 por by, ..., vy la columna n por
bn2, v anadimos cada una de estas columnas a la columna n+2. Continuando de forma similar

y usando el hecho de que por el teorema 2.19 el determinante es intercambiado, obtenemos

A 0 A AB
(2.4) det = det

-1, B -1, B

Ahora por los n intercambios de los pares ordenados de columnas (1yn+1,2yn+2, ...,

n 'y 2n) obtenemos por los teoremas 2.13 y 2.21 que

A AB AB A
det = (—1)"det
—I, 0 0 -1,

= (—1)" det(AB) det(~1I,,)
— (=1)" det AB(~1)"

= det AB.

EJEMPLO 2.24. Sean

ail aiz bi1 bio

ag1 A2 ba1  ba
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2
y C = A- B, entonces ¢;; = Z Airbr; ¥y
r=1

det C' =cq1¢92 — c12c1
=(a11b11 + a12b21)(a21b12 + a22b22) — (a11b12 + a12b22) (a21b11 + a22b21)
=a11a21011012 + 11022011022 + a12a21b12b21 + A12a22021 D22+

— a11a21b11b12 — @12a21011022 — A11G22012021 — A12a22D21 D22

=a11022011022 + A12021 012021 — A12a21011022 — @11a22012091
=a11022b11022 — @11G22012021 + @12a21b12b21 — A12a21011022
:a11a22(b11(?22 - b12b21) - a12a21(b111922 - b12b21)
:(CL116L22 - a12a21)(bl1b22 - b12b21)

=det Adet B

DEFINICION 2.25. Sea A = [a;;] una matriz m x n. Sea K = {iy,ia,...,ix} un conjunto
de k elementos con K C {1,2,...,m} y sea L = {j1,72,...,5}- Los subconjuntos K vy
L designan una coleccion de indices de filas e indices de columnas, respectivamente, de la

matriz A y una matriz k X [ determinada por:

Qiy gy Giggo -+ Qigg

Qig,jr  Gig,js Qig .51
A[K, L] =

Qigg1 Qigga -+ Qig,j

Si K = L, entonces A = [K, K] es una submatriz principal de A, algunas veces la denotamos

mas simplemente como A[K].

EJEMPLO 2.26. Sea

a1 G122 13 Q14
Q21 G2z (23 Q24
A= az1 a3z az3 (a34

Q41 Q42 Q43 A4

51 Aas2 Q53 ds4
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Consideremos K = {1,3,5} v L = {2,3,4}. Las siguientes representan submatrices.

Q12 a1z Q14 aix aiz Qs
A[K ) L] = Q32 Aa33 (34 y B [K ] = a3y a3z ass
G52 Aas3 G54 as51 as3  Uss

Observe que B[K] es una submatriz principal.

DEFINICION 2.27. El determinante de una submatriz cuadrada de A es llamado menor
de A. Asi el menor de A es igual al det A[K, L], donde el cardinal de K es igual al cardinal
de L. Si K = L, entonces el det A[K] es el menor principal de A.

DEFINICION 2.28. Asumimos que A es una matriz cuadrada de orden n . Sean ¢ y j enteros
con 1 <iyj <mn. Sea A;; una submatriz de A de orden n — 1 obtenida por eliminacién
de la fila i y la columna j de A. (4;; = A[K,L] donde K = {1,2,...,i—1,i+1,...,n}
y L ={12....j—1ij+1,...,m}). El cofactor (o complemento algebrdico) A;; de los

elementos a;; de la matriz A estdn dados por: a;; = (—1)"*7 det A;;.

EJEMPLO 2.29. Sea
ain G2 a13
A= Q21 Q22 (23
azy aszz2 0asg
Consideremos A;3 la submatriz de A, obtenida por eliminacion de la fila 1 y la columna 3
de A. Entonces
Apy = a21  A22
as1 asg

y det A13 = agi1ass — asnas. Lo que implica que el cofactor A3 es el siguiente:
ayg =(—1)""" det Ay

=@210A32 — (22031 .

TEOREMA 2.30. El determinante de una matriz A = [a;;] de orden n puede ser evaluado

desarrollando solo la fila © de la siguiente forma:

n

(25) det A = Z Qi Q5 = Z(—l)i-"—j&zj det AZ] (Z = ]_, 2, ey n)

j=1 j=1
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También podemos obtener el determinante solo por el desarrollo de la columna j:

n

(26) det A = Z Qi Q0G5 = Z(—l)”jaij det AZ] (] = 1, 2, c. ,n)

i=1 i=1

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.9, basta probar la formula para el desarrollo a lo largo
de la fila 7. En la suma, por el teorema 2.13, basta probar el teorema para i = n. Esto es
debido a que por el intercambio sucesivo de la fila ¢ con las filas i+ 1,742, ..., n, obtenemos
una matriz B = [b;;] donde las filas de B estédn en el orden fila 1 de A, - - - fila n de A, fila i de
A. Con este intercambio tenemos det B = (—1)"""det A. Por otra parte, usando la notacién
de la definicién de cofactor, tenemos b,; = a;; y B,; = A;;. Por lo tanto, desarrollando el

determinante de B a lo largo de la fila n, obtenemos

det A = (—1)"""det B

= (=" (=1)"by; det By

J=1

= (_1)n—z Z(—l)”“alj det Aij

i=1

= Z(—l)_”jaij det Aij
7=1

= Z(—l)”jaij det A”
j=1

Asi que solo necesitamos establecer el caso i = n, y procedemos hacerlo.

Cada término en la suma (2.1) de la definicién del determinante contiene un elemento
de cada fila de A, ya que en un subdigrafo lineal hay exactamente una arista que entra en
cada vértice. Similarmente, cada término contiene 1 elemento de cada columna. Por lo tanto

podemos escribir
(2.7) det A= "a,;8,
j=1

donde (; no depende de ninguno de los elementos en la fila n y columna j de A, (j =
1,2,...,n). El término en la suma corresponde a la particién del subdigrafo lineal de £(A)

en £1(A), £2(A),..., £,(A), donde £;(A) consiste en aquellos subdigrafos lineales donde la

arista de vértice j va al vérticen (j = 1,2,...,n). El subdigrafo lineal L en .£,,(A) contiene un
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bucle en el vértice n. Eliminando ese bucle (por tanto el ciclo) de L, obtenemos un subdigrafo
lineal L' en £(A,y,), donde w(L) = apyw(L') y ¢(L) = ¢(L') 41, y asi (=1)F) = —(—1)cE),

Por lo tanto

Bu=(D"(=1) > (=1 w(L)

L/€£(Ann)

="t Y (F) (L)

L'€£(Ann)

=det A,,
= (=1)"*""det A,,

= Opn-

Ahora consideremos el coeficiente 3; de a,; en (2.7) donde 1 < j < n. Por el intercambio
sucesivo de la columna j con las columnas 7 + 1,7 + 2,...,n obtenemos una matriz C' =
[c;;], donde en C' las columnas de A estdn en el orden 1,...,5 — 1,5+ 1,...,n,j. tenemos
det C' = (—1)"7 det A. Usando la notacién de la definicién de cofactor, tenemos ¢, = Unj ¥

Chn = Apj. Se sigue de lo que se ha demostrado en el parrafo anterior que

B; = (=1)" det Cipy
= (_1)n+j det an
= (_1)n+j det Anj

= Qp;.

Por lo tanto tenemos
det A = Z CLnjOénj,
j=1

como lo deseamos. O

EJEMPLO 2.31. Sea A = [a;;] una matriz de orden 3. Hallemos el determinante de la

matriz A aplicando el Teorema anterior, desarrollando la fila 1

(28) (—1)1+ja1j det Alj = Q11 det All — a12 det Alg + a3 det Alg.

1

3
Jj=
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Tenemos que

Q22 A23

All =

a3z Q33

entonces det(Ay1) = agaszs — assass.

Luego

det(Aj2) = agazs — assaz y

det(Ay3) = agiazs — anas:.
Entonces

1+5 _
(—1) JCL1j det Alj = Q11Q22033 — Q11023032 — Q12021033 + Q12023031 + G13021G32 — G13G22G31

3
=1

J

= det A.

2. Definicion clasica del determinante

En esta seccion veremos la formula clasica del determinante la cual desarrolla permuta-

ciones y signos.

DEFINICION 2.32. Sea A = [a;;] una matriz de orden n y sea L un subdigrafo lineal de
D*(A), ya que L posee una arista entrando a cada vértice y una arista saliendo, el peso de L
es el producto de n entradas de A, consistiendo simultaneamente de un elemento para cada
fila de A (de las aristas de L exactamente una de estas entra a cada vértice). Si ordenamos

estas n entradas acorde con el incremento de los indices de las filas entonces vemos que:

(2.9) w(L) = aij,a2j, -+ @nj,
donde (j1,jo,...,7n) €s una permutacion de {1,2,...,n}. Asi las aristas de L son las n
aristas de vértice j; al vértice 1, de vértice j, al vértice 2, ..., y de vértice j, al vértice n.

Convenientemente, cada producto de n entradas de A, una de cada fila y simultaneamente
una de cada columna (Asf un producto como el dado en (2.9)), es el peso de algtin subdigrafo
lineal de D*(A) en la ecuacién (2.2), w(L) tiene un signo en frente de esta, es decir, (—1)"~5),

Sea S, el conjunto de todas las n permutaciones de {1,2,...,n}. Usando nuestra notacién
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podemos escribir:
(2.10) det(A) = Z (=1)" Py agj, - - - anj, -
(J1,J25+-Jn)ESn

Lo que debemos hacer es determinar cémo escribir el signo (—1)"~(%) en términos de las cor-
respondientes permutaciones (i, jo, - - -, jn) € Sp. Sea 0 = (j1,Jo, - - -, jn) € S, una inversion
de o es un par k, [ de enteros con 1 < k < [ <n tal que j, > 7. Asi una inversion representa
un par de enteros fuera de su orden natural en o. Sea #(0) igual el nimero de inversiones
de . El signo de las permutaciones se define como (—1)#(?), esta es una permutacién par si
tiene un nimero par de inversiones (es decir el signo es +1) y es una permutacién impar si

tiene un nimero par de inversiones (es decir el signo es —1).

EJEMPLO 2.33. Sea
@11 a2 13

A= Q21 dAg22 Q23
a31 Q32 as3

Aplicando la ecuacién (2.10)

det A = Z (—1)*"Bay; ags,az,

(41,42,43)E€S3

3—c(L 3—c(L 3—c(L
=(—1)*" By agas3 + (—1)* " Paysaggaz + (—1)*"Payzas as+
1 3—C(L) 1 3—C(L) 1 3—C(L)
(—1) ajrassags + (—1) arsasaz + (—1) 12G21033.
=@11022033 — Q12023031 — A13021032 — 411023032 + G13022031 + A12021G33.

Observemos el nimero de inversiones de Ss.

, tiene 2 inversiones,

1),
1 2)
,3,2), tiene 1 inversion,
2,1), tiene 3 inversiones,
1,3)

, tiene 1 inversion.

LEMA 2.34. Sea 0 = (j1,j2,---,Jn) una permutacion de {1,2,...,n}. Entonces #(o) y

n — c(o) tienen la misma paridad. Por lo tanto (—1)"~°) = (—1)#(),
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DEMOSTRACION. Probaremos el lema por induccién inversa sobre el niimero de ciclos de
0. Obtenemos el inicio de la induccién asumimos que ¢(o) = n, el mayor ntimero posible.
Entonces o es la permutacién identidad, # (o) = 0. Por lo tanto en este caso n — c¢(o) =
#(o) = 0, en particular n — ¢(o) y #(o) tienen igual paridad. Asumimos que c¢(o) < n.
Entonces o # I (funcién identidad) y o contiene un ciclo ji, & jky, Jky & Jkgs Jks & --. 8
Jki_y & Jkes Jky @ Jky, Para t > 2 elementos donde k1 < ko < --- < k;. Este debe ser un par
de inversion ji. y jr, donde r < sy jr. > jr.. Si intercambiamos ji, v jk, en o obtenemos
una nueva permutaciéon 7 tal que #(7) y #(o) difieren por un ntmero impar y, ademés
c(1) = ¢(o) + 1 (y asi difiere por un ntimero impar). Por induccién #(7) y n — ¢(7) tienen

la misma paridad y por tanto #(o) y o. O

EJEMPLO 2.35. Sea S5 = {(1,2,3):(2,3,1):(3,1,2): (1,3,2): (3,2,1): (2,1,3)} y A = [ay]

una matriz de orden 3. Del ejemplo 2.33 obtenemos:

)
—

Il
—~
=
\’l\D

w

Consideremos los ciclos de nuestra matriz asociados a las permutaciones y realicemos la

operacién (—1)37%) donde i = 1,2,3,...,6:

c(oy) = c(araxnass) = 3, entonces (—1)37cl@1a22a33) —
c(oy) = c(arzagsas;) = 1, entonces (—1)3~cl@2aza31) — ]
c(03) = c(arzagaz) = 1, entonces (—1)3cl@senas) — 1
c(oy) = c(ariagsass) = 2, entonces (—1)37¢lenazas) —
c(05) = c(aizagaz) = 2, entonces (—1)3~c@sa22am) — 1
c(og) = c(arzanass) = 2, entonces (—1)3~cl@2a2103) — _q
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Lo que implica que:

(_1)#(01) — (_1)3—0(0116&22033)’

(_1)#(02) _ (_1)3—0(a12a23a31)

Y

Y

(_1)#(03) _ (_1)3—C(a13a21a32)

(_1)#(04) — (_1)3—C(fl11¢123¢132)

)

(_1)#(05) _ (_1)3—C(a13a22a31)

Y

(_1)#(06) _ (_1)3—0(1112&21&33).

OBSERVACION 2.36. El teorema que daremos a continuacién se verifica de forma sencilla

haciendo uso del Lema 2.10.

TEOREMA 2.37. Sea A = [a;j| una matriz cuadrada de orden n. Entonces,
(2.11) det(A) = > (=1)FO2Iay; ay e ay,,
(J1,J2;--,Jn) ESN

Donde la suma se extiende sobre todas las permutaciones (ji, jo, - - -, jn) de los enteros 1,2, ..., n.

DEMOSTRACION. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. De la definicién 2.32

(le%---,jn)ESn

Luego del lema 2.34

(_1)n—c(1) — (_1)#(0).

Entonces

det(A) = D (1) Day,a0, - ay,.

(j17j27---7jn)esn

O

A continuacién daremos la reformulacién de la definicion cldsica del determinante en

términos del digrafo de Konig de una matriz.
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DEFINICION 2.38. Sea A = [a;;] una matriz de orden n, G(A) el digrafo de Konig asocia-
do. Una coleccién F' de n aristas de G(A), una saliendo de cada vértice negro y una entrando
en cada vértice blanco es un 1-factor de G(A). El peso w(F) del 1-factor es el producto de
los pesos de sus aristas. Los 1-factores de G(A) estdn en correspondencia 1 a 1 con los
términos en la férmula clasica del determinante (2.11). Sea (ji, ..., J,) una permutacién de

{1,2,...,n}. Al término

_N\#ULI2dn) g gl g
(1) "y, Az, Ay,

en la férmula (2.11) le hacemos corresponder las n aristas eg, ey, ..., e, de G(A) donde e;
es la arista de vértice negro ¢ al vértice blanco j; (i = 1,2,....n). Ya que (1,52, ---,jn)
es una permutacién de {1,2,...,n} el conjunto resultante de aristas {ej, ez, ..., e,} es un

1-factor F' de G(A) y su peso es w(F) = ayj,azj, - - - anj,. Cada 1-factor de G(A) surge de
una permutacion de {1,2,...,n} en esta forma. Dibujamos el digrafo G(A) de forma tal que

el vértice blanco ¢ sea ubicado en direccién hacia un vértice negro j.

Sea ¢(F) igual al numero de pares de aristas en F' que interceptan a otras en el dibujo G(A)
en esta forma. Sea ¢, la arista que se obtiene al unir el vértice negro k al vértice blanco j y
e; uniendo al vértice negro [ al vértice negro j; dos aristas en F con k < [. Entonces e y €; se
interceptan exactamente cuando j; < j. Asi las intersecciones de las aristas de F' estan en
correspondencia 1 a 1 con las inversiones de las permutaciones (ji, jz, - - -, jn) ¥ por lo tanto
q(F) = #(j1,J2,- - - Jn). Sea F(A) la coleccion de los 1-factores de G(A). Entonces tenemos

la siguiente reformulacion para el determinante de A:

(2.12) det(A) = > (1) Mw(F)

FeF(A)
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3. Permanente

En la presente seccién introduciremos la definicion de permanente de una matriz y pre-

sentaremos algunas propiedades importantes de este, similares a las del determinante.

DEFINICION 2.39. Sea A = [a;;] una matriz de orden n. El permanente de A es el nimero
dado por la férmula
(2.13) per(A) = Y 1,05y,

(j1,J21---jn) EST

donde la suma es sobre todas las permutaciones (ji, jo, - - -, Jn) de {1,2,...,n}. En el perma-
nente calculamos todos los posibles productos de n entradas de A siempre que las n entradas
sean de diferentes filas y diferentes columnas de A.

Una forma equivalente de definir el permanente es usando digrafos de Coates ponderados
D*(A).

per(4) = 3 w(L)

Le£(A)
donde la suma es sobre todos los subdigrafos lineales de D*(A) y w(L) el producto de todos

los pesos de sus aristas.

EJEMPLO 2.40. Sea
apx a2 ais
A G21 Q22 Q23 )
gy a3z as3
el digrafo de D*(A) el siguiente
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Cl11

a21

&22
32

Luego hallando los subdigrafos lineales tenemos

Luego
w(Ly) = ayiaass,
w(Ly) = arpaziass,
w(L3) = ay3az1ass,
w(Ly) = ayias3ass,
w(Ls) = agaziais,
(LG) a12G21033.

Entonces,

per(4) = 37 w(L)

= w(Ly) + w(Ly) + w(Ls) + w(Ly) +w(Ls) +w(Le)

= Q11022033 + Q12031023 + 13021032 + Q11023032 + A22031A13 + A12021033.

LEMA 2.41. Sea A una matriz de orden n. Las siquientes propiedades se mantienen:
(1) per(PAQ) = per(A) para todas las matrices de permutacion Py Q.

(2) per(AT) = per(A)

(3) per(cA) = c"per(A) para un escalar c.

(4)

4) Si A tiene una fila (o columna) de ceros entonces per(A) = 0.
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=

Ly
13 ®,
22
Ls
a 21
a32
a
@31
Ls

®.

Q22

63
a12
L,
v ai
Ly
Jo!
as2
Lg
21

>

(5) Si alguna fila (o alguna columna) de A es multiplicada por un escalar, entonces el

permanente de la matriz resultante es igual a cper(A)

(6) per(P) = 1 para toda matriz permutacién P de orden n. En particular per(/,) = 1

(7) Exapansién de Laplace por filas o columnas.

per(A) = Z aiper(Ai;), (1 =1,2,...,n)
j=1

per(A) = 3 aper(A,), (i=1,2,...,n)

=1

donde A;; es la matriz resultante al eliminar la fila i y la columna j.
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EJEMPLO 2.42. Sean

ail G2 a13 001
A= ay axp a3 |, P=]1 100 |, Q=
asy Gz2 As3 010

y ¢ un escalar.

Consideremos la matriz
agyp asz 32
P AQ = ai; a3z a2

A1 Q23 Q22

per(PAQ) = Z w(L).

Le£(PAQ)
El digrafo D*(PAQ) es el siguiente

S
21
a

A

/"’42\
\_/

a23

a3

100
0 01
010
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Luego hallando los subdigrafos lineales tenemos

=

Ly
L3 ®,
a13
Ls
a. a1
a23
a
21
Ls

13

65

as3
L,
@ asi
Ly
a
a23
Lg
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De donde
w(Ll) = (31013022
w(L2) = (33021012
w(L3) = (32011023
w(L4) = (31012023
w(L5) = (32021013
w(Lﬁ) = (11033022
Entonces

per(PAQ) = as1a13a92 + a33a21012 + A32011023 + A31412G23 + A32021013 + A11A33022

Consideremos
@11 Aag21 a31
T _
AT = Q12 dg22 (32
13 Q23 A33

yper(AT) = > ay,az,as,

(41,J2,43)€S3
donde (j1, Jo, j3) son permutaciones sobre {1, 2, 3}.

Entonces

T
per(A”) = E a1, A2j, a3
(41,52,J3)€S53
= Q11Q22G33 + Q21032013 + A31A12023 + (31022013 + Q11023032 + Q12021033

= Q11Q22G33 + Q12023031 + A13021A32 + (11023032 + Q13022031 + Q12021033

= per(4)
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Sea
caip Caiz Caig
cB = Clo1 CQg2 Cag3
cagzy Casz Cass
per(CB) = E QA1 G255 A3
(41,32,43)€53
= Ca11Ca92CA33 + Ca12Ca923CA31 + Ca13Ca921CA32 + Ca11Ca93CA32 + Ca13CA922CA31 + CQ12CA921CA33
_ 3 3 3 3 3 3
= C°Q11A22G33 + € A12Q923A31 + C A13A21A32 + C A11A23032 + C A13A22031 + C”A12021A33
_ 3
= ¢’ (a11a22a33 + A12093G31 + Q13021032 + 11023032 + Q13092031 + G12021A33)
_ 3
= c’per(B)
Consideremos
0 0 0
C= Q21 Q22 Qa23
a31 dazz2 G33
per(C) = ) a1, A2, Asj
(J1,J2,J3)€S3
= Oageags + Oagzasy + Oagiass + Oaggass + Oageas; + Oagass
=0.
Sea
cay1p Cay12 Cais
D= Q21 Q22 A23
a3;  Aaz2  a33
per(D) = E a1, A2, A3

(41,52,53)€S53
= CA11022033 + CA12G23031 + CA13Q21G32 + CA11A23032 + CA13A22031 + CA12021033
= ¢ (a11a22a33 + a12093a31 + A13021A39 + A11023032 + Q13022031 + Q12021 A33)

= cper(A).
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Sea P la matriz permutacion de orden 3 antes dada. Entonces
per(P)= Y ayj 0503,
(41,72,73)€S3

=04+0+1+0+0+0
=1
En particular sea I3 la matriz identidad de orden 3
per(P)= ) ayj,a503

(41,42,43)€S3

=14+0+0+0+0+0

=1.

Consideremos

3
(214) Z aljper(Alj) = anper(An) + a12per(A12)a13per(A13).

J=1

Notemos que

per(Ai1) =axass + assass,

per(Aiz) =asiass + assasi,

per(Ais) =as1ass + a22a31.
Entonces

3

E ar;per(Aij) = a11a22a33 + A11023032 + A12021a33 + A12023031 + Q13021032 + Q13022031
Jj=1

= 011022033 + A12023031 + A13021032 + G11023032 + Q13022031 + A12021033

= per(A).

DEFINICION 2.43. Sea A = [a;;] una matriz de orden n, G(A) el digrafo de Kénig asociado
y F el 1-factor de G(A). Si F(A) denota la coleccién de todos los 1-factores de G(A), entonces

se sigue que
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Como es usual cuando a;; = 0 podemos considerar que no hay aristas del vértice negro ¢ al
vértice blanco j, es decir el peso igual a cero es interpretado como la falta de una arista,
y asi las aristas de peso cero no son parte de ningin 1-factor. Ahora consideremos el caso
especial donde cada entrada de A es 0 o 1. Entonces w(F') = 0 o w(F') = 1 asi el permanente

de A cuenta el nimero de 1-factores de A.

EJEMPLO 2.44. Sea
11 a2 13

A= Q21 Q22 Aa23

a31 Q32 as3

N—

El digrafo de Konig de A es el siguiente

Sean F; (parai=1,2...,6) los 1-factores de D(A).

® s o
- a1
@ - O
F O p122 O I
a32
@ >
33 ©
ais a
a
Fy
F; a
a




a12

(11022033,

11023031,

= 12021033,

5
I

Q12023031

w(FG) = 113G021032.

Entonces de la definicién 2.43

3. PERMANENTE

F

ai

a32

per(A) = ay1a200a33 + a11023031 + Q13022031 + 12021 Q22 + A12G23031 + Q13021 A32.
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CAP{TULO 3

Teorema de Cayley-Hamilton y Teorema Master de MacMahon

En el presente capitulo expondremos una prueba combinatoria del Teorema de Cayley-
Hamilton. Desarrollaremos parte de la teoria referente a los digrafos de permutacion y a las
clases de digrafo general y por tltimo presentaremos una prueba combinatoria del Teorema

Master de MacMahon para permutaciones.

TEOREMA 3.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad y sea A una matriz de orden n

sobre R. El polinomio caracteristico de A es dado por
(3.1) fla) =det(z] — A) =Y ca"
i=0

donde co =1 y para cada 1 <i<n, ¢; = Zdet(B), y B wvaria sobre todas las submatrices
principales de —A.

DEMOSTRACION. Claramente det(zI — A) es un polinomio de grado n el cual es ménico,
es decir, ¢ = 1, ¢, = (—1)" det(A) = det(—A). Supongamos que 1 < i < n—1y consideremos
el coeficiente ¢; de 2"~ en el polinomio det(zI — A). Recordemos que en general si D = (d;;)

es una matriz n X n sobre un anillo conmutativo con unidad. Entonces

(3.2) det(D) = Z (=1)* "y 1y oz« Arn(n)-

7€Sn
Asi obtenemos el término de grado n — ¢ en
det(xl — A) = > (=1)*"O (2] — A1) (2] = A)ane) -+ (2] = A)pay
mESn

primeros seleccionamos n — ¢ indices 71, ..., jn,_; con indices complementarios ki, ..., k;. En-
tonces en la expansion del producto (21 —A)1z1) (2] — A)ar(2) - - (21 — A)pr(ny cuando fijamos
T J1,- .-, jn—i seleccionamos el término x de los factores (xI — A)j,j,(xl — A)jpjy -+ (2] —
A)j iy ¥ los términos (—A) g, x(ky) - - (—A) km(k,) €1 0tro caso. Asisi A(ky, ..., k;) es la sub-

matriz principal de A indexadas por filas y columnas ky, . . ., k;, entonces det(—A(kq, ..., k;))es
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la contribucién asociada al coeficiente de ™. De esto se sigue que ¢; = _ det(B][i]), donde

BYJi] varia sobre todas las submatrices principales i x i de —A. O

OBSERVACION 3.2. Supongamos que la permutaciéon m € S, consiste de k ciclos de
permutacién de tamano [y, ..., I, respectivamente, donde Y I; = n. Entonces sgn(m) puede

ser calculado por

sgn(m) = (_1)11—1+12_1+lk_1

k

Registramos esto formalmente como: sgn(r) = (—1)"(—1)" si m € S, es el producto de los k

ciclos disjuntos.

1. Digrafos de Permutacion

En la presente seccién asociaremos un digrafo a una permutacion, introduciendo asi los
digrafos de permutacion. Presentaremos la definicion de determinante y peso de estos di-
grafos.

Sea A = [a;;] una matriz n X n sobre un anillo conmutativo R con unidad. Sea D,, el
digrafo completo de orden n con vértices 1,2, ..., n. Asignamos a cada arista de (7, j) el peso
a;j, obteniendo un digrafo ponderado. El peso de un ciclo dirigido «y : 4 + i = -+ = 1 = 44

es definido por:
W(Y) = —Qiyiy Qigiy - @i _yip, Qigin -

El cual es el negativo del producto de los pesos de sus aristas.

Sea m € S,. El digrafo de permutacion D(m) tiene vértices 1,2,--- ,n y sus aristas
(1,m(7)), para 1 <i < mn. Asi D(m) es un subgrafo generador de D,,. Los ciclos dirigidos del
grafo D(m) estan en correspondencia uno a uno con los ciclos de permutacién 7. También
el conjunto de aristas de los ciclos dirigidos de D(7) particionan el conjunto de aristas de
D(m).

Consideremos la permutacién © = (1,2, 3). El digrafo de permutaciéon D(7) se muestra

en la siguiente figura.
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A17(1) a27(2)

’ \—/ 2
a37(3)

El peso w(D(m)) de un digrafo de permutacién D(7) esta definido como el producto de

los pesos de los ciclos dirigidos. Por lo tanto si 7 tiene k ciclos de permutacién,

w(D(7)) = (= 1) a1n(1)a20(2) * * * Anir(n) -

Entonces usando la expresién (3.2) y la expresion obtenida en la observacion 3.2 obtenemos

det(~A) = 3" w(D(m),

donde D(7) varia sobre todos los digrafos de permutacién de orden n.

Fijemos x C [n] = {1,2,...,n} y sea 0 € S,. El digrafo de permutacién de D(o) que
tiene a x como conjunto de vértices y es un subgrafo (no necesariamente generador) de D,
con peso igual al producto de los pesos de sus ciclos (si x = ) el peso correspondiente es igual
a 1). Si B es una submatriz principal de —A cuyas filas y columnas son las (intersecciénes

de las) filas y columnas de —A indexadas por x C [n], entonces det(B) = Z w(D(0)). si

o€Sy
colocamos x = 1 en la expresion (3.1) obtenemos
(3.3) det(l, —A)= Y w(D(0)).
o€Sy, xC[n]
Sean y1, . .., y, variables conmutativas independientes sobre R y hagamos R* = R|yi, ..., Yn].

Reemplazamos A en la discusién precedente con AY, donde Y es la matriz diagonal con
entradas yi, ..., Yn. Asi AY = [a;;y;]. Si m € S, tiene k ciclos de permutacién, D(7) tiene k

ciclos dirigidos y

(3.4) w(D(m)) = (_1)ka'l7r(1)y7r(1) © Qg (n) Yr(n) -

Desde otro punto de vista diferente, sea H el conjunto de todos los digrafos H de orden n
para los cuales el grado de entrada es igual al grado de salida, y este valor comtn es 0 6 es

1. Entonces H consiste en un niimero de pares de ciclos dirigidos disjuntos por pares y por
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tanto es un digrafo de permutaciéon sobre un conjunto de [n|. El peso w(H) estd definido
como w(H) = (—1)*H) x (el producto de los pesos de sus aristas), donde c(H) es el niimero
de ciclos dirigidos de H y el peso de una arista (i, j) de H es w(i,j) = a;;y,. Asi, si H € H
satisface H = D(w), m € Sy, x C [n], entonces w(H) es dado por la expresién (3.4). Mas

aun, si w(H) = Z w(H) por la expresion (3.3) tenemos
HeH

(3.5) w(H) =Y w(H) = det(I, — AY).

HeH

2. Clase de Digrafo General

Consideremos el conjunto D de digrafos generales D con vértices en [n], para el cual las
aristas que tienen ¢ como vértice inicial son linealmente ordenadas, y tal que para cada i,
1 <7 < n, hay un entero no negativo m; igual a los grados de salida y grados de entrada del

vértice 7. Un ejemplo de digrafo general lo podemos observar en el siguiente digrafo.

Tenemos la matriz A = [a;;] de orden n y las indeterminadas independientes y1, . . ., yy,. Si
D es un digrafo general y si (7, j) es la t-ésima arista con vértice inicial ¢, el peso de la arista
(4,7) es aj;y; (aj;y; es la entrada (i, j) de A con un superindice ¢ adjunto). El peso w(D) de D
es el producto de los pesos de sus aristas. Supongamos que las variables v, . . ., y,, conmutan

con todas las entradas de A, pero no conmutan entre si. Mostramos que cada D se identifica

univocamente con la palabra yi, ..., y, asociada con w(D). Como ejemplo supongamos que
(3.6) w(D) = ai1?/1a%393a?3y3a%292a§1?/1a§1ylagsyB
(3.7) = aila%3ai’3aé2aéla§1a§3yly3y3y2ylyly3

Observemos que el digrafo D es el siguiente.
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a31yY1

a13Y3

Por lo tanto en D el vértice 1 tiene grado 3 de entrada y grado 3 de salida, es decir,
my = 3. Andlogamente my = 1y m3 = 3. Observemos entonces que la palabra y1y2y2y191Y3
es suficiente para recrear el digrafo junto con el orden lineal de sus aristas. Veamos esto
empezando con 1y3ysy2y1y1y3 v la palabra de la izquierda. Para cada 7, 1 < j < 3, el
ntmero de y; que aparece en la palabra es el grado de entrada m; de j. Ya que m; = 3,
me = 1 y mg = 3. Las primeras tres aristas tienen vértice inicial 1, la cuarta arista tiene
vértice inicial 2, la tercera tiene vértice inicial 3.

Como otro ejemplo, considere la palabra yoy192y3y7 v sea D el digrafo asociado. Esto

implica que m; = 3, my = 2, mg = 2. Se sigue que

asiyi

a3i1y1

1.2 3 1 .2 1 2 2 9
w(D) = 190711 A12093093031 A31Y2Y1Y2Y3Y,

Dos digrafos Dy, Dy € D son considerados iguales si y solo si para cada i, 1 < i < n,y para
cada t, 1 <t < m,, la t-ésima arista de D; tiene vértice inicial 7, y la ¢t-ésima arista de Dy

tiene vértice inicial ¢ y ambas tienen igual vértice terminal.
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Consideremos el producto

n

(3.8) H(az‘ﬂh + o QinYn) ™

i=1

Etiquetamos los factores en cada potencia, es decir,
(@i + -+ ainyn)™ = (@ayr + -+ @inYn)1(@ay1 + -+ GinYn)2 - (@Y1 + -+ QinYn)m
y entonces escribimos afj en lugar de a;; en el t-ésimo factor. Entonces el producto aparece

como

(m;)

(2) mz)yl _'_ . + aln yn)

(3.9) (@nts + -+ amyn) @y + -+ aly,) - - (@

Podemos ver (3.8) como el producto de la suma de las aristas que van del vertice i al vertice

J

Qijn Yn

Jn

Considere que en el producto de la expresién (3.9), ¢ varia de 1 a n. Cada sumando del
producto expandido que desarrolla una palabra en los y's usando m; de los yjs, 1 < j <n
corresponde a un tnico digrafo general en el cual cada vértice 7 tiene ambos grados de salida
y de entrada iguales a m;. Si removemos el superindice ¢ sobre el elemento aﬁj y asumimos
que las y's conmutan, vemos que si B(my,...,m,) es el coeficiente de yi" y5'? - -y en el
producto cuando i va de 1 a n en la expresién (3.9), entonces
(3.10) w(D) =Y w(D) = > B(my,...,mp)y™ -y

DeD (M4 --.ymn ) >(0,...,0)

Asi
D(my,...,m,)={D €D :m; =d (i) =d" (i) en D}.
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Entonces

w(D(ml, Ce ,mn)) = Z 'LU(D) - B(mla s >mn)y£n1 e Zln

3. Teorema de Cayley-Hamilton

A continuacién daremos una demostracién del Teorema de Cayley-Hamilton.

DEFINICION 3.3. Se sigue de la definicién 2.33 que si A es una matriz de orden n, entonces

Pa(N) = det (A, — A)

TS Uiy Los gy (i ) LS U Eppery (i ) L) o

es un polinomio en A de grado n, llamado polinomio caracteristico de A, donde ¢; es la suma

de todos los menores principales de orden ¢ de —A parat=2,...,n.

TEOREMA 3.4. Sea A = [a;;] una matriz de orden n y sea P(\) = det(A,,—A). Entonces

el teorema de Cayley-Hamilton nos dice que la matriz P(A) de orden n es la matriz cero. Es

decir:
(3.11)
A" + (—all — Qg9 — - —ann)A"_l +CQ(_A)AH_2 +- - ‘l‘Ck(—A)An_k +- - +det(—A)In = Oija
donde c;(—A) es la suma de todos los menores principales de orden i de —A parai =2,... n.

DEMOSTRACION. Debemos probar que cada una de las entradas de la matriz que se
encuentra a mano izquierda de (3.11) es cero. Fijemos (i, j) y sea A = A(4, 7) el conjunto de

todos los pares ordenados (P, C) tal que:

(1) P es una trayectoria de i a j.
(2) C es la unién de ciclos disjuntos.

(3) El total de aristas de P y C combinadas es igual a n.

La peso de una arista (k,m) es ag, vy
w(P,C) = w(P)w(C) = (—1)““(producto de todas los pesos de P y C ).

Por ejemplo, sii =1,j=2,n=05, (1 — 3 — 2,(1)(3,5)) es un elemento de A cuyo peso

es (—1)*(ar3as2)[(a11)(assass)).
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Ahora podemos asegurar que
(3.12) w(A(i, 7)) = (i,7) entradas del lado izquierdo de (3.11).

La trayectoria de P puede ser de cualquier longitud n — k para 0 < k& < n. El peso del
conjunto de las trayectorias de longitud n — k de i a j es exactamente la entrada (i,7) de
A""F_ Tenemos k aristas para formar ciclos disjuntos v la libertad de elegir un subconjunto
de k-elementos de [n]| para sus vértices. El peso del conjunto de todo esto es igual a la suma
de todos los menores principales k£ x k de —A. Sumando sobre todo 0 < k < n da (3.12) La

prueba puede ser dada una vez que vemos que para todo i, j
w(A(i, 7)) = 0
Para finalizar introducimos la siguiente funcién de A(i, j) a si mismo. Dado (P, C') iniciamos

en ¢ y continuamos a lo largo de la trayectoria P hasta otra.

e Caso I: Va a un vértice P visitado previamente 6,

e Caso II: Va a un vértice que pertenece a uno de los ciclos de C.

En el caso I tenemos un ciclo atravesado de P cuyos vértices son disjuntos de todos los ciclos
de C removemos el ciclo de P y lo unimos a C. En el caso II removemos el ciclo C y lo

insertamos en P. Notemos que ambos casos no se dan de manera simultanea.
EJEMPLO 3.5. Seann=5,1=1,y j =3.

(1-2-3-2-3(5) < 1-2-3(23),0)

(1—-3—-3:(3,45)—(1—-3—-4—-5—3—3;0).

La funcién define una involucién sobre todos los elementos (P, C') de A. Por conservacién
de aristas el valor absoluto de todos los pesos se queda igual , pero ya que por la paridad
del nimero de ciclos de C cambia, el signo de los pesos es invertido. Asi todos los elementos

de w(.A) pueden ser ordenados mutuamente cancelando pares y su suma es cero. U

OBSERVACION 3.6. Hemos dado una prueba del Teorema cldsico de Cayley-Hamilton que

ilustra que este teorema realmente trata acerca de los pesos de digrafos.



4. TEOREMA MASTER DE MACMAHON PARA PERMUTACIONES 79

4. Teorema Master de Macmahon para Permutaciones

A continuacién daremos una demostracion del Teorema Master de MacMahon para per-

mutaciones.

TEOREMA 3.7. Sea A(my,...,my) el coeficiente de y"'yy™ -+ -y, en la forma inversa
det(I,, — AY)~1 del polinomio det(I,, — AY'). Sea B(my,...,m,) el coeficiente yi™* - -y™ en

el producto

n

(313) H(aﬂyl + -+ amyn)mi.

i=1

Entonces A(mq,...,my,) = B(my,...,my).

DEMOSTRACION. Hagamos G =D x H ={(D,H): D € D, H € H} y definimos el peso
de los pares (D, H) por w(D,H) = w(D) - w(H). Entonces

w(G):= Y  w(D H)=uwD) wH).

(D,H)eG

Esto implica (por las expresiones (3.5) y (3.10)) que

w(G) = Z B(my,...,mu)yy" -y | - det(l, — AY).

(m1,...;mn)>(0,...,0)

Si podemos mostrar que w(G) = 1, estariamos probando el Teorema Master de MacMahon.

Denotamos () el digrafo de vértices 1,2,...,n con un conjunto vacio de aristas. Entonces
w(D,D) = 1. Deseamos definir una involucién en el conjunto G\ (0, D) el cual es el signo de
reversion sobre los pesos.

Dado un par (D, H) € G\(0,(), determinemos el primer vértice u cuyo primer grado de
salida en D o H es positivo. A partir de ese vértice u caminamos a lo largo de las aristas de
D, eligiendo siempre la arista superior (arista aﬁj de i con t el més grande disponible), hasta

que una de las siguientes situaciones ocurra:
(1) Encontramos un vértice previamente visitado (y se tiene localizado un ciclo dirigido
v de D).
(2) Encontramos un vértice el cual tiene un grado de salida positivo en H (Y asi es un

vértice sobre un ciclo dirigido § de H).
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Notemos que si u es un vértice de grado de salida positivo en H entonces inmediatamente
estamos en el segundo caso. También notemos que ambos casos no pueden ocurrir simultanea-
mente. Si el primer caso ocurre, formamos un nuevo elemento de G al remover v de D y colo-
carlo en H. Si el segundo caso ocurre, removemos 0 de H y lo colocamos en D de tal forma
que cada arista de 7 es colocada en la frontera de este con igual vértice inicial. Sea (D', H')
el par obtenido de esta forma. Entonces D' € Dy H' € ‘H, y por lo tanto (D', H') € G. Mas
ain ya que el nimero de ciclos dirigidos en H’ difiere del niimero en H por uno, de esto sigue
que w(D', H") = —w(D, H). Definimos o : G\(0,0) — G\(0,0), tal que o(D, H) = (D', H')
y observe que o(D’, H') = (D, H). As{ o es una involucién sobre G\ (0, () la cual es el sig-
no de reversién sobre los pesos. De esto se sigue que w(G) = w(, ) = 1. Por lo tanto la

demostracion esta completa. O



CAPIiTULO 4

Aplicaciones

El presente capitulo muestra algunas aplicaciones del Teorema Master de MacMahon,

entre las que destaca la Identidad de Dixon.

1. La identidad de Dixon como una aplicacion del Teorema Master

A continuacién mostraremos la identidad de Dixogl haciendo uso del Teorema Master de

MacMahon. Evaluaremos la suma S = Z(—l)k (Z) .
k=0

Como cada sumando es el producto de tres coeficientes binomiales con super indice n,

debemos considerar la expresion
z\" y\" Z\" nyfny(n ititk, -k, j—i k—j
4.1 1L (1——) (1——) - (" it iy ke
an (1-2) (=0 (1=2) = X (D)) vt
0<i,5,k<n

Para forzar los indices mas bajos en el coeficiente binomial a ser iguales, aplicaremos el

operador [2%y°2°]. De lo anterior vemos que:

o1 (- (-]
-y (Ve

0<i<n

Podemos ver directamente que esto es igual a

="y "y —2)" (2 —y)" (z = 2)"}.

Sea
0 1 -1 z 0 0
A= -1 0 1 |yY=]l0wy 0
1 -1 0 0 0 =z
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Un simple calculo muestra que

1 —y =z
I —AY = T 1 —z
—x Yy 1

det(I — AY) ™' = (1 +zy + yz + 22)"

= X ot (T e

1,9,k
i,j.k20 )

El Teorema Master de MacMahon con m; = my = mg = n aplicado a [ — AY dice que

[a"y"2" {det(I — AY) '} = [2"y"2"{(y — 2)" (2 — 2)"(z — )"},

de donde obtenemos

S ="y "y — 2)"(z — 2)"(z — y)"}

] 3 (1) ( it k) (ey) (y=)) ()t

i,7,k
i,k =0 )

itk
- _qyitik .
I

1,5,k>0

donde la suma es sobre todos (i, 7, k) para cada i +j = j+ k = k 4+ i = n. Por lo tanto

i=7=k=n/2 yi,jy kson enteros. De esto se sigue que

S = (=D)™@Bm)l(m!) =3, sin=2m;

0, En otro caso.

EJEMPLO 4.1. Demostraremos que

@ P -

7
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Sea S la suma dada en la identidad de Dixon.
S — (_1)m+n+k[l,m+nyn+kzz+m](y o Z)m-‘,—n(z o l’)n+k(ll§' o y)k—i-m

— (_1)m+n+k[l,m+nyn+kzz+m](1 + zy 4+ yz + Z[L’)_l

_ (m+n+k)
 minlk!

2. Otras Identidades

En la presente secciéon mostraremos identidades haciendo uso del Teorema Master de

MacMahon.

EJEMPLO 4.2. Sea D el digrafo general con aristas

1.1 .1 .2 3 1 2
D+ aj5a93a3,a3503, a55053.

Sea X = {2,3,4,6} C [6]. Sea m = (2,4,6)(3) € Sx y sea H = D(7) : aga33046a62. Ya
que el primer vértice tiene un grado de salida positivo en D. Comenzamos caminando a
lo largo de las aristas en D: primero es ais. Como 5 no tiene grado de salida positivo en
H, la proxima arista es a2;. Como tres tiene un grado de salida positivo en H y pertenece
a un ciclo dirigido (el cual es un bucle) § = az3. Colocamos este bucle en D como arista
ass?, y removemos este de H para obtener H' = agaysasz. Ast o(D, H) = (D', H'). Ahora
verifiquemos que (D, H) = (D', H'). Asi, siendo D igual a D" anteriormente, y supongamos

que X ={2,4,6} y m = (2,4,6). Asi
(D, H) = (a151a231a321a352a313a334a531a532, az4a4ﬁa62)

Empezamos nuestro camino con aj5', moviéndose a a2, hacia a3;. Ya que 3 es un vértice
repetido, el bucle v = 3 — 3 representado por a3, es removido de D y adjunto a H como el
bucle as3. Hemos obtenido el elemento origial de G.

Especifiquemos para n = 2.

Sea A = [a;;] una matriz de orden 2, I, la matriz identidad de orden 2 y Y = [y;] una

matriz diagonal de orden 2 entonces

det(ly — AY)_l = (1 —anys — anys + (a11a2 — a12a21)y1y2)_1

my ma ) mi—i, mi1—i _ma—mi+i m m
= g E . Jarr a™ tagy agy Y1ty
) my —1

(ml,mg)Z(0,0) i
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Observemos que si algin a;; = 0, entonces para obtener una contribuciéon distinta de cero de
la potencia sobre a;; debe ser cero.

Calculemos det(I — AY)™! directamente, obtenemos

(4.3) Z[allyl + anys — (a11a22 — A12021)Y1Y2
k=0

]k
Entonces calculando del coeficiente de ¢y en esta suma (y escribiendo A en lugar de
11092 — G12a91) obtenemos

- k
4.4 a k—mza k—mlAml—i-mz—k -1 m1+m2—k‘
(4.4) ;(k—mg,k—ml,m1+m2—k> R (=1)
Esto da una variedad de igualdades. En particular, supongamos cada a;; = 1. Por lo tanto
A = 0 asi k = my + msy para una contribucién distinta de cero. Entonces el Teorema Master
da la igualdad:

o S ) = () = ()

(2

EJEMPLO 4.3. Demostraremos que

k
—1)mnTk =1,
;(k—m,k—n,m—l—n—k)( )

Sea
1 0 0
A= ,yY = n
01 0 o
Entonces
(46) det(fg — AY)_l = Z[a11y1 + a22Y2 — (a11a22 — a12a21)y1y2]k
k=0

Calculando del coeficiente de y7"y% en esta suma (y escribiendo A en lugar de ay;a92 —aj2a9;)

obtenemos

00 i - - _ _

n mAm-i-n k -1 m4n—k _
;(k—n,k‘—m,m%—n—k:)all a22 (-1)
k
—1 m-i-n—k.

g(kf—m,k‘—n,m+n_k)( )

Es decir,

(4.7) det(l — AY) ™ =>" < b )(—1)m+”—k.

- k—m,k—n,m+n—Fk
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Por otra parte

2

H(ailyl + aipy2)™ = (anuyr + a12y2)™ (a21y1 + az2y)™
i—1

= (y1)" (y2)"-

donde m; =m y ms = n.
Entonces el coeficiente de y{"y3 en este producto es 1. Luego por el aplicando el teorema

Master de MacMahon

k
_1 m+n_k:1.
Zk:(k—m,k—n,m+n—k)( )

EJEMPLO 4.4. Aplicando el teorema Master de MacMahon a la matriz

011
B=1101
110
Sea
z 0 0
Y=10y 0
0 0 =
Tenemos que
0 y =z
BY =1z 0 2
xr y 0
Entonces
1 vy 2
I3—BY =1z 1 z
z y 1
Luego

det(ls — BY) ™' = (1 — 22yz — oy — yz — zz) .
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Por otra parte

3
H(bilyl + bioya + bisys)™ =

i=1

(br1y1 + brayz + bi3ys)™ (bary1 + baoya + basys) ™ (b1syr + baaya + basys)™
= +2)"(@+2)"(z+y)"™
Luego por el teorema Master de MacMahon, el coeficiente de ™ y™22™3 en (1 —2xyz — zy —

yz — zx)~ ! es igual al coeficiente de 2™y™22™3 en (y + 2)™ (z + 2)™2(x + y)™*. Haciendo

mq = My = Mg tenemos

49 2(1) 2 ()

n



Conclusiones

La teoria combinatoria de matrices resulta ser tanto una de las mas importantes como
interesantes presentes en lo combinatorio y matricial, puesto que permite obtener resultados,
presentar definiciones, ejemplos, y demostrar entre otras cosas, haciendo uso de la teoria de
matrices y de la teorfa de grafos. A través del uso de esta teoria demostramos resultados
tan importantes como el Teorema de Cayley-Hamilton y el Teorema Master de MacMahon y
también podemos demostrar resultados mas sencillos, entre los que destacan los los teoremas

de determinantes de matrices.
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