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Jntroduccion.

En los tultimos anos los procesos estocasticos han tenido un gran auge pues
han permitido interpretar, modelar y predecir una gran variedad de fenémenos
fisicos, biologicos, econémicos, etc. Estos procesos caracterizan una sucesion
de variables aleatorias que evolucionan en funciéon de otra variable, general-
mente el tiempo.

Los procesos estocéasticos y méas precisamente los procesos de difusion per-
miten ajustar modelos tedricos para realizar predicciones futuras, y debido a
la complejidad de algunos de estos modelos se resuelven utilizando técnicas
computacionales como lo son métodos numéricos o de simulacion.

Este trabajo se centra en la simulacién de dos modelos particulares de un
proceso estocastico conocido como Movimiento Browniano, nombrado asi en
honor al botanico Robert Brown, en 1827, quién lo describe como un movimien-
to vigoroso que realizaban las particulas de polen suspendidas en el agua,
de forma irregular y en algunos casos en forma de zigzag. Posteriormente, el
Movimiento Browniano fue estudiado por Einstein en 1905 y Norbert Wiener
entre 1920 y 1923, quién lo formaliza de manera precisa como un modelo
matematico para las trayectorias de las particulas, hallando una funcién con-
tinua pero no diferenciable en ningin punto, definido de la siguiente forma:

“El Movimiento Browniano es un proceso estocdstico gaussiano, centrado
(B(t),t > 0)) definido sobre un espacio de probabilidad (2, F,P), el cual sa-
tisface ciertas condiciones.” (Ver capitulo 1).

Las trayectorias del Movimiento Browniano van a requerir de la construccion

de una nueva herrramienta matematica para su integracién conocida como
integral estocdstica, la cual sera fundamental para conocer la solucién de la
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ecuacion diferencial estocdstica como un proceso de difusion, y asi encontrar
la solucion a nuestros dos modelos de estudio, los cuales son:

= Modelo Biologico: se quiere estudiar y simular la descarga neuronal.
Las descargan ocurren, debido a que el cerebro contiene miles de mil-
lones de células nerviosas que se comunican entre si mediante procesos
quimicos y fisicos de forma especifica. Existe una relacién entre este
proceso bioldgico y un proceso estocastico, que es conocido como mod-
elo de difusién neuronal y se basa en un proceso estocastico bajo el
Movimiento Browniano, conocido por Ornstein-Unlenbeck, el cual de-
scribe una ecuacién con media revertida de la siguiente forma (ver [2]):

dX; = (a — bXy)dt +vdBy; Xo = x¢ > 0; (1)

donde a, b,y > 0 son constantes y B; es un Movimiento Browniano.

= Modelo Financiero: se busca estudiar y simular la estructura temporal
de las tasas de interés y la relacién entre los rendimientos de los va-
lores o bonos y su plazo de vencimiento. Obteniendo de este como
se pueden predecir los cambios en las variables que afectan la curva
de rendimiento. Al igual que en el caso anterior existe una relacion
entre éste modelo y un proceso estocastico. El mismo es conocido como
Cox-Ingersoll-Ross o (modelo CIR), introducido en 1985 por John C.
Cox, Jonathan E Ingersoll y Stephen A. Ross. El modelo viene descrito
mediante la siguiente ecuacién estocastica (ver [1]):

dX, = (a — bX,)dt + v/ X, VO0dBy; Xy = 0 > 0; (2)

donde a, b,y > 0 son constantes y B; es un Movimiento Browniano.

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:



En el capitulo 1, se introducen los conceptos basicos de probabilidades y del
calculo estocdstico basico (Movimiento Browniano y sus propiedades).

En el capitulo 2, mostramos el cdlculo diferencial e integral estocdstico para
lo cual nos valemos de la analogia estocastica de la regla de la cadena clasica,
conocida como lema de Ito.

Finalmente, en el capitulo 3 se busca la solucion numérica de la integral
estocastica mediante los métodos de aproximacion de Euler y Milstein re-
saltando sus diferencias y conveniencias, y utilizarlos posteriormente en las
ecuaciones (1) y (2) y asi observar como varian las soluciones aproximadas a
medida que varian los pardmetros.



Capitulo 1
Calculo ¢stocastico Basico.

En este capitulo se dardn algunos conceptos basicos de probabilidades que
nos serviran a lo largo de todo este trabajo, También se introducirdn nuevos
conceptos entre ellos el Movimiento Browniano, sus propiedades y ademaés se
estudiara el comportamiento de las trayectorias de éste proceso y se hard una
representacion grafica de las mismas.

1.1. Preliminares de Probabilidad.

Definicién 1.1 Una o-dlgebra §, sobre (), es una coleccion de subcon-
juntos de 2, que satisface las siguientes condiciones:

» ) eF.
= 51 A€, entonces A° € §.

s 51 Ay, Ay, Az, ... € F entonces UOOAn eSy mooAn €3

n=1 n=1

Se conoce como espacio medible al par (2, F).

Definicién 1.2 Una medida de probabilidad P sobre un espacio medible
(Q,35) es una funcion definida en § como:

P:§—[0,1],
tal que:

- P(Q) = 1.



] H)(w) ::O.
L] IP(A) >0;,VA€F.

» P es o-aditiva, es decir, si {A,}n>1 €s una coleccion de elementos de
§ disjunta 2 — 2 entonces:

]P( g An> =3 P(4,).

n>1 n>1

Se conoce como espacio de probabilidad a la terna (2,5, P).

Definicién 1.3 Sea X : (,5) — (R, B(R)) una funcidn medible, se dice
que X es una variable aleatoria real (v.a. real), si para todo A C B(R),
se tiene que X 1(A) C §.

Definicién 1.4 Un vector aleatorio es un vector X = (X, Xs,..., X,,)
donde para cada n € N, X, es una variable aleatoria definida sobre un
espacio de probabilidad (Q,§,P); y se interpreta X : Q@ — R™ como una
funcion medible.

Definicién 1.5 A cada variable aleatoria X se le asocia una funcion
Fx :R — R definida por:

Fx(t)=P{w e Q| X(w) <t})=P(X <t),
y satisface:
» Continua a la derecha.

n Mondtona creciente.

» lim Fx(x) =0y lim Fx(z) = 1.

T—r—00 T—00
Ahora bien, si X = (X1, Xs, ..., X,,) es un vector aleatorio la funcion de

distribucion estd definida por:

Fx(z) = Fx,..x,)(@1, . Tn)
= PlweQ: Xj(w) <xq,..., Xp(w) <z,})
= P(Xl le,...,Xnéxn),

donde xr € R".



Definicién 1.6 Sea fx : R" — R una funcion a valores reales, fx es una
funcion de densidad si satisface las siguientes condiciones:

» fx(z) >0VzeR.

/Z fx(x)dx = 1.

v fx (2, 2n) >0V (2, ..., 2,) € R™

/ / fx (1, .y xp)day..dx, =1

En particular, si la funcion de distribucion tiene densidad fx entonces,

Fx(fﬂ)Z/ / Sx Wi, s Yn)dyr-..dyy,

—00

Definicién 1.7 Sea X = (X1, ..., X,,) un vector aleatorio, la esperanza de
X esta definida como:

Usualmente se denota por: E[X| = [ix.

Definiciéon 1.8 Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio, la matriz de
covarianza de X estd definida como:

Y =Yx = (cov(X;, Xj),coni,j=1,..,n),
donde,

cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] - E[X]E[Y].

pero en el caso de que X, Y sean independientes la cov(X,Y) es nula.
También X x se puede obtener como:

Ex = E[X - EX)(X - EX)'],
(X —EX]) = (X1 —E[Xy], Xs - E[X], ...z, — E[X,]).



Ejemplo 1.1 51 X = (X4, ..., X,)) es un vector aleatorio tal que su densidad
fx wverifica que:

F(w) = 1 o M= (X))

(2m) % (det(%)
donde: x € R", ji € R" es la funcion de media de X, y 3 es una matriz n Xn
definida como la funcion de covarianza de X y (X — i)' es la transpuesta de
(X — [), asi llamamos X wvector gaussiano.

Y

Ademds podemos decir que X ~ N(fi,%).

Definicién 1.9 Sean x4, ..., x, variables aleatorias, son independientes si
para toda coleccion de indices 1 < 17 < i < ... < i < n, con 1 < n entero,
y todo subconjunto By, ..., B, C R se tiene que:

PH{X; € Bi}n{Xs€ By} N..N{X, € B,}) =
P({X, € Bi})P({Xs € Bo})..P({X,, € B,}),

donde By, ..., B,, son Borelianos.

Observacién 1.1

Las variables aleatorias xy,...,x, son independientes si y solo si su funcion
de distribucion conjunta puede escribirse como:

FXl,---7Xn (271, ceny le'n) = FX1 (xQ)FXl (xg)FXn(xn)

Sea X = (X1, ..., X,,) un vector aleatorio con densidad fx entonces 1, ..., x,
son independientes si y solo si

fx({El, ceey £L'n) € le (Il)an (l’n)

1.2. Procesos Estocasticos.

A continuacién se consideraran los procesos estocasticos. Estos procesos se
pueden entender como los procesos dependientes de leyes causales y proba-
bilisticas, por lo que estan sometidos al azar y son objeto de analisis estadisti-
co. Este tipo de procesos nos serviran para poder comprender la correlacién,
la cual se entiende estadisticamente como la relacién entre varios datos.



Definicién 1.10 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables
aleatorias { X her = {X(t,w) : t € T,w € Q} definidas sobre un espacio de
probabilidad (2, §,P), donde T es un espacio de parametros.

Ahora bien la aplicacion

w— Xi(w); w e Q,
es una variable aleatoria para cada t € [0, 7| y para cada w € Q la aplicacion
t — Xy(w),
recibe el nombre de trayectoria del proceso.

En la siguiente grafica (Figura 1.1) se muestra un ejemplo de las trayectorias
un proceso estocastico, donde cada color corresponde a una trayectoria del
mismo.

Figura 1.1: Trayectorias del proceso estocastico, con N = 100.

Observacién 1.2

El indice t es frecuentemente interpretado como el tiempo y Xy(w) como los
estados del proceso en el tiempo. Ademds si T es numerable el proceso se
llama a tiempo discreto; en otro caso se llama a tiempo continuo.

Definicién 1.11 Sea {X;}ic7 un proceso estocdstico, se dice que el pro-
ceso {Xi}ier tiene distribucion finito dimensional F si cada vector
( Xty ooy Xt,)) € { X heT tiene distribucion F.



Ejemplo 1.2 Sea {X;}ier un proceso estocdstico, se dice que {X;} et es
gaussiano si sus distribuciones finito dimensionales son gaussianas, es de-
cir, cada vector (Xy,,...,Xy,) tiene densidad gaussiana o normal; donde la
distribucion de un proceso gaussiano estd determinado por su funcion de me-
dia y covarianza.

Definicién 1.12 Si {X;}ie7 es un proceso estocdstico entonces:
i. La funcion pux : T — R definida por:
px () = E(Xy),
es la Funcion de Esperanza asociada a un proceso estocdstico.
ii. La funcion Cx : T x T — R definida por:
Cx(s,t) = cov(Xs, Xy),
es la llamada Funcion de Covarianza.

En particular, cuando t = s tenemos la funcion ox : T — R definida
por:
ox(t) = cov(Xy, Xy) = Var(Xy),

que no es mds que la Vartanza de X.

Definicién 1.13 Un proceso estocdstico {X; e es estacionario, si sus
caracteristicas mo cambian en el transcurso del tiempo, es decir, si para
cualquier coleccion {t;}i, en T, se verifica que:
d
(Xt17 ceey th) - (Xt1+h7 ceey th—‘rh)a
siempre que h sea tal que {t;sn}i CT.
Observacién 1.3

Cuando X es un proceso gaussiano la definicion de estacionaridad ocurre si
y solo si

px(t) = px(t+h),

Cx(t,s) =Cx(t+ h,s+h),

mejor aun, la definicion de estacionaridad en los procesos gaussianos es
equivalente a lo  siguiente: px es wuna funcion constante vy
Cx(t,s) =C(|t —s|) para cualquier funcion C de una variable.



Definicién 1.14 Si X = {X,}ic7 es un proceso estocdstico. Para cualquier
coleccion {t;}i, de elementos de T llamamos a la coleccion de variables
aleatorias

th - Xt17Xt3 - Xt27 ceey th - th—lv

Incrementos de X asociados a la coleccion {t;},.
Definicién 1.15 Sea X un proceso estocdstico decimos que:
1. X tiene incrementos independientes cuando:
Xp, — Xy, Xoy — Xigy oo0s Xo,, — X215
es una coleccion de variables aleatorias independientes.

it. X tiene incrementos estacionarios si para cualquier t y s en T se
cumple que:

d
Xt - Xs = Xt+h - Xs—i—h)
siempre que h sea tal quet +h y s+ h estén en T.

Definicién 1.16 Sean X = {X;}e7 v Y = {Yi}ses dos procesos estocdsti-
cos definidos bajo el mismo espacio de probabilidad. Decimos que X eY son
independientes si para cualquier par de coleccion { Xy, }iy y {Ys,}je, de
variables aleatorias en X e Y respectivamente se verifica lo siquiente:

]P(th € Ala "'7th € AnaY:sl € Cla "'7Y8m € Cm)
= P(Xy € Ay,...,X;, € A)P(Yy, € C4, ..., Y, € Cp),

donde Ay, ..., A,,C4,...,C,, son Borelianos.

1.3. Movimiento Browniano.

Definicién 1.17 Un proceso B={B;:t € [0,00)} es llamado Movimien-
to Browniano (M.B.) o Proceso de Wiener si satisface las siguientes
condiciones:

i. By=0.



1. B es un proceso de incrementos independientes y estacionarios, es de-
cir, para cualquier coleccion tq,ts,...,t, de elementos de T .

Bt2 - Btl? ) Btn - Btnfla
son variables independientes y para cada t y s en T.
d
Bt - Bs = Bt+h - Bs-i—ha
donde h es tal que t +h y s+ h estan en T .
iii. Para cadat € T By ~ N(0,t).

w. Las trayectorias de B son funciones continuas.

Figura 1.2: Trayectorias del Movimiento Browniano, con N = 100.

Propiedades del Movimiento Browniano.

i. El Movimiento Browniano es un proceso gaussiano.
En efecto, sean tq, ..., ¢, elementos de T y sean oy, ..., a;,, nimeros reales
cualquiera, y consideremos la variable aleatoria

alBtl 4+ ...+ OénBtn = (/\1 — /\Q)Btl + ...+ (/\n—l — /\n)Btn—l + /\nBtn(]-]-)



il

1il.

n
con \; = g o

Ahora bien, veamos que esta combinacion lineal es una variable aleato-
ria normal.

(M —X2)By, + (A2 — A3)Bpy, + oo + (M1 — An) By,
- )\1Bt1 + AQ(BQ - Bt1) + + )\n(Btn - Btn71)7 (12)
Por otra parte aplicando las propiedades (ii.) y (7ii.) del M.B. que nos

garantizan que sus incrementos son independientes y que B; es una
variable aleatoria N ~ (0,t) para cada t € T, obtenemos

MBy, + Xo(By, — Byy) + ... + \u(By, — By, ),

es una variable aleatoria normal. Finalmente sustituyendo (1.2) en (1.1)
conseguimos que:
alBt1 + ...+ OénBtn,

es normal y esto garantiza que By, ..., B, tiene distribucién gaussiana.

Los incrementos son normales, si ¢ y s son reales cualesquiera en 7T
tales que s < t porque

By — By L B,y — By = By, ~ N(0,¢ — s).

Para cada t y s en T se puede ver que la cov(By, Bs) = min(s, ).
En efecto, supongamos s < ¢, por definicién

cov(By, Bs) = E[B.Bs| — E|[B;|E[B;]
= E[B,Bj]
- ]E[BB — B2+ B,
— El(B - B)B, + B/,

Luego aplicando la linealidad de la esperanza se tiene que
= E[(B; — B,)B,] + E[B,%.
Dado que B; — By vy B, son independientes, se sigue que
E[B; — B,|E[B,] + E[B,?]
= 0+ E[B)%
= Var(Bs) =s.
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Asi
cov(By, Bs) = s = min(s, ).

El caso t < s es analogo.

iv. Para cada t € T. La funcién de media del M.B. B = { B, };c1 esté dada
por:
px(t) = E[Bi] = 0.

Observacién 1.4

De acuerdo con las propiedades (iii.) y (iv.) del Movimiento Browniano se
tiene una definicion equivalente para el mismo; dada por

Definicién 1.18 Un Movimiento Browniano es un proceso gaussiano con
trayectorias continuas tal que:

up(t) =E[B;] =0.
La funcion de media de B = {B;}ie7.
Cp(t,s) = cov(By, Bs) = min(s, t).
La funcion de covarianza de B = {B;}ier.

Definicién 1.19 Sean a yb en R cona < b y sea f: [a,b] = R. Si f es tal
que:

sup > | f(a:) = flai) | < oo,
=1

donde T son las posibles particiones del intervalo |a,b] entonces decimos que
f es de variacion acotada.
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Observacién 1.5

i. Las trayectorias del (M.B.) son continuas, sin embargo no son diferencia-
bles en ningun punto. Aunque se puede demostrar que es posible construir la
deriwada de un Movimiento Browniano como proceso estocdstico generaliza-
do, dicho proceso serd un proceso gaussiano, centrado y con varianza infinita
e independiente en diferentes instantes de tiempo.

ii. Las trayectorias del (M.B.) no tienen variacion acotada sobre cualquier
intervalo finito de T, es decir,

Supz | Bi,(w) — By, (w) | = o0,
o=l

donde T son las posibles particiones del intervalo [0, T].
Ejemplo 1.3 Sea B = {B;}icr un Movimiento Browniano.
1. Sea T =10,1] y X = { X, her definido por:
X, =B, —tB;.
Es conocido como Puente Browniano.
2. Sea T =[0,00] y Y = {Yi}ier definido por:
Y, = ut + o B;.
Es conocido como Movimiento Browniano con deriva [i.
3. Sea T =[0,00| y Z = {Z }1er definido por:
Z, = etttoB, (1.3)

para 0 > 0 y p € R. Es conocido como Movimiento Browniano
geométrico.

Se pueden ver que los procesos anteriores son gaussianos a excepcion del
proceso Z = {Z; }1e que no lo es.

Definiciéon 1.20 Sea X = {X;}ie7 un proceso estocdstico, el proceso X
es H-Autosimalar si para algun H > 0 y cualquier coleccion de indices
t1,to, ...ty de T se cumple que:

(TH X, THX, ) 2 (X, ooy X1,

para cualquier T > 0 tal que tq,...,Tt, son elementos de T .
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1.4. Esperanza Condicional.

Definicién 1.21 57 X eY son v.a discretas, la probabilidad condicional
de X dado Y =y, se define para todo y con P(Y =y) >0 como:

P(X =2,Y =vy)
PY =y)

P(X =z|Y =y) = (1.4)

La funcion de distribucion condicional de X dado Y =y esta definida por:
F(zly) = P(X < z[Y =y), (1.5)
y la esperanza condicional de X dado que Y =y se define como:

E(X|Y =y) = Zx]P = z|Y =y). (1.6)

Definicién 1.22 57 X e Y tienen funcion de densidad de probabilidad con-
gunta f(z,y), la funcion de densidad condicional de X dado Y =y,
estd definida para todos los y con fy(y) > 0 por:

fxiv(zly) = f(z,9) [y (y), (L.7)
donde fy(y / f(z,y)dx es la funcion de densidad marginal de Y.

La funcion de distribucion condicional de X, dado Y = vy, estd defini-
da por:

Fa(aly) = POX <l =) = [ Fav(aly)de (18)
La esperanza condicional de X dado Y =y, esta dada por:
ECXY =v)= [ afar(aly)ds, (19)

Definicién 1.23 Sea X una variable aleatoria definida sobre (2, §,P) y sea
B C § con P(B) > 0. La esperanza condicional de X dado B se define
por:

E[X|B] = (1.10)
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donde,

1 s weB.
1g(w) =
B<) {0 st w € BC.

denota la funcion indicatriz de B.

Definicién 1.24 Sean X eY wvariables aleatorias sobre ), dondeY = {y1,ya, ..

tal que,

i=1
i=1
Definimos esperanza condicional de X dadoY como una variable aleatoria
¢ :=EX[Y]: Q= R,

tal que
$(w) = D EIX|A]14, ().
=1
1.4.1. Esperanza Condicional dada una o-algebra.

En lo que sigue se podra definir la esperanza condicional E[X|G] donde G
es una sub-algebra de § y § es una o-algebra sobre ). En particular cuando
G = o(Y) para una v.a Y cualquiera, se tiene que:

EX |Gl = E[X [o(Y)],

donde usualmente se denota E[X |o(Y)]=E[X | Y],y
oYV)={Y eA: Ae B(R)}.

Definicién 1.25 Una variable aleatoria Z = E[X|F], es llamada esperan-
za condicional de X dada la o-dlgebra § si:

i. Z estd contenida en §, es decir, o(Z) C §.

Yns -

3
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ii. Z satisface la relacion B[ X1 4] = E[Z14] para todo A € §.

Ejemplo 1.4 (Esperanza condicional bajo una condicion discreta).

Sea 'Y wuna wvariable aleatoria discreta. Definamos los subconjuntos
A; = {w : Y(w) = y;}, que constituyen una particion disjunta de 2. Ca-
da elemento A de o(Y') es de la forma

A:UAiﬂA:U{w:Y(w):yi} I CN.
i€l icl
En la definicion (1.24) se expresa E[X|Y] como la variable aleatoria Z tal
que

Z(w) =E[X|A], weA,.

Z es una funcion de'Y y no de X, por tanto o(Z) C o(Y'), ademds, como
E[X] < oo y utilizando el teorema de convergencia dominada se tiene que

Por otra parte, vemos que Z es una variable aleatoria discreta con esperanza

E[Z14] = ZE[X|AZ']]P<A1'> = Z E[X14].
i€l iel
Asi Z satisface la relacion que define (1.25). Por lo tanto es la esperanza
condicional de X dada la o-dlgebra o(Y'). Es decir que en el caso de una
variable aleatoria discreta Y, se tiene que E[X|Y] y E[X|o(Y)] representan
la misma variable aleatoria.

Observaciéon 1.6
Una caracteristica importante de la esperanza condicional es que si

E[|X]] < oo, entonces E[X|F] existe.

Propiedades de la Esperanza Condicional:
Sean X1, Xs en (2, §, P) variables aleatorias y sea G una o-dlgebra de § se
tiene que:
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1.

ii.

1il.

La esperanza condicional es lineal:

con a, 5 en R.

Para demostrar esta propiedad basta utilizar la definicién (1.25) y con-
siderar Z = aX; + X,

EEZIS]1,] = FZ1) A€3
ElaXi14 + X231 4]

aE[X 14] + FE[X,1 4]
aE[E[X;|§]14] + SE[E[X5|F] 1 4]
= aE[X1[3] + SE[X[3].

La esperanza de X y E[X|F], (tomando A = ),
E[X] = E[E[X]3]],

debido a que,

EEX|3]] = E[E[X|3]Lla]
— E[X1q)]
— E[X].

Si la o-algebra, generada por la variable aleatoria X, esta contenida en
§ entonces,

E[X|F] = X.
En particular, si X es una funcién de Y, o(X) C o(Y) entonces
EX|Y] = X.
La informacion que esta contenida en § proporciona informacion acerca
de la variable aleatoria X. Ahora bien, si se conoce la estructura de X
se puede considerar como no-aleatoria y se puede escribir el valor de
X (w) en frente de la esperanza condicional E[1|§] = 1.

E[X[§](w) = E[X(w)[8] = X (W)E[[§] = X(w),
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1v.

vi.

Si X y la o-dlgebra § son independientes, entonces E[X|F] = E[X].

Se sabe que si X e Y son variables aleatorias independientes entonces
E[X|Y] = E[X].

Formalmente se puede decir que las variables aleatorias X y 14 son
independientes para todo A € §. Ahora bien, por la independencia se
tiene que:

E[X14] = E[X]E[L4]
— E[X]P(A) = E[X]E[14], Ac3.

Si la o-algebra o(X) generada por la variable aleatoria X, estd con-
tenida en §, entonces para cualquier variable aleatoria G

E[XG[3] = XE[G[3].

En particular, si X es una funcién de Y, tal que o(X) C o(Y), entonces
E[XG|Y] = XE[G|Y], donde se esta tomando a X como una constante.

Si g v § son dos o-dlgebras tales que § C §', entonces
EX|3] = E[EX|F]3] (1.11)
E[X[3] = E[E[X[3]F]. (1.12)

Para demostrar (1.11) vamos a considerar A € §y Z = E[X|F].
Luego por la propiedad de la definicion (1.25) se tiene que
E[X14] = E[Z1 4], utilizando la propiedad (v.) y por hipdtesis se tiene
que A € § C § entonces

EEX|§][§]14 = E[E[X[3]La[F].

Aplicando la propiedad (7i.) se tiene que:
E[(B[EXI3]][3)14] = BX1,).

Por lo que 7' = E [IE[X|8”]} ‘S] satisface la definicién (1.25), dado que

E[X|F] es tinica entonces se tiene que Z = Z'. Asi queda demostrada
la ecuacién (1.11).
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Veamos ahora la ecuacién (1.12), para esto basta considerar la propiedad
(¢7i.), dado que §F C §F' vy que E[X|F] no contiene mas informacion que
§’, es decir, que se puede considerar a E[X|§F] como una constante
entonces:

E[EX[33] = E[X[SE[1F] = BIX|3].

Ejemplo 1.5 Sea {B;}ie7 un M.B y sea § = {Fi}ier su Filtracion Na-
tural, es decir, para cadat € T § = o0(Bs : s <t). Si s yt son elementos
de T se cumple que E[B; | §t] = Bumin(sy)- En efecto

1. Sis<t
E[Bs|8:t] =B, o Bml’n(s,t)a

2. Sis>t,

E[Bs|§:] = E[Bs+ B, — B|F]
= E[Bs — Bt’&t] + E[Bt‘gt]
= ]E[Bs - Bt] + E[Btl&s]
= B

Ejemplo 1.6 Sea {X;}ien un proceso estocdstico tal que para cada i € N,
X;—X;_1 representa: La ganancia neta de un jugador en el instante de tiempo
i. Sea {F:}i1 una filtracion con respecto a la cual X; es adaptado, donde §;
representa: La informacion que posee el jugador en el instante de tiempo .

Entonces, si
E[X; — Xi_1|8i—1] = 0,

estamos hablando “probabilisticamente” de un “juego justo”.
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Observacién 1.7

En el caso particular asociado al ejemplo 1.6, se puede observar una propiedad
que se demostrard en la siguiente seccion, que se conoce con el nombre de
Propiedad de Martingala. Ademds

EX; — X 1|1 =0 <=
E[X;|§i-1] —E[X;1]8i] =0 <~
E[Xi|§i1] - Xin=0 <
E[X:|Fi-1] = Xi—1, E[|X]|] < co.

1.5. Martingala.
Para definir las martingalas se debe introducir la idea de filtracién.

Supongamos que {§,,n > 0} es una coleccién de o-dlgebras sobre el mismo
espacio de probabilidad (2, §, P) tales que §, C § Vn.

Definicién 1.26 La coleccion {§,,n > 0} de sub-o-dlgebras de § tales que
Sn € Sner Yn >0 es llamada una filtracion, en el caso continuo

{F,t €T}
SigiC§ VteT yg:s €8 V0<s <t

Definicién 1.27 Diremos que el proceso estocdstico X = {X,,n > 0} es
adaptado a la filtracion {§,}n>0 si

o0(X,) CFn VYn >0,
Para el caso continuo se tiene que o(X;) C §,t € T.

Definicién 1.28 La filtracion natural del proceso es la generada por el mis-
mo y ésta es definida como:
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Sea X = {X,,n > 0} un proceso estocéstico sobre (£, F) y supongamos que
se tiene informacion de §,, a tiempo presente ;como influye esta informacion
acerca del proceso X en el futuro?

Esta informacién se obtiene con E[X,|§,], para el caso continuo se tiene
E[X;|Fs)-

Definicién 1.29 Sea X = {X;,t € T} un proceso estocdstico, X es llamado
una martingala a tiempo continuo (discreto X = {X,,,n > 0}) respecto

ala ﬁltmcio’n {gt}teT ({Sn}ne]N); su:

1. X es integrable, es decir,

E[lX,[<co YieT, (]E[|Xn|] <00 Vne N).

ii. X es§y (§n)-medible.
X es adaptado a su filtracion, es decir,

{Xs}ser es adaptado a {§iter ({Xn}nelN es adaptado a {Sn}n@N>.

141.
X8 = X, Vs<t, (EXul§) =X, YneN).
Observacién 1.8

Una propiedad importante de las martingalas es la siguiente.
La funcion esperanza de una martingala es constante, debido a que, para
cualquier par s yt en T con s <t se verifica lo siguiente:

E[X,] = E[E[X,|3.]] = E[X].

Ejemplo 1.7 Sea {B;}ie7 un Movimiento Browniano entonces el proceso
{ X} e definido por:
X, = B2 —t,

es una martingala con respecto a la filtracion natural del M.B. con s < t.

Demostracion 1.1

Veamos que se cumplen las propiedades de la definicion (1.29).
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i. B[|Xy|]=E[B?—t]| <E[B)+E[]=t+t=2t< occ.

ii. Se cumple por la definicion (1.27), por lo tanto, Bs C §; entonces
o(Bs) C §¢ y por lo tanto es medible.

iii. B[X,|§,] = X2.
En efecto, en primer lugar se tiene que E[X|Fs] = E[B? — t|Fs]. Y
consideremos
B2 —t=(B;— B+ B,)?—t= (B, — B,)> +2(B; — By)B, + B>~ t
E[Bf — 18] = E[(B: — Bo)*[8] + 2E[(B; — By) B[] + E[BIS] — E[t].
Ahora bien, como (B, — Bs) es independiente de By y ademds (B; — By)
es independiente de §4, entonces
E[BtQ - t|8’s] = E[(Bt - BS)Q] + QBSE[(Bt - Bs)] + Bs -1
= (t—s)+Bi+0—-t=B—-s=X,.

1.6. Integral Estocastica de Ito.

La integral estocastica surge de la necesidad de resolver determinados pro-
blemas, en los que aparecen implicados ciertos procesos estocasticos, como el
Movimiento Browniano; por ejemplo el cédlculo de integrales del tipo

/0 f(s,w)dBs(w). (1.13)

El hecho de que las trayectorias del Movimiento Browniano no sean diferen-
ciables, ni de variacién acotada, impide integrar en el sentido de Riemann-
Stieltjes o Lesbegue-Stieltjes. Ya que, para cada w € §2 no se puede definir
(1.13) como una integral de Lebesgue-Stieltjes, debido a que By(w) no es una
funcion de Stieltjes, esto ocurre del hecho de que el M.B. tiene variaciéon no
acotada. Asi surge la necesidad de crear una nueva integral, que en casos de
regularidad del integrando si coincidird con la integral de Riemann-Stieltjes.

Observaciéon 1.9
Sea {{ X, }nen, X} una coleccion de variables aleatorias decimos que X,, con-
vergen en L* a X (X, £ X) si

Iim E[(X, — X)?] = 0.

n—o0
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1.6.1. Procesos Simples.

Sea X = {X;}ico,7] un proceso estocastico, se conoce como proceso simple
aquel donde existe una particion tal que, la trayectoria que se considere de
cada w € € es una funcion simple adaptado a la g-algebra natural del M.B.

Definicién 1.30 Un proceso C = {Ci}ico.1) es simple si existe una parti-
cion T, : 0 =ty < t; < ... < t, = T y una sucesion finita de variables
aleatorias {zy, k = 1,...,n} tales que:

Ct = Z Zkl]‘[tk—latk']<t> —|— Zk(ST(t)7
k=1
y la sucesion {z,}j_, es adaptada a la filtracion §;, = o{By; : 0 < t; < i},
Ez}] <oV ky

5(8) = {1 si t="T.

0 en otro caso.

Veamos a continuacion una representacién grafica de un proceso simple adap-
tado a una trayectoria del Movimiento Browniano, donde se puede apreciar
que de color azul la trayectoria y de color verde el proceso simple, para un
intervalo [0, 1] con N = 100.

ol

Figura 1.3: Proceso Simple, segtin el Mov. Browniano, con N = 100.
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1.6.2. Integral de Ito6 para procesos simples.g

Definicién 1.31 La integral estocdstica de Ité para un proceso simple
C sobre [0,T] se define por:

-
Ir(C) = / C,dB,
0

= Z Zk—l(Btk - Btk-—l)
k=1

n

= Z Zk_lAkB.

k=1

Por otro lado, si se tiene que [0,t] C [0,7T], tal que tp—1 < t < ty, Z;(C)
esta definida por:

t
It(C) - / Csﬂ[[]’t]dBS
0
k—1
= Z Zi—l(Bti - Bti—l) + 2ty (Bt - Btk—l)'
i=1
Observacion 1.10

1. Cuando a todos los elementos del espacio muestral se le asigna la misma
trayectoria el proceso estocastico, se denomina proceso constante.

2. Se conoce como funcion deterministica cuando la funcion no depende
de los elementos del espacio muestral.

Propiedades de la integral estocastica de Ito.

1. El proceso de [to es una Martingala.
Veamos que se cumplen las tres propiedades.
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E[|Z.(C)]] < oo.

E[Z.(C)]] = E| Zzz 1(By, = Bi,) + 24, (Br — By, )]
k—1
< B |51 Bl + |2, (B — By, )|
=1
k-1
= Y [EllziaA, Bl + El|21,(B: — By,,)[]] < o
=1

b. Z;(C) es Fr-medible.

Es directo de la definicion.

c. Para cada party s en [0,7] con s <t se cumple que

E[Z(C)|3.] = Z,(C).

Sea 0 =ty < ... < t, =T una particién de [0, T]; s,t € [tg_1, k],

n

7(C) = Zzt (B, — By, ,)

- Itkfl(c) + Ztk(Bts - Btkfl) + Ztk<Bt - Bs)

Por otro parte se tiene que,

Z 2,(Bi, — Bi,_,) = Z 2, (B, — By, _y) + 2, (B, — By, ) + 2, (B — By)
= IS(C) + 2, (B — Bs) =Zs.  (l.q.q.d.)

Es una consecuencia directa de la definicién.

. I,(C) satisface la propiedad de isometria.

B( [ cas)] = [ s,

para todo t € [0, T].
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Demostracién 1.2

[( [ can)] = B(

= E[ Ztk,lztj_l(Btk - Btk—l)('Btj - Btj—l)]

Consideremos B[z, _, z,_, (By,—By,_,)(By;—By,_,)] y observemos qué ocurre.
Sea 0; = O'{Bti, tl < tj}

Supongamos k < i
B[l 2, By — Bu,)(By, — Bi) | ] (1.14)

Por la independencia de (B;; — By,_,) con respecto a 0; y la medibilidad
de las otras variables aleatorias respecto a esta o-dlgebra se tiene que

(1‘14) = ]E[(Btj - Btjfl)]E[Ztkflztjfl (Btk - Btk—l)] =0.
Caso j < k es andlogo.

Si k = j se tiene que
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n

E[(/Ot CSdBS) 2} - E[szkl(Btk - Btk,l)ﬂ
= i E [thk (By, — Bt,H)Q]
el

2

Ztk

JEI(B, ~ By, _,)?|

= Y Elz, )t — tsc1)

_t
= / C2d,.
0

La integral de Ito es lineal, sean o, f € R y Cy, Co dos procesos simples,
entonces

t t t
/ (0461 + 562)(135 = Od/ CldBS + ﬂ/ CQdBS.
0 0 0

. Las trayectorias de Z;(C) son continuas.

Demostracién 1.3

Sea L5[0,T] el espacio de todos los procesos medibles.
¢ ={C(t,w):t € Ry,w € Q}f = {Ct(w) }ter,»
adaptados a la filtracion
o, =0{Bs :s <t}

tales que

)
IcBr=E[ ] cHa] <oo,
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la métrica asociada a este espacio es

o0

1€ lle=) (I C 37 AL).

n=1

Este espacio es completo respecto a esta norma, es decir, es Banach.
Se denotard por Lo al espacio vectorial de las funciones simples.

Se puede ver que Ly C Lo y las funciones simples son densas en Ls.
Esto significa que existe una sucesion de procesos simples

n

Cn(t) = Z Ztk—lﬂ[tk—htk] (t) 2ty € Ok—1,
k=1

tales que C, converge a C para C € L5[0,T],

n—oo

T —0
lim B / (Ca(t) — C(£))2d,]—5 0.
0
Asi definimos para C € L5[0,T]

T T
/ C(s)dBg := lim Cn(s)dBs.
0

n—o0 0

Observacién 1.11

La integral para funciones de L5]0,7T| satisface las propiedades de la
integral para las funciones simples, ademds lo anterior se justifica que
estd bien definido, ya que existe fOTCn(s)clBS que es una Sucesion de
Cauchy en L0, T].



Capitulo 2
Ccuaciones Diferenciales e
Integrales ¢Estocasticas.

En este Capitulo se presentard la analogia estocastica de la regla de la cade-
na clasica, conocida como lema de Ito, también se realizara la construccion
de la integral de Stratonovich y se introducirédn las ecuaciones diferenciales
estocasticas.

2.1. Lema de Ito.

El lema de Ito permite realizar una analogia de la regla clasica de la cadena
de diferenciacion que se conoce, a la diferenciacion estocastica, es decir,

[f(g(s)] = f'(9(5))g'(s),

donde f, g funciones diferenciables.

La forma integral de esta regla de la cadena se expresa a través del teorema
fundamental del calculo como,

f(g(t))—f(g(o))Z/o f’(g(S))g’(S)dS=/0 f'(g(s))dg(s),

y lo que se quiere realizar es un reemplazo de la funcién g(¢) por un Movimien-
to Browniano B;,t > 0.

Enunciemos formalmente el lema de It0.

27
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Lema 2.1 Sea f una funcion de clase C?, entonces

1B, / J(B.)B, + / /(B (2.1)

donde (2.1) se conoce como formula de Ité .

Demostracién 2.1

Supongamos sin  pérdida de generalidad que s = 0. Sea
0=ty <ty <..<t,="1una particion de [0,t]. Como f € C?, entonces
f" es continua; luego haciendo el desarrollo de Taylor de orden 2 entorno al
punto a tal que a € [0,t], se tiene que:

1) g,

f(Bu) = 1)+ f(@)(By —a)+ @2,
f//(a)

f(Bti+1) = f(a) + f/(a)(Bti+1 - CL) + 9 (Bti+1 - a)z'

Observe que, se tiene una serie telescopica.

—

n—

f(By) = f(Bo)

[f(Bti+1) - f(Btz)]

=0
Ahora bien,
/ f'(a) 7 2 2
F(Buw) = F(By) = f1(@)(Buss = Bu) + 5= | (B = a)* = (B, — a)?]
/ f”(a) 2 2 2 2
= [(@)(Bu,, - B+ 2 |BE,, — 2By, +a* - B? + 2B, - o’
"
= f'(a)(By,,, — By,) + / (&) Bf —2aB;,,, — B +2aB;,|.
+ 2 i4+1 + i

Considerando a = By,, se obtiene

F(Buw) = F(B.) = (BB, — B+ T2 (5, ~ B (22

Asi,

—_

n—

f(By) = f(Bo) = ) f'(Bi)(Bu,, — Bi) + %f”(Bti)[(Bml — By)".

%

I
=)



29

Por otro lado, veamos que (dB;)? = (Byya: — By)? = dt.
Sea 0y = o{(Biyar — Bt) hepo, la o-dlgebra que hace a (By+dt — By) medible.

Luego aplicando las propiedades de la esperanza condicional.

(Biyar — Bt)2 = E[(Birar — Bt)2|0t]

E[B}, y|ot] — 2E[BiyatBilov] + E[B| o]
E[B}\ 4] — 2E[Bi1a:Bi] + E[Bf]

= t+dt+2((t+dt)Nt)+t

= t+4+dt —2t+t=dt.

Luego tomando el limite cuando n — oo en la ecuacion (2.2), se tiene que

—_

n—

f/(Bti>(Bti+1 - Btz) — /0 f/<Bs)st,

1]

n—

H
| —

" 2 1 ! "
PB(B = B — 5 [ (s

o
N}

i=

Por lo tanto,

' ! 1 ! "
1(8) = 180 = [ rByas.+ 5 [ s
Lema 2.2 (Extension I).

Sea f(t,z) una funcion cuyas derivadas parciales de sequndo orden son con-
tinuas, entonces

f(t,Bt)—f(s,Bs):/s [fl(x,Bgc)—l—%fgg(x,Bx)]der/s foz, By)dB,, s <t,

Veamos a continuacion el enunciado de otra extension general del lema de Ito.
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Consideremos un proceso de la forma f(¢, X;), donde X esté dado por:

t t
X, = Xo + / AWds + / APdB,, (2.3)
0 0

y ambas, A y A® estan adaptadas al Movimiento Browniano, donde se
puede asumir que estan bien definidas las integrales de Riemann e Ito, res-
pectivamente.

El proceso (2.3), es conocido como Proceso de 1t6.

Lema 2.3 (Extension I1).

Sea X un proceso de It y f(t,z) una funcion cuyas derivadas parciales de
sequndo orden son continuas, entonces

f<t7 Xt) - f(S, Xs) = / |:f1 (ya Xy) + Ag(,ll)f2<y7 Xy) + %(A;E/2))2f22($7 Xy)] dy

t
+ / AR fo(y, X,)dB,, s <t. (2.4)

2.2. Integral de Stratonovich.

Existen una gran variedad de integrales estocésticas, una de ellas ya se estu-
di6, que fue la integral estocastica de Ito, y en esta seccion se va a estudiar
una nuevo método para la resolucion de las ecuaciones diferenciales estocasti-
cas de Ito, que es llamado calculo de Stratonovich.

La idea principal en la integral de It6 fue la aproximacién de Z;(C) por las
sumas de Riemann-Stieltjes de la forma:

k-1
It(C) == Z Cti_lAiB + Ctk,l(Bt - Btk—l) para tk—l; S t S tk, (25)
=1

para particiones 7, : 0 = t4 < t; < ... < t,_1 < t, = T, tal que
|| Tn ||: ZgéXﬂ(tl — ti—l) — 0.
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Sea B = (B;,t > 0) un M.B. y sea C = (Cy,t € [0,7T]) un proceso integrable
dado por
Ct = f(Bt>7

cont € [0,7], y f una funcién dos veces diferenciable en [0, 7]. Definiendo
la suma de Riemann-Stieltjes como:

Sn = Z f(Byz)AZB7
=1

ti—1+t;

S i =1,...,n, en este caso se tiene que E[S?] < oco.

donde y; =

Se puede demostrar que el limite de media cuadratica de la suma de Riemann-
Stieltjes (2.2) existe si || 7, ||—= 0.

Definicién 2.1 Se define la integral estocdstica de Stratonovich de
f(B), para B Movimiento Browniano, como:

T
SH(/(B)) = / J(B)odB, tel0,T]

= limS,.
n—oo

Para resolver la ecuacion diferencial de 1t0, se considerara una transformacion
de la féormula, que relaciona la integral de Ito y la de Stratonovich con el
mismo proceso f(B) de integracién.

Supongamos que

T T
/0 E[(f(B)dt < 00, y / E[(f'(B.))*)dt < oo. (2.6)

Veamos que se verifica el desarrollo de Taylor,

f(Byz) = f(Bti—l) + f/(Bti—1>(Byi - Bti—l) e

donde se puede despreciar los términos de altos orden. Entonces un aproxi-
mado de la suma de Riemann-Stieltjes de S7(f(B)) se puede escribir como
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S IBIAB = Y J(Bi )AB+ Y J (B )(By ~ By )AB + .

i=1

= Z f(Bti—l)AiB + Z f/(Btifl)(Byi B Btifl)z +
i=1 =1

+ Z f,(Btifl)(Byi - Btifl)(Bti - B?/i) + ..
=1

= Snl + Sn2 + Sn3 + ... (2.7)

Por la definicién de la integral de It6 S, tiene limite de media cuadratica
fOT f(Bs)dBs. Una aplicacién de la condicién (2.6) muestra que S, tiene

lfmite de media cuadratica cero, por los incrementos y que S,2 — % fOT f(By)dt
en media cuadratica.

Combinando las convergencias en media cuadratica de S,i, parai = 1,2.3;
se obtiene finalmente (2.7).

Definicién 2.2 Supongamos f una funcion tal que satisface (2.6). Entonces
se verifica la formula de transformacion.

T T T
| wyedn = [ rwgans [ 23

De esta manera se obtiene que (Si(f(B)), t € [0,T]) no es una martingala;
esto se puede comprobar a través de la esperanza.

Ahora tomando en particular la funcién f(t) = ¢/(t). Una aplicacién del lema
de 1to, para Y; = g(By).

Donde la aplicacién del lema es: “Sea f dos veces continuamente diferencia-
ble, la férmula:”

f(By) — f(Bs) = / f(B.)dB, + %/ f"(By)dz, s<t,

entonces aplicando el lema se obtiene:
T 1 T
o(Br) = g(B) = [ g(BydB+ [ g Bds
0

0
T 1 T )
_ /O f(Bs)st+§/0 F(B.)ds,
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por otra parte, se tiene que:

/OTg’(BS) odB, = /OTf(Bs)st + % /OT #'(B,)ds.

Por lo tanto, se tiene que la integral estocastica de Stratonovich satisface la
regla de la cadena clasica, es decir:

)
/0 §(B.) o dB, = g(Br) — g(Bo). (2.9)

Observacién 2.1

De la afirmacion anterior (2.9) la integral estocdstica de Stratonovich no es
la integral cldsica, es decir, la integral de Riemann. Lo que se obtuvo fue una
estructura similar que corresponde a la regla de la cadena.

Ejemplo 2.1

Supongamos:

a. Sea g(t) = t*. Entonces ¢'(t) = 2t, de (2.9) se obtiene que:

7 1 2 1 2 1 2
; Bt e} dBt = §B7- — §BD == 587—

b. Sea g(t) = e'. Entonces ¢'(t) = €', de (2.9) se tiene que:
T
/ BiodB; = el — P = PT — 1.
0

Concluimos de la 4iltima relacion que el proceso X; = Bt t € [0,T] es la
que se conoces como la Exponencial de Stratonovich.

Veamos ahora la férmula de la integral estocastica de Stratonovich de forma
mas general.
Sea C = f(B) un proceso integrable tal que:

C: = f(0,Xy), te|0,T] (2.10)

donde f(¢,z) es una funcién con derivadas parciales continuas de segundo
orden.
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El proceso X supone un proceso de Ito dado por la ecuacién diferencial
estocastica:

t t
X: =X, +/ a(r, Xs)ds +/ b(s, Xs)dBs,
0 0

donde las funciones a(t, x) y b(t, x) satisfacen la existencia y unicidad de las
ecuaciones diferenciales estocasticas. Pero para funciones de la forma (2.10)
no es tan sencillo dar una extension de la integral. Una posible forma puede
ser mediante la integral de Riemann-Stieltjes dada por:

- n 1
Su=  fltin 5(Xima + X, ))AB,
=1

luego la media del limite fOT f(t, Xy)dB de estas sumas de Riemann-Stieltjes
existe si

;
/ E[f(t, X,)|%dt < oo.

Entonces se puede demostrar que esta definicién coincide con que
flt,x) = f(x), X =8B.

Por otro lado, si asumimos que f = f(¢,z) y X = B, entonces la formula de
transformacion se da por:

T T T
1
/ f(t, X;) o dBy —/ f(t, Xy)dB; + 5/ b(t, Xy) fo(t, Xy)dt,
0 0 0
donde fy(t, z) es la derivada parcial de f con respecto a x.
Ahora bien, se pueden definir varias integrables estocasticas diferentes, es
decir, para cada p € [0, 1], se tiene una particién 7,, = {¢;};=1 C [0, 7] y un

proceso C = {Ci }4cpo, 71 adaptado al M.B.
Se puede definir la suma de Riemann-Stieltjes como:

S =Y Cy(p)AB,
i=1

donde :%(p) = ti,1 +p(tl — tifl), 1= 1, ., n.
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2.3. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas.

La Ecuacién Diferencial Estocastica (E.D.E) puede ser entendida como una
Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.O), que en términos estocdsticos es
conocida como Ecuacion Diferencial Determinista, la cual es pertur-
bada por un ruido aleatorio.

Se introducira la Ecuacion Diferencial Estocastica de Ito, su explicacién y
soluciones. Se daran las condiciones de existencia y unicidad de la solucion
de la Ecuacion Estocéstica de Ito.

Denotaremos por §;, 0 < t < T a la g-algebra natural con respecto a las
variables X;(s) para s < t y por £2 [0, 7] al espacio de todos los procesos
medibles adaptados a {By; s < t}, para s,t € [0, T].

2.3.1. Ecuacion Diferencial Determinista.

Algunos aspectos importantes de una ecuacién diferencial ordinaria que hay
que resaltar son:

1. Las soluciones de las ecuaciones diferenciales son funciones, ellas des-
criben la ecuacién o la dindmica de un proceso de la vida real a lo largo
de un periodo de tiempo.

2. En orden de obtener una unica solucion, es que se tiene que conocer
la condicién inicial x(0) = xg. Si esta solucién z(t) comienza a partir
del punto xy en el momento ¢t = 0, es decir, la funcién z(t) es comple-
tamente determinable en el futuro, lo que es equivalente a decir, para
t>0.

3. Las soluciones explicitas de las ecuaciones diferenciales son excepciones
de la regla. En general, se tiene que contar con las soluciones numéricas
para las ecuaciones diferenciales.

4. Integrando ambos lados de la ecuacion diferencial

_ dx(t)
o dt

' (t) =a(t,z(t)), (0) = zy, (2.11)
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para una funcién a(t, x); se obtiene una ecuacién integral equivalente:

z(t) = z(0) +/O a(s,z(s))ds.

Aunque esta ecuacién transformada en general puede resolver ecua-
ciones como: % = ay(t)dt, la cual proviene de una separacién de
variables. Esto permite dar una idea de como se puede definir una
ecuacion diferencial estocastica como una ecuacion integral estocésti-

ca.

2.3.2. Ecuacion Diferencial Estocastica de Ito.

Definicién 2.3 Definimos la Ecuacion Diferencial Aleatoria como:

dX; =a(t,Xy)dt, Xo(w)=Y(w), weq,

donde a es una funcion continua; X; es un proceso estocdastico donde
tel0, 7], T € R" yY(w) es una variable aleatoria.

La solucion de éstas ecuaciones se obtiene utilizando las técnicas conocidas
de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

La principal diferencia con una E.D.O., es el término aleatorio, el cual es
introducido en la condicién inicial, y por esta razén las ecuaciones diferen-
ciales deterministas pueden considerarse aleatorias al perturbar su condicién
inicial.

Definicién 2.4 Definimos la Ecuacion Diferencial Estocdstica (E.D.E.)
a las expresiones de la forma:

dX, = a(t, X))dt+ b(t, X,)dB,, (2.12)
X()(w) = Y(CU),

donde B = {B;,t > 0} es un Movimiento Browniano; a y b son funciones
continuas.

El proceso X; se dice soluciéon de la ecuacion diferencial estocéstica sobre
[0, 7] si cumple las siguientes condiciones:
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1. X, By son §p-medible y (Byys — B;) es independiente de §;.
2. a(t, Xy), b(t, X;) € L0, T].

Por lo tanto, la solucién X, si existe, es entonces un proceso estocastico.

Una posible interpretaciéon de la ecuacién (2.12) es la transformacion de
dX; = Xiiqt — Xy, el cual es causado por una variaciéon del tiempo dt, con un
factor a(t, X;) combinado con un cambio dB; = By, 4 — B; del Movimiento
Browniano, con respecto a al factor b(t, X;), es decir,

Xt+dt - Xt — ( dt + b(t Xt)(Bt+dt Bt)

t
X —Xo = / (s, Xs) ds+/b(S,Xs)st, 0<t<T,
0
por lo tanto, la ecuacién (2.12), se puede representar de la siguiente forma:

¢ t
X, = Xo +/ a(s, Xs)ds +/ b(s, Xs)dBs, 0<t<T, (2.13)
0 0

donde la primera integral del lado derecho es la integral de Riemann y la se-
gunda es la integral estocéstica de It6. La ecuacién (2.13) es conocida como
la Ecuacién Diferencial Estocastica de Ité.

Para las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas se han encontrado dos tipos
de soluciones, las cuales son conocidas como soluciones fuertes y débiles.

Definicién 2.5 Una Solucion Fuerte de una E.D.E. de It (2.13) es un
proceso estocdstico, X = (X;, t € [0,T]), el cual satisface las siguientes
condiciones:

i. Xy y By son medibles respecto a § = 0{Bs,s < t} y (Bis — Bs) es
independiente de §;

ii. Las integrales en (2.13) estan bien definidas como Riemann o integrales
estocasticas de Ito respectivamente.
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1i. X es una funcion de la trayectoria del Movimiento Browniano y de las
funciones coeficientes a(t, x) y b(t, x).

Definicién 2.6 Las Soluciones Débiles de X son suficientes si el objetivo

es determinar las caracteristicas de la distribucion de X como las funciones
de esperanza, varianza y covarianza del proceso.

Una solucién fuerte o débil de X de la E.D.E. de It6 (2.13) es conocida
como difusién. En particular, se considera a(t,z) = 0y b(t,z) = 1 en (2.13)
obteniendo:

t
Xt:Xo+/st, 0<t<T,
0

y asi el Movimiento Browniano es un proceso de difusién.

Observacion 2.2 En lo que sigue, se considerard unicamente la solucion
fuerte de la E.D.E. de Ito.

2.4. Existencia y Unicidad de la Solucién de
la Ecuacion Diferencial Estocastica.

Definicién 2.7 Sea {A,},>1 una sucesion de subconjuntos de Q0 definimos:

limsup A,, = ﬁ G A,

n>1

k=1 n=k
donde o - .
re(YJArerelJAVE>1,
k=1 n==k n=~k
esto es

VEkdng >k tal que x € A,,.
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Lema 2.4 (Borel - Cantelli.)

n>1

Si Z]P(An) < 0o entonces P(limsup A4,) = 0.
n=1

Demostracién 2.2

Por la definicion de sub-o-aditividad, se tiene que si P es una medida en
(Q,35), entonces para toda sucesion de subconjuntos A, € A C §.

Por hipdtesis, se tiene que,

Z]P(An) < 0o entonces ]P(U A,) — 0 con k — oo.
n=1 n=~k
Luego,
P(limsup 4,,) = lim P A,) =0.
( nsup ) = lim_ (ngn )

Lema 2.5 Sean ¢(t) y a(t) funciones medibles y acotadas tal que para alguna
constante A > 0

t
p(0) < at) £ [ plo)ds,
0
entonces,

o(t) < alt) + )x/ot =9 (s)ds. (2.14)

Demostracién 2.3

Denotemos 1 (t) el lado derecho de la ecuacion (2.14), es decir,

P(t) = alt) + )\/Ot AN=9a(s)ds, ¥(0) = a(0). (2.15)

Deriwando obtenemos
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Y(t) = o (t) + da(t) + \? /t A9 (s)ds
— (t) + M),

o equivalentemente
W) = M(t) = o/ (1)

Multipliquemos convenientemente por la expresion e =)

e)\(tfs)w(t) . )\e/\(tfs)w@) — eA(t—s)a/(t)
Ay (t) —'(0) = /t e M=% (s)ds
0

= «fs) AS\O—F)\/O eMa(s)ds

= a(s) + e —a(0) + A /t eMa(s)ds.

Recordemos que,

Denotemos,

entonces,
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Utilizando Fubbini, se tiene,

t gt
= )\2/ / A(s)dsdu
Ot u
2

= A /O(t—u)A(u)duz/\3/0t(t—u) /OUA(s)ds
e >

_ As/ot@&s)dsz (nA_nm/ot(t—s) /Ot(t—s)"lA(s)ds,

entonces, st n — 00,

m/o (t—s)"'A(s)ds — 0.

Asi
A(t)>0; Vtelo,T].

Teorema 2.3 FEmistencia y Unicidad.
Sean a(t,x) y b(t,z) funciones de [0,T] x R en R tales que:

L a(t,z),b(t,z) son medibles tanto en su primera como sequnda coorde-
nada.

II. a(t,z),b(t,z) satisfacen las condiciones de Lipschitz, es decir, eriste
una constante k tal que t € [0, 7] y z,y € R.

i. la(t,z) —a(t,y)| + |b(t,x) — b(t,y)| < k|lz —yl.
. a(t,)* + b(t, o) |* < E*(1 + |x]?).
III. X(0) no depende de B; y E[X)* < .
Entonces eziste una solucion de la E.D.E.(2.12) tal que:
1. X, es continua casi siempre con probabilidad uno y Xy = Xo parat = 0.
2. sup E[X,]? < oo. Ademds si X} y X? son soluciones de la E.D.E.(2.12)

0<t<T
que satisfacen (1.) y (2.) entonces,

IP< sup | X} — X7| = O) =1

0<t<T
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Demostracién 2.4

Veamos primero la unicidad.

Supongamos que X} y X? son soluciones de la E.D.E. (2.12), asi que ellas
satisfacen:

t t
X = Xy + / ot X)ds + / b(t, X7)dB,, i —1,2.
0 0
Ast,
t t )
EIXY - X7 = E[ [ la(s, X)) ~ a(s. XD)ds + [ (s, XD) ~ b(s, X2)dB,
0 0

< 21]53[/:[@(5,)(;) —a(s,Xg)]ds]2+2E[/Ot[b(s,xg) —b(s,Xf)]str.

Por isometria y por la desigualdad de Cauchy.

2

< Q/Ot]E[a(s,Xsl) —a(s,Xf)]2ds+2/0t]E[b(s,Xsl) —b(s,Xg)] ds.

Ambas satisfacen la condicion de Lipschitz, por lo que,
t 2 t 2
< 2k2t/ ]E[Xsl—XSQ] ds+2k2/ E[Xj—xg} ds
0 0

t 2
< 2k2(t—|—1)/ E[X;—Xj} ds
0

t 2
/\/ E[X;—Xf} ds,
0

IN

donde
A= 2K*(t+1). (2.16)

Por lo tanto se tiene que,

t

2 2
E[X,}—X,?] SA/ E[Xj—Xf] ds.
0
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Sea p(t) = E[X} — X?]2, por el lema (2.5) se tiene que para o(t) =0,
2
E|:Xt1 _Xt2:| < 07
2
e 20

entonces .
2
o(t) < /\/ ]E[X; —Xf} ds = 0.
0

Asi para cada t € [0, T],

P(X}! - X}|=0)=1 cs.
Sea N un subconjunto de [0,T| denso, numerable; de la continuidad de X}

y X2, se tiene que,

]P(Sup(|Xt1 -~ X2 = 0)> ~ 1.
teN
Si A es un compacto de [0,7T]| entonces

P(sup(|X) — X)) = 0) = P( sup (IX} — x| =0)) = 1,

A (ANN)
en particular para t € [0,7T],
]P< sup (| X! — X2| = 0)> ~ 1
0<t<T

Por lo tanto, se demuestra la unicidad.
Veamos la existencia.

Esta demostracion se construye de forma iterativa.
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Dado que se conoce,

dX(t) = a(t,X(t))dt+b(t, X(t))dB; (2.17)
t t
X(t) = X +/ a(s, Xs)ds +/ b(s, Xs)dBs. (2.18)
0 0
La solucion de forma iterativa se tiene de la siguiente forma:

Sea Xo(t) = X(0) y

Xn(t) = Xo(t) —i—/o a(s,Xn_l(s))ds—i-/o b(s, Xn_1(s))dBs. (2.19)

La idea es ver que X,, es una sucesion de Cauchy lo que implicaria que ella
converge a un X, el cudl serd la solucion.

Veamos que ocurre con (X,+1 — Xn) en Ly, es decir, se quiere acotar
2
E [Xnﬂ(t) - Xn(t)] entonces

E[XnH(t) —Xn(t)r - E[ /0 t[a(s,Xn(s)) — a(s, Xn_1)(s)]ds +

/0 (b5, X () — bis, Xoi(3))]dB| i

< 25 /0 Tals, Xu(5)) — als, Xo1)(s))ds] +
28 [ 106 X,(69) = b X )10

< 2 /O t]E[a(s,Xn(s)) —a(s,Xn_l)(s)]stJr
) /0 'E [B(s. X, (9))  b(s. X0} (s)] s

< 2t+ 1)K /OtE[Xn(s)—an)(s)rds

- A/OtIE[Xn 5) —Xn_l(s)rds,

donde X es dado en (2.16).
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Repitiendo este proceso iterativamente se puede ver que

B[ Xn(t) - Xu(0)] <X /0 t %E[Xl(s) ~ Xo(s)] ds.

Ahora bien,

E[Xl(s)—XO(s)r _ E[/Ota(s,Xo(s))ds—l—/Otb(s,Xo(s))str

< 2| 0 a(s,Xo(s))ds]2+E[/Otb(s,X0(s))dsr

< 2k*E[1 + | Xo|*] = 2tk*(1 + E[Xo]?).

Como E[Xo]? < oo eziste C' tal que E[X,]* < C.
Recordemos que t < T y ademds (t —s) < T.

Luego

0T

]E[Xn+1(t) - Xn(t)r <C n

Esta cota es para un t fijo, el siguiente paso es ver que ocurre con el supremo
sobre los 0 <t <T.

sup Xnﬂ(t)—Xn(t)‘ = sup ‘/ a(s, Xn(s)) —a(s, Xn_1(s))]ds+

0<t<T 0<t<T

/ 1B(5, X(5)) — b(s, X1 (5))]

0

t
<
0<t<T

sup ‘/ s, Xn(s)) — b(s, Xpn_1(s))

0<t<T

g/((sX()) a(s, X1 (s) ]ds+

als, X,(s)) — als, Xn_l(s))‘ds n

sup ‘/ s, Xn(s)) — b(s, Xpn_1(s))

0<t<T
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Utilizando la desigualdad de Cauchy y la condicion de Lipschitz, se obtiene

st} +

E Hxnﬂ(t) — X (1)

2] < oT / Tk?lE ‘Xn(s)—xn,l(s)

SK2T / ‘X 1(s) ds}
iterando, se tiene que
2 Cl)\n—lTn—l
E[su ‘Xn t _X"tHS—’
S [ (1) Xl =
donde Cy = K*(2T + 8)T .
Luego, se obtiene la convergencia de
1 o0 Cl)\n—lr]-n—l
IP(su ‘Xn t—Xnt‘>—>§ - <.
Z 0<£T +(0) (t) n? Z (n—1)!
Definamos
A=A x> )
=Jw: su w —
0<t£T n+1 n?

entonces,

{limsup A, } = ﬁ O (w: sup ‘Xﬁﬂ(w) - Xfl(w)’ > i)

k=1 n=k 0st<T
Por el lema de Borel - Cantelli (2.4).
Si > P(A,) < oo entonces P(limsup A,) = 0, de donde
]P(ﬁ[j(w: sup | X}, (w (w)’>i>>:0 c.s.
k=1n=k 0st<T n?

Ahora, sea N = {limsup A, }, es decir P(N) = 0.
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Siw ¢ N entonces w € (limsup A,)¢, luego

o0 o0 1
w e (w: su ‘be w—XZw’S—),
]QnL:Jk OgtST () ) n?

es decir, A k> 1 yn >k tal que

1
t
sup n+1 Xn<w)‘ < 9
0<t<T n
Ast,
=1
t
sup — X (w ‘ < E — < 0
O<t<’T Xoilw () = n? ’

entonces, si w ¢ N

3 sup [Xep(w) — X1 < .

3 0<t<T

Haciendo k — oo, se tiene que

sup_ | Xk, (@) = Xh(w)| < sup [ X (@) = X5 ()
0<t<T n—poq1 OSEST
= 1
S Z ﬁ — O)
n=k+1

luego, {XE(w)} es una sucesion de Cauchy en el espacio de los procesos
continuos de [0,T], es decir que, de la aplicacion del lema de Borel - Cantelli
(2.4) se sigue la convergencia uniforme casi siempre y con probabilidad uno
de:

Xo + i ‘Xnﬂ(t) — X, ()]

La suma de estas series converge con probabilidad uno, uniformemente al
limite X,,(t), lo que significa que X,(t) converge a un proceso aleatorio X (t)
que resulta ser continuo.
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Sin — oo en la ecuacion (2.19), entonces X (t) va a ser una solucion de la
ecuacion diferencial estocdstica, segin la cual X (t) es medible con respecto a
la o-algebra §;.

Por otro lado,

2 ) t 2 t 2
E[Xn@)} < 3[E[XO] +1E[ / a(s,Xn_l(s))ds} +1E[ / b(s,Xn_l(s))st]]
0 0
¢
< 3]E[X0]2+3)\/ E[X,_1(s)]?ds.
0
Aplicando esta estimacion sucesivamente a X,,_1(s), X,_2(s), ..., obtenemos

E[Xn(t)r < 3E[Xo)? + 3E[(X0)23M] + (3))? / t(t—s)lE[Xn_z(s)]st

(3\t)?
2

IN

3E[Xo]? + 3M3E[X,)? + 3E[X)?
< 3E[(Xo)2e*M].

+ ...

Sin — oo entonces,

sup E[X (1)]? < 3E[(Xo)%e*M] < oo.

0<t<T

L3

2.4.1. Soluciéon de la Ecuacion Diferencial Estocastica
de Ito.

En esta seccion se veran algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales es-
tocasticas de Ito utilizando el lema de 1to, el candidato natural son las ecua-
ciones diferenciales estocasticas lineales, donde ellas son “simples” y tienen
una tnica solucién fuerte en el intervalo [0, 7], representadas de la siguiente
forma:

t t
X, =X, + / (1 X5+ ¢o)ds +/ (01 X5+ 02)dBs, t€[0,T]; (2.20)
0 0

para constantes ¢;, 0;, 1 = 1, 2. La ecuacién (2.20), se conoce como Ecuacién
Diferencial Estocastica Lineal.
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Ejemplo 2.2 Consideremos el Movimiento Browniano Geométrico (1.3) co-
mo solucion de una ecuacion diferencial estocdstica de Ito con ruido multi-
plicativo y la ecuacion diferencial estocdstica lineal de Ito.

t t
X, = Xo+ c/ X.ds + O'/ X dBs, t€l0,T]; (2.21)
0 0

para constantes ¢, o > 0, donde (2.21) es conocida como Ecuaciéon Dife-
rencial Estocdstica Lineal de Ité con ruido multiplicativo, ya que
existe una relacion con el proceso X, el M.B., y las integrales de Riemann e
Ito.

Por otro lado, si se aplica el lema de Ité (2.2) al M.B. Geométrico (1.3) se
obtiene.

X, = Xoele 27098t [0, 7). (2.22)
Veamos como X satisface (2.21), aplicando el lema de Ito (2.2).

Supongamos que X; = f(t, B;) para alguna funcion derivable f(t,x) y uti-
lizando el lema de It (2.2).

t
1
Xy = Xo+/ [fl(x>Bx>+§f22($an) ds +
0

/t fa(z, By)dB,, s <t. (2.23)
0

El proceso X es un proceso de Ito y por lo tanto se pueden identificar las
integrales de Riemann e Ito, de las ecuaciones (2.21) y (2.23). Asi conjun-
tamente con la continuidad de las trayectorias del M.B. y sus respectivas
o-dlgebras, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

para f.

Cf(t,l’) = fl(tvx) + %f22<t7x)7
O-f(t’ l‘) = f2(t7x)’
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Para (2.2) se tiene que:
sz(tvr) = f22(t7x)7

por lo que la ecuacion (2.2) se puede simplificar de la siguiente manera:

1
(c=50%)f(t.2) = filt2). of(t). (2:24)
Reescribiendo f(t,x) como un producto de 2 funciones

ft,x) = g(t)h(z),

entonces (2.24) se convierte en

oh(z) = h'(x).

Ambas pueden ser resueltas por separacion de variables

g(t) = g(0)ec 2,
h(x) = h(0)e”".

entonces L
f(t,x) = g(0)h(0)el 27,

Ahora bien, renombrando

finalmente .
X, = f(t,By) = Xoe 27 1Pt 0,7T).

por lo que satisface la ecuacion (2.22).

Asi la solucion para una ecuacion diferencial estocdstica de Ito puede ser
deriwada como una solucion de una ecuacion diferencial ordinaria o deter-
minista, y se puede ver que la ecuacion (2.22) es solucion unica de (2.21),
partiendo de la ecuacion (2.20).
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Veamos a continuacion otro ejemplo conocido como Proceso de Ornstein-

Uhlenbeck.

Ejemplo 2.3

Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica lineal,

t t
X, = Xo+ c/ X.ds + 0/ dBs, te€0,7T]. (2.25)
0 0
donde la ecuacion (2.25) es conocida como Ecuacion de Langevin.

La diferencia fundamental entre la ecuacion (2.21) y la (2.25) es que el M.B.
y el proceso X no estan relacionados directamente en la integral de Ito de
(2.25). Esta ecuacion se puede escribir como:

dX; = cXydt + od By, (2.26)
donde se fija dt =1, entonces (2.26) se tiene como:
X1 — Xy =Xy + 0(Biyr — By), (2.27)
o equivalentemente,

Xt+1 = (C + ].)Xt + U(Bt+1 — Bt)
= ¢Xi + (B — By), (2.28)

donde ¢ = (¢ + 1) es una constante, y como (Byy1 — By) ~ N(0,1) entonces
se tiene que o(Byy1 — By) ~ N(0,0%), asi (2.27) se puede escribir como:

Xt+]_ - ¢Xt + Zt, (229)

por lo que Z; ~ N(0,0?), y la ecuacion (2.29) es equivalente a la ecuacion
de Langevin en caso discreto autoregresivo de orden 1.

Por conveniencia tomemos Y, = e~ X,. Ademds los procesos X e Y satis-
facen la misma condicion inicial, es decir,

}/t = e_CtXta
YE) = COXOZX().
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Aplicando el lema de Ito (Extension 11 (2.3)) , se tiene que:

f(t,z) = e “u,
filt,z) = —cf(t, z),
fat,x) = e, (2.30)
faa(t,z) =0,
\A(l) =cr, AP =g

por lo que,

Y, — Y, = /Ot [fl(s, X)) + X, fals, Xo) + %ﬁfm(s, XS)] ds + /Ot [Ufg(s,Xs)]st;

sustituyendo (2.30), obtenemos que

t t
YV, -Y, = /[—ctYs—chs}ds—l—/ [oe_cs}dBS
0 0

t
= /[aecs]st
0

t
Y, = Xo+ / [ae_cs]dBS,

Ot
e X, = Xg—i-/ [Ue_cs]dBS

0

t
X, = etXp+ et / [ae*“] dB,. (2.31)
0
Por lo tanto la ecuacion (2.31), es solucion de la ecuacidn de Langevin.

Cuando Xy es constante este proceso solucion de la ecuacion de Langevin es
conocida como Proceso de Ornstein-Uhlenbeck (0.U.)

Falta verificar que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es gaussiano.

Para demostrar que el proceso X dado por (2.31) es realmente una simulacion
para la ecuacion (2.25). Se considera el lema de Ito, para el proceso:

Xt = ,U(ta Zt)a



53

t _— /7 e ./
donde Z; = fo e “dBs y u(t,z) = e*Xo + cez. Mds ain la ecuacion de
Langevin es una ecuacion diferencial estocdstica lineal de Ito, se puede con-
cluir del razonamiento de la ecuacion (2.20), que X es la inica solucién para

(2.25).
Verificamos que el proceso de Orsntein-Uhlenbeck es gaussiano.
Sea X; = e Xy + e fot [ae‘cs} dBs, y Xy constante.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que Xy = 0. Basta ver la distribu-
cion de fot [ae’cs} dB,. Ahora bien

[ [oe=Jam. = jms.

¢ es una funcion real, entonces se tiene el limite de media cuadrdtica,

como e

donde S, = Ze_Ctifl(Bti — By, ), Y o = {ti}iz0 €s una particion de [0, T].

i=1
n

Veamos que S, ~ N(O, Ze‘wi‘l(ti — ti_1)>.
i=1

Calculemos primero su varianza.

n

Var(S,) = VaT(Ze_Cti_l(Bti_Bti_1)>

i=1

= ZV@T (e_Cti‘l(Btl — Btz_1)>

=1

2

= Z(e Ct’”71> VCLT((Bt Btl 1))

=1
= 26_20“71 <tz - Zfzfl>

=1

tomando Xy = 0, pero 26_2%*1(@ — ti_1> se aproxima a la integral de
i=1

2es entonces

Riemann de e~
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luego

¢
Var(X;) = Var(ae_Ct/ e_csst>
0

1
2 2ct —2ct
= —(1
oe 20( )
2
o 2ct
= —(e—1
5 (€ )

Por otra parte por definicion sabemos que

E[X;] = 0, entonces por el ejemplo (1.2) se tiene que Xy ~ N(O, Z—Z(GQCt—l)>.

2

Si Xo # 0 entonces X; ~ N(Xoed (et — 1))

’ 2¢

Por lo tanto {X;}i>0 es un proceso gaussiano.



Capitulo 3
2plicaciones de las Ecuaciones
Piferenciales ¢stocasticas.

En este capitulo se veran las aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas, que se estudiaron en el capitulo anterior. Para esto se estudi-
aran las soluciones numéricas, con métodos de aproximacién conocidos como:
esquema de Euler y de Milstein, y por ultimo se aplicara la simulacién de
difusiones que usualmente se usan para modelar el potencial neuronal entre
dos spikes y modelos financieros. Los modelos son:

1. La ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck con media revertida [5], [2].
dX; = (a — bX;)dt + vdBy; Xo=x9 >0,

donde a, b,y > 0 son constantes y B; es un Movimiento Browniano.

2. El modelo conocido como Cox-Ingersoll-Ross [1].
dXt = (a — bXt)dt + YV Xt \Y OdBt, X() =Ty > O,

con a, b,y > 0 de nuevo constantes y B; es un Movimiento Browniano.

3.1. Solucién Numérica.
Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas que admiten una solucién analitica

son una excepcion; por lo que se requiere de técnicas numéricas para la apro-
ximacion de la solucion, éstas son conocidas como soluciones numéricas.

95
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Las soluciones numeéricas tienen dos propédsitos fundamentales, el primero es
la visualizacion de los momentos de las trayectorias de una soluciéon. Una
coleccion de trayectorias es conocida como Escenario, y permite conocer
como sera el comportamiento de las mismas. Lo cual facilita obtener una
posible prediccién del proceso estocastico en un instante de tiempo.

El segundo propoésito, tal vez el mas importante, es lograr aproximaciones
acerca de las caracteristicas de la distribucion de la solucion dadas por: la
esperanza, varianza, covarianza y la densidad de transicion.

El objetivo fundamental es resolver numéricamente la siguiente ecuacion
diferencial estocastica.

dX; = a(X,)dt + b(X,)dB,, te€[0,7], (3.1)

donde B; es un Movimiento Browniano, y a(z), b(x) son funciones continuas
Lipschitz. Ademds si E[X(]? < oo, se garantiza la existencia y unicidad de la
solucion fuerte.

Los métodos que se utilizardan en este trabajo son la aproximacién por el
Método de Euler y por el Método de Milstein, que se verdn a continuacion.

3.2. Aproximacion por el Método de Euler.

Una solucién numérica X (™ = (Xt(n), t € [0,7]) de la ecuacion diferencial es-
tocastica (3.1), es un proceso estocastico que aproxima la solucién

X = (X,, t€[0,7]).

Para generar la solucién numérica es necesario considerar una particiéon 7,
de [0, 7] de la siguiente forma:

Tn:0=tg<ti<.<thb1<t,=T,

donde

o = dist(1,) = max (4; —t; 1) = max A,

i=1,...,n i=1,....n

El proceso X (™ es calculado solo en un punto ¢; de la particién 7,,, buscando
que la solucion X, sea con trayectorias simples y continuas; para obtener
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Xt(”) sobre (t;_1,t;) y realizar una interpolacién lineal y simple de los puntos
(tz‘—hXt(gl) y (ti7X£7))-

Un esquema de aproximacion numérica determina Xt(n) en los puntos t;.
Una forma de obtener una solucién numérica es reemplazar el diferencial en
la ecuacion (3.1) por diferencias, lo que permite obtener el siguiente esquema.

Esquema de Aproximacion de Euler.
Considerando la siguiente notacién

Ai:ti_ti—l Yy AZB:BtL_Bt 1= 1,2,...,’)’1,.

i—17

la aproximacién numérica es la siguiente:

XM= X 4 a(XE ) A+ (X )A, B
XM = XM 4a(XM)A, + (XM )A,B.

(3.2)

En la practica se eligen los puntos equidistantes ¢; tal que:

T
op = dist(t,) = —,
n

X %’ =X 4 a(X((gl)%)én + b(X((gl)%)AiB i=1,...n.  (3.3)
Ahora bien, si se estd interesado en la aproximacion de la trayectoria de X,
entonces se quiere que X ™ (w), sea lo mas parecido a la trayectoria de X (w)
dada por una trayectoria Browniana B(w).
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Una medida de aproximacién de la trayectoria se puede estimar de la siguien-
te forma:

es(8,) = E[Xr(w) — Xy ()],

donde e, es el error que da la aproximacion fuerte de la trayectoria de X, y
se conoce como: solucién numérica fuerte. Estd aproximacién es la mas
cercana a X y X, o de otra forma, el error encontrado entre la solucién
analitica y la solucién numérica, se representa como:

E| sup [Xi(w) — X ()],
t€[0,7]

obteniéndose el siguiente lema.

Lema 3.1 Se dice que X™ es la solucion numérica fuerte de una ecuacion
diferencial estocdstica (3.1) si

es(0,) = 0 cuando 9, = dist(r,) — 0.

Ahora bien, si se desea comparar la calidad de la aproximacién X para X,
se introduce el término de Orden de Convergencia, enunciado en el siguiente
lema.

Lema 3.2 La solucion numérica X™ converge fuertemente a X con orden
v > 0, si existe una constante ¢ > 0 tal que

es(0n) < 6 para 6, < dy.

Observacion 3.1

La aprozimacion de Euler converge fuertemente con orden %, [6].

3.3. Esquema de Aproximaciéon de Milstein.

La aproximacion de Euler puede mejorarse, para esto se considera la Aproxi-
macién de Milstein. Considérese la ecuacién (3.1) en su forma integral, es
decir,

t t
X = Xo +/ a(Xy)ds —i—/ b(X)dBs, te[0,7T].
0 0
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Para los puntos t; de la particiéon 7,, se puede considerar la diferencia
Xi, — X4, _, y se obtiene:

ti t;
Xi, =Xt +/ a(Xs)ds +/ b(X)dBs, i=1,...,n. (3.4)
ti1 ti—1

Se puede ver la aproximacién de Euler como la discretizacién de las integrales
(3.4), si realizamos las siguientes consideraciones:

ti t;
/ a(X,)ds = a(X,, A, / b(X,)dB, ~ b(Xs, ,)AB,
ti—1 ti—1

n)

y se reemplaza el término X, con Xt(_ , se obtiene:

Xt(l-n) X( n)

ti—1

+a(X)A + (X )AB, i=1,..,n,

De igual forma la aproximacién de Milstein toma en cuenta estas consi-
deraciones, pero adiciona un término, el cudl esta vinculado de alguna mane-
ra al desarrollo de Taylor y por esta razon dicha aproximacion también es
conocida como: Expansién de Taylor-It6 en relacion a (3.4).

Para obtener explicitamente el mencionado esquema de aproximacién de Mil-
stein hay que aplicar el Lema de It6 (Extension II), véase capitulo 2 del pre-
sente trabajo (2.3); para los integrandos a(Xs) y b(X;) en (3.4). En lo que
sigue se considerara la siguiente notacion a, b, a’ por a(Xs), b(Xs), a'(Xs).

Ahora bien, tomando el lema de It6 se tiene,

t; s 1
X=Xy = [ fato+ [+ g+ / b,
ti—1 ti—1
t; s 1
v / [b(XtH)—i— / (bl + ~b2")dy + / bb’dB dBS,

ti—1 ti—1 2

Xti - Xti—1 = CL(Xti—l)Ai + b(th—l)AlB + Ri7 (35>

donde el dltimo término estd dado por el resto, es decir,

ti S
R, = RY4+R® = / [ / bb’dBy}stJer). (3.6)
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La integral estocastica doble Rgl) es aproximada por

t; s
RY ~ (X, (X, ) / </ dBy> dBs;. (3.7)
ti—1 ti—1
Se denotard la integral doble por [.

Como se estudié en el capitulo anterior, se sabe que (dB,)? = ds y por lo

tanto,
t; t;
/ (dB,)* —/ ds = A,
ti—1 ti—1

Considerando la integral doble, se tiene que

(AB)? = (/:1st> (/t;ildBy> - /tt (/tt dBy)st. (3.8)

La ultima integral se podria interpretar de la siguiente forma

/tt (/t dBy>st+/:l (/t dBy)st+/:1(st)2
- 2/;_ (/t_ dBy>st+A,-

= 21+ A, (3.9)

Entonces de los resultados en (3.7), (3.8) y (3.9) se tiene que

R ~

(]

b(Xe, )V (Xe, - )[(AiB)* = A, (3.10)

N | —

Luego, bajo las suposiciones de suavidad de los coeficientes dadas para las
funciones a(x) y b(x) se puede ver que RZ@) es mas pequeilo respecto a Rgl),
por lo tanto Rgl) determina el orden de magnitud del resto R;. Por otro lado,
combinando las ecuaciones (3.5) y (3.10) se obtiene el Esquema de Aprox-
imacién por Milstein. En el siguiente esquema se puede apreciar que hay
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mucha similitud con el Esquema de Euler, asi como ya se ha mencionado
anteriormente. En lo que sigue se puede apreciar que se tiene un término
adicional el cual es el que contiene los incrementos cuadrados del M.B.

Esquema de Aproximacion de Milstein.

X(()n) =Xy ypara 1=1,...,n.

XM = x a(xM)HA; +b(X")AB
1 n n
+ Y (X)IAB) — Al (3.11)

-1
Este esquema tiene la particularidad que mejora la calidad de la solucién
numérica, obteniéndose asi que la aproximacién de Milstein converge fuerte-
mente con orden 1. [6]

3.4. Modelo de Simulacién para una
Ecuacion Diferencial Estocastica con
Solucion Analitica.

Como se sabe, con frecuencia las ecuaciones diferenciales estocéasticas no
tienen una solucion analitica, o si la tiene no se puede determinar la distribu-
cién tedrica; pero en ambos casos se necesita hallar una solucién numérica
de la ecuacion diferencial estocéstica con métodos numéricos.

A continuacién se simulardan numéricamente, los modelos matematicos cono-
cidos por Método de Aproximacion de Euler y Método de Aproximacién de
Milstein, para dar una soluciéon numérica a una ecuacién diferencial estocasti-
ca.

Para ello se consideraran las ecuaciones que poseen solucion analitica y
aprovecharemos este mismo hecho para determinar cual de los dos méto-
dos resulta mas eficiente.
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Se utilizard el paquete computacional conocido como “MATLAB” !. Este
paquete esta disenado para efectuar calculos numéricos con vectores y matri-
ces, ademas de ofrecer la posibilidad de crear funciones dentro de su interfaz
con un lenguaje de programacién bastante facil.

Para describir estos métodos, se define en primer lugar el Movimiento Brownia-
no, el intervalo [0, 7] es discretizado en [0, 1], en 6t = % partes iguales, con

T, N € N. Se utiliza un generador de nimeros aleatorios independientes y

distribuidos N(0, 1) conocido como: “randn”; para luego crear el vector “B”

del M.B., con el comando “cumsum”, el cual realiza una suma acumulativa

del vector “dB”.

Figura 3.1: Movimiento Browniano para N = 1000.

Para este ejemplo se utiliz6 T = 1 y N = 1000.

Ahora bien, se considera la siguiente ecuacién diferencial estocéstica lineal a
partir de la ecuacién (3.1).

dX (t) = pX (t)dt + o X (1)dB(t), (3.12)

'nombrado asi por su abreviacién en inglés “MATriz LABoratory”
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donde los coeficientes deriva i1y difusion o son constantes reales y considera-
mos la condicién inicial Xy = X (0); en este caso a(X) = uX y b(X) = 0 X.
Hay que destacar que las constantes p, o son positivas y si i > o entonces la
solucion es creciente, por otro lado si u < o entonces la solucion se aproxima
casi al M. B. La solucién analitica de esta E.D.E esta dada por:

X(t) = X(0)ellr=207)iHBW®), (3.13)

El codigo para esta solucion numérica esta dado a partir del M. B. considerado
en la parte anterior, ver en la pagina [85].

Solucién Analitica

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.2: Aproximacién de la Solucién Analitica para N = 1000.

En la grafica anterior (Figura 3.2) se puede apreciar la trayectoria de la
solucién numérica (3.13). Para realizar ésta simulacién se consideraron los
siguientes parametros: T = 1, N = 1000, mu = 1.5, sigma = 0.5y X0 = 1.

Ahora bien, considerando la E.D.E., (3.12) con su respectiva solucién analitica
(3.13), se le aplicard las aproximaciones de Euler y Milstein, buscando cuél
es la mejor aproximacion con diferentes tamanos de particiones.
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3.4.1. Meétodo Numérico del Esquema de Euler.

Para la realizacién del método numérico de (3.12) a través del esquema de
Euler, lo primero que se considera es la discretizacién del intervalo [0, 7. Sea
At = %, para algin entero positivo L, y 7; = ¢At. La aproximacién numérica
X(7;) se denota por X;. Por lo que la aproximacién de Euler del esquema
(3.2) toma la siguiente forma:

Xi = Xi—l + M(Xz_l)At + O'(Xi_l)(B(Ti) — B(Ti_l)). (314)

En la implementacion del método, se generan los incrementos B(7;) —B(7;-1),
al expresar de forma discreta las trayectorias Brownianas. Por conveniencia
para escoger el tamano del paso At, éste debe ser un multiplo entero, R > 1
del incremento dt para la trayectoria Browniana. Esto garantiza que el con-
junto de puntos {t;} contenga al conjunto de puntos {7;} de la solucién
calculada por E.E. 2

Al aplicar el método, los incrementos B(7;) — B(7;—1) que se generan, se
consideran de la siguiente forma: At = Rt y

B(r) — B(r;_1) = B(iR6t) — B((i — 1)Rét) = ZR dB,.  (3.15)

La ecuacién (3.15), representa una serie telescépica, la cual es tomada de
esta forma, para asegurar las condiciones de normalidad que se tienen de
la definicion del M.B. Ademas se calcula el error entre la solucion exacta y
la solucion por el esquema de Euler en el punto final ¢, = T. El cédigo en
“MATLAB” para el esquema de Euler, se puede ver en la pagina [85].

De esta forma se obtiene la siguiente grafica.

2En lo que sigue se considerard E.E como esquema de Euler y E.M como esquema de
Milstein.
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. —Abroxiﬁaciéﬁ por EE

Figura 3.3: Aproximacién segin el Esquema de Euler, para N = 1000.

Para la gréfica anterior (Figura 3.3) se puede observar la trayectoria de la
solucién numérica (3.13) segun la aproximacion del esquema de Euler. Se con-
sideraron los siguientes valores para su simulacion: T = 1, N = 1000, R = 4,
mu = 1.5 sigma = 0.5, X0 = 1, graf = 1, y el error que se obtuvo fue
emerrE = 0.0143.

3.4.2. Meétodo Numérico del Esquema de Milstein.

Para la implementacién del método numeérico de (3.12) a través del esquema
de Milstein, se considera el mismo intervalo discretizado [0, 7] que se uti-
liz6 para el esquema de Euler, con la diferencia de que At = dt utilizado
en el M.B. original. La aproximacion numérica al igual que el caso anterior
X(7;) se denota por X;. Por lo que la aproximacién de Milstein (3.11) se
obtiene de la siguiente forma:

X, = X1+ uw(Xim)dt +0(X;-1)(B(r) — B(1i-1))

+ %U(Xi_l)U/(Xi_l)[(B(TZ‘) — B(Ti_l))Q - dt] (316)

Para poner en marcha el método, hay que resaltar que el ultimo término
de la ecuacién anterior (3.16), no se toma en cuenta, ya que el valor de o
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es constante por lo tanto su derivada es cero. De igual forma los incremen-
tos B(1;) — B(7;—1), representan la serie telescépica del caso anterior, para
cumplir las mismas hipotesis. Ademas se calcula el error entre la solucién
exacta y la solucion por el esquema de Milstein en el punto final ¢, = T'. El
cédigo con el cual fue simulado el esquema de Milstein en “MATLAB”, se
puede revisar en la pagina [86].

De esta forma se obtiene la siguiente grafica.

, —Abroxiﬁaciéﬁ por ENI

Figura 3.4: Aproximacién segin el Esquema de Milstein, para N = 1000.

En ésta gréfica (Figura 3.4) se puede apreciar la trayectoria de la solucién
de la ecuacion (3.13) mediante el esquema de Milstein, y para el cual se
utilizaron los siguientes datos: T = 1, N = 1000, mu = 1.5, sigma = 0.5,
X0 = 1, graf = 1,y el error que se obtuvo fue emerrM = 0.0066.

Como se puede ver en las figuras (3.3) y (3.4), se obtuvieron resultados
parecidos. En ambos casos se utilizaron las mismas variables. Dando como
principal diferencia los dominios, ya que, en el esquema de Euler se toman
subintervalos del intervalo inicial, y el esquema de Milstein lo considera com-
pleto.
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En lo siguiente se consideraron N variables aleatorias, dando como resulta-
do las siguientes graficas con sus respectivos errores; donde las condiciones

iniciales se mantuvieron T = 1, mu = 1.5, sigma = 0.5, X0 = 1.

Para N = 100. Se obtuvieron las siguientes graficas.

1.8

Solucion Analitica

1.6 B

14F 4

Figura 3.5: Solucién Analitica para una E.D.E conocida, N = 100.

—Aproximacion por EE
1.8¢ .

Figura 3.6: Aproximacién segin el Esquema de Euler, para N = 100.
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1.8

—Abroxiﬁaciéﬁ por ENI

Figura 3.7: Aproximacién segun el Esquema de Milstein, para N = 100.

Para N = 1000. Ver las figuras (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4).

Para N = 10000. Se obtuvieron las siguientes graficas.

[—Solucién Analitica]

4l
3.5+

Figura 3.8: Solucién Analitica para una E.D.E conocida, N = 10000.
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Figura 3.9: Aproximacién segin el Esquema de Euler, para

J ---Abroxiﬁaciéﬁ por EE

—Abroxirﬁaciéﬁ por ENI

N = 10000.

Figura 3.10: Aproximacion segin el Esquema de Milstein, para N = 10000.
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Se puede apreciar que a medida que se va aumentando la cantidad de va-
riables aleatorias, las aproximaciones a la solucién analitica son mejores, esto
se puede comprobar con los errores para ambas simulaciones, determinando
cual de las dos es mas efectiva.

Observemos la siguiente tabla:

N Error de Euler Error de Milstein
N =100 | emerrE = 0.0535 | emerrM = 0.0138
N = 1000 | emerrE = 0.0143 | emerrM = 0.0066
N = 10000 | emerrE = 0.0024 | emerrM = 0.0016

La tabla confirma lo que se habia dicho: el error presentado por ambos esque-
mas se va reduciendo. Asi mismo se puede observar que el error del esquema
de Milstein es menor que en el esquema de Euler. Lo que resalta la efectivi-
dad del esquema de Milstein.

A continuacién veamos dos problemas especificos.

3.5. Modelo Bioldgico.

El primer problema al que se hace referencia es a un Modelo Bioldgico, el cual
consiste en la simulacion del comportamiento de la neurona, especificamente
de su descarga. Las descargas ocurren debido a que el cerebro contiene miles
de millones de células nerviosas que estan conectadas entre si de forma es-
pecifica, ya sea por una relaciéon quimica o una relacion fisica, pero en ambos
casos ocurre un paso de energia que permite la descarga neuronal.

Este modelo es neuronal estocastico, ademas estudia los estimadores de los
parametros de entrada. Fue introducido en primer momento por Feller y tiem-
po después por Ornstein-Unlenbeck (O.U.) [5] al principio del siglo pasado,
y sus resultados han sido aplicados en diferentes areas, una de ellas, la fi-
nanciera, la cual se tratara mas adelante.

El Modelo Bioldgico que se estudiara se conoce por modelo neuronal es-
tocastico de fuga, integracién y disparo, conocido en inglés por sus siglas
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LIF, es una herramienta comun, el estudio de las propiedades reales de los
sistemas neuronales representando la similitud de las neuronas reales y las
simuladas matematicamente.

En este modelo, la neurona es caracterizada por una sola ecuacién diferencial
estocastica que describe la evolucion del potencial de la membrana neuronal
bajo cierto tiempo t. Aunque debido a su simplicidad; el modelo LIF se con-
sidera determinista, y al anadir un tipo de ruido especifico, por lo general
este ruido es gaussiano, se convierte en un modelo de Ornstein-Unlenbeck, si
se anade un ruido de Poisson el mismo determina otro modelo. En este caso
se considerard un ruido gaussiano.

Un potencial de accién (spike) se produce cuando la membrana se tensa,
alcanzando cierto punto de elasticidad en el umbral de tension, correspon-
diendo al primer momento de paso, ver la figura (3.12), es decir, de esta forma
se describe el proceso estocéastico asociado a la tension. En el momento de
la generacion del pico, la tensién instantaneamente vuelve a su valor inicial
y los intervalos de tiempo entre los potenciales de accién se identifican co-
mo intervalos: “interspike” experimentalmente observables por sus siglas en
inglés (ISIS). La importancia de los interspike se desprende de la hipétesis
general la cual acepta que la informacion transferida en el sistema nervioso
estd codificada por el tiempo de los potenciales de accién.

Con este modelo, lo que se busca es la obtencion de los métodos de estimacién
de parametros de informacion, sobre la base de datos de los intervalos de
tiempo entre los potenciales de accion. Este modelo se conoce como modelo
de Feller.

Los pardmetros del modelo de Feller se pueden dividir en dos categorias: los
parametros de entrada, los cuales dependeran de la actividad de las neuronas
en la red; y los parametros intrinsecos de la propia neurona, independiente-
mente de su actividad. La estimacién de los parametros de entrada se con-
sideran, solo en el caso de que los pardmetros intrinsecos sean conocidos y
fijos.

Los cambios en el potencial de membrana entre dos descargas neuronales
consecutivas esta representado por Y;; un proceso estocastico indexado por
el tiempo t. El nivel de referencia para el cual el potencial de membrana se
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considere en reposo sera la tension inicial (o el valor de inicio después de un
punto), es decir, Yy = yo = 0.

Un potencial de acciéon se produce cuando la tensién de la membrana Y,
excede un umbral de tensién por primera vez, por simplicidad se supone igual
a una constante S, > 0. Formalmente, el intervalo interspike es identificado
por la primera vez que pase el umbral,

T=inf{t>0:Y,>5,}. (3.17)

Los intervalos interspike forman un proceso de renovacién y el tiempo inicial
siempre se puede identificar con Yj, siendo el parametro de entrada por el
ruido blanco, Y; es un proceso de difusion.

Este modelo mateméaticamente, lo podemos entender de la siguiente for-
ma, un proceso de difusién X = {X;;¢ > 0}, representado por la siguiente
ecuacion diferencial estocastica,

dXt = ,LL(Xt, t)dt + O-(Xt? t)dBt, (318)

donde B = {B;,t > 0} es un Movimiento Browniano; pu(-) y o(-) son la
media y la varianza locales respectivamente, como funciones reales. Para el
modelo neuronal de O.U., la ecuacién diferencial estocastica esta dada de la
siguiente forma:

Y,
dY; = (——t+u)dt+adBt, Yy = o = 0, (3.19)
T

donde p es una constante que define la entrada del impulso neuronal, 7 > 0
especifica el tiempo que la membrana permanece constante en la ausencia de
entradas, o > 0 es el segundo pardmetro y con él se determina la amplitud del
ruido blanco. El término de difusién o de la ecuacion (3.19) es independiente
del estado, haciendo que el proceso no tenga limites, que es fisiolégicamente
poco realista. Por el contrario el modelo que se trabajara es mas realista,
introduciendo asi un potencial de reversion el cual permite que la corriente
total de la membrana cambie. De esta forma se puede introducir un potencial
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de reversion inhibidor V; < 0 que limita al proceso desde abajo, la ecuacién
esta dada por,

Y,
dYi= (== +m)dt+ 0,/ V= VidB, Yo=10=0.  (3.20)
)

Existe una analogia entre los parametros del modelo de Feller y el modelo
de O.U, que aparecen en las ecuaciones (3.19) y (3.20), que pueden ser di-
vididos en dos grupos: para los pardmetros de entrada, p, y o,; y para los
pardmetros intrinsecos 7,, Yo, V7 v Sy, los cuales describen la senal de en-
trada independiente de las neuronas. El proceso (3.20) define un proceso de
difusion, el cual puede ser transformado mediante los siguientes cambios de
variables, X; =Y, — V}, obteniendo asi la siguiente ecuacion:

X
X, = (— s u) +o/XdB,  Xo =10 = Vi, (3.21)
donde p = p, — ‘T/—;, T =T,y 0 = 0y. De esta forma, se identifica el intervalo

del interspike 7', como el primer momento de paso del umbral, S =S, — V;
dado por el proceso Xj;.

Las trayectorias del modelo de Feller fueron simuladas a través de las ecua-
ciones (3.20) y (3.21), bajo los esquemas de Euler y Milstein con un tamano
de paso 1/100msec para los diferentes parametros de entrada. En todas las
simulaciones se consideraron los siguientes valores siguiendo el trabajo [5]:
7 = 10msec, S = 20mV, xo = 10mV, estos valores corresponden al proceso
(3.21) y para el proceso (3.20) se consideraron: 7, = 10msec, S, = 10mV,
Yo = 0mV y V; = —10mV. En ambos casos se utilizéo una data N = 1000 y
se tomaron los siguientes casos, con sus respectivas gréaficas.

Casos | u o
A 45| 3,0
B 4,0 2,0
C 3,0 1,0

Para resolver numéricamente las ecuaciones (3.20) y (3.21) se desarrollaron
codigos en “MatLab”los cuales se puede ver en las paginas [88] y [90].
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Por lo que se obtienen las siguientes graficas. La linea verde es la aproxi-
macién obtenida del esquema de Euler, la linea roja es la aproximacion del
esquema de Milstein, y la linea azul es el umbral, que es la guia que permite
determinar si hay o no diferencia de potencial, para que se realice el impulso
nervioso.

Para el caso A, con la ecuacién (3.20):
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Figura 3.11: Aproximacion segiin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.
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Para el caso A, con la ecuacién (3.21):
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Figura 3.12: Aproximacion segiin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.

Para el caso B, con la ecuacién (3.20):
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Figura 3.13: Aproximacion segiin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.
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Para el caso B, con la ecuacién (3.21):

24 T T T
™
R ” 4
22+ A \“"‘p A _
,l v--’ £y ]i X

f [T, "R 9 H

/ A I WYy e
18+ l’ > “ _,’ ¥ ¥ :|;v‘\'1*

I A W ur

X H 4 N

16 i ]

]

’l
14+ N 4 B
i ™
iy v . . r
120 A Aproximacion por EE .
AoV
J . -
1014 ---Aproximacion por EM i
-=-Umbral S
T T T 1 |

| | I I
8O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8 1
t

Figura 3.14: Aproximacion segin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.

Para el caso C, con la ecuacién (3.20):

12 T T T
10qu.uu.u..u...uuuu.u.uu.uu..u..u...uuuu.u..‘.J\.uuu..u...uuuuuu.uu—
P~ ey
N
8- EATA™ ann 1 i
] \’ " “ ,. ’/\
l"I W Ve
B I 4
Y F1
1
4k /’ 4
(4
2r i .
VN Aproximacién por EE
Wl ---Aproximacién por EM |
-+-Umbral S
2 I

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Figura 3.15: Aproximacion segin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.
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Para el caso C, con la ecuacién (3.21):
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Figura 3.16: Aproximacion segin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.

Lo mas importante de éste modelo biolégico es ver la frecuencia de la descarga
neuronal, y no la amplitud. En nuestro caso particular, el problema se cen-
tra en las oscilaciones, ellas permiten que se realicen disparos consecutivos o
descargas si se mantienen alrededor del umbral (linea azul). Una condicién
que hay que resaltar, una condicién para que se produzca el disparo es que el
paso sobre el umbral, ocurra con pendiente positiva, debido a que el proceso
tiene un comienzo y un fin. El cual estd determinado por el regreso de la
oscilacién, es decir, que si se produjo un impulso, pero no hay un retorno in-
mediato, entonces hubo un solo potencial de acciéon, como se puede apreciar
en el caso A de la ecuacién (3.21) que se observa en la gréfica (3.12).

Otra conclusién que se aprecia es que para la ecuacion (3.21), es mas dificil
de que ocurran oscilaciones alrededor del umbral, esto se debe al valor del
umbral, es decir, que si se aumenta el potencial de membrana es mas dificil
que se produzcan las descargas. Para la ecuacion (3.21) se utilizé S = 20mV
y para la ecuacién (3.20) se utilizé S, = 10mV. De esta forma se puede
apreciar en las graficas la dificultad de que ocurra el paso. La explicacion
bioldgica es porque la membrana bioldgica tiene un potencial de reposo que
lo mantiene activamente. Si hay mas oscilaciones hay méas disparos. Por eso
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en el caso C, que las oscilaciones son menores, se puede apreciar que hay
menos disparos, que en los casos anteriores.

3.6. Modelo Financiero.

El segundo problema que se considerara es un Modelo Financiero, el cual
fue introducido por John Cox, Jonathan Ingersoll y Stephen Ross en 1985,
conocido como CoxIngersoll-Ross o modelo CIR, [1]. El mismo expone y
simula la estructura temporal de tasas de interés en los precios de los bonos.
El objetivo principal del modelo es como prevenir los cambios en los precios
futuros segun las variables que se tengan en la curva de interés. Algunas de
estas son: las anticipaciones, la aversion al riesgo, inversiones alternativas, y
las preferencias de los periodos de consumo, que determinan el precios de los
bonos.

La estructura temporal de tasas de interés mide la relacion entre los rendimien-
tos de los valores o bonos, que por defecto se diferencian sélo en su plazo de
vencimiento. El modelo da una forma de extraer informacion y predecir cémo
los cambios en las variables afectan la curva de rendimiento.

En consecuencia, segiin la teoria de las expectativas, en el futuro proximo
todos los titulos y deuda de la misma calidad estiman el valor del bono,
sin importar sus fechas de vencimiento, las cuales deberian ofrecer la mis-
ma rentabilidad. Esto ocurre debido a que los inversionistas buscan oportu-
nidades para hacer ganancias, eliminando todos los diferenciales de rentabi-
lidad entre titulos lo cual hace que la curva de rendimientos, que definimos
mas abajo, sea mas plana.

La curva de rendimiento o de interés esta dada por dos variables que afectan
el precio del bono, los cuales son: el tiempo, y la tasa de interés. Lo que se
desea es tener conocimiento de lo que va a ocurrir en un cierto tiempo x,
con una cierta tasa de interés rg, y asi determinar el precio del bono de la
siguiente forma:
Bo v
(1+1) (L+a)N

Donde B, representa el bono o el cupén el cual es determinado por la tasa
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que dé el cupon mensualmente ¢, entre 1 mas la tasa de interés que paga
el titulo o el cupén. Esto puede expresarse o entenderse graficamente de la
siguiente forma.

Para cierto x1; < x5 se puede tener como “tendencia” una linea recta, donde
)

este es el estado que deberia pasar si hay ciertas condiciones en la realidad,

pero sigue siendo un estado tedrico, como muestra la siguiente gréfica.

Figura 3.17: Precio del Bono, con tendencia de linea recta.

El caso ideal para xy < x5 se obtiene una constante, en donde no hay ninguna
variable que afecte el precio del bono, como se muestra en la siguiente grafica.
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Figura 3.18: Precio del Bono, en estado ideal.

En muchos casos, en especial en Venezuela, tiende a ocurrir que para x; < xs
se puede obtener que haya el mismo rendimiento, resultando que la curva sea
por ejemplo céncava hacia abajo como ocurre en la siguiente grafica, donde
el precio del bono tuvo varias ofertas y demandas, pero para la fecha del
vencimiento tiende a tener el mismo rendimiento que al inicio.

Figura 3.19: Precio de Bono, caso especial cuando tiene el mismo rendimiento.

De esta forma se pueden obtener los siguientes resultados: mientras el nume-
rador sea mas grande el precio es menor, y de la misma forma ocurre que si
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el numerador es pequeno, precio mayor. Pero esto no siempre ocurre, debido
a que en un mundo de incertidumbre, ya que uno de los factores de riesgo es
que el cupén en la mayoria de los casos no vale lo mismo ahora que dentro
de 30 anos. Esa es otra de las variables que se tiene que tener en cuenta.
Sin embargo, cuando se introduce la incertidumbre sobre las futuras tasa el
analisis se vuelve mucho mas complejo. En general, las teorias anteriores de
la estructura temporal han tomado el modelo de seguridad como punto de
partida y se ha procedido mediante el examen de generalizaciones estocasti-
cas.

El modelo que se plantea matematicamente, para este problema es el siguien-
te, donde se considera r como la tasa de interés que se desea obtener:

dr = k(0 — r)dt + o+/rdB. (3.22)

Este modelo se corresponde a un proceso continuo. El proceso es atraido ha-
cia un lugar central 0, el parametro £ > 0 determina la velocidad de ajuste,
que corresponde solamente a la media; 02 es una constante que establece
criterios de limitacion, la cual implica directamente que la tasa de interés
inicial no negativo, nunca podra convertirse en negativo; y B = {B;,t > 0}
es un Movimiento Browniano.

El comportamiento de la tasa de interés implicita en esta estructura tiene
las siguientes propiedades:

i. Las tasas de interés negativas no estan autorizados.

ii. Si la tasa de interés llega a cero, posteriormente puede convertirse en
positiva.

iii. La variacion absoluta de la tasa de interés aumenta cuando la tasa de
interés se incrementa.

iv. Hay una distribucién en estado estacionario de la tasa de interés.

Las trayectorias del modelo CIR fueron simuladas a través de la ecuacion
(3.22), bajo los esquemas de Euler y Milstein con un tamano de paso 1/100
para los diferentes pardmetros de entrada. En todas las simulaciones se con-
sideraron los siguientes valores: & = 0,01452980, 6 = 0,09114096,
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o = 0,002260929 y ro = 0,5, los datos provienen de la estimacién de in-
tereses interbancarios de depésitos mensuales observados del 10/31/1994 al

03/27/1996 (345 observaciones); en ambos casos se utiliz6 una data
N = 1000. [4].

Para resolver numéricamente la ecuacién (3.22) se desarrollaron cédigos en
“MatLab”los cuales se puede ver en la pagina [92].

Obteniendo asi las siguientes graficas que muestran las trayectorias de la
solucion segin el esquema de Euler y el esquema de Milstein.
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Figura 3.20: Aproximacién segin el Esquema de Euler para el modelo fi-
nanciero, con N = 1000.
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Figura 3.21: Aproximacion segin el Esquema de Milstein para el modelo
financiero, con N = 1000.
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Figura 3.22: Aproximacion segin el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para el modelo financiero, con N = 1000.

En este caso, para los valores que se consideraron en la simulacién de las grafi-
cas anteriores para las aproximaciones del esquema de Euler y del esquema
de Milstein muestran la tendencia de la estimacion de la tasa de interés de los
depdsitos interbancarios mensuales observados por dos anos, los cuales fueron
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progresivamente obteniendo una “tendencia” de decrecimiento, alcanzando
su valor mas alto al inicio de la venta del bono. Lo que se puede interpretar
como una “caida” del valor del bono.



2Anexos.

1. Anexo cédigo de la Soluciéon Analitica.

Cédigo de la solucién analitica.
Xsa = XOxexp((mu-0.5*sigma”2)*([dt:dt:T])+sigmax*B);
plot([0:dt:T], [X0,Xsal,’g-—*’)

2. Anexo cédigo del Esquema de Euler.

Codigo del Esquema de Fuler.
Las variables de entrada.
T: tamafio de intervalo.
R: nimero de pasos,
N: nidmero de variables aleatorias.
dt: intervalos del MB.
dB: incrementos del MB.
L paso de tamafio.
Parametros de la Solucién: pu, o, Xq
Xsa: Solucién Analitica conocida,
Los valores que retorna son:
Xee: vector solucién del EE.
Dt: Delta(t), para el nuevo dominio del plot.
emerrE: error entre la solucidén analitica y Euler.
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Funcién de MATLAB:

function [Xee, Dt, emerrE] =

Solucion_Esquema_Euler(T,R,N,dt,dB,mu,sigma,X0,Xsa,graf)

DT = Rxdt (Delta(t))
Dt=R*dt; L=N/R;
Xee = zeros(1,L);
Xtemp = XO;
for j = 1:L
Binc = sum(dB(R*(j-1) + 1:Rxj));
Xtemp = Xtemp + mu*Xtemp*Dt + sigma*Xtemp*Binc;
Xee(j) = Xtemp;
end
length([X0,Xee])
plot([0:Dt:T], [X0,Xee], ’r--7)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién por EE’)
title(’Aproximacién de EE, de una EDEL’)
Error
emerrE = abs(Xee(end) - Xsa(end))
end

3. Anexo cddigo del Esquema de Milstein.

Codigo del Esquema de Milstein.

Las variables que se consideran para pasarle a la

funcion que realiza la solucién por el esquema de Milstein.

T: tamafio de intervalo.

N: nimero de variables aleatorias.
dt: intervalos del MB.
dB: incrementos del MB.

Parametros de la Solucién: pu, o, Xy

Xsa: Solucién Analitica conocida,

Los valores que retorna son:

Xm: vector solucién del EM.
emerrM: error entre la solucidén analitica
y la calculada por Milstein.
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Funciéon de MATLAB:

function [Xm, emerrM] =
Solucion_Esquema_Misltein(T,N,dt,dB,mu,sigma,X0,Xsa,graf)

Xm = zeros(1,N);
XtempM = XO;
for j = 1:N

BincM = sum(dB((j-1) + 1:j));
XtempM = XtempM + mu*XtempM*dt + sigma*XtempM*BincM;
Xm(j) = XtempM;

end
plot([0:dt:T], [X0,Xm], ’m--’)
xlabel(’t?)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’Aproximacién por EM’)
title(’Aproximacién de EM, de una EDEL’)
Error
emerrM = abs(Xm(end) - Xsa(end))
end
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4. Anexo cédigo de la ecuacion de Orstein-Unlenbeckn para la
ecuacién (3.20).

Ecuaciéon de Orstein-Uhlenbeckn con media revertida,
para el Modelo Neuronal.

dY = ((- Y/tau_y) + mu_y)*Dt +
(gamma_*sqrt (Y - V))*dB, y0 >0

Movimiento Browniano.
[B,dB,dt] = Movimiento_Browniano(T, N,graf)

Solucion por Euler.
for j = 1:L
[YeeQU, Dt, L] =
Ecua_0U_Euler_Yt(T,R,N,dt,dB,tau_y,mu_y,gamma_y,V,y0,graf) ;
DT = Rxdt (Delta(t))
Dt=Rxdt;
L=N/R;
YeeQU = zeros(1,L);
YtempOU = yO;
for j = 1:L
BincOU = sum(dB(R*(j-1) + 1:R*j));
YtempOU = YtempOU + ((- YtempOU/tau_y) + mu_y)*Dt +
(gamma_y*sqrt (YtempOU - V))*BincOQU;
YeeOU(j) = YtempOU;

end
plot ([0:Dt:T], [y0,YeeQU], ’r--’)
xlabel(’t’)

ylabel(’Y_t’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién por EE’)
title(’Aproximacién de EE, del Modelo de 0U’)
end
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Solucién por Milstein
YmQU =
Ecua_0OU_Milstein_Yt(T,N,dt,dB,tau_y,mu_y,gamma_y,V,y0,graf);
YmOU = zeros(1,N);
YtempMOU = yO,;
for j = 1:N
BincMOU = sum(dB((j-1) + 1:3));
YtempMOU = YtempMOU + ((- YtempMOU / tau_y) + mu_y)*dt +
(gamma_y*sqrt (YtempMOU - V))*BincMOU;
YmOU(j) = YtempMOU;
end
plot([0:dt:T], [y0,YmOU], ’g--’)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién por EM’)
title(’Aproximacién de EM, del Modelo QU’)
end

plot([0:dt:T], [y0,YmOU], ’g--7)
xlabel(’t’)
ylabel(’Y_t’,’Rotation’,0)
title(’Aproximacién de EE y EM, del Modelo 0U’)
hold on
plot([0:Dt:T], [y0,YeeQU], ’r--’)
plot([0:Dt:T], S_y, ’b--’)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién por EE’, ’Aproximacién por EM’,
’Umbral S’)
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5. Anexo cddigo de la ecuacién de Orstein-Unlenbeckn para la
ecuacién (3.21).

Ecuacion de Orstein-Uhlenbeckn con media revertida,
para el Modelo Neuronal
dX = ((- X/tau) + mu)*Dt + (gammaxsqrt(X))=*dB, x0 >0
[B,dB,dt] = Movimiento_Browniano(T, N,graf)
Solucion por Euler.
[XeeQU, Dt, L] =
Ecua_QU_Euler(T, R, N,dt, dB,tau, mu, gamma, x0,graf)
Dt=Rx*dt;
L=N/R;
XeeOU = zeros(1,L);
XtempOU = x0;
for j = 1:L
BincOU = sum(dB(R*(j-1) + 1:R*j));
XtempOU = XtempOU + ((- XtempOU/tau) + mu)*Dt +
(gamma*sqrt (XtempOU) ) *BincQU;
XeeQU(j) = XtempOU;
end
plot([0:Dt:T], [x0,Xee0U], ’r--’)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién por EE’)
title(’Aproximacién de EE, del Modelo de 0U’)
end
Solucién por Milstein.
XmOU =
Ecua_0OU_Milstein(T, N, dt, dB,tau, mu, gamma, x0,graf)
XmOU = zeros(1,N);
XtempMOU = xO0;
for j = 1:N
BincMOU = sum(dB((j-1) + 1:3));
XtempMOU = XtempMOU + ((- XtempMQOU / tau) + mu)*dt +
(gammax*sqrt (XtempMOU) ) *BincMOU;
XmOU(j) = XtempMOU;
end




91

plot([0:dt:T], [x0,Xm0U], ’g--’)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’Aproximacién por EM’)
title(’Aproximacién de EM, del Modelo QU’)
end

plot([0:dt:T], [x0,Xm0U], ’g--’)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
title(’Aproximacién de EM, del Modelo QU’)
hold on
plot([0:Dt:T], [x0,XeeQU], ’r--’)
plot([0:Dt:T], S, ’b--7)
xlabel(’t’)
ylabel(’X’,’Rotation’,0)
legend (’Aproximacién segin EE’, ’Aproximacién segin EM’,
’Umbral S’)
title(’Aproximacién de EE, del Modelo de 0U’)
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6. Anexo codigo de la ecuacién para el Modelo CIR de la ecuacion
(3.22).

Ecuacién para el Modelo Financiero

dXr = k(tita -X)*dr + GAMMA (Xr)“~(1/2)*dWr; x0 >0 +

[B,dB,dt] = Movimiento_Browniano(T, N,graf)

Solucién por Euler.
[XeeCIR, Drl=
Ecua_CIR_Euler(T, R, N,dt, dB, k,tita, GAMMA, xOcir,graf);
EE L paso de tamafio Dr = R*dt (Delta(t))
Dr=Rx*dt;
L=N/R;
XeeCIR = zeros(1,L);
XtempCIR = xOcir;
for j = 1:L
BincCIR = sum(dB(R*x(j-1) + 1:R*j));
XtempCIR = XtempCIR + (kx(tita - XtempCIR))*Dr +
(GAMMA*sqrt (XtempCIR))*BincCIR;
XeeCIR(j) = XtempCIR;

end
plot([0:Dr:T], [xOcir,XeeCIR], ’r--’)
xlabel(’x’)

ylabel(’r’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién segin el Esquema de Euler’)
title(’Aproximacién segin el Esquema de Euler,
del Modelo CIR’)
end
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Solucién por Milstein
XmCIR =
Ecua_CIR_Milstein(T,N,dt,dB,k,tita,GAMMA,xOcir,graf);
XmCIR = zeros(1,N);
XtempMCIR = xOcir;
for j = 1:N
BincMCIR = sum(dB((j-1) + 1:j));
XtempCIR = XtempMCIR + (k*x(tita - XtempMCIR))*dt +
(GAMMA*sqrt (XtempMCIR) ) *BincMCIR;
XmCIR(j) = XtempCIR
end
plot([0:dt:T], [xOcir,XmCIR], ’g--’)
xlabel(’x’)
ylabel(’r’,’Rotation’,0)
legend (’ Aproximacién por EM’)
title(’Aproximacién segin el Esquema de Milstein,
del Modelo CIR’)
end
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