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Tutor: Dr. José Rafael León.

Caracas, Venezuela.
Febrero 2012.



ii

Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de
Venezuela como integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial
de Grado titulado “Aplicación del Cálculo Estocástico al estudio de
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Índice general

Introducción. VIII

1. Cálculo Estocástico Básico. 1
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3.4.2. Método Numérico del Esquema de Milstein. . . . . . . 65

3.5. Modelo Biológico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.6. Modelo Financiero. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Anexos. 85

Bibliograf́ıa. 94



Introducción.

En los últimos años los procesos estocásticos han tenido un gran auge pues
han permitido interpretar, modelar y predecir una gran variedad de fenómenos
f́ısicos, biológicos, económicos, etc. Estos procesos caracterizan una sucesión
de variables aleatorias que evolucionan en función de otra variable, general-
mente el tiempo.

Los procesos estocásticos y más precisamente los procesos de difusión per-
miten ajustar modelos teóricos para realizar predicciones futuras, y debido a
la complejidad de algunos de estos modelos se resuelven utilizando técnicas
computacionales como lo son métodos numéricos o de simulación.

Este trabajo se centra en la simulación de dos modelos particulares de un
proceso estocástico conocido como Movimiento Browniano, nombrado aśı en
honor al botánico Robert Brown, en 1827, quién lo describe como un movimien-
to vigoroso que realizaban las part́ıculas de polen suspendidas en el agua,
de forma irregular y en algunos casos en forma de zigzag. Posteriormente, el
Movimiento Browniano fue estudiado por Einstein en 1905 y Norbert Wiener
entre 1920 y 1923, quién lo formaliza de manera precisa como un modelo
matemático para las trayectorias de las part́ıculas, hallando una función con-
tinua pero no diferenciable en ningún punto, definido de la siguiente forma:

“El Movimiento Browniano es un proceso estocástico gaussiano, centrado
(B(t), t > 0)) definido sobre un espacio de probabilidad (Ω,F,P), el cual sa-
tisface ciertas condiciones.” (Ver caṕıtulo 1).

Las trayectorias del Movimiento Browniano van a requerir de la construcción
de una nueva herrramienta matemática para su integración conocida como
integral estocástica, la cual será fundamental para conocer la solución de la

viii
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ecuación diferencial estocástica como un proceso de difusión, y aśı encontrar
la solución a nuestros dos modelos de estudio, los cuales son:

Modelo Biológico: se quiere estudiar y simular la descarga neuronal.
Las descargan ocurren, debido a que el cerebro contiene miles de mil-
lones de células nerviosas que se comunican entre śı mediante procesos
qúımicos y f́ısicos de forma espećıfica. Existe una relación entre este
proceso biológico y un proceso estocástico, que es conocido como mod-
elo de difusión neuronal y se basa en un proceso estocástico bajo el
Movimiento Browniano, conocido por Ornstein-Unlenbeck, el cual de-
scribe una ecuación con media revertida de la siguiente forma (ver [2]):

dXt = (a− bXt)dt+ γdBt; X0 = x0 > 0; (1)

donde a, b, γ > 0 son constantes y Bt es un Movimiento Browniano.

Modelo Financiero: se busca estudiar y simular la estructura temporal
de las tasas de interés y la relación entre los rendimientos de los va-
lores o bonos y su plazo de vencimiento. Obteniendo de este como
se pueden predecir los cambios en las variables que afectan la curva
de rendimiento. Al igual que en el caso anterior existe una relación
entre éste modelo y un proceso estocástico. El mismo es conocido como
Cox-Ingersoll-Ross o (modelo CIR), introducido en 1985 por John C.
Cox, Jonathan E Ingersoll y Stephen A. Ross. El modelo viene descrito
mediante la siguiente ecuación estocástica (ver [1]):

dXt = (a− bXt)dt+ γ
√
Xt ∨ 0dBt; X0 = x0 > 0; (2)

donde a, b, γ > 0 son constantes y Bt es un Movimiento Browniano.

El presente trabajo está estructurado de la siguiente manera:
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En el caṕıtulo 1, se introducen los conceptos básicos de probabilidades y del
cálculo estocástico básico (Movimiento Browniano y sus propiedades).

En el caṕıtulo 2, mostramos el cálculo diferencial e integral estocástico para
lo cual nos valemos de la analoǵıa estocástica de la regla de la cadena clásica,
conocida como lema de Itô.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se busca la solución numérica de la integral
estocástica mediante los métodos de aproximación de Euler y Milstein re-
saltando sus diferencias y conveniencias, y utilizarlos posteriormente en las
ecuaciones (1) y (2) y aśı observar como vaŕıan las soluciones aproximadas a
medida que vaŕıan los parámetros.



Caṕıtulo 1

Cálculo Estocástico Básico.

En este caṕıtulo se darán algunos conceptos básicos de probabilidades que
nos servirán a lo largo de todo este trabajo, También se introducirán nuevos
conceptos entre ellos el Movimiento Browniano, sus propiedades y además se
estudiará el comportamiento de las trayectorias de éste proceso y se hará una
representación gráfica de las mismas.

1.1. Preliminares de Probabilidad.

Definición 1.1 Una σ-álgebra F, sobre Ω, es una colección de subcon-
juntos de Ω, que satisface las siguientes condiciones:

∅ ∈ F.

Si A ∈ F, entonces Ac ∈ F.

Si A1, A2, A3, ... ∈ F entonces
∪
n=1

∞
An ∈ F y

∩
n=1

∞
An ∈ F.

Se conoce como espacio medible al par (Ω,F).

Definición 1.2 Una medida de probabilidad P sobre un espacio medible
(Ω,F) es una función definida en F como:

P : F → [0, 1],

tal que:

P(Ω) = 1.

1
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P(∅) = 0.

P(A) ≥ 0; ∀A ∈ F.

P es σ-aditiva, es decir, si {An}n≥1 es una colección de elementos de
F disjunta 2− 2 entonces:

P

( ∪
n≥1

An

)
=

∑
n≥1

P(An).

Se conoce como espacio de probabilidad a la terna (Ω,F,P).

Definición 1.3 Sea X : (Ω,F) → (R, B(R)) una función medible, se dice
que X es una variable aleatoria real (v.a. real), si para todo A ⊆ B(R),
se tiene que X−1(A) ⊆ F.

Definición 1.4 Un vector aleatorio es un vector X = (X1, X2, ..., Xn)
donde para cada n ∈ N, Xn es una variable aleatoria definida sobre un
espacio de probabilidad (Ω,F,P); y se interpreta X : Ω → R

n como una
función medible.

Definición 1.5 A cada variable aleatoria X se le asocia una función
FX : R→ R definida por:

FX(t) = P ({ω ∈ Ω | X(ω) ≤ t}) = P (X ≤ t),

y satisface:

Continua a la derecha.

Monótona creciente.

ĺım
x→−∞

FX(x) = 0 y ĺım
x→∞

FX(x) = 1.

Ahora bien, si X = (X1, X2, ..., Xn) es un vector aleatorio la función de
distribución está definida por:

FX(x) = F(X1,...,Xn)(x1, ..., xn)

= P ({ω ∈ Ω : X1(ω) ≤ x1, ..., Xn(ω) ≤ xn})
= P (X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn),

donde x ∈ Rn.
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Definición 1.6 Sea fX : Rn → R una función a valores reales, fX es una
función de densidad si satisface las siguientes condiciones:

fX(x) ≥ 0 ∀x ∈ R.∫ ∞

−∞
fX(x)dx = 1.

fX(x1, ..., xn) ≥ 0 ∀(x1, ..., xn) ∈ Rn.∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
fX(x1, ..., xn)dx1...dxn = 1

En particular, si la función de distribución tiene densidad fX entonces,

FX(x) =

∫ x1

−∞
...

∫ xn

−∞
fX(y1, ..., yn)dy1...dyn,

Definición 1.7 Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio, la esperanza de
X está definida como:

E[X] = (E[X1], ...,E[Xn]).

Usualmente se denota por: E[X] = µ⃗X .

Definición 1.8 Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio, la matriz de
covarianza de X está definida como:

Σ = ΣX = (cov(Xi, Xj), con i, j = 1, ..., n),

donde,

cov(Xi, Xi) = E[XiXi]−E[Xi]E[Xi] = E[Xi
2]− (E[Xi])

2 = V ar(Xi).

cov(X,Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[XY ]−E[X]E[Y ].

pero en el caso de que X, Y sean independientes la cov(X, Y ) es nula.
También ΣX se puede obtener como:

ΣX = E[(X −E[X])(X −E[X])T ],

(X −E[X]) = (X1 −E[X1], X2 −E[X2], ..., xn −E[Xn]).
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Ejemplo 1.1 Si X = (X1, ..., Xn) es un vector aleatorio tal que su densidad
fX verifica que:

fX(x) =
1

(2π)
n
2 (det(Σ))

1
2

e−
1
2
((X−µ⃗)Σ−1(X−µ⃗)′),

donde: x ∈ Rn, µ⃗ ∈ Rn es la función de media de X, y Σ es una matriz n×n
definida como la función de covarianza de X y (X − µ⃗)′ es la transpuesta de
(X − µ⃗), aśı llamamos X vector gaussiano.

Además podemos decir que X ∼ N(µ⃗,Σ).

Definición 1.9 Sean x1, ..., xn variables aleatorias, son independientes si
para toda colección de ı́ndices 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ ik ≤ n, con 1 ≤ n entero,
y todo subconjunto B1, ..., Bn ⊆ R se tiene que:

P({X1 ∈ B1} ∩ {X2 ∈ B2} ∩ ... ∩ {Xn ∈ Bn}) =
P({X1 ∈ B1})P({X2 ∈ B2})...P({Xn ∈ Bn}),

donde B1, ..., Bn son Borelianos.

Observación 1.1

Las variables aleatorias x1, ..., xn son independientes si y sólo si su función
de distribución conjunta puede escribirse como:

FX1,...,Xn(x1, ..., xn) = FX1(x2)FX1(x2)...FXn(xn).

Sea X = (X1, ..., Xn) un vector aleatorio con densidad fX entonces x1, ..., xn
son independientes si y sólo si

fX(x1, ..., xn) ∈ fX1(x1)...fXn(xn).

1.2. Procesos Estocásticos.

A continuación se considerarán los procesos estocásticos. Estos procesos se
pueden entender como los procesos dependientes de leyes causales y proba-
biĺısticas, por lo que están sometidos al azar y son objeto de análisis estad́ısti-
co. Este tipo de procesos nos servirán para poder comprender la correlación,
la cual se entiende estad́ısticamente como la relación entre varios datos.
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Definición 1.10 Un proceso estocástico es una colección de variables
aleatorias {Xt}t∈T = {X(t, ω) : t ∈ T , ω ∈ Ω} definidas sobre un espacio de
probabilidad (Ω,F,P), donde T es un espacio de parámetros.
Ahora bien la aplicación

ω −→ Xt(ω); ω ∈ Ω,

es una variable aleatoria para cada t ∈ [0, T ] y para cada ω ∈ Ω la aplicación

t −→ Xt(ω),

recibe el nombre de trayectoria del proceso.

En la siguiente gráfica (Figura 1.1) se muestra un ejemplo de las trayectorias
un proceso estocástico, donde cada color corresponde a una trayectoria del
mismo.

Figura 1.1: Trayectorias del proceso estocástico, con N = 100.

Observación 1.2

El ı́ndice t es frecuentemente interpretado como el tiempo y Xt(ω) como los
estados del proceso en el tiempo. Además si T es numerable el proceso se
llama a tiempo discreto; en otro caso se llama a tiempo continuo.

Definición 1.11 Sea {Xt}t∈T un proceso estocástico, se dice que el pro-
ceso {Xt}t∈T tiene distribución finito dimensional F si cada vector
(Xt1 , ..., Xtn) ⊆ {Xt}t∈T tiene distribución F .
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Ejemplo 1.2 Sea {Xt}t∈T un proceso estocástico, se dice que {Xt}t∈T es
gaussiano si sus distribuciones finito dimensionales son gaussianas, es de-
cir, cada vector (Xt1 , ..., Xtn) tiene densidad gaussiana o normal; donde la
distribución de un proceso gaussiano está determinado por su función de me-
dia y covarianza.

Definición 1.12 Si {Xt}t∈T es un proceso estocástico entonces:

i. La función µX : T → R definida por:

µX(t) = E(Xt),

es la Función de Esperanza asociada a un proceso estocástico.

ii. La función CX : T × T → R definida por:

CX(s, t) = cov(Xs, Xt),

es la llamada Función de Covarianza.

En particular, cuando t = s tenemos la función σX : T → R definida
por:

σX(t) = cov(Xt, Xt) = V ar(Xt),

que no es más que la Varianza de X.

Definición 1.13 Un proceso estocástico {Xt}t∈T es estacionario, si sus
caracteŕısticas no cambian en el transcurso del tiempo, es decir, si para
cualquier colección {ti}ni=1 en T , se verifica que:

(Xt1 , ..., Xtn)
d
= (Xt1+h, ..., Xtn+h),

siempre que h sea tal que {ti+h}ni=1 ⊆ T .

Observación 1.3

Cuando X es un proceso gaussiano la definición de estacionaridad ocurre si
y sólo si

µX(t) = µX(t+ h),

y
CX(t, s) = CX(t+ h, s+ h),

mejor aún, la definición de estacionaridad en los procesos gaussianos es
equivalente a lo siguiente: µX es una función constante y
CX(t, s) = C̃(| t− s |) para cualquier función C̃ de una variable.
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Definición 1.14 Si X = {Xt}t∈T es un proceso estocástico. Para cualquier
colección {ti}ni=1 de elementos de T llamamos a la colección de variables
aleatorias

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , ..., Xtn −Xtn−1,

Incrementos de X asociados a la colección {ti}ni=1.

Definición 1.15 Sea X un proceso estocástico decimos que:

i. X tiene incrementos independientes cuando:

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , ..., Xtn −Xtn−1,

es una colección de variables aleatorias independientes.

ii. X tiene incrementos estacionarios si para cualquier t y s en T se
cumple que:

Xt −Xs
d
= Xt+h −Xs+h,

siempre que h sea tal que t+ h y s+ h estén en T .

Definición 1.16 Sean X = {Xt}t∈T y Y = {Ys}s∈S dos procesos estocásti-
cos definidos bajo el mismo espacio de probabilidad. Decimos que X e Y son
independientes si para cualquier par de colección {Xti}ni=1 y {Ysj}mj=1 de
variables aleatorias en X e Y respectivamente se verifica lo siguiente:

P(Xt1 ∈ A1, ..., Xtn ∈ An, Ys1 ∈ C1, ..., Ysm ∈ Cm)

= P(Xt1 ∈ A1, ..., Xtn ∈ An)P(Ys1 ∈ C1, ..., Ysm ∈ Cm),

donde A1, ..., An, C1, ..., Cm son Borelianos.

1.3. Movimiento Browniano.

Definición 1.17 Un proceso B = {Bt : t ∈ [0,∞)} es llamado Movimien-
to Browniano (M.B.) o Proceso de Wiener si satisface las siguientes
condiciones:

i. B0 = 0.
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ii. B es un proceso de incrementos independientes y estacionarios, es de-
cir, para cualquier colección t1, t2, ..., tn de elementos de T .

Bt2 −Bt1 , ..., Btn −Btn−1,

son variables independientes y para cada t y s en T .

Bt −Bs
d
= Bt+h −Bs+h,

donde h es tal que t+ h y s+ h están en T .

iii. Para cada t ∈ T Bt ∼ N(0, t).

iv. Las trayectorias de B son funciones continuas.

Figura 1.2: Trayectorias del Movimiento Browniano, con N = 100.

Propiedades del Movimiento Browniano.

i. El Movimiento Browniano es un proceso gaussiano.
En efecto, sean t1, ..., tn elementos de T y sean α1, ..., αn números reales
cualquiera, y consideremos la variable aleatoria

α1Bt1 + ...+ αnBtn = (λ1 − λ2)Bt1 + ...+ (λn−1 − λn)Btn−1 + λnBtn ,(1.1)
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con λi =
n∑

j=i

αi

Ahora bien, veamos que esta combinación lineal es una variable aleato-
ria normal.

(λ1 − λ2)Bt1 + (λ2 − λ3)Bt2 + ...+ (λn−1 − λn)Btn

= λ1Bt1 + λ2(Bt2 −Bt1) + ...+ λn(Btn −Btn−1), (1.2)

Por otra parte aplicando las propiedades (ii.) y (iii.) del M.B. que nos
garantizan que sus incrementos son independientes y que Bt es una
variable aleatoria N ∼ (0, t) para cada t ∈ T , obtenemos

λ1Bt1 + λ2(Bt2 −Bt1) + ...+ λn(Btn −Btn−1),

es una variable aleatoria normal. Finalmente sustituyendo (1.2) en (1.1)
conseguimos que:

α1Bt1 + ...+ αnBtn ,

es normal y esto garantiza que Bt1 , ..., Btn tiene distribución gaussiana.

ii. Los incrementos son normales, si t y s son reales cualesquiera en T
tales que s < t porque

Bt −Bs
d
= Bt−s −B0 = Bt−s ∼ N(0, t− s).

iii. Para cada t y s en T se puede ver que la cov(Bt, Bs) = mı́n(s, t).
En efecto, supongamos s < t, por definición

cov(Bt, Bs) = E[BtBs]−E[Bt]E[Bs]

= E[BtBs]

= E[BtBs −Bs
2 +Bs

2]

= E[(Bt −Bs)Bs +Bs
2].

Luego aplicando la linealidad de la esperanza se tiene que

= E[(Bt −Bs)Bs] +E[Bs
2].

Dado que Bt −Bs y Bs son independientes, se sigue que

= E[Bt −Bs]E[Bs] +E[Bs
2]

= 0 +E[Bs
2]

= V ar(Bs) = s.



10

Aśı
cov(Bt, Bs) = s = mı́n(s, t).

El caso t < s es análogo.

iv. Para cada t ∈ T . La función de media del M.B. B = {Bt}t∈T está dada
por:

µX(t) = E[Bt] = 0.

Observación 1.4

De acuerdo con las propiedades (iii.) y (iv.) del Movimiento Browniano se
tiene una definición equivalente para el mismo; dada por

Definición 1.18 Un Movimiento Browniano es un proceso gaussiano con
trayectorias continuas tal que:

µB(t) = E[Bt] = 0.

La función de media de B = {Bt}t∈T .

CB(t, s) = cov(Bt, Bs) = mı́n(s, t).

La función de covarianza de B = {Bt}t∈T .

Definición 1.19 Sean a y b en R con a < b y sea f : [a, b] → R. Si f es tal
que:

sup
τ

n∑
i=1

| f(ai)− f(ai−1) | <∞,

donde τ son las posibles particiones del intervalo [a, b] entonces decimos que
f es de variación acotada.
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Observación 1.5

i. Las trayectorias del (M.B.) son continuas, sin embargo no son diferencia-
bles en ningún punto. Aunque se puede demostrar que es posible construir la
derivada de un Movimiento Browniano como proceso estocástico generaliza-
do, dicho proceso será un proceso gaussiano, centrado y con varianza infinita
e independiente en diferentes instantes de tiempo.

ii. Las trayectorias del (M.B.) no tienen variación acotada sobre cualquier
intervalo finito de T , es decir,

sup
τ

n∑
i=1

| Bti(ω)−Bti−1
(ω) | = ∞,

donde τ son las posibles particiones del intervalo [0, T ].

Ejemplo 1.3 Sea B = {Bt}t∈T un Movimiento Browniano.

1. Sea T = [0, 1] y X = {Xt}t∈T definido por:

Xt = Bt − tB1.

Es conocido como Puente Browniano.

2. Sea T = [0,∞] y Y = {Yt}t∈T definido por:

Yt = µt+ σBt.

Es conocido como Movimiento Browniano con deriva µ.

3. Sea T = [0,∞] y Z = {Zt}t∈T definido por:

Zt = eµt+σBt . (1.3)

para σ > 0 y µ ∈ R. Es conocido como Movimiento Browniano
geométrico.

Se pueden ver que los procesos anteriores son gaussianos a excepción del
proceso Z = {Zt}t∈T que no lo es.

Definición 1.20 Sea X = {Xt}t∈T un proceso estocástico, el proceso X
es H-Autosimilar si para algún H > 0 y cualquier colección de ı́ndices
t1, t2, ..., tn de T se cumple que:

(THXt1 , ..., T
HXtn)

d
= (XTt1 , ..., XTtn),

para cualquier T > 0 tal que t1, ..., T tn son elementos de T .
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1.4. Esperanza Condicional.

Definición 1.21 Si X e Y son v.a discretas, la probabilidad condicional
de X dado Y = y, se define para todo y con P(Y = y) > 0 como:

P(X = x|Y = y) =
P(X = x, Y = y)

P(Y = y)
. (1.4)

La función de distribución condicional de X dado Y = y está definida por:

F (x|y) = P(X ≤ x|Y = y), (1.5)

y la esperanza condicional de X dado que Y = y se define como:

E(X|Y = y) =
∑
x

xP(X = x|Y = y). (1.6)

Definición 1.22 Si X e Y tienen función de densidad de probabilidad con-
junta f(x, y), la función de densidad condicional de X dado Y = y,
está definida para todos los y con fY (y) > 0 por:

fX|Y (x|y) = f(x, y)fY (y), (1.7)

donde fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx es la función de densidad marginal de Y .

La función de distribución condicional de X, dado Y = y, está defini-
da por:

FX|Y (x|y) = P(X ≤ x|Y = y) =

∫ x

−∞
fX|Y (x|y)dx, (1.8)

La esperanza condicional de X dado Y = y, está dada por:

E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx, (1.9)

Definición 1.23 Sea X una variable aleatoria definida sobre (Ω,F,P) y sea
B ⊂ F con P(B) > 0. La esperanza condicional de X dado B se define
por:

E[X|B] =
E[X1B]

P(B)
, (1.10)
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donde,

1B(ω) =

{
1 si ω ∈ B.

0 si ω ∈ Bc.

denota la función indicatriz de B.

Definición 1.24 Sean X e Y variables aleatorias sobre Ω, donde Y = {y1, y2, ...yn, ...}
tal que,

Ω =
∞∪
i=1

(Y = yi)

=
∞∪
i=1

Ai.

Definimos esperanza condicional de X dado Y como una variable aleatoria

ϕ := E[X|Y ] : Ω → R,

tal que

ϕ(ω) =
∞∑
i=1

E[X|Ai]1Ai
(ω).

1.4.1. Esperanza Condicional dada una σ-álgebra.

En lo que sigue se podrá definir la esperanza condicional E[X|G] donde G
es una sub-álgebra de F y F es una σ-álgebra sobre Ω. En particular cuando
G = σ(Y ) para una v.a Y cualquiera, se tiene que:

E[X | G] = E[X | σ(Y )],

donde usualmente se denota E[X | σ(Y )] = E[X | Y ], y
σ(Y ) = {Y ∈ A : A ∈ B(R)}.

Definición 1.25 Una variable aleatoria Z = E[X|F], es llamada esperan-
za condicional de X dada la σ-álgebra F si:

i. Z está contenida en F, es decir, σ(Z) ⊂ F.
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ii. Z satisface la relación E[X1A] = E[Z1A] para todo A ∈ F.

Ejemplo 1.4 (Esperanza condicional bajo una condición discreta).
Sea Y una variable aleatoria discreta. Definamos los subconjuntos
Ai = {ω : Y (ω) = yi}, que constituyen una partición disjunta de Ω. Ca-
da elemento A de σ(Y ) es de la forma

A =
∪
i∈I

Ai ∩ A =
∪
i∈I

{ω : Y (ω) = yi} I ⊂ N.

En la definición (1.24) se expresa E[X|Y ] como la variable aleatoria Z tal
que

Z(ω) = E[X|Ai], ω ∈ Ai.

Z es una función de Y y no de X, por tanto σ(Z) ⊂ σ(Y ), además, como
E[X] <∞ y utilizando el teorema de convergencia dominada se tiene que

E[X1Ai
] = E[X

∑
i∈I

1Ai
]

=
∑
i∈I

E[X1A].

Por otra parte, vemos que Z es una variable aleatoria discreta con esperanza

E[Z lA] =
∑
i∈ I

E[X|Ai]P(Ai) =
∑
i∈ I

E[X1Ai].

Aśı Z satisface la relación que define (1.25). Por lo tanto es la esperanza
condicional de X dada la σ-álgebra σ(Y ). Es decir que en el caso de una
variable aleatoria discreta Y , se tiene que E[X|Y ] y E[X|σ(Y )] representan
la misma variable aleatoria.

Observación 1.6

Una caracteŕıstica importante de la esperanza condicional es que si
E[|X|] <∞, entonces E[X|F] existe.

Propiedades de la Esperanza Condicional:
Sean X1, X2 en (Ω,F,P) variables aleatorias y sea G una σ-álgebra de F se
tiene que:
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i. La esperanza condicional es lineal:

E[αX1 + βX2|F] = αE[X1|F] + βE[X2|F].

con α, β en R.

Para demostrar esta propiedad basta utilizar la definición (1.25) y con-
siderar Z = αX1 + βX2,

E[E[Z|F]1A] = E[Z1A] A ∈ F

= E[αX11A + βX21A]

= αE[X11A] + βE[X21A]

= αE[E[X1|F]1A] + βE[E[X2|F]1A]
= αE[X1|F] + βE[X2|F].

ii. La esperanza de X y E[X|F], (tomando A = Ω),

E[X] = E[E[X|F]],

debido a que,

E[E[X|F]] = E[E[X|F]1Ω]
= E[X1Ω]

= E[X].

iii. Si la σ-álgebra, generada por la variable aleatoria X, está contenida en
F entonces,

E[X|F] = X.

En particular, si X es una función de Y , σ(X) ⊂ σ(Y ) entonces
E[X|Y ] = X.

La información que está contenida en F proporciona información acerca
de la variable aleatoria X. Ahora bien, si se conoce la estructura de X
se puede considerar como no-aleatoria y se puede escribir el valor de
X(ω) en frente de la esperanza condicional E[1|F] = 1.

E[X|F](ω) = E[X(ω)|F] = X(ω)E[1|F] = X(ω),
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iv. Si X y la σ-álgebra F son independientes, entonces E[X|F] = E[X].

Se sabe que si X e Y son variables aleatorias independientes entonces
E[X|Y ] = E[X].
Formalmente se puede decir que las variables aleatorias X y 1A son
independientes para todo A ∈ F. Ahora bien, por la independencia se
tiene que:

E[X1A] = E[X]E[1A]

= E[X]P(A) = E[X]E[1A], A ∈ F.

v. Si la σ-álgebra σ(X) generada por la variable aleatoria X, está con-
tenida en F, entonces para cualquier variable aleatoria G

E[XG|F] = XE[G|F].

En particular, si X es una función de Y , tal que σ(X) ⊂ σ(Y ), entonces
E[XG|Y ] = XE[G|Y ], donde se está tomando aX como una constante.

vi. Si F y F′ son dos σ-álgebras tales que F ⊂ F′, entonces

E[X|F] = E[E[X|F′]|F] (1.11)

E[X|F] = E[E[X|F]|F′]. (1.12)

Para demostrar (1.11) vamos a considerar A ∈ F y Z = E[X|F].
Luego por la propiedad de la definición (1.25) se tiene que
E[X1A] = E[Z1A], utilizando la propiedad (v.) y por hipótesis se tiene
que A ∈ F ⊂ F′ entonces

E[E[X|F′]|F]1A = E[E[X|F′]1A|F].

Aplicando la propiedad (ii.) se tiene que:

E

[(
E

[
E[X|F′]

]∣∣∣F)1A] = E[X1A].

Por lo que Z ′ = E

[
E[X|F′]

]∣∣∣F] satisface la definición (1.25), dado que

E[X|F] es única entonces se tiene que Z = Z ′. Aśı queda demostrada
la ecuación (1.11).
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Veamos ahora la ecuación (1.12), para esto basta considerar la propiedad
(iii.), dado que F ⊂ F′ y que E[X|F] no contiene más información que
F′, es decir, que se puede considerar a E[X|F] como una constante
entonces:

E[E[X|F′|F]] = E[X|F]E[1|F′] = E[X|F].

Ejemplo 1.5 Sea {Bt}t∈T un M.B y sea F = {Ft}t∈T su Filtración Na-
tural, es decir, para cada t ∈ T Ft = σ(Bs : s ≤ t). Si s y t son elementos
de T se cumple que E[Bs | Ft] = Bmı́n(s,t). En efecto

1. Si s < t
E[Bs|Ft] = Bs o Bmı́n(s,t),

2. Si s > t,

E[Bs|Ft] = E[Bs +Bt −Bt|Ft]

= E[Bs −Bt|Ft] +E[Bt|Ft]

= E[Bs −Bt] +E[Bt|Ft]

= Bt.

Ejemplo 1.6 Sea {Xi}i∈N un proceso estocástico tal que para cada i ∈ N,
Xi−Xi−1 representa: La ganancia neta de un jugador en el instante de tiempo
i. Sea {Fi}i−1 una filtración con respecto a la cual Xi es adaptado, donde Fi

representa: La información que posee el jugador en el instante de tiempo i.
Entonces, si

E[Xi −Xi−1|Fi−1] = 0,

estamos hablando “probabiĺısticamente” de un “juego justo”.
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Observación 1.7

En el caso particular asociado al ejemplo 1.6, se puede observar una propiedad
que se demostrará en la siguiente sección, que se conoce con el nombre de
Propiedad de Martingala. Además

E[Xi −Xi−1|Fi−1] = 0 ⇐⇒
E[Xi|Fi−1]−E[Xi−1|Fi] = 0 ⇐⇒
E[Xi|Fi−1]−Xi−1 = 0 ⇐⇒
E[Xi|Fi−1] = Xi−1, E[|X|] <∞.

1.5. Martingala.

Para definir las martingalas se debe introducir la idea de filtración.

Supongamos que {Fn, n ≥ 0} es una colección de σ-álgebras sobre el mismo
espacio de probabilidad (Ω,F,P) tales que Fn ⊆ F ∀n.

Definición 1.26 La colección {Fn, n ≥ 0} de sub-σ-álgebras de F tales que
Fn ⊆ Fn+1 ∀n ≥ 0 es llamada una filtración, en el caso continuo

{Ft, t ∈ T }.

Si Ft ⊆ F ∀t ∈ T y Fs ⊆ Ft ∀0 ≤ s ≤ t.

Definición 1.27 Diremos que el proceso estocástico X = {Xn, n ≥ 0} es
adaptado a la filtración {Fn}n≥0 si

σ(Xn) ⊆ Fn ∀n ≥ 0,

Para el caso continuo se tiene que σ(Xt) ⊆ Ft, t ∈ T .

Definición 1.28 La filtración natural del proceso es la generada por el mis-
mo y ésta es definida como:

Fn = σ(Xm,m ≤ n),

(Ft = σ(Xs, s ≤ t)).
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Sea X = {Xn, n ≥ 0} un proceso estocástico sobre (Ω,F) y supongamos que
se tiene información de Fn a tiempo presente ¿cómo influye esta información
acerca del proceso X en el futuro?
Esta información se obtiene con E[Xn|Fm], para el caso continuo se tiene
E[Xt|Fs].

Definición 1.29 Sea X = {Xt, t ∈ T } un proceso estocástico, X es llamado
una martingala a tiempo continuo (discreto X = {Xn, n ≥ 0}) respecto
a la filtración {Ft}t∈T ({Fn}n∈N), si:

i. X es integrable, es decir,

E[|Xt|] <∞ ∀ t ∈ T ,
(
E[|Xn|] <∞ ∀ n ∈ N

)
.

ii. X es Ft (Fn)-medible.
X es adaptado a su filtración, es decir,

{Xs}s∈T es adaptado a {Ft}t∈T
(
{Xn}n∈N es adaptado a {Fn}n∈N

)
.

iii.
E[Xt|Fs] = Xs, ∀ s ≤ t,

(
E[Xn+1|Fn] = Xn, ∀ n ∈ N

)
.

Observación 1.8

Una propiedad importante de las martingalas es la siguiente.
La función esperanza de una martingala es constante, debido a que, para
cualquier par s y t en T con s < t se verifica lo siguiente:

E[Xs] = E[E[Xt|Fs]] = E[Xt].

Ejemplo 1.7 Sea {Bt}t∈T un Movimiento Browniano entonces el proceso
{Xt}t∈T definido por:

Xt = B2
t − t,

es una martingala con respecto a la filtración natural del M.B. con s < t.

Demostración 1.1

Veamos que se cumplen las propiedades de la definición (1.29).
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i. E[|Xt|] = E[|B2
t − t|] ≤ E[B2

t ] +E[t] = t+ t = 2t <∞.

ii. Se cumple por la definición (1.27), por lo tanto, Bs ⊂ Ft entonces
σ(Bs) ⊂ Ft y por lo tanto es medible.

iii. E[Xt|Fs] = X2
s .

En efecto, en primer lugar se tiene que E[Xt|Fs] = E[B2
t − t|Fs]. Y

consideremos

B2
t − t = (Bt −Bs +Bs)

2 − t = (Bt −Bs)
2 + 2(Bt −Bs)Bs +B2

s − t

E[B2
t − t|Fs] = E[(Bt −Bs)

2|Fs] + 2E[(Bt −Bs)Bs|Fs] +E[B
2
s |Fs]−E[t].

Ahora bien, como (Bt−Bs) es independiente de Bs y además (Bt−Bs)
es independiente de Fs, entonces

E[B2
t − t|Fs] = E[(Bt −Bs)

2] + 2BsE[(Bt −Bs)] +B2
s − t

= (t− s) +B2
s + 0− t = B2

s − s = Xs.

1.6. Integral Estocástica de Itô.

La integral estocástica surge de la necesidad de resolver determinados pro-
blemas, en los que aparecen implicados ciertos procesos estocásticos, como el
Movimiento Browniano; por ejemplo el cálculo de integrales del tipo∫ t

0

f(s, ω)dBs(ω). (1.13)

El hecho de que las trayectorias del Movimiento Browniano no sean diferen-
ciables, ni de variación acotada, impide integrar en el sentido de Riemann-
Stieltjes o Lesbegue-Stieltjes. Ya que, para cada ω ∈ Ω no se puede definir
(1.13) como una integral de Lebesgue-Stieltjes, debido a que Bs(ω) no es una
función de Stieltjes, esto ocurre del hecho de que el M.B. tiene variación no
acotada. Aśı surge la necesidad de crear una nueva integral, que en casos de
regularidad del integrando śı coincidirá con la integral de Riemann-Stieltjes.

Observación 1.9

Sea {{Xn}n∈N, X} una colección de variables aleatorias decimos que Xn con-

vergen en L2 a X (Xn
L2

→ X) si

ĺım
n→∞

E[(Xn −X)2] = 0.
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1.6.1. Procesos Simples.

Sea X = {Xt}t∈[0,T ] un proceso estocástico, se conoce como proceso simple
aquel donde existe una partición tal que, la trayectoria que se considere de
cada ω ∈ Ω es una función simple adaptado a la σ-álgebra natural del M.B.

Definición 1.30 Un proceso C = {Ct}t∈[0,T ] es simple si existe una parti-
ción Tn : 0 = t0 < t1 < ... < tn = T y una sucesión finita de variables
aleatorias {zk, k = 1, ..., n} tales que:

Ct =
n∑

k=1

zk1[tk−1,tk](t) + zkδT (t),

y la sucesión {zk}nk=1 es adaptada a la filtración Ftk = σ{Btj : 0 ≤ tj ≤ tk},
E[z2k] <∞ ∀ k y

δT (t) =

{
1 si t = T .
0 en otro caso.

Veamos a continuación una representación gráfica de un proceso simple adap-
tado a una trayectoria del Movimiento Browniano, donde se puede apreciar
que de color azul la trayectoria y de color verde el proceso simple, para un
intervalo [0, 1] con N = 100.

Figura 1.3: Proceso Simple, según el Mov. Browniano, con N = 100.
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1.6.2. Integral de Itô para procesos simples.g

Definición 1.31 La integral estocástica de Itô para un proceso simple
C sobre [0, T ] se define por:

IT (C) =

∫ T

0

CsdBs

=
n∑

k=1

zk−1(Btk −Btk−1
)

=
n∑

k=1

zk−1∆kB.

Por otro lado, si se tiene que [0, t] ⊆ [0, T ], tal que tk−1 ≤ t ≤ tk, It(C)
está definida por:

It(C) =

∫ t

0

Cs1[0,t]dBs

=
k−1∑
i=1

zi−1(Bti −Bti−1
) + ztk(Bt −Btk−1

).

Observación 1.10

1. Cuando a todos los elementos del espacio muestral se le asigna la misma
trayectoria el proceso estocástico, se denomina proceso constante.

2. Se conoce como función determińıstica cuando la función no depende
de los elementos del espacio muestral.

Propiedades de la integral estocástica de Itô.

1. El proceso de Itô es una Martingala.
Veamos que se cumplen las tres propiedades.
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a. E[|It(C)|] <∞.

E[|It(C)|] = E[|
k−1∑
i=1

zi−1(Bti −Bti−1
) + ztk(Bt −Btk−1

)|]

≤ E[
k−1∑
i=1

|zi−1∆tiB|+ |ztk(Bt −Btk−1
)| ]

=
k−1∑
i=1

[E[|zi−1∆tiB|] +E[|ztk(Bt −Btk−1
)|]] <∞.

b. It(C) es Ft-medible.
Es directo de la definición.

c. Para cada par t y s en [0, T ] con s ≤ t se cumple que

E[It(C)|Fs] = Is(C).

Sea 0 = t0 < ... < tn = T una partición de [0, T ]; s, t ∈ [tk−1, tk],

It(C) =
n∑

i=1

zti(Bti −Bti−1
)

= Itk−1
(C) + ztk(Bts −Btk−1

) + ztk(Bt −Bs).

Por otro parte se tiene que,

n∑
i=1

zti(Bti −Bti−1
) =

k−1∑
i=1

zti(Bti −Bti−1
) + ztk(Bts −Btk−1

) + ztk(Bt −Bs)

= Is(C) + ztk(Bt −Bs) = Is. (l.q.q.d.)

2. E[It(C)] = 0.
Es una consecuencia directa de la definición.

3. It(C) satisface la propiedad de isometŕıa.

E

[( ∫ t

0

CsdBs

)2]
=

∫ t

0

E[C2
s ]ds,

para todo t ∈ [0, T ].
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Demostración 1.2

E

[( ∫ t

0

CsdBs

)2]
= E

[( n∑
k=1

ztk−1
(Btk −Btk−1

)
)2]

= E[
n∑

k=1

n∑
j=1

ztk−1
ztj−1

(Btk −Btk−1
)(Btj −Btj−1

)]

=
n∑

k=1

n∑
j=1

E

[
ztk−1

ztj−1
(Btk −Btk−1

)(Btj −Btj−1
)
]
.

Consideremos E[ztk−1
ztj−1

(Btk−Btk−1
)(Btj−Btj−1

)] y observemos qué ocurre.

Sea σj = σ{Bti , ti < tj}.

Supongamos k < i

E

[
E[ztk−1

ztj−1
(Btk −Btk−1

)(Btj −Btj−1
) | σj]

]
. (1.14)

Por la independencia de (Btj −Btj−1
) con respecto a σj y la medibilidad

de las otras variables aleatorias respecto a esta σ-álgebra se tiene que

(1.14) = E[(Btj −Btj−1
)]E[ztk−1

ztj−1
(Btk −Btk−1

)] = 0.

Caso j < k es análogo.

Si k = j se tiene que
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E

[( ∫ t

0

CsdBs

)2]
= E

[ n∑
k=1

z2tk−1
(Btk −Btk−1

)2
]

=
n∑

k=1

E

[
z2tk−1

(Btk −Btk−1
)2
]

=
n∑

k=1

E

[
z2tk−1

]E[(Btk −Btk−1
)2
]

=
n∑

k=1

E[z2tk−1
](tk − tk−1)

=

∫ t

0

C2
sds.

La integral de Itô es lineal, sean α, β ∈ R y C1, C2 dos procesos simples,
entonces ∫ t

0

(αC1 + βC2)dBs = α

∫ t

0

C1dBs + β

∫ t

0

C2dBs.

4. Las trayectorias de It(C) son continuas.

Demostración 1.3

Sea L2[0, T ] el espacio de todos los procesos medibles.

Φ = {C(t, ω) : t ∈ R+, ω ∈ Ω} = {Ct(ω)}t∈R+ ,

adaptados a la filtración

σt = σ{Bs : s ≤ t},

tales que

∥ C ∥22,T = E

[ ∫ T

0

C2
s (ω)ds

]
<∞,
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la métrica asociada a este espacio es

∥ C ∥2=
∞∑
n=1

(∥ C ∥22,T ∧1).

Este espacio es completo respecto a esta norma, es decir, es Banach.
Se denotará por L0 al espacio vectorial de las funciones simples.
Se puede ver que L0 ⊆ L2 y las funciones simples son densas en L2.
Esto significa que existe una sucesión de procesos simples

Cn(t) =
n∑

k=1

ztk−1
1[tk−1,tk](t) ztk−1

∈ σk−1,

tales que Cn converge a C para C ∈ L2[0, T ],

ĺım
n→∞

E[

∫ T

0

(Cn(t)− C(t))2dt]
−→∞
−→ 0.

Aśı definimos para C ∈ L2[0, T ]∫ T

0

C(s)dBs := ĺım
n→∞

∫ T

0

Cn(s)dBs.

Observación 1.11

La integral para funciones de L2[0, T ] satisface las propiedades de la
integral para las funciones simples, además lo anterior se justifica que
está bien definido, ya que existe

∫ T
0
Cn(s)dBs que es una sucesión de

Cauchy en L2[0, T ].



Caṕıtulo 2

Ecuaciones Diferenciales e
Integrales Estocásticas.

En este Caṕıtulo se presentará la analoǵıa estocástica de la regla de la cade-
na clásica, conocida como lema de Itô, también se realizará la construcción
de la integral de Stratonovich y se introducirán las ecuaciones diferenciales
estocásticas.

2.1. Lema de Itô.

El lema de Itô permite realizar una analoǵıa de la regla clásica de la cadena
de diferenciación que se conoce, a la diferenciación estocástica, es decir,

[f(g(s))]′ = f ′(g(s))g′(s),

donde f , g funciones diferenciables.

La forma integral de esta regla de la cadena se expresa a través del teorema
fundamental del cálculo como,

f(g(t))− f(g(0)) =

∫ t

0

f ′(g(s))g′(s)ds =

∫ t

0

f ′(g(s))dg(s),

y lo que se quiere realizar es un reemplazo de la función g(t) por un Movimien-
to Browniano Bt, t ≥ 0.

Enunciemos formalmente el lema de Itô.

27
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Lema 2.1 Sea f una función de clase C2, entonces

f(Bt)− f(Bs) =

∫ t

s

f ′(Bx)dBx +
1

2

∫ t

s

f ′′(Bx)dx, (2.1)

donde (2.1) se conoce como fórmula de Itô .

Demostración 2.1

Supongamos sin pérdida de generalidad que s = 0. Sea
0 = t0 < t1 < ... < tn = t una partición de [0, t]. Como f ∈ C2, entonces
f ′′ es continua; luego haciendo el desarrollo de Taylor de orden 2 entorno al
punto a tal que a ∈ [0, t], se tiene que:

f(Bti) = f(a) + f ′(a)(Bti − a) +
f ′′(a)

2
(Bti − a)2,

f(Bti+1
) = f(a) + f ′(a)(Bti+1

− a) +
f ′′(a)

2
(Bti+1

− a)2.

Observe que, se tiene una serie telescópica.

f(Bt)− f(B0) =
n−1∑
i=0

[f(Bti+1
)− f(Bti)].

Ahora bien,

f(Bti+1
)− f(Bti) = f ′(a)(Bti+1

−Bti) +
f ′′(a)

2

[
(Bti+1

− a)2 − (Bti − a)2
]

= f ′(a)(Bti+1
−Bti) +

f ′′(a)

2

[
B2

ti+1
− 2aBti+1

+ a2 −B2
ti
+ 2aBti − a2

]
= f ′(a)(Bti+1

−Bti) +
f ′′(a)

2

[
B2

ti+1
− 2aBti+1

−B2
ti
+ 2aBti

]
.

Considerando a = Bti , se obtiene

f(Bti+1
)− f(Bti) = f ′(Bti)(Bti+1

−Bti) +
f ′′(Bti)

2
[(Bti+1

−Bti)
2]. (2.2)

Aśı,

f(Bt)− f(B0) =
n−1∑
i=0

f ′(Bti)(Bti+1
−Bti) +

1

2
f ′′(Bti)[(Bti+1

−Bti)
2].
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Por otro lado, veamos que (dBt)
2 = (Bt+dt −Bt)

2 = dt.

Sea σt = σ{(Bt+dt−Bt)}t∈[0,t], la σ-álgebra que hace a (Bt+dt−Bt) medible.

Luego aplicando las propiedades de la esperanza condicional.

(Bt+dt −Bt)
2 = E[(Bt+dt −Bt)

2|σt]
= E[B2

t+dt|σt]− 2E[Bt+dtBt|σt] +E[B2
t |σt]

= E[B2
t+dt]− 2E[Bt+dtBt] +E[B

2
t ]

= t+ dt+ 2((t+ dt) ∧ t) + t

= t+ dt− 2t+ t = dt.

Luego tomando el ĺımite cuando n −→ ∞ en la ecuación (2.2), se tiene que

n−1∑
i=0

f ′(Bti)(Bti+1
−Bti) −→

∫ t

0

f ′(Bs)dBs,

n−1∑
i=0

1

2
f ′′(Bti)[(Bti+1

−Bti)
2] −→ 1

2

∫ t

0

f ′′(Bs)ds.

Por lo tanto,

f(Bt)− f(B0) =

∫ t

0

f ′(Bs)dBs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Bs)ds.

Lema 2.2 (Extensión I).

Sea f(t, x) una función cuyas derivadas parciales de segundo orden son con-
tinuas, entonces

f(t, Bt)−f(s,Bs) =

∫ t

s

[
f1(x,Bx)+

1

2
f22(x,Bx)

]
dx+

∫ t

s

f2(x,Bx)dBx, s < t,

Veamos a continuación el enunciado de otra extensión general del lema de Itô.
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Consideremos un proceso de la forma f(t,Xt), donde X está dado por:

Xt = X0 +

∫ t

0

A(1)
s ds+

∫ t

0

A(2)
s dBs, (2.3)

y ambas, A
(1)
s y A

(2)
s están adaptadas al Movimiento Browniano, donde se

puede asumir que están bien definidas las integrales de Riemann e Itô, res-
pectivamente.

El proceso (2.3), es conocido como Proceso de Itô.

Lema 2.3 (Extensión II).

Sea X un proceso de Itô y f(t, x) una función cuyas derivadas parciales de
segundo orden son continuas, entonces

f(t,Xt)− f(s,Xs) =

∫ t

s

[
f1(y,Xy) + A(1)

y f2(y,Xy) +
1

2
(A(2)

y )2f22(x,Xy)
]
dy

+

∫ t

s

A(2)
y f2(y,Xy)dBy, s < t. (2.4)

2.2. Integral de Stratonovich.

Existen una gran variedad de integrales estocásticas, una de ellas ya se estu-
dió, que fue la integral estocástica de Itô, y en esta sección se va a estudiar
una nuevo método para la resolución de las ecuaciones diferenciales estocásti-
cas de Itô, que es llamado cálculo de Stratonovich.

La idea principal en la integral de Itô fue la aproximación de It(C) por las
sumas de Riemann-Stieltjes de la forma:

It(C) =
k−1∑
i=1

Cti−1
∆iB + Ctk−1

(Bt −Btk−1
) para tk−1, ≤ t ≤ tk, (2.5)

para particiones τn : 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < tn = T , tal que
∥ τn ∥= máx

i=1,...,n
(ti − ti−1) −→ 0.
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Sea B = (Bt, t ≥ 0) un M.B. y sea C = (Ct, t ∈ [0, T ]) un proceso integrable
dado por

Ct = f(Bt),

con t ∈ [0, T ], y f una función dos veces diferenciable en [0, T ]. Definiendo
la suma de Riemann-Stieltjes como:

S̃n =
n∑

i=1

f(Byi)∆iB,

donde yi =
ti−1+ti

2
, i = 1, ..., n, en este caso se tiene que E[S̃2

n] <∞.

Se puede demostrar que el ĺımite de media cuadrática de la suma de Riemann-
Stieltjes (2.2) existe si ∥ τn ∥→ 0.

Definición 2.1 Se define la integral estocástica de Stratonovich de
f(B), para B Movimiento Browniano, como:

ST (f(B)) =

∫ T

0

f(Bs) ◦ dBs t ∈ [0, T ]

= ĺım
n→∞

S̃n.

Para resolver la ecuación diferencial de Itô, se considerará una transformación
de la fórmula, que relaciona la integral de Itô y la de Stratonovich con el
mismo proceso f(B) de integración.
Supongamos que∫ T

0

E[(f(Bt))
2]dt <∞, y

∫ T

0

E[(f ′(Bt))
2]dt <∞. (2.6)

Veamos que se verifica el desarrollo de Taylor,

f(Byi) = f(Bti−1
) + f ′(Bti−1

)(Byi −Bti−1
) + ...

donde se puede despreciar los términos de altos orden. Entonces un aproxi-
mado de la suma de Riemann-Stieltjes de ST (f(B)) se puede escribir como
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n∑
i=1

f(Byi)∆iB =
n∑

i=1

f(Bti−1
)∆iB +

n∑
i=1

f ′(Bti−1
)(Byi −Bti−1

)∆iB + ...

=
n∑

i=1

f(Bti−1
)∆iB +

n∑
i=1

f ′(Bti−1
)(Byi −Bti−1

)2 +

+
n∑

i=1

f ′(Bti−1
)(Byi −Bti−1

)(Bti −Byi) + ...

= S̃n1 + S̃n2 + S̃n3 + ... (2.7)

Por la definición de la integral de Itô S̃n1 tiene ĺımite de media cuadrática∫ T
0
f(Bs)dBs. Una aplicación de la condición (2.6) muestra que S̃n3 tiene

ĺımite de media cuadrática cero, por los incrementos y que S̃n2 → 1
2

∫ T
0
f ′(Bt)dt

en media cuadrática.
Combinando las convergencias en media cuadrática de S̃ni , para i = 1, 2, 3;
se obtiene finalmente (2.7).

Definición 2.2 Supongamos f una función tal que satisface (2.6). Entonces
se verifica la fórmula de transformación.

∫ T

0

f(Bt) ◦ dBt =

∫ T

0

f ′(Bt)dBt +
1

2

∫ T

0

f ′(Bt)dt. (2.8)

De esta manera se obtiene que (St(f(B)), t ∈ [0, T ]) no es una martingala;
esto se puede comprobar a través de la esperanza.

Ahora tomando en particular la función f(t) = g′(t). Una aplicación del lema
de Itô, para Yt = g(Bt).
Donde la aplicación del lema es: “Sea f dos veces continuamente diferencia-
ble, la fórmula:”

f(Bt)− f(Bs) =

∫ t

s

f ′(Bx)dBx +
1

2

∫ t

s

f ′′(Bx)dx, s < t,

entonces aplicando el lema se obtiene:

g(BT )− g(B0) =

∫ T

0

g′(Bs)dBs +
1

2

∫ T

0

g′′(Bs)ds

=

∫ T

0

f(Bs)dBs +
1

2

∫ T

0

f ′(Bs)ds,
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por otra parte, se tiene que:∫ T

0

g′(Bs) ◦ dBs =

∫ T

0

f(Bs)dBs +
1

2

∫ T

0

f ′(Bs)ds.

Por lo tanto, se tiene que la integral estocástica de Stratonovich satisface la
regla de la cadena clásica, es decir:∫ T

0

g′(Bs) ◦ dBs = g(BT )− g(B0). (2.9)

Observación 2.1

De la afirmación anterior (2.9) la integral estocástica de Stratonovich no es
la integral clásica, es decir, la integral de Riemann. Lo que se obtuvo fue una
estructura similar que corresponde a la regla de la cadena.

Ejemplo 2.1

Supongamos:

a. Sea g(t) = t2. Entonces g′(t) = 2t, de (2.9) se obtiene que:∫ T

0

Bt ◦ dBt =
1

2
B2

T − 1

2
B2

0 =
1

2
B2

T .

b. Sea g(t) = et. Entonces g′(t) = et, de (2.9) se tiene que:∫ T

0

Bt ◦ dBt = eBT − eB0 = eBT − 1.

Concluimos de la última relación que el proceso Xt = eBt , t ∈ [0, T ] es la
que se conoces como la Exponencial de Stratonovich.

Veamos ahora la fórmula de la integral estocástica de Stratonovich de forma
más general.
Sea C = f(B) un proceso integrable tal que:

Ct = f(0, Xt), t ∈ [0, T ], (2.10)

donde f(t, x) es una función con derivadas parciales continuas de segundo
orden.
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El proceso X supone un proceso de Itô dado por la ecuación diferencial
estocástica:

Xt = X0 +

∫ t

0

a(r,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs,

donde las funciones a(t, x) y b(t, x) satisfacen la existencia y unicidad de las
ecuaciones diferenciales estocásticas. Pero para funciones de la forma (2.10)
no es tan sencillo dar una extensión de la integral. Una posible forma puede
ser mediante la integral de Riemann-Stieltjes dada por:

S̃n =
n∑

i=1

f(ti−1,
1

2
(Xt−1 +Xti))∆iB,

luego la media del ĺımite
∫ T
0
f(t,Xt)dB de estas sumas de Riemann-Stieltjes

existe si

∫ T

0

E[f(t,Xt)]
2dt <∞.

Entonces se puede demostrar que esta definición coincide con que
f(t, x) = f(x), X = B.

Por otro lado, si asumimos que f = f(t, x) y X = B, entonces la fórmula de
transformación se da por:

∫ T

0

f(t,Xt) ◦ dBt =

∫ T

0

f(t,Xt)dBt +
1

2

∫ T

0

b(t,Xt)f2(t,Xt)dt,

donde f2(t, x) es la derivada parcial de f con respecto a x.

Ahora bien, se pueden definir varias integrables estocásticas diferentes, es
decir, para cada p ∈ [0, 1], se tiene una partición τn = {ti}i=1 ⊂ [0, T ] y un
proceso C = {Ct}t∈[0,T ] adaptado al M.B.
Se puede definir la suma de Riemann-Stieltjes como:

S̃n(p) =
n∑

i=1

Cyi(p)∆iB,

donde yi(p) = ti−1 + p(ti − ti−1), i = 1, ..., n.
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2.3. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas.

La Ecuación Diferencial Estocástica (E.D.E) puede ser entendida como una
Ecuación Diferencial Ordinaria (E.D.O), que en términos estocásticos es
conocida como Ecuación Diferencial Determinista, la cual es pertur-
bada por un ruido aleatorio.

Se introducirá la Ecuación Diferencial Estocástica de Itô, su explicación y
soluciones. Se darán las condiciones de existencia y unicidad de la solución
de la Ecuación Estocástica de Itô.

Denotaremos por Ft, 0 ≤ t ≤ T a la σ-álgebra natural con respecto a las
variables Xt(s) para s ≤ t y por L2 [0, T ] al espacio de todos los procesos
medibles adaptados a {Bs; s ≤ t}, para s, t ∈ [0, T ].

2.3.1. Ecuación Diferencial Determinista.

Algunos aspectos importantes de una ecuación diferencial ordinaria que hay
que resaltar son:

1. Las soluciones de las ecuaciones diferenciales son funciones, ellas des-
criben la ecuación o la dinámica de un proceso de la vida real a lo largo
de un peŕıodo de tiempo.

2. En orden de obtener una única solución, es que se tiene que conocer
la condición inicial x(0) = x0. Si esta solución x(t) comienza a partir
del punto x0 en el momento t = 0, es decir, la función x(t) es comple-
tamente determinable en el futuro, lo que es equivalente a decir, para
t > 0.

3. Las soluciones expĺıcitas de las ecuaciones diferenciales son excepciones
de la regla. En general, se tiene que contar con las soluciones numéricas
para las ecuaciones diferenciales.

4. Integrando ambos lados de la ecuación diferencial

x′(t) =
dx(t)

dt
= a(t, x(t)), x(0) = x0, (2.11)
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para una función a(t, x); se obtiene una ecuación integral equivalente:

x(t) = x(0) +

∫ t

0

a(s, x(s))ds.

Aunque esta ecuación transformada en general puede resolver ecua-
ciones como: dx

a2(x)
= a1(t)dt, la cual proviene de una separación de

variables. Esto permite dar una idea de como se puede definir una
ecuación diferencial estocástica como una ecuación integral estocásti-
ca.

2.3.2. Ecuación Diferencial Estocástica de Itô.

Definición 2.3 Definimos la Ecuación Diferencial Aleatoria como:

dXt = a(t,Xt)dt, X0(ω) = Y (ω), ω ∈ Ω,

donde a es una función continua; Xt es un proceso estocástico donde
t ∈ [0, T ], T ∈ R+ y Y (ω) es una variable aleatoria.

La solución de éstas ecuaciones se obtiene utilizando las técnicas conocidas
de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

La principal diferencia con una E.D.O., es el término aleatorio, el cual es
introducido en la condición inicial, y por esta razón las ecuaciones diferen-
ciales deterministas pueden considerarse aleatorias al perturbar su condición
inicial.

Definición 2.4 Definimos la Ecuación Diferencial Estocástica (E.D.E.)
a las expresiones de la forma:

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt, (2.12)

X0(ω) = Y (ω),

donde B = {Bt, t ≥ 0} es un Movimiento Browniano; a y b son funciones
continuas.

El proceso Xt se dice solución de la ecuación diferencial estocástica sobre
[0, T ] si cumple las siguientes condiciones:
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1. Xt, Bt son Ft-medible y (Bt+s −Bt) es independiente de Ft.

2. a(t,Xt), b(t,Xt) ∈ L2[0, T ].

Por lo tanto, la solución Xt, si existe, es entonces un proceso estocástico.

Una posible interpretación de la ecuación (2.12) es la transformación de
dXt = Xt+dt−Xt, el cual es causado por una variación del tiempo dt, con un
factor a(t,Xt) combinado con un cambio dBt = Bt+dt − Bt del Movimiento
Browniano, con respecto a al factor b(t,Xt), es decir,

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt

Xt+dt −Xt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)(Bt+dt −Bt)

Xt −X0 =

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs, 0 ≤ t ≤ T ,

por lo tanto, la ecuación (2.12), se puede representar de la siguiente forma:

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs, 0 ≤ t ≤ T , (2.13)

donde la primera integral del lado derecho es la integral de Riemann y la se-
gunda es la integral estocástica de Itô. La ecuación (2.13) es conocida como
la Ecuación Diferencial Estocástica de Itô.

Para las Ecuaciones Diferenciales Estocásticas se han encontrado dos tipos
de soluciones, las cuales son conocidas como soluciones fuertes y débiles.

Definición 2.5 Una Solución Fuerte de una E.D.E. de Itô (2.13) es un
proceso estocástico, X = (Xt, t ∈ [0, T ]), el cual satisface las siguientes
condiciones:

i. Xt y Bt son medibles respecto a F = σ{Bs, s ≤ t} y (Bt+s − Bs) es
independiente de Ft

ii. Las integrales en (2.13) están bien definidas como Riemann o integrales
estocásticas de Itô respectivamente.
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iii. X es una función de la trayectoria del Movimiento Browniano y de las
funciones coeficientes a(t, x) y b(t, x).

Definición 2.6 Las Soluciones Débiles de X son suficientes si el objetivo
es determinar las caracteŕısticas de la distribución de X como las funciones
de esperanza, varianza y covarianza del proceso.

Una solución fuerte o débil de X de la E.D.E. de Itô (2.13) es conocida
como difusión. En particular, se considera a(t, x) = 0 y b(t, x) = 1 en (2.13)
obteniendo:

Xt = X0 +

∫ t

0

dBs, 0 ≤ t ≤ T ,

y aśı el Movimiento Browniano es un proceso de difusión.

Observación 2.2 En lo que sigue, se considerará únicamente la solución
fuerte de la E.D.E. de Itô.

2.4. Existencia y Unicidad de la Solución de

la Ecuación Diferencial Estocástica.

Definición 2.7 Sea {An}n≥1 una sucesión de subconjuntos de Ω definimos:

ĺım sup
n≥1

An =
∞∩
k=1

∞∪
n=k

An,

donde

x ∈
∞∩
k=1

∞∪
n=k

Ak ⇔ x ∈
∞∪
n=k

An, ∀ k ≥ 1,

esto es
∀ k ∃ n0 ≥ k tal que x ∈ An0 .
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Lema 2.4 (Borel - Cantelli.)

Si
∞∑
n=1

P(An) <∞ entonces P(ĺım sup
n≥1

An) = 0.

Demostración 2.2

Por la definición de sub-σ-aditividad, se tiene que si P es una medida en
(Ω,F), entonces para toda sucesión de subconjuntos An ∈ A ⊂ F.

P(
∞∪
n=k

An) ≤
∞∑
n=k

P(An) −→ 0, k −→ ∞.

Por hipótesis, se tiene que,

∞∑
n=1

P(An) <∞ entonces P(
∞∪
n=k

An) −→ 0 con k −→ ∞.

Luego,

P(ĺım sup
n≥1

An) = ĺım
m→∞

P(
∞∪

n=m

An) = 0.

Lema 2.5 Sean φ(t) y α(t) funciones medibles y acotadas tal que para alguna
constante λ > 0

φ(t) ≤ α(t) + λ

∫ t

0

φ(s)ds,

entonces,

φ(t) ≤ α(t) + λ

∫ t

0

eλ(t−s)α(s)ds. (2.14)

Demostración 2.3

Denotemos ψ(t) el lado derecho de la ecuación (2.14), es decir,

ψ(t) = α(t) + λ

∫ t

0

eλ(t−s)α(s)ds, ψ(0) = α(0). (2.15)

Derivando obtenemos
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ψ′(t) = α′(t) + λα(t) + λ2
∫ t

0

eλ(t−s)α(s)ds

= α′(t) + λψ(t),

o equivalentemente
ψ′(t)− λψ(t) = α′(t).

Multipliquemos convenientemente por la expresión eλ(t−s).

eλ(t−s)ψ(t)− λeλ(t−s)ψ(t) = eλ(t−s)α′(t)

eλ(t−s)ψ(t)− ψ′(0) =

∫ t

0

e−λ(t−s)α(s)ds

= α(s)eλs|t0 + λ

∫ t

0

eλsα(s)ds

= α(s) + λe−λt − α(0) + λ

∫ t

0

eλsα(s)ds.

Recordemos que,

ψ(t) = α(t) + λ

∫ t

0

eλ(t−s)α(s)ds.

Denotemos,

∆(t) = ψ(t)− φ(t),

entonces,

∆(t) ≥ α(t) + λ

∫ t

0

ψ(s)ds−
(
α(t) +

∫ t

0

φ(s)ds
)

= λ

∫ t

0

(ψ(s)− φ(s))ds

= λ

∫ t

0

∆(s)ds ≥ λ2
∫ t

0

∫ s

0

∆(u)duds.
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Utilizando Fubbini, se tiene,

= λ2
∫ t

0

∫ t

u

∆(s)dsdu

= λ2
∫ t

0

(t− u)∆(u)du ≥ λ3
∫ t

0

(t− u)

∫ u

0

∆(s)ds

= λ3
∫ t

0

(t− s)2

2
∆(s)ds ≥ ... ≥ λn

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)

∫ t

0

(t− s)n−1∆(s)ds,

entonces, si n −→ ∞,

λn

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1∆(s)ds −→ 0.

Aśı

∆(t) ≥ 0; ∀ t ∈ [0, T ].

Teorema 2.3 Existencia y Unicidad.
Sean a(t, x) y b(t, x) funciones de [0, T ]×R en R tales que:

I. a(t, x), b(t, x) son medibles tanto en su primera como segunda coorde-
nada.

II. a(t, x), b(t, x) satisfacen las condiciones de Lipschitz, es decir, existe
una constante k tal que t ∈ [0, T ] y x, y ∈ R.

i. |a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ k|x− y|.
ii. |a(t, x)|2 + |b(t, x)|2 ≤ k2(1 + |x|2).

III. X(0) no depende de Bt y E[X0]
2 <∞.

Entonces existe una solución de la E.D.E.(2.12) tal que:

1. Xt es continua casi siempre con probabilidad uno y Xt = X0 para t = 0.

2. sup
0≤t≤T

E[Xt]
2 <∞. Además si X1

t y X2
t son soluciones de la E.D.E.(2.12)

que satisfacen (1.) y (2.) entonces,

P

(
sup

0≤t≤T
|X1

t −X2
t | = 0

)
= 1.
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Demostración 2.4

Veamos primero la unicidad.

Supongamos que X1
t y X2

t son soluciones de la E.D.E. (2.12), aśı que ellas
satisfacen:

X i
t = X0 +

∫ t

0

a(t,X i
s)ds+

∫ t

0

b(t,X i
s)dBs, i = 1, 2.

Aśı,

E[X1
t −X2

t ]
2 = E

[ ∫ t

0

[a(s,X1
s )− a(s,X2

s )]ds+

∫ t

0

[b(s,X1
s )− b(s,X2

s )]dBs

]2
≤ 2E

[ ∫ t

0

[a(s,X1
s )− a(s,X2

s )]ds
]2

+ 2E
[ ∫ t

0

[b(s,X1
s )− b(s,X2

s )]dBs

]2
.

Por isometŕıa y por la desigualdad de Cauchy.

≤ 2

∫ t

0

E

[
a(s,X1

s )− a(s,X2
s )
]2
ds+ 2

∫ t

0

E

[
b(s,X1

s )− b(s,X2
s )
]2
ds.

Ambas satisfacen la condición de Lipschitz, por lo que,

≤ 2k2t

∫ t

0

E

[
X1

s −X2
s

]2
ds+ 2k2

∫ t

0

E

[
X1

s −X2
s

]2
ds

≤ 2k2(t+ 1)

∫ t

0

E

[
X1

s −X2
s

]2
ds

≤ λ

∫ t

0

E

[
X1

s −X2
s

]2
ds,

donde

λ = 2k2(t+ 1). (2.16)

Por lo tanto se tiene que,

E

[
X1

t −X2
t

]2
≤ λ

∫ t

0

E

[
X1

s −X2
s

]2
ds.
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Sea φ(t) = E[X1
t −X2

t ]
2, por el lema (2.5) se tiene que para α(t) = 0,

E

[
X1

t −X2
t

]2
≤ 0,

E

[
X1

t −X2
t

]2
≥ 0,

entonces

φ(t) ≤ λ

∫ t

0

E

[
X1

s −X2
s

]2
ds = 0.

Aśı para cada t ∈ [0, T ],

P(|X1
t −X2

t | = 0) = 1 c.s.

Sea N un subconjunto de [0, T ] denso, numerable; de la continuidad de X1
t

y X2
t , se tiene que,

P

(
sup
t∈N

(|X1
t −X2

t | = 0)
)
= 1.

Si A es un compacto de [0, T ] entonces

P

(
sup
A

(|X1
t −X2

t |) = 0
)
= P

(
sup

(A∩N)

(|X1
t −X2

t | = 0)
)
= 1,

en particular para t ∈ [0, T ],

P

(
sup

0≤t≤T
(|X1

t −X2
t | = 0)

)
= 1.

Por lo tanto, se demuestra la unicidad.

Veamos la existencia.

Esta demostración se construye de forma iterativa.
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Dado que se conoce,

dX(t) = a(t,X(t))dt+ b(t,X(t))dBt (2.17)

X(t) = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs. (2.18)

La solución de forma iterativa se tiene de la siguiente forma:

Sea X0(t) = X(0) y

Xn(t) = X0(t) +

∫ t

0

a(s,Xn−1(s))ds+

∫ t

0

b(s,Xn−1(s))dBs. (2.19)

La idea es ver que Xn es una sucesión de Cauchy lo que implicaŕıa que ella
converge a un X, el cuál será la solución.

Veamos que ocurre con (Xn+1 − Xn) en L2, es decir, se quiere acotar

E

[
Xn+1(t)−Xn(t)

]2
entonces

E

[
Xn+1(t)−Xn(t)

]2
= E

[ ∫ t

0

[a(s,Xn(s))− a(s,Xn−1)(s)]ds+∫ t

0

[b(s,Xn(s))− b(s,Xn−1(s))]dBs

]2
≤ 2E

[ ∫ t

0

[a(s,Xn(s))− a(s,Xn−1)(s)]ds
]2

+

2E
[ ∫ t

0

[b(s,Xn(s))− b(s,Xn−1)(s)]dBs

]2
≤ 2t

∫ t

0

E

[
a(s,Xn(s))− a(s,Xn−1)(s)

]2
ds+

2

∫ t

0

E

[
b(s,Xn(s))− b(s,Xn−1)(s)

]2
ds

≤ 2(t+ 1)k2
∫ t

0

E

[
Xn(s)−Xn−1)(s)

]2
ds

= λ

∫ t

0

E

[
Xn(s)−Xn−1(s)

]2
ds,

donde λ es dado en (2.16).
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Repitiendo este proceso iterativamente se puede ver que

E

[
Xn+1(t)−Xn(t)

]2
≤ λn

∫ t

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
E

[
X1(s)−X0(s)

]2
ds.

Ahora bien,

E

[
X1(s)−X0(s)

]2
= E

[ ∫ t

0

a(s,X0(s))ds+

∫ t

0

b(s,X0(s))dBs

]2
≤ 2tE

[ ∫ t

0

a(s,X0(s))ds
]2

+E
[ ∫ t

0

b(s,X0(s))ds
]2

≤ 2tk2E[1 + |X0|2] = 2tk2(1 +E[X0]
2).

Como E[X0]
2 <∞ existe C tal que E[X0]

2 ≤ C.

Recordemos que t ≤ T y además (t− s) ≤ T .

Luego

E

[
Xn+1(t)−Xn(t)

]2
≤ C

(λT )n

n!
.

Esta cota es para un t fijo, el siguiente paso es ver que ocurre con el supremo
sobre los 0 ≤ t ≤ T .

sup
0≤t≤T

∣∣∣Xn+1(t)−Xn(t)
∣∣∣ = sup

0≤t≤T

∣∣∣ ∫ t

0

[a(s,Xn(s))− a(s,Xn−1(s))]ds+∫ t

0

[b(s,Xn(s))− b(s,Xn−1(s))]dBs

∣∣∣
≤ sup

0≤t≤T

∫ t

0

∣∣∣a(s,Xn(s))− a(s,Xn−1(s))
∣∣∣ds+

sup
0≤t≤T

∣∣∣ ∫ t

0

b(s,Xn(s))− b(s,Xn−1(s))dBs

∣∣∣
≤

∫ T

0

∣∣∣a(s,Xn(s))− a(s,Xn−1(s))
∣∣∣ds+

sup
0≤t≤T

∣∣∣ ∫ t

0

b(s,Xn(s))− b(s,Xn−1(s))dBs

∣∣∣.



46

Utilizando la desigualdad de Cauchy y la condición de Lipschitz, se obtiene

E

[∣∣∣Xn+1(t)−Xn(t)
∣∣∣2] ≤ 2T

∫ T

0

k2E
[∣∣∣Xn(s)−Xn−1(s)

∣∣∣2ds]+
8k2T

∫ T

0

E

[∣∣∣Xn(s)−Xn−1(s)
∣∣∣2ds],

iterando, se tiene que

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣Xn+1(t)−Xn(t)
∣∣∣2] ≤ C1λ

n−1T n−1

(n− 1)!
,

donde C1 = k2(2T + 8)T .

Luego, se obtiene la convergencia de

∞∑
n=1

P

(
sup

0≤t≤T

∣∣∣Xn+1(t)−Xn(t)
∣∣∣ > 1

n2

)
≤

∞∑
n=1

C1λ
n−1T n−1

(n− 1)!
n4 <∞.

Definamos

An =
{
ω : sup

0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ > 1

n2

}
,

entonces,

{ĺım supAn} =
∞∩
k=1

∞∪
n=k

(
ω : sup

0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ > 1

n2

)
.

Por el lema de Borel - Cantelli (2.4).

Si
∑∞

n=1P(An) <∞ entonces P(ĺım supAn) = 0, de donde

P

( ∞∩
k=1

∞∪
n=k

(
ω : sup

0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ > 1

n2

))
= 0 c.s.

Ahora, sea N = {ĺım supAn}, es decir P(N) = 0.
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Si ω /∈ N entonces ω ∈ (ĺım supAn)
c, luego

ω ∈
∞∩
k=1

∞∪
n=k

(
ω : sup

0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ ≤ 1

n2

)
,

es decir, ∃ k ≥ 1 y n ≥ k tal que

sup
0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ ≤ 1

n2
.

Aśı,

∞∑
n=k

sup
0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ ≤ ∞∑

n=k

1

n2
<∞,

entonces, si ω /∈ N

∞∑
n=k

sup
0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣ <∞.

Haciendo k −→ ∞, se tiene que

sup
0≤t≤T

∣∣∣X t
k+1(ω)−X t

k(ω)
∣∣∣ ≤

∞∑
n=k+1

sup
0≤t≤T

∣∣∣X t
n+1(ω)−X t

n(ω)
∣∣∣

≤
∞∑

n=k+1

1

n2
−→ 0,

luego, {X t
k(ω)} es una sucesión de Cauchy en el espacio de los procesos

continuos de [0, T ], es decir que, de la aplicación del lema de Borel - Cantelli
(2.4) se sigue la convergencia uniforme casi siempre y con probabilidad uno
de:

X0 +
∞∑
n=1

∣∣∣Xn+1(t)−Xn(t)
∣∣∣.

La suma de estas series converge con probabilidad uno, uniformemente al
ĺımite Xn(t), lo que significa que Xn(t) converge a un proceso aleatorio X(t)
que resulta ser continuo.
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Si n −→ ∞ en la ecuación (2.19), entonces X(t) va a ser una solución de la
ecuación diferencial estocástica, según la cual X(t) es medible con respecto a
la σ-algebra Ft.

Por otro lado,

E

[
Xn(t)

]2
≤ 3

[
E[X0]

2 +E
[ ∫ t

0

a(s,Xn−1(s))ds
]2

+E
[ ∫ t

0

b(s,Xn−1(s))dBs

]2]
≤ 3E[X0]

2 + 3λ

∫ t

0

E[Xn−1(s)]
2ds.

Aplicando esta estimación sucesivamente a Xn−1(s), Xn−2(s), ..., obtenemos

E

[
Xn(t)

]2
≤ 3E[X0]

2 + 3E[(X0)
23λt] + (3λ)2

∫ t

0

(t− s)E[Xn−2(s)]
2ds

≤ 3E[X0]
2 + 3λt3E[X0]

2 + 3E[X0]
2 (3λt)

2

2
+ ...

≤ 3E[(X0)
2e3λt].

Si n→ ∞ entonces,

sup
0≤t≤T

E[X(t)]2 ≤ 3E[(X0)
2e3λt] <∞.

♣

2.4.1. Solución de la Ecuación Diferencial Estocástica
de Itô.

En esta sección se verán algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales es-
tocásticas de Itô utilizando el lema de Itô, el candidato natural son las ecua-
ciones diferenciales estocásticas lineales, donde ellas son “simples” y tienen
una única solución fuerte en el intervalo [0, T ], representadas de la siguiente
forma:

Xt = X0 +

∫ t

0

(c1Xs + c2)ds+

∫ t

0

(σ1Xs + σ2)dBs, t ∈ [0, T ]; (2.20)

para constantes ci, σi, i = 1, 2. La ecuación (2.20), se conoce como Ecuación
Diferencial Estocástica Lineal.
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Ejemplo 2.2 Consideremos el Movimiento Browniano Geométrico (1.3) co-
mo solución de una ecuación diferencial estocástica de Itô con ruido multi-
plicativo y la ecuación diferencial estocástica lineal de Itô.

Xt = X0 + c

∫ t

0

Xsds+ σ

∫ t

0

XsdBs, t ∈ [0, T ]; (2.21)

para constantes c, σ > 0, donde (2.21) es conocida como Ecuación Dife-
rencial Estocástica Lineal de Itô con ruido multiplicativo, ya que
existe una relación con el proceso X, el M.B., y las integrales de Riemann e
Itô.

Por otro lado, si se aplica el lema de Itô (2.2) al M.B. Geométrico (1.3) se
obtiene.

Xt = X0e
(c− 1

2
σ2)t+σBt , t ∈ [0, T ]. (2.22)

Veamos como X satisface (2.21), aplicando el lema de Itô (2.2).

Supongamos que Xt = f(t, Bt) para alguna función derivable f(t, x) y uti-
lizando el lema de Itô (2.2).

Xt = X0 +

∫ t

0

[
f1(x,Bx) +

1

2
f22(x,Bx)

]
ds+∫ t

0

f2(x,Bx)dBx, s < t. (2.23)

El proceso X es un proceso de Itô y por lo tanto se pueden identificar las
integrales de Riemann e Itô, de las ecuaciones (2.21) y (2.23). Aśı conjun-
tamente con la continuidad de las trayectorias del M.B. y sus respectivas
σ-álgebras, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales
para f . {

cf(t, x) = f1(t, x) +
1
2
f22(t, x),

σf(t, x) = f2(t, x),
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Para (2.2) se tiene que:

σ2f(t, x) = f22(t, x),

por lo que la ecuación (2.2) se puede simplificar de la siguiente manera:

(
c− 1

2
σ2
)
f(t, x) = f1(t, x), σf(t, x). (2.24)

Reescribiendo f(t, x) como un producto de 2 funciones

f(t, x) = g(t)h(x),

entonces (2.24) se convierte en

(
c− 1

2
σ2
)
g(t) = g′(t)

σh(x) = h′(x).

Ambas pueden ser resueltas por separación de variables

g(t) = g(0)e(c−
1
2
σ2)t,

h(x) = h(0)eσ
x

.

entonces
f(t, x) = g(0)h(0)e(c−

1
2
σ2)t+σx

.

Ahora bien, renombrando

X0 = f(0, B0) = f(0, 0) = g(0)h(0),

finalmente
Xt = f(t, Bt) = X0e

(c− 1
2
σ2)t + σB

t , t ∈ [0, T ].

por lo que satisface la ecuación (2.22).

Aśı la solución para una ecuación diferencial estocástica de Itô puede ser
derivada como una solución de una ecuación diferencial ordinaria o deter-
minista, y se puede ver que la ecuación (2.22) es solución única de (2.21),
partiendo de la ecuación (2.20).
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Veamos a continuación otro ejemplo conocido como Proceso de Ornstein-
Uhlenbeck.

Ejemplo 2.3

Consideremos la ecuación diferencial estocástica lineal,

Xt = X0 + c

∫ t

0

Xsds+ σ

∫ t

0

dBs, t ∈ [0, T ]. (2.25)

donde la ecuación (2.25) es conocida como Ecuación de Langevin.

La diferencia fundamental entre la ecuación (2.21) y la (2.25) es que el M.B.
y el proceso X no están relacionados directamente en la integral de Itô de
(2.25). Ésta ecuación se puede escribir como:

dXt = cXtdt+ σdBt, (2.26)

donde se fija dt = 1, entonces (2.26) se tiene como:

Xt+1 −Xt = cXt + σ(Bt+1 −Bt), (2.27)

o equivalentemente,

Xt+1 = (c+ 1)Xt + σ(Bt+1 −Bt)

= ϕXt + σ(Bt+1 −Bt), (2.28)

donde ϕ = (c+ 1) es una constante, y como (Bt+1 −Bt) ∼ N(0, 1) entonces
se tiene que σ(Bt+1 −Bt) ∼ N(0, σ2), aśı (2.27) se puede escribir como:

Xt+1 = ϕXt + Zt, (2.29)

por lo que Zt ∼ N(0, σ2), y la ecuación (2.29) es equivalente a la ecuación
de Langevin en caso discreto autoregresivo de orden 1.

Por conveniencia tomemos Yt = e−ctXt. Además los procesos X e Y satis-
facen la misma condición inicial, es decir,

Yt = e−ctXt,

Y0 = e0X0 = X0.
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Aplicando el lema de Itô (Extensión II (2.3)) , se tiene que:



f(t, x) = e−ctx,

f1(t, x) = −cf(t, x),
f2(t, x) = e−ct,

f22(t, x) = 0,

A(1) = cx, A(2) = σ.

(2.30)

por lo que,

Yt − Y0 =

∫ t

0

[
f1(s,Xs) + cXsf2(s,Xs) +

1

2
σ2f22(s,Xs)

]
ds+

∫ t

0

[
σf2(s,Xs)

]
dBs;

sustituyendo (2.30), obtenemos que

Yt − Y0 =

∫ t

0

[
− ctYs + cYs

]
ds+

∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs

=

∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs

Yt = X0 +

∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs,

e−ctXt = X0 +

∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs

Xt = ectX0 + ect
∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs. (2.31)

Por lo tanto la ecuación (2.31), es solución de la ecuación de Langevin.

Cuando X0 es constante este proceso solución de la ecuación de Langevin es
conocida como Proceso de Ornstein-Uhlenbeck (O.U.)

Falta verificar que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck es gaussiano.

Para demostrar que el proceso X dado por (2.31) es realmente una simulación
para la ecuación (2.25). Se considera el lema de Itô, para el proceso:

Xt = µ(t, Zt),
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donde Zt =
∫ t

0
e−csdBs y µ(t, z) = ectX0 + σectz. Más aún la ecuación de

Langevin es una ecuación diferencial estocástica lineal de Itô, se puede con-
cluir del razonamiento de la ecuación (2.20), que X es la única solución para
(2.25).

Verificamos que el proceso de Orsntein-Uhlenbeck es gaussiano.

Sea Xt = ectX0 + ect
∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs, y X0 constante.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que X0 = 0. Basta ver la distribu-

ción de
∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs. Ahora bien∫ t

0

[
σe−cs

]
dBs = ĺım

n→∞
Sn,

como e−cs es una función real, entonces se tiene el ĺımite de media cuadrática,

donde Sn =
n∑

i=1

e−cti−1(Bti −Bti−1
), y τn = {ti}i≥0 es una partición de [0, T ].

Veamos que Sn ∼ N
(
0,

n∑
i=1

e−2cti−1(ti − ti−1)
)
.

Calculemos primero su varianza.

V ar(Sn) = V ar
( n∑

i=1

e−cti−1(Bti −Bti−1
)
)

=
n∑

i=1

V ar
(
e−cti−1(Bti −Bti−1

)
)

=
n∑

i=1

(
e−cti−1

)2

V ar
(
(Bti −Bti−1

)
)

=
n∑

i=1

e−2cti−1

(
ti − ti−1

)

tomando X0 = 0, pero
n∑

i=1

e−2cti−1

(
ti − ti−1

)
se aproxima a la integral de

Riemann de e−2cs, entonces
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n∑
i=1

e−2cti−1

(
ti − ti−1

)
−
∫ t

0

e−2csds =
1

2c
(1− e−2ct),

luego

V ar(Xt) = V ar
(
σe−ct

∫ t

0

e−csdBs

)
=

(
σect

)2

V ar
(∫ t

0

e−csdBs

)
= σ2e2ct

1

2c
(1− e−2ct)

=
σ2

2c
(e2ct − 1).

Por otra parte por definición sabemos que

E[Xt] = 0, entonces por el ejemplo (1.2) se tiene que Xt ∼ N
(
0, σ

2

2c
(e2ct−1)

)
.

Si X0 ̸= 0 entonces Xt ∼ N
(
X0e

ct, σ
2

2c
(e2ct − 1)

)
.

Por lo tanto {Xt}t≥0 es un proceso gaussiano.



Caṕıtulo 3

Aplicaciones de las Ecuaciones
Diferenciales Estocásticas.

En este caṕıtulo se verán las aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales
Estocásticas, que se estudiaron en el caṕıtulo anterior. Para esto se estudi-
arán las soluciones numéricas, con métodos de aproximación conocidos como:
esquema de Euler y de Milstein, y por último se aplicará la simulación de
difusiones que usualmente se usan para modelar el potencial neuronal entre
dos spikes y modelos financieros. Los modelos son:

1. La ecuación de Ornstein-Uhlenbeck con media revertida [5], [2].

dXt = (a− bXt)dt+ γdBt; X0 = x0 > 0,

donde a, b, γ > 0 son constantes y Bt es un Movimiento Browniano.

2. El modelo conocido como Cox-Ingersoll-Ross [1].

dXt = (a− bXt)dt+ γ
√
Xt ∨ 0dBt; X0 = x0 > 0,

con a, b, γ > 0 de nuevo constantes y Bt es un Movimiento Browniano.

3.1. Solución Numérica.

Las Ecuaciones Diferenciales Estocásticas que admiten una solución anaĺıtica
son una excepción; por lo que se requiere de técnicas numéricas para la apro-
ximación de la solución, éstas son conocidas como soluciones numéricas.

55
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Las soluciones numéricas tienen dos propósitos fundamentales, el primero es
la visualización de los momentos de las trayectorias de una solución. Una
colección de trayectorias es conocida como Escenario, y permite conocer
como será el comportamiento de las mismas. Lo cuál facilita obtener una
posible predicción del proceso estocástico en un instante de tiempo.

El segundo propósito, tal vez el más importante, es lograr aproximaciones
acerca de las caracteŕısticas de la distribución de la solución dadas por: la
esperanza, varianza, covarianza y la densidad de transición.

El objetivo fundamental es resolver numéricamente la siguiente ecuación
diferencial estocástica.

dXt = a(Xt)dt+ b(Xt)dBt, t ∈ [0, T ], (3.1)

donde Bt es un Movimiento Browniano, y a(x), b(x) son funciones continuas
Lipschitz. Además si E[X0]

2 <∞, se garantiza la existencia y unicidad de la
solución fuerte.

Los métodos que se utilizarán en este trabajo son la aproximación por el
Método de Euler y por el Método de Milstein, que se verán a continuación.

3.2. Aproximación por el Método de Euler.

Una solución numérica X(n) = (X
(n)
t , t ∈ [0, T ]) de la ecuación diferencial es-

tocástica (3.1), es un proceso estocástico que aproxima la solución
X = (Xt, t ∈ [0, T ]).

Para generar la solución numérica es necesario considerar una partición τn
de [0, T ] de la siguiente forma:

τn : 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < tn = T ,

donde
δn = dist(τn) = máx

i=1,...,n
(ti − ti−1) = máx

i=1,...,n
∆i.

El proceso X(n) es calculado solo en un punto ti de la partición τn, buscando
que la solución Xt sea con trayectorias simples y continuas; para obtener
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X
(n)
t sobre (ti−1, ti) y realizar una interpolación lineal y simple de los puntos

(ti−1, X
(n)
ti−1

) y (ti, X
(n)
ti ).

Un esquema de aproximación numérica determina X
(n)
t en los puntos ti.

Una forma de obtener una solución numérica es reemplazar el diferencial en
la ecuación (3.1) por diferencias, lo que permite obtener el siguiente esquema.

Esquema de Aproximación de Euler.
Considerando la siguiente notación

∆i = ti − ti−1 y ∆iB = Bti −Bti−1
, i = 1, 2, ..., n.

la aproximación numérica es la siguiente:

X
(n)
0 = X0

X
(n)
t1 = X

(n)
0 + a(X

(n)
0 )∆1 + b(X

(n)
0 )∆1B

X
(n)
t2 = X

(n)
t1 + a(X

(n)
t1 )∆2 + b(X

(n)
t1 )∆2B

X
(n)
t3 = X

(n)
t2 + a(X

(n)
t2 )∆3 + b(X

(n)
t2 )∆3B

...

X
(n)
tn−1

= X
(n)
tn−2

+ a(X
(n)
tn−2

)∆n−1 + b(X
(n)
tn−2

)∆n−1B

X
(n)
Tn

= X
(n)
tn−1

+ a(X
(n)
tn−1

)∆n + b(X
(n)
tn−1

)∆nB.

(3.2)

En la práctica se eligen los puntos equidistantes ti tal que:

δn = dist(τn) =
T

n
,

y

X
(n)

iT
n

= X
(n)

(i−1)T
n

+ a(X
(n)

(i−1)T
n

)δn + b(X
(n)

(i−1)T
n

)∆iB i = 1, ..., n. (3.3)

Ahora bien, si se está interesado en la aproximación de la trayectoria de X,
entonces se quiere que X(n)(ω), sea lo más parecido a la trayectoria de X(ω)
dada por una trayectoria Browniana B(ω).
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Una medida de aproximación de la trayectoria se puede estimar de la siguien-
te forma:

es(δn) = E[XT (ω)−X
(n)
T (ω)],

donde es es el error que da la aproximación fuerte de la trayectoria de X, y
se conoce como: solución numérica fuerte. Está aproximación es la más
cercana a X y X(n), o de otra forma, el error encontrado entre la solución
anaĺıtica y la solución numérica, se representa como:

E

[
sup

t∈[0,T ]

|Xt(ω)−X
(n)
t (ω)|

]
,

obteniéndose el siguiente lema.

Lema 3.1 Se dice que X(n) es la solución numérica fuerte de una ecuación
diferencial estocástica (3.1) si

es(δn) → 0 cuando δn = dist(τn) → 0.

Ahora bien, si se desea comparar la calidad de la aproximación X(n) para X,
se introduce el término de Orden de Convergencia, enunciado en el siguiente
lema.

Lema 3.2 La solución numérica X(n) converge fuertemente a X con orden
γ > 0, si existe una constante c > 0 tal que

es(δn) ≤ cδγn para δn ≤ δ0.

Observación 3.1

La aproximación de Euler converge fuertemente con orden 1
2
, [6].

3.3. Esquema de Aproximación de Milstein.

La aproximación de Euler puede mejorarse, para esto se considera la Aproxi-
mación de Milstein. Considérese la ecuación (3.1) en su forma integral, es
decir,

Xt = X0 +

∫ t

0

a(Xs)ds+

∫ t

0

b(Xs)dBs, t ∈ [0, T ].
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Para los puntos ti de la partición τn, se puede considerar la diferencia
Xti −Xti−1

y se obtiene:

Xti = Xti−1
+

∫ ti

ti−1

a(Xs)ds+

∫ ti

ti−1

b(Xs)dBs, i = 1, ..., n. (3.4)

Se puede ver la aproximación de Euler como la discretización de las integrales
(3.4), si realizamos las siguientes consideraciones:∫ ti

ti−1

a(Xs)ds ≈ a(Xti−1
)∆i,

∫ ti

ti−1

b(Xs)dBs ≈ b(Xti−1
)∆iB,

y se reemplaza el término Xti con X
(n)
ti , se obtiene:

X
(n)
ti = X

(n)
ti−1

+ a(X
(n)
ti−1

)∆i + b(X
(n)
ti−1

)∆iB, i = 1, ..., n.

De igual forma la aproximación de Milstein toma en cuenta estas consi-
deraciones, pero adiciona un término, el cuál está vinculado de alguna mane-
ra al desarrollo de Taylor y por esta razón dicha aproximación también es
conocida como: Expansión de Taylor-Itô en relación a (3.4).

Para obtener expĺıcitamente el mencionado esquema de aproximación de Mil-
stein hay que aplicar el Lema de Itô (Extensión II), véase caṕıtulo 2 del pre-
sente trabajo (2.3); para los integrandos a(Xs) y b(Xs) en (3.4). En lo que
sigue se considerará la siguiente notación a, b, a′ por a(Xs), b(Xs), a

′(Xs).

Ahora bien, tomando el lema de Itô se tiene,

Xti −Xti−1
=

∫ ti

ti−1

[
a(Xt−1) +

∫ s

ti−1

(aa′ +
1

2
b2a′′)dy +

∫ s

ti−1

ba′dBy

]
ds

+

∫ ti

ti−1

[
b(Xti−1

) +

∫ s

ti−1

(ab′ +
1

2
b2b′′)dy +

∫ s

ti−1

bb′dBy

]
dBs,

Xti −Xti−1
= a(Xti−1

)∆i + b(Xti−1
)∆iB +Ri, (3.5)

donde el último término está dado por el resto, es decir,

Ri = R
(1)
i +R

(2)
i =

∫ ti

ti−1

[ ∫ s

ti−1

bb′dBy

]
dBs +R

(2)
i . (3.6)
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La integral estocástica doble R
(1)
i es aproximada por

R
(1)
i ≈ b(Xti−1

)b′(Xti−1
)

∫ ti

ti−1

(∫ s

ti−1

dBy

)
dBs. (3.7)

Se denotará la integral doble por I.

Como se estudió en el caṕıtulo anterior, se sabe que (dBs)
2 = ds y por lo

tanto, ∫ ti

ti−1

(dBs)
2 =

∫ ti

ti−1

ds = ∆i.

Considerando la integral doble, se tiene que

(∆iB)2 =
(∫ ti

ti−1

dBs

)(∫ ti

ti−1

dBy

)
=

∫ ti

ti−1

(∫ ti

ti−1

dBy

)
dBs. (3.8)

La última integral se podŕıa interpretar de la siguiente forma

∫ ti

ti−1

(∫ s

ti−1

dBy

)
dBs +

∫ ti

ti−1

(∫ ti

s

dBy

)
dBs +

∫ ti

ti−1

(dBs)
2

= 2

∫ ti

ti−1

(∫ s

ti−1

dBy

)
dBs +∆i

= 2I +∆i. (3.9)

Entonces de los resultados en (3.7), (3.8) y (3.9) se tiene que

R
(1)
i ≈ 1

2
b(Xti−1

)b′(Xti−1
)[(∆iB)2 −∆i]. (3.10)

Luego, bajo las suposiciones de suavidad de los coeficientes dadas para las
funciones a(x) y b(x) se puede ver que R

(2)
i es más pequeño respecto a R

(1)
i ,

por lo tanto R
(1)
i determina el orden de magnitud del resto Ri. Por otro lado,

combinando las ecuaciones (3.5) y (3.10) se obtiene el Esquema de Aprox-
imación por Milstein. En el siguiente esquema se puede apreciar que hay
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mucha similitud con el Esquema de Euler, aśı como ya se ha mencionado
anteriormente. En lo que sigue se puede apreciar que se tiene un término
adicional el cual es el que contiene los incrementos cuadrados del M.B.

Esquema de Aproximación de Milstein.

X
(n)
0 = X0 y para i = 1, ..., n.

X
(n)
ti = X

(n)
ti−1

+ a(X
(n)
ti−1

)∆i + b(X
(n)
ti−1

)∆iB

+
1

2
b(X

(n)
ti−1

)b′(X
(n)
ti−1

)[(∆iB)2 −∆i]. (3.11)

Este esquema tiene la particularidad que mejora la calidad de la solución
numérica, obteniéndose aśı que la aproximación de Milstein converge fuerte-
mente con orden 1. [6]

3.4. Modelo de Simulación para una

Ecuación Diferencial Estocástica con

Solución Anaĺıtica.

Como se sabe, con frecuencia las ecuaciones diferenciales estocásticas no
tienen una solución anaĺıtica, o si la tiene no se puede determinar la distribu-
ción teórica; pero en ambos casos se necesita hallar una solución numérica
de la ecuación diferencial estocástica con métodos numéricos.

A continuación se simularán numéricamente, los modelos matemáticos cono-
cidos por Método de Aproximación de Euler y Método de Aproximación de
Milstein, para dar una solución numérica a una ecuación diferencial estocásti-
ca.

Para ello se considerarán las ecuaciones que poseen solución anaĺıtica y
aprovecharemos este mismo hecho para determinar cual de los dos méto-
dos resulta más eficiente.
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Se utilizará el paquete computacional conocido como “MATLAB” 1. Este
paquete está diseñado para efectuar cálculos numéricos con vectores y matri-
ces, además de ofrecer la posibilidad de crear funciones dentro de su interfaz
con un lenguaje de programación bastante fácil.

Para describir estos métodos, se define en primer lugar el Movimiento Brownia-
no, el intervalo [0, T ] es discretizado en [0, 1], en δt = T

N
partes iguales, con

T,N ∈ N. Se utiliza un generador de números aleatorios independientes y
distribuidos N(0, 1) conocido como: “randn”; para luego crear el vector “B”
del M.B., con el comando “cumsum”, el cual realiza una suma acumulativa
del vector “dB”.

Figura 3.1: Movimiento Browniano para N = 1000.

Para este ejemplo se utilizó T = 1 y N = 1000.

Ahora bien, se considera la siguiente ecuación diferencial estocástica lineal a
partir de la ecuación (3.1).

dX(t) = µX(t)dt+ σX(t)dB(t), (3.12)

1nombrado aśı por su abreviación en inglés “MATriz LABoratory”
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donde los coeficientes deriva µ y difusión σ son constantes reales y considera-
mos la condición inicial X0 = X(0); en este caso a(X) = µX y b(X) = σX.
Hay que destacar que las constantes µ, σ son positivas y si µ > σ entonces la
solución es creciente, por otro lado si µ ≤ σ entonces la solución se aproxima
casi al M. B. La solución anaĺıtica de esta E.D.E esta dada por:

X(t) = X(0)e((µ−
1
2
σ2)t+σB(t)). (3.13)

El código para esta solución numérica está dado a partir delM.B. considerado
en la parte anterior, ver en la página [85].

Figura 3.2: Aproximación de la Solución Anaĺıtica para N = 1000.

En la gráfica anterior (Figura 3.2) se puede apreciar la trayectoria de la
solución numérica (3.13). Para realizar ésta simulación se consideraron los
siguientes parámetros: T = 1, N = 1000, mu = 1.5, sigma = 0.5 y X0 = 1.

Ahora bien, considerando la E.D.E., (3.12) con su respectiva solución anaĺıtica
(3.13), se le aplicará las aproximaciones de Euler y Milstein, buscando cuál
es la mejor aproximación con diferentes tamaños de particiones.
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3.4.1. Método Numérico del Esquema de Euler.

Para la realización del método numérico de (3.12) a través del esquema de
Euler, lo primero que se considera es la discretización del intervalo [0, T ]. Sea
∆t = T

L
, para algún entero positivo L, y τi = i∆t. La aproximación numérica

X(τi) se denota por Xi. Por lo que la aproximación de Euler del esquema
(3.2) toma la siguiente forma:

Xi = Xi−1 + µ(Xi−1)∆t+ σ(Xi−1)(B(τi)−B(τi−1)). (3.14)

En la implementación del método, se generan los incrementos B(τi)−B(τi−1),
al expresar de forma discreta las trayectorias Brownianas. Por conveniencia
para escoger el tamaño del paso ∆t, éste debe ser un múltiplo entero, R ≥ 1
del incremento δt para la trayectoria Browniana. Esto garantiza que el con-
junto de puntos {ti} contenga al conjunto de puntos {τi} de la solución
calculada por E.E. 2

Al aplicar el método, los incrementos B(τi) − B(τi−1) que se generan, se
consideran de la siguiente forma: ∆t = Rδt y

B(τi)−B(τi−1) = B(iRδt)−B((i− 1)Rδt) =
iR∑

k=iR−R+1

dBk. (3.15)

La ecuación (3.15), representa una serie telescópica, la cual es tomada de
esta forma, para asegurar las condiciones de normalidad que se tienen de
la definición del M.B. Además se calcula el error entre la solución exacta y
la solución por el esquema de Euler en el punto final tn = T . El código en
“MATLAB” para el esquema de Euler, se puede ver en la página [85].

De esta forma se obtiene la siguiente gráfica.

2En lo que sigue se considerará E.E como esquema de Euler y E.M como esquema de
Milstein.
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Figura 3.3: Aproximación según el Esquema de Euler, para N = 1000.

Para la gráfica anterior (Figura 3.3) se puede observar la trayectoria de la
solución numérica (3.13) según la aproximación del esquema de Euler. Se con-
sideraron los siguientes valores para su simulación: T = 1, N = 1000, R = 4,
mu = 1.5, sigma = 0.5, X0 = 1, graf = 1, y el error que se obtuvo fue
emerrE = 0.0143.

3.4.2. Método Numérico del Esquema de Milstein.

Para la implementación del método numérico de (3.12) a través del esquema
de Milstein, se considera el mismo intervalo discretizado [0, T ] que se uti-
lizó para el esquema de Euler, con la diferencia de que ∆t = dt utilizado
en el M.B. original. La aproximación numérica al igual que el caso anterior
X(τi) se denota por Xi. Por lo que la aproximación de Milstein (3.11) se
obtiene de la siguiente forma:

Xi = Xi−1 + µ(Xi−1)dt+ σ(Xi−1)(B(τi)−B(τi−1))

+
1

2
σ(Xi−1)σ

′(Xi−1)[(B(τi)−B(τi−1))
2 − dt]. (3.16)

Para poner en marcha el método, hay que resaltar que el último término
de la ecuación anterior (3.16), no se toma en cuenta, ya que el valor de σ
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es constante por lo tanto su derivada es cero. De igual forma los incremen-
tos B(τi) − B(τi−1), representan la serie telescópica del caso anterior, para
cumplir las mismas hipótesis. Además se calcula el error entre la solución
exacta y la solución por el esquema de Milstein en el punto final tn = T . El
código con el cual fue simulado el esquema de Milstein en “MATLAB”, se
puede revisar en la página [86].

De esta forma se obtiene la siguiente gráfica.

Figura 3.4: Aproximación según el Esquema de Milstein, para N = 1000.

En ésta gráfica (Figura 3.4) se puede apreciar la trayectoria de la solución
de la ecuación (3.13) mediante el esquema de Milstein, y para el cual se
utilizaron los siguientes datos: T = 1, N = 1000, mu = 1.5, sigma = 0.5,
X0 = 1, graf = 1, y el error que se obtuvo fue emerrM = 0.0066.

Como se puede ver en las figuras (3.3) y (3.4), se obtuvieron resultados
parecidos. En ambos casos se utilizaron las mismas variables. Dando como
principal diferencia los dominios, ya que, en el esquema de Euler se toman
subintervalos del intervalo inicial, y el esquema de Milstein lo considera com-
pleto.
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En lo siguiente se consideraron N variables aleatorias, dando como resulta-
do las siguientes gráficas con sus respectivos errores; donde las condiciones
iniciales se mantuvieron T = 1, mu = 1.5, sigma = 0.5, X0 = 1.

Para N = 100. Se obtuvieron las siguientes gráficas.

Figura 3.5: Solución Anaĺıtica para una E.D.E conocida, N = 100.

Figura 3.6: Aproximación según el Esquema de Euler, para N = 100.
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Figura 3.7: Aproximación según el Esquema de Milstein, para N = 100.

Para N = 1000. Ver las figuras (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4).

Para N = 10000. Se obtuvieron las siguientes gráficas.

Figura 3.8: Solución Anaĺıtica para una E.D.E conocida, N = 10000.
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Figura 3.9: Aproximación según el Esquema de Euler, para N = 10000.

Figura 3.10: Aproximación según el Esquema de Milstein, para N = 10000.
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Se puede apreciar que a medida que se va aumentando la cantidad de va-
riables aleatorias, las aproximaciones a la solución anaĺıtica son mejores, esto
se puede comprobar con los errores para ambas simulaciones, determinando
cuál de las dos es más efectiva.

Observemos la siguiente tabla:

N Error de Euler Error de Milstein
N = 100 emerrE = 0.0535 emerrM = 0.0138

N = 1000 emerrE = 0.0143 emerrM = 0.0066

N = 10000 emerrE = 0.0024 emerrM = 0.0016

La tabla confirma lo que se hab́ıa dicho: el error presentado por ambos esque-
mas se va reduciendo. Aśı mismo se puede observar que el error del esquema
de Milstein es menor que en el esquema de Euler. Lo que resalta la efectivi-
dad del esquema de Milstein.

A continuación veamos dos problemas espećıficos.

3.5. Modelo Biológico.

El primer problema al que se hace referencia es a un Modelo Biológico, el cual
consiste en la simulación del comportamiento de la neurona, espećıficamente
de su descarga. Las descargas ocurren debido a que el cerebro contiene miles
de millones de células nerviosas que están conectadas entre śı de forma es-
pećıfica, ya sea por una relación qúımica o una relación f́ısica, pero en ambos
casos ocurre un paso de enerǵıa que permite la descarga neuronal.

Este modelo es neuronal estocástico, además estudia los estimadores de los
parámetros de entrada. Fue introducido en primer momento por Feller y tiem-
po después por Ornstein-Unlenbeck (O.U.) [5] al principio del siglo pasado,
y sus resultados han sido aplicados en diferentes áreas, una de ellas, la fi-
nanciera, la cual se tratará más adelante.

El Modelo Biológico que se estudiará se conoce por modelo neuronal es-
tocástico de fuga, integración y disparo, conocido en inglés por sus siglas
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LIF, es una herramienta común, el estudio de las propiedades reales de los
sistemas neuronales representando la similitud de las neuronas reales y las
simuladas matemáticamente.

En este modelo, la neurona es caracterizada por una sola ecuación diferencial
estocástica que describe la evolución del potencial de la membrana neuronal
bajo cierto tiempo t. Aunque debido a su simplicidad; el modelo LIF se con-
sidera determinista, y al añadir un tipo de ruido espećıfico, por lo general
este ruido es gaussiano, se convierte en un modelo de Ornstein-Unlenbeck, si
se añade un ruido de Poisson el mismo determina otro modelo. En este caso
se considerará un ruido gaussiano.

Un potencial de acción (spike) se produce cuando la membrana se tensa,
alcanzando cierto punto de elasticidad en el umbral de tensión, correspon-
diendo al primer momento de paso, ver la figura (3.12), es decir, de esta forma
se describe el proceso estocástico asociado a la tensión. En el momento de
la generación del pico, la tensión instantáneamente vuelve a su valor inicial
y los intervalos de tiempo entre los potenciales de acción se identifican co-
mo intervalos: “interspike” experimentalmente observables por sus siglas en
inglés (ISIS). La importancia de los interspike se desprende de la hipótesis
general la cual acepta que la información transferida en el sistema nervioso
está codificada por el tiempo de los potenciales de acción.

Con este modelo, lo que se busca es la obtención de los métodos de estimación
de parámetros de información, sobre la base de datos de los intervalos de
tiempo entre los potenciales de acción. Este modelo se conoce como modelo
de Feller.

Los parámetros del modelo de Feller se pueden dividir en dos categoŕıas: los
parámetros de entrada, los cuales dependerán de la actividad de las neuronas
en la red; y los parámetros intŕınsecos de la propia neurona, independiente-
mente de su actividad. La estimación de los parámetros de entrada se con-
sideran, sólo en el caso de que los parámetros intŕınsecos sean conocidos y
fijos.

Los cambios en el potencial de membrana entre dos descargas neuronales
consecutivas está representado por Yt; un proceso estocástico indexado por
el tiempo t. El nivel de referencia para el cual el potencial de membrana se
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considere en reposo será la tensión inicial (o el valor de inicio después de un
punto), es decir, Y0 = y0 = 0.

Un potencial de acción se produce cuando la tensión de la membrana Yt
excede un umbral de tensión por primera vez, por simplicidad se supone igual
a una constante Sy > 0. Formalmente, el intervalo interspike es identificado
por la primera vez que pase el umbral,

T = inf{t > 0 : Yt ≥ Sy}. (3.17)

Los intervalos interspike forman un proceso de renovación y el tiempo inicial
siempre se puede identificar con Y0, siendo el parámetro de entrada por el
ruido blanco, Yt es un proceso de difusión.

Este modelo matemáticamente, lo podemos entender de la siguiente for-
ma, un proceso de difusión X = {Xt; t ≥ 0}, representado por la siguiente
ecuación diferencial estocástica,

dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dBt, (3.18)

donde B = {Bt, t ≥ 0} es un Movimiento Browniano; µ(·) y σ(·) son la
media y la varianza locales respectivamente, como funciones reales. Para el
modelo neuronal de O.U., la ecuación diferencial estocástica está dada de la
siguiente forma:

dYt =
(
− Yt
τ

+ µ
)
dt+ σdBt, Y0 = y0 = 0, (3.19)

donde µ es una constante que define la entrada del impulso neuronal, τ > 0
espećıfica el tiempo que la membrana permanece constante en la ausencia de
entradas, σ ≥ 0 es el segundo parámetro y con él se determina la amplitud del
ruido blanco. El término de difusión σ de la ecuación (3.19) es independiente
del estado, haciendo que el proceso no tenga ĺımites, que es fisiológicamente
poco realista. Por el contrario el modelo que se trabajará es más realista,
introduciendo aśı un potencial de reversión el cual permite que la corriente
total de la membrana cambie. De esta forma se puede introducir un potencial
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de reversión inhibidor VI < 0 que limita al proceso desde abajo, la ecuación
está dada por,

dYt =
(
− Yt
τy

+ µy

)
dt+ σy

√
Yt − VIdBt, Y0 = y0 = 0. (3.20)

Existe una analoǵıa entre los parámetros del modelo de Feller y el modelo
de O.U, que aparecen en las ecuaciones (3.19) y (3.20), que pueden ser di-
vididos en dos grupos: para los parámetros de entrada, µy y σy; y para los
parámetros intŕınsecos τy, y0, VI y Sy, los cuales describen la señal de en-
trada independiente de las neuronas. El proceso (3.20) define un proceso de
difusión, el cual puede ser transformado mediante los siguientes cambios de
variables, Xt = Yt − VI , obteniendo aśı la siguiente ecuación:

dXt =
(
− Xt

τ
+ µ

)
+ σ

√
XtdBt; X0 = x0 = −VI , (3.21)

donde µ = µy − VI

τy
, τ = τy y σ = σy. De esta forma, se identifica el intervalo

del interspike T , como el primer momento de paso del umbral, S = Sy − VI
dado por el proceso Xt.

Las trayectorias del modelo de Feller fueron simuladas a través de las ecua-
ciones (3.20) y (3.21), bajo los esquemas de Euler y Milstein con un tamaño
de paso 1/100msec para los diferentes parámetros de entrada. En todas las
simulaciones se consideraron los siguientes valores siguiendo el trabajo [5]:
τ = 10msec, S = 20mV , x0 = 10mV , estos valores corresponden al proceso
(3.21) y para el proceso (3.20) se consideraron: τy = 10msec, Sy = 10mV ,
y0 = 0mV y VI = −10mV . En ambos casos se utilizó una data N = 1000 y
se tomaron los siguientes casos, con sus respectivas gráficas.

Casos µ σ
A 4,5 3,0
B 4,0 2,0
C 3,0 1,0

Para resolver numéricamente las ecuaciones (3.20) y (3.21) se desarrollaron
códigos en “MatLab”los cuales se puede ver en las páginas [88] y [90].
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Por lo que se obtienen las siguientes gráficas. La ĺınea verde es la aproxi-
mación obtenida del esquema de Euler, la ĺınea roja es la aproximación del
esquema de Milstein, y la ĺınea azul es el umbral, que es la gúıa que permite
determinar si hay o no diferencia de potencial, para que se realice el impulso
nervioso.

Para el caso A, con la ecuación (3.20):

Figura 3.11: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.



75

Para el caso A, con la ecuación (3.21):

Figura 3.12: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.

Para el caso B, con la ecuación (3.20):

Figura 3.13: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.
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Para el caso B, con la ecuación (3.21):

Figura 3.14: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.

Para el caso C, con la ecuación (3.20):

Figura 3.15: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.
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Para el caso C, con la ecuación (3.21):

Figura 3.16: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para la descarga neuronal, con N = 1000.

Lo más importante de éste modelo biológico es ver la frecuencia de la descarga
neuronal, y no la amplitud. En nuestro caso particular, el problema se cen-
tra en las oscilaciones, ellas permiten que se realicen disparos consecutivos o
descargas si se mantienen alrededor del umbral (ĺınea azul). Una condición
que hay que resaltar, una condición para que se produzca el disparo es que el
paso sobre el umbral, ocurra con pendiente positiva, debido a que el proceso
tiene un comienzo y un fin. El cual está determinado por el regreso de la
oscilación, es decir, que si se produjo un impulso, pero no hay un retorno in-
mediato, entonces hubo un solo potencial de acción, como se puede apreciar
en el caso A de la ecuación (3.21) que se observa en la gráfica (3.12).

Otra conclusión que se aprecia es que para la ecuación (3.21), es más dif́ıcil
de que ocurran oscilaciones alrededor del umbral, esto se debe al valor del
umbral, es decir, que si se aumenta el potencial de membrana es más dif́ıcil
que se produzcan las descargas. Para la ecuación (3.21) se utilizó S = 20mV
y para la ecuación (3.20) se utilizó Sy = 10mV . De está forma se puede
apreciar en las gráficas la dificultad de que ocurra el paso. La explicación
biológica es porque la membrana biológica tiene un potencial de reposo que
lo mantiene activamente. Si hay más oscilaciones hay más disparos. Por eso
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en el caso C, que las oscilaciones son menores, se puede apreciar que hay
menos disparos, que en los casos anteriores.

3.6. Modelo Financiero.

El segundo problema que se considerará es un Modelo Financiero, el cual
fue introducido por John Cox, Jonathan Ingersoll y Stephen Ross en 1985,
conocido como CoxIngersoll-Ross o modelo CIR, [1]. El mismo expone y
simula la estructura temporal de tasas de interés en los precios de los bonos.
El objetivo principal del modelo es cómo prevenir los cambios en los precios
futuros según las variables que se tengan en la curva de interés. Algunas de
estas son: las anticipaciones, la aversión al riesgo, inversiones alternativas, y
las preferencias de los periodos de consumo, que determinan el precios de los
bonos.

La estructura temporal de tasas de interés mide la relación entre los rendimien-
tos de los valores o bonos, que por defecto se diferencian sólo en su plazo de
vencimiento. El modelo da una forma de extraer información y predecir cómo
los cambios en las variables afectan la curva de rendimiento.

En consecuencia, según la teoŕıa de las expectativas, en el futuro próximo
todos los t́ıtulos y deuda de la misma calidad estiman el valor del bono,
sin importar sus fechas de vencimiento, las cuales debeŕıan ofrecer la mis-
ma rentabilidad. Esto ocurre debido a que los inversionistas buscan oportu-
nidades para hacer ganancias, eliminando todos los diferenciales de rentabi-
lidad entre t́ıtulos lo cual hace que la curva de rendimientos, que definimos
más abajo, sea más plana.

La curva de rendimiento o de interés está dada por dos variables que afectan
el precio del bono, los cuales son: el tiempo, y la tasa de interés. Lo que se
desea es tener conocimiento de lo que va a ocurrir en un cierto tiempo x0,
con una cierta tasa de interés r0, y aśı determinar el precio del bono de la
siguiente forma:

B =
c

(1 + i)
+ · · ·+ cN

(1 + i)N
.

Donde B, representa el bono o el cupón el cual es determinado por la tasa
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que dé el cupón mensualmente c, entre 1 más la tasa de interés que paga
el t́ıtulo o el cupón. Esto puede expresarse o entenderse gráficamente de la
siguiente forma.

Para cierto x1 < x2 se puede tener como “tendencia” una ĺınea recta, donde
este es el estado que debeŕıa pasar si hay ciertas condiciones en la realidad,
pero sigue siendo un estado teórico, como muestra la siguiente gráfica.

Figura 3.17: Precio del Bono, con tendencia de ĺınea recta.

El caso ideal para x1 < x2 se obtiene una constante, en donde no hay ninguna
variable que afecte el precio del bono, como se muestra en la siguiente gráfica.
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Figura 3.18: Precio del Bono, en estado ideal.

En muchos casos, en especial en Venezuela, tiende a ocurrir que para x1 < x2
se puede obtener que haya el mismo rendimiento, resultando que la curva sea
por ejemplo cóncava hacia abajo como ocurre en la siguiente gráfica, donde
el precio del bono tuvo varias ofertas y demandas, pero para la fecha del
vencimiento tiende a tener el mismo rendimiento que al inicio.

Figura 3.19: Precio de Bono, caso especial cuando tiene el mismo rendimiento.

De esta forma se pueden obtener los siguientes resultados: mientras el nume-
rador sea más grande el precio es menor, y de la misma forma ocurre que si
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el numerador es pequeño, precio mayor. Pero esto no siempre ocurre, debido
a que en un mundo de incertidumbre, ya que uno de los factores de riesgo es
que el cupón en la mayoŕıa de los casos no vale lo mismo ahora que dentro
de 30 años. Esa es otra de las variables que se tiene que tener en cuenta.
Sin embargo, cuando se introduce la incertidumbre sobre las futuras tasa el
análisis se vuelve mucho más complejo. En general, las teoŕıas anteriores de
la estructura temporal han tomado el modelo de seguridad como punto de
partida y se ha procedido mediante el examen de generalizaciones estocásti-
cas.

El modelo que se plantea matemáticamente, para este problema es el siguien-
te, donde se considera r como la tasa de interés que se desea obtener:

dr = k(θ − r)dt+ σ
√
rdB. (3.22)

Este modelo se corresponde a un proceso continuo. El proceso es atráıdo ha-
cia un lugar central θ, el parámetro k > 0 determina la velocidad de ajuste,
que corresponde solamente a la media; σ2 es una constante que establece
criterios de limitación, la cual implica directamente que la tasa de interés
inicial no negativo, nunca podrá convertirse en negativo; y B = {Bt, t ≥ 0}
es un Movimiento Browniano.

El comportamiento de la tasa de interés impĺıcita en esta estructura tiene
las siguientes propiedades:

i. Las tasas de interés negativas no están autorizados.

ii. Si la tasa de interés llega a cero, posteriormente puede convertirse en
positiva.

iii. La variación absoluta de la tasa de interés aumenta cuando la tasa de
interés se incrementa.

iv. Hay una distribución en estado estacionario de la tasa de interés.

Las trayectorias del modelo CIR fueron simuladas a través de la ecuación
(3.22), bajo los esquemas de Euler y Milstein con un tamaño de paso 1/100
para los diferentes parámetros de entrada. En todas las simulaciones se con-
sideraron los siguientes valores: k = 0,01452980, θ = 0,09114096,
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σ = 0,002260929 y r0 = 0,5, los datos provienen de la estimación de in-
tereses interbancarios de depósitos mensuales observados del 10/31/1994 al
03/27/1996 (345 observaciones); en ambos casos se utilizó una data
N = 1000. [4].

Para resolver numéricamente la ecuación (3.22) se desarrollaron códigos en
“MatLab”los cuales se puede ver en la página [92].

Obteniendo aśı las siguientes gráficas que muestran las trayectorias de la
solución según el esquema de Euler y el esquema de Milstein.

Figura 3.20: Aproximación según el Esquema de Euler para el modelo fi-
nanciero, con N = 1000.
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Figura 3.21: Aproximación según el Esquema de Milstein para el modelo
financiero, con N = 1000.

Figura 3.22: Aproximación según el Esquema de Euler y Esquema de Milstein
para el modelo financiero, con N = 1000.

En este caso, para los valores que se consideraron en la simulación de las gráfi-
cas anteriores para las aproximaciones del esquema de Euler y del esquema
de Milstein muestran la tendencia de la estimación de la tasa de interés de los
depósitos interbancarios mensuales observados por dos años, los cuales fueron
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progresivamente obteniendo una “tendencia” de decrecimiento, alcanzando
su valor más alto al inicio de la venta del bono. Lo que se puede interpretar
como una “cáıda” del valor del bono.



Anexos.

1. Anexo código de la Solución Anaĺıtica.

Código de la solución anaĺıtica.
Xsa = X0*exp((mu-0.5*sigma^2)*([dt:dt:T])+sigma*B);

plot([0:dt:T],[X0,Xsa],’g--*’)

2. Anexo código del Esquema de Euler.

Código del Esquema de Euler.
Las variables de entrada.

T: tama~no de intervalo.

R: número de pasos,

N: número de variables aleatorias.

dt: intervalos del MB.

dB: incrementos del MB.

L paso de tama~no.
Parámetros de la Solución: µ, σ, X0

Xsa: Solución Analı́tica conocida,

Los valores que retorna son:
Xee: vector solución del EE.

Dt: Delta(t), para el nuevo dominio del plot.

emerrE: error entre la solución analı́tica y Euler.

85
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Función de MATLAB:
function [Xee, Dt, emerrE] =

Solucion_Esquema_Euler(T,R,N,dt,dB,mu,sigma,X0,Xsa,graf)

DT = R*dt (Delta(t))

Dt=R*dt; L=N/R;

Xee = zeros(1,L);

Xtemp = X0;

for j = 1:L

Binc = sum(dB(R*(j-1) + 1:R*j));

Xtemp = Xtemp + mu*Xtemp*Dt + sigma*Xtemp*Binc;

Xee(j) = Xtemp;

end

length([X0,Xee])

plot([0:Dt:T],[X0,Xee], ’r--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EE’)

title(’Aproximación de EE, de una EDEL’)

Error

emerrE = abs(Xee(end) - Xsa(end))

end

3. Anexo código del Esquema de Milstein.

Código del Esquema de Milstein.
Las variables que se consideran para pasarle a la

función que realiza la solución por el esquema de Milstein.
T: tama~no de intervalo.

N: número de variables aleatorias.

dt: intervalos del MB.

dB: incrementos del MB.

Parámetros de la Solución: µ, σ, X0

Xsa: Solución Analı́tica conocida,

Los valores que retorna son:
Xm: vector solución del EM.

emerrM: error entre la solución analı́tica

y la calculada por Milstein.
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Función de MATLAB:
function [Xm, emerrM] =

Solucion_Esquema_Misltein(T,N,dt,dB,mu,sigma,X0,Xsa,graf)

Xm = zeros(1,N);

XtempM = X0;

for j = 1:N

BincM = sum(dB((j-1) + 1:j));

XtempM = XtempM + mu*XtempM*dt + sigma*XtempM*BincM;

Xm(j) = XtempM;

end

plot([0:dt:T],[X0,Xm], ’m--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EM’)

title(’Aproximación de EM, de una EDEL’)

Error

emerrM = abs(Xm(end) - Xsa(end))

end
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4. Anexo código de la ecuación de Orstein-Unlenbeckn para la
ecuación (3.20).

Ecuación de Orstein-Uhlenbeckn con media revertida,
para el Modelo Neuronal.

dY = ((- Y/tau_y) + mu_y)*Dt +

(gamma_*sqrt(Y - V))*dB, y0 >0

Movimiento Browniano.
[B,dB,dt] = Movimiento_Browniano(T, N,graf)

Solución por Euler.
for j = 1:L

[YeeOU, Dt, L] =

Ecua_OU_Euler_Yt(T,R,N,dt,dB,tau_y,mu_y,gamma_y,V,y0,graf);

DT = R*dt (Delta(t))

Dt=R*dt;

L=N/R;

YeeOU = zeros(1,L);

YtempOU = y0;

for j = 1:L

BincOU = sum(dB(R*(j-1) + 1:R*j));

YtempOU = YtempOU + ((- YtempOU/tau_y) + mu_y)*Dt +

(gamma_y*sqrt(YtempOU - V))*BincOU;

YeeOU(j) = YtempOU;

end

plot([0:Dt:T],[y0,YeeOU], ’r--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’Y_t’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EE’)

title(’Aproximación de EE, del Modelo de OU’)

end
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Solución por Milstein
YmOU =

Ecua_OU_Milstein_Yt(T,N,dt,dB,tau_y,mu_y,gamma_y,V,y0,graf);

YmOU = zeros(1,N);

YtempMOU = y0;

for j = 1:N

BincMOU = sum(dB((j-1) + 1:j));

YtempMOU = YtempMOU + ((- YtempMOU / tau_y) + mu_y)*dt +

(gamma_y*sqrt(YtempMOU - V))*BincMOU;

YmOU(j) = YtempMOU;

end

plot([0:dt:T],[y0,YmOU], ’g--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EM’)

title(’Aproximación de EM, del Modelo OU’)

end

plot([0:dt:T],[y0,YmOU], ’g--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’Y_t’,’Rotation’,0)

title(’Aproximación de EE y EM, del Modelo OU’)

hold on

plot([0:Dt:T],[y0,YeeOU], ’r--’)

plot([0:Dt:T], S_y, ’b--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EE’, ’Aproximación por EM’,

’Umbral S’)
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5. Anexo código de la ecuación de Orstein-Unlenbeckn para la
ecuación (3.21).

Ecuación de Orstein-Uhlenbeckn con media revertida,
para el Modelo Neuronal

dX = ((- X/tau) + mu)*Dt + (gamma*sqrt(X))*dB, x0 >0

[B,dB,dt] = Movimiento_Browniano(T, N,graf)

Solución por Euler.
[XeeOU, Dt, L] =

Ecua_OU_Euler(T, R, N,dt, dB,tau, mu, gamma, x0,graf)

Dt=R*dt;

L=N/R;

XeeOU = zeros(1,L);

XtempOU = x0;

for j = 1:L

BincOU = sum(dB(R*(j-1) + 1:R*j));

XtempOU = XtempOU + ((- XtempOU/tau) + mu)*Dt +

(gamma*sqrt(XtempOU))*BincOU;

XeeOU(j) = XtempOU;

end

plot([0:Dt:T],[x0,XeeOU], ’r--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EE’)

title(’Aproximación de EE, del Modelo de OU’)

end

Solución por Milstein.
XmOU =

Ecua_OU_Milstein(T, N, dt, dB,tau, mu, gamma, x0,graf)

XmOU = zeros(1,N);

XtempMOU = x0;

for j = 1:N

BincMOU = sum(dB((j-1) + 1:j));

XtempMOU = XtempMOU + ((- XtempMOU / tau) + mu)*dt +

(gamma*sqrt(XtempMOU))*BincMOU;

XmOU(j) = XtempMOU;

end
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plot([0:dt:T],[x0,XmOU], ’g--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EM’)

title(’Aproximación de EM, del Modelo OU’)

end

plot([0:dt:T],[x0,XmOU], ’g--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

title(’Aproximación de EM, del Modelo OU’)

hold on

plot([0:Dt:T],[x0,XeeOU], ’r--’)

plot([0:Dt:T], S, ’b--’)

xlabel(’t’)

ylabel(’X’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación según EE’, ’Aproximación según EM’,

’Umbral S’)

title(’Aproximación de EE, del Modelo de OU’)
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6. Anexo código de la ecuación para el Modelo CIR de la ecuación
(3.22).

Ecuación para el Modelo Financiero
dXr = k(tita -X)*dr + GAMMA (Xr)^(1/2)*dWr; x0 >0 +

[B,dB,dt] = Movimiento_Browniano(T, N,graf)

Solución por Euler.
[XeeCIR, Dr]=

Ecua_CIR_Euler(T, R, N,dt, dB, k,tita, GAMMA, x0cir,graf);

EE L paso de tama~no Dr = R*dt (Delta(t))

Dr=R*dt;

L=N/R;

XeeCIR = zeros(1,L);

XtempCIR = x0cir;

for j = 1:L

BincCIR = sum(dB(R*(j-1) + 1:R*j));

XtempCIR = XtempCIR + (k*(tita - XtempCIR))*Dr +

(GAMMA*sqrt(XtempCIR))*BincCIR;

XeeCIR(j) = XtempCIR;

end

plot([0:Dr:T],[x0cir,XeeCIR], ’r--’)

xlabel(’x’)

ylabel(’r’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación según el Esquema de Euler’)

title(’Aproximación según el Esquema de Euler,

del Modelo CIR’)

end
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Solución por Milstein
XmCIR =

Ecua_CIR_Milstein(T,N,dt,dB,k,tita,GAMMA,x0cir,graf);

XmCIR = zeros(1,N);

XtempMCIR = x0cir;

for j = 1:N

BincMCIR = sum(dB((j-1) + 1:j));

XtempCIR = XtempMCIR + (k*(tita - XtempMCIR))*dt +

(GAMMA*sqrt(XtempMCIR))*BincMCIR;

XmCIR(j) = XtempCIR

end

plot([0:dt:T],[x0cir,XmCIR], ’g--’)

xlabel(’x’)

ylabel(’r’,’Rotation’,0)

legend(’Aproximación por EM’)

title(’Aproximación según el Esquema de Milstein,

del Modelo CIR’)

end
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