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Introduccién

Hay muchas aplicaciones de la matematica en otras ciencias. Tal es el caso de la teoria de
grafos. Hoy dia es rara la diciplina cientifica o humanistica que no utilice la teoria de grafos,
podemos nombrar, por ejemplo, a la sociologia en dindmica de grupos, a la fisica tedrica que
usa diagramas de Feynmann, etc.

Un grafo no es mas que un conjunto de puntos llamados vértices junto con un conjunto
de pares de vértices llamado conjunto de aristas. Una fuente natural de grafos viene dada
por los grafos de Cayley.

Los grafos de Cayley son grafos que pueden ser construidos a partir de un grupo G y
de un subconjunto S C G con ciertas relaciones. El uso de tales grafos para el andlisis de
propiedades de grupos finitos fue popularizado por Cayley a finales del siglo XIX. Hoy dia,
estos grafos han sido estudiados ampliamente para resolver problemas de teoria de niimeros
(como encontrar ciertas cotas), problemas computacionales, problemas en combinatoria, etc.
El estudio de estos grafos forma parte de la teoria algebréica de grafos.

La teoria algebrdica de grafos es el area de la matemaética que estudia a los grafos mediante
las propiedades algebraicas de las matrices asociadas a estos. Particularmente, la teoria
espectral de grafos estudia las relaciones entre las propiedades de un grafo y el espectro
(multiconjunto de autovalores) de la matriz de adyacencia o de la matriz de Laplace asociada
a este.

La teoria espectral es muy util y usada hoy dia. Por ejemplo, el segundo autovalor mas
grande de un grafo provee informacion acerca de su expansion y propiedades de aleatoriedad,
el autovalor mas pequeno suministra informacién acerca de su nimero de independencia y

numero cromatico.

En este trabajo nos interesara calcular espectros de grafos de Cayley. Para esto usaremos

herramientas como:



INTRODUCCION 2

e La teoria de representaciones de grupos finitos, que nace en 1896 en el trabajo
del matematico alemén F. G Frobenius. Trabajo motivado por una carta que le
envia R. Dedekind en donde le propone la solucién al problema de factorizar un
determinante asociado a un grupo; solucion que Dedekin no habia podido probar
en general. Frobenius creé la teoria de representaciones para darle solucion a este

problema, y hoy dia, esta ideas se han extendido a otras ramas de la matematica.

e [l andlisis armonico, que es una extension del analisis de Fourier clasico prove-
niente de cambiar la linea real R por cualquier grupo arbitrario G. (Aqui deben
hacerse las consideraciones necesarias para el caso en que G es abeliano o no). Es-
ta teoria no esta separada de la teoria de representaciones de grupos en el sentido
que (cuando se consideran grupos arbitrarios) las representaciones son usadas para
reemplazar el rol que cumplen las funciones exponenciales en el analisis de fourier

clasico.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en el primer capitulo se intro-
ducira en primer lugar, nociones bésicas de teoria de grafos en general con conceptos como
matriz de adyacencia y espectro; luego se dard la definicién de grafo de Cayley, con varios
ejemplos y propiedades bésicas y veremos también un poco de espacios con producto interno.
Posteriormente, en el segundo capitulo veremos algo de teoria de representaciones de gru-
pos junto con los teoremas fundamentales de esta teoria y mostraremos representaciones de
ciertos grupos. Mas adelante, en el tercer capitulo veremos cémo el analisis de Fourier sobre
grupos finitos nos proporciona los ingredientes finales para habilitar el calculo del espectro
de grafos de Cayley. Y finalmente en el cuarto capitulo, calcularemos el espectro de algunos

grafos y daremos algunas aplicaciones combinatorias.



Capitulo 1

Preliminares

La teoria de grafos nace a raiz de un trabajo publicado por el mateméatico Leonhard Euler
en 1736, trabajo en el cual el matematico resolvia un problema conocido en la época como
“el problema de los puentes de Konigsberg”. Hoy dia esta teoria ha crecido grandemente y
asi también sus aplicaciones. En este capitulo daremos las definiciones mas bésicas. Veremos
lo que es un grafo de Cayley y algunas de las propiedades relacionadas a la teoria de grupos y
ademas las nociones basicas de espacios con producto interno. Muchas de las cosas expuestas

en este capitulo fueron extraidas de [4] [9], [8] y [3].

1. Nociones y Resultados Basicos de la Teoria de Grafos

Definicién 1.1. Un grafo es un par I' = (V| E), donde V' es un conjunto finito de elementos
llamados vértices y F es un conjunto de pares no ordenados de elementos de V' llamados

aristas.

Observacién 1.2. Los grafos pueden ser representados geométricamente dibujando cada
vértice como un punto en el plano, y cada arista como un segmento de recta o curva que
una los vértices correspondientes. Debemos tener cuidado a la hora de dibujar las aristas
para que, aparte de sus puntos extremos, no contengan ningun otro punto que represente un

vértice del grafo.
Ejemplo 1.3. La Figura [T muestra algunos ejemplos de grafos.

El orden del grafo I" es el nimero |V| de sus vértices. Si o = {x,y} € E, entonces «

une los vértices z y y, y ¢ y y son vértices de a. Si x = y, entonces « es un lazo.

Definicién 1.4. Un subgrafo de I' es un grafo H con conjunto de vértices W C V' y cuyas
aristas son algunas, posiblemente todas, de las aristas de I' que unen vértices en W. El
subgrafo H es un subgrafo inducido de I' siempre que cada arista de I" que una vértices

en W, sea también una arista de H.
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5)
4
2 3
1
V= {1,2,3,4,5}
E= {{17 2}7 {17 3}7 {27 4}7 {37 4}7 {47 5}}
4 5} 6
2 3
1

V={1,2,3,4,5,6}
E= {{172}7 {173}7 {274}7 {275}7 {376}}

Ficura 1.1. Algunos Grafos

El subgrafo H es un subgrafo generador de I' siempre que W = V| es decir, siempre

que H contenga todos los vértices de I'(pero no necesariamente todas las aristas).

F Hl HQ

F1GURA 1.2. Subgrafos de un Grafo
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Un grafo I' y dos subgrafos H; y Hs se muestran en la Figura El grafo H; es un
subgrafo generador de I', y el grafo Hs no es un subgrafo generador pero si es un subgrafo

inducido.

Definicién 1.5. Sea I' un grafo. Un camino en I' es una sucesién v de vértices (u =
X0, T1, ..., Tk_1, T = v) tal que {z;, r;11} es una arista para cada i = 0,1,...,k — 1. Las
aristas del camino ~ son esas k aristas y la longitud de v es k. Si u = v, entonces v es un
camino cerrado. Si u = v y los vértices xg, x1,...,Tx_1, T son todos distintos, entonces
~ es un ciclo. El grafo I' es conexo si para cada par de vértices distintos u y v existe un

camino que une a u y a v. Un grafo que no es conexo es llamado disconexo.

Ejemplo 1.6. En el grafo de la Figura [LL6l 71 = (1,4,3) y 72 = (1,5,2,3) son caminos
que unen a los vértices 1y 3 de longitudes 2 y 3 respectivamente. y3 = (1,4,3,2,5,1) es un

camino cerrado, mas aun, es un ciclo. Y el grafo es conexo.

Ficura 1.3. Grafo Conexo

Definicién 1.7. En un grafo I', el grado de un vértice u es el niimero de aristas que

contienen a u.

Definicién 1.8. Un grafo es regular si cada vértice tiene el mismo grado. Si k es el grado

comun, entonces el grafo es regular de grado k.

Definicién 1.9. El grafo completo K, de orden n es el grafo regular de orden n — 1 en el

cual cada par de vértices distintos forman una arista.

Ejemplo 1.10. El la Figura [[.T0 se muestra el grafo completo para n = 6.
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K

FiGUuraA 1.4. Un Grafo Completo

Definicién 1.11. Sea I'; un grafo con conjunto de vértices V' y sea I's un grafo con conjunto
de vértices W. Un isomorfismo de I a I'y es una biyeccion ¢ : V' — W tal que {z,y} es una
arista en I'y si y sélo si {¢(z), ¢(y)} es una arista de I'y. Si ¢ es un isomorfismo de I'; a 'y,
entonces claramente ¢! : W — V es un isomorfismo de I'y a I';. Los grafos I'y v I'y son

isomorfos siempre que exista un isomorfismo entre ellos.

Ejemplo 1.12. Los grafos I'y y 'y de la Figura[L.5 son isomorfos. Basta considerar la funcién
¢

T 7T 7T 3T 7T &
Tt = W NN =

Definicién 1.13. Un grafo dirigido (digrafo) I' consta de un conjunto finito V' de ele-
mentos llamados vértices y un conjunto E de pares ordenados de vértices llamados aristas
(dirigidas). El orden del digrafo I" es el numero |V| de sus vértices. Si @ = (x,y) es una
arista, entonces x es el vertice inicial de « e y es el vertice final, y decimos que « es una

arista de z a y. Si x = y decimos que « es un lazo con vértice final e inicial igual a x.
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1
a b
4 2
c
e d 3

I I

FicurA 1.5. Grafos Isomorfos

Las demas definiciones para digrafos se extienden, a partir de las definiciones de grafos,

de manera natural.

Definicién 1.14 (Matriz de adyacencia). Sea I' un grafo con conjunto de vértices V' =
{vi,...,v,} y conjunto de aristas E. La matriz de adyacencia A = (a;;), con respecto a esta
enumeracién de los vértices, esta dada por:

1 si{u,v} el

0 si{v,v;} ¢E.

aij =

Ejemplo 1.15. La matriz de adyacencia de Ky (Ejemplo [L10) es

i e e e e =)
e e e e == T =
—_ = = O =

e = e e
[ R S o S S
[« R e e e T

Definicién 1.16. El espectro de un grafo I' es el conjunto de todos los autovalores de su
matriz de adyacencia junto con sus respectivas multiplicidades. Si Ay > Ay > .-+ > A, son
los distintos autovalores de la matriz de adyacencia de un grafo I' y m(A;), m(Ag), - - - m(As)

sus respectivas multiplicidades, entonces escribimos

Spec (I') =
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Ejemplo 1.17. El polinomio caracteristico de la matriz de adyacencia del grafo K4 (Ejemplo

[LI0) es

p(A) = A® — 150% — 40A3 — 45X — 24\ — 5= (A = 5)(A + 1)°.

Entonces el espectro correpondiente al grafo es

Spec (Kg) =

Proposicién 1.18. Si A y B son dos matrices de adyacencia de un grafo ' = (V| E) usando

enumeraciones diferentes para los vértices, entonces A y B tienen los mismos autovalores.

DEMOSTRACION. Sean V' = {vy,...,v,} los vértices del grafo I' y sea A = (a;;) la matriz

de adyacencia de I' con respecto a esta enumeraciéon de los vértices, es decir

1 si{u,vj}€eFE

aij =
0 en otro caso.
Sea o € S, el grupo simétrico sobre {1,...,n} , y tomemos a B = (b;;) como la matriz de
adyacencia de I' con respecto a la enumeracion de los vértices V' = {v5(1), ..., Vs(n) }, €s decir
1 si {UU(,-), UJ(]’)} eF
bij —

0 en otro caso.

Consideremos a [0] como la matriz que se obtiene de la matriz identidad (I) permutando
sus filas segin o, es decir,
1 sio(j) =i

o]i; =
0 en otro caso.

Es claro que [o] es invertible y que [o] ! satisface que

1 sio(i)=y
[U]ij =
0 en otro caso.
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Observe que el coeficiente ij de la matriz [o] "' A[o] cumple que

o] " Aloly = [l (Zam[a]z])

k=1

= Y [0l arog)

S |l

k=1
B ) 1osi {Vo(i); Vo(jy} € E
- o= 0 en otro caso.

= bjj.

De donde B = [g] ' Alo].
Y por tdltimo, observe que si pa(A) y pg(A) son los polinomios caracteristicos de A y B

respectivamente, entonces
pe(A) = det (B — \)
= det ([o] *Alo] — AI)
= det ([o] " A[o] — Alo]'[0])
= det ([o] (A — \)[0])

= det (A — ) =pa(N)
De donde se deduce inmediatamente que A y B tienen los mismos autovalores. O

Como el espectro de un grafo es independiente de la enumeracién de los vértices, po-
driamos pensar que el espectro quiza pudiera describir la estructura de un grafo salvo iso-
morfismos. Pero este no es el caso. Si dos grafos son isomorfos, es claro que tienen el mismo
espectro, pero existen grafos que tienen el mismo espectro y no son isomorfos. Esos grafos

son llamados coespectrales.

Ejemplo 1.19. Los grafos de la Figura no son isomorfos, sin embargo, el polinomio

caracteristico de ambos es

pA) = A=A = AN+ X+ AN 1= (A= DA+1)*(XN> = N —BXA+1).
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Fl FQ

FiGura 1.6. Grafos Coespectrales

Es de notar que la matriz de adyacencia de un grafo es siempre simétrica y por tanto di-
agonalizable con autovalores reales, por el teorema espectral para matrices. Se puede obtener
informacion importante de los autovalores , tal como el nimero de arboles generados, por
ejemplo. También, se puede verificar que A}; (la entrada ij de la matriz A™) es el ntimero de

caminos de longitud n de v; a v;.

Proposicion 1.20. Sea A la matriz de adyacencia de un grafo I' con conjunto de vértices
V ={vi,...,vm}. El coeficienteij de A", A}, es el nimero de caminos de longitud n de v;

ClUj.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién.

El caso n =1 es trivial, pues A es la matriz de adyacencia.

Supongamos que el enunciado de la proposicién es cierto para n = k — 1. Y probemos
paran = k.

El coeficiente j de la matrz A* viene dado por

m

k __ § k—1

m=1
Observe que el coeficiente A¥-ta,,; es distinto de cero solamente en el caso en que hay A¥*
caminos de longitud k£ — 1 del vértice v; al vértice v, y un camino del vértice v,, al vértice
vj, es decir, Afnjl caminos de longitud k que van del vértice v; al vértice v; y que pasan en
su penultimo paso por el vertice v,,. Como la suma es sobre todos los posibles vértices v,,,

se tiene el resultado requerido. O

Ejemplo 1.21. Considere el grafo en la Figura [[L.2T] con su matriz de adyacencia.
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U1 V2

U3 V4

o = O O

O = = O
O = O =
_ O =

Ficura 1.7. Grafo y Matriz de Adyacencia

El cuadrado de la matriz de adyacencia Ar viene dado por:

A2

—_ = =N

_ =N =

o W o= =

1
1
0
1

Fijese que A%, = 3 es el ntimero de caminos de longitud 2 que comienzan y terminan en V3(

(v3,v1,v3), (V3,02,03) ¥ (v3,04,v3) ) v A2y = 1 indica que hay un solo camino de longitud 2

entre el vértice vy y el vértice vy ( a saber (v, vs,vs) ).

Para seguir ilustrando un poco, tomemos ahora el cubo de la matriz de adyacencia A

AP =

[ 2
3
4

1

3
2
4
1

4
4
2
3

o W o=

Notece que A3, = 4 indica que hay 4 caminos de longitud 3 entre el vértice v; y el vértice

vy ((vy1,v3,v1,v3), (V1, V2, V1, 03), (U1, V3, V9, v3) ¥ (v1,03,04,v3)) ¥ A3, = 2 nos indica que

hay 2 caminos de longitud 3 que comienzan y terminan en el vértice vy ((vy,ve,v3,v1) y

(,Ula U3, V2, Ul))'

2. Grafos de Cayley

Definicién 1.22. Sea GG un grupo finito. Diremos que un subconjunto S de G es simétrico

si:
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e ¢ ¢ S, donde e es el elemento neutro de G

e 5 € S implica que s~ € S.

Si S es un subconjunto simétrico de GG, entonces el grafo de Cayley de G con respecto a S
es el grafo C(G, S) con conjunto de vértices igual a G y existe una arista {g, h} conectando

agyahsigh™?tes, oequivalentemente, si hg~* € S.

Observaciéon 1.23. En esta definicién S puede ser vacio, caso en el cual el grafo de Cayley

no tiene ninguna arista.
Una definicién mas general es la siguiente:

Definicién 1.24. Si G un grupo finito y o : G — C una funcién a valores complejos definida
sobre G. El grafo de Cayley coloreado X (G, ) es el grafo dirigido completo con conjunto

de vértices G, donde a cada arco (g1, 92) € G x G se le asocia un color a(gag; ).

Entonces la Definicion [.22] es equivalente a:

Si a: G — C es la funcién caracteristica de un subconjunto simétrico S C G, es decir,

1 sigeS;y

o) = 0 sigé¢ S,

entonces X (G, a) es un grafo de Cayley. En este casos estamos considerando a X («, S) =

C(G, S) como el (di)grafo formado borrando las aristas de color 0 del grafo coloreado.

Ejemplo 1.25. Sea G = Z/47. Entonces todos los posibles grafos de Cayley se pueden ver
en la Figura LY

Ejemplo 1.26. Si G = Z/nZ y S = {[1], —[1]} entonces C(G, S) es el ciclo de n vértices.
Para ver el grafo para n = 5 en la Figura

Ejemplo 1.27. Sea Z3,n > 1, y supongamos que S es el conjunto de todos los x € Zj con
exactamente una coordenada igual a 1. El grafo de Cayley resultante C'(Z%,.S) es el llamado

hipercubo n-dimensional. En la Figura [[.27 se muestran los casos n =3 y n = 4.
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@ o[l [0] 1] [0] [1]
B@® 02 3] 2] 3] 2]
S=10 S ={[2} S = {1, B}
[0] 1]
3] 2]
S = {12, 3]}

F1GURA 1.8. Posibles Grafos de Cayley para G = Z/4Z

[1]

[4]

Ficura 1.9. Ciclo de 5 vértices

Ejemplo 1.28. Sea G = Sy, el grupo simétrico sobre {1,2,3,4}, y tomemos a S como el
conjunto de todas las transposiciones sobre {1, 2, 3, 4}. El grafo de Cayley resultante C(Sy, S)

se muestra en la Figura .28

Ejemplo 1.29. Sea G = D,,, el grupo diedral de orden 2n (para una descripcién de D,,
ver la seccién [T del Capitulo B), y tomemos S = {r,r""! s}. El grafo de Cayley resultante
C(D,, S) esta dibujado en la Figura [[29 para el caso n = 5.

Las siguientes propiedades de los grafos de Cayley son de féacil verificacion:

Teorema 1.30. Sea I' = C(G, S) un grafo de Cayley. Entonces,
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011 111

FicuraA 1.10. Hipercubos

(1) T' es regular de grado |S]|.

(2) T es conezxo si, y solo si S genera a G.

DEMOSTRACION. Para la parte ({l). Sea g € G. Entonces el conjunto de las aristas que
contienen a g viene dado por E, = {{g,sg} : s € S} pues (sg)(g~") =s € S. Y es claro que
el grado de g es |E,;| = |S|.

Para la parte (2)).

Si I' es conexo entonces para cada par de vértices g,h € G exixte un camino que los
une. En particular, si h = 1 la identidad de G entonces exixte un camino v = (g =
90,91, - - - 9n—1, 9n = 1) donde cada {g;,g,}, ¢ < j, forma una arista; es decir, existe s; € G
tal que g; = s;g;. Y asi, g = go = 5051 Sp—1lg = S0S1 -+ 5p—1. Como ¢ es arbitrario, se

tiene que S genera a G.
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132413421432

&
i,

4312 "’D’ <.<.><.ﬁ\i 1243
1 NN
4321 Q| <.>< ‘M 1234
3421 "‘:{' <. .> ' 2134
3241 2143
3214 2413

234194314231

FiGuraA 1.11. Grafo de Transposiciones

7“2

Ficura 1.12. Grafo C(D,,S)

Reciprocamente, si S genera a G, para cada g € G existen 1, 589,...,5, € S tales que
g = 8182 PR Sk"
Sean g, h € G, entonces existen sy, Sg, ..., Sk, t1,t2,...,t, € S tales que g = s189- - - Sy,

h =tity...t,, y es claro que

_ -1 -1 —1.-1 -1 —1.-1 -1 —1.-1
7—(g,gsk yoe s SE 89 Sy .S, 8g Sy t1,...,98, + Sy S t1t2---tm)

es un camino de g a h. U
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Definicién 1.31. La matriz de adyacencia A de un grafo de Cayley coloreado X (G, «) es la
matriz de orden |G| x |G| en cuya fila-gs columna-g; la entrada ag,,, es a(gog; ') para todos

g1,92 € G.

Observacién 1.32. En el caso de grafos de Cayley, la matriz de adyacencia de C(G,S)
corresponde a la definicién estandar: hay una arista de g; a go si, y s6lo si, a4,4, = (9297 h =

1, lo cual es equivalente a decir que existe un s € S tal que g, = sg;.

Ejemplo 1.33. Sea G = Z/4Z y S = {£[1]}. Entonces el grafo de Cayley de G con respecto
a S es el dibujado en la Figura LT3l

[0] 1]

3] 2]
FicuraA 1.13. El grafo de Cayley de Z/4Z con respecto a {£[1]}

La matriz de adyacencia del grafo de la Figura [[.13] es:

010 1]
1010
0101
101 0|

Ejemplo 1.34. Si G =Z/6Z y S = {[1], 2], [4], [5]}, entonces el grafo de Cayley y la matriz

de adyacencia estadn en la Figura [[.34l

Los grafos que hemos considerado en los dos ejemplos anteriores son grafos de Cayley de

grupos ciclicos. Tales grafos tienen un nombre especial.

Definicién 1.35 (Grafo circulante). Un grafo de Cayley de Z/nZ es llamado grafo circu-

lante (de n vértices).

La matriz de adyacencia de un grafo circulante es un caso especial de matriz conocida

como matriz circulante.
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[0] 1]

O = = O =
I =

= e =)
I s B N =
= =)
I s R O =

[4] 3]

Definicién 1.36 (Matriz circulante). Una matriz circulante n x n es una matriz de la

forma
Qg ay o OGp—2 Gp—1
anp—1 Qo ay ap—2
(1.1) A= D Gpe ag
a9 I T aq
ay Qg -+ Ap—1 Qo

Equivalentemente, una matriz A es circulante si existe una funcién f : Z/nZ — C tal
que A;; = f([j] — [¢]). En (L)), tenemos que a; = f([i]) para 0 < ¢ < n —1. 5i S es un
subconjunto simétrico de Z/nZ, entonces la matriz circulante correspondiente a la funcién
indicadora dg del conjunto S es la matriz de adyacencia del grafo de Cayley de Z/nZ con

respecto a S.

3. Nociones Basicas de Espacios con Producto Interno

Sea V un espacio vectorial complejo, i.e, un espacio vectorial sobre el cuerpo de los
numeros complejos C. Un producto interno en V' es una funcién (-,-) : V. x V — C que

satisface las siguientes propiedades: para todo xz,y,z € V y c € C,
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Un espacio vectorial en el que estd definido un producto interno es llamado espacio con

producto interno.

Ejemplo 1.37. El espacio vectorial complejo C" es un espacio con producto interno con el

producto interno definido por
j=1
donde x = (z1,...,2,) Yy ¥y = (Y1, ..., Yn) son vectores en C".

Observacién 1.38. Todos los resultados en esta seccion seran enunciados para espacios de

dimensién finita, aun cuando hay resultados que valen para dimension infinita.

Supongamos que V' es un espacio complejo con producto interno. La norma (o longitud)
de un vector x € V, denotada por ||z||, estd definida como el numero (no negativo) /(x, z).
Dos vectores x y y en V se dicen ortogonales o perpendiculares (en simbolos = L y )
si (z,y) = 0. Los tltimos tres items de las propiedades del producto interno implican que
el tnico vector ortogonal a cada vector en V es el vector cero. Por esta razén la norma
del vector cero es igual a cero. Un vector no nulo x es llamado unitario si ||z]] = 1. Un
subconjunto F de V es llamado conjunto ortonormal si cada vector en E es un vector
unitario y ademas es ortogonal a cada otro vector en E. Si E es un conjunto ortonormal y
también es una base para V' entonces se dice que F es una base ortonormal.

Sea A : V — W un operador lineal, donde W es también un espacio con producto interno
sobre los complejos. Se dice que el operador A: es sobre V si W = V| es un funcional lineal

si W = C, y una isometria si es biyectivo y preserva el producto interno, i.e.,

(A(x), Ay)) = (=, u)

para todo x,y € V. Es facil verificar que la inversa de una isometria es también una isometria.
De este modo, podemos hablar de una isometria entre dos espacios con producto interno.
Dos espacios con producto interno se dicen isométricos (en simbolos V' ~ W) si existe una
isometria entre ellos.

Supongamos que V' es un espacio con producto interno sobre los complejos. El conjunto
V* de todos los funcionales lineales sobre V' es un espacio vectorial complejo con respecto a

las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar definidas punto a punto como sigue:
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para f,g € V*y ¢ € C, la suma de f y g, denotada por f + g, y la multiplicacién por un

escalar de f por ¢, denotada por cf, estan definidas por

(f +9)(z) = f(z) + 9(z)

para todo x € V. El espacio vectorial V* es llamado el espacio dual de V.

Para exhibir algunos elementos de V*, para cada y € V, definimos la funcién ¢, : V' — C
por {y(x) = (x,y). Como el producto interno es lineal en la primera variable, ¢, es un
funcional lineal sobre V', esto es, ¢, € V*. De hecho, cada funcional lineal sobre V' puede ser

obtenido de esta manera si V' es de dimension finita.

Teorema 1.39. Sea V' un espacio vectorial con producto interno de dimension finita sobre
los complejos. La funcion 0 : V — C es un funcional lineal si, y solo si existe un unico vector

y €V tal que ((z) = (x,y) para cada x € V.

Del Teorema se deduce que hay una correspondencia biunivoca entre V' y V*, que esta da-

da por v <> ¢, donde ¢,(x) = (z,v) para todo z € V. Ya que
(12) Ecv = Egv y Ev-‘,—v’ = gv + Ev’a

para todo v,v" € V' y ¢ € C, la correspondencia v <+ £,, que es conjugada lineal, induce

un producto interno en V* definido en términos del producto interno en V' por la ecuacién

(13) <€va€v’> = W

En consecuencia, la relacién |[£,]| = ||v|| se satisface para cada v € V; es decir, cada
funcional lineal sobre V tiene norma finita.
Para cada v € V el funcional lineal /,, es llamado el dual de v, es frecuentemente

denotado por v*. Con esta notacion, tenemos
(1.4) v*(z) = (z,v).

En general, una base de V induce una base para V*. Mas ain, bases ortonormales inducen

bases ortonormales.
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Ahora se ilustrard un caso especial. Suponga que la dimensién de Vesny E = {e;|j =
1,...,n} es una base ortonormal para V. Ya que cada elemento en V* es de la forma v* para

algin
v = Z(U,€j>€j eV,
j=1
por ([L.2)) tenemos que

v* = Z (v, e5)e].

J=1

Se sigue que el conjunto E* = {ej|j = 1,...,n} genera al espacio V*. Mas ain, la
relacién (L3]) implica que E* es un conjunto ortonormal, por tanto es una base ortonormal
de V*. En consecuencia tenemos que dim V' = dim VV*. La base E* es conocida como la base
dual de E.

Sea S un conjunto finito no vacio y sea Vg el conjunto de todas las funciones a valores
complejos definidas sobre S. Entonces Vg es un espacio vectorial con respecto a la suma
y multiplicacién por un escalar definidas punto a punto. Ademas, Vg se transforma en un
espacio producto interno si definimos

(f9) = F(s)a(s).
ses
Con esta definicion, es simple contruir una base ortonormal para Vg. Para cada s € S,

sea 0s : S — C la funcion definida por

5.(t) = 1 sis=t
0 sis#t.

Entonces es obvio que el conjunto Ag = {ds|s € S} es una base ortonormal para Vg,
llamada la base estandar. Como S es un conjunto finito, Vg es un espacio producto interno
de dimensién finita sobre los complejos. De hecho, Vg ~ C", donde n = |S|. Por esta razén,
S sirve como conjunto de indices para cualquier base de V.

Supongamos, ademds, que Bs = {Bs|s € S} es otra base ortonormal de V. Puesto que
cada x € Vg puede ser escrito unicamente como

Tr = Z(xv Bs>Bs = ZBSB:(QU),

seS seS
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el operador identidad sobre Vg puede ser expresado en términos de la base Bg y su dual
B% como
(1.5) I=>Y BB
ses
En términos de la base dual A%, tenemos

B: =) (B:,0;)6; = > t€S(6, B,

tes

por consiguiente

I = (6,B,)B.;.

s,teS

Se sigue que la imagen de cualquier z € Vg bajo cualquier operador lineal A sobre Vg

esta dada por

s,teS
por tanto,
(1.6) A= (5, B)A(B,)Y".
s,teS

En la ecuacién (L6]), para cada s € S, A(Bs) puede ser cualquier vector en Vg. Ahora
destacaremos un operador que envia By a el uinico elemento de la base Ag que esta asociado

con B en una forma muy natural: para un s € S fijo, por (L3,

(1.7) B, =Y BB;(B,) =Y 4.t

tesS tesS
La unicidad de esta expresion (de B en la base Bg) induce una correspondencia biyectiva
B, +» 05, que es independiente de cualquier enumeracién (o indexado de elementos) de la
base Bg. A través de esta correpondencia, definimos un operador lineal F sobre Vs como
F(B;) = 65 para cada s € S.

El siguiente teorema es consecuencia de la definicién de F y la ecuacién (0.

Teorema 1.40. Asuma lo siguiente:

e S es un conjunto finito no vacio y Vs es el espacio producto interno asociado de

funciones a valores complejos definidas sobre S';
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e Ag={ds]s €S} yBs={Bs|s €S} son dos bases ortonormales de Vg, donde Ag
es la base estandar;
o F es el operador lineal sobre Vs tal que F(Bs) = 5 para cada s € S, donde d4 es el

unico vector en Ag asociado a By por la ecuacion (1.7)

Entonces

(1) F =23, 1e5(0t, Bs)ds6;

(2) F es una isometria, y

(3) Ff(s) = (f,Bs), para cualquier f € Vs. (Aqui escribimos F f para F(f).)



Capitulo 2

Representaciones de Grupos

El propdsito original de la teoria de representaciones era servir de herramienta para
obtener informaciéon de grupos finitos mediante métodos de algebra lineal. El primer gran
logro de la teoria de representaciones fue el teorema de Burnside pg, que establece que
un grupo no abeliano de orden p%g®, con p,q primos, no puede ser simple. La teorfa de
representaciones se extiende ahora a otras areas. Nosotros la usaremos como herramienta
para el calculo del espectro de cierto grafos.

En este capitulo veremos los teoremas mas fundamentales de esta teoria y mostraremos

las distintas representaciones de ciertos grupos. Las referencias para este capitulo son [8], [5]

y [1.

1. Representaciones Lineales y Matriciales

Para un grupo finito G denotamos por C[G| al espacio vectorial complejo de dimensién
|G| generado por los elementos de G, con base {e,},eq. Asi, un elemento ¢ € C[G] tiene la
forma

¢ = Zﬂgem pg € C.

geG

Podemos identificar a C[G] con el espacio vectorial Vi de todas las funciones, a valores
complejos, definidas sobre G. Esto es, una funcion ¢ : G — C corresponde a el vector
b=> e ®(g) ey v viceversa. En particular, los vectores {e,},e¢ de la base estandar cor-

responden a las funciones

1 sih=g
eq(h) =

0 otro caso.

El producto interno de dos vectores ¢, € C[G] esté definido por

23
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(2.1) (o)) = ﬁ S 6(0)9(0)

geG

donde ¥ (g) denota el complejo conjugado de 1(g).
Usamos el simbolo § para la delta de Kronecker, esto es,
1 sit=7
6ij — j
0 sii#j.
Definicién 2.1. Sea G un grupo finito, y sea V un espacio vectorial complejo de di-
mension finita. Una representacion lineal de G sobre V es un homomorfismo de grupo
p: G — GL(V), donde GL(V) denota al grupo de todas las transformaciones lineales biyec-

tivas de V en V. El grado de una representacion es la dimension de V.

Ejemplo 2.2 (Representacién Regular). Sea G un grupo finito. La representacién regu-
lar(izquierda) p,., de G sobre C[G] estd definida por su accién sobre la base {e;}ree : para

todos g, h € G
preg(g)eh = €gh-

La representacion regular tiene grado |G].

Ejemplo 2.3. Sea G = {e, g, 9% ¢°} el grupo ciclico de orden 4. V = C. Sea p : G — GL(V)
una representacién de G sobre V. Veamos como seria p. Notemos que p(h) para todo h € G
debe ser una transformacion lineal e invertible sobre C. Como C tiene dimension 1 sobre C,
para cada h € G existe un tnico numero complejo a # 0 tal que p(h)(x) = ax para todo

x € C;yasi p(h) =a. Y la condicién de que p sea un homomorfismo de grupo implica que:

ple) =1,

y si p(g) = ¢ para algin ¢ € C*(el grupo multiplicativo de los complejos), entonces

Esto nos dice que c¢ tiene que ser una raiz cuarta de la unidad y en consecuencia, G tiene

sOlo cuatro representaciones de grado 1 posibles, las veremos en la siguiente tabla.
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e g 9 ¢
p1|1 1 1
pe |l © =1 —i
ps|l -1 1 -1
pa|l —2 =1 1

Sea p : G — GL(V') una representacion lineal de G de grado d y sea B = {by,..., b4}
una base de V. La representacién matricial de p relativa a B es una funcién g que asocia
a cada g € G la matriz d x d, o(g), de p(g) relativa a B. Para 1 <i,j < d, escribimos g;;(g)
para el coeficiente ubicado en la posicién ij (fila i, columna j) de o(g). En otras palabras, los

0i(g) son los tnicos nimeros complejos que satisfacen

P(g)bj = Z Qz’j(g)bi

para todo 1 < 7,7 < d. Una representacién matricial ¢ define una coleccién de d? vectores
en C[G]. Es decir, para todo 1 <1i,5 <d
Qij = Z 0ij(9)eg
geG

es un vector en C[G].

Definicién 2.4. Dos representaciones p; : G — GL(V}) y p2 : G — GL(V;) son equi-
valentes si existe una transformacién lineal biyectiva T : V; — Vs tal que pa(g) = Tp1(g)T !

para todo g € G.

Ejemplo 2.5. Definamos ¢ : Z/nZ — GLy(C) por

_ cos(%Tm) —sin(z’TTm)
olml = sin(zWTm) cos(zWTm)

que es la matriz de rotacién por 2rm/n, y ¢ : Z/nZ — GL2(C) por

e 0
w[m] = —2mmsi
0 e n
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Es facil ver que ¢ y v son representaciones. Consideremos ahora

)
T = ,
1 1
de donde
-1 _ l 1 1
200 -1
calculos directos muestran que
1 1 cos(Zm)  — gin(Zm T —1
20 —1 sin(Zm)  cos(Zm) 1 1
i 2mi . 2mma ]
e n e n T —i
22 _672:;777,1 ie*ZZmz 1 1
e 0
Zil 0 2w

Y asi, ¢ ~ 1.

2. Subrepresentaciones e Irreducibilidad

Sea p : G — GL(V') una representacion lineal y sea W un subespacio vectorial de V. El
subespacio W es p-invariante si para todo g € G y w € W se satisface que p(g)w € W.

Si W es un subespacio p-invariante de V', entonces la restriccion ply de p a W es una
representacion de GG sobre W. Tal representacién se dice que es una subrepresentacion de
p-

Una representacién p : G — GL(V) se dice irreducible si esta no tiene ningin otro
subespacio p-invariante aparte de los triviales, 0 y V.

Recordemos de algebra lineal que un espacio vectorial V' es la suma directa de subespacios
vectoriales Wy W’ denotado V. = W @ W', si cada v € V se puede escribir de manera
tnica como una suma v = w + w’ con w € W y w’ € W’'. El subespacio W’ es llamado
el complemento de W en la descomposicién V- = W @& W’. Recordemos ademés que los
complementos de W (' y asi la descomposicién de V' en una suma directa que incluye a W)

estan en una correspondencia biyectiva con proyecciones sobre W. Es decir, una proyeccién
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P de V sobre W asociada con la descomposicién V= W & W' es la transformacion lineal
definida por Pv = w para todo v € V. Reciprocamente, el kernel de una transformacién

lineal P con imagen W y Pw = w para todo w € W es un complemento de W en V.

Teorema 2.6 (Teorema de Maschke). Sea p : G — GL(V) una representacion de un grupo
finito G sobre un espacio vectorial complejo de dimension finita V' y sea W un subespacio

p-invariante de V. Entonces existe un complemento p-invariante W' de W.

DEMOSTRACION. Sea P la proyeccién asociada con algtin complemento de W en V.

Definimos una transformacion lineal P’ mediante
P = é > o(9)Pp(g)".
ge@

Puesto que W es p-invariante y Pw = w para todo w € W, tenemos que P'w = w para
todo w € W. Ademds, W es la imagen de P’ pues W es la imagen de Py p(g) v p(g)~!
envian a W sobre W para todo g € G. Asi, P’ es una proyeccién sobre W que corresponde a
algun complemento W’ de W. Ahora, sea w’ € W’'. Es suficiente mostrar que P'p(g)w’ =0
para todo g € G para establecer que W’ es p-invariante (porque en este caso, como P’ es la
proyeccion asociada a W @ W' se tendria que p(g)w’ € W’). Para cada g € G tenemos

p(g)P'p(9)! = ﬁ > plgh)Pp(gh)™' = P'.
heG

Asf, P'p(g)w" = p(g)P'w" = p(g)0 = 0. O

El teorema de arriba establece que una representacion reducible se descompone en suma
directa de subrepresentaciones que actian sobre subespacios p-invariantes de V. Es decir,
sea W un subespacio p-invariante de V. Entonces, por el teorema de arriba, podemos en-
contrar un complemento p-invariante W' de W. Asi, p(g)v = p(w + w') = p(w) + p(w') =
p(9)|lww + p(g)|ww’ para todo v € V' y por tanto, p es simplemente la suma directa de dos
subrepresentaciones p|w y plw que actuan sobre W'y W' respectivamente. Esto lo indicamos

escribiendo p = plw @ plw.

Ejemplo 2.7. Consideremos G = {e, g, g*} el grupo ciclico de orden 3, V = C[G] y preg :
G — GL(V) la representacion regular. Consideremos a W como el subespacio de V' generado

por el vector e, + ¢4 +eg2 de V. W es un subespacio p,.,-invariante. Es suficiente ver que:

preg(h)(€c + €4+ ep2) = €. +e,+ €, paratodo h € G.
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Lo que vamos a hacer es hallar un complemento W’ de W p,.s-invariante; para ello, sea
U = C{g,g¢*}. Es sencillo verificar que U es un complemento de W (siv € UNW, v =
ci(ec+eg+eg) yv=coey+csepe de donde ¢ (e, + €4+ €,2) — (c2e4 + c3€,2) = 0 obteniendo
que ¢; = ¢y = c3 = 0, es decir, v = 0 y la dim(V') = dim(U) +dim(W)), es decir, V =W e U
(podemos usar cualquier otro complemento). Sea P : V — V la proyeccién asociada a
la descomposicion V. = W @ U, es decir, si v = pieec + pigeq + fi2€42 entonces P(v) =
fre(€e + €g + €42). Y definamos P’ como P’ = 37, . preg(h) Ppreg(h)~!. Lo que nos sugiere
la demostracién del teorema de Maschke es que el kernel de P’ es un complemento de W
preg-invariante. Pongamos a W’ = KerT y veamos cémo son los elementos de W’. Sea

U= fUe€e + tgeq + ftg2ep2 € W'

P'(v) = P’(,ueee + fgeq + f1g2€42)

= = Z Preg(N) P preg( (h) (e + HgCq + hg2€g2)

hEG
= % Z Preg(R)P(pe€n-1c + prgen-14 + pgzen-142)
heG
= ;(ﬂreg( )P (He€ee + fgCeg + [g2€eg2) + Preg(9) P (HeCg2e + fg€q2g + [g2€4242)
+0reg(9%) P(Heege + Hgegq + Hg2egg2))
= ;(/)reg( )P (pcee + pgeq + pg2eg2) + preg(9) Ppcegz + pgee + pg2eg)
+0reg(9°) P(peey + pgege + hgeee))
= Z(al€)pelec + € + €2)) + pregl) glec + €0 + )

+0reg(97) (g2 (ec + €4 + eg2)))

1

g(ﬂe(ee +eg+eg) + pglee + g+ eg2) + pig2(ec + €9+ €g2))
1

= g((,ue + f1g + pg2)(€c + €4 + €,2)) = Oe. + Oey + Oeye

de donde pie + pig + p2 =0,y asi, W' = {v = peec + pgeq + pg2€p2 : e + f1g + ptg2 = 0}.

Tomemos ahora una base para W', por ejemplo {e, — e.,e,2 — e.}. Para ver que W' es en

efecto p,eg-invariante, basta notar que:

Preg(€)(eg—€c) = €g—€e;  Preg(g)(eg—€e) = epr—€c—(eg—€c); Preg(gz)(eg_ee) = —(eg2—¢e)
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son elementos de W’ y que

/)reg(e>(€g2_ee) = €42 Ce; preg(g)(692_66> = —(eg—ee); preg(92)(692_€e) = eg_ee_(€g2_66>

también lo son. Ahora por tltimo, consideremos la base para V', {e.+e,+e€,2, e5—€c, €2 —ec },

la representacién matricial g,., de p,., en esa base, para cada g € G es:

110 O 110 0 110 0
0reg(€) =1 011 0 |;00e9(9) =1 0] =1 =1 |;00e5(¢®)=]0| 0 1
010 1 0] 1 0 0—-1 -1

3. Caracteres

Sea A : V — V una transformacién lineal con una matriz (a;;). Recordemos de Algebra

lineal que la traza de A es el escalar

TrA = Z Q4

el cual es independiente de la eleccién de la base de V' con respecto a la que la matriz (a;;)

es contruida.

Definicién 2.8. Sea p : G — GL(V) una representacién de G sobre V. El caracter x, :
G — C esta definido por

Xo(g) = Trp(g)

para todo g € G.

Lema 2.9. Sea x un caracter de una representacion p de grado d. Entonces,

a) x(1) =d

b) x(¢7") = x(9) para todo g € G
c) x(ghg™") = x(g) para todo g,h € G.

DEMOSTRACION. La demostracién de (@) y (@) se siguen directamente de la definicién
de representacién y las propiedades de la traza. Para (D)), sea ¢ € G, y observe que g € G
tiene orden finito, esto es, existe un entero positivo m tal que g™ = 1. Asi, p(g9)" = p(1) = 1,
donde I denota a la funcién identidad de V. Pero esto implica que los autovalores A de p(g)

satisfacen A™ = 1 (pues si A es un autovalor de una matriz A entonces A™ es un autovalor
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de A™ y como el autovalor de I = A™ es 1 con multiplicidad n, ya estd), asi los autovalores
A son raices m-ésimas de la unidad. En consecuencia, como la traza de una transformacion

lineal es la suma de sus autovalores, tenemos que

x(g) =Tep(g) =Y N=> N'=Trp(g) " =Tep(g™") = x(g7")

U

Recordemos que escribimos p = p; @ py si p : G — GL(V) es la suma directa de
subrepresentaciones p; : G — GL(V;) que actiian sobre subespacios V; de V tales que V =

Vi Vs

Teorema 2.10. Sean p; : G — GL(V1) y p1 : G — GL(V2) dos representaciones lineales de

G, sean x1 Yy X2 sus caracteres. Entonces, el caracter de py @ py €s X1+ X2-

dl d2

DEMOSTRACION. Sea By = {bg1 1, una base para V; y By = {b 2, una base para
V,. Asi, la unién By U B; es una base para la suma directa (externa) V' =V; @ V5. La traza
x(g) = Tr(p1 © p2)(g) relativa a By U By claramente es Trpy(g) + Trpa(g) = x1(9) + x2(9),

lo cual prueba el hecho porque la traza es independiente de la base. O

4. Lema de Schur y Relaciones de Ortogonalidad

Teorema 2.11 (Lema de Schur). Sean p; : G — GL(V;), i = 1,2, dos representaciones
irreducibles de Gy sea T una transformacion lineal de Vi en Va tal que ps(g9)T = Tpi(g)
para todo g € G. Entonces,

a) si p1 y pa son no-equivalentes, entonces T = 0.

b) si Vi = Vo y p1 = p2, entonces T = A para algin A € C.

DEMOSTRACION. Probaremos el contrareciproco de (@). Supongamos 7' # 0. Tomemos
Wy = KerT. Entonces, para w € Wj tenemos que Tpi(g)w = po(g)Tw = pa(g)0 = 0
para todo g € G. Asi, W, es pj-invariante. Como p; es irreducible, tenemos que W; = 0
6 Wj; = Vj. La tltima alternativa es imposible debido a que T" # 0. Ahora, tomemos
Wy = ImT. Entonces, para w = Tv € W5 tenemos que py(g)w = T'p1(g)v para todo g € G.

Asi, Wy es po-invariante y por consiguiente, Wo = V5, 6 Wy = 0. Lo tltimo es imposible
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debido a que T # 0. Ahora, como KerT = 0 y ImT = V5, se tiene que T es biyectiva y por
lo tanto, p; y p2 son equivalentes.

Para (D)), sea A un autovalor de T'. Tomemos 7" = T — M. Como A es un autovalor,
KerT" # 0(el autovector asociado a A esté en el kernel de T7"). Como poT" = T"py, la parte
(@) muestra que esto es posible sélo cuando 7" = 0, y en consecuencia tenemos que 7' = .

O

Corolario 2.12. Asumamos que py y pa son como arriba. Sea T" una transformacion lineal

de Vi en V, y tomemos

T = é > (9 Tpi(g) ™

geG
Entonces,

a) si p1 Y pa son no-equivalentes, entonces T' = 0.
b) si Vi = Vo y p1 = pa, entonces T" = A para A\ = (é)TrT, donde d es el grado de
P1-

DEMOSTRACION. Los célculos siguientes muestran que la igualdad pa(g9)T" = T'p1(g) se
satisface para todo g € G:

_ 1 _ _

p2(9)T'pr(9) ™" = il > pa(g)p2(W)Tpr(h) ' pa(g) ™"

heG

1 - ,
= @ > palgh)Tpi(gh) ™ =T
heG

Ahora, la parte (@) se sigue directamente de la parte (@) del lema de Schur. De igual
forma, la parte (b)) de lema de Schur implica que 77 = A para algin A € C. Nos resta
calcular \. Observe que

1
T = €] Z Tepi(9)Tpi(g) " =TeT

geG
y TrT" = TrAI = d)\. Resolviendo para A produce que \ = (é)Tr T.
O

Corolario 2.13. Asumamos que p1 y pa son como arriba. Fijemos bases arbitrarias para Vi
y Vo y denotemos por oV y o) las representaciones matriciales correspondientes de py y ps.

Entonces,
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a) si p1 Y pa son no-equivalentes, tenemos que

(2.2) > o (9)eP (g7 =0

geG

para todo i, j, T, S.

b) si Vi = Vo y p1 = pa, entonces

0is0;
9 -1y _ YisYr
( 3) |G| ZQ@] Qrs ) d )

geG

donde d es el grado de p; = ps.

DEMOSTRACION. Asumiendo la notacién del corolario previo, sean (t.) y (t.,) las ma-
trices de Ty T” relativas a las bases escogidas para V; y V5. Calculos sencillos nos muestran
que

-1
zs - |G| Zgza abes g )7

g,a,b

para todo i, s. La parte (@) del corolario anterior muestra que t;, = 0 para todas las matrices
(tap); en particular, esto se satisface para la matriz t,, = 40 (es decir, la matriz Ej, de
orden |Va| x |Vi| que tiene un 1 en la posicién jr y 0 en las demads), lo cual prueba la parte
(@). Similarmente, la parte (b)) del corolario anterior nos dice que t;; = 51'5(%) Za,b tapOap €11

el caso en que p; = pa y Vi = V. Tomando t,, = 94,05 nos queda

Z Q Qrs Z 5285a]5b7’ ab — déiséjr

gEG

Las relaciones (2.2)) y (2:3)) son conocidas como las relaciones de Schur.

Teorema 2.14.

a) St x es el caracter de una representacion irreducible, entonces (x,x) = 1.
b) Si x y X' son los caracteres de dos representaciones irreducibles no-equivalentes,

entonces (x,x’) = 0.
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DEMOSTRACION. Recordemos del Lema 29 que x(g7') = x(g). Asi,
06X = Z x(g Z Z 0ii(9)0;(g
QEG gEG

1 sipy p' son equivalentes;

0 otro caso,

donde la tltima igualdad se sigue de las relaciones de Schur (2.2)) y (2.3)).

Teorema 2.15. Sea p una representacion lineal de G sobre V' y sea p = p1&- - - B p, una de-
scomposicion de p en subrepresentaciones irreducibles. Entonces, para alguna representacion
irreducible p' de G sobre V', el producto interno (x,, X,) da el nimero de py, equivalentes a

P en la descomposicion escogida.

DEMOSTRACION. Recordemos que p = p; & - -+ @ p,, implica, por el teorema (ZI0) que

Xp = Xp1 + -+ Xp,- Como las pj son irreducibles, el hecho se sigue del teroema previo. [J

Corolario 2.16.

a) El nimero de py. equivalentes a p' no depende de la descomposicion escogida.
b) Dos representaciones con el mismo caracter, son equivalentes.
c) Suponga que p se descompone como ®}_;mypx, donde my, indica la multiplicidad de

la representacion irreducible py en p, y las pr son no equivalentes entre si. Entonces,
(2.4) (Xp» Xp) Z mj.

En particular, (x,, x,) = 1 si, y s6lo si, p es irreducible.

5. Nimero de Representaciones Irreducibles

Una funcién ¢ : G — C es llamada funcién de clases si ¢(ghg™') = ¢(h) para todo
g,h € G. Denotamos por c¢f(G) al espacio vectorial de todas las funciones de clases a valores

complejos definidas sobre G. Claramente, cf(G) es un subespacio de C[G].

Teorema 2.17. La dimension de cf(G) es igual al nimero de clases de conjugacion de G.
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DEMOSTRACION. Una funcién de clases debe ser constante sobre cada clase de conju-
gacién de G (debido a que si g y h estan en la misma clase de conjugacién, existe k € G tal
que h = kgk™' y si ¢ es de clase, ¢p(h) = ¢(kgk™) = ¢(g)); los valores sobre las clases de

conjugacion pueden ser escogidos arbitrariamente. O
Corolario 2.18. El numero de representaciones irreducibles no-equivalentes de G es finito.

DEMOSTRACION. El caracter de una representacién de G es una funcién de clases por
el Lema (Z9). Los caracteres de las representaciones irreducibles no-equivalentes de G for-
man, por el Teorema (2I4]) un conjunto ortonormal en c¢f(G). El cardinal de tal conjunto

estd acotado por la dimensién de c¢f(G), la cual es finita. O

Lema 2.19. Sea ¢ una funcion de clases sobre G y sea p : G — GL(V') una representacion
lineal de G. Definamos una transformacion lineal p(¢) de V en si mismo por

(2.5) pe) = d(9)p(g)-

geG
Entonces, si p es irreducible y tiene grado d, tenemos

o) =1%oz

donde I denota a la transformacion identidad de V.

DEMOSTRACION. Sea g € Gy observe que

p(9)p(@)p(g) ™ = d(h)p(ghg™) = é(g~ " hg)p(h)

hedG heG

)
debido a que ¢ es una funcién de clases. La parte (D) del Corolario (2.12)) implica que

5(6) = ﬁ S 9)p(@)plg™) = M

geG
para A = (1/d)Tr p(¢). Y como
Tep(o) = > d(9)Tro(g) = > d9)xa(9) = |GI{6,X,),
geG geqG

el hecho se sigue. O

Teorema 2.20. Los caracteres de las representaciones irreducibles de G forman una base
ortonormal para cf(G). [De donde, el nimero de representaciones irreducibles no-equivalentes

de G es igual al nimero de clases de conjugacion de G por el Teorema[2.17.]
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DEMOSTRACION. Por el Teorema [2.14] los caracteres X1, ..., X, de las representaciones
irreducibles no-equivalentes de G forman un sistema ortonormal en cf(G), asi, es suficiente
mostrar que su espacio generado es cf(G). Para esto, es suficiente mostrar que si (¢, Y,) =0
para todo k = 1,...,n entonces ¢ = 0. [Note que los y; forman una base ortonormal si, y
sélo si, y; también la forman.] Sea ¢ una funcién de clases que satisface (¢,x,) = 0 para
todo k = 1,...,n. Entonces, cualquier representacion p de G satisface que p(¢) = 0 porque
cada uno de sus constituyentes irreducibles py satisfacen que pi(¢) = (|G|/dk){p, X)L = 0
por Lema En particular, para la representacién regular izquierda p,., [Ejemplo 2.2]

tenemos, para todo g € G,

po)er = Z¢(9)Preg(9)el = Z ¢(9)6g =0,

geG geqG

lo cual implica que ¢ = 0. O

6. Unitariedad

Recordemos de dlgebra lineal que una transformacién lineal de un espacio producto inter-
no de dimension finita sobre los complejos V en si mismo es unitaria si preserva el producto
interno, esto es, para todo v,v" € V., (Tv,Tv") = (v,v'). Esto es equivalente a decir que T
es biyectiva y T—! = T*, donde T* es el operador adjunto definido por (Tv,v') = (v, T*v')
para todo v,v" € V. Recordemos ademads, que si (¢;;) es una matriz de 71" relativa a una base
ortonormal de V', entonces (%;;) es la matriz de T* relativa a esa base. En particular, si T" es

unitaria, entonces la inversa de (t;;) simplemente es su traspuesta conjugada compleja (%;;).

Teorema 2.21. Sea p : G — GL(V) una representacion lineal de G. Entonces, erxiste un
producto interno sobre V' relativo al cual la transformacion lineal p(g) es unitaria para cada

geQqG.

DEMOSTRACION. Sea (-, -) un producto interno sobre V. [Un producto interno siempre

existe ya que V tiene dimension finita.] Es sencillo verificar que

(v]o) =D (plg)v, p(g)v")

geG

es un producto interno de V' sobre el cual, cualquier p(g) es unitaria. O
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Sean py : G — GL(V}), k = 1,2 representaciones irreducibles no-equivalentes de G y sea

dy. el grado de py.

Corolario 2.22. Para k = 1,2, fijemos una base que sea ortonormal en un producto interno
relativo al cual py(g) es unitaria para cada g € G. Denotemos por o) la representacion

matricial de py relativa a esta base. Entonces,

52'7*5]'351%

2.6 koob) =
( ) <Q7,]’QT’S> dk

para todo 1 < k,t <21 <4, <dp,yl<rs<d;.
DEMOSTRACION. Por unitariedad, las entradas de las matrices o*)(g) satisfacen que
k), \— k
o ()™ =0\ (9)

paratodo g € Gy 1 <14, j <dg. Asi, (2.6) resulta de combinar las relaciones de Schur (2.2])
y ([2.3). (Esto es, en la parte de representaciones matriciales se vié que i = > 0i5(9)€g-

Utilizando esto, y la unitariedad tenemos que

(2 02) = Q05 (9)es, Y ol (h)er)

geG heG

= Z Q QTS <697 €h>

g,heG

k

S S yYe

9,heG wEG
— _1 - 5ir5j35kt
- Z QZ] er - T

gEG k
y esto lo prueba.) d

7. Descomposicién en Irreducibles de la Representacién Regular

Recordemos la representacion regular p,., de G sobre C[G] del Ejemplo 2.2

Teorema 2.23. El caracter X,y de la representacion p,.q estd dado por:

|G| sig=1

(2.7) Xreg(9) = _
0 sig#1.
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DEMOSTRACION. Para cada g € G la matriz de p,¢,(g) relativa a la base G es una matriz

de permutacion definida para todo hy, hy € G por

1 si hg = ghl y
Ohi,hy =
0 en otro caso.

Ahora, observe que Xreg(g) = Y5 0nn(9) v que opn(g) = 1si, ysélosi, g=hh™t=1. O

Denotemos por x1, . . ., X» & los caracteres de las representaciones irreducibles no-equivalentes
P1,- -, pn de G, y denotemos por dy,...,d, a los grados de las representaciones.
Corolario 2.24. Para todo k =1,...,n, tenemos que

<Xreg> Xk> = dk

DEMOSTRACION. Recordemos, del Lema 29 que x.(1) = di. Ahora,

1
<Xreg7Xk ZXreng |G|Xreg(1)Xk( ) | | |G‘dk
O
Asi, preq se descompone en la suma directa p,eqy = ®)_dipr-
Corolario 2.25. Los grados dj, satisfacen la relacion Y, _, di = |G].
DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.15] tenemos
‘G| = Xreg Z dek Z d
k=1
O
Corolario 2.26. Para k = 1,...,n, sea p* una de representacion matricial unitaria de py,.
Entonces, los vectores
(2.8) o eC[q), 1<k<n 1<ij<d

forman una base ortogonal para C[G].

DEMOSTRACION. La ortogonalidad dos a dos [y por tanto la independencia lineal] fue

demostrada en el Corolario 2.221 Los vectores generan C[G] por el corolario previo. O
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La base (2.8) incorpora una factorizaciéon conveniente de C[G] en subespacios pre,-
invariantes como se demostrara en el siguiente lema. Sean ¢,v¢ : G — C. El producto

convolucion de ¢ con v, ¢ * 1, estd definido por

= ¢(gh™

heG

para cada g € G. Un calculo directo muestra que la representaciéon regular izquierda pe, y

el producto convolucion se relacionan mediante

(2.9) Preg(9)P(h) = preg(g Z d(y)ey(h) = Z O(y)egy(h) = d(g™h) = (e * ¢)(h).

yeG yeG

Lema 2.27. Para k = 1,...,n, sea o™ una representacion matricial unitaria que co-
rresponde a py. Entonces, para todo g € G y 1 <1,j < d,

dy,
—_(k
(210) pT@g(g)Qz('j) = €g * QZ] Z Ql] :

DEMOSTRACION. Sean g, h € G. Mediante cdlculos directos, obtenemos.

(eg # B0 )(h) =D eg(hz™)3) (2) =B (97'h) = Zg 7)o

zeG

O

Asi, para todo k = 1,...,ny 1 < j < dg, los vectores {@(f)}lgigdk costituyen una base

para subespacios p.,-invariantes de dimensién dj en C[G].

8. Producto Directo de Grupos

Definicién 2.28. Sean X = (z;;) e Y matrices. Entonces, el producto tensorial de X e Y
es la matriz por bloques
1Y x12Y
XQY =| 29Y 290Y
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Definicién 2.29. Dados espacios vectoriales V' y W, el producto tensorial de V' y W es el

conjunto

VW= {Zcijvi@)wj:cij E(C,Ui - V,wj - W}
ij

sujeto a las relaciones

(c1v1 + cov2) @ w = ¢1(v1 @ W) + c2(v2 @ W)

VR (d1w1 + dgwg) = dl(’U &® ’LUl) + dg(v &® 'LUQ)

V®@W es también un espacio vectorial. De hecho, si B = {vy,...,v4} y C = {wy, ..., wy}
son bases para V' y W respectivamente, entonces {v; @ w; : 1 <i <d,1 < j < f} es una

base para V @ W.

Sean V7 y V5 espacios vectoriales de dimensién finita sobre los complejos. Denotamos por
V1 ® V4 el producto tensorial de V; y V,. Sean Gy G’ grupos finitos. Sea p : G — GL(V) una
representacion de G y sea p' : G' — GL(V”) una representacién de G’. Denotamos por G x G’
el producto directo de G y GG’. Definimos la representacién ptp’ : G x G — GL(V ® V') por

medio de
() (g9, 9") = plg) ® p'(9")

para todo (g,¢') € G x G'.

Teorema 2.30. Sean pq,...,pr las representaciones irreducibles no equivalentes de Gy
Pis -« Pl las representaciones irreducibles no equivalentes de G'. Entonces, pifp; : GxG' —
GL(V;®V;), donde 1 < i <k yl<j <Kk, esun conjunto completo de representaciones

irreducibles no equivalentes de G x G'.
DEMOSTRACION. Ya que

Xoizr, (9:9') = Tr pi(g) @ pj(9") = Tr pi(9)Tr p(9') = X (9)X, (9,

se tiene que
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1 _
<Xpiﬁp}a Xpntip§> = m Z Xpittp) (97 gl)Xpnﬁpf (gv g/)
9,9’

= (é > X6 ()X (g)) <ﬁ > %9 (g’)>
= (Xpi» Xpn) * <Xp}> Xp2> = 0in0ji-

Asi, las Xpstpl, SON 1O equivalentes e irreducibles dos a dos, por el Teorema 2.14]y el Corolario
216l Para establecer la completitud es suficiente (recordando el Corolario 2.25) mostrar
que la suma de los cuadrados de los grados de las representaciones es igual a |G x G'|. El

grado de p;fip} claramente es d;d;, donde d; es el grado de p; y d; es el grado de p. Luego,
2o (didy)? = (3, d7)(32; d7) = |GG = |G x G|. 0

En esta parte sélo nos interesaran las representaciones irreducibles de un grupo G, ya

que cualquier otra representacion sera una suma directa de representaciones irreducibles.

9. Representaciones de Grupos Ciclicos

Las representaciones irreducibles de un grupo abeliano son de grado 1. Pues si G es
un grupo abeliano y p : G — GL(V) es una representacion irreducible de G; para h € G

podemos tomar 7' = p(h) : V.— V y como para todo g € G se cumple que :

Toplg) = p(h)p(g)
= p(hg)
= plgh)
= plg)p(h)

= plg)oT

se tiene por el Lema de Schur que p(h) = A, I para algin A, € C. Sea ahora v #0 € V.

p(h)(v) = (Anl)(v)

= v € C{v}.

La irreducibilidad de p nos hace concluir que V' = C{v}.



10. REPRESENTACIONES DE GRUPOS ABELIANOS FINITOS 41

Consideremos C,, = {e, g, 9%, ..., 9"} el grupo ciclico de orden n. Recordemos que por el
Teorema [2.20] el niimero de representaciones irreducibles de C,, es igual al niimero de clases de
conjugacién. Las clases de conjugacién de C, son conjuntos unipuntuales, pues ¢'g"g~" = g™
si, y sblo si, m = n y asi, la clase de conjugacién de ¢" € C, es {¢g"}. Hay tantas clases
de conjugacion, y representaciones irreducibles, como elementos en C),. Haciendo un andlisis
parecido al del Ejemplo y teniendo en cuenta lo escrito arriba, llegamos a la conclusion

de que todas las representaciones irreducibles de C), son:

2kmi

pr(g)=en k=0,1,...,n—1,

donde 7 es la unidad imaginaria.

Recordemos que

3

1 )
(2.11) prom _ ) M m=0y
k=0 0 m §£ 0.

Notese que ademads, si xy es el caracter de py, es claro que xx(¢g™) = e%’;m, para todo

g™ € C, v se cumplen las relaciones de ortogonalidad, pues:

1 20—rymmi

xe(g™)xr(g™) = —e= 7 = O,

<Xk7 Xr> =

donde la ltima igualdad ocurre en virtud de (2.I1)).

10. Representaciones de Grupos Abelianos Finitos

En general, si G es un grupo abeliano finito y no trivial, G = Cy, x Cy, x - - - x C,, , donde
cada C,,7 = 1,...,k, es ciclico. En virtud del Teorema [2.30, si identificamos a h € G con

(g*,...,g%) € Cy x Cyy X -+ x Cy,, todas las representaciones de G estan dadas por:

2ty 2tpapmi

Prrty(R) = pr ot Bpy (9™, ., g™) =e o e @

donde 0 < a; < ¢q; — 1y las picon 1 <t; < gyl <j< k, son las representaciones

irreducibles de C,,.

Ejemplo 2.31. Consideremos por ejemplo Z;, el producto directo del grupo Z,, r-veces. Un

elemento = € Z! es visto como una r-tupla z = (z1,...,x,) de elementos de Z,.
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Nuevamente, por el Teorema [2.30] las representaciones irreducibles de grado 1 p, : Z] —

GL(V) que corresponde a x € Z! satisfacen
2(Zzzlzkyk)ﬁi
(2.12) pe(y)v=ce n v
para todos y € Z; y v € V. Dado que las representaciones tienen grado uno, el caracter x,

es “igual” a la representacién, es decir,

(2.13) aly) =e =

para todos x,y € Z,.

11. Grupo Diedral

El grupo diedral D,,, para cualquier entero positivo n, es el grupo de 2n elementos ge-
nerado por los elementos r y s, donde r tiene orden n, s tiene orden 2, y conjugar por s

transforma a r en 71

Geométricamente, podemos pensar a r como una rotacion en sentido antiorario, con
angulo de 27/n y a s como una reflexion, a través de una linea fija, que deja invariante a la

figura. Los distintos elementos de D,, son

-1 2 n—1
1,rore, .. r" s, 8, 8r%, ..., 8T

Esta vista geométrica nos sugiere inmediatamente la idea de una representacion real de
dimensién 2: haciendo actuar a r sobre R? a través de rotaciones en sentido antihorario con
angulos de 27/n y a s a través de reflexiones por el eje x.

En la base estandar de R? esas transformaciones lineales tienen las siguientes formas

matriciales:

cos2m/n  —sin2w/n 1 0
or(r)=| : or(s) =
sin27/n  cos2w/n 0 -1

Es interesente ver qué pasa cuando llevamos esto al plano complejo y tomamos esta

representacion sobre C2. Escogemos en C? la base dada por los autovectores de o(r):
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1 1
b = , y by=
—i i
Entonces
oc(r)br =nby y  oc(r)be =10 "bs,
donde n = /"y

oc(s)by =bs y oc(s)by = by.

Asi, las matrices de oc(r) y oc(s) en la base dada por by y by son

n 0 0 1
Y
0 nt 10
Cambiando nuestra perspectiva, de la base estandar a la base dada por by y by, obtenemos

una representacion de dimensién 2 p; sobre C? dada por

n 0 01
01(r) = ) 01(s) =
0 nt 10

En general, tenemos la representacién p,, especificada por

n 0 01
om(r) . om(s) =
0 np ™ 10
para cualquier m € Z; por supuesto, para evitar repeticion, podemos cosiderar m €

{1,2,...,n — 1}. El valor de g, sobre todos los elementos de D,, estd dado por

ety |7 D ey = | DT
0 gy w0
om es reducible si y s6lo si, existe un vector no nulo v € C? que sea invariante bajo g,,(r)
y 0m(s). Ser invariante por g,,(s) significa ser un miltiplo escalar de (1,1) € C. Pero C(1,1)
es también invariante por g,,(r) sélo cuando n™ = n~"".

Asi, p,, param € {1,2,...,n — 1} es irreducible si n # 2m y es reducible se n = 2m.
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No todas las g,, son inequivalentes debido a que o_,, = 0,,—n. Por esta razon, reduciremos
nuestra atencién a g, con 1 <m < n/2.

Hasta ahora hemos identificado n/2 — 1 representaciones irreducibles no equivalente si n
es par, y (n —1)/2 si n es impar.

Consideremos ahora una representacién unidimensional 6 de D,,. Primero, de 6(s)? vemos
que 6(s) = £1. Si aplicamos 6 a la relacién srs™' = r~!, obtenemos que 6(r) = 6(r)~!, de
donde 0(r) = £1. Pero de la relacién ™ = 1 se deduce entonces, que 6(r) puede ser —1 sélo

cuando n es par. Asi, tenemos las siguientes representaciones unidimensionales.
O 1(r)=1, 044(s)==1sinesimpar,d_,(r)==xl,60—,£(s) = *lsi n es par.

Esto nos da cuatro representaciones unidimensionales si n es par y dos si n es impar.

Asi, tenemos identificadas un total de 3 4+ n/2 representaciones irreducibles si n es par y
(n+3)/2 si n es impar.

Para concluir, determinaremos todas las clases de conjugacion de D,,.

Ya que srs™t =r~1 se sigue que

s(ris)s™t =r~ iy =" s,

Esto indica que la estructura de las clases de conjugacién son diferentes para cuando n
es par y cuando es impar. De hecho, note que conjugar r/s por r resulta en incrementar a j

por 2.

r(ris)r=t = pitlys = pit2s,

Si n es par, las clase de conjugacién son:

{0y, {r, 7" {2 2, L {r”/2_1, r”/2+1}, {r”/2}, {s,7%s,...,7" 28}, {rs,r3s, ... " ts}.

Note que hay 3 + n/2 clases de conjugacion, y esto es exactamente el ntimero de re-
presentaciones irreducibles no equivalentes para n par.

Si n es impar, las clase de conjugacién son:

{1}, {r, 7’”_1}, {T2> 7’”_2}3 cees {7’("_1)/2, T(n+1)/2}> {s,rs, s, ... ,7’"‘28, 7’"‘18}.
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Note que hay (n + 3)/2 clases de conjugacion, y esto es exactamente el niimero de rep-

resentaciones irreducibles no equivalentes para n impar.



Capitulo 3

Analisis de Fourier en Grupos Finitos.

Este capitulo lo empezamos viendo céomo el producto convolucién le da estructura de
anillo a C[G], luego veremos cémo ponemos en juego lo que ya sabemos de teorfa de repre-
sentaciones sobre grupos abelianos y grupos no abelianos con analisis armoénico para obtener
los ingredientes finales que nos habiliten para calcular el espectro de los grafos de Cayley.

Para mas detalles ver [4].

1. Producto Convolucion

Recuerde que dado un grupo G, denotamos por C[G] al conjunto de todas las funciones a
valores complejos definidas sobre G. Y denotamos por Z(C|G]) al subconjunto de funciones

de C[G] que son constantes sobre cada clase de conjugacion.

Definicién 3.1 (Convolucién). Sea G un grupo finito y a,b € C[G]. Entonces la convolucién

axb:G — C esta definida por

(3.1) axb(x) =Y a(zy " )b(y)

yeG

Observe que el producto convolucién satisface:

(3.2) egxen(r) = Y eglayen(y) = egn(),

yeG

para todo g, h € G.

Proposicién 3.2. El producto convolucion junto con la suma punto a punto, hacen de C|G|

un anillo con unidad, con e; como unidad del anillo.

DEMOSTRACION. Sélo mostraremos la propiedades mds relevantes.

46
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Sean a,b,c € C[G] y = € G entonces

ax(bte)(x) = Y alry )b+o)(y)

yeG

— Z alzy 1) (b(y) + c(y))

yeG

= > aley by) D_aley ely)

yeG yeG

= ax*xb(z)+axc(x).

Asi, el producto convolucién es distributivo respecto a la suma.

Note que si a,b € C[G], entonces

a= Za(g)eg, b= Z b(g)e,

geG geG

axb=Y a(g)blh)e,+e= > a(g)b(h)eg.

g,heG g9,heG

Si aplicamos el cambio de variables x = gh,y = h obtenemos

ax*xb= Z (Z a(xy_l)b(y)> ey = Z ax*b(x)e,

zeG \yeG zeG

lo que verifica la cerradura del producto convolucién.

Sea a € C[G], entonces

axe(z) = alry ei(y) = a(z)
yeG
la parte e; x a(x) = a(z) es similar, y en consecuencia e; es la unidad del anillo.

Para terminar, verificaremos que el producto satisface las leyes de asociatividad.

Sean a,b, c € C[G], entonces

(3-3) [(axb) (@) =) laxbl(zy e(y) =D Y aley™'27b(z)e(y).

yel@G yeG zeG

Si hacemos el cambio de variables u = 2y (y asf, y 127! = !, 2 = uy™!). El lado derecho

de ([B.3)) se transforma en
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Z Z a(zu bluy Ve(y) = Z a(zu™") Z b(uy™)e(y)

yeG ueG ueG yeG
= Y a(zu)[bx](u)
ueG

= [ax (bxc)(x).
U

Recordemos que el centro Z(R) de un anillo R consiste de todos aquellos elementos a € R

tales que ab = ba para todo b € R.

Proposicién 3.3. Las funciones de clases forman el centro de C|G|. Es decir, f : G — C

es una funcion de clases si, y sélo si, a* f = [ xa, para todo a € C[G].

DEMOSTRACION. Supongamos que f es una funcién de clases y sea a € C[G]. Entonces
axf(z)=> alzy ) fy)=> aley™")f(zyz™)
yeG yeG
la dltima igualdad es gracias a que f es una funcién de clases. Hacemos z = 2y~ ! y el lado
derecho de ([I]) se transforma en
Y a(x)fez™t) =D flazMa(z) = f*a(x)
2€G z€G
lo que pueba que a *x f = f *xa.
Para la otra direccién, Sea f en el centro de C[G].
Note que si g, h € G entonces

Flgh) = " flay ™ Men-1(y) = [ en1(g)

yeG

= e x flg) = en1(hy™")f(y) = f(hg)

yelG

de donde se deduce que

flghg™") = f(hg~'g) = f(h),

lo que completa la demostracion. O
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2. Grupos Abelianos Finitos.

Si G es un grupo abeliano finito, entonces C|G| = Z(C|[G]). Por tanto, C[G| es un
anillo conmutativo. El secreto para estudiar la estructura de anillo sobre C[G] estd en la

transformada de Fourier.

Definicién 3.4 (Grupo dual). Sea G un grupo abeliano finito y sea G el conjunto de todos

los caracteres irreducibles y : G — C*. Al conjunto G lo llamamos grupo dual de G.

Por supuesto, dado el nombre de grupo dual, deberiamos probar que G esun grupo, aun

cuando no usemos este hecho.

Proposicién 3.5. Sea G un grupo abeliano finito. Definimos un producto sobre G via la
multiplicacidn punto a punto, esto es, (x1 - x2)(9) = x1(9)x2(g). Entonces G es un grupo

abeliano de orden |G| con respecto a esta operacion binaria.

DEMOSTRACION. Primero observe que si x1, Y2 € G, entonces

X1 X2(0192) = xa1(g192)x2(9192) = x1(91)x1(92)x2(91) x2(92)
= x1(g91)x2(g1)x1(g92)x2(92) = (xax2)(91) (x1Xx2)(92)

y asi G es cerrado bajo este producto. Trivialmente, el producto es asociativo y conmutativo.
El inverso estd dado por x7'(g) = x(g). Asi, G es un grupo abeliano. También sabemos que

el numero de caracteres irreducibles de G es |G| y esto completa la demostracién. O

Ejemplo 3.6. Sea G = Z/nZ. Entonces G = {x0,--+,Xn-1}, donde

2mikm/n

xk([m]) = e

Se puede verificar facilmente que la funcién [k] — x es un isomorfismo de grupos entre G y

~

G.

-~

Ahora introduciremos un isomorfismo de espacios vectoriales C[G] — C[G] llamado trans-

formada de Fourier.

~

Definicién 3.7. Sea f : G — C en C[G]. La transformada de Fourier f : G — C

estd definida por

FO) = 1GIEX) =D Fla)x(g).

geG
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Los numeros complejos |G|(f, x) son los coeficientes de Fourier de f.

Ejemplo 3.8. Si y1, x2 € CAJ, entonces

_ |G| sixi = xe
X1(x2) = |G|{x1, x2) =
0  en otro caso,

por las relaciones de ortogonalidad y asi X1 = |G|e,,.

Teorema 3.9 (Inversién de Fourier). Si f € C[G], entonces

1 ~
[ = @Zf(X)X-

xEG

DEMOSTRACION. La demostracién es un célculo sencillo:

F=S"(f0x = é S IGIf ) = ﬁ S oo

x€G xeG xe@

U

Proposicién 3.10. La transformacién T : C[G] — C(G) dada por T f = [ es una transfor-

macion lineal invertible.
DEMOSTRACION. Sea |G| = n. Por definicién T'(cy f1 + cofa) = Clﬁgfg. Ahora.

Clmzﬁ()() = nlcifi +cafa, X)
= can(fi,x) +con(fz, x)

= af(x) +eafo(x)

~

Asi T es lineal. El Teorema B9 implica que 7" es inyectiva y como dim C|G| = n = dim C[G],
tenemos que 1" es sobreyectiva y por tanto invertible invertible.

U

Sea A un grupo abeliano. Hay dos maneras de convertir a C[A] en un anillo: una es
utilizando la convolucién; La otra es utilizar la multiplicacién punto a punto: (f - g)(z) =
f(x)g(x). Se puede observar que e; es la identidad para el producto convolucién y que la
funcién constantemente igual a 1 es la identidad para la multiplicacién. El siguiente teorema

muestra que la trasformada de Fourier da un isomorfismo entre esos dos anillos.
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Teorema 3.11. La transformada de Fourier satisface
fxg=1-9
En consecuencia, la trasformacion lineal T : C[G] — CRG)] dada por Tf = [ es un

isomorfismo de anillos entre (C[G], +, %) y (C[G], +, -).

DEMOSTRACION. Sabemos que por la Proposicién .10/ T es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Asi que para mostrar que es un isomorfismo de anillos es suficiente mostrar que

T(fxg)=Tf-Tg, es decir, f/ﬂ:] — F-G.Sean = |G|

frglx) = n{f*g,x)

yeG zeG

1

Haciendo el cambio de variable z = xy~" (a asi, x= zy). Obtenemos

Tx900 = > 9wy F)x(zy)

yeG zeG

como queriamos demostrar.

O

Ejemplo 3.12 (Funciones periddicas sobre Z). Sean f,g : Z — C con periodo n. Su con-

volucion estd definida por
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n—1
frgm)=>_f(n
k=0
La transformada de Fourier es
n—1
f(k)e—%rzmk/n'
k=0
El teorema de inversion dice que
1 n—1
7 2mimk/n
m - )
Fm) == 3" Fike

B
Il

0
La férmula de la multiplicacion dice que m = J? g. En la préctica es mas eficiente
calcular J? g v luego aplicar la férmula de inversién para obtener f * g que calcular f * g

directamente.

Nuestra meta en el préoximo capitulo sera describir los autovalores de el grafo de Cayley

de un grupo abeliano. Primero necesitamos un lema sobre la dlgebra de grupo C[G].

Lema 3.13. Sea G un grupo abeliano y f € C[G|. Definimos el operador convolucién A :

C[G] — C|G] por A(h) = fxh. Entonces A es lineal y x es un autovector de A con autovalor

(x) para todo x € G. En consecuencia A es un operador diagonalizable.

DEMOSTRACION. Sean g,h € C[G],c € Cy x € G entonces

Alcg+h)(z) = [fx*(cg+h)(x)
= > flay™)(eg +h)(y)

yeG
= 3 fay Y (eg(y) + h(y)
yeG
= CZ f(zy Hgly) + Z flzy™h(y)
yeG yeG
= c(f xg)(x) + [ h(z)

= cA(g) + A(h).

Lo que verifica la linealidad.
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Sea ahora n = |G| y supongamos que y € G. Observe que

—

frx=F-x=1F ne,

~

donde la ultima igualdad se obtuvo en virtud del Ejemplo 3.8l Claramente se tiene que

o~

f@n six=240

0 en otro caso,

(f-ne) ) =

para 6 € G y asi, ]? ne, = f(x)nex. Aplicando la inversa de la transformada de Fourier a
f/*\X = j?(x)nex y usando que X = ne,, obtenemos que f * x = f(x)x. En otras palabras,
Ax = f(x)x y por tanto, y es un autovector de A con autovalor ]?(X)

Ya que los elementos de G forman una base ortonormal de autovectores para A, se sigue

que A es diagonalizable. O

Este enfoque puede ser generalizado a grupos no abelianos, siempre que el conjunto
simétrico S sea cerrado bajo conjugaciéon. Antes de ver la generalizacion, veremos un poco

de anélisis de Fourier para grupos no abelianos.

3. Grupos no Abelianos Finitos.

Para un grupo no abeliano G, C|G| # Z(C|[G]), y C[G] es un anillo no conmutativo.
Por lo tanto, no podemos encontrar una transformada de Fourier que convierta el producto
convolucién en una multiplicacién punto a punto (debido a que la multiplicacién punto a
punto es conmutativa). En lugar de eso, trataremos de reemplazar la multiplicacién punto a

punto por la multiplicaciéon de matrices.

Definicién 3.14 (Transformada de Fourier). Sea G un grupo finito no abeliano, o™, ..., o*)
las representaciones irreducibles no equivalentes de G, di,...,ds los respectivos grados y

f € CJ[G]. Definimos la transformada de Fourier T : C[G] — My, (C) x --- x My (C)

mediante

Tf=(f(eM).....f(e™))
donde
(3.4) F@™)i =1GIf, o)y = Flg)al(

geG
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Note que (4] se puede escribir de manera mas compacta como

©) =" fla)e”

geG
y es de notar también que esta es una expresion muy parecida a la del Lemma .19

Teorema 3.15 (Inversién de Fourier). Sea f € C[G]. Entonces

‘G|def o) ”QZJ :

1,5,k

DEMOSTRACION. Calculamos utilizando la ortonormalidad de los \/dk%(f)

fo= ) U Vdke)) Vel ‘G|de|G\f@U )oif

',J k 1,9,k

== |G‘ def 2]@@)

1,5,k

como se queria. O

Proposicién 3.16. La transformacion T : C[G] — My, (C) x---x M4, (C) es un isomorfismo

de espacios vectoriales.

DEMOSTRACION. Para mostrar que 7' es lineal, es suficiente probar que

(afi+eh) @) = afie®) +afe®)

para 1 < k < s. Observe que

(Clﬁﬁz) (Q(k)) = Z(le1+c2f2)( )0y o

geG
= Z fi(g + C2 Z fa(g
geG geG

= 1 fi(o™) + cafal0™)

que era lo que se queria.

El teorema de inversion de Fourier implica que 7' es inyectiva. Y como

se sigue que T es un isomorfismo. U
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Teorema 3.17 (Wedderburn). La transformada de Fourier
T:C[G] = My (C) x --- x My, (C)
es un isomorfismo de anillos.

DEMOSTRACION. La Proposicién [3.16 establece que T es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Por tanto, para mostrar que es un isomorfismo de anillos, es suficiente probar
que T'(a xb) = Ta - Tb. Para ello, verificaremoos que a/;b(g(k)) = a(o™) -/l;(g(k)) para

1 < k < s. El célculo es analogo al caso abeliano:

axblo(k) = D (axb)(z)ol

zeG

= S0P S alayMbly)

zeG yelG

= S b)) > alay el

yeqG zeG

! (asi, * = zy) obtenemos

a/*\b(g(k)) = ZZ sz

Haciendo z = zy~

yeG zeG
_ b k) (k)
* Oy
yelG zeG
(k) k
= Y a(2)e" > b(y)ey”
zeG yelG

= a(e") - b(o")

y esto completa la demostracion. U



Capitulo 4

Espectros de Grafos de Cayley

El espectro de un grafo, como ya hemos dicho anteriormente, da mucha informacion
acerca de la estructura de éste. En este capitulo veremos como calcular el espectro de grafos de
Cayley de grupos abelianos y grupos no abelianos. Y por ultimo veremos algunas aplicaciones

combinatorias. Las referencias para este capitulo son [8], [7] y [11].

1. Grupos Abelianos

El Lema [B.I3] es el ingrediente clave para calcular los autovalores de la matriz de ad-
yacencia de un grafo de Cayley de un grupo abeliano finito. Sélo resta ver a la matriz de

adyacencia como un operador convolucion.

Teorema 4.1. Sea G = {g1,...,9,} un grupo abeliano, y S C G un conjunto simétrico.
Sean x1,...,Xn los caracteres irreducibles de G y sea A la matriz de adyacencia del grafo de

Cayley de G con respecto a S (usando el orden dado para los elementos de G ). Entonces:

(1) Los autovalores de la matriz de adyacencia A son los nimeros reales

Ai = Z Xi(s)

donde 1 <1 <mn;
(2) La base ortonormal correspondiente de autovectores estd dada por los vectores {vy, ..., v,}

donde
1

ﬁ()ﬁ(gl)a sy Xi

DEMOSTRACION. Sea G = {g1,...,0n} ¥ sea ds = Y s €, la funcién caracteristica (o

()"

Vi =

funcién indicadora) del conjunto S;

bs(2) 1 sixe S
slx) =
0 en otro caso.

56
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Sea F': C[G] — CJ[@] el operador convolucién

F(g) =ds*g.

El Lema implica que los caracteres irreducibles y; son autovectores de F'y que el
autovalor correspondiente es
0s(xi) = nlds, xa) = Y ds(a)xilx) = >_xils) = 3 xils) = A
zeS seS seS
donde la pentltima igualdad es obtenida tomando s = 2~! y usando que las representaciones
de grado uno son unitarias, y;(z71) = m, y que S es simétrico.

Se sigue que si B es la base {dg,,...,d,,} para C[G], entonces la matriz [F]p de F' con
respecto a esta base tiene autovalores Ay, ..., \, y autovectores vy, ..., v,. La ortonormalidad
de los v; es una consecuencia de la ortonormalidad de los x;; el escalar 1/ \/@ viene del
hecho que los dy, son ortonormales con respecto al producto interno (fi, f2) = |G|(f1, f2)-
Por lo tanto, s6lo resta demostrar que A = [Fg.

Para este fin, calculamos

F(0y,) =05 %0g, = 0,%0,, =Y by,

seS seS
por la Ecuacién Recordemos que ([F]p)q; es el coeficiente de g, en F'(d,,), entonces

concluimos que

1 sig; = sg; para algin s € S

0 en otro caso
1 sigg;'es
0 en otro caso

— Ay

como queriamos demostrar.

Finalmente, para verificar que ); es real, s6lo haremos notar que si s € S, entonces s~ ! = s

y en ese caso x;(s) = x;(s71) = xi(s) esreal, 0 s £ 571 € Sy x(s) + x(s71) = x(s) + x(s)

es real.

O

Particularizando esto ahora al caso de matrices circulantes, tenemos:
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Ejemplo 4.2. Sea A una matriz circulante de grado n, la cual es la matriz de adyacencia de
el grafo de Cayley de Z/nZ con respecto al conjunto simétrico S. Entonces los autovalores
de A son
Ap = Z o2mikm/n
[mles
donde k£ =0,...,n — 1 y una base correspondiente de autovectores normales esta dada por

Vg, . . - Up_1, donde

L(]_, 627rik2/n’ )

NG

Ejemplo 4.3. Si A es la matriz de adyacencia del grafo circulante del Ejemplo[1.34] entonces

Vi =

. 627rik(n—1)/n)T‘

los autovalores de A son Aq, ..., A\¢ donde
A = €T3 ommik/3 4 2mik/S o =2mk/S — 9 cos ke /3 + 2 cos 2k /3
para k=1,...,6.

2. Grupos no Abelianos

Proposicién 4.4. Sea G un grupo finito y sean o), ..., 0 un conjunto completo de repre-
sentaciones irreducibles no equivalentes de G. Sean x; y d; el caracter y el grado de o™ respec-

tivamente. Supongamos que a € Z(C[G]) y definamos un operador lineal A : C|G| — C[G]
(k)

por A(b) = axb. Entonces, para cada 1 < k < s, 0;;° es un autovector de A con autovalor

G
Ll_k‘<a'> Xk>

(k)

DEMOSTRACION. Queremos ver que A(ng)) = )\kgg?). Para ello debemos calcular a * g;;

Primero observe que del Corolario 2.22] se tiene que

k m k m |G|5zr555km
o (6)rs = GI(aly, o) = == 2=
de donde
— G :

9ij (Q(m)) =
0 en otro caso.

Y del Lema 2.19] tenemos que
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Ahora,

2
— | \

. s B —(a, xk) Eij  sik=m
ax ol (0") = a(e™) - o (o) =

0 en otro caso.

Y aplicando el teorema de inversién (Teorema [B.15) obtenemos

k m
o) = S N
G
= Z |d ‘<CL Xk>6"65]grs
7,8 k
|G|

— (k)
- dk <CL Xk>92]

como se queria demostrar, aqui A\, = %(a, Xk) O

Como los v/ dkapgf) forman una base ortonormal de autovectores para A, se sigue que A

es diagonalizable.

Proposicion 4.5. Sea S un conjunto simétrico que ademds es cerrado bajo conjugacion
(9Sg™ = S para todo g € G). Entonces los autovalores de la matriz de adyacencia A del
grafo de Cayley de G con respecto a S son Ay, ..., \s donde

ZXk

SES

y A\ tiene multiplicidad ds.

DEMOSTRACION. Consideremos, como en el caso abeliano, a la funcién dg (la funcién
indicadora del conjunto S). Esta es una funcién de clases debido a que S es cerrado bajo
conjugacién. Como antes, la matriz de adyacencia A es el operador definido por A(b) = dg*b.

Aplicando la proposicién anterior a este caso, se obtiene que los autovalores vienen dados

por

G

d—k<5s, = ‘G| 255 9xr(9) =D xi(s):

Ak =
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Ejemplo 4.6. Sean S5 = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)} el grupo simétrico sobre X =

{1,2,3} en notacién ciclica, y S = {(12),(13),(23)} = K(12). Donde K(;2) denota la clase

de conjugacién del elemento (1 2). Consideremos el grafo de Cayley C'(S3,S) dibujado abajo.
(1) (123) (132

(12) (13) (23)

Tomando en cuenta que los caracteres de S; coinciden con los caracteres de D3 y aplicando

la proposicién anterior, obtenemos que los autovalores de C'(Ss, S) son:

1 1
AL = 4 ZXl(S) = I|K(12)|X1((1 2))=3
seS

ho= 7 Yl = IKusla((12) = -3

seS

da= Y als) = 5lKuaba((12) =0

ses

Asi, el espectro de C'(S3,.5) es el multiconjunto {—3,0,0,0,0,3}.

3. Grafos de Cayley Coloreados

Sea GG un grupo finito y sea X (G, a) un grafo de Cayley coloreado. En esta secciéon vemos
la matriz de adyacencia (ag4,) de X como una transformacién lineal A : Clg] — C[G] definida
por

Aeh: E Ggh€y

geG

para todos g, h € G.
El siguiente teorema conecta el estudio de los grafos coloreados Cayley sobre G con la

teoria de representaciones de G.
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Teorema 4.7. Sea X(G,a) un grafo coloreado Cayley. Entonces, la matriz de adyacencia

A (cuando es vista como una tranformacion lineal de C[G] es si mismo) satisface

A= al9)preg9),

geG

donde pyeq €s la representacion reqular izquierda de G sobre C[G].

DEMOSTRACION. Sea ¢ : G — C y h € G. Tenemos que

Ap(h) =Y alhg™)(g) =Y a(g)dlg™"h) = > a(9)preg(9)d(h).

geG geqG geqG

Asi, la descomposicion de p,. 4 en subespacios ortogonales invariantes (lema 2.21) produce

inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 4.8. Sea X(G,a) un grafo coloreado Cayley, y sean pr : G — GL(Vy), k =
1,...,n, un conjunto completo de representaciones irreducibles no equivalentes de G. Sea dj,
el grado de py, y sea 0% una representacion matricial unitaria de py. Entonces, para todo

E=1,....nyl<14,75 <d,

di
(4.1) Aoy = al9)preg(9)oly) = <Z a(g)el;’ (g)) a; -

geG I=1 \geG

Corolario 4.9. Denotemos por &, al conjunto de autovalores de la transformacion lineal

pr(@). Entonces,

(1) el conjunto de autovalores de A es igual a U}_,&%; y

(2) si el autovalor A ocurre con multiplicidad mg () en prp(), entonces la multiplicidad

de X en A esy p_, dgmy(N).

. . k _(k
DEMOSTRACION. La ecuacién (4.1]) muestra que los vectores B](- ) = {pgj)}lgigdk generan

un subespacio A-invariante VVj(k) de C[G] de dimensién dj, [ver Lema 2.21]. Més ain, (4.1
muestra que A restricto a Wj(k) tiene (relativa a Bj(-k)) forma matricial

> a(9)e®(g),

geG
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la cual es la matriz de pp () relativa a la base usada para contruir la o*)(g). Ahora, ya que
C[G] = &}, EB;Z":'1 Wj(k), el polinomio caracteristico f(A) de A y los polinomios caracteristicos

gk(A) de prp(a),k =1,...,n, estdn relacionados por

F) =TT o™

Cuando « es una funcién de clase, podemos decir aiin méas gracias al Lema 2.19

Corolario 4.10. Sea o una funcion de clases. Entonces, cada vector en la base ortogonal
(k)

{@Z(-f)} de C[G] es un autovector de A. El autovalor asociado con 9" es
(G |
(4.2) Ne= (e Xe) = 73 alghlg).

geG

DEMOSTRACION. El Lema [2.19 da para una funcién de clases a que
k G|, _
Za(g)gl(i)(g) = ——(, Xy) i,
geG

y sustituyendo en (4.1]) se obtiene el resultado. O

Ejemplo 4.11 (Grafos de Hamming). El grafo de Hamming H (n, ) es el grafo de Cayley
X(Z,S), donde S es el conjunto de todos los elementos de Z!' con exactamente una coor-
denada no nula. En particular, el grafo de Hamming H (n, 2) es el hipercubo n-dimensional.
Ahora determinaremos los autovalores y autovectores de H(n,r). Ya que Z es abeliano,
toda sus clases de equivalencia son conjuntos unipuntuales. Esto implica que la funcién
caracteristica « del conjunto S es una funcién de clases, y podemos aplicar el Corolario .10
Los autovectores de la matriz de adyacencia A de H(n,r) son asi {0 },ezn, donde
)=, yen
es conjugada compleja de la representacion unidimensional asociada con x € Z'. El autovalor
correspondiente A, puede ser hallado usando (4.2)) y la férmula del caracter (2Z.13): La funcién

caracteristica de S es

) 1 si hay exactamente un ¢ tal que y; # 0; y
aly) =
0 otro caso.
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Asi, si denotamos por wy(z) el niimero de coordenadas no nulas en x, tenemos

n r—1 ) n r—1 )
ZTFIIijjZ 2‘rrcvjyjz
e = YoaWxa) =D Y e =-n+d> > e
YELY Jj=1y;=1 J=1y;=0

= —n+(n—wyx)r=r—-1)n—-rwy(x),

donde la pentltima igualdad se sigue de (2.11).
Por ejemplo, los autovectores ® junto con sus autovalores )\, paran = 3y r = 2 estdn

dados en la siguiente tabla:

y |000 001 010 011 100 101 110 111 | A
20901 1 1 1 1 1 1 113
g1 -1 1 -1 1 -1 1 -—-1]1
20901 1 -1 -1 1 1 -1 -1|1
211 -1 -1 1 1 -1 -1 1 |-1
1T 1 1 1 -1 -1 -1 —-1]1
1T -1 1 -1 -1 1 -1 1 |-1
91 1 -1 -1 -1 -1 1 1 |-1
o1 -1 -1 1 -1 1 1 —-1|-3

Ejemplo 4.12 (El grupo diedral). Ahora consideraremos el grupo diedral D,,,n > 3,y
el conjunto generador S = {r,r""! s}, el cual es simétrico, pero no una unién de clases de
conjugacion. Por simplicidad, consideraremos n impar. El espectro de la matriz de adyacencia
de C(D,,S) puede ser calculado usando el Corolario L9 Para las dos representaciones

unidimensionales
6)1’(‘97#-) = ]-7 92’(skrj) = (_1)ka

obtenemos

Para las restantes (n — 1)/2 representaciones 2-dimensionales, 1 <m < (n —1)/2,

L nm 0 N 0 n™
o™ (r7) = ] (s = | ,
0o n™ n™ 0

obtenemos
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) nm+n" 1 2 cos2mm/n 1
g(a) = =

1 n" 4™ 1 2 cos2mm/n
Los autovalores de la §(® son faciles de determinar
A m(A) n
A =3 1 1)
Ay =1 1 T
M =2cos2mm/n+1,1<m<(n-1)/2] 1,1 | (1, )T, (1,-1)T

T

(
(

los cuales son los autovalores de A por el Corolario 9l De ({]) obtenemos que el correspon-
diente conjunto de autovectores de A estd formado por las combinaciones lineales ) . Q@Ef),

donde ¢ = (¢;)” es un autovector de 9*)(a) correspondiente a .
Ejemplo 4.13 (El Grafo de los Desarreglos).

Definicién 4.14. Sea S, el grupo simétrico de las permutaciones de X = {1,2,...,n}, y
D, = {0 €8, :0(x) # z,Yr € X} los desarreglos de X, también conocido como el
conjunto de las permutaciones de S, libres de puntos fijos.(Note que D,, es simétrico, pues
el inverso de un desarreglo es un desarreglo, y no contiene a la identidad.) Lamaremos a
I, = (Sp, D,) el grafo de desarreglos de X.

I, = (Sn, D,) es conexo (n > 3). Esto es porque cada permutacién puede ser escrita como
producto de transposiciones adyacentes (k,k + 1), y estas, a su vez, pueden ser expresadas
como el producto de dos desarreglos (1,2,...,n)%y (n,n—1,...,1)%(k,k+ 1).(Paran = 3
no se cumple debido a que el producto (3,2,1)(k, k+ 1) no es un desarreglo para ningun k.)

Asi, para n > 3 los desarreglos generan S,,.

Definicién 4.15. Una particién de un entero positivo n es una sucesién A = (Ay,..., \,) de
enteros positivos tales que A\y > Ao > - > A\ v Z?:l A; = n. Escribimos A\ - n para indicar

que A es una particion de n.

Como es bién sabido, los caractere irreducibles y, de S, son indexados en las particiones
A F n. Asi como el tipo ciclico de una permutacion de S, es la particién cuyas partes son las

longitudes de esos ciclos, las clases de conjugacion también son indexadas por las particiones.
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La representacién estandar de S, correspondiente a la particiéon A = (n — 1,1) juega
un rol importante en el resultado. Es construida como sigue. Sea V' un espacio vectorial
producto interno de dimensién n con base ortonormal {ej,es,...,e,}. Entonses S, actia

sobre V' permutando cada vector
o(ei) = eq()

y extendiendo la accion linealmente. Esta representacion es conocida como la representacion
natural de S,. Es claro que 5, deja fijo al espacio unidimencional U generado por el vector
> i€, asi que U nos proporciona la representacién trivial de S,, (que es irreducible). El
complemento ortogonal W = U+ también nos proporciona una representacién irreducible de
dimensién n — 1, es decir, la representacién estandar, y tenemos entonces la descomposicion

en subespacios invariantes

V=UoW
Como los caracteres son aditivos sobre la suma directa, se sigue que
Xw = Xv — XU-
Xv (o) sélo cuenta el nimero de puntos fijos de o, asi
(4.3) xw (o) = #{ puntos fijos de o} — 1.

De (43) y el Corolario 410, el autovalor del grafo de desarreglo correspondiente a la

representacion estandar es

1 § : _|Dn|
= o) = .
mw xw (1) oeD, xwio) n—1

Ejemplo 4.16 (El Grafo del Sudoku). Para un entero n > 2 un n-Sudoku es un arreglo de
n xn bloques cuadrados conformados cada uno por n xn celdas. En la Figura[4.16] se muestra
el formato mas usado, que es cuando n = 3 .Cada celda debe ser llenada con un niimero
entre 1 y n?, de tal modo que cada bloque, fila o columna contenga todos los niimeros de 1 a
n?. Para un Sudoku como los que aparecen en los periédicos, algunas de las celdas ya estan
llenas(en la Figura se ven mas obscuras). El objetivo es llenar las celdas restantes con

las condiciones ya explicadas.
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W | | ©

~N | W | || O || DN ||~
DO | =W | N ||| O
= | O | 0 || M= O | © || | W | N
SN (N~ W[ ||© |~ | o
W | = O ||| N[N +&]0C |
Cloo|lh||N|=|olo || w
=N | W00 ||t ©
oo |lw||~=]|&~|oo

N || ||Co | o]

Ficura 4.1. Sudoku 3 x 3

El grafo del Sudoku Sud(n) tiene como vértices a las n? celdas de un n-Sudoku. Dos
vértices (celdas) son adyacentes, si estan en el mismo bloque, en la misma fila o en la misma
columna.

Mostraremos que Sud(n) = Cay(I', S) para un grupo abeliano I y un conjunto simétrico

Los vértices de Sud(n) los representaremos por elementos

x = (21,29, 03,14) €T =72 Z=1{0,1,...,n— 1}.

Para una celda dada, el primer par de coordenadas (z1, x2) indica el bloque de la celda.
El segundo par (x3,z4) describe la posicién de la celda dentro del bloque. De acuerdo a los

diferentes tipos de aristas en Sud(n) el conjunto S es particionado en tres subconjuntos,

S=S51US,USs

S1 = {(0,0,x3,24) : 3,24 € Ly, (x3,24) # (0,0)},
52 = {(0,1’2,0,1‘4) T X9,T4 € Zn,llfg 7& 0},

Ss = {(21,0,23,0) : 21,23 € Zy,, x1 # 0}
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Las aristas dentro de cada bloque son provistas por S;. Las aristas restantes, dentro

de una fila o una columna, son provistas por Sy y S3. Resulta claro que S es un conjunto

simétrico y que no contine a la identidad (el (0,0,0,0)). Asi, Sud(n) = Cay(T',5).

Los autovalores para este grafo vienen dados por

Mirkakshs = 3 Xkrkakska (8) = D Xkrhakska (8) £ D Xorkakska (5) £ 3 Xrkakska (5)

seS

Ahora,

Z Xkikzkska (8)

sES]

Z Xkikzkska (8)

SESa

s€S1 SESH sE€S3

§ €2k3x37r262k4x47m

(23,24)€ZZ\{(0,0)}
§ 62k3x37ri62k‘4x47ri -1

(w3 71‘4)62%

( § : 62k3x37ri> ( § : 62k3x37ri> -1
T3E7Ln T3ELn

n siky=0

0 siks#0 0 siky#0

n sik;=0

2 62k2x27rz€2k4m47r2

(w2,x4)EZ2 w2740

E 62k2x27ri ( § 62k4x47ri>

SCZEZn\{O} T4E€ELn
2 62k2x27ri o 1) < § €2k4x47ri)
L2ELn TAELn

n—1 siky,=0
-1 s1k:27é0 0 Slk‘47é0

n sik; =0




3. GRAFOS DE CAYLEY COLOREADOS 68

2 Xkrkahaka (8) — 2 62k1x17rz€2k3:(:37rz

s€S3 (w1,3)€Z2 ,x17#0
— Z 62k1x17ri ( Z e2k3x3m’>
x2€Zn\{0} T3ELn
— Z 62k11‘17ri _ 1) < Z 62k31‘37ri)
T2€Ln T3E€Lm
n—1 sik; =0 n siky3=0
-1 s1k:17é0 0 s1k:37é0

Y sélo pueden ocurrir los siguientes casos.

Caso 1, ky = ky = k3 = k4 = 0 (puede ocurrir de una sola manera). En este caso

Z Xk koksks (S) = 3n? —2n — 1.

ses
Caso 2, k1 A0y ko =ks=kys =00 ky # 0 yky = k3 = k4 = 0 (puede ocurrir de 2(n — 1)

maneras). En este caso

Z Xkikoksks (S) = on? —2n — 1.

seS
Caso 3, ks #0y ke = ks =00 kg # 0 yk; = ks = 0 (puede ocurrir de 2n(n—1) maneras).
En este caso

Z Xkikaksha (8) = 1" —n — 1.

ses
Caso 4, k3 # 0, ko 0y ky =00 ky #0, k1 # 0y k3 = 0 (puede ocurrir de 2n(n — 1)?

maneras). En este caso

Z Xkikoksks(5) = —n — 1.

seS

Caso 5, ky # 0, ko # 0y k3 = ky = 0 (puede ocurrir de (n — 1)? maneras). En este caso

Z Xkikakohs (5) = % —2n — 1.
ses
Caso 6, ks # 0y k4 # 0 (puede ocurrir de n?(n — 1) maneras). En este caso

ZXk1k2k3k4(S> = -1

ses
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Ejemplo 4.17 (Grafo Pandiagonal Cuadrado Latino). Un cuadrado Latino es una matriz
n X n con entradas en {1,...,n} tal que cada nimero 1,..., n aparece exactamente una vez
en cada fila y en cada columna. Para un cuadrado Latino pandiagonal deben cumplirse
dos condiciones adicionales. Cada nimero 1,...,n tiene que aparecer exactamente una vez
en la diagonal principal y en sus paralelas asi como en la diagonal secundaria y sus paralelas.
Hasta ahora, se ha probado que un cuadrado Latino pandiagonal n X n existe, si y sélo si

n = +1mod6. En la Figura [4.17 se muestra un cuadrado Latino pandiagonal 7 x 7.

W O NN
= Y [ = | W | Ot | | N
QLT | N | =] | =W
D= lw oo e
N (N | = || = | W | ot
= WO N =D
N | | = | W | ot

Ficura 4.2. Cuadrado Latino pandiagonal 7 x 7

Para n > 2 el grafo cuadrado Latino pandiagonal PLSG(n) tiene por conjunto de
vértices a las n? entradas de la matriz n x n y dos vértices son adyacentes si ellos estdn en la
misma fila, la misma columna, la misma paralela a la diagonal principal o la misma paralela
a la diagonal secundaria.

Los vértices de el PLSG(n) los identificaremos con los elementos de I' = Z2 . El conjunto
S podemos particionarlo en cuatro partes, S = S; U Sy U S3 U Sy, de acuerdo al tipo de
aristas en PLSG(n). Las aristas que relacionan a los elementos de la misma fila o la misma

columna estan provistas por los conjuntos

Sl = {(0,1’2) 1 Xy € Zn,l'g 7é O}, Sg = {(1’1,0) X € Zn,l'l 7& O}

Las aristas que relacionan elementos de la diagonal principal o alguna de sus paralelas son

proporcionadas por el conjunto Sz = {(x1,21) : x1 € Z,,x1 # 0}. Y las aristas restantes
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que relacionan elementos en la diagonal secundaria o en alguna de sus paralelaa, son pro-

porcionadas por el conjunto
n
Sy =A{(w1,—21) 1 01 € Zp, 21 # 0,01 # 5 baran par }.

Nuevamente, S es un subconjunto simétrico que no posee a la identidad y PLSG(n) =
Cay(T,95).
Los autovalores de este grafo vienen dados por:

En el caso en que n es impar

Meks = D Xkaks(8) = D Xk () + D Xbuka(8) + D Xkaho (8) + D Xk (5)-

seS s€ST s€Sy 8653 SESy

Ahora,

Z Xklkz(s) = Z 62k2x27ri/n

€851 x2€Zn\{0}

n—1

_ Z p2k2jmi/n

=1

n—1

_ Z p2k2imi/n _

§=0
n—1 siky,=0
—1 Slk‘g?éo

Z Xk1k2(8) = Z e2kizimi/n

s€S2 21€Zn\{0}

n—1

_ Ze2k1j7ri/n
j=1
n—1

_ Ze2k1j7ri/n -1
7=0

n—1 sik; =0

—1 s1k:17é0
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E ko (S) — § 62k1x17rz/n62k2:c17m/n

SES3 x1E€Zn\{0}

n—1

— Z 62(k1+k2)j7ri/’n

j=1
n—1
— Z 62(k1+k2)j7ri/n -1
7=0
n—1 si ]{31 = —]{72
-1 si k‘l 7é —k’g

S ml(s) = 3 it

SE54 xr1 eZn\{O}

n—1

_ § 62(k1—k2)j7ri/n
=1
n—1

_ Z 2ki—ka)jmi/n _ 4

7=0
n—1 si k’l = k‘g
-1 si ]{31 §£ ]{72.

Y sélo pueden ocurrir los siguientes casos. Caso 1, ky = ko = 0 (puede ocurrir de una

sola manera). En este caso

Z Xkikz (8) =4n —4

seS
Caso 2, ky = 0, k2 # 0 (puede ocurrir de n — 1 maneras). En este caso

Z Xkle(S) =n—4
ses
Caso 3, ko = 0, k1 # 0 (puede ocurrir de n — 1 maneras). En este caso
D Xaks(5) =1 —4
seS
Caso 4, k1 # 0,ky # 0y ky = —ks (puede ocurrir de n — 1 maneras). En este caso

Z Xkle(S) =n—4

seS
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Caso 5, k1 # 0,ko # 0y k1 = ko (puede ocurrir de n — 1 maneras). En este caso
Z Xk1k2(8) =n—4
seS
Caso 6, ky # 0,ky # 0y ki # +ky (puede ocurrir de n? — 4n + 3 maneras, que son las
restantes de las n? posibles). En este caso
Zxklkz (8) =—4
seS

asi, los autovalores son(con la multiplicidad entre corchetes)

4n —4[1],  n—4[d4n — 4] —4[n* — 4n + 3.
4. Aplicaciones Combinatorias

4.1. El n-ciclo. Considere el n-ciclo C(Z,,{—[1],[1]}) que lo denotaremos por C,,. Los
autovalores del n-ciclo tienen la forma

2km

>\k — 6—2k7ri/n + erﬂi/n _ 2COS(—>
n
Asi, si n es par
2 2cos(2E) 2cos(4E) ... 2cos(FEE2=Dy 9
Spec (Cy) = &) (%) ==
1 2 2 9 1
Y si n es impar
2 2cos () 2cos(4) ... 2cos (ZFU/2
Spec (C,,) = (%) (5) (=)
1 2 2 9

El estudio de grafos como en n-ciclo C),, y sus autovalores pueden llevarnos también a

identidades combinatorias interesantes.

Ejemplo 4.18. Consideremos Ny(k) como el nimero de caminos cerrados de longitud k en
C, que comienzan y terminan en 0.

Tomamos a 1 como pasos en sentido antihorario en C), y —1 como pasos en sentido
horario. Entonces, para que el camino comience en cero y termine en cero, deben haber

tantos 1’s como —1’s o en su defecto, la diferencia entre el ntimero total de pasos en sentido
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antihorario y el nimero total de pasos en sentido horario debe ser un multiplo de n. Es decir,
si hay r I's y k —r —1's entonces n | 2r — k.

Ahora, como hay (f) maneras de dar k pasos que tengan r 1’s y k —r —1’s, tenemos que
el numero total de caminos cerrados en C), que comienzan en cero y terminan en cero viene

dado por

No(k) = Y _ (f)

1<r<k
n|2r—k

El ntimero de caminos cerrados de longitud k en C),, que comienzan y terminan en un
vértice determinado, coincide con Ny(k). De donde el numero total de caminos cerrados de

longitud k en C), es

nNo(k) =1 3 (fj)

1<r<k
n|2r—k

Por otro lado, por la Proposicion [.20] tenemos que si A es la matriz de adyacencia de C,,
t AE es el d inos de longitud k i termi | vérti
entonces A7, es el numero de caminos de longitud k que comienzan y terminan en el vértice

v; (es decir, camino cerrado). Entronces Tr A¥ = nNy(k) y obtenemos la siguiente identidad

5 ()15 ()

J=0
n|2r—k

4.2. El n-cubo. Recordemos al n-cubo (o hipercubo) del Ejemplo [[.27] Este no es méas
que un caso particular del grafo de Hamming H(n,r) cuando r = 2 y S es el conjunto de
generadores estandar.

Los autovalores del n-cubo tienen la forma

n 1 )i
)\m:zjxgc(y):z:Z:e2+ —n=n—2wy(x).

yeSs Jj=1y;=0
Es decir, si wy(z) = m entonces el autovalor A, = n — 2m. Ahora, el autovalor n — 2m

ocurre (:1) veces.
Entonces, si A es la matriz de adyacencia del n cubo, el nimero de caminos cerrados de

longitud k en el n-cubo viene dado por



Bibliografia

Ambar N. Sengupta Representing Finite Groups. A semisimple Itroduction. Springer. 2012

Audrey Terras. Fourier Analysis on Finite Groups And Applications. London Mathematical society
Students Texts 43. 1999.

Bao Luong. Fourier Analysis on Finite Abelian Groups: Applied and Numerical Harmonic Analysis.
Birkhauser. 2009.

Benjamin Steinberg. Representation Theory of Finite Groups. An introductory Approach. Springer. 2012
Bruce E. Sagan. The Symetric Group Representations: Combinatorial Algorithms, and Symetric Func-
tions. Second Edition. Springer. 2000.

Cameron Franc. Cayley Graphs. http://www.math.mcgill.ca/goren/667.2010/Cameron.pdf.

Mike Krebs and Anthony Shaheen. Ezpander Families and Cayley Graphs. A beginner’s Guide. OX-
FORD University Press. 2011.

Petteri  Kaski.  FEigenvectors and  Spectra of Cayley  Graph. Accompanying manu-
script to the seminar presentation given in 7T-79.300 Postgraduate Course in The-
oretical Computer Science”, Helsinki University of Technology, Spring Term 2002.
http://www.tcs.hut.fi/Studies/T-79.300/2002S/esitelmat/kaski_paper_020506.pdf.

Richard A. Brualdi and Dragos Cvetkovié. Discrete Mathemathics and Its Applications: A Combinatorial
Approach to Matriz Theory and Its Applications. Taylor & Francis Group, 2009.

Ulrich Knauer. Algebraic Graph Theory: Morphisms, Monoids and Matrices. De Gruyter Studies in
Mathematics 41, Germany, April 2011.

Walter Klotz and Torsten Sander. Integral Cayley Graphs Over Abelian Groups. Technische Universit~at
Clausthal, Germany. Published: May 25, 2010.

74


http://www.math.mcgill.ca/goren/667.2010/Cameron.pdf
http://www.tcs.hut.fi/Studies/T-79.300/2002S/esitelmat/kaski_paper_020506.pdf

	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	1. Nociones y Resultados Básicos de la Teoría de Grafos
	2. Grafos de Cayley
	3. Nociones Básicas de Espacios con Producto Interno

	Capítulo 2. Representaciones de Grupos
	1. Representaciones Lineales y Matriciales
	2. Subrepresentaciones e Irreducibilidad
	3. Caracteres
	4. Lema de Schur y Relaciones de Ortogonalidad
	5. Número de Representaciones Irreducibles
	6. Unitariedad
	7. Descomposición en Irreducibles de la Representación Regular
	8. Producto Directo de Grupos
	9. Representaciones de Grupos Cíclicos
	10. Representaciones de Grupos Abelianos Finitos
	11. Grupo Diedral

	Capítulo 3. Análisis de Fourier en Grupos Finitos.
	1. Producto Convolución
	2. Grupos Abelianos Finitos.
	3. Grupos no Abelianos Finitos.

	Capítulo 4. Espectros de Grafos de Cayley
	1. Grupos Abelianos
	2. Grupos no Abelianos
	3. Grafos de Cayley Coloreados
	4. Aplicaciones Combinatorias

	Bibliografía

