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Resumen

Avalanchas de actividad en redes neuronales de Morris-Lecar

Johans Hoenicka

Dr. Juan Luis Cabrera, Tutor

Dr. Ernesto Medina, Tutor Administrativo

Universidad Central de Venezuela

En este trabajo de tesis se busca estudiar la aparicién de un comportamiento carac-
terizado por leyes de potencia en redes de neuronas que obedecen las ecuaciones de
Morris-Lecar [I8] y su relacion con la topologia de la red. Se introducen varias maneras
de cuantificar la actividad de la red, emulando el proceso de medicién experimental.
Identificamos que para un tipo especifico de topologia, el mundo pequeno econémico
[13], el sistema se ubica en un estado critico en el cual las distribuciones de tamafio
de avalancha y de tiempo de vida de avalancha obedecen leyes de potencias. En esta
situacion se observa una mayor aproximacion de la tasa de ramificacion o al valor
critico. Estos resultados sugieren que la topologia es un factor determinante para la

aparicion de condiciones de operatividad critica en la red neuronal.
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Tutor

Dr. Ernesto Medina
Tutor Administrativo
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Capitulo 1

Introducciéon

Desde el nacimiento de la electrofisiologia se ha visto como las ciencias biologicas se
sirven de los conocimientos fisicos y mateméticos para el estudio y comprension de los
procesos y funciones fisiologicas de los seres vivos. Una gran interrogante en neurologia
y neurociencias, ramas de la fisiologia, es desvelar como funciona el sistema nervioso
y que tipo de organizacion subyacente le permite llevar a cabo todos sus procesos;
especialmente en aquellas zonas de la corteza cerebral y circuitos talamocorticales
asociados en cuya activacion subyace la percepcion y cognicién humana. La respuesta
a este tipo de interrogante aportaria conocimiento sobre la relacion entre la topologia

y la funcionalidad de tales areas.

El sistema nervioso esta formado en su mayoria por neuronas, sélo en la corteza
cerebral de los humanos existen aproximadamente unas 10! neuronas entrelazadas por
10'® conexiones, formando de esta manera una red compleja dado el alto ntimero de
nodos y la naturaleza no trivial de sus conexiones. Sabemos que la actividad neuronal
se basa en procesos eléctricos productos del flujo i6nico a través de la membrana
celular de las neuronas asi como de la transmision de potenciales de una neurona a
otra. Por la naturaleza eléctrica de la actividad neuronal ha sido posible cuantificar
su actividad y la posterior formulacién de modelos mateméticos capaces de describir

el funcionamiento de las neuronas.
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El modelo matemético méas importante para describir la actividad neuronal de
manera confiable fue propuesto por el fisi6logo y biofisico Alan L. Hodgkin y el biofisico
Andrew F. Huxley en 1952 al estudiar la actividad eléctrica del axén gigante del
calamar atlantico (Loligo pealei) [10] a través de la técnica de pinzamiento de voltaje
(voltage clamp) [15]. Este trabajo los hizo merecedores del premio Nobel de Fisiologia
y Medicina en el ano de 1963. Su modelo ha sido la base de la mayoria de los usados

hasta la actualidad en el modelaje del sistema nervioso.

En el estudio del sistema nervioso la fisica y las mateméticas permiten desarrollar
un nuevo enfoque centrado en descubrir la estructura y dinamica de los conglomera-
dos neuronales a gran escala. Las neurociencias han dado inicio a este punto de vista
gracias a la inclusion de elementos de la Teoria de Redes. Dicha teoria explica e in-
vestiga las propiedades de objetos mateméticos llamados grafos. De esta manera se
modelan las neuronas y sus conexiones como una red en donde los vértices correspon-
den a neuronas y las sinapsis a enlaces. En trabajos recientes se han hecho anélisis
computacionales de pequenos conjuntos de datos de redes neuronales de monos [§]
y gatos [22], obteniendose resultados importantes que apuntan a entender la organi-
zacion fundamental subyacente en sus cortezas cerebrales. También se han realizado
analisis de conjuntos de datos de resonancia magnética funcional en cerebros humanos
evidenciando caracteristicas de mundo pequenio [6]. Por otra parte, existe evidencia
aportada por medidas experimentales invitro de actividad espontanea en tejido cor-
tical de gatos [4, 5] que sugieren que el cerebro podria operar en un regimen critico
caracterizado por leyes de potencia tal como lo describiria la Teoria de Criticalidad

Autoorganizada |7}, 25].

Motivado por estos trabajos resulta interesante analizar computacionalmente con-
glomerados neuronales que se comporten siguiendo una dindmica de neurona real y
con conectividad variable que incluya el caso de mundo pequeno con el fin de estudiar
la relacién existente entre la topologia neuronal y la dinamica global del sistema. En el

presente estudio se analiza una red de neuronas en forma de anillo las cuales obédecen
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la dinamica del modelo Morris-Lecar [18]. Estamos interesados en estudiar el efecto de
anadir enlaces de largo alcance prestando atencién a la actividad colectiva de la red y

la posible aparicién de criticalidad en el sistema.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera: en el capitulo 2] se explican con-
ceptos béasicos de la teoria de redes y se expone el concepto de mundo pequenio (Small
World) y eficiencia; en el capitulo [3[se presentan los conceptos biofisicos basicos como
también se introducen los modelos matematicos de la actividad neuronal: el modelo
de Hodgkin-Huxley y el modelo de Morris-Lecar, haciendo enfasis en la reduccion di-
mensional del modelo de Hodgkin-Huxley. En el capitulo se presentan el origen y
los fundamentos de la Teoria de la Criticalidad Auto-organizada como se habla de la
criticalidad en redes neuronales. En el capitulo [5] se exponen los fundamentos de la
simulacion de arreglos de agregados neuronales con dindmicas de Morris-Lecar y aspec-
tos practicos relacionados con la misma. A continuacion en el capitulo [f] se presentan
y analisan los resultados obtenidos. La tesis finaliza en el capitulo [7] presentando las

conclusiones mas relevantes del trabajo.
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Nociones en Teoria de Redes

Actualmente las redes son objeto de constante estudio y sus aplicaciones son varias
en diversas areas del conocimiento, las cuales abarcan campos distintos como las cien-
cias biologicas, fisica, matematica, sociologia y comunicaciones, entre otros; mostrando
asi su versatilidad para tratar con diversos problemas y su gran importancia. La teoria
de grafos o teorfa de redes por su parte se ha encargado de establecer los funda-
mento tebricos. En este capitulo recopilamos algunos de los fundamentos necesarios
para su comprension. Partiendo de la definicién de redes pasamos por especificar las
propiedades mas importantes que seran de utilidad en este trabajo, tales como camino
libre medio, coeficiente de clustering, y distribuciéon de grados los cuales brindan una

base 1til para la caracterizacion de las redes.

2.1. Redes

Nos referimos a la definicion para una red usada en [3]:

A grandes rasgos una red es cualquier sistema que admite un grafo como una rep-
resentacion matemdtica abstracta cuyos nodos identifican los elementos del sistema y
en el cual el conjunto de enlaces representan la presencia de una relacion o interaccion

entre esos elementos.



Capitulo 2: Nociones en Teoria de Redes

Las redes aparecen al aplicar la representacion de grafos a cualquier sistema que
pueda ser abstraido en dos importantes entidades, elementos e interrelaciones entre
dichos elementos. Entonces hablando en un sentido formal los términos red y grafo
no se refieren exactamente a la misma cosa, ya que el primero se genera a partir
de la abstracion del segundo. Pero dejando a un lado todo formalismo matemaético
ambos conceptos son equivalentes. Por lo tanto, de ahora en adelante usaremos ambos

conceptos como similares, sin prestar atenciéon a sus diferencias.

El concepto de red (o grafo) permite una representacion conceptual conveniente de
las relaciones complejas presentes en diversos sistemas y, gracias a su gran abstraccion,
puede ser aplicado a gran numero de problemas. Por ejemplo los sistemas sociales
pueden ser representados por grafos que describen varios grados de interacciéon entre
los individuos. La teoria de redes tiene su origen en la teoria de grafos, recogiendo
muchos de sus fundamentos, aunque la teoria de redes ha venido a desarrollarse de
manera independiente en la actualidad. Por tal motivo repasaremos algunos de los

aspectos basicos de la teoria de grafos.

2.2. Grafos

2.2.1. Origen histdrico:

En 1736 Leonard Euler se interes6 en un enigma matemético llamado el prob-
lema de los puentes de Konigsberg. La ciudad de Konigsberg fue construida en las
riveras y dos islas del rio del Pregel, en lo que era aquel entonces Prusia. Siete puentes
conectaban la ciudad (hay muchos mas puentes en la actualidad). Un problema de
aquel momento planteaba lo siguiente, ; Existe un nico camino que atraviese los siete
puentes solo una vez? Cuenta la leyenda que la gente de la ciudad gasto mucho tiempo
tratando de resolver el problema antes que Euler probara que era imposible la exis-

tencia de dicho camino. La prueba, que quizas se ve trivial para nosotros ahora, pero
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que aparentemente no era obvia en 1736, hace uso de un grafo. En dicho grafo habia
cuatro vértices representando las cuatro masas de tierras que constituian la ciudad y
siete puentes uniéndolos. Gracias a esto el problema de los puentes puede ser formula-
do en un lenguaje matemético con la pregunta sobre la existencia de cualquier camino
Euleriano en la red. Un camino Euleriano es precisamente un camino que recorre cada
vértice exactamente una sola vez. Euler probé que no lo habia, observando que, puesto
que cualquier camino debe entrar y dejar cada vértice, con la excepcion del primero y

el tltimo, no puede haber mas de dos vértices con un nimero impar de enlaces.

En el lenguaje de la teoria de grafos, decimos que no puede haber mas de dos
vértices con grados impar, todos los vértices en el grafo de Konigsberg tienen grados
impares, el problema de los puentes no tiene solucién. El problema de la existencia
de un camino Euleriano en redes, relacionado con los caminos Hamiltonianos (cada
camino visita cada vértice solo una vez), es todavia de gran interés para los matemati-
cos. Muchos consideran la prueba de Euler como el primer teorema en teoria de grafos,
la cual, en los tres siglos pasados, ha venido a ser el principal lenguaje matemético

para describir las propiedades de las redes [19].

2.2.2. Definicién

Un grafo no direccionado G es definido por un par de conjuntos G = (V, E),
donde V' es un conjunto de vértices o nodos, y F un conjunto de pares ordenados
que representan puentes o enlaces. En la figura observamos la representacion de
un grafo, y el par de conjuntos V' y E. El enlace (i, 7) une los vértices ¢ y j, se dice
entonces que estan adyacentes o conectados. Es comtn llamar a los vértices conectados
vecinos o vecinos cercanos. Al numero total de vértices en un grafo se denota con la

letra N y define el orden del grafo.
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Figura 2.1: Un grafo G, de orden N = 4. Conjunto de los vértices V = {ny, ng, n3, n4}
y el conjunto de los enlaces E = { {(ny,n2),(n2,n1)}, {(n1,ns),(ns,ni)},

{(n2,n3), (n3,m2)}, {(n4,n3), (n3,n4)} }.

Los modelos clasicos de redes suponen los enlaces entre nodos como aleatorios
(redes aleatorias) o completamente uniformes (redes periodicas). Cuando se genera
una red estableciendo la cantidad de enlaces aleatoriamente para cada nodo se obtiene
una red de Erdos-Rényis. Cuando los nodos de la red presentan la misma cantidad de

enlaces o grados, se dice que la red es uniforme o periddica.

2.2.3. Matriz de adyacencia

Es conveniente definir una red a través de la matriz de adyacencia X = {z;;} de
dimensiones N x N, sus elementos pueden tener dos valores posibles:
1 si(i,j)€FE

2y = , (2.1)
0 si(i,j)¢E

Otra caracteristica importante de las redes es la dispersion en sus enlaces. El

nimero total de enlaces en una red conectada (es decir, sin nodos desconectados) va
N . . ~ , , .

desde N —1 hasta (2) En una red no direccionada de tamano /V, el nimero maximo

de enlaces es (g) Si en una red estan presentes todos los enlaces, es decir, (N) se dice

2

que es una red completa.

. . . ! 4 .
L Coeficiente binomial: (];7) = m, cuenta el nimero de maneras de elegir 2 nodos en el

conjunto de N nodos.
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Hay varias maneras de determinar cuando una red es dispersa. Las redes que
consideraremos son redes con conexiones dispersas pero no tan dispersas como para
que el grafo este en riesgo de convertirse en uno desconectado. Para que la red no sea
dispersa, requerimos que N >> k >> In(N) >> 1, donde k es ;a conectividad o el

niamero de enlaces por nodos. k >> In(/N) garantiza que una red aleatoria sera coneza.

2.2.4. Redes direccionadas

Notemos que al definir una red agregamos el adjetivo de no direccionado. Esto se
refiere a una caracteristica de los enlaces presentes; las interrelaciones pueden darse
con una direccion preferencial o simplemente no tenerla. Una red direccionada, o di-
grafo, se define como un grafo en el cual los enlaces tienen direccion que generalmente
son representados por flechas. En este tipo de redes la presencia de un enlace entre el
nodo ¢ y el nodo j no necesariamente sugiere la presencia del enlace entre los nodos j

e . En la figura (2.2)) se ilustra la diferencia entre redes dirigidas y no dirigidas.

I
= o O
= o O
(= e

o o
o o
=

o e .

Figura 2.2: Red no-direccionada y su correspondiente matriz de adyacencia; observa-
mos como la existencia del enlace entre el nodo ¢ y el nodo j asegura la existencia del
enlace entre el nodo j y el 7. Red direccionada junto a su matriz de adyacencia, en
este caso se pierde la simetria en la matriz de adyacencia

<
<
]

La matriz de adyacencia solo presenta simetria en el caso de una red no direc-

cionada, en el caso de una red dirigida la matriz pierde su simetria.
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2.2.5. Subgrafos

Cuando se quiere determinar las caracteristicas de una red debemos hacer medi-
ciones a un nivel global tanto como local. Al considerar la red en su totalidad estamos
midiendo de una manera global. Pero también es necesario considerar pequenos sub-
conjuntos de la red, esto es, subconjuntos del conjunto de nodos y del conjunto de

enlaces.

Un grafo G' = (V', E') es un subgrafo del grafo G = (V, E) si todos los vértices en
V' pertenecen a V' y todos los enlaces en E’ pertenecen a E, esdecir E' C Ey V' C V.
El hallazgo de estructura a nivel local esta relacionado con el calculo del coeficiente
de agrupamiento que veremos méas adelante. El término estructura indica la topologia

en las conexiones de un grafo o subgrafo del mismo.

2.2.6. Caminos y conectividad

Un asunto de suma importancia en las redes es la posibilidad de ir de un vértice
a cualquier otro a través de las conexiones de la red. En una red conexa se puede ir

desde cualquier nodo presente en el subconjunto V' de la red a cualquier otro nodo.

Un camino P, ;, en unared G = (V, E) es una coleccion ordenada de n+1 vértices
V, = {io,%1,...,in} v n enlaces E, = {(io, 1), (i1,72), ..., (in—14,)} tal que i, € V' y
(la—1,1a) € E Va, se dice que este camino une los nodos iy e i, y la longitud de su
recorrido, en una red no pesada en la que todos los enlaces son similares, es n. El
niamero V;; de caminos de longitud n entre dos nodos ¢ y j estd dado por el elemento
ij de la potencia n-ésima de la matriz de adyacencia: N;; = (X");;. Un ciclo algunas

veces llamado un loop, es un camino en el cual el nodo de salida es el de llegada ig = ,.

El concepto de camino esta relacionado con la definiciéon de distancia a través de
los vértices, en una red no pesada la distancia medida entre dos vértices cualquiera

serd el nimero de vértices incluidos en el camino de conexién méas corto entre los
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nodos. A esta distancia se le denomina la longitud de camino mds corta. Entre los
nodos ¢ y j de una red no pesada y conexa, pueden existir varias posibilidades de
caminos que permitan ir desde uno de los nodos al siguiente. Sin embargo, debe existir
uno o varios caminos cuya longitud sea minima. En una red no conexa, cuando dos
vértices pertenezcan a componentes desconectados de una red se dice que su longitud
de camino mas corta serd oo. Para el caso de redes no direccionadas la longitud es una

medida simétrica, esto no ocurre en redes direccionadas.

Usaremos como convencién para la longitud del camino mas corto entre los nodos
iy j laletra d;; siguiendo la de [14, 13]. A la distancia entre nodos le asignaremos
entre todas las posibilidades la longitud del camino mas corto. Gracias a esto podemos

definir el didmetro y el tamano tipico del grafo. El didmetro se define como:

Z?]

Otra definicion de suma importancia es el promedio de las longitudes de los
caminos més cortos, definido como el promedio de los valores de d;; sobre todos los

pares de nodos posibles en la red

(d) = m izjdij : (2.3)

por definicion (d) < dg. Podemos mencionar algunos ejemplos de distancias en grafos;
en una red completa (d) = 1. En la mayoria de los grafos aleatorios, el promedio

de la longitud de camino mas corto crece logaritmicamente con el tamano N, como

(d) ~log N.

10
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2.2.7. Red pesada

Una red pesada es aquella en donde los enlaces entre cada par de nodos (i,7)
tienen un peso o distancia fisica /;;, usaremos la letra [;; para asignar el valor de peso
o distancia fisica entre los nodos i y j siguiendo la convencion usada por [14] y [13],
que representa la fortaleza o distancia de la interrelacion. En una red no pesada todos
los enlaces poseen un peso igual a la unidad. La informacién de los enlaces para redes
pesadas se encuentra contenida en la matriz de distancia fisica L = {l;;}. En al figura

(2.3 ilustramos este concepto.

01 1 1

1 0 3 1
=

1 3 0 2

1 1 2 0

01 1 0

1 01 0
X =

1 1 0 1

00 1 0

Figura 2.3: Red pesada y sus correspondientes matrices: adyacencia y de distancia
fisica. Observamos como la matriz de distancia fisica ofrece informaciéon importante
que no esta contenida en la matriz de adyacencia. La distancia fisica contiene los
niveles de interaccion en la red.

2.3. Medida de grados y centralidad

El grado k; de un nodo ¢ se define como el niimero de enlaces de la red incidentes
sobre el mismo. Esta definicion es bastante clara para grafos no direccionados. Sin
embargo, para el caso de grafos con direcciéon debemos definir el grado de entrada ks, ;
como el nimero de enlaces que entran al nodo ¢ y el grado de salida k,,;; como el

numero de enlaces que salen del nodo i. Entonces el grado de un nodo es la suma de

11
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las cantidades anteriores k; = kin ;i + kour ;- En términos de la matriz de adyacencia
Kini = Z Tjiy  Kouty = Z Lij - (2.4)
J J

La centralidad de un nodo es su importancia para la red. Se dice que un nodo
tiene mayor importancia que otros en una red de acuerdo a su significatividad en el
sostenimiento de los procesos llevados por la red. La medida del grado de un nodo tiene
interpretacion inmediata en la centralidad del mismo, ya que cuantifica cuan bien esta

un elemento conectado con los otros en el grafo.

2.4. Coeficiente de Agrupamiento (Clustering)

En las redes los vértices pueden ser caracterizados a través de la estructura de su
vecindario cercano. El concepto de agrupamiento, que de ahora en adelante llamaremos
clustering de un grafo, se refiere a la tendencia observada en muchas redes naturales
de formar agrupaciones en el vecindario de cualquier vértice dado. En este sentido,
clustering implica la propiedad de, si el vértice ¢ est&4 conectado al vértice 7, y al mismo
tiempo j esta conectado a [, entonces con una alta probabilidad ¢ estara conectado
también a [. En la figura calculamos el coeficiente de cluster para tres redes

distintas.

El clustering de un grafo no dirigido puede ser medido cuantitativamente a través
del coeficiente de clustering el cual mide la cohesion del grupo local [23]. Dado un
vértice 4, el clustering C'(i) de un nodo i se define como el cociente del nimero de
enlaces entre los vecinos de ¢ y el maximo ntimero de enlaces posibles. Si el grado del
nodo 7 es k; y si estos k; nodos conectados tienen e; enlaces entre ellos, se define el

coeficiente de agrupamiento por:

€;

Cl) = ki(k; —1)/2

(2.5)

12
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C=0 C=05 C=1

Figura 2.4: Medicion del coeficiente de clustering. En las redes sociales, esta medida
tiene un significado intuitivo; el coeficiente de clustering refleja cuales amigos de un
individuo son también amigos unos de otros, entonces mide el agrupamiento de un
circulo tipico de amigos. Calculamos el coeficiente de clustering para tres casos: en
el primero los vecinos del nodo azul no estan ligados por enlaces, el coeficiente de
clustering es minimo; en el segundo aparecen enlaces entre los vecinos del nodo azul;
en el tercer caso el coeficiente toma su maximo valor ya que estan presentes todos los
enlaces posibles entre los vecinos del nodo azul.

recalcamos que esta medida de clustering solo tiene sentido obviamente para k; > 1.
En el caso de k; < 1 C; = 0. Dada la definicion de e;, es facil comprobar que el nimero
de puentes a través de los vecinos de i pueden ser medidos en términos de la matriz

de adyacencia X como:

1
€; = 5 ;«Tijl'jll'li . (2-6)

El coeficiente de clustering promedio de un grafo est& simplemente dado por

€)=+ > (2.7)

Diferentes definiciones llevan a diferentes valores del coeficiente de clustering para
un grafo dado. Por lo tanto, la comparacion del coeficiente de clustering de varios grafos
debe usar la misma medida. En cualquier caso, ambas medidas estdn normalizadas y

delimitadas para estar entre 0 y 1.

13
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2.5. Caracterizacion estadistica de redes

La distribucion de grados P(k) de un grafo no direccionado es la probabilidad de
que cualquier nodo elegido aleatoriamente tenga un grado igual a k. Esta distribucion
se obtiene al construir el histograma normalizado de los grados de todos los nodos
presentes en la red. Esto s6lo tiene sentido para una red no direccionada, pero si
tenemos una red direccionada, debemos considerar dos distribuciones, la distribucién

de los enlaces de entrada P(k;,) y una de los enlaces de salida P(koy).

También se define el grado medio de una red no direccionada como la suma de
todos los valores de k; sobre todos los nodos de la red dividido entre el niimero total

de nodos
(k) = %Z ki=» kP(k)= % : (2.8)

donde F es el nimero de enlaces en la red. Para una red direccionada, el promedio de
los grados de entrada y los grados de salida obviamente deben ser iguales

(K)

<Kzn> = ZKmP(km) = <Kout> = Zkoutp(kout) = T . (29)

kout

Es posible definir el n-ésimo momento de la distribucion de grados

(k") =Y K"P(k) . (2.10)

k
Un grafo disperso tiene un promedio de grados que es mucho mas pequenio que el
tamano de la red, (k) < N. Las propiedades de la distribucion de grados son cruciales
para identificar diferentes clases de redes. Por ejemplo, una red aleatoria posee una

distribuciéon de Poisson

P(k) = , (2.11)

en donde z es el namero de enlaces promedios, z = > ;- kP(k). Una red uniforme
presenta asintoticamente esta distribucion si su nimero de enlaces tiende a infinito,

k — 0o, ademés el promedio de enlaces < k > debe mantenerse constante.

14
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2.6. Redes de Mundo Pequeno

Estudios recientes han encontrado que para describir redes de sistemas complejos
no basta con los modelos clasicos de redes, en su mayoria asumidos como completa-
mente regulares o aleatorios, ya que estos sistemas presentan interacciones altamente

heterogéneas.

En 1998 D. Watts y S. Strogatz exploraron modelos simples de redes ubicados
en el intermedio entre las redes periddicas y las aleatorias: redes regulares reenlazadas
a las cuales se introdujo desorden progresivamente. Encontraron que estos sistemas
presentan una alta agrupacion, como las redes regulares, y ain asi mostrar un valor
del menor camino promedio pequeno. Bautizaron estas redes como redes de mundo
pequeno, por analogia con el fenémeno de mundo pequeno, popularmente conocido
como seis grados de separacion, reportado por Stanley Milgram en 1967 [17]: el nimero
promedio de personas intermedias necesarias para ir de un individuo a cualquier otro
en la sociedad es cercano a seis personas. Con el modelo de Watts y Strogatz se tiene
una mejor descripcion del alto coeficiente de clustering y del pequeno valor medio de la
longitud de camino mas corto que presentan las redes sociales en las cuales se observo

el fenémeno por primera vez.

Para interpolar entre la regularidad y las redes aleatorias, Watts y Strogatz con-
sideraron el siguiente procedimiento de reenlazado (ver figura (2.5))). Comenzando con
una red en forma de anillo con n vértices y k enlaces por vértice, reconectaban cada en-
lace al azar con una probabilidad p. Esta construccion les permitié ubicar la red entre
la periodicidad (p = 0) y el desorden (p = 1), y por lo tanto probar la zona intermedia
0 < p < 1, de la que poco se sabia. Con el fin de cuantificar las propiedades de sus
redes, usaron la longitud media de camino méas corto L(p) y el coeficiente de clustering
C(p), como los definimos en las secciones (2.4)), (2.2.6). La longitud media de camino
maés corto mide la separacion tipica entre dos vértices en la red (una propiedad global),

mientras que el coeficiente de clustering C'(p) mide el agrupamiento de un vecindario

15
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Figura 2.5: Proceso de reenlazado para interpolar entre una red regular en forma
de anillo y una red aleatoria, sin alterar el ntimero de vértices o enlaces en la red.
Comienza con un anillo de n vértices, cada uno conectado a sus k vecinos (en este
caso n = 20 y k = 4). Se muestran tres realizaciones de este proceso, para diferente
valores de p. Para p = 0, el anillo original no se modifica; cuando p aumenta, el grafo
va incrementando su desorden hasta llegar a p = 1, todos los enlaces son reenlazados
aleatoriamente.

(una propiedad local). La red usada tenia varios vértices con conexiones dispersas,
pero no tan dispersas como para estar en peligro de ser no conexa. Se impuso para
cada red que n >> k >> In(n) >> 1, donde k >> In(n) garantizando una red conexa.
Encontraron que Lyeriodico ~ 1/2k >> 1y Cperiodico ~ 3/4 cuando p — 0, mientras
L ~ Laeatorio ~ In(n)/In(k) y C =~ Chieatorio ~ k/n << 1 cuando p — 1. Vemos que
la red regular en p = 0 estd altamente agrupada por el alto valor del coeficiente de
clustering y representa un mundo grande ya que L crece linealmente con n. Mientras
tanto la red aleatoria en p = 1 esta poco agrupada, representando un mundo pequeno
donde L crece solo logaritmicamente con n. Estos casos limites pueden llevarnos a
suponer que siempre C' grandes estan asociados con valores grandes de L y valores

pequenos de C' con valores de L también pequenos.

Por el contrario, la figura (2.6) muestra que hay un amplio intervalo en p en el
cual L(p) es casi tan pequenio como Lyjeqtorio auinque C(p) >> Cleatorio- Fistas redes de
mundo pequeno resultan de la caida en L(p) causada por la introduccion de unos pocos

enlaces de largo alcance. Esos enlaces de largo alcance conectan vértices que de otra
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manera estarian mucho mas alejados que Lgcqtorio- Para valores pequenos de p, cada
enlace de largo alcance tiene un alto efecto no-lineal en L, disminuyendo la distancia no
solo entre el par de vértices que conecta, sino también entre sus vecindarios inmediatos,
y entre vecindarios de vecindarios. Por el contrario, un enlace que es removido de un
vecindario agrupado para hacer un enlace de largo alcance, tiene un efecto lineal en
C'; por lo tanto C(p) permanece practicamente sin cambios para valores pequenos de

p aunque L(p) decrezca rapidamente.
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Figura 2.6: Coeficiente de clustering C(p) y longitud de camino méas corto promedio
L(p) para las redes recableadas aleatoriamente de la figura . Los datos mostrados
en la figura son promedios realizados en 20 realizaciones del proceso de recableado
aleatorio descrito en la figura (2.5), y fue normalizado con los valores de L(0) y C/(0)
de una red regular. Todas las redes tienen n = 1000 vértices y un grado de k£ = 10 por
vértice. Se usa una escala logaritmica en el eje horizontal para apreciar la rapida caida
en L(p), que corresponde con el rango correspondiente a mundo pequenio. Durante esta
caida, C'(p) se mantiene casi constante en su valor de la red periddica, indicando que
la transicion a mundo pequeno es casi indetectable a un nivel local.

Lo importante por recalcar aca es que a un nivel local (como se demuestra con
el valor de C(p)), la transicion al régimen de mundo pequenio es casi indetectable.
Para corroborar la veracidad de estos resultados, Watts y Strogatz probaron en difer-

entes tipos de redes periddicas inicialmente, como también distintos algoritmos para el

17



Capitulo 2: Nociones en Teoria de Redes

reenlazado aleatorio, y todos arrojaron resultados cualitativamente similares. El Gni-
co requisito fue que el enlace reenlazado debe conectar vértices que estarian de otra
manera méas alejados que Lgjeqrorio- LO explicacion anterior revela la importancia de
los enlaces de largo alcance. Esto sugiere que el fenémeno de mundo pequeno puede

ser muy comin en redes dispersas con muchos nodos

La distintiva combinacion de un alto coeficiente de agrupamiento con valores pe-
quenos de longitud de camino medio no pueden ser capturados por las aproximaciones

tradicionales tales como las basadas en redes regulares o en redes aleatorias.

2.6.1. Proceso de reenlazado aleatorio

Se parte de una red regular en forma de anillo de n nodos, cada uno conectado a
sus k vecinos por enlaces no direccionados. Un vértice inicial es elegido y el enlace que
lo conecta a su vecino mas cercano en el sentido de las agujas del reloj. Con una proba-
bilidad p, se reconectaba el enlace seleccionado a un vértice elegido uniformemente al
azar sobre la red completa, los enlaces duplicados no son permitidos; de otra manera se
deja el enlace en su lugar inicial. Se repite este procedimiento moviéndose en el sentido
de las agujas del reloj alrededor del anillo, considerando cada vértice hasta completar
una vuelta. A continuacion se consideraban los enlaces que conectan vértices a sus se-
gundos vecinos en el sentido de las agujas del reloj y se recablean aleatoriamente cada
uno de estos enlaces con probabilidad p, se continua este proceso, circulando alrededor
del anillo y recableando enlaces que conectan a vecinos mas lejanos en cada vuelta,

hasta que cada enlace de la red original ha sido considerado una vez.

2.7. Eficiencia de Redes pesadas

Las redes reales muestran gran grado de heterogeneidad en la capacidad e intensi-

dad de las interrelaciones entre sus nodos, por lo que no pueden describirse adecuada-
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mente si no cuantificamos de alguna manera esa propiedad de sus enlaces. Las redes
pesadas describen sistemas en los que existen distintos valores de interrelaciones. La
informacion topologica de las redes estd contenida en la matriz de adyacencia. Las
redes pesadas, por su parte, se describen a través de la matriz de adyacencia, tal como

se define en el caso no pesado, y la matriz de distancia fisica l;; [13], [T4].

El nimero /;; puede ser la distancia entre los vértices o la fortaleza de sus posibles
interacciones. Suponemos [;; conocido incluso si en el grafo no existe enlace entre los
nodos 7 y j. Por ejemplo, l;; puede ser la distancia geografica entre estaciones en un
sistema de transporte o el tiempo necesario para intercambiar paquetes de informacion
en la internet. En el caso particular de redes no pesadas [;; = 1 para todo ¢ # j. La
longitud de los caminos més cortos posibles en la red d;; es la suma més pequena de
las distancias fisicas a través de todos los posibles caminos en el grafo de ¢ a 5. La
matriz d;; se calcula usando la informacion contenida en la matriz de adyacencia a;; y
la de distancia fisica /;;. Tendremos que d;; > l;; para todo ¢ y j, la igualdad es valida

cuando hay un enlace entre ¢ j.

Surge un inconveniente en el planteamiento del coeficiente de clustering para re-
des pesadas, aunque ha sido planteado una manera de calcularlo. En esta investigacion
seguiremos el enfoque propuesto por Latora y Marchiori el cual caracteriza redes pe-
sadas por medio del calculo de la eficiencia [13] [14]. Latora y Marchiori introducen
el concepto de eficiencia en redes, el cual puede ser entendido viendo la red como
un sistema en el cual sus nodos envian informacién a través de los demés nodos, por
medio de sus enlaces. Entonces la eficiencia ¢;; en la comunicacién entre los vertices ¢
y j puede ser definida por ser inversamente proporcional a la longitud de camino més
corto entre los nodos ¢ y j

Cuando no hay camino en el grafo entre los nodos ¢ y j, d;; = +00 y consistente-
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mente €;; = 0. La eficiencia promedio de un grafo G puede ser definida como

DigiecCi 1 1
E(G) = N(?Vfl) = NF T Z_;G%. (2.13)

Para normalizar E se considera el caso ideal G4 en el cual el grafo G tiene
todos los N(N — 1)/2 enlaces posibles. La informacion se propaga en la forma maés

eficiente posible cuando d;; = [;; para todo 4, j, y £ toma su valor maximo E(Gigea) =

1

o] > e li En el formalismo de Latora y Marchiori, se define el comportamiento
ij

de mundo pequeno usando la medida de E' y analizando su comportamiento global y

local en vez de las variables L y C.

La cantidad definida en (2.13) puede ser evaluada en el grafo completo G para
caracterizar la eficiencia global de G. La llamamos por lo tanto Eg

E(G)

E(Gideal) ’ (214)

Eglob =

la eficiencia global juega un rol similar al inverso de la longitud de caminos medio

caracteristico més corto L.

Por otro lado la misma medida, la eficiencia, puede ser evaluada para cualquier
subgrafo de GG, y por lo tanto puede ser usada para caracterizar las propiedades locales
del grafo. Se puede caracterizar las propiedades locales de G evaluando para cada
vértice ¢ la eficiencia de G, el subgrafo de los vecinos de 7. Definimos la eficiencia local

como

1 E(G))
Eioe = — — 2.1
loc N ; E(G%deal) ) ( 5)

para cada vértice i, el factor de normalizacion E(Gi) es la eficiencia del caso ideal
Gideal on el cual el grafo G tiene todos los posibles k;(k; — 1)/2 enlaces. Ej,. es un
promedio de las eficiencias locales y juega un papel similar al coeficiente de clustering
C. La definicion de mundo pequeno puede ser generalizada en términos del flujo de
informacion, redes de mundo pequeno tienen alta Egyp, y Eioe, €s decir, son muy efi-

cientes en la comunicacion global y local. Esta definicion es valida para redes pesadas

20



Capitulo 2: Nociones en Teoria de Redes

08

06

Figura 2.7: Eficiencia global y local para las redes de la figura . Una red regular
de N = 1000 y k& = 20 es recableada con probabilidad p. El comportamiento de mundo
pequeno resulta del incremento de Eg,, causada por introducir de unos pocos enlaces
reenlazados (enlaces de largo alcance), lo cual por otro lado no afecta Ejyeq. Mundo
pequeno tiene alta Eyopar ¥ Flocal-

y no pesadas, y puede también ser aplicada a grafos disconexos y/o no dispersos. El

calculo de la eficiencia para la red de Watts y Strogatz se muestra en la figura (2.7)).
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Capitulo 3

Biofisica de la neurona

Las unidades funcionales del sistema nervioso son las neuronas. Todas las célu-
las, incluyendo las neuronas, estan delimitadas por una membrana lipidica que actta
como una barrera de permeabilidad selectiva. Las membranas biol6gicas estan consti-
tuidas fundamentalmente por lipidos y proteinas; los primeros actiian como aislantes
y las segundas como canales selectivos de iones especificos que pueden cambiar su

permeabilidad de acuerdo a la diferencia de voltaje entre el interior y exterior celular.

Las funciones que desempenia el cerebro se deben en gran parte al transporte i6nico
a través de la membrana debido a los canales dependientes del voltaje, de los canales no
regulados por voltaje y de las bombas i6nicas. Gracias a estos procesos fisiologicos las
neuronas son entidades excitables que responden a los distintos estimulos que reciben
de las deméas neuronas; emitiendo impulsos a través de sus axones a un gran nimero
de neuronas o a tejidos nerviosos. Estos impulsos eléctricos son llamados potenciales
de accién y s6lo son generados cuando es superado un umbral de voltaje en la neurona.

Luego de emitir estos potenciales las neuronas vuelven a su estado de equilibrio.

El sistema nervioso desempena un gran papel desde movimientos musculares has-
ta funciones fisiologicas mucho méas complejas y es la actividad de las neuronas la
que permite que se realicen. Por tal motivo veremos algunos principios basicos del

funcionamiento de las neuronas.
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3.1. Membrana neuronal

3.1.1. Canales, bombas i6nicas y potencial de reposo

Las neuronas poseen bombas iénicas impulsadas por ATP (Adenosin trifosfato),
que transportan iones contra sus gradientes de concentraciéon, ademés la membrana
plasmatica contiene canales proteicos que les permite a los principales iones celulares
(Na*, KT, Ca®*" o Ci™) pasar a través de ellos a favor de sus gradientes de con-
centracion. La membrana es el organulo que hace posible mantener una composicion
ionica del medio intracelular completamente distinta a la del medio extracelular. Esta
diferente composicion se mantiene por los transportadores y por los canales id6nicos de
la membrana cuya actividad es capaz de modificar el flujo de iones a través de ella

tanto a corto como a largo plazo.

La permeabilidad diferente de la membrana a los diversos iones hace que las
células se polaricen eléctricamente o, en otras palabras, que exista normalmente un
potencial de membrana. Este potencial de membrana relativamente estable contrasta
con los cambios repentinos que ocurren en las células excitables durante su actividad y
por ello se le denomina de reposo, atin cuando la célula invierte energia en mantenerlo.
Los gradientes i6nicos de concentracion generados por las bombas y los movimientos
selectivos de iones a través de los canales constituyen el mecanismo principal por el cual
se genera una diferencia en el voltaje, o potencial eléctrico, a través de la membrana
plasmética. La magnitud de este potencial eléctrico suele ser de 70 mV’, con el interior

de la célula siempre negativo con respecto al exterior.

Consideremos primero una situacion idealizada, en la que tenemos en una celda
KClI, que se ioniza en K+ y Cl~, separemos ahora la celda en dos compartimientos
por medio de una membrana permeable a ambos iones. Como los iones se encuentran
en equilibrio, la membrana permeable no juega ningin papel en esta situacion, y por

supuesto la diferencia de potencial que mediriamos entre los dos compartimientos seria
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cero (los compartimientos se denominaran en adelante i que representa al interior celu-
lar y e al exterior). Supongamos ahora que a uno de ellos (al i por ejemplo) anadimos
una sal de potasio, KA, en donde A~ es un anién impermeable. La concentracion de
K™ en ese compartimiento sera entonces mayor y habra un movimiento neto de K+ de
¢ a e debido a la diferencia de concentraciones, como A~ es impermeable, el movimi-
ento de KT estard acompanado necesariamente del inico anién permeable, el C1™, ya
que de otra manera no se preservaria la neutralidad eléctrica de las soluciones dentro
de cada compartimiento. Pero al moverse el Cl™ de i a e, cambiaré la concentracion de
este anion en cada compartimiento (recordemos que inicialmente ambas eran iguales),
y asi:

[CI]s < [C17 e (3.1)

Los movimientos de K™ y Cl~ no continuaran permanentemente sino que eventual-
mente se detendran, pero scual es la condicion de equilibrio? Para calcularla conside-
remos primero el caso del C1~. Dado [C1™]; < [Cl7]., la condicion de equilibrio para
este i6n se alcanza cuando se establezca una diferencia de voltaje entre los dos com-
partimientos que contrarreste el efecto de la mayor concentracion del C'l™ en e, esto
es, el potencial en ¢ debe ser negativo con respecto a e y puede calcularse mediante la

ecuacion de Nernst que a continuaciéon expondremos.

3.1.2. Potencial de Nernst

De la mecéanica estadistica se sabe que la probabilidad de que una molécula tome
un estado de energia es proporcional al factor de Boltzman p(F) = e’%, donde £ es
la constante de Boltzman y T' la temperatura. Ahora consideremos iones positivos con
carga ¢ en un campo eléctrico estatico. Su energia en la posicion x es, F(z) = qu(x)
donde u(x) es el potencial en z. La probabilidad de encontrar un ién alrededor de

. _qu(@) . .
x es por tanto proporcional a e~ #7 . Como el nimero de iones es grande, podemos

interpretar la probabilidad como una densidad de iones. Para iones con carga positiva,

la densidad de iones es por tanto grande en regiones con bajo potencial u. Ahora
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llamamos n(z) a la densidad de iones en el punto z. La relacion de densidad en los

nz) e(‘qu(%)k}qu(xQ)) 52

n(zz)

puntos x; y To es:

La diferencia en el potencial Au = u(x;) — u(zy) trae como consecuencia una
diferencia en la densidad i6nica. Debido a que lo anterior se supone sobre un estado
de equilibrio, lo inverso también debe cumplirse. Una diferencia en la densidad i6nica
genera una diferencia Au en el potencial eléctrico. Considerando dos regiones con
concentraciones n; y ns , se tiene:

Ve = "L, (ﬁ) (3.3)
q n

Vx es llamado el potencial de Nernst para la especie i6nica X.

3.2. Modelo béasico de la membrana neuronal

3.2.1. Capacidad y resistencia de la membrana

La membrana plasméatica esta compuesta de una bicapa molecular de lipidos en
la cual estan insertadas proteinas de membrana que cumplen funciones importantes de
transporte a través de la membrana. La bicapa de lipidos actia como un aislante que
separa dos medios conductores: el exterior del axén y el axoplasma. Esta geometria
constituye en si un conductor eléctrico en que las placas conductoras son los dos medios
ionicos y el dieléctrico es la bicapa. La capacidad ¢ de un condensador aumenta con
el area de las placas conductoras y disminuye con la separaciéon entre las placas de
acuerdo a la relaciéon

(3.4)

C=¢€

en que A es el area de membrana, d es la separacion entre las placas o el grueso

de la membrana y € es la constante dieléctrica. En el caso de la membrana es mas
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conveniente definir los términos eléctricos de manera que sean independientes del area
involucrada. De esta forma la capacidad especifica, C,,, se define como la capacidad

por unidad de area de membrana o ¢/A, por lo tanto

Crn = (3.5)

€
d
Debido a que d es solamente 2,5 nm, la capacidad especifica de la membrana es muy
alta, (~ 1uF/cm?). Como un condensador, la membrana es capaz de separar carga
eléctrica, lo que se logra por una diferencia entre cationes y aniones entre los dos lados
de la membrana; esta separaciéon de carga a su vez va acompanada de una diferencia
de potencial. En un condensador la diferencia de potencial V' esta relacionada con la

carga separada () por la relacion

Q=0V (3.6)

en que C' es la capacidad del condensador. Es importante notar que a través de la
capacidad de la membrana una pequena cantidad de carga produce una diferencia de

potencial importante.

R'IYL

Cm

V7YL —_

Figura 3.1: Representacion minima de la membrana neuronal. Solo se refiere a un
pequeno elemento de membrana de dimensiones muy pequenas, para satisfacer condi-
ciones de isopotencialidad.

Los iones pueden penetrar por vias especializadas constituyendo asi una conduc-
tancia eléctrica y por lo tanto una resistencia especifica de membrana R,,. En el modelo

eléctrico de la membrana se incorpora el potencial de reposo E,,, como una bateria en
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serie con la resistencia de membrana. Estos elementos constituyen una representacion

minima de la membrana.

3.3. Modelo Hodgkin-Huxley

El modelo propuesto en la seccién es una aproximacion lineal de la membrana
neuronal; este modelo describe de manera eficiente la respuesta pasiva de la membrana.
La dificultad se encuentra al tratar de reproducir la generacion del potencial de accion
y su propagacion a través del axon. La inclusion de nolinealidades en el estudio de la
membrana neuronal nos permite entender como es posible que un impulso o potencial
eléctrico se genere y pueda desplazarse a través del axéon de una neurona presinaptica

a otra neurona postsinaptica.

En esta seccién nos avocaremos a introducir el modelo de Hodgkin-Huxley, para
luego entender el modelo de Morris-Lecar que estudiaremos en la seccion el cual

sera usado durante esta tesis.

3.3.1. Antecedentes histéricos

Uno de los primeros modelos de excitabilidad neuronal fue introducido por el
fisidlogo francés Louise Lapicque en 1907 al estudiar la excitabilidad de nervios de ranas
por estimulacion eléctrica [12]. En ese tiempo se conocia que la membrana actuaba
como un capacitor y, para estudiar la excitacion de la membrana bajo estimulacion
eléctrica, Lapicque us6 el concepto de circuito equivalente. El circuito equivalente fué

usado para comparar lo que sus experimentos fisiologicos revelaban.

El descubrimiento del axén gigante de calamar por Young en 1936 [24] y el de-
sarrollo de la técnica de pinzamiento de voltaje por George Marmont en la década
de los 40’s [15] fueron dos pasos importantes en el desarrollo de la electrofisiologia.

En 1952 Alan Hodgkin y Andrew Huxley proponen un modelo matemaético para la
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excitabilidad y conduccion en la membrana [10]. Desde entonces, muchos modelos han
sido desarrollados. Uno de esos modelos de especial interés para este trabajo serd el

introducido por Cathy Morris y Harold Lecar en 1981 [I§].

3.3.2. El formalismo de Hodgkin-Huxley

Alan Hodgkin y Andrew Huxley usando el axén gigante del calamar Loligo pealei,
encontraron varias corrientes iénicas que pasan a través de la membrana. En su modelo
propuesto consideraron tres tipos de corrientes, corriente de sodio (Na™) de potasio
(K™) y una corriente de menor magnitud debida a la presencia de iones (C1™) y otros
iones, llamada corriente de fuga (leakage current). Cada una de estas corrientes tenia
asociada una conductancia la cuales se tomaron como dependientes del tiempo. Sus
experimentos los llevaron a plantear que gy, y gx son funciones del tiempo y del
potencial de membrana, pero que En,, Fx, E;, C,, v g pueden ser tomados como

constantes.

Cm

VNa_—— Vk __ Vi ——

Figura 3.2: Circuito eléctrico representando la membrana. El capacitor representa las
propiedades dieléctricas de la membrana. Las tres resistencias variables representan las
conductancias de sodio, potasio y de fuga con sus diferentes fuerzas electromotrices.
Rno = 1/gna; Rk = 1/gK; Ry = 1/g;. Ry, v Rk varian con el tiempo y el potencial
de membrana; los otros componentes son constantes.

Ellos redefinieron la representacion del circuito equivalente, tratada en la seccién
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y la propuesta por Lapicque [12], de la membrana neuronal al incluir las tres
corrientes i6nicas encontradas en sus resultados experimentales de acuerdo a la figura
(3.2). A partir de la figura se puede deducir la expresion de la corriente a través de la

membrana

I(t) = qf——+§:@ (3.7)

donde I(t) es cada una de las corrientes i6nicas
ka = Ina(t) + I (t) + L)(2) (3.8)

donde I; es la corriente de fuga, asociada al i6n cloro y otras especies i6nicas. Las
corrientes ionicas fueron consideradas independientes entre si, de esta manera podemos

escribir la ley de Ohm para cada una de ellas

[Na = gNa(V(t)vt) [V(t) - VNa] (39)
Ix = g (V(t),t) [V(t) — Vk] (3.10)
Li=g(V(t),t)[V(t) = V] (3.11)

donde g, (V' (t),t) es la conductancia asociada con cada especie iénica. Hodgkin y Hux-
ley propusieron dindmicas distintas para cada uno de las corrientes ionicas, ellos no
conocian los canales i6nicos. Proponen que la conductancia g; sea independiente del
voltaje y del tiempo, las otras dos conductancias si se consideraron dependientes del

voltaje y del tiempo.

3.3.3. Conductancias i6nicas

Ya que las conductancias son dependientes tanto del voltaje como del tiempo,
era necesario controlar el voltaje de la membrana cosa que fue posible solo con el uso
de la técnica de pinzamiento de voltaje (voltage clamp). Con esta técnica es posible

controlar el voltaje de la membrana por medio del uso de electrodos intracelulares y
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de esta manera medir las corrientes i6nicas en funcién del voltaje, para luego a través

de la ley de Ohm determinar la conductancia de la membrana.

Pero al medir la corriente producida por un voltaje especifico no se sabe con
exactitud a que especie idnica se debe tal corriente. Con el fin de determinar que
iones son los responsables uno podria anadir agentes quimicos que interfieran con los

movimientos transmembrana de tipos especificos de iones.

Squid 8.5°C
— -9 mV
'I
= |
Em I
1
|
T T T 65 mV
e 3
]
-~
2
']
-]
E 2
u 0
5 ¥
: ¥
g 10 M
= 1 1 1 j
8 10

Time after start of test pulse (ms)

Figura 3.3: Un aumento en la conductancia del potasio asociada con una despolar-
izacion de la membrana de 25mV’; luego una caida de la conductancia del potasio
asociada con la repolarizacion al potencial de reposo. Circulos son los puntos experi-
mentales obtenidos por Hodgkin y Huxley.

Entonces podemos retirar el sodio o bloquearlo para que no exista movimiento
alguno de este i6n, y aplicamos un voltaje constante por medio de la técnica de voltage
clamp, entonces la corriente se vera alterada. De la medicion de la corriente se puede
tener la conductancia de potasio gx dependiente del tiempo para un voltaje especifico.
Tambien podemos proceder de manera similar para conocer la conductancia de sodio
gna- Los resultados obtenidos por Hodgkin y Huxley para estas conductancias las

mostramos en las siguientes figuras (3.3)).
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Haciendo uso de esta técnica y del modelo de corrientes dependientes para cada
especie i6nica, Hodgkin y Huxley concluyeron que, cuando la membrana celular se
despolariza por encima de un cierto umbral, aparece una corriente entrante o negativa
producida por el movimiento del sodio, seguido de un comportamiento mas lento y
sostenido de una corriente en direccién opuesta, causada por la salida de potasio. La
entrada de sodio despolariza la célula. Dicha entrada es transitoria y es continuada
por un aumento en la salida de iones potasio que repolariza la celula. Con tal eviden-
cia experimental Hodgkin y Huxley elaboraron un modelo fenomenologico para cada

conductancia.

3.3.3.1. Conductancia del potasio gx

Para obtener una funcién que aumentara de forma sigmoidal y decrecierd de
forma exponencial de manera similar al observado en los resultados experimentales
de la figura, Hodgkin y Huxley dedujeron que era apropiado escribir gx como una
potencia de una variable nueva n, tal que n satisfaciera una ecuaciéon diferencial de

primer orden. Asi mismo propusieron la expresion para relacionar gx v n
=n'g 3.12
gk =N 9K (3.12)

en donde gx es una constante que representa la taza maxima de activacion del potasio.

Propusieron que la variable n satisface la siguiente ecuacion

dn
T(V)— =ne(V) — 1 (3.13)
dt
Aqui, v = V — Vg, es la diferencia de potencial de la membrana y el valor de equilibrio
para el i6n potasio, mientras que 7(v) y ns(v) son funciones a determinar a partir de
datos experimentales. Tal expresion con frecuencia se escribe como una ecuaciéon de
creacion y destruccion
dn

-5 = an(l—n)— B.n (3.14)
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en donde a, (V) y 5,(v) estan relacionados con n.. (V) y 7. (V) a través de las relaciones

. an(”)
Neo (V) = o)+ ) (3.15)
1
=)= ) A (310

En la ecuacion (3.14) n(t) es adimensional y varia entre [0, 1]. Esta variable se puede ver
como una probabilidad que representa la proporciéon de potasio dentro de la membrana.
Por lo tanto la cantidad 1 — n(t) representa la proporcion de potasio fuera de la
membrana. Las nuevas variables a,, v 3, dependen del voltaje y determinan la tasa
de transferencia de afuera hacia adentro de la membrana y viceversa. En particular,
a valores elevados del potencial aplicado, la funcion n(t) aumenta monotonicamente
hasta alcanzar un valor de reposo, activando la corriente del potasio. Debido a que
el potencial de Nenst se encuentra por debajo del potencial alcanzado en reposo, la
corriente de potasio es una corriente saliente q valores mayores que el del reposo. La
funcion n(t) recibe el nombre de funcion de activacion del potasio. Resulta interesante
considerar en detalle como la formulacion de g, conduce al incremento sigmoidal y
al decaimiento exponencial requeridos. Para ello, supongamos que al tiempo ¢t = 0,
la variable auxiliar ¥ aumenta desde 0 hasta alcanzar el valor de 1 y, a partir de
entonces, se mantiene constante, también que la condicion inicial es n(0) = 0. Para
resolver la ecuacion se adopta el cambio de variable Z(t) = n.(V) — n(t), en

donde =) — ¢, Integrando la ecuacién resultante mediante separacion de variables

dt
Zoazy 1 [t
/Z(O)(t) Z(t) Too(V)/o i (3.17)

se obtiene
Z(t) e
S e ) 3.18
devolviendo ahora el cambio de variable y tomando en cuenta que en t', v = vy
obtenemos
n(t) = neo(10) [1 —e TootW)} (3.19)
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Resolviendo la ecuacion (3.14)) resulta

n(t) = neo(14) [1 — efm] (3.20)

Esta solucién es una curva creciente con una pendiente monotoénicamente decre-
ciente que se aproxima a su valor maximo n. (). Al elevar n a la cuarta potencia
obtenemos una curva sigmoidal creciente tal como lo requieren los resultados experi-
mentales. Potencias ain mayores producen curvas con una pendiente méxima mayor
en el punto de inflexion. Para obtener una disminucién brusca, digamos desde vy hasta

0, partimos (3.14)) y seguimos el mismo procedimiento utilizado para hallar la ecuacion

(3.20) obteniendo

ot
n(t) = neo(vp)e ™0 (3.21)
mm
08}
06+ Axdn
g L v |5
o 17
04+ o 18
L o 20
a 21
02+
L
i 1 |

0 i 1 i 1 L L L 1 1 i 1 1 J
-110-100-90 -80-70 -60 -50-40 -30-20-10 0 10 20 30 40 50 60
¥(mV)

Figura 3.4: Valores asintoticos de n(t) obtenidos experimentalmente para diferentes
muestras. La curva representa el ajuste de los datos. Dicho ajuste no posee significado
fisiologico alguno pero aporta una descripcion continua de 7.

Atun falta por describir como Hodgkin y Huxley determinaron las funciones n.,
V Too @ partir de los datos experimentales. Para cualquier incremento del potencial
en forma de escaléon la constante de tiempo 7., y el valor final de n, denominado
N fueron determinados ajustando (3.20) a los datos experimentales. Mediante este

procedimiento uno puede hallar ambos, n., v 7. para diversos valores de v, es decir,
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para los valores utilizados en el experimento. En la figura (3.4) se muestra el ajuste

experimental de ng.

3.3.3.2. Conductancia del sodio Na

Cuando Hodgkin y Huxley caracterizaron la conductancia del sodio, notaron que
para un mismo incremento de voltaje AV, la conductancia gy, primero aumentaba
y luego disminuia, por lo que se requeria un modelo mas complejo que el obtenido
para gi. Este comportamiento sugeria la presencia de dos procesos diferentes, uno
que activaba la corriente de sodio y otro que la apagaba. Por tal razén definieron una
constante m para la activacion del sodio y una constante h para la activacion del sodio,
cada una de las cuales esta gobernada por una ecuacion diferencial de primer orden.

En particular se propuso que gy, poseia la siguiente forma
gna(v) = m*hgna (3.22)

en donde gy, representa la tasa maxima de apertura para el sodio. Ademas se ajustod

el comportamiento temporal de las variables m y h a exponenciales con dinamicas

dadas por
A B
1.0 10.0
E h
205 3 5.0 |
< — e / Ny
) L PS
so m Mot |
0 e . 0.0 Laasezz= :
-100.0 -50.0 0.0 50.0 100.0 -100.0 -50.0 0.0 50.0 100.0
u (mV) u (mV)

Figura 3.5: (A) Funciones de estado estacionario myo, N ¥ heo. (B) Constantes de
tiempo 7,,(V), 7.(V) y (V).

dw
W (1 =) Ay (3.23)
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en donde w = m o h. Para la variables m y h, se propuso el mismo comportamiento
descrito para n. De la misma manera «,, y [3,, son variables dependientes del voltaje y
determinan la tasa de transferencia de moléculas activadoras (inactivadoras) de afuera

hacia adentro de la membrana y en el sentido contrario respectivamente.

3.3.4. EIl modelo

Si se despeja la corriente capacitiva de (3.7) y se considera que las corrientes
ionicas tienen la formas dadas para cada una de las conductancias y se incluyen las
dindmicas empiricas para las conductancias del sodio y del potasio, se obtiene la for-

mulaciéon del modelo de Hodgkin y Huxley

Odd_‘t/ = _(mStha<V — Vo)) — n4§K(V —Vk)—a(V-=V)+1(t) (3.24)

aqui I(t) es la corriente externa aplicada a la neurona

C;—T = an(V)(1—=m)—G.(V)m (3.25)
= (V)1 —h) ~ Bu(V)h (3.26)
c(li_? = a,(V)(1—n)—=5.(V)n (3.27)

Mediante procedimientos empiricos proponen formas especificas para las a y  dadas

por
25 —v
=01——— .2
B, = de—%) (3.29)
= 0.07e(20) (3.30)
R (3.31)
10 —
e o) + 1
B, = 0.125¢(%0) (3.33)
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. . , . . A
En estas expresiones el potencial v estd dado en mV, la densidad de corriente en 1=

nF
m2 "’

las conductancias en QL y la capacitancia en unidades de
cm (&

Con el fin de lograr una mejor comprension de las ecuaciones (3.25), (3.26) y

(3.27)), vamos a reescribirlas de la siguiente manera

[z — zo(V)] (3.34)

donde x puede ser m, n o h. Para un valor fijo de V, la variable x se aproxima al valor
zo(V') para una constante de tiempo 7,(V). El valor asintotico zo(V') y la constante

de tiempo 7,(V') estan dadas por la transformaciones siguientes

i (V)
V) = T+ B (3:35)
(V) = ! (3.36)

(V) + B.(V)
3.3.5. Aproximacién general

Se puede lograr una reducciéon del modelo de Hodgkin y Huxley, de cuatros dimen-
siones a dos dimensiones con lo cual se facilita el estudio del modelo. Nos enfocaremos
en el modelo de Hodgkin y Huxley comenzando con dos observaciones cuantitativas.
Primero, podemos observar que la escala de tiempo de la dinadmica de la variable de
apertura m es mucho mas rapida que la de n y h. Esto sugiere que m puede ser tratada
como una variable instantanea. Por esto, la variable m de la ecuacion puede ser
sustituida por su valor estacionario mo(V') (m(t) — m,[Vo(t)]). Este procedimiento
es denominado aproximacion de estado quasiestacionario. Segundo, podemos observar
que las constantes de tiempo 7,,(V') y 7,(V) presentan un comportamiento cualitativo
similar. Ademaés, los graficos de ng(V) y (1 — ho(V')) son muy parecidos. Esto sugiere

que es posible aproximar las variables n y (1 — h) por una variable simple w.

Utilizando las observaciones anteriores, hacemos las siguientes aproximaciones;

(b — h) = an, siendo a y b constantes y hacemos w ~ (b — h) ~ an. Con h ~ (b — w),
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n~ 2y m=my(V). Con lo anterior, se tiene que la ecuacion (3.24)) queda como

av wA 4
O = =gna (mo(V))* (b=w)(V=Viva)=gic (=) (V=Vi)=a(V =V)+1(t) (3.37)
que se puede reescribir como
awv 1
— = |F I .

con R = g, ! 7 = RC y F una funcién de las variables involucradas. Las ecuaciones

(3.25)), (3.26) y (3.27) se reducen a una sola expresion dependiente de V' y w

1
w1 awiw (3.39)
dt Tw

en donde 7, es un pardmetro y G' una funcion a especificar. Las ecuaciones (3.38)) y
(3.39) definen un modelo general de dos dimensiones para el potencial de la membrana
neuronal. A continuacion trataremos un modelo de dos dimensiones que describe el

potencial de la membrana conocido como el modelo de Morris-Lecar.

3.4. Modelo de Morris-Lecar

En 1981 Catherine Morris y Harold Lecar propusieron un modelo matematico de
tres dimensiones del tipo Hodgkin y Huxley, basdndose en experimentos realizados
en el Barnacle[] que describen la dinamica del potencial de la membrana neuronal,
pero a diferencia de Hodgkin y Huxley trabajaron con los iones de calcio (Ca™t) en
vez de los iones de sodio (Na'). La observacion de la dindmica de los iones de calcio
mostr6é ser mucho mas rapida que la dindmica de los iones de potasio, razén por la
cual asumieron que I¢,(t) podria considerarse en equilibrio para las escalas de tiempo
en consideracion. Como consecuencia fue posible obtener una aproximacion en dos
dimensiones en donde una de las ecuaciones representa la evolucion de voltaje de la

membrana mientras que la otra describe una variable para el potasio.

!Barnacle es el nombre comiun en ingles de la especie de crustaceo también conocida como Balanus.
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A continuacion se presenta la forma propuesta por Rinzel y Ermentrout del modelo

Morris-Lecar

av
Cm% = —goaMoo(V = Vo) — gx X(V = Vi) — q(V = V) + 1(¢)
ax ¢
= Twe — X
dt T (w )
1 V-V
o = = |1+ tanh
m 5 [ + tan ( v, )}
1 V—-V;
o = = |1+ tanh
w 5 [ + tan ( v, )1
1
To = V-V
cosh (ﬁ)
En particular (3.40)) puede escribirse también en forma compacta como
av
Con— = —1I1on + 1(t
dt ton + 1(1)
0.6 T
0.4 ]
| | I | I
02 ‘|| |I‘| ||\ ||‘ ‘ll |||
| | |
s f | " | " | “
El | | ‘ | | |
= 0 ‘ [ || \ “ [f] =1
I| ‘ || | I‘ I‘ | Il || ‘
/il |‘ ‘:‘// [ :*J’// ‘I ,-'f § \ .‘_/'/ |‘ ‘:‘/ : [ H/’/'
04 Iw.-"l l |,-"‘ IUI." '.,-‘"I [ .
I(IIJ I;U I ﬂll(l I 2;(] ‘ 3(Il(l I 3.‘"}{]

t(mseg)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Figura 3.6: Generacion de potencial de accion, evolucion del voltaje de membrana para
el modelo de Morris-Lecar para los valores de pardmetros dados en la seccion 1)

En estas ecuaciones mq, y Wy representan la fraccion de canales abiertos en estado

estacionario para calcio y potasio respectivamente, estas variables son anédlogas a m
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y n en el modelo de Hodgkin y Huxley. Entre los parametros de este modelo se tiene
que Vi es el potencial para el cual my, = 0.5 mV, V; es el reciproco de la forma de
dependencia en voltaje de mq,, V3 es el potencial donde wo,, = 0.5 mV y Vj es el
reciproco de la forma de dependencia en voltaje de ws,. También se tiene que ¢/,
esta relacionado con la tasa maxima de apertura de los canales de potasio en unidades
de s71. I(t) es la corriente externa aplicada al sistema y tiene unidades de mA/cm?,

C,n es la capacitancia de la membrana neuronal, que tiene unidades de pF/cm?.

3.5. Analisis del espacio de fase

En los modelos bidimensionales de ecuaciones diferenciales la evoluciéon temporal
de las variables, que en este caso corresponden a V'(t) y X(¢), pueden ser visualizados
como un punto (V(t), X(t)) que se mueve en el espacio de fase. Inicialmente el sistema
se encuentra en el estado (V (), X (¢))) para pasar a un nuevo estado (V (t+At), X (¢ +
At)) luego de un tiempo At, el cual es determinado mediante la integracion del modelo.
Para un At << 1 el desplazamiento (AV,AX) se da en la direccion de la variacion
(V,X), es decir

AV 1%

= . |a¢ (3.46)
AX X

A continuacion consideramos las variables X = 0y V = 0 que corresponden a

X = we (3.47)
goameo(V = Vea) —q(V = Vi) + 1(1)

X
a(V = Vi)

(3.48)

De acé se obtiene la solucion de la dindmica del sistema (ecuaciones (3.40), (3.41)),
(3.42), (3.43) v (3.44)). Estos puntos seran denotados como los puntos fijos X* y V*,

que para los valores de parametros considerados es

0.0397423
Af = (3.49)
0.303405
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La estabilidad de un punto fijo se determina estudiando, mediante la linealizacién
de las ecuaciones que involucran a la dindmica, el efecto que genera una pequena per-
turbacién en los alrededores del mismo. Si esta perturbaciéon crece exponencialmente
en el tiempo, el estado se considera inestable en dicha region, si por el contrario decrece
se dice que el estado es estable. El sistema en estudio puede abandonar un estado dado
debido a la pérdida de estabilidad de dicho estado, ya que algtin parametro del sistema
sobrepasa un cierto valor critico. El conjunto de valores del pardmetro para los cuales
un estado de equilibrio es la solucion estable recibe el nombre de dominio de estabi-
lidad. Debido a que las perturbaciones se asumen infinitesimales su comportamiento
puede ser descrito de manera adecuada mediante la version lineal de las ecuaciones de
evolucion del sistema. Esta version lineal solo es vélida en los alrededores del punto

fijo en consideracion.

Para nuestros propoésitos definimos el estado del sistema por el vector de estado

1%
A= (3.50)
X

Por otro lado, definimos el operador lineal F que actia de la siguiente manera

d [V 1%
— (3.51)

P(A) - 2 |
dt X X

Como deseamos estudiar el comportamiento de las Orbitas cerca del estado de
equilibrio A*, consideramos la evoluciéon temporal de una pequena desviacion del es-
tado de equilibrio

A(t) = A" +0A (3.52)

donde dA es la perturbaciéon infinitesimal. Aplicando el operador F' a la ecuacion

anterior se obtiene

F(A(t)) = F(A" + 6A) (3.53)
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Desarrollando en serie de Taylor, alrededor del punto fijo A*, la ecuacién anterior

se obtiene

F(A" + 6A) = F(A*) + JF(A%)SA + O(5A2) (3.54)

donde O(0A?) son los términos de orden superior en la expansion y J es la matriz

jacobiana dada por

v v
JF=| %V o (3.55)
oX 90X
oV 00X
Debido a que A* es una constante,
F(6A) = JF(A*)SA + O(6A?) (3.56)

en donde F(JA) = %6A. La linealizacion del sistema se lleva a cabo omitiendo los

términos de orden superior en la ecuaciéon anterior, por lo tanto

%5A — F(5A) ~ JF(A*)SA (3.57)

lo que da lugar a la version lineal de las ecuaciones de evoluciéon para la perturbacion

0A

%M _ JF(A*)5A (3.58)

Para estudiar el comportamiento asintotico de la perturbacion alrededor del punto fijo,

se suponen soluciones de la forma
SA ~ e (3.59)

en donde € es un vector de norma unitaria que contiene las direcciones de crecimiento (o
decrecimiento) de la perturbacion. De manera que (3.58)) conduce al siguiente problema
de autovalores

JF(A")e = \é (3.60)

que posee soluciones no triviales para los valores de \ que satisfacen la ecuaciéon ca-

racteristica

det [JF(A*) = \I] =0 (3.61)

41



Capitulo 3: Biofisica de la neurona

en donde I es la matriz identidad

Para nuestros propositos es suficiente considerar que la ecuacion anterior posee
raices A = \; distintas para ¢ = 1,2. Para cada una de las raices resultantes, \;, existe

un autovector e; tal que cualquier evoluciéon de la perturbacién puede escribirse como

2
SA(t) =D cieMe, (3.62)
=1

en donde ¢; son los diferentes coeficientes determinados por la condicién inicial

0A(0) =) cie; (3.63)

Para el modelo de Morris-Lecar, la matriz jacobiana J posee la forma

1 _OLion  _ Olion
Fe_— oV X 64
e g () e (364
ov Ty Tz
o en forma compacta
T B (3.65)
Cn \ ¢ d .
es decir
329, (V-V,
szoc;[;li—wc\;?)) t 9caMo t gKX +9 gK(V - VK)
JF = — va 0 (3.66)
N V4cosh4(v‘_/74v3) 1
que al evaluar en el punto fijo A* (3.49) y sustituyendo en (3.61) resulta
163, 288654 —1,479485
JF(A*) = (3.67)
157,727131 -1
Insertando este resultado en (3.61)) se tiene que
163,288654 —1,479485 10
- A =0 (3.68)
157,727131 -1 01
por lo tanto
A — 162, 288654\ + 10, 0662 (3.69)
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de donde se obtienen las raices Ay = 161,855765 y Ay = 1,432893. Debido a que
ambas raices son positivas el punto fijo A* es inestable para los valores de parametros
considerados. A medida que los parametros de la simulacién cambian, los puntos fijos

pueden perder o ganar estabilidad.

3.5.0.1. Ciclos limites y bifurcaciéon de Hopf

Nos preguntamos a continuaciéon como afecta la corriente externa en la dindmica
del sistema y si en particular ésta pudiese dar lugar a oscilaciones autosostenidas. Hasta
el momento hemos considerado I como funciéon del tiempo. De acuerdo al anélisis de
estabilidad lineal la tnica forma en que I puede dar lugar a cambios en la dindmica
es que I dependa al menos de una de las variables del modelo. Para ello recordemos

la ecuacion (3.40) la cual en el punto fijo A* es

0= _gcamoo(v - Vca) - ngOO(V - VK) - gl(v - Vz) + ](t) (370)

es decir
0=—1,, (Viws)+ I(t) (3.71)
I(t) = I(Viws) = 1, (V, o) (3.72)

Supongamos ahora que I es monotoénicamente creciente con V', entonces existira
un dnico V' para cada valor de I, més atn el punto fijo A* no podria ganar estabilidad

pasando a través de cero, ya que en dicho caso, A = 0, lo cual implica que

A=ad—bc=0 (3.73)
que equivale a decir que
QZS (9][ (‘3[1 0 QZSUJO
L fon R L — — . 4
~ov Taxox\n )70 (38.74)
pero de acuerdo a (3.70)
8II(ML _
= 0 (3.75)
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por la cual la Ginica manera en que el estado singular ganaria estabilidad pasando a
través de cero seria que

g_é _ % _o (3.76)
Esto contradice nuestra premisa de que I es monotonicamente creciente con V. Esto
significa que puede ocurrir sb6lo a través de la aparicion de un par de autovalores
complejos que crucen el eje Im(\) con Re(A\) = 0 cuando [ varia a través de un valor
critico I.. En este punto nace una soluciéon periodica de las ecuaciones y

y surge actividad neuronal repetitiva. La emergencia de una soluciéon de este tipo es

llamada una bifurcacion de Hopf.

De esta forma en funcion de los parametros escogidos, el modelo de Morris-Lecar
puede presentar comportamiento oscilatorio. En cuyo caso se presentan dos compor-
tamientos posibles distintos. Uno de los comportamientos se caracteriza por que la
frecuencia v de las oscilaciones es una funcién continua del pardmetro de control del
sistema, I. El otro comportamiento presenta a la frecuencia de las oscilaciones como
una funcion discontinua de I. Los sistemas que se ajustan a la descripcion dada en el
primer caso son denominados modelos tipo I, mientras que aquellos que se ajustan a
la descripcién en el segundo caso se denominan modelos tipo I1. En la figura se

pueden observar ejemplos de estos comportamientos.

v v /
|
|

Figura 3.7: Comportamiento de los modelos neuronales tipo I (A) y II (B) en funcion
de la corriente [

La figura muestra un comportamiento oscilatorio correspondiente en el espacio de
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fase. El caracter oscilatorio que presenta el modelo de Morris-Lecar se muestra en el
espacio de fase como una trayectoria cerrada tal como la que se describe en la figura,

dicha trayectoria recibe el nombre de ciclo limite.

Como hemos recalcado, al variar el valor de la corriente I, se pueden obtener
comportamientos oscilatorios en el modelo. A partir de I. comienza a oscilar el sistema.
En la figura se puede observar que el comportamiento oscilatorio del sistema se da para
valores de I comprendidos entre 0,083996 pF'/cm? y 0,265978 wuF/cm?. Para el valor
de I.,; utilizado, el sistema en estudio presenta un caricter oscilatorio, como se puede

observar en la figura (3.8)).

02 -

.| A =}

04 |

0,61 | | | s ! ! | !
0 0,05 0,1 0,15 02 0,25 0.3

Iext

Figura 3.8: Diagrama de bifurcacion para la corriente externa aplicada en el modelo
de Morris-Lecar.

En el caso considerado, los valores de parametro llevan a que el sistema sea del tipo
I debido a que no se presenta una discontinuidad en la frecuencia al variar la corriente
externa aplicada. En la grafica se puede observar que no hay discontinuidades en la

frecuencia de oscilacion a medida que aumenta el valor de la corriente externa aplicada.
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Para valores de I cercanos al valor critico I. la frecuencia de oscilacion, debido a que

estamos en presencia de un sistema de tipo I, es proporcional a (I — 16)1/2.

0.1 T T T

0.08 -

0,06 -

0,04 -

0,02~

0.3

lext

Figura 3.9: Comportamiento de la frecuencia v de oscilacion de V' (t) para el modelo
de Morris-Lecar para los valores de pardmetros mostrados en la seccion 1)
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Capitulo 4

Complejidad y criticalidad

En el estudio de los sistemas complejos es de particular importancia el desarrollo
de una teoria general capaz de explicar el comportamiento de estos sistemas. Hasta el
presente el intento mas conocido y explorado en la literatura corresponde a la teoria
de criticalidad autoorganizada formulada a partir de la explicacion del ruido (1/f%)
en muchos fenémenos naturales y desarrollada posteriormente y popularizada a través

del ejemplo de la pila de arena.

La palabra complejidad tiene una variedad de significados dependiendo del con-
texto, v su definicién oficial esta en continua revision. Esto se debe a que el estudio de
la complejidad esta en su fase inicial y es un campo de réapido desarrollo en muchas
areas de las ciencias incluyendo matematica, fisica, geofisica, economia y biologia, por
nombrar sélo algunas. Nadie esta de acuerdo atn en un formalismo teérico claro y
conciso con el cual estudiar la complejidad. Para nuestros propésitos, la complejidad
se refiere a la aplicacion repetida de reglas simples en sistemas con muchos grados de
libertad que originan comportamientos emergentes no codificados en las reglas mismas

del sistema.

Por otro lado, la palabra criticalidad, esta bien definida en la fisica estadistica.
Criticalidad se refiere al comportamiento de sistemas extendidos que se encuentran en
una transicion de fase con observables libres de escala, es decir, sin una escala que car-

acterice dichos observables. En una transicion de fase, las muchas partes microscopicas
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constituyentes conllevan a fendmenos macroscopicos que no se entienden considerando
las leyes que rigen una sola parte aislada. Criticalidad es por lo tanto una caracteris-
tica cooperativa que emerge de la repetida aplicacion de las leyes microscopicas del
sistema de partes interactuantes. La fenomenologia de la transicion de fase esta bien

desarrollada y existe un formalismo teorico robusto para su descripcion.

4.1. Metafora de la pila de arena

Un paradigma que ha sido propuesto como un mecanismo genérico para la inva-
riancia de escala en una clase particular de sistemas en no equilibrio es la criticalidad
autoorganizada, introducida en 1987 por Bak, Tang y Wiesenfeld [I]. La metéafora de

la pila de arena ilustra conceptualmente la idea de la criticalidad autoorganizada, ver

figura (1)

Figura 4.1: La metafora de la pila de arena para la criticalidad autoorganizada. Cuando
es impulsada lentamente, la pila espontaneamente se organiza en un estado critico en
el cual la adicion de un solo grano de arena puede desencadenar una avalancha de
cualquier tamano.

Imaginemos una mesa en la cual soltamos granos de arena, uno a la vez, en posi-

ciones aleatorias. Inicialmente, los granos se arreglan en la mesa sin ningtn patron
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particular pero en la medida en que se anaden granos formaremos una pila de arena
cuya pendiente dependerd de la adicion de nuevos granos. La adiciéon de un grano
inducird una avalancha si la pendiente local excede un umbral de pendiente determi-
nado por la adhesion de los granos. Inicialmente, cualquier avalancha tiende a ser muy
pequena y localizada. Esta es la respuesta que esperamos de un sistema en equilibrio
lejos de un punto critico: la respuesta es simplemente proporcional a la perturbacion
externa. Sin embargo, si continuamos soltando granos de arena lentamente en la mesa,
la pila de arena crecerd en tamano porque la pila puede mantener una pendiente finita
gracias a la friccion entre los granos. Pero la pila de arena no puede crecer indefinida-
mente. Las avalanchas garantizardn que la pila no sea muy empinada, pero, debido a
la friccion entre los granos, ellos no colapsaran o aplanaran la pila tampoco. Méas bien,
las avalanchas disminuiran la pendiente local justo por debajo del umbral de pendiente
reordenando la configuracion interna de la pila y, de vez en cuando, transportando are-
na fuera de la mesa. Por lo tanto, incluso luego de una avalancha, la pila esta todavia
en un estado de alta susceptibilidad. La pila forzada lentamente eventualmente alcan-
zard un estado estacionario de no equilibrio donde la afluencia promedio de granos y
energia iguala el promedio de salida de granos y energia. La pila esta sin dudas en el

no equilibrio.

Si la pendiente de la pila viene a ser muy pequeia, la adicion de granos tendera a
incrementarla. Por otra lado, si la pendiente viene a ser muy empinada, las avalanchas
tenderan a disminuirlas. Por lo tanto, la pila se auto-organiza dentro de un estado
estacionario en el cual su pendiente fluctuara alrededor de un angulo constante de
reposo. El tamano finito de la pila necesariamente introducirda un limite superior al
tamano de las avalanchas. Este llamado tamano de avalancha de corte diverge con el
tamano del sistema. Cada grano agregado induce de forma intermitente una avalan-
cha de cualquier tamano, sin que tengan lugar avalanchas con un tamano tipico. En
este sistema se observardn muchas avalanchas pequenas, avalanchas de tamano medio

menos frecuentes, y muy pocas avalanchas grandes. Por lo tanto, la respuesta de la
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pila no esta restringida a ser pequena y localizada. En este sentido, se dice que la pila

es critica.

El tamano de las avalanchas es una medida de la respuesta de la pila a una per-
turbacion externa, mientras que el promedio del tamano de avalancha puede ser visto
como la susceptibilidad de la pila. Para una pila en una mesa finita, la susceptibilidad
es finita. Sin embargo, la distancia promedio al borde aumentaré con el tamano del
sistema. Para mantener un estado estacionario, los granos agregados deben ser trans-
portados sobre distancias largas para alcanzar los limites del sistema de tal manera

que el tamano de avalancha promedio diverge con el tamano del sistema.

Resumiendo, la pila lentamente alimentada espontaneamente se organiza por si
sola en un estado altamente susceptible donde la respuesta promedio diverge con el
tamano del sistema. La pila muestra entonces criticalidad autoorganizada. Las apli-
caciones de la criticalidad autoorganizada van mas alla de la pila granular, pero la
imagen basica permanece igual: muchos sistemas en no equilibrio lentamente forzados
se autoorganizan, sin ninguna sintonizaciéon externa de los pardmetros de control, en
un estado critico en donde la susceptibilidad es muy grande y diverge con el tamano

del sistema.

4.1.1. Otros ejemplos

El sistema sismico es probablemente el mejor candidato para un sistema critico
autoorganizado en la naturaleza. El movimiento relativamente lento de las placas tec-
tonicas causa tension a lo largo del borde de la placa. La fricciéon entre las placas es
finita. Por lo tanto, la energia de deformacion esta almacenada en la corteza de la tierra
en lugar de disiparse continuamente. Cuando la tension excede el umbral de friccion es-
tatica, un terremoto se desencadena y propagandose a través de la corteza, al igual que
una avalancha, desencadenada por una pendiente que excede el valor umbral. Se ob-

servan los terremotos de todos los tamarnos, obedeciendo la ley de Gutenberg-Richter:
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hay muchos terremotos pequenos, menos terremotos medianos y muy pocos terremotos
grandes, pero no hay un tamano tipico en los terremotos. La respuesta de la corteza
de la tierra es altamente no lineal. A pesar de que los terremotos grandes son muchos
menos frecuentes que los terremotos pequenos, el promedio de energia liberada es, esta
principalmente determinada por los terremotos grandes. Por lo tanto, la corteza de la
tierra puede ser vista como un sistema de estado estacionario de no equilibrio forzada
lentamente con comportamiento intermitente libre de escala. La corteza de la tierra

puede ser un ejemplo de un sistema mostrando criticalidad autoorganizada.

Si la corteza de la tierra pudiese ser descrita por la mecanica estadistica del equi-
librio, la respuesta seria proporcional a la causa y uno esperaria ver una distribucion
Gaussiana del tamano de los terremotos, a menos que el sistema este deliberadamente
sintonizado en un punto critico. Una distribucion Gaussiana implicarfa la existencia de
un tamano tipico de evento y que grandes fluctuaciones lejos de este tamano de evento
tipico sucederian con una probabilidad exponencialmente pequena. Sin embargo, la
corteza de la tierra esta inherentemente en el no equilibrio y no puede ser descrita

usando la fisica estadistica establecida para los sistemas en equilibrio.

La ocurrencia de las avalanchas puede ser de caracter literal, como en la pila gran-
ular o el sistema sismico, o de caracter metaférico, como el caso de las precipitaciones
en la atmosfera, o las caidas en la bolsa de valores. En todos los casos, los grandes

eventos intrinsecos a la dindmica y no necesitan justificacion externa.

La ciencia de la complejidad es altamente interdisciplinaria. Esta trata con sis-
temas dindamicos compuestos de muchas unidades interactuantes, por ejemplo granos
en medios granulares, rocas en la corteza de la tierra, gotas de agua en la atmosfera,
redes de organismos en biologia o agentes en economia, etc. En este punto es relevante
preguntarse si la criticalidad autoorganizada constituye un paradigma general para la
emergencia de complejidad en la naturaleza tal como algunos autores defienden. Por

ellos dedicamos nuestra atencion a la clase particular de sistema en estado estacionario
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en el no equilibrio que son forzados lentamente, depositan masa o energia, y la liberan
intermitentemente. Es crucial para estos sistemas la existencia de un umbral local, sin
el cual el sistema no podria almacenar masa o energia intermediamente y por lo tanto

no la liberarfa intermitentemente.

Para hacer el concepto de criticalidad auto organizada mas tangible, Bak, Tang
y Wiesenfeld estudiaron un autémata celular E] La configuracién del automata celular
a un tiempo dado esta completamente especificada por los valores de las variables
dindmicas en cada sitio. Por ejemplo, las variables dindmicas pueden representar las
pendientes locales en la pila de arena. Un conjunto de reglas dindmicas impuestas,
algoritmicamente, definen el modelo y su evolucion. Estos algoritmos son aplicados

hasta el infinito. Tales modelos sencillos pueden ser capaces de mostrar complejidad.

Subrayamos que la complejidad no esta contenida en el mismo algoritmo, sino que
ésta emerge como resultado de las repetidas interacciones locales entre las variables

dindmicas en el sistema completo.

4.2. Modelo BTW en d=1

Los algoritmos dinamicos para el modelo de Bak, Tang y Wiesenfeld (BTW) uni-
dimensional, se asemejan intuitivamente a la dindmica de la pila de arena forzada
lentamente: un grano cae desplazandose desde su posicion hacia la del vecino mas
cercano (hacia abajo) cuando la variable dinamica, que representa la pendiente local,
excede un umbral de pendiente [I} 2]. Consideremos una rejilla unidimensional com-
puesta de L sitios, © = 1,2,..., L. El sistema estd cerrado en el extremo izquierdo
al lado del sitio ¢ = 1, previniendo que los granos escapen. Sin embargo, el sistema
permanece abierto en el extremo derecho al lado del sitio ¢ = L, donde los granos

pueden abandonar la rejilla. El nimero de granos en el sitio ¢ corresponde a la altura,

Lel cual es discreto en el espacio, tiempo y en sus variables dinAmicas [I]
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h;, mientras la pendiente en el sitio ¢ esta definida por z; = h; — h;11, con la convencion
que hry1 = 0. Cada sitio se le asigna el mismo umbral de pendiente, z'". El sistema
permanece forzado por la adiciéon de granos a sitios elejidos aleatoriamente, h; — h;+1.
Si la pendiente en el sitio i es mas grande que el umbral de pendiente, z; > 2", un
grano caerd del sitio ¢ a la posicion i+ 1, esto es, h; — h; — 1y h;y1 — hjy 1+ 1. Como
resultado de la caida inicial, algunos sitios pueden tener pendientes mayores al umbral
y caer, causando una avalancha que se propagara hasta una configuracion estable con
z; < 2 Vi (figura (4.2))

(a)
h;

Figura 4.2: Una avalancha de tamano s = 2 en el modelo unidimensional de BTW
en una rejilla de tamano L = 5. Un grano en el sitio ¢ cae al sitio ¢ + 1 cuando la
pendiente es mayor que el umbral de pendiente 2" = 1. Un grano es agregado al sitio
t = 2. La pendiente del sitio i = 2 excede el umbral y una avalancha es iniciada. La
avalancha eventualmente terminaré cuando el grano alcanze el sitio i = 4. (a) Avance y
relajacion en términos de los granos. Granos cayendo se muestran grises. (b) Avance y
relajacion en términos de unidades de pendiente. Las unidades de pendientes cayendo
se muestran en color gris.

Cuando un grano cae del sitio ¢ al sitio 2+ 1, una unidad de pendiente se mueve a

cada uno de sus dos vecinos cercanos, esto es, z; — z; — 2y 2zj+1 — 2;+1 + 1, ver figura
2.7

2Se requiere un cuidado especial en los bordes donde los sitios sélo tienen un vecino. Cuando el
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4.2.1. Configuraciones transitorias y recurrentes

El nimero de configuraciones estables en una sistema con L sitios es finita, pero
no todas son accesibles despues de un niimero de iteraciones suficientemente grande.
Por ejemplo, un sistema inicializado en una configuracion vacia con z; = 0, Vi, después
de una iteracién, nunca volvera a esta configuraciéon estable. Podemos dividir disconex-
amente el conjunto de configuraciones estables, S, en un conjunto de configuraciones
transitorias, 7, y un conjunto de configuraciones recurrentes, R. Por definicion, las
configuraciones transitorias se encuentran mas de una vez y no son accesibles si el
sistema ha entrado en el conjunto R de configuraciones recurrentes. En contraste,
configuraciones recurrentes son revisitadas indefinidamente. El conjunto de configura-
ciones recurrentes pueden ser pensadas como el atractor de la dindmica en el espacio

L dimensional de todas la configuraciones.

Cuando agregamos un grano de arena a la configuracion estable S, el sistema
evoluciona en otra configuracion estable S;;1. Simbolicamente, escribimos S; — S;41,
donde la flecha es una notacion abreviada para la operaciéon de adicion de un grano vy,
si es necesario, dejar que el sistema alcanze una configuracion estable. Por lo tanto, el
indice j cuenta el niimero de granos agregados y esta asociado con escalas de tiempo
lentas del sistema. Por ejemplo, después de preparar el sistema en la configuracion
vacia transitoria, el sistema pasa a través de una serie de configuraciones transitorias

antes de entrar al conjunto de configuraciones recurrentes después de n adiciones,

To—Ti—...>Tp 1= Ryo—=> Ry = ... . (4.1)
~ TV - N TV
configuraciones transitorias configuraciones recurrentes

Para el modelo unidimensional de BTW, el conjunto de configuraciones recur-
rentes es particularmente simple, ya que s6lo contiene una sola configuracion, a saber

la configuracion estable, z; = 2*® Vi, ver figura (4.3)

sitioi =1cae, z; > 21—2y 22 = 20+ 1,y cuando el sitio ¢ = L cae, z, = 2z — 1y 21 — 21+ L.
En esta perspectiva, el borde izquierdo esta abierto a unidades de pendiente mientras el extremo
derecho esta cerrado.
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(a) (b)

\

Figura 4.3: (a) La tnica configuracion recurrente para el modelo BTW unidimensional
en la rejilla de tamafio L = 5 con umbral de pendiente z'" = 1. todos los sitios tienen
pendiente z; = z". (b) Agregar un grano en el sitio i = 2 desencadena una avalancha.
El grano caerd y abandonara el sistema luego de a = L + 1 — ¢ caidas. El tamano de
la avalancha s es una medida de la disipacion de energia potencial.

Cualquier grano anadido al sistema en la configuracién recurrente de escalera
simplemente caera a la derecha y abandonara el sistema en el limite abierto, ver figura
. Por consiguiente, cuando al sistema ha entrado el conjunto de configuraciones
recurrentes, el promedio de nimero de granos agregados al sistema iguala el promedio
de ntimero de granos que dejan el sistema. Decimos que el sistema estd en un estado
estacionario donde

(entrada) = (salida) (4.2)

En términos de energia, el promedio de energia agregada iguala el promedio de energia
disipada. Una medida de la energia disipada por una avalancha es el nimero total de
caidas, la cual se define por el tamano de la avalancha, s. Los granos son, en promedio,
agregados en el medio de la pila. Cuando el sistema ha entrado en la configuracion
recurrente de escalera, los granos, en promedio, tomaran (L + 1)/2 pasos antes de
dejar el sistema. Por eso, el promedio de tamano de avalancha, (s), es proporcional al

tamano del sistema.

Cuando el sistema estd en la configuracion recurrente, un grano agregado en el

sitio ¢ desencadenard una avalancha de tamano s = L + 1 — i, ver figura (4.3(b)). Por
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lo tanto, el tamano de las avalanchas va desde s = L, cuando un grano es agregado
en el sitio ¢ = 1, hasta s = 1, cuando anadimos un grano en el sitio ¢ = L. El mayor
tamano posible de avalancha, s,,,, = L, escala linealmente con el tamano del sistema.
Sin embargo, el tamano finito del sistema introduce un corte superior del tamano de
avalancha. Desde que el grano es agregado en una posicién aleatoria, todos los tamanos

de avalancha 1 < s < §,,,4; Ocurren con igual probabilidad.

4.2.2. Probabilidad de tamano de avalancha

La probabilidad de observar una avalancha de tamano s en un sistema de tamano
L la denotamos por P(s;L). En la configuracion recurrente, todos los tamanos de

avalanchas s = 1,..., L son igualmente probables de manera que

1/L paral<s<L
P(s;L) = (4.3)
0 para lo demas,

en donde la probabilidad de tamafio de avalancha satisface la condicién de normal-
izacion:

f: P(s;L) =1 (4.4)

Es posible reescribir la probabilidad de tamano de avalancha en una forma esca-

lada. Introduciendo la funciéon escalon de Heaviside

1 parax >0
O(z) = (4.5)

0 para todo lo demas

podemos escribir para s = 1,2, ...

P(s;L) = %@(1—3/[1)
= s_lz@(l —s/L)

s\ G " (s/sc) (4.6)
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en donde, hemos introducido el tamafno de avalancha de corte, s.(L) = Ly la funcion

de escalado de la probalidad de tamano de avalancha
BIW(2) = 20(1 — 2) (4.7)
la cual es funcion del tamano de avalancha rescalada = = s/s..

Por consiguiente, la probabilidad de tamano de avalancha para el modelo de BTW

unidimensional en una rejilla de tamano L satisface la forma de escalado
P(s;L) = s7'Gry " (s/sc) (4.8)

donde el tamafio de avalancha de corte s.(L) diverge linealmente con el tamano del
sistema. La forma de escalado en la ecuacion (4.8) para la probabilidad de tamano de

avalancha puede ser reescrita como :
sP(s;L) = GV (s/se) (4.9)

Aunque el lado izquierdo de la ecuacion es una funciéon de dos variables, s y L,
el lado derecho es solo funcion de un variable rescalada, s/s.. Un colapso de curvas
para sistemas distintos se logra graficando la probabilidad de tamano de avalancha
rescalada sP(s; L) en funcion del tamano de avalancha rescalado s/s. con el tamano
de avalancha de corte s.(L) = L. La ecuacion es una suposicion de escalado
de tamano finito. El modelo de BTW se autoorganiza en un estado critico donde la
probabilidad de tamano de avalancha obedece una ley de escala de tamano finito, sin
ninguna sintonizacion de los pardmetro de control. Se dice que el modelo muestra

criticalidad autoorganizada.

La forma de escalado en la ecuacion (4.8) para la probabilidad de tamano de
avalancha provee la informacioén estadistica completa acerca del comportamiento de las
avalanchas en el modelo BTW unidimensional. Debemos considerar a las avalanchas
como la respuesta del sistema a perturbaciones externas. Por eso, el promedio de

tamano de avalancha proporciona una medida de la susceptibilidad del sistema a la
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perturbacion externa de agregar un soélo grano. El promedio de tamano de avalancha,
(s), es el primer momento de la probabilidad del tamano de avalanchas y puede ser

calculado explicitamente:

(s) = Z sP(s; L)

= (4.10)

El promedio de tamano de avalancha es lineal con L y diverge con el tamano del
sistema. Podemos generalizar este calculo al k-ésimo momento de la probabilidad de

tamano de avalancha:

o0

(s) = ZskP(s;L)

s=1
L L
D

= —>» s
Ls:l
1 (L

~ 17 shds (4.11)

1

L
Tk para L >1 (4.12)

El k-ésimo momento de la probabilidad de tamafio de avalancha escala como L* para

rejillas de tamano L > 1.

No existe en la actualidad una teoria que abarque todos los aspectos de los sistemas
disipativos forzados lentamente que muestren criticalidad. La criticalidad autoorgani-
zada podria ser una estructura apropiada para tratar con procesos de relajacion in-
termitente, en los cuales la estadistica de los eventos no tienen una escala inherente.
Sin embargo, no hay una comprension clara del contenido y amplitud de las clases de

sistemas que muestran criticalidad autoorganizada.

Como ejemplo mostraremos tres sistemas forzados lentamente que tienen procesos

de relajacion: la pila de arroz, la corteza de la tierra y la atmosfera. Las caracteristicas
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generales de los tres sistemas fisicos se resumen en la tabla (4.1).

Sistema Pila de Arroz Corteza de la tierra Atmosfera

Fuente de energia Adicién de granos Corrientes convectivas ~ Sol
Almacenamiento Potencial gravitacional Tension Calor latente
Origen del umbral Friccion Friccion Saturacion
Liberacién de energia | Avalanchas Terremotos Eventos de lluvias

Tabla 4.1: Avalanchas, terremotos y eventos de lluvias son ejemplos de procesos de
relajacion de sistemas lentamente forzados. Analogias entre los tres sistemas fisicos
en términos de sus mecanismos de adicion, almacenamiento y liberacion de energia se
muestran en la tabla. Estos sistemas son capaces de almacenar energia condicionados
por la existencia de un umbral. Junto con la taza de forzamiento, el umbral también
da lugar a la liberacién de energia.

Todos los tres sistemas son forzados lentamente, de tal manera que el promedio
temporal entre eventos es mucho mayor que el promedio de la duracion de los eventos.
Dicho de otro modo, ya que no hay disipaciéon de energia entre eventos, la tasa de
entrada de energia es lenta comparada con la tasa de energia disipada durante un
evento. En la pila de arroz, los granos son agregados a una tasa suficientemente lenta
de tal manera que el sistema pueda relajarse en el intermedio de cada adicion. En
la corteza de la tierra, las corrientes convectivas generan tensién que se almacena a
través de las placas tectonicas a una tasa comparable con la tasa de liberacién de la
energia durante un terremoto. En la atmosfera, el sol evapora el agua a una tasa lenta

comparada a la tasa de la liberacion de la lluvia durante un evento de lluvia.

Estos tres sistemas muestran capacidad para almacenar una cantidad finita de
energia por la existencia de un umbral. La combinacion del forzado lento y la existencia
del umbral permiten a estos sistemas liberar energia intermitentemente en lugar de
constantemente. De hecho, es exactamente la liberacion intermitente de energia que

hace posible definir el concepto de evento.
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4.2.3. Procesos de ramificacidon (branching)

Se pueden visualizar las avalanchas como las raices de un arbol que consisten de
nodos (sitios de relajacion) y ramificaciones (se induce la relajacion). El tamano de

una avalancha es el niimero total de nodos en la red.

rama\

nodo

raiz

Figura 4.4: Un avalancha de tamano finito s = 13 representada como las raices de
un arbol. Los nodos representan los sitios de relajamiento. El ntimero de ramas que
salen de una nodo es el ntimero de relajamientos inducidos. Los nodos que no inducen
relajamiento no tienen ninguna rama de salida. Todos los nodos tienen exactamente
un rama de entrada excepto la raiz del arbol, representando el sitio donde la avalancha
es iniciada. Por lo tanto, hay un total de s — 1 = 12 ramas.

La tasa de ramificacion (branching ratio), puede definirse considerando un arbol
finito, de tamano s;. Cada uno de los s; nodos tiene exactamente una rama entrante,
excepto la raiz que no tiene ninguna, entonces el nimero de ramas es (s—1). El nimero
total de nodos en un conjunto de arboles finitos es ), sj, mientras el nimero total de
ramas es »_, (s; — 1). Por lo tanto, el promedio de la tasa de ramificacion (branching

ratio), o, para una conjunto de arboles finitos es

# ramas Y oplsk —1)

O Fnodes T Sem

1
= 1- B (4.13)
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No hacemos referencia a la probabilidad con la cual un sitio inducira mas relajaciones

o si los sitios estan correlacionados durante una avalancha.

Para resumir, la criticalidad auto organizada ofrece una explicacion unificada para
los eventos de todos los tamanos sin escala caracteristica. Los sistemas en no equilib-
rio forzados lentamente con dindmica de umbral se autoorganizan dentro de un estado
estacionario, en el cual los eventos de todos los tamanos son causados por el mismo
mecanismo y su frecuencia disminuye como una ley de potencia. En este contexto no
existen los llamados eventos raros que requieran consideraciones especiales. Ademas

muchos de estos sistemas pueden ser modelados como procesos de ramificacion (branch-

ing).

4.3. Criticalidad en redes neuronales

En sistemas neuronales la existencia de avalanchas criticas fue predicha [7] y luego
observadas experimentalmente [4] 5]. Las redes de neuronas vivas exhiben diversos pa-
trones de actividades, incluyendo oscilaciones, sincronizaciéon y ondas de propagacion.
En trabajos recientes se ha mostrado otro tipo de actividad en sistemas compuestos
por muchas unidades no lineales interactuando localmente. Por ejemplo, avalanchas,
terremotos y fuegos forestales en sistemas organizados en un estado critico en el cual
los tamanos de los eventos no muestran una escala caracteristica y son descritos por
leyes de potencia. En el 2003 John Beggs y Dietmar Plenz publicaron un articulo [4],
en el que investigan la existencia de modos de actividad con comportamiento emer-
gentes complejos en redes de neuronas corticales. Mostraron que la propagacion de
la actividad espontanea en cultivos organotipicos de rebanadas delgadas de corteza
cerebral de ratas esta descrita por leyes de potencias de forma similar a las avalanchas

en la pila de arena.
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4.3.1. Avalanchas neuronales en circuitos neocorticales

Durante los procesos neuronales, las neuronas individualmente pueden integrar
la entradas de miles de otras neuronas y, después de alcanzar un umbral, distribuyen
su actividad de vuelta a la red. Este proceso basico de integraciéon neuronal y redis-
tribucion es similar al observado en muchos sistemas complejos en los cuales unidades
simples con umbrales integran y luego disipan energia de nuevo al sistema [20], tal

como vimos en el ejemplo de la pila de arena de la seccion (4.2)).

Begg y Plenz [4] proponen que la actividad neuronal puede ser considerada simi-
larmente como un tipo de avalancha neuronal en la cual la actividad se propaga como
un potencial de accién desencadenado por neuronas individuales en neuronas poste-
riores. Aunque esto habia sido propuesto para algunos modelos de redes neuronales
[7], no estaba claro si las redes neuronales mostraban tal comportamiento critico y si

tal criticalidad era un rasgo de la organizacion neuronal.

Para examinar esos temas, estudiaron la propagacion de la actividad neuronal
espontinea en rebanadas de cortezas de ratas cultivadas con un arreglo de electrodos
de 60 canales capaces de medir el potencial local espontianeo. Se formularon la pre-
gunta: ;Las redes corticales in wvitro producen avalanchas que cumplan con la teoria
de criticalidad autoorganizada? Sus resultados mostraron un nuevo modo de actividad
espontanea en redes corticales: las avalanchas neuronales. Las avalanchas neuronales
se caracterizan por leyes de potencia que describen la propagacion de la actividad
de los potenciales locales. La pendiente de estas leyes de potencia, como también el
parametro de ramificacion (branching), parecen indicar que el mecanismo subyacente
a estas avalanchas es un proceso de ramificacion (branching) critico. Concluyeron afir-
mando que los resultados de la actividad neuronal tienen mucho en comun con la teoria
de la criticalidad autoorganizada. Todas las redes corticales muestran distribuciones
de leyes de potencia en el tamano de las avalanchas. La red cortical en los cultivos

llegan a este estado sin ninguna senal externa. La pendiente de las leyes de potencias
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para los tamanos de avalanchas y para los tiempos de vida de las avalanchas, como
también el valor obtenido experimentalmente de, o, indican que las avalanchas pueden
ser modelados con precision como procesos de ramificacion (branching). Por esas ra-
zones sus resultados parecen indicar que la actividad observada en las redes corticales

deben ser consideradas como avalanchas neuronales.
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Capitulo 5

Metodologia

En este capitulo exponemos las técnicas utilizadas para la simulaciéon de redes
de neuronas con dindmica de tipo Morris-Lecar. Tomaremos en cuenta los algoritmos
para la creacion de la red y sus enlaces, con la finalidad de analizar la posible relacion
entre topologia y comportamiento dindmico global de la red. Para ello el proceso de
recableamiento aleatorio, que explicaremos en este capitulo, nos permite obtener dis-
tintas configuraciones de red. También describiremos las maneras de medir la dindmica

de la red y obtener los observables dindmicos que nos interesan.

Las simulaciones se llevaron a cabo con programas computacionales que generan
los datos de la evolucion temporal. De igual forma el procesamiento de esos datos; su
graficacion, el calculo de histogramas, el calculo de curvas de ajuste se realiz6 a través

de programas que ejecutaban scripts en lenguaje gnuplot.

5.1. Red de neuronas de Morris-Lecar

5.1.1. Caracteristicas de la red de neuronas

Las redes estan constituidas por nodos y enlaces (ver (2.2.2))), en nuestra red de
neuronas de Morris-Lecar los nodos representan las neuronas y los enlaces entre ellos

las conexiones sindpticas.
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neurona 3

neurona 2

neurona 1 stnapsts

Figura 5.1: Un ejemplo sencillo de una red de neuronas de orden N = 3. El conjunto
de nodos esta formado por las neuronas y el conjunto de los enlaces son las sinapsis
entre neuronas

En nuestra red de neuronas el nimero de nodos considerado es N = 64, repre-
sentando un conglomerado de 64 neuronas, que aunque comparado con el nimero de
neuronas que posee el cerebro es insignificante pero nos permite indagar en la conexiéon

entre dindmica y topologia con recursos computacionales limitados.

nos vemos limitados por el tiempo de computo necesario para modelar una can-

tidad mayor de neuronas.

Cada neurona esta conectada a sus (N — 1) vecinos, el conjunto de los enlaces
tendra N(N — 1) elementos, que son el total de conexiones sinépticas en la red. El
alto grado de conectividad trata de emular el gran ntimero de conexiones sinapticas
presentes en sistemas neurologicos. Al construir la red de neuronas le asignamos a cada
conexion sinaptica un valor de relevancia o peso, en nuestro caso una distancia fisica
li; (ver (2.2.7)), que nos muestra la fortaleza de la conexion entre la neurona i y j. Por
tal motivo nuestra red es pesada con distintos niveles de interacciéon. Mientras mayor

sea la distancia fisica menor serd el nivel de interaccion.

5.1.2. Caracteristicas de los nodos de la red

Las neuronas (nodos) estan descritas por las ecuaciones de Morris-Lecar [18§], el

estado de cada neurona esta dado por el par (V, X), donde V (¢) representa el voltaje de

65



Capitulo 5: Metodologia

membrana en el tiempo. Estas ecuaciones son biologicamente plausibles por lo cual las
simulaciones son realistas desde el punto de vista de la fisica de los sistemas biolégicos.
Podemos escribir la ecuacion diferencial (3.40]) para el voltaje de la membrana neuronal

de manera sencilla como sigue

dv
O = ~L1on +1(1) (5.1)

donde I;,, estéa relacionado con la corriente de las especies i6nicas a través de la mem-
brana. El término I(t) representa la corriente externa a la cual es sometida la mem-
brana neuronal, que corresponde a la suma de las corrientes que recibe una neurona

de sus vecinas; es decir, al término de interaccion.

Conocida la ecuacion diferencial para el voltaje V como la de la variable
auxiliar X (3.41)), necesitamos conocer un estado inicial (V (), X (fo)) y por medio de
la integracion de las ecuaciones diferenciales (3.40) y a través del Método de
Euler podemos conocer el estado siguiente (V (to + At), X (o + At)), asumiendo
que conocemos todos los valores de las constantes y parametros establecidos en la

seccion ((5.7)).

5.2. Recableado aleatorio

Como queremos evaluar la relacion entre la topologia y el comportamiento dindmi-
co de la red debemos eventualmente cambiar la propiedades de la red, en nuestro caso
esto corresponde a la modificacion del peso asociado a ciertos enlaces que seran elegidos

aleatoriamente, tal proceso lo denominaremos recableado aleatorio.

Para obtener configuraciones distintas de redes de neuronas recableamos aletoria-
mente: partimos de una red periddica en la que cada enlace tiene un peso asociado igual
a la distancia fisica [;;, y cada neurona esta enlazada a sus (N — 1) neuronas vecinas.
Notemos que cada neurona es exactamente igual en sus propiedades a la demés del

resto de la red. A continuacién agregamos enlaces de largo alcance, esto es, a un enlace
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elegido aleatoriamente con un nivel de interaccién l;; > 1, le serd asignado el nivel de
interaccion maximo [;; = 1. De esta forma se conectaran zonas de la red, que de otro
modo estarian muy alejadas, por medio de un nuevo enlace aleatorio. Este proceso se
lleva a cabo tantas veces como niimeros de enlaces de largo alcance N; desee. En la

figura(.2)), se muestra este proceso de recableado aleatorio.

N =0 N =64

Figura 5.2: Proceso de recableado aleatorio para una red de N = 15 neuronas de-
pendiente del valor N, esta es la cantidad de enlaces que se le agregan a la red. En
nuestro caso 0 < N; < 64. El caso inicial, una red periédica, corresponde a N; = 0,
es decir, ningun enlace de largo alcance es agregado. Este proceso se detiene cuando
son agregados N; = 64 enlaces aleatorios a la red inicial. En esta representacion solo
se representan los enlaces de mayor nivel de interaccién /;; = 1 de la red, los demaés
son omitidos.

La cantidad de enlaces agregados a la red periddica inicial corresponde a una
configuracion de red distinta a la red periddica inicial. Todas las configuraciones de red
obtenidas del proceso de recableado aleatorio seran simuladas para evaluar su evolucién
temporal. En la tabla (5.1)) mostramos los valores de porcentajes de enlaces de largo
alcance usados en nuestras simulaciones con sus correspondientes valor numérico. La
intencion al agregar enlaces de largo alcance es evaluar las zonas intermedias entre
la periodicidad y el desorden, este rango intermedio es mejor conocido como mundo

pequenio concepto introducido por Watt y Strogatz [23].
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Porcentaje | Nro. enlaces
(%) aleatorios (IV;)
7 5

10 6

15 9

16 10

17 11

18 12

20 13

30 19

100 64

Tabla 5.1: Valores de porcentaje de enlaces aleatorios agregados a la red con los
numeros equivalentes de enlaces aleatorios.

Todas las configuraciones de las redes de neuronas correspondientes a las valores
dados en la tabla se caracterizan por el valor de la eficiencia global Eyq, y la
eficiencia local Ej,., calculados de acuerdo al formalismo de Latora y Marchiori [13].
Para caracterizar las redes es necesario utilizar estas medidas ya que nuestras redes

son pesadas (ver seccion (2.7))).

5.3. Simulacién de la sinapsis

La interaccién sinaptica se toma en cuenta en el término I(t) de la ecuacion (3.40)
o en la version resumida . Cada interaccion sinaptica (enlaces) esta pesada por el
factor [;; de distancia fisica produciendo asi distintos niveles de interaccion entre las
neuronas. La interaccién sinaptica entre las neuronas que conforman la red se simula

tomando en cuenta un acoplamiento global no autoinducido que se rije por la siguiente
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expresion [11]

(Vs = Vi) (5.2)

N 1

sin maz —~(l;;)>?

. _Zl I W (/)
J:

donde el primer término %, se refiere a la intensidad maxima de acoplamiento nor-
malizada por el tamafio de la red. El segundo factor e i) obedece un compor-
tamiento gaussiano centrado sobre la neurona de referencia ¢, toma en cuenta el peso
del enlace [;;. Como sabemos al aumentar el argumento de la exponencial el valor ten-
deré a cero, de esta manera se ve como el nivel de interaccion entre neuronas disminuye
de acuerdo al peso entre sus enlaces. El tercer término, m, esta asociado al
nivel de saturacién de la neurona presinaptica que se representa como una sigmoide.
Por ultimo, la diferencia de voltaje incluidos en el cuarto término, (V; — V;), indica
si la conexién es de caracter inhibidor o excitatoria representando de esta forma el
comportamiento observado para neuronas reales. Los valores de las constantes usadas

se presentan en la tabla (5.2)).

Constante | Valor
Imaz 1.0
¥ 1.0
o] 5.0
0 0.0 mV
V, 0.1 mV

Tabla 5.2: Valores de parametros para la expresion de interacciéon sinptica

5.4. Evoluciéon dinadmica y observables dinAmicos

La evolucion de los nodos de la red esta dada por la variacion temporal del voltaje

Vi(t) de cada una de las neuronas de la red. En la figura (5.3) mostramos un esquema
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de la evolucion dindmica del sistema en donde las neuronas pueden tener dos estados

posibles encendidas y apagadas:

Avalancha Silencio

! b )

OJOX JOX X JOIOXOXOX JXOX JOXOXCICXCICNCXCXeX JOX X0
OCO00O0eOO0OO0OOLOOOLOLOOLOLOLOOLOLLeOO
OJOOX X JOIGIOION HOXOX JOXOICGACXCXCXCIGIGCX X N0,
OXOXOX X X X JOXOXOX I X XOXCICICLCICACACXOXON X X©)
| JOX JOXOXOXOX JOXCICICICICICICICICIGICIOIOX JOX 1O
0000000000000 0VO0OOOLLOOLOVOeeO OO
OO0V OO OOOOLOLOOLOLOLLLeOOO
0000000000 OOOOOOOOOOOO
| JOX JOXOXOXOXOX0) JOXCICICICICICICIOICICIOX JOXOXO)
OJONOX JOIOXOX X N JOX X HOXCGXGIOICICICIOICGXCN ROXC)
OJOX X JOX JCICICIOION X JOXOICACXCXCXCIGNCN X NOXO,
t‘lt‘gt‘gt;.” t

Figura 5.3: Representacion de la evolucion dindmica de la red donde se muestra una
de avalancha seguida de un silencio, para luego entrar en otra avalancha. Los puntos
grises representan neuronas encendidas, mientras que un punto blanco representa una
neurona apagada.

Con el fin de estudiar la aparicion de criticalidad en las redes neuronales simuladas

debemos definir los siguientes conceptos:

e Red apagada: En esta situacion los voltajes de todas las neuronas poseen un valor
inferior a un umbral definido. En la representacion de la figura (5.3)) es el caso

para un tiempo especifico en el cual todos los puntos son blancos.

e Red encendida: En este estado al menos una neurona en la red dispara un po-
tencial de accion y su voltaje supera el umbral. En la figura (5.3 corresponde a

las situaciones en que al menos hay un nodo gris.

e Awalancha: Es el intervalo temporal en el que la red se encuentra encendida.
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e Silencto: Se define como el intervalo de tiempo en el cual la red se encuentra

apagada.

e Tamano de avalancha, s: Es el nimero de nodos encendidos durante una avalan-

cha.

e Tiempo de vida de avalancha, At: Es el tiempo de duracion de una avalancha

de actividad en la red.

e Tusa de ramificacion, o: Es el promedio del cociente en cada avalancha de neu-
ronas encendidas en un tiempo t+ At entre las neuronas encendidas en un tiempo

t, se entiende como una relacion entre neuronas hijas y neuronas progenitoras.

El valor del voltaje de umbral usado fue de 0 mV.

5.4.1. Mediciéon de la actividad de la red

Anteriormente definimos los observables dindmicos que mediremos sobre la activi-
dad de cada una de las redes correspondientes a los valores de porcentajes de enlaces
de largo alcance, de la tabla (5.1). Dichos observables dinamicos los mediremos de dos
maneras distintas: un muestreo a saltos en la escala temporal, que llamaremos jump
(J) por su traduccion al ingles, y un promedio en ventanas, que llamaremos window
(W). Estas maneras de medir la dindmica persiguen emular el proceso de mediciones

en experimentos in-vitro e in-vivo sobre sistemas neurologicos [4} 5 9] 16, 21].
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Ventana W
OOQQQQQOOOQQQOOOOOOOOOOOOO
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Figura 5.4: Esquema de las distintas maneras de medir la dinamica global de las redes:
gump, J, corresponde a un muestreo cada cierto tiempo y window, W, corresponde a

un promedio en el tiempo. Aqui n es un niamero entero.

Detallemos un poco mas en que consiste cada una de estas maneras de medir:

jump Como se ve en la figura (5.4, la medicion en jump es un muestreo de la actividad

de la red en saltos temporales ignorando el intermedio. La red se explora cada J

unidades de integracion.

window La medicién en ventanas no pierde tanta informaciéon como en el caso de la

medicion a saltos, (figura (5.4))) vemos que en este caso se adquieren datos en

ventanas de ancho W, en las cuales se promedian los observables dinamicos.

En la tabla (5.3) mostramos los valores de jump y window que utilizados en

nuestras simulaciones.
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gump (J) | window (W)
10° -
10 10
102 102
103 103
10* 10*
10° 10°

Tabla 5.3: Valores de jump y window utilizados en las mediciones de la dindmica de
la red de neuronas.

De la tabla (5.3), notamos que no medimos para W = 1 ya que obviamente

resultaria la misma medida correspondiente para J = 1.

5.5. Integraciéon de las ecuaciones de Morris-Lecar

Para la integracion de las ecuaciones se utilizo el método de Euler. De acuerdo a

este método el sistema se representa de la siguiente forma

la integracion queda como

a ooV_Va+ X(V —Vg) + V-V)—-1
E(t+ Aty = B(p) | 90V~ Vou) T9x XV =Vie) + oV = V) N

¢(woo_X)

Tx

las condiciones iniciales estan dadas por
E(t=0)= (5.4)

estos valores iniciales son ntimeros aleatorios uniformemente distribuidos.
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5.6. Algoritmos

A continuacion explicaremos con un esquema general el funcionamiento del coédigo

que simula la red de neuronas Morris-Lecar.

1. Inicializacion de los parametros y variables.

2. Construccion de la red. Este proceso incluye varios pasos que especificaremos a

continuacion:
e Generacion de enlaces de mayor nivel de interacciéon, creando una red en
forma de anillo donde cada nodo se conecta solo a sus primeros vecinos.

e Recableado aleatorio, generando los enlaces aleatorios satisfaciendo siempre
la condicion de unir nodos que de otra manera estarian muy lejanos. Estos

enlaces son también de mayor nivel de interaccion.

e Se calcula la matriz de longitud de camino mas corto para la red anterior,

es decir, calcular d;; entre cada par de nodos 7 y j.

e Generacion de enlaces de menor nivel de interaccion; se conectan cada nodo
de la red con los demas nodos con los cuales no posea un enlace directo. Se
fija el peso [;; del nuevo enlace entre el nodo 7 y j, como el elemento de la

matriz de longitud de camino mas corto d;;.

e En este punto tenemos la red generada representada por la matriz de dis-

tancia fisica [;;.
3. Generacion aleatoria de condiciones iniciales de voltaje para las neuronas.

4. Se integran las ecuaciones de Morris-Lecar para cada neurona. En cada paso

temporal se llevan a cabo las siguientes instrucciones:
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Se calcula la interaccion entre los nodos de la red, es decir, se calcula el

valor de I;, para cada nodo.

Resolucion por el Método de Euler de las ecuaciones de Morris-Lecar.

Se explora la red para determinar si esta en condicién de avalancha o estado
de silencio. Se mide el tamano de avalancha s, y el tiempo de vida At, y la

tasa de ramificacion o.

Se guarda en un archivo los datos de la evolucion dinamica.

Los datos medidos en la evolucion temporal de la red, tamano de avalancha, s, tiempo
de vida de avalancha, At, y taza de ramificacion, o, se guardan en disco. Posteriormente

estos datos se analizan con un programa ejecutor de scripts escritos en lenguaje gnuplot.

El proceso de analisis de datos contempla: el calculo de histogramas para las
variables s y At, el calculo de la linea de ajuste para los histogramas anteriores y la

graficacion de la variable o.

5.7. Valores de pardmetros de la simulacién

A continuacién mostramos los valores de constantes y parametros usados para la

simulacion de las ecuaciones de Morris-Lecar.

e Paso de integracion At = 0.001.
e Capacitancia de la membrana celular C,, = 1 pF'/em?.

e Potenciales de ajuste:
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Vi=—0.01 mV
Vo= 0.15 mV
Vi= 0.00 mV
Va= 0.30 mV

Tabla 5.4: Valores de potenciales de ajuste para la ecuacién de Morris-Lecar.

e Potenciales de Nernst:

VCQ: 1.0 mV
Vi =—0.7TmV
Vi =—0.5mV

Tabla 5.5: Potenciales de Nernst para las especies iénicas, en las ecuaciones de Morris-Lecar.

e Conductancias maximas:

ngz:LO 961712

G =2.0 5

g —0.5 5=

Qem?2

Tabla 5.6: Conductancias maximas para las especies i6nicas en la ecuaciéon de Morris-Lecar.

e Tasa maxima de cierre de los canales de potasio ¢ = 0.2.

e Corriente externa aplicada I.;; = 0.085 x 1074 cm%.
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Capitulo 6

Resultados

En el capitulo anterior se presentaron los lineamientos generales para la simulacion
de agregados neuronales del tipo Morris-Lecar con interaccion sinaptica dada por .
Como mencionamos anteriormente, cada elemento establece interacciones con el resto
de la red mediante una funciéon de acople sinéptico . Los niveles de interaccion

estan pesados por la distancia de separacion entre los elementos de la red, ;;.

En nuestro trabajo partimos de un anillo uniforme, con N = 64 elementos conecta-
dos solo a primeros vecinos para luego anadir: N;( %) = 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %),
12(18%), 11(17%), 10(16 %), 9(15%), 6(10%) v 4(7%) enlaces de largo alcance de
forma aleatoria (ver tabla (5.1))). Las distintas configuraciones generadas al cambiar
el anillo periédico inicial, por la incorporacién de conexiones de largo alcance, definen

redes con distintas topologias que son utilizadas en nuestras simulaciones.

La evolucion dinamica de la red en una configuracion dada se registra en cada
paso de integracion. Los observables dinamicos de relevancia para la presente inves-
tigacion son el tamano de avalancha de actividad espontanea, s, y el tiempo de vida
de avalanchas, At, y la tasa de ramificacién, . Para cada uno de los observables se

calculd su distribuciéon de probabilidad.

Con el fin de caracterizar las propiedades estructurales de cada una de estas redes

usamos tres cantidades distintas: eficiencia global Ej,y,, eficiencia local Ej,ca y costo,
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de acuerdo a Latora y Marchiori [I4]. Con el fin de encontrar relacion entre la topologia

de las redes y su dindmica global.

A continuaciéon presentamos los resultados obtenidos en el estudio computacional

de las redes neuronales.

6.1. Dependencia de la actividad de la red con la topologia
(J=1)

En esta seccion reportamos los resultados de la actividad tipo avalanchas en las
redes dadas por los valores de enlaces de largo alcance mostradas en la tabla ({5.1)).
Estas redes fueron generadas de acuerdo al proceso de recableado aleatorio considerado
en . Los resultados que mostramos a continuacion se determinaron realizando
medidas con cada paso de integracion, es decir, con un valor de la variable de salto
J = 1. Los demés resultados de los valores de J y W, mostrados en la tabla (5.3),

seran presentados en las secciones siguientes.

Mostramos primeros las graficas distribucion de probabilidad de tamano de avalan-
chas, P(s), luego presentaremos las graficas de distribucion del tiempo de vida de las

avalanchas, P(At), y por tltimo los histogramas de la tasa de ramificaciéon P(o).

6.1.1. Tamano de avalanchas, s

Las distribuciones de probabilidad de tamano de avalanchas de cada una de las
configuraciones correspondientes a N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %),
11(17 %), 10(16 %), 9(15%), 6(10%) y 4(7%) enlaces de largo alcance anadidos a la
red periddica inicial, se presentan en la figura . La distribuciones de probabilidad
P(s) se muestran normalizadas con el valor maximo de tamano de avalancha sy;,. En
algunas de las graficas mostradas, la distribucion de tamano de avalanchas P(s) posee

un comportamiento que se aproxima a una ley de potencia, de la forma P(s) ~ s7. La
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linea roja mostrada junto a los datos experimentales corresponde a una ley de poten-

cia de exponente —3/2, es decir, P(s) = s73/2

. Este exponente corresponde al valor
reportado experimentalmente [4] (5] 16, 21]. El establecimiento de enlaces aleatorios de
largo alcance modifica el comportamiento de la distribucion de tamano de avalancha
P(s) como se puede observar en la figura (6.1]). Para N; ~ 64(100 %5) la distribucién
no se corresponde a una ley de potencia, para luego pasar a la siguiente configuracion
N; ~ 19(30 %) en donde los datos experimentales se ajustan bastante bien a la linea
roja de la ley de potencia de exponentes caracteristico —3/2 aproximadamente sobre
dos ordenes de magnitud. Para las configuraciones con N; ~ 10(16 %) y 9(15 %) los
datos experimentales se ubican bastante cercanos a la ley de potencia de exponente
—3/2, pero no corresponden estrictamente a un comportamiento libre de escala ya que

no se ajustan del todo a la linea roja. Para las demés configuraciones existen puntos

bastante alejados de la ley de potencia.

6.1.2. Tiempo de vida de avalanchas, At

La distribucién de tiempo de vida de las avalanchas, At, en funcién del nimero de
enlaces de largo alcance, se comporta de una manera bastante similar a la observada
en los resultados de tamano de avalancha. Sin embargo en este caso el exponente
reportado experimentalmente es de —2 de acuerdo a [4, B, [16], 2I]. Por ellos la linea

roja observada en la figura (6.2) es de la forma, P(At) = At™2.

En esta figura se observa la dependencia de la distribucion de tiempo de vida con la
topologia para N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %), 10(16 %),
9(15%), 6(10 %) y 4(7 %) enlaces de largo alcance anadidos a la red periédica. Cada
una de las probabilidades P(At) estan normalizadas por el valor maximo de tiempo
de vida Atnsy, obtenidos en cada una de las simulaciones de las redes neuronales. Para
valores de N, distintos a 19(30 %), el comportamiento de las distribuciones de tiempo

de vida P(At) no es estrictamente una ley de potencia de exponente —2, de hecho
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podemos apreciar como algunos puntos caen bastente alejados de la ley de potencia.
En el caso de N; ~ 19(30%) los datos coinciden mejor con la ley de potencia de
exponente —2 aproximadamente en un orden de magnitud. La desviaciéon exponencial
en la cola de los resultados simulados se corresponde con el comportamiento reportado

experimentalmente.

6.1.3. Tasa de ramificaciéon, o

Se estudidé también el comportamiento de la tasa de ramificaciéon o para cada
configuracion de la red. En la figura se observa el histograma de la tasa de
ramificacion para cada red neuronal, correspondientes a N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %),
13(20%), 12(18 %), 11(17%), 10(16 %), 9(15%), 6(10%) y 4(7%) enlaces de largo
alcance anadidos a la red periddica (ver tabla (5.1))). Cada histograma se normaliza
con el maximo valor de o obtenido en la simulaciones ;. Observamos que en las
graficas de los histogramas los valores maximos de P(o) se ubican bastante cercanos
al valor critico de ¢ = 1. En particular todas las graficas se muestran en un rango
pequeno alrededor de ¢ = 1, ubicado entre 0.999975 < ¢ < 1.00015. Destacamos que
en el histograma de la red con N; ~ 19(30 %) el valor maximo de P(0) es el que esta
més cercano al valor critico 0 = 1, comparado con los demés histogramas de las otras

configuraciones simuladas.

Para resumir, en los resultados anteriores correspondientes a la simulacion de
redes neuronales para varias topologias, se observaron configuraciones de redes para
las cuales el comportamiento se ubica bastante cercano a un comportamiento libre
de escala de los observables dinamicos N; ~ 11(17%) y 10(16 %), esto es, una ley de
potencia de la forma P(s) ~ s~%?2 para el tamafio de avalanchas y P(At) ~ At2 para
las distribuciones de tiempo de vida de avalanchas. Sin embargo, para N; ~ 19(30 %)
el ajuste a la ley de potencia particularmente es mejor que en las configuraciones antes

mencionadas. Este resultado apoya fuertemente la idea de que el comportamiento de

80



Capitulo 6: Resultados

leyes de potencias observada en la actividad esponténea de cultivos neuronales |4l [5]
podria tener un origen topolégico. En las secciones siguientes analizamos como afecta
el proceso de observacion, medir en saltos J y ventanas W, el comportamiento de las

distribuciones de los observables considerados.
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P(s)

10’ 10 10
s (neuronas)

Figura 6.1: De arriba a abajo, las distribuciones de probabilidad normalizadas de
tamano de avalancha s para N;(%) ~ 64(100%), 19(30 %), 13(20%), 12(18 %),
11(17%), 10(16 %), 9(15%), 6(10%) v 4(7%) de enlaces de largo alcance adicional.
La linea recta representa una ley de potencia con exponente —3/2.
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P(At)

At (ms)

Figura 6.2: De arriba a abajo, distribuciones de probabilidad normalizadas de tiempo
de vida de avalancha At para N;(%) ~ 64(100%), 19(30 %), 13(20%), 12(18 %),
11(17%), 10(16 %), 9(15%), 6(10%) v 4(7%) de enlaces de largo alcance. La linea
recta representa una ley de potencia con exponente —2.
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Figura 6.3: De arriba a abajo, distribuciones de probabilidad normalizadas de branch-
ing rate o para N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %), 10(16 %),
9(15%), 6(10%) v 4(7%) de enlaces de largo alcance.
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6.2. Dependencia de la actividad con el proceso de observacién

Como vimos en la seccién anterior , los resultados obtenidos parecieran rela-
cionar la topologia de la red con el comportamiento de las caracteristicas del sistema.
Haciendo analogia con los procedimientos de medicion usados para cuantificar la ac-
tividad de las redes neuronales en los estudios en capas superficiales de la corteza
in vitro [4, 5] e in vivo [9], como también en la actividad de cortezas cultivadas ais-
ladamente |16, 2I]. De esta forma pretendemos emular el uso de equipos de medicion
sobre la actividad de las redes simuladas. Como en la seccién anterior observamos la
actividad de la red, sin embargo en este caso tal observacion se realizara en saltos de

observacién, J, y en ventanas de observacion, W (ver seccion (5.4.1)).

6.2.1. Dependencia con muestreo en saltos, J

A continuaciéon mostramos los resultados de estudiar el comportamiento de las
distribuciones de tamano de avalancha, y de tiempo de vida de avalancha y de la
tasa de ramificacion, en funcion de la observaciéon en saltos .J, para las configuraciones

especificadas en la tabla ([5.3]).

6.2.1.1. Tamano de avalanchas, s

En la figura se muestran las graficas correspondientes a las distribuciones
de probabilidad de tamafno de avalanchas, en funcion de la topologia con N;( %) ~
64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %), 10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %)
enlaces de largo alcance. En este caso también se muestra la dependencia con el proceso

de observaciéon en saltos, J.

Observamos que al variar los saltos J, en los que se realiza el proceso de medicién

el comportamiento de las distribuciones de probabilidad de tamano de avalancha se ven
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modificadas. En particular al llegar al valor de J = 10° las distribuciones se ajustan
bastante bien a la ley de potencia con exponente —3/2 dada por la linea roja, en
particular para los valores de N; ~ 11(17%), 10(16 %) y 9(15%). Para este valor de
salto J = 10° las distribuciones de las deméas configuraciones presentan desviaciones
importantes de la ley de potencia. Para el caso N; ~ 19(30%) con J = 10 y 10%, se
observa un mejor ajuste a la ley de potencia que el exhibido con J =1 (figura (6.4)).
Hacemos notar que a medida que aumenta J la cantidad de datos disponibles para el
analisis es menor. En particular para N; ~ 64(100 %), 19(30 %) y J = 10° la cantidad

de datos es insuficiente.

P(s)

s (neuronas)

Figura 6.4: Distribuciones de probabilidad normalizadas de tamano de avalancha s
para la configuracion con N; ~ 19(30%). Y su dependencia con la variable de saltos
de observacion, J = 10°, 10!, 102, 102, 104, 10°.

6.2.1.2. Tiempo de vida de avalanchas, At

En la figura (6.7), presentamos los resultados de las distribuciones de tiempo de
vida de las avalanchas generadas en las simulaciones de las redes neuronales para cada
configuracion de red con N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),
10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) enlaces de largo alcance con los valores de saltos,
J, dados en la tabla . Estas distribuciones se ven modificadas al variar .J, alcan-
zandose un ajuste bastante aceptable con J = 10° en las situaciones de N; ~ 10(16 %),
11(17%) y 12(18 %). Sin embargo el caso de N, ~ 19(30 %), (ver figura (6.5))), muestra

una tendencia cercana a la ley de potencia para todo .J.
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P(At)

Figura 6.5: Distribuciones de probabilidad normalizadas de tamano de avalancha s
para la configuracién con N; ~ 19(30%). Y su dependencia con la variable de saltos
de observacion, J = 10°, 10!, 102, 103, 104, 10°.

6.2.1.3. Tasa de ramificacién, o

Los resultados de los histogramas de la tasa de ramificacion, o, se muestran en la
figura . Para los valores considerados de % de largo alcance. Ademaés se considera
la influencia de la medicion en saltos J para valores de J = 10, 10%, 103, 10* y 10°.
Se observa que el valor maximo de P(o) se encuentra bastante cercano al valor critico
o = 1. Ademaés, para todas las configuraciones de red, al aumentar el valor de J
los histogramas se dispersan alrededor del valor de o en que ocurre el maximo de
probabilidad P(0)msx. Destacamos, que para el caso de N; ~ 19(30 %) el méaximo de
P(0) se ubica méas cercano al valor critico, 0 = 1, comparado con los méaximos de las
demés redes. Todos los datos de las distribuciones anteriores e histogramas, fueron

normalizados por el maximo valor de probabilidad arrojado.
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/O / / / / j ﬁﬁ%

P(s)
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Figura 6.6: Distribuciones de probabilidad normalizadas de tamano de avalancha s. De
arriba a abajo, variando N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),
10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) v 4(7 %) de enlaces de largo alcance. De izquierda a derecha,
dependencia con el proceso de observaciéon para J = 10, 100, 1000, 10000, 100000. La
linea recta representa una ley de potencia con exponente —3/2.
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Figura 6.7: Distribuciones de probabilidad normalizadas de tiempo de vida de avalan-
cha At. De arriba a abajo, variando N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %),
11(17 %), 10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) de enlaces de largo alcance. De izquierda
a derecha, dependencia con el proceso de observaciéon para J = 10, 100, 1000, 10000,
100000. La linea recta representa una ley de potencia con exponente —2.
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Figura 6.8: Distribuciones de probabilidad normalizadas de branching rate o. De ar-
riba a abajo, variando N;(%) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),
10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) de enlaces de largo alcance. De izquierda a derecha,
dependencia con el proceso de observacién para J = 10, 100, 1000, 10000.
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6.2.2. Dependencia con ventanas de observacién, window

Como habiamos mencionado anteriormente, en este estudio hemos considerado
dos maneras de medir la actividad de la red. En la seccién anterior reportamos el efec-
to de medir cada salto temporal J, en esta seccidén nos concentraremos en el efecto de
introducir ventanas de observacion W. La finalidad consiste en emular el proceso de
medicion experimental. A continuacion presentamos los resultados correspondientes a
las distribuciones de los observables dinamicos de las configuraciones de red consider-
adas en funcién del valor de ventana de observacion W. Mencionamos que al medir
en ventanas de observacion, los datos arrojados de las simulaciones para W = 10* y
W = 10° en todas las configuraciones de red, fueron insuficientes para la obtencion de

una buena estadistica.

6.2.2.1. Tamano de avalanchas, s

En la figura , se puede apreciar la dependencia de la distribucién de tamano de
avalancha para cada red neuronal correspondiente a los valores de N;( %) considerados
a lo largo de este escrito, en funcion del tamano de ventana de observacion, W, con
valores dados en la tabla . Observamos que para las distribuciones medidas con
W = 10 las distribuciones son similares a las observadas en el caso de J = 1 de la
seccion . Al aumentar W no existe ninguna mejoria notoria en el ajuste de los
datos experimentales a la ley de potencia de exponente —3/2; con la excepcion del caso
N; ~ 19(30 %), el cual se ajusta mucho mejor a la ley de potencia cuando W = 102

que en cualquier otro valor de W.

6.2.2.2. Tiempo de vida de avalanchas, At

En la figura (6.10) mostramos las distribuciones del tiempo de vida de avalancha,

P(At), para todas las configuraciones estudiadas de N;( %)), en funcion de la medicion

91



Capitulo 6: Resultados

en ventanas W para valores de W = 10, 102, 103. Se observa que para la mayoria de
las gréficas existe un comportamiento similar al obtenido en la secciones anteriores
correspondientes a la distribucion de tiempo de vida P(At). Destacamos que para
valores grandes de W existe falta de estadistica, como en el caso de N; ~ 64(100 %).
N; ~ 19(30 %) se mantiene como la configuracion que mejor se ajusta a la ley de

potencia P(At) = At~2.

6.2.2.3. Tasa de ramificacién, o

Los histogramas de la tasa de ramificaciéon de cada una de las configuraciones de
red consideradas se presentan en la figura . Al igual que en los casos anteriores,
observamos una cercania del valor maximo P(0 )y al valor critico, o = 1, en todos los
histogramas. Sin embargo, el caso de N; ~ 19(30 %) medido con W = 10? se aproxima

al valor critico mas que los deméas histogramas.
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P(s)

10 10 10 10 10 10 10 10 10

Figura 6.9: Distribuciones de probabilidad normalizadas de tamano de avalancha s. De
arriba a abajo, variando N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),
10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) v 4(7 %) de enlaces de largo alcance. De izquierda a derecha,
dependencia con el proceso de observacion para W = 10, 100, 1000. La linea recta
representa una ley de potencia con exponente —3/2.
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Figura 6.10: Distribuciones de probabilidad normalizadas de tiempo de vida de avalan-
cha At. De arriba a abajo, variando N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %),
11(17 %), 10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) de enlaces de largo alcance. De izquierda
a derecha, dependencia con el proceso de observacion para W = 10, 100, 1000. La linea
recta representa una ley de potencia con exponente —2.
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Figura 6.11: Distribuciones de probabilidad normalizadas de branching rate o. De

arriba a abajo, variando N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),

10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) de enlaces de largo alcance. De izquierda a derecha,
dependencia con el proceso de observacion para W = 10, 100, 1000.
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6.3. Comentarios adicionales

El ajuste de mejor calidad a la ley de potencia, tanto para el caso de tamano de

3/2 como de tiempo de vida P(At) = At2, se obtienen para

avalanchas P(s) = s~
la configuracion correspondiente a N; ~ 19(30 %). Curiosamente, el histograma de la
tasa de ramificacion P(o) correspondiente a esta topologia est4 mas cercano al valor

de o0 = 1 el cual caracteriza un proceso de ramificacién critico.

En nuestro caso el comportamiento observado es levemente supercritico; ya que
o > 1. Esto quiere decir que la topologia de la red lleva ella misma a un estado
caracterizado por leyes de potencias en sus observables, caracterizado por un proceso

de ramificaciéon con un valor de ¢ aporximadamente igual al valor critico.

6.4. Eficiencia y Costo de las redes de neuronas

En este punto debemos caracterizar las propiedades estructurales de cada una de
las configuraciones de red usadas en nuestras simulaciones, para ello hacemos uso del
formalismo introducido por Latora y Marchiori [13] 14]. Gracias a la determinacion
de la eficiencia global Fyp, la eficiencia local Ei, y el Costo, podemos determinar la
existencia o no de un régimen de mundo pequeno econdmico. La eficiencia mide cuan
bien la informaciéon se propaga sobre la red, y el costo mide el gasto generado en la
construccuion de la red. Al crear una configuracion de red usadas hasta el momento,
un enlace con mayor nivel de interaccidén serd mas costoso que uno con un nivel de

interaccion menor. El costo es proporcional al nivel de interaccién de los enlaces.

Podemos hablar de una red neuronal en régimen de mundo pequeno, como aquella
que es altamente eficiente en transmitir informacién a un nivel tanto global como local,
pero a su vez suficientemente econdémica en su construccion. Es nuestra intencion
asociar un tipo de topologia especifica con el comportamiento critico caracterizado

por leyes de potencias.

96



Capitulo 6: Resultados

En la figura , mostramos el comportamiento de la eficiencia global FEyqp,
eficiencia local Fj,. y Costo, en funcién de los enlaces de largo alcance anadidos a
la red inicial periodica. Los puntos representados corresponden a las configuraciones
de redes usadas en las simulaciones, con N;(%) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %),
12(18%), 11(17 %), 10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) enlaces de largo alcance.
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Figura 6.12: Eficiencia y costo de las redes neuronales. En la grafica: los circulos
corresponden con la eficiencia global Ejp,, los cuadrados con la eficiencia local Ej,
y los diamantes al Costo. El eje x es el nimero de enlaces de largo alcance de cada
configuracion dividido entre N = 64. Cada punto en cada una de las curvas es el valor
para cada configuracion, que corresponden a N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %),
12(18%), 11(17 %), 10(16 %), 9(15 %), 6(10 %) y 4(7 %) enlaces de largo alcance.

Notamos de la figura (6.12)) que al agregar los enlaces de largo alcance, aumenta-
mos la eficiencia tanto como global como local, es decir, la red se vuelve mas eficiente
en transmitir informacion ya que aparecen enlaces de largo alcance l;; = 1 que unen
vecindarios que de otra manera estarian muy alejados. La transmision de informacion
es méas eficiente cuando existe una mayor nivel de interaccion, ver seccion ((5.3). Por

otra parte, el Costo de construcciéon de la red depende del niimero de enlaces de largo
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alcance presentes, es decir, al hacer la red mas eficiente, mediante la adiciéon de enlaces
de alto nivel de interaccion [;; = 1, hacemos a la red menos econémica; ya que los en-
laces de alto nivel de interaccién son mucho més costosos que los de niveles menores.
En la figura observamos la representacion de las redes neuronales usadas en
nuestras simulaciones, vemos como los enlaces de alto nivel de interacciéon [;; unen

vecindario de las redes muy alejados.

N
®e0 0000

Figura 6.13: Redes neuronales usadas de N = 64 nodos. De izquierda a derecha y de
arriba a abajo, variando N;( %) ~ 64(100 %), 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),
10(16 %), 9(15%), 6(10%) y 4(7%) de enlaces de largo alcance. Por razones de sim-
plicidad solo se muestran los enlaces de nivel de interaccién mayor, [;; = 1.

Podemos decir que nuestra red se encuentra en un régimen de mundo pequeno
economico, segun la figura (6.12)), para porcentajes de enlaces aleatorios (que corres-

ponde en la grafica a N;/64) en donde el Costo es bastante menor al Costomsx pero
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con valores de eficiencias globales y locales suficientemente altos como para asegurar la
buena transmision de informaciéon en la red. Este régimen de mundo pequetio en nues-
tra redes puede estar comprendido entre N; ~ 19(30 %), 13(20 %), 12(18 %), 11(17 %),
10(16 %), 9(15 %) enlaces aleatorios agregados. Esta zona corresponde a la zona en
gris de la figura (6.12). Notemos que las configuraciones con N; ~ 13(20 %), 12(18 %),
11(17 %), 10(16 %) vy 9(15 %) dan lugar a eficiencias locales y globales cercanas al 60 %
y 50 % mientras que en el caso de N; ~ 19(30 %) las eficiencias estan cercanas al 80 %
y al 60 %. Por esta razéon consideramos que N; ~ 19(30 %) corresponde a un mundo

pequeno econdmico (0 cercano a).

En resumen, al caracterizar las redes notamos que la configuracion N; ~ 19(30 %)
se encuentra en el régimen de mundo pequeno econdomico caracterizado por valores
altos de eficiencia global y local pero con costo menores al valor maximo Costop,sx. L.os
mejores ajustes a las leyes de potencias en la distribuciones de tamano de avalanchas
P(s) y tiempo de vida de avalanchas P(At) los observamos para la configuracion de red
con N; ~ 19(30 %) enlaces de largo alcance, al caracterizar las redes nos percatamos
que dicha configuracion de red se encuentra en el régimen de mundo pequeno. Ademés
la dindmica de esta configuracion de red esta caracterizada por un valor de tasa de
ramificaciéon cercano al valor critico. El comportamiento critico de los observables de
las redes, caracterizados por leyes de potencias en sus distribuciones de probabilidades,

estan asociados con una topologia especifica de mundo pequeno economico.
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Capitulo 7

Conclusiones

A continuacion en este capitulo presentamos las conclusiones de nuestro trabajo:

1. Sobre la dependencia de la dindmica global de la red con la topologia:

e La dinamica se ve modificada por la topologia de la red, dando lugar a

distintas distribuciones para los observables dindmicos.

e Con la adiciéon de enlaces de largo alcance en la configuracion con N} ~
19(30 %) se alcanza un estado cercano al critico caracterizado por distribu-

ciones de leyes de potencias:

P(s) = s3/2

P(At) = At?

e Se encuentra una topologia de mundo pequefio econdémico para ntimero de

enlaces de largo alcance cercano a N; ~ 19(30 %).

e Para la configuracion N; ~ 19(30 %) la dindmica de la red corresponde a

un proceso de ramificacion levemente supercritico caracterizado por o 2 1.

e La emergencia de distribuciones cercanas a leyes de potencias en las redes
de Morris-Lecar se origina por la topologia de mundo pequeno econémico

que autoorganiza al sistema en una dindmica muy cercana a la critica.



Capitulo 7: Conclusiones

Esto sugiere que el origen del comportamiento experimental reportado en

la literatura es la topologia de mundo pequeno.
2. Sobre la dependencia de la dinamica global con el proceso de medicion:

e En la configuracion de red con N; ~ 19(30 %) las distribuciones son apro-
ximadamente invariantes con J resultado que confirma la cercania a un

régimen critico.

e Con la excepcion anterior los resultados dependen del proceso de medicién.
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